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Introduccion

La Teoria de Representaciones de grupos finitos tiene su origen en los
trabajos de Frobenius de finales del siglo XIX y fue desarrollada por Burnside,
a quien se debe su primera exposicion sistematica, a comienzos del siglo XX.
De esta época es el teorema de Burnside que establece que un grupo es
resoluble si su orden es divisible, como maximo, por dos primos distintos
(ver teorema 34.1 de [24]). Posteriormente, los trabajos de E. Noether y R.
Brauer le dieron un enfoque méas proximo al actual al introducir en la teoria

el lenguaje de modulos y anillos al que ahora estamos acostumbrados.

La evolucién de la teoria ha permitido resolver importantes problemas de
la Teoria de Grupos. Por ejemplo, en la clasificacion de los grupos simples
finitos se utilizan técnicas basadas en representaciones de grupos. También
encontramos aplicaciones en otras disciplinas como la Fisica, la Quimica o la
Cristalografia, al constituir la Teoria de Representaciones un modelo natural

para el estudio de la simetria.

El grupo de las matrices triangulares es un objeto fundamental dentro de
las Matematicas (ver [49]). Por ello, el conocimiento de sus representaciones
tiene una relevancia especial. Este problema, aun en el caso de que el grupo
sea nilpotente (lo que equivale a considerar matrices estrictamente superiores)
no tiene una solucion sencilla. El método de las orbitas de Kirillov (ver [4§],

[50]) permitio resolver el problema para el grupo U,(R), es decir, el grupo



2 Introduccién

de las matrices unitriangulares sobre el cuerpo R. Una adaptacion de este
método para cuerpos finitos, dada por Kazhdan (ver [47]) durante los anos
70, logro la extension de estos resultados al grupo U,(q), esto es, el grupo
de las matrices unitriangulares con coeficientes en el cuerpo finito [y, con
q = p%, cuando la caracteristica p es suficientemente grande. Sin embargo, no
fue posible resolver el problema para el caso en que la caracteristica de I, es

arbitraria.

Los super-caracteres, desarrollados por Carlos A. M. André (ver [4], [5],
[6], [8] ¥ [O]) y por Ning Yan (ver [82]), suponen una nueva aproximacion al
problema. A pesar de que los métodos seguidos por cada uno de ellos son
diferentes, los resultados a los que llegan son equivalentes. En esencia, lo
que se obtiene es una particion del conjunto de caracteres irreducibles del
grupo U, (q) que conserva alguna de las propiedades de éstos. Asi, los super-
caracteres son ortogonales dos a dos y descomponen el caracter regular del
grupo, por lo que cada super-caracter es constituyente de un tnico caracter

irreducible.

El propésito de esta memoria es extender estos resultados a grupos méas
generales: los denominados grupos de &lgebra, con el fin de avanzar en la
determinacion de sus caracteres irreducibles (ver [7]). A esto dedicaremos los
cuatro primeros capitulos. Finalmente, en el altimo capitulo procederemos al
estudio de una de las aplicaciones de la Teorfa de Representaciones: la cons-
truccion de codigos cudnticos correctores de errores. Como veremos después,
la informacion cuantica es muy sensible a todo tipo de errores e interacciones
con el medio exterior, por lo que es importante desarrollar mecanismos que

permitan su protecciéon frente a este tipo de sucesos.

De forma sucinta, el contenido de la memoria se distribuye a lo largo de

sus capitulos como se muestra a continuacién. El primer capitulo resume los



Introduccién

resultados de André y Yan para el grupo U, (¢). En él no se aportan resulta-
dos nuevos y se incluye con la finalidad de que la memoria sea autocontenida
y de que el lector pueda conocer el trabajo de Yan, no facilmente accesible.
El método seguido por André consiste en asociar un caracter especial, lla-
mado cardcter bésico, a cada elemento de la base canonica de U,(q) visto
como F-espacio vectorial. De esta manera, un super-caracter se define como
un producto de caracteres basicos. Por su parte, el método de Yan esta mas
proximo del de Kirillov, pues define cada super-caracter como asociado a un
cierto CU,,(¢)-modulo dado por una acciéon de U,(¢q), denominada acciéon de
cotransicion, sobre el espacio dual U, (q)*. Probaremos que ambos métodos

son equivalentes y por ello, las dos definiciones de super-caracter coinciden.

El grupo U,,(q) es un caso especial de grupo de algebra. Esta nocion fue in-
troducida por Isaacs en [43] y se refiere a los grupos de la forma G = 1+.J(A),
donde A es una F-algebra de dimension finita y J(A) es su radical de Ja-
cobson. En el segundo capitulo de la memoria extenderemos el concepto de
super-caracter para abarcar los F,-grupos de algebra finitos. Es importante
notar que en nuestro desarrollo no se hace ninguna referencia a la caracteris-
tica del cuerpo I, por lo que los resultados son validos para cualquier valor
de ésta. Es debido a una definicién conveniente de los super-caracteres que
evita el uso de la funcion exponencial cuando se relacionan las propiedades
del grupo G y de la F -algebra J(A) (un ejemplo del uso de la exponencial
en grupos de algebra se puede ver en [33]). Una vez definidos, se estudian
sus principales propiedades, que acaban por coincidir con las obtenidas para
U.,(q), vy se estudia un caso particular: el algebra de polinomios de grado

menor o igual que n en una unica indeterminada.

El capitulo tercero se encarga de estudiar los super-caracteres de una [F,-

algebra nilpotente libre. Para ello, estudiamos la [F;-algebra de polinomios en
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m indeterminadas no conmutativas cuyo grado es menor o igual que n. Pues-
to que cualquier F -4lgebra es cociente de un algebra libre, estos resultados
deberian ayudarnos a encontrar los super-caracteres de cualquier F -grupo
de algebra. Sin embargo, a pesar de que la forma de los super-caracteres
es conocida por los resultados del capitulo anterior, en el caso general, no
es posible una descripcion sencilla de los mismos. Por ello, acudimos a una
aproximacion para intentar escribir el super-caracter asociado a un polino-
mio cualquiera como producto de caracteres asociados a los monomios que
lo componen, de forma parecida a lo que se hace en el grupo U, (q) con los
caracteres basicos. Asi, la primera seccidon se centra en la definicion de estos
nuevos caracteres, que por analogia con el grupo U, (q) reciben el nombre
de basicos, v en el estudio de sus propiedades. Posteriormente, probaremos
que se pueden descomponer en una suma de super-caracteres, y prestaremos
especial atencion a aquellos que s6lo poseen un inico constituyente: los com-
pletamente ramificados. Por ultimo, terminamos con un ejemplo: el algebra
de polinomios en m indeterminadas conmutativas de grado menor o igual

que n.

Abordamos en el cuarto capitulo una extension de la teoria de super-
caracteres cuando la [F -algebra A se sustituye por un R-moédulo nilpotente
con R un anillo conmutativo finito. La eleccion del anillo R es importante,
pues de ella dependera el que se pueda obtener una buena parametrizaciéon de
los super-caracteres en funciéon de los elementos del modulo dual A*, tal co-
mo sucede en el capitulo 2. No todos los anillos finitos son apropiados, como
veremos en la primera seccion, sino solo aquellos que son admisibles, lo que
segun la definicion de Claasen (ver [23]) equivale a que el modulo de los ca-
racteres aditivos de R sea ciclico. En la segunda seccion, analizamos con més

detalle esta propiedad y caracterizamos los anillos finitos que la satisfacen:
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los anillos Frobenius (ver [80]), para estudiar el caso particular de los anillos
de Galois (ver [I7]). A lo largo de lo que resta de capitulo, impondremos que
el anillo R es un anillo de Galois y construiremos, en la tercera seccion, los
super-caracteres del grupo adjunto asociado al médulo nilpotente A, que es
el sustituto natural del grupo de algebra. Por dltimo, estudiamos un ejemplo
sencillo: la R-algebra de los polinomios en una indeterminada de grado menor
que n y sin término independiente, con R un anillo de Galois. Construimos
una parte de los super-caracteres y los comparamos con los que obtuvimos
en el capitulo segundo. La diferencia mas significativa es el incremento en el
grado de dificultad de la descripcién. Mientras que en el capitulo 2 se conse-
guia una descripciéon completa de todos ellos, en este caso s6lo conseguimos

dar una expresion simple de los més sencillos.

La memoria termina con una aplicacion de la Teoria de Representaciones
a la Teorfa de Codificacion: la construccion de codigos cudnticos correctores
de errores. Para ello, nos hemos basado en los trabajos de Martin Roettler
y Andreas Klappanecker (ver [51], [52], [53], [54] y [55]) y hemos intentado
construir nuevos cédigos cuanticos de forma similar a como se hace con los
clasicos. Los errores cuanticos se modelan como operadores que actian sobre
un espacio de Hilbert que representa el sistema de trabajo. Estos errores se
pueden generar a partir de nice error bases que, tal como estin descritas en
la primera seccion, constituyen una representacion proyectiva de un grupo G
llamado grupo de error. La segunda seccion se dedica a la descripcion de los
codigos cuanticos més usuales: los codigos estabilizadores y los codigos de
Clifford y se estudian sus propiedades correctoras en términos de la Teoria
de Representaciones. Finalmente, procedemos a dar una caracterizacion de
los codigos Clifford no estabilizadores en términos de caracteres completa-

mente ramificados y a la construccion de nuevos codigos Clifford a partir
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del producto de varios grupos de error, para concluir con el analisis de sus

propiedades correctoras.



Capitulo 1

Preliminares. Super-caracteres del

grupo Uy,(q)

Sea p un primo y ¢ = p° e > 1 una cierta potencia suya. 5i I, es el
cuerpo finito de ¢ elementos, denotaremos por U, (q) el grupo de todas las
matrices unitriangulares, es decir, matrices triangulares superiores con 1 en
su diagonal principal, cuyas entradas son elementos de F,,.

La determinacion de los caracteres irreducibles del grupo U,(q) es un
problema dificil. Para abordarlo, Carlos A. M. André y Ning Yan introduje-
ron, de forma independiente, el concepto de super-caracter (ver [4]-[7] para
el primero y [82] para el segundo). En esencia, constituyen una particion
del conjunto de caracteres irreducibles Irr(U,(q)) que conserva algunas de
sus propiedades: son ortogonales dos a dos, descomponen el caracter regular
y son constantes sobre las super-clases, una generalizacion de las clases de
conjugacion del grupo.

A pesar de que el objeto definido por André y por Yan es el mismo,
sus enfoques son diferentes. Para el primero, los super-caracteres se definen

de forma puramente combinatoria, a partir de los caracteres basicos. Para

7
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Yan, més proximo al método de las orbitas de Kirillov (ver [48]), cada super-
caracter estd asociado a la érbita de una accion de U, (q).

En este capitulo trataremos de hacer una revisiéon de ambas formulaciones
para probar que ambas son equivalentes para el grupo U,(q). Asi, comen-
zaremos por una seccion introductoria donde revisaremos conceptos bésicos
de la teoria de caracteres que se utilizaran con frecuencia en la tesis. Las
dos secciones siguientes se ocupan del trabajo de Carlos A. M. André. En
la primera se expone el concepto de funciones de Kirillov para un grupo de
algebra, ver [7] y en la segunda estudiaremos la nocioén de caracter basico.
Las ideas fueron desarrolladas en [9)]. La ultima seccion explora el método de
Yan y la construccion de los caracteres de transicion para terminar probando
la equivalencia de ambas formulaciones. Esta tltima seccién pretende ser un
resumen de [82]. Dado que esta referencia puede no ser facilmente accesible,
se incluyen algunas demostraciones por completitud y para facilitar la lectura

de la memoria.

1.1. Preliminares

A continuacién intentaremos revisar algunos de los conceptos que apare-
cerdn a lo largo de esta tesis y que deberian ser familiares. Dentro de este
apartado se encuadran las definiciones de representaciones, caracteres y for-
mulas de ortogonalidad. Los resultados, que se presentaran sin demostracion,
estan extraidos de [24], [25] v [41], donde se remite al lector para una lectura

maés detallada.

Definicién 1.1.1 Sean F' un cuerpo y G un grupo. Una F-representacion
de grado n de G es un homomorfismo X : G — GL(n, F), con GL(n, F) el

grupo general lineal de grado n sobre el cuerpo F'.
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Sea M un F-espacio vectorial, diremos que M es un G-moédulo si se puede
definir un producto G x M — M de forma que para todo ¢,¢" € G y todo

m,m' € M se verifiquen las siguientes propiedades:

g(m+m') = gm+ gm/,
(99" )m = g(g'm), (1.1)
1m =m.

Si la dimension de M es n, el grupo GL(n, F) se identifica de forma
natural con el grupo de F-automorfismos de M, denotado por GL(M). En-
tonces, dada una F-representacion de G, X : G — GL(n, F'), podemos definir
el producto gm = X(g) m, que claramente satisface las propiedades (1.1)) y
convierte a M en el G-mo6dulo asociado a la F-representacion X. Reciproca-
mente, si M es un G-modulo, la F-representacion X : G — G L(n, F') definida
por X(g)(m) = gm es la F-representacion asociada al médulo M. De esta

forma, a cada G-modulo se le asocia una tnica F-representacion y viceversa.

Definicién 1.1.2 Sean X y O dos F-representaciones de un grupo G. Di-
remos que son equivalentes st ambas tienen el mismo grado y ademds existe

una matriz P € GL(n, F) tal que X(g) = P~'®(g) P para todo g € G.

En el lenguaje de moédulos, dos representaciones X y ©, con moédulos
asociados M y N respectivamente, se dicen equivalentes si existe un G-
isomorfismo de médulos ¢ : M — N. Recordemos que ¢ es un G-isomorfismo
de modulos si es un isomorfismo de espacios vectoriales y ademas satisface

©(gm) = gp(m) para todo g € Gy m € M.

Definicién 1.1.3 Sean X una F'-representacion y M su mddulo asociado.
Se dice que X es irreducible si el modulo M es irreducible, es decir, si sus

unicos submodulos propios son 0 y M.
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Un moédulo M se dice completamente reducible si para cualquier submo-
dulo suyo V' se puede encontrar otro W de forma que M = V ¢ W. El
Teorema de Maschke (ver teorema 1.9 de [41]) garantiza que si la caracteris-
tica de F' no divide al orden de G (en particular, si es cero), todo G-modulo
es completamente reducible. En términos de F-representaciones esta propie-
dad se traduce en que cualquier representacion de G se puede escribir como
suma directa de representaciones irreducibles.

Aunque una parte de los resultados que recogemos a continuaciéon son
ciertos siempre que F' sea un cuerpo cuya caracteristica no divide al orden

de GG, en adelante consideraremos que F' es el cuerpo C de los complejos.

Definiciéon 1.1.4 Sea X una C-representacion de un grupo G. El C-cardcter
X asociado a X es la aplicacion x : G — C definida por x(g) = tr(X(g)),
para todo g € G.

Dado un G-médulo M, su caracter asociado sera el de la C-representacion

dada por M. Es decir, se tiene la siguiente definicion:

Definiciéon 1.1.5 Sean M un G-modulo y X su C-representacion asociada.
Diremos que x es el cardcter asociado a M si x es el cardcter asociado a X,

es decir si x(g) = tr(X(g)), para todo g € G.

Nota 1.1.6 Los caracteres asociados a una F-representacion de G (respect.
de un G-mddulo M) reciben el nombre de F-caracteres. En lo que sigue,
puesto que trabajaremos solo con C-representaciones, entenderemos que los
caracteres de un grupo G (respect. de un G-mddulo M) son los C-caracteres

de G (respect. de M ).

Si dos C-representaciones de GG son equivalentes, entonces los G-moédulos
asociados a cada una de ellas son G-isomorfos, de donde se sigue que los

caracteres han de ser iguales.
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Definicion 1.1.7 Sean X una C-representacion de G y x su cardcter aso-

ciado, entonces x es irreducible si y solo si la representacion X es irreducible.

Denotaremos por Irr(G) al conjunto de todos los caracteres irreducibles
de G. Se puede probar (ver 27.22 de [24]) que el cardinal |Irr(G)| es igual al
numero de clases de conjugacion del grupo. Los caracteres de grado uno, que
claramente son irreducibles, reciben el nombre especial de caracteres lineales.

Si G es abeliano, cada elemento coincide con su clase de conjugacion y
entonces |Irr(G)| = |G|. Asi pues, todos los caracteres de G son lineales.
El reciproco también es cierto, de hecho, se tiene la siguiente caracterizacion

(ver corolario 2.6 de [41] para los detalles).

Proposicién 1.1.8 Un grupo G es abeliano si y sélo si todos sus caracteres

son lineales, en cuyo caso |G| = |Irr(G)|.

Es facil ver que los caracteres son constantes sobre las clases de conjuga-
cion del grupo. Este tipo de funciones se conocen como funciones de clase
de G, forman un C-espacio vectorial, denotado por c¢f(G), y su base es el
conjunto Irr(G). Asi pues, cada funcion ¢ € cf (G) se puede escribir de for-
ma fnica como ¢ = > 1) axX. Los elementos x € Irr(G) para los que
a, # 0 reciben el nombre de constituyentes irreducibles de .

En caso que G sea finito (en lo que sigue siempre lo sera), denotamos por
CG el conjunto de todas las sumas formales {)_ ., a49 : a4 € C}. Claramen-
te, CG es un C-espacio vectorial, pero también un G-modulo si consideramos
el producto ha = h(deG agg) = dec ag hg, para todo h € G, a € CG.
La representacion asociada a este moédulo recibe el nombre de representacion

reqular de G. Su caracter suele representarse como pg.

11
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Proposicion 1.1.9 Sea G un grupo y sea pg su cardcter reqular, entonces

G| sig=1,
pa(g) =
0 en otro caso.

Este cardcter tiene la siguiente descomposicion como suma de irreducibles :

pa= Y x(x.
x€Irr(Q)
Sea C[G] = {f : G — C} el C-espacio vectorial de las funciones com-
plejas definidas sobre GG. Este espacio puede dotarse de un producto escalar

mediante la siguiente definicion.

Definicién 1.1.10 (Producto de Frobenius) Sean ¢, 0 funciones com-

plejas sobre G, entonces

es el producto de Frobenius de ¢ y 6.

El conjunto Irr(G) es una base ortogonal respecto al producto de Fro-
benius del espacio vectorial cf (G). Este resultado se conoce como primera

relacion de ortogonalidad de caracteres.

Teorema 1.1.11 (Primera Relacion de Ortogonalidad) Sean x;, x; ca-

racteres irreducibles de G, entonces su producto de Frobenius

1

el > xil9)x;(9) = i
geG

Los caracteres irreducibles satisfacen también la siguiente relacion, cono-

cida como sequnda relacion de ortogonalidad.
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Teorema 1.1.12 (Segunda Relacién de Ortogonalidad) Sean g,h € G,

entonces

- |ICc(g)| sigyh son G-conjugados,

> xlg)x(h) =

xeIrr(G) 0 en otro caso,

donde Cg(g) ={z € G : xg = gx} es el centralizador de g en G.

Nota 1.1.13 Ndtese que los ordenes |Ca(g)| y |Ca(h)| coinciden si g y h

son conjugados.

Por tltimo, introducimos la definiciéon de funcién inducida y el resulta-
do conocido como reciprocidad de Frobenius (ver lema 5.2 de [41]). Estos

conceptos seran de utilidad en los capitulos siguientes.

Definiciéon 1.1.14 Sea H < G y sea ¢ € cf(H). La funcion ¢ definida
como

v%(9) = ﬁ > °(zgzt),

zeG
con °(h) =p(h) sih € H ye°(t)=0sit ¢ H, recibe el nombre de funcion

inducida sobre G.

Proposiciéon 1.1.15 (Reciprocidad de Frobenius) Sea H < G un sub-
grupo de G. Supongamos que ¢ es una funcion de clase de H y que 0 es una

funcion de clase de G, entonces se cumple

1.2. Grupos de algebra. Generalidades

Comenzamos esta seccion con la definicion de grupo de algebra. Este

concepto fue introducido por Isaacs en [42] tal como aparece a continuacion:
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Definicién 1.2.1 Sean F' un cuerpo de caracteristica p y A una F-dlgebra
finito dimensional. Si J = J(A) es su radical de Jacobson, entonces el con-
gunto 1+ J ={1+a: a € J} es un p-subgrupo de las unidades de A que

rectbe el nombre de F'-grupo de dlgebra.

Sea v : F; — C un C-caracter no trivia]ﬂ cualquiera del grupo aditivo
F. y sea J* el espacio dual de J. Para cada elemento f € J*, definimos la
aplicacion

v 4+) — (C)
a — P(f(a))

Las funciones 9y con f € J* son homomorfismos y por tanto, carac-
teres del grupo aditivo (J,+). El resultado siguiente prueba que todos los

caracteres irreducibles de este grupo tienen la forma v, para algin f € J*.

Proposiciéon 1.2.2 Eziste una aplicacion biyectiva entre los elementos de

J* y los caracteres irreducibles del grupo aditivo (J,+). Es mds,

Irr(J)={¢s: f e J}.

Demostracion: Puesto que el grupo (J,+) es abeliano, por la proposicion
tenemos que |J*| = |J| = |Irr(J)| < oo; lo que prueba la primera parte
del resultado.

Dados dos elementos f, g € J*, el producto de Frobenius de los caracteres

Yy y g verifica

acJ acJ
1 1 f =
= (Vrg, L1}y = W=

0 en otro caso

! Los detalles de esta construccion y su generalizacion a otro tipo de modulos se referiran

en la seccién
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Por lo tanto, estas funciones forman un conjunto ortonormal de caracteres
de (J,+) y se sigue que {¢y : f € J*} C Irr(J). Puesto que J es finito y
vy f e J}| =1|J|, se tiene la igualdad. |

Sea G = 1+ J un grupo de algebra cualquiera. Si J* es el espacio dual
de J, el grupo G actiia sobre J* de la siguiente forma: dados un elemento
x de G y un elemento f de J*, la aplicacion lineal f* es un elemento de J*
definido por f®(a) = f(xaz™') para todo a € J. Esta acciéon se conoce como
accion coadjunta de G.

Denotamos por Q(G) al conjunto de todas las G-orbitas coadjuntas de
J*. Dada una orbita cualquiera O € Q(G), su cardinal |O| es una potencia

de ¢ (proposicion 2.1 de [7]).

Proposicion 1.2.3 Sea f € J* un elemento cualquiera. El estabilizador de

f para la accion coadjunta de G es el conjunto
Co(f)y=1+{a€ J: f(ab) = f(ba), Vb € J}.

Si O es la G-drbita coadjunta que contiene a f, entonces su cardinal |O| es

una potencia de ¢°.

Demostracién: Dado f € J*, definimos la forma bilineal B; como sigue:

BfZJXJ — C
(a,0) — f([a,0])

con [a,b] = ab — ba el corchete de Lie de a, b.

El radical de la forma By es el conjunto

Rad(f) ={a € J: f([ab]) =0, Vb € J}
={a € J: f(ab) = f(ba), Vb € J}.

15
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Claramente Rad(f) es un F,-subespacio vectorial de J multiplicativa-
mente cerrado. Por tanto, 1 4+ Rad(f) es un subgrupo de G cuyos elementos
verifican f* = f. Por otra parte, si x = 1+a € G es un elemento que satisface
1 = f, es facil comprobar que a € Rad(f). Asi pues, el estabilizador de f
para la accion coadjunta serd el conjunto C(f) = 1+ Rad(f).

En cuanto al cardinal de las orbitas, basta observar que la forma By es

antisimétrica. Entonces, si dim.J = n, se puede encontrar una F,-base de J,

(€1,...,€y), en la que la matriz coordenada de By es de la forma
X 0
M(f) = ,
0 0

donde X = diag(d,J,...,d;J) es una matriz diagonal por bloques con d; # 0

0 1
para todo iy J = . Asi pues, el rango de M(f) es un nimero

-1 0
par y si O es la 6rbita coadjunta que contiene a f, su cardinal

|O’ _ qdimJ—dimRad(f) rg (M(f))

=q
es una potencia de ¢2. [

A cada orbita coadjunta O € Q(G) le asociamos la funcién ¢p definida

como

oo G — C

1 (1.2)
1+a _— E a).
\% |O’ feowf( )

Estas funciones reciben el nombre de funciones de Kirillov. Notemos que
todas ellas son funciones de clase de GG, sin embargo no todas son caracteres
(irreducibles). Avn asi, constituyen una base ortonormal para el producto de

Frobenius del espacio ¢f(G) y satisfacen una expresion parecida a la Segunda

Relacion de Ortogonalidad (ver teorema (1.1.12)).
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Puesto que seran de utilidad méas adelante, recogemos aqui estas propie-
dades tal y como aparecen en las proposiciones 2.2 y 2.3 y en el corolario 2.1

de [7].

Proposicion 1.2.4 El conjunto {po : O € Q(G)} es una base ortonormal
para el producto de Frobenius del C-espacio vectorial cf (G) de las funciones

de clase de G. En particular se liene que

Z do(r)po(r) = do.0r,

:L"EG
para todo O, 0" € Q(G)
Demostracion: Sean O y O dos orbitas coadjuntas de J*. El producto de

Frobenius de las funciones ¢p v ¢ seré

(90, por)c = \/@\/\WZ > (W)

feo freor
Puesto que los caracteres 1y y 1y son irreducibles (ver proposicion ,

se sigue que (¢, )y = 5 p. Con sblo sustituir en la expresion anterior
llegamos a (¢o, por)a = do.or-

Ahora so6lo resta probar que el conjunto {¢p : O € Q(G)} genera el espa-
cio cf(G). Para ello, basta ver que el cardinal |Q(G)]| es igual al nimero de
clases de conjugacion de GG. La demostracion se basa en el teorema de Brauer
(teorema 6.25 de [42]) y es similar a la de la proposicion por lo que se

omite y se remite al lector interesado a la proposicion 2.2 de [7]. [ |

Las funciones de Kirillov satisfacen la siguiente relacion, similar a la del

teorema [1.1.12

Proposicion 1.2.5 Sean x,y € G arbitrarios, entonces

Z¢O =

0en(@ 0 en otro caso.

|Ca(z)|] iz ey son G-conjugados,

17
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Demostraciéon: Sean a,b € J tales que x = 1+ a e y = 1 + b. Notemos
que si z € G, entonces 2z lyz = 1 + 2z~ 1bz, puesto que la multiplicacion del

grupo es la misma que la del dlgebra. Asi pues, podemos llegar a la siguiente

expresion:
Z do(x (a)ipy(=71b2)
0eN(G 0en(@) (9
-1
zm ) |G|zma—z ),
zereJ* 2€G

con py el caracter regular de (J,+). Por lo tanto:

Z do(z Zéaz e = {z € G a=2""bz}

0eQ(G zeG

Si r e y no son G-conjugados, claramente [{z € G : a = z"'bz}| =
Supongamos que lo sean, entonces existe u € G tal que u™'bu = a y se

verifica
{z € G:a=2""b2}| = |Ca(y)ul = |Caly)| = |Cal2)].
De donde se sigue la féormula propuesta. [ |

Como consecuencia, encontramos la siguiente descomposiciéon para el ca-

racter regular pg que se utilizard en la demostracion del teorema [2.3.4]

Corolario 1.2.6 Sea pg el cardcter reqular de G, entonces

= > do(1)¢

0eQ(G)

Demostracién: Sea x € GG un elemento cualquiera. Por la proposicion an-

terior sabemos que

Z ¢O ¢O - 5:):,1 ‘G’a

0e(G
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que es la definicion del caracter regular pg (ver proposicion [1.1.9)). [

Por dltimo, anadiremos algunos comentarios sobre las funciones de Kiri-
llov y su relacién con los caracteres irreducibles de G. Como se ha dicho, estas
funciones no son, en general, caracteres. No obstante, debido a sus propieda-
des e inspirado en [47], Kirillov llegd a pensar que los caracteres irreducibles
de U,(¢) tendrian esa forma (ver conjetura 2.2.1 de [49]). La conjetura re-
sulto ser falsa, como se puede apreciar en [43] donde Isaacs y Karagueuzian
encuentran un contraejemplo.

Sin embargo, a veces es posible encontrar los caracteres irreducibles de
G a partir de las funciones ¢p (para los detalles, consultar [7]). Es el caso
cuando la caracteristica de I, es suficientemente grande. Entonces, a? = 0
para todo a € J, y asi (1 4+ a)? = 1 para todo a € J; por lo que G tiene
exponente p. Asi pues, podemos definir la funcién exponencial, exp : J — G,

como la suma finita

1 1
eXp(a):1+a+§a2+~~+map*1.

Esta funcion es biyectiva y su inversa viene dada por la funciéon In : J — G

definida por

1 1
In(1 —a—~-a*+=a*+-..
n(l+a)=a 50 + g0+ +p—1

La funcion 0 : J x J — J dada por 6(a,b) = In(exp(a)exp(b)) para todo
a,b € J, permite escribir exp(a)exp(b) = exp(f(a,b)). Si la caracteristica p es
suficientemente grande podemos aplicar la formula de Campbell-Haussdorff
(ver [44]) y expresar 6(a,b) como suma de conmutadores de Lie de los ele-

mentos a,b. En estas condiciones, para cada O € Q(G) la aplicacion

xo:G — C
r — ¢o(l+In(x))

19
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es un caracter irreducible de GG. Es mas, se puede deducir el siguiente resul-

tado (teorema 6.1 de [7]).

Teorema 1.2.7 La aplicacion O — xo define una correspondencia biyectiva
entre el conjunto Q(G) de todas las drbitas coadjuntas de G y el conjunto
de los caracteres irreducibles de G. Para cada O € Q(G), se tiene que xo €

Irr(QG) tiene grado \/|O|. Ademds, cada cardcter irreducible de G es inducido

por un cardcter lineal de un subgrupo de dlgebra del grupo G.

1.3. Caracteres basicos

En esta seccion estudiaremos los caracteres basicos del grupo U,(q). Si
u,(q) es el Fy-espacio vectorial de todas las matrices nilpotentes de grado n
sobre F, que son triangulares superiores, es claro que J(U,(q)) = u,(q) y

puesto que

Un(g) =1+ un(q) = {1 +a:aec J(Udg)},

deducimos que U, (g) es un grupo de algebra de acuerdo con [1.2.1]

Sea ®(n) = {(i,7) : 1 <i<j<n}, para cada elemento (i,5) € ®(n)
denotaremos por e;; a la matriz elemental e;; = (6x;i01;)1<k,1,<n- Claramente,
el conjunto {e;; : (i,7) € ®(n)} es una base del F,-espacio vectorial u,(q).

Siu,(q)* es el espacio dual de u,(q), a partir de la base anterior podemos
definir la correspondiente base dual {ej; : (i,j) € ®(n)}. Cada elemento e;
satisface ej;(ex) = didj1, para todo (k,l) € ®(n). En consecuencia, si a es un
elemento cualquiera de u,(q), e;;(a) = a;;.

De acuerdo con lo expuesto en la seccidon anterior, consideramos 1 un ca-
racter no trivial del grupo aditivo ;. Por la proposiciéon los caracteres

irreducibles del grupo aditivo u,(g)" son

Irr(u,(q)7) = {0y : f € un(q)*},
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con Py : u,(q) — C dado por ¢¢(a) = ¢ (f(a)) para todo a € u,(q).

Sea (7, j) € ®(n) y sea o un elemento no nulo cualquiera de F,. Si O;;(«) es
la orbita coadjunta que contiene al elemento aef;, probaremos que la funcion
de Kirillov ¢o,, (o) asociada a esta orbita es un caracter irreducible de U, (q)
llamado cardcter elemental. Cada uno de estos caracteres se denota como
&ij(a) con (i,5) € ®(n), a € F}, y es inducido por un cardcter lineal de

un cierto subgrupo de U, (q). Este resultado constituye el lema 2 de [9] que

reproducimos a continuacion.

Lema 1.3.1 Sea (i,j) € ®(n) y sea a € F;. La funcion de Kirillov &;(c)
es un cardcter irreducible de U,(q). Es mds, si U;j(q) = {X € U,(q) :
zip =0,1 <k <j} < U,lq) y si \ij(a) : Uy(q) — C es la funcion defi-
nida como \;j(a)(z) = (ax;j) para todo X € U;;(q), entonces \jj(a) es un
cardcter lineal de Uy(q) y &;(a) = Nij()U"9D es el cardcter inducido por

este cardcter lineal.

Demostracion: Puesto que las funciones de Kirillov son una base orto-
normal de c¢f(G), proposicion (&j(a),&;(a)) = 1, por lo que bastara
probar que la funcion §;;(a) es un caracter de U, (q).

Sean X, Y dos elementos cualesquiera de U,;(q). Puesto que z;; = 0 (resp.

yir) para i < k < j, se sigue que (XVY);; = x;; + v;;, y entonces

Aij(@)(XY) = Y(a (zij + yiy)) = Ylaziy) Y(ay),

de donde se deduce que \;j(c) es un caracter lineal de U;;(q).
El caracter inducido \;;(a)Y"(9) sera una combinacion lineal con coeficien-
tes complejos de las funciones de clase ¢ con O € Q,,(¢q). La proposicion 2
de [9] nos permite garantizar que estos coeficientes son enteros no negativos.
Denotaremos por u;;(q) el F,-subespacio vectorial de u,(q) formado por

aquellas matrices de la forma X — 1 con X € U,;(q), es decir, U;;(q) =
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1 +u(q). Sea f = aej; € u,(q)* y sea fo € w;;(q)* su restriccion a w;;(q).
Puesto que f(ab) = 0 para todo a,b € u;;(q), {fo} es una U;;(q)-Orbita
coadjunta en u;;(¢)* y () es la funcion de Kirillov asociada a la orbita

{fo} en u,(q)*. A partir de la reciprocidad de Frobenius (proposicion [1.1.15))

y de la proposicion 2 de [9] se sigue que

Aij (@) 7D &) ug) = (Mg (@), &(a))u,,q) # 0-

Por tltimo solo falta comprobar que \;;j(a)Y@(1) = &;(a)(1). Ahora
bien, puesto que Ai;(e)"@(1) = [Un(q) : Uy(g)l = ¢y &(a)(1) =
V10;:;(a)], sélo es preciso ver que |Oy;(a)| = ¢20~i=1).

El estabilizador de f en U,(q), Cu,q)(f), esta formado por todas aquellas
matrices que satisfacen x;;, = xy; con i < k < j. Entonces |O;(a)| = |U,(q) :

Cu, ()l =gV, =

Definicién 1.3.2 El (i, j)-cardcter elemental de U,(q) asociado a o es el

cardcter irreducible &;;().

Una parte de los caracteres irreducibles de U, (q) se puede obtener como
producto de caracteres inducidos (ver [63]). Inspirados en esta propiedad,
definiremos los caracteres bdsicos como productos de caracteres elementales.

Como paso preliminar, introducimos la nocién de conjunto bdsico.

Definicién 1.3.3 Un subconjunto D C ®(n) se dice bdsico si satisface estas

dos propiedades:
» [DNA{(G, )i <j<n}| <1, para todo 1 <i <n;

» [DNA{(,)):1<i<j}| <1 paratodol<j<n.
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Es facil ver que el conjunto vacio es un conjunto béasico. Por otra parte,
si a € u,(gq) es una matriz que tiene a lo sumo un elemento diferente de cero
en cada fila y en cada columna, el conjunto D de sus posiciones no nulas es

un conjunto béasico. Es mas, todo conjunto béasico es de esta forma.

Definicion 1.3.4 Sean D un conjunto bdsico y ¢ : D — Fy una aplica-
cion arbitraria. Fl cardcter basico p(p) es el producto de caracteres bdsicos

indicados por el conjunto D. Es decir,

(o) =[] Gilesy), (1.3)
(i.)€D
con a;; = (i, 7) para todo (i,7) € D.
Notemos que el carécter trivial 1y, (g) es también un carécter basico, pues
se corresponde con D = () y con la funcion vacia.
Los caracteres basicos poseen dos propiedades fundamentales: por una
parte, su definicién es puramente combinatoria, y por otra, determinan una
particion de los caracteres irreducibles de U,,(¢). De hecho, es posible probar

el siguiente resultado (teorema 1 de [9]).

Teorema 1.3.5 Sea x un cardcter irreducible de U, (q). Entonces x es cons-
tituyente de un tnico cardcter basico de U, (q), es decir, existe un tunico con-
Junto bdsico D y una tnica funcion ¢ @ D — Fy tal que x es constituyente

de Ep ().

La demostracion de este resultado se encuentra en [9], por lo que solo la
esbozaremos. Aun asi, intentaremos poner de relieve aquellas técnicas que
serviran para demostrar resultados parecidos en otras secciones de esta tesis.

El teorema se demuestra si se consigue probar que los caracteres basicos
son ortogonales dos a dos y si se puede escribir el caracter regular py, (g

como una combinacion lineal de ellos.

23
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*

o la

Dados un conjunto basico D y una funciéon cualquiera ¢ : D — F
subvariedad bésica de u,(¢)* asociada al par (D, ¢), se define como la suma
de orbitas coadjuntas (ver [5])

Op(p) = Y Oiay),
(i,5)eD
con wy; = ¢(i,7) para todo (i,7) € D. Notemos que un elemento de la
subvariedad bésica es una suma de |D| elementos, cada uno de ellos en una
orbita O;;(c;). En el caso en que (D, p) sea el par formado por el conjunto
vacio y la funcion vacia, la subvariedad Op(¢) = 0.

Puesto que la subvariedad basica Op(¢p) es invariante para la acciéon coad-
junta de U,(q), esta constituida por unioén de orbitas coadjuntas. El interés
en considerar este tipo de variedades se centra en que permite relacionar los
constituyentes del caracter basico £p(p) con las 6rbitas coadjuntas conteni-

das en la variedad basica Op(p). Esta relacion queda patente en el corolario

1 de [9] que recogemos a continuacion

Corolario 1.3.6 Sean D un subconjunto bdsico de ®(n) y ¢ : D — F;
una funcion. Sea O € Q,(q) una drbita coadjunta arbitraria. Entonces la
funcion de Kirillov ¢ es un constituyente del cardcter bdsico Ep(p) siy solo
st O C Op(p). Es mds, el producto escalar (¢po,Ep(9))u,.(q €5 un entero no

negativo.

Por tanto, el problema de establecer la ortogonalidad de los caracteres
basicos queda reducido a la descomposicién de las subvariedades bésicas en

*

orbitas coadjuntas. Por otra parte, el espacio u,(q)* se puede escribir como
una unién disjunta de subvariedades basicas tal como se puede encontrar en
el teorema 1 de [5]. Asi,

u(a) = | On(), (1.4)

D,y
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donde D recorre todos los posibles subconjuntos basicos de ®(n) y ¢ todas
las posibles funciones ¢ : D — F7.
La ortogonalidad de los caracteres basicos se prueba en el resultado si-

guiente (proposicion 4 de [9]).

Proposicion 1.3.7 Sean D y D’ subconjuntos bdsicos de ®(n), y ¢ : D —

Fy y ¢ D' — F; funciones cualesquiera. Entonces, el producto escalar

(€p(9), € (¢)) # 0 siy sdlo si D=D"y p=¢'.

Demostracién: Si D es un conjunto bésico y ¢ : D — F; es una funcion
cualquiera, denotaremos por £2p(¢) al conjunto de orbitas coadjuntas O con-
tenidas en Op(p). Por tanto, el caracter basico £p(p) se podra descomponer

de la siguiente forma:

> nodo,

0ep(p)

donde, por el corolario[1.3.6 cada escalar np es un entero positivo. Asi pues,
(€p(¥), €p (@) unie) = Z no (po, o (¥'))u,
0ep(p)

y entonces ({p(¥),Ep/ (¢"))un(q # 0 siy solo si el producto de Frobenius

(po,Ep (")) # 0 para algin O € Qp(yp). Por el corolario [1.3.6] se cumple
que (Ep(p),Ep(¢')) # 0 siy solo si Qp(p) N Qpi(¢') # 0. Puesto que la
union de (1.4) es disjunta, el resultado se sigue. [

La descomposicion del caracter regular py, ;) como suma de caracteres
bésicos viene dada por el teorema 2 de [9] y es una generalizacion de los

resultados obtenidos para p > n en [6] y [8]. La incluimos sin demostracion.

Teorema 1.3.8 Sea py, (g el cardcter reqular de Uy(q). Entonces

UG Z £D (%),
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la suma se extiende sobre todos los conjuntos bdsicos D de ®(n) y sobre todas
las funciones ¢ : D — F;. Para cada conjunto bdsico D, s(D) representa la
cardinalidad del subconjunto de ®(n) definido como S(D) = U jepl (i k) :
i<k<yj}.

Por ultimo, sélo falta probar que estas dos condiciones bastan para demos-
trar el teorema[1.3.5] Supongamos que x es un caracter irreducible cualquiera
de U,(q). Entonces, x es un constituyente del cardcter regular py, (4. Del
teorema [1.3.8| se sigue que y debe ser constituyente de uno de los caracteres
bésicos £p(p). La unicidad de £p(p) se desprende de la ortogonalidad de los

caracteres basicos demostrada en la proposicion

1.4. Caracteres de transicion

En la Gltima parte de este capitulo revisaremos brevemente el método de
los caracteres de transicion desarrollado por Yan (ver [82]). Esta basado en el
método de las orbitas de Kirillov (ver [48] y [50]) v es equivalente al método
de los caracteres basicos que se ha desarrollado en la seccion anterior.

El punto de partida es considerar las acciones del grupo U,(q) sobre el
algebra u,(q) y sobre el espacio dual u,(q)*. Asi, para todo X € U,(¢q), a €

u,(q) las operaciones

X-a— Xa accion de transicion izquierda,
a-X —aX  accion de transicion derecha, (1.5)

a® — X 'aX accion adjunta,

definen tres acciones del grupo U,(q) sobre el algebra u,(q). Notese que la
operacion implicada es el producto ordinario de matrices. Las dos primeras

acciones conmutan entre si y definen una accion doble de U, (q) sobre u,(q)
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que recibird el nombre de accion de transicion. Si a € u,(q) es un elemento

cualquiera, la o6rbita de transicion que lo contiene es el conjunto
Un(q) -a-Un(g) ={XaY : X,Y € Upn(q)},

que es estable para la accion adjunta de U,(q) y por tanto, es union de
orbitas adjuntas.

De forma similar, U,(q) acttia sobre el dual u,(q)* = Homg, (4,(q),Fy)
de tres formas diferentes. Asi, para todo f € u,(q)*, X € U,(q), a € u,(q),

las operaciones

(X - f)(a) = f(aX) accion de cotransicion izquierda,
(f-X)(a) = f(Xa) accion de cotransicién derecha, (1.6)
fX(a) = f(XaX™Y) accion coadjunta,

definen tres acciones del grupo U, (q) sobre el dual u,(q)*. Las acciones de
cotransicion derecha e izquierda conmutan y dan lugar a una accién doble
de U,(q) que recibe el nombre de accion de cotransicion. Si f € u,(¢)* es un

elemento arbitrario, la 6rbita de cotransicion que contiene a f es el conjunto
U, =Un(q)- f-Unlg) ={X - f-Y: XY € Un(q)},

que es estable para la acciéon coadjunta y que por ello se podré escribir como
union de orbitas coadjuntas.

Sea ¢ : (F,, +) — (C*,-) un caracter complejo no trivial del grupo aditivo
(F,,+) y sea C[U,(q)] el conjunto de todas las funciones complejas definidas
sobre U, (q). Para cada elemento f € u,(q)* consideramos la funcién v(f) €

C[U,(q)] definida por

v(f):Unlq) — C
X — GIF(X — 1)) = (X — 1d)
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Como consecuencia de la proposicion el conjunto {v(f) : f € u,(q)*}
es una base ortonormal de C[U,(¢q)] como espacio vectorial complejo.

El grupo U, (¢) actia sobre el espacio vectorial C[U,(q)] transforméandolo
en un U,(q)-médulo por la izquierda. Asi, para cada X € U,(q) y cada

elemento v € C[U,(q)] la accion X ~ v se define como

Xnwv:Uyq) — C
Y — o(YX)

El modulo C[U,(q)] esté asociado a una representacion de U, (q) que es
equivalente a la representacion regular. Su descomposicion en términos de la
base {v(f): f € u,(q)*} nos dara los modulos de transicion, que constituyen
la parte central de esta secciéon. En primer lugar estudiamos la accion del

grupo sobre los elementos v(f).

Proposiciéon 1.4.1 Sea X € U,(q) y sea v(f) un elemento de la base de
C[Un(q)], entonces

X~ o(f) = [o(H)X)]u(X - f).

Demostracién: Por definicion, v(f)(Y) = ¢;(Y — Id). Por tanto, X ~
v(f)(Y)=1v;(YX — Id). Ahora bien:

Y YX —1d) =Y (YX - X+ X —Id) =X — Id)Ys((Y — Id)X)

= (X = Id)x (Y = Id) = [v(/)(X)]o(X - [)(Y).

La primera consecuencia que se desprende de esta proposicion es que si
L es una orbita en u,(q) para la acciéon de transicion izquierda, entonces el
C-subespacio vectorial de C[U,(q)] generado por el conjunto {v(f): f € L}

es un submoédulo de la representacion regular de U,(q) que denotamos por
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V(L) y cuya traza es x(L). Por construccion, dim V(L) = x(L)(1) es el
cardinal de la érbita L. Ademas
ClU.(9)] = P V(L)
L
donde L recorre todas las orbitas de transicion izquierda de u,(q)*. Por
otra parte, el médulo V(L) esta generado como modulo por cualquier v(f)
para el que f esté en la 6rbita L. Por este motivo, en adelante escribiremos
V(f) = V(L) y x(f) = x(L) con independencia del representante elegido.
Los modulos V(f) se conocen como mddulos de transicion y los caracteres

X(f) como caracteres de transicion.

Proposicion 1.4.2 Sean f y [’ dos elementos de u,(q)* en la misma orbita
de transicion derecha, entonces los mdodulos de transicion V(f) y V(f') son

isomorfos.

Demostracion: Sea X € U,(q) tal que f' = f- X. Para cada v € C[U,(q)],
la accion derecha de X viene dada por v  » X (Y) = v(XY), para todo

Y € U,(q). Es facil ver que la aplicacion

ox : ClUn(q)] — C[U,(q)]

v — v A X

es un isomorfismo de modulos. De forma similar a lo que sucedia para la

accion izquierda se verifica que

px(v(f)) = v(f) A X = [(/)(X)]v(f - X).

Asi pues, ¢y transforma el modulo V(f) en el moédulo V(f-X) =V (f'). =

Corolario 1.4.3 El cardcter de transicion x(f) sdlo depende de la drbita de

cotransicion Wy que contiene a f. Es decir, x(f) = x(¥y).
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Para cada orbita de cotransicion W el espacio vectorial de C[U,(q)] gene-
rado por el conjunto V(¥) = {v(f) : f € ¥} es un submodulo de C[U,,(q)]
cuya dimension es el cardinal |¥|. Por otra parte, podemos escribir C[U,(¢)]

como suma directa de estos submoédulos, con lo que se obtiene:
ClU.(9)] = P V(®),
~1:

donde W recorre todas las orbitas de cotransicion de u,(q)*. Por la propo-
sicion cada modulo V(W) es suma directa de copias de modulos de
transicion isomorfos. Cada una de esas copias se corresponde con una oOrbita
de transicion izquierda contenida en W y su traza es el caracter de transi-
cion x(W¥). Asi pues, su dimension es x(¥)(1) y en consecuencia, el niimero
de copias es |¥|/x(¥)(1). Por otra parte, la representacion de U,(q) aso-
ciada al modulo C[U,(q)] es equivalente a la representacion regular y por
ello su cardcter es el caracter regular py,, (g). Si reunimos las dos expresiones,

obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.4.4 El cardcter regular py,q) se puede escribir como una com-

binacion lineal de caracteres de transicion. De hecho

\\
RS ﬁ (),

donde W recorre todas las drbitas de cotransicion de u,(q)*.

Sea W una oOrbita de cotransiciéon y sea L una Orbita de cotransicion
izquierda contenida en ella. A partir de la proposicion [I.4.1] se deduce que

el caracter de transicidon asociado a W se puede escribir como

X-f=f
con X € U,(¢) v la suma extendida a todos los elementos de la 6rbita L que

estan fijos por la accién de cotransicion izquierda de X.
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Puesto que el conjunto {v(f) : f € u,(¢)*} forma una base ortonormal de

C[U,(q)], también podemos escribir

X(®)(X) = (WX - ) o(f) o(f)(X).

feL

Si desarrollamos el producto de Frobenius, tras simplificar se llega a

X(¥)(X Z Z v(X - f = HY)o(f)(X)]

feL YeUn(q

|Z Z wfyX Id).

fELYeUy(q

Notemos que cuando f recorre la érbita L e Y hace lo mismo con el grupo
U.,(q), cada elemento f -Y € W aparece con multiplicidad %&{)‘HL'. Puesto
que ademés x(¥)(1) = dim V(W) = |L|, podemos escribir

(0)(X ’L’wa 1d) = | W 5~ yy(x — 1a).

fE‘I’ few

Con lo que hemos encontrado una expresion para los caracteres de transicion
que sdlo depende de la 6rbita de cotransicion en u,(q)*. Si utilizamos la base

ortonormal de C[U,(q)| llegamos a la siguiente expresion:

Teorema 1.4.5 Sea f € u,(q)* un elemento cualquiera y sea W la dérbita de
cotransicion que lo contiene. El cardcter de transicion asociado a W tiene la

forma

R s

Una consecuencia inmediata, que se deriva de la ortonormalidad de la

base {v(f) : f € u,(q)*}, es el resultado siguiente.
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Corolario 1.4.6 Sean ¥ y W' dos drbitas de cotransicion, entonces el pro-

ducto de Frobenius de los caracteres de transicion asociados es
x(¥)(1)?

(x(®),x(¥)) = |
0 en otro caso.

sivw =W,

Una vez que hemos desarrollado las dos aproximaciones a los super-
caracteres, solo resta ver que son equivalentes. A este punto se dedicara la
iltima parte de esta seccion.

En primer lugar estudiaremos las 6rbitas de cotransicion, pues éstas de-
terminan los caracteres de transicion. De esta forma veremos que cada una
de ellas determina un tinico conjunto basico D (ver definicion y una
Gnica funcion ¢ : D — F;. La descomposicion del caracter de transicion en
producto de caracteres asociados a los elementos de D permitira probar la
igualdad entre caracteres de transicion y caracteres bésicos.

Sea {e;; : 1 < i < j < n} la base canodnica de u,(q) y sea {ej; : 1 <
i < 7 < n} su correspondiente base dual. Las acciones de cotransicién vienen
determinadas por la accién de los elementos de la forma Id + «;; e;; sobre los

de la base dual. Asi, la accion de cotransiciéon izquierda viene dada por

ep Faey sil=jyk<i,

(Id—i—ozij 61']‘) : Gzl = (17)
€ en otro caso.
Mientras que la de cotransicion derecha lo hace por
ey taies sik=1yl>j,
e (Id+age;)=q " 7 (1.8)

€ en otro caso.
Conviene representar los elementos de u,,(¢)* como si fuesen elementos de
u,(q). Para ello, definimos la aplicacion biyectiva

*

u(9)" — ulg)
fo— My= > fley)ey

1<i<j<n
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Con este convenio, la accion de cotransicion izquierda de un elemento X =
Id + o e;j sobre f € u,(¢)* es una operacion en las columnas de M; que a
cada elemento de la columna ¢ por encima de la diagonal principal le suma
aj veces el elemento que se encuentra a su derecha en la columna j.

Por otra parte, la accién de cotransicion derecha de X sobre f es una
operacion en las filas de My que suma a cada elemento de la fila j a la derecha
de la diagonal a;; veces el elemento de la fila ¢ que tiene sobre él.

Definimos el soporte de f € u,(¢)* como el conjunto de posiciones (i, j)
tales que f(e;;) # 0, es decir, las posiciones no nulas de la matriz M; y
denotamos por 7,*(q) el conjunto de elementos de u,(¢q)* tales que su soporte
contiene como maximo una posicion diferente de cero en cada fila y cada
columna.

El resultado siguiente es central en la identificacion de caracteres bésicos y
de transicion, pues permite encontrar un nico representante en 7,*(¢q) para
cada orbita. Este determina un par (D, ) en las condiciones expresadas

anteriormente.

Teorema 1.4.7 Cada drbita de cotransicion contiene un unico representan-
te en T*(q). FEs decir, las drbitas de cotransicion estin indicadas por los

elementos de T.*(q).

Demostracion: Dado un elemento f € u,(q)*, realizaremos operaciones de
cotransicion de forma que su matriz asociada M; acabe por tener la forma
requerida. Para ello, trabajamos por columnas y nos movemos de derecha
a izquierda. Supongamos que ya tenemos reducidas las dltimas £ columnas
de My. En la columna n — k + 1 podemos eliminar mediante operaciones de
columna apropiadas, cotransiciones izquierdas, aquellos elementos diferen-

tes de cero que compartan fila con alguno de los que estan en las tltimas
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k columnas. Las restantes posiciones se pueden anular mediante operaciones
de filas, cotransiciones derechas, a excepcion de la primera posicién no nula
de la columna n — k + 1 que no se puede alterar.

So6lo resta probar que no podemos tener dos elementos de la misma 6rbita
de cotransicién que pertenezcan a 7,*(q). En este sentido, basta observar
que estas operaciones conservan el rango de la matriz My y que no pueden
modificar su soporte cuando f € 7*(q).

Sea r(i, 7, ) es el rango de la matriz

Z f(ew) en,
k<i<j<l
es claro que si f y f’ pertenecen a la misma 6rbita de cotransicion, entonces
r(i,j, f) = r(i,7, f") para todo i,j. Asi pues, esto implica que si fy f’
pertenecen a 7, *(q) su soporte debe ser idéntico.

Supongamos que fy f’ son dos elementos de 7,*(¢) que estan en la misma
oOrbita, de manera que podemos encontrar elementos X e Y de U,(q) tales
que X - f = f'-Y. Las acciones de cotransicion conservan el valor de las
posiciones no nulas de My y My cuando transforman fen X - fy f en

f'- Y. Asi pues, Mx.; = M.y implica My = My y por tanto, f = f. [

Para cada uno de los elementos f € 7 *(q) es facil ver que el conjunto
D = {(i,j) : f(i,j) # 0} es bésico. La funcién ¢ : D — F; se consigue si
se le asocia a cada (i,7) € D el valor f(i,7) # 0. Por tanto, cada orbita
de cotransicion, y por ello cada caricter de transicion, define un tnico par
(D, ¢). Reciprocamente, dado un par (D, ) con D bésicoy ¢ : D — F; una
aplicacion cualquiera, el elemento f = 37, ., ¢(i, j) €j; € 7,/(q). Es decir,
existe una aplicacion biyectiva entre los caracteres de transiciéon y todos los
posibles pares (D, ¢) con D bésicoy ¢ : D — Fy.

Ahora intentaremos descomponer cada caracter de transicion en un pro-
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ducto de caracteres, tal como sucede en el caso de los caracteres basicos. En

primer lugar, introducimos la siguiente definicion.

Definiciéon 1.4.8 Una orbita de cotransicion es primaria i contiene a un
elemento de la base de u,(q)* o a un miltiplo suyo que sea diferente de
cero. El cardcter de transicion asociado a una orbita primaria se denomina

cardcter primarto.

A continuacion probaremos que cada Orbita de cotransicidon se puede ex-
presar como una suma de orbitas primarias. Denotamos por W;;(«), con
1 <i < j <mn, ladrbita coadjunta que contiene al elemento aef;. Si o # 0,
W, (o) es una oOrbita primaria, mientras que si @ = 0 es la Orbita trivial

¥ = {0}.

Lema 1.4.9 Sea f € u,(q)*, si el soporte de f no contiene elementos ni en la

fila i ni en la columna j, la drbita de cotransicion de f+ae;]; es W+, ().

Demostracion: Supongamos que o # 0, pues en otro caso el resultado es
trivial. Los elementos de W;;(«) se obtienen mediante cotransiciones a partir

del elemento aej;, de (1.7) y (1.8) obtenemos la siguiente expresion
* * ! % —1 %
ae;; + E Qg ey, + g o€+ E o o Qg ey,
i<k<j i<l<j i<k<l<j
con oy, o) € F,. Dada la forma del soporte de f, podemos concluir que es

posible pasar del elemento f + ae}; al elemento
—1
fHoae;+ E ap g + E apel + E aagap ey
i<k<j i<l<j <k<l<j
mediante cotransiciones. Por tanto, concluimos que el conjunto f + ¥;;(«a)

esta contenido en la orbita de cotransicion del elemento f + aef;.
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Si f' € Wy, es claro que podemos transformar f + ¥,;(a) en el conjunto
'+ W¥,;(«) mediante una cotransicién, lo que implica que la suma de 6rbitas
W, + W) esté contenida en la orbita de f + acej;.

Por otra parte, la accién de cotransicion es lineal, por lo que la suma

*

es cerrada para las cotransiciones. Asi pues, la orbita de f + ae}; estard

contenida en ¥y + W, (a), lo que nos asegura la igualdad. [

Para cada elemento 7 € 7*(q), denotamos ¥,;(7) la orbita de cotran-
sicion W;;(7(e;;)). Con esta notacion podemos probar el siguiente resultado
que permite expresar cualquier érbita de cotransicién como suma de 6rbitas

primarias.

Teorema 1.4.10 Dado cualquier elemento 7 € T.*(q) se tiene que
‘I’T = Z \I’Z](T)
1<i<j<n
Demostracion: Por induccion en el cardinal del soporte de 7. Supongamos
que T(eg) es diferente de cero para algtn k y [ dados. Sea 7" = 7 — 7(ex) €53
es claro que 77 € 7*(q) v que su soporte tiene un cardinal menor que el
soporte de 7. Aplicando la hipotesis de induccion se tiene
‘I/T/ = Z \I]”<7—/)
1<i<j<n
Pero el soporte de 7’ no contiene elementos ni en la fila & ni en la columna
[, por lo que podemos aplicar el lema anterior y asi
U, =W+ Uy(r)= > Wy(r).
1<i<j<n

Sea y;;(«) al caracter de transicion asociado a la 6rbita ¥,;(a). Notemos

que en el caso en que a = 0 el cardcter x;;(0) es el caracter trivial 1y, (q).
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Para cada 7 € 7,"(¢q) definimos el cardcter primario x;;(7) como x;;(7(e;;))-
El resultado siguiente nos da la descomposicion del caracter de transicion

como producto de caracteres primarios.

Teorema 1.4.11 Sea 7 € 7,*(q), entonces

x@ = I xu(.

1<i<j<n
Demostracion: A partir del teorema podemos expresar el caracter de
transicion y(7) como sigue:

w(r) = XOW 5~y (1.9)

A
De igual forma, para cada 1 < 7 < j < n el correspondiente caracter
primario puede escribirse como

ij 7)(1
Xij(T) = % gE;(T)U(g)-

Dado que x(7)(1) = |U,(q) - 7| vy puesto que soporte de 7 tiene a lo sumo

un elemento en cada fila y en cada columna, es facil ver que

Un@)-7l= ] 1Ua(@)-7(ey) el

1<i<j<n

Asi pues,

X0 = I xumn. (1.10)

1<i<j<n
Ahora hacemos uso del lema [2.3.2] que nos da el cardinal de una Orbita de
cotransicion para el caso de un grupo de algebra cualquiera, de forma que

podemos escribir:

U@ (1)
Y = G Ul U@ 1 0. (1.11)
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Para cada orbita primaria W;;(7) es facil ver que

_ \Un(Q)‘ Tij’
Un(q) - 15 N 135 - Upn(q)|

con 7;; = 7(e;5) ef.. pues de (|1.7)) v de ([1.8)) se sigue que la interseccion de las
) ( ’Lj) 1]7 p y g q

orbitas de cotransicién izquierda y derecha es el elemento 7;;.

W ;(7)] = x5 (7)(1)?, (1.12)

Si combinamos las expresiones (L.11]) y (1.12)) con (1.10) tenemos que

Un(@) 0 r-Un(@)| 18] =[] @500l (1.13)

1<i<j<n
Segun el teorema [1.4.10, cada elemento f € W, se puede escribir como
una suma de funciones, cada una de ellas en una érbita primaria, es decir:

1<i<j<n
con fi; € W;;(7). Si f' =X f-Y, la descomposicion de f lleva a la siguiente
descomposicion de f':

f= Z X fi-Y,

1<i<j<n
por lo que el nimero de estas descomposiciones es el mismo para cualquier
elemento de W, que por la ecuacion (L.13)es precisamente [U,(q) -7 N 7 -
U, (q)|. Por otra parte, cada descomposicion de f induce una descomposicion

de la funcién v(f). De esa forma, v(f) = [[,<,.;<, v(fij), y se sigue que

Un(g) -7 N 7-Unlg) Y o) = ][ > w(h)

few, 1<i<j<n |he®(r)
Si sustituimos esta expresion en ((1.9)) y usamos ([1.10) y ([1.13)) obtenemos
el resultado deseado. [

Por ultimo, s6lo nos falta probar que las dos formulaciones coinciden. Es

decir, que los caracteres basicos son iguales a los caracteres de transicion.
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Hemos visto que cada caracter de transicion y(7) viene indicado por un
conjunto basico D y por una funcién ¢ : D — Fy, definida por (i, j) =
7(e;;), tal como lo hacen los caracteres bésicos definidos en (1.3). Por otra
parte, acabamos de ver que x(7) se descompone en un producto de caracteres
primarios, cada uno de ellos indicado por un elemento del conjunto bésico D
de las posiciones del soporte de 7.

Asi pues, para probar que x(7) es un caracter bésico, bastara probar
que cada caracter primario es un caracter elemental, es decir, que cada uno
de ellos es la funcion de Kirillov asociada a la orbita coadjunta O,;(1) =

O,;(7(es;)). Esto es, debe probarse que

W (1.14)
«/\OU f%;ﬂ d

Notemos en primer lugar que los caracteres primarios son siempre irredu-

cibles, pues como consecuencia del corolario y de ([1.12)

Xij (T) = do,;(r)

(T i\ T :M:
(6 (1) xig (1) = = =1

Ahora solo resta probar que la 6rbita de cotransicion W;;(7) se reduce a la
Orbita coadjunta O;;(7). Para ello, basta aplicar el teorema 3.2 de [11] en el
caso G = U,(q). De ahi se deduce no solo la igualdad W;;(7) = O;;(7), sino
también que |¥;;(7)| = |O0;;(7)] = x4;(7)(1)2. Sustituyendo en la expresion
de los caracteres primarios dada por llegamos a . Por tanto, hemos

demostrado el siguiente resultado.

Teorema 1.4.12 Sean T un elemento de T.7(q) y x(7) el cardcter de transi-
cion asociado. Entonces existe un conjunto bdsico D y una funcion ¢ : D —

[y tales que

X(1) = &p(e)-
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Los caracteres béasicos, o de transicion, recibiran en adelante el nombre

de super-caracteres del grupo U,(q).



Capitulo 2

Super-caracteres de un grupo de

algebra finito

Conforme a la notacion del capitulo anterior, sea p un primo, ¢ = p® una
potencia suya con e > 1y F, el cuerpo de ¢ elementos. Sea A una F,-algebra
asociativa de dimension finita y J = J(A) su radical de Jacobson. Podemos
considerar, sin pérdida de generalidad, que el dlgebra A tiene identidad, re-
presentada por 1. Segun la definicion [I.2.1] el conjunto G = 1+ J es un
grupo de algebra finito. El objetivo de este capitulo es extender el concepto
de super-caracter al grupo de algebra G.

Recordemos que en el capitulo anterior los super-caracteres de U, (q) se
definieron como los caracteres basicos o de transicion del grupo. Sin embargo,
para un grupo de algebra cualquiera G, el proceso de construccion es dife-
rente. El teorema 1.2 de [33] establece que cualquier caracter irreducible de
G esta inducido por un caréicter lineal de un subgrupo H < G. Este hecho
ya fue probado por Carlos A. M. André en [7] para el caso en que J? = 0.

A partir de esta propiedad, es posible definir el super-caracter de G asocia-

do a f € J* como el caracter inducido por un caracter lineal del estabilizador
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de f para una accién de G. De esta forma, nuestra definicién se encuentra
més proxima a la formulacion de Yan (ver [82]) que a la de los caracteres

basicos. A estos volveremos en el capitulo siguiente.

2.1. Las acciones del grupo G

De forma similar a lo que sucede en U, (q), ver (1.5)), el grupo de algebra

G acttia sobre el [F -espacio vectorial J de tres formas diferentes:

r-a—xa accion de transicion izquierda,
a-r—ax accion de transicion derecha,

Yax accion adjunta,

a® — x”
donde a € Jy x € G. La operacién implicada es la multiplicacion del dlgebra
A. Es facil ver que las acciones de transicion derecha e izquierda conmutan,
lo que permite definir una acciéon doble del grupo G sobre J, conocida como
accion de transicion, dada por z-a-y = (x-a) -y = x - (a - y) para todo
a € Jy todo x,y € G. Dado cualquier a € J, la drbita de transicion que
lo contiene se denota como GaG = {z-a-y:x,y € G}. Notemos que estas
orbitas son estables para la acciéon adjunta y por ello son union de orbitas
adjuntas.

De acuerdo con (|L.6)), el grupo G define sobre J* = Homg, (J,F,) tres

acciones diferentes:
(@f)(a) = f(
(fz)(a) = f(

f*(a) = f(raz™) accion coadjunta,

ax) accion de cotransicion izquierda,
ra

) accion de cotransicion derecha,

donde x € G, f € J*ya € J. Las acciones de cotransicion derecha e izquierda

conmutan, por lo que es posible definir la accion de cotransicion como la
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accion doble de G sobre J* dada por (zfy)(a) = (zf)y(a) = z(fy)(a) =
flyazx) para z,y € G, f € J*y a € J. La orbita de cotransicién que contiene
al elemento f € J* es el subconjunto GfG = {zfy : z,y € G}. Como antes,

cada orbita de cotransicion es unién de érbitas coadjuntas.

Nota 2.1.1 Las acciones de transicion y cotransicion se pueden ver como
acciones del grupo G x G sobre J y J* respectivamente. Ast, si (x,y) € GXG
definimos (z,y) - a = zay™" para todo a € J y definimos (z,y)f = xfy!
para todo f € J*. Con esta notacion se tiene que |GaG| = |G x G : Cgxa(a)l
y |GfG| = |G x G : Cexa(f)|, con Caxa(a) y Coxa(f) los respectivos

estabilizadores de a y de f.

En lo que sigue denotaremos por Q(G) el conjunto de todas las orbitas

coadjuntas de G, y por ¥(G) el de todas las érbitas de cotransicion de G.

Lema 2.1.2 Sea f € J*, los estabilizadores de f para las acciones de co-

transicion derecha e izquierda son, respectivamente, los conjuntos R(f) =

1+R(f) y L(f) =14+ L(f), donde
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R(f)={aecJ: flab)=0,Yoe J} v L(f)={a€ J: f(ba) =0, Vbe J}.

Demostracién: Sea x = 1+4a un elemento en el estabilizador R(f), entonces
fz(b) = f(b) para todo b € J. Es decir, (fz)(b) = f(xzb) = f((1 + a)b) =
f(b+ab) = f(b) para todo b € J y por tanto, f(ab) = 0 para todo b € J; asi
pues a € R(f).

Reciprocamente, supongamos * = 1 + a con a € R(f). En ese caso,
(fx)(b) = f(xb) = f((1 +a)b) = f(b+ ab) = f(b) y entonces x € R(f).

El resultado para la acciéon de cotransicion izquierda se obtiene siguiendo

un razonamiento analogo. |
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Nota 2.1.3 Los subgrupos de un grupo de dlgebra G = 14 J tienen la forma
H =1+Y, para algin Y C J. En general, el subconjunto Y no satisfa-
ce ninguna propiedad en espectal; sin embargo, cuando es un F -subespacio
multiplicativamente cerrado de J, H = 1+ Y recibe el nombre especial de

subgrupo de dlgebra de G (ver [[2]).

Es facil comprobar que los conjuntos R(f) y L(f) son F,-subespacios
multiplicativamente cerrados de .J, por la nota anterior los estabilizadores
R(f) y L(f) son subgrupos de algebra de G.

Dados a € J y f € J*, definimos el elemento af € J* (respec. fa € J*)
por (af)(b) = f(ba) (respec. (fa)(b) = f(ab)) para todo b € J. Los conjuntos
Jf ={af :a€J}y fJ ={fa:ae€ J} claramente son subespacios vecto-
riales de J y se relacionan con R(f) y L(f) como se prueba en el siguiente

resultado.

Proposicién 2.1.4 Sea f € J*, entonces
1. Jf=(R(f)*r={geJ :g(a) =0,VaeR(f)}
2. fI=(L(f)r ={g9€ J :g(a) =0, Va € L(f)};
3. [R(HI = L)
Demostraciéon: Dado f € J* definimos la aplicacién lineal

prid — J

a — af

cuya imagen es Im(ps) = Jf. La aplicacion dual (ver [46]) se define como

oy Jr — T

w — woys
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Puesto que J tiene dimension finita, existe un isomorfismo canénico de es-
pacios vectoriales  : J — J** dado por n(a)(g) = g(a) para todo a € J y

g € J*. De este modo, dado w = n(a) € J**, tenemos que

Pr(w)(b) = wops(b) = na)(ps(b)) = nla)(bf) = bf(a) = fa(b),
para todo b € J. Por tanto, ¢} se puede identificar con la aplicacion

ey — J"

a — fa

cuya imagen es Im(y}) = fJ. Es bien conocido (ver teorema 11 del capitulo
IT de [46]) que Ker(e})" = Im(py) = Jf, y con la identificacion que hemos
hecho

Ker(¢}) ={a€ J: fa=0}={a€c J: f(ab) =0, Vb€ J} = R(f),

lo que nos da[l}
Para obtener 2| basta observar que Ker(py) = Im(¢}j)" = (fJ)" y que

Ker(pf)={a€e J:af =0} ={ac J: f(ba) =0,Vbe J} = L(f).
Todos los espacios vectoriales implicados son de dimensién finita y por ello
FI=((fI))" =L

Por altimo, para probar , observemos que |Jf| = |[Im(p;)| = ¢"9%1),
mientras que | fJ| = [Im(¢})| = ¢"9%7) . Por lo que basta probar que rg(pr) =
rg(go}), lo que se sigue del teorema 12 del capitulo 1T de [46]. [

Como consecuencia, podemos encontrar las 6rbitas de cotransicion dere-

cha e izquierda que contienen a un elemento f € J*.
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Corolario 2.1.5 Sea [ € J*, la drbita de cotransicion izquierda (respec.
derecha) de f es Gf = f+ (R(f))* (respec. fG = f+ (L(f))L). Es mds,
Gfl =Gl

Demostracion: A partir de los resultados 1]y [2| del teorema anterior se tiene

que

Gf=Q0+J)f=f+R(f)" fG=fA+T)=[f+ (L))

Por otra parte, de [3] se sigue que |Gf| = [(R(f))*] = [(L(f)*| =|fG|. =

2.2. Super-caracteres de G. Definicién

Tras estudiar las generalidades de los grupos de algebra, en esta secciéon
introducimos el concepto de super-caracter. Para ello, partimos de los carac-
teres irreducibles de J y extendemos su dominio al grupo GG. Una restricciéon
adecuada de estas funciones permite definir por induccién el correspondiente
super-caracter.

La forma mas habitual de extender el dominio de una funcién definida
sobre el algebra J al grupo de algebra G = 1 + J es utilizar la funciéon
exponencial introducida en (1.2)). Notemos que ésta es la técnica utilizada
para obtener los caracteres irreducibles de GG a partir de las funciones Kirillov
(ver teorema cuando la caracteristica de I, es mayor que el grado de
nilpotencia de J. No obstante, puesto que la expresion (1.2) no es valida para
cualquier valor de la caracteristica, nuestra definiciéon de super-caracteres no
debe depender de la exponencial. Asi pues, si 1 es un caracter no trivial del

grupo IF(‘;, para cada f € J* definimos la aplicacion:



Super-caracteres de (G. Definicién 47

l+a — Yy(a)

A pesar de que 9y es un caracter de J (ver proposicion [1.2.2)), en general,
Af no es un caracter de G. Sin embargo, su restriccién a R(f) es un caracter

lineal.

Lema 2.2.1 Sea f € J*, la aplicacion Ay : G — C es un cardcter lineal del

grupo R(f) =1+ R(f).

Demostracién: Puesto que Af(1) = ¢(0) = 1, basta probar que As|g(s) es
un caracter. Dados z,y € R(f) = 1 + R(f), podemos escribir z = 1 + a,
y=1+bcon a,be R(f). Por tanto,

Ap(xy) = vp(a+b+ab) = ¢(f(a) + f(b) + f(ab)) =
= ¢(f(a) + f(0)) = ¢p(a)ips(b) = Ap(2)As ().

pues a € R(f) y f(ab) = 0 para todo b € J. |

Nota 2.2.2 En adelante, entenderemos que \; representa el cardcter lineal

de R(f) dado por la restriccion A¢|p(s)-

Definicién 2.2.3 Sea f € J*, el super-cardcter de G asociado a f es el

cardcter inducido )\?.

Al igual que en [82], dado un elemento f € J* podemos relacionar el
super-caracter asociado a dicho elemento con la érbita de cotransicion ¥ =

G fG que lo contiene.
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Teorema 2.2.4 Sea f € J*, el super-cardcter de G asociado a f viene dado

por la expresion

¢ _ |Gfl
\G = Gral > A (2.2)

geGfG

Demostracion: Segiin la definicion [1.1.14] el caracter inducido /\? se puede

escribir como

X1+ a) = —‘R(lm > ilelt + )

donde A} la aplicacion definida como

A(l4+a) sil4+ae R(f),
AL+ a) = f(1+a) (f)
0 en otro caso.

Por la proposicion Y es un caracter (irreducible) del grupo abeliano

J; si restringimos a R(f) y después inducimos a J se tiene que

|/ RN 9p(a) siaeR(f),

0 en otro caso.

Expresion que, junto con la ecuacion (2.1)) y la proposicion [1.2.2] nos lleva a

la igualdad siguiente:

(Wrlr(p)” (a) =

1

Aj(1+a) = m(@ﬁﬂnm)‘](a)

= R ki) ) vifa).

geJ*

para la que se ha utilizado la descomposicion del cardcter (¢¢|r(s))” en suma
de caracteres irreducibles. Los productos escalares se calculan mediante la

reciprocidad de Frobenius, proposicion [1.1.15] Asi se obtiene:
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1 sige f+(R(f))

0 en otro caso.

(rlrip) tg) = (W, gdrip) =

De forma que el super-caricter asociado a f se puede escribir como

)\G l+a)= Z Z Yy(raz™") = Z Zz/}g rar ')

xEGg€f+ L xGGgGGf
1l Z Z%f zaz™),
xEG yGG

pues del corolario se sigue que f+(R(f))* = Gf y el estabilizador para

la accion de cotransicion izquierda es £(f). Si desarrollamos esta expresion,

)\G(1+a) VYp(raxy) Vi(zaz)
urr 1 22,1 = e w Z f
_ |Cexa(f)|
jg: #Qfx jg: ¢@
RPIEG] |£ )| ® EGh | ot

Ahora bien, por el corolario R.1.5, |fG| = |G : L(f)| = |Gf] y por la nota
BT} IG/GI = G x G : Caxalf)|. Asi pues,

G
AF(1+a) "fo‘ > Uyla

9eGfG

Nota 2.2.5 Hemos definido los super-caracteres de G a partir de la accion
de cotransicion derecha, mediante la induccion del cardcter lineal X¢|r(s) a G.
De forma andloga, podemos trabajar con la accion de cotransicion izquierda e
inducir el cardcter lineal \¢|p(y). Se puede probar que ambas elecciones produ-
cen el mismo resultado, por lo que la definicion no depende de la alternativa

elegida.
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Corolario 2.2.6 FEl super-cardcter /\? depende solo de la orbita de cotran-

sicion W = GfG que contiene a f. En adelante escribiremos \§ = {g.

Demostraciéon: Es claro que si h € GfG, las 6rbitas de cotransicion de f y
h coinciden. Por tanto, para probar el resultado bastara ver que |Gh| = |G f].

Supongamos que h = x fy con x,y € G y consideremos la aplicacion

¢:Gh — Gf
g — gy !

Si g € Gh, entonces existe z € G tal que g = zh, por lo que o(g) = zhy™! =
zef € Gf. Asi pues, @ estd bien definida.

Dado un elemento ¢’ € Gf tal que ¢ = zf con z € G, es claro que
o(zx7th) = ¢’ y por tanto se sigue que ¢ es suprayectiva. La inyectividad se
desprende de las propiedades de la accion de cotransicion: si p(g) = ¢(¢'),
entonces se tiene que g = ¢(g)y = p(¢')y = ¢’. Por tanto, la aplicacion ¢ es
biyectiva y asi |Gh| = |G f]. ]

Si W es la orbita de cotransicion que contiene a f € J*, el grado del

super-caracter {g sera

(1) = XF(1) = 3 (0 = (61 (23)

geGfa
Con este resultado podemos escribir el super-caricter £g tal como se

muestra a continuacion:

Corolario 2.2.7 Sea W una drbita de cotransicion en J*, entonces el super-

cardcter &g se puede escribir como

\‘I’! ZAf (2.4)

few
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2.3. Super-caracteres de GG. Propiedades

Al igual que sucede con el grupo U,,(q), los super-caracteres de un grupo
de algebra GG determinan una particiéon del conjunto de sus caracteres irre-
ducibles. Para probarlo, seguiremos un proceso analogo al desarrollado en
el capitulo [T} es decir, demostraremos que los super-caracteres son ortogo-
nales para el producto de Frobenius y que el caracter regular de G es una

combinacion lineal de todos ellos.

Teorema 2.3.1 Sea SCWG) = {&¢ : ¥ € ¥(G)} el conjunto de super-
caracteres de G. Entonces se verifica:

§w(1)?
(Cw. {w)a = ¥

0 en otro caso.

si =W

Demostracion: A partir de la expresion de los super-caracteres dada en el
corolario 2.2.7] llegamos a la siguiente expresion para el producto de Frobe-

nius:

f /
(w,&w)a |\Il| ‘P\I] ZZ Afs Ag

few gew’

La definicion de las funciones A\¢ y A,, dada por la expresion (2.1)), permite
pasar del grupo de algebra G = 1+ J al grupo aditivo (J, +), de esta forma

se puede escribir

<)‘f7 ‘G| Z)‘f ’J| wa wg

zelG acJ
= (Y5, %) = Oy

Las orbitas de cotransicion forman una particion de J*, por ello (g, Eg/) # 0

siy s6lo W = W', en cuyo caso:

ol
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_ Se(1)? _ Se(1)?
(v, 8w) = e szﬁg - || .

feW gel¥

Una consecuencia de este teorema es la caracterizacion de los super-
caracteres irreducibles. Previamente, necesitamos probar el siguiente resul-

tado.

Lema 2.3.2 Sea f € J* y sea GfG la drbita de cotransicion que lo contiene.
Entonces, el cardinal de G fG viene dado por la expresion

GFIfG

GiG| = .
GI¢ = 1Grn fal

Demostracion: Por la nota [2.1.1] el grupo G x G actta sobre J* segin la
ley (z,t)f = zft™!, para todo (z2,t) € G x G y todo f € J*. Por tanto,
GfG es la orbita de f para esta accion y |GfG| = |G x G : Cgxg(f)], con
Coxalf) = {(2,5) € G x G i af = fy} =Ty,

Sea 7 : G x G — @ la proyeccién sobre la primera componente de G x G
y sea Sy = m(I'f). Supongamos que (x,y) € I'y satisface 7(z,y) = 1, entonces
x =1y f = fy, por lo que y E|R(|f) Asf pues, se tiene que Ker(n|r,) =

r

{1} x R(f) y por tanto, |Sf| = |R<J})|.

Ademés, Sy actiia transitivamente sobre el conjunto G'f N fG mediante

la accion de cotransicion izquierda. De hecho, si x € Sy, entonces existe
y € G tal que zf = fy. Si g € Gf N fG, por una parte g = tf, para
un cierto t € G, y ©g € Gf; por la otra ¢ = fz, para algin z € G y
xg = xfz = fyz € fG. Es decir, xzg € Gf N fG y la accién estd bien

definida. Para probar la transitividad basta notar que

GfNnfG={af=fy:(x,y) ey} ={af:x€ 5},
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es decir, Gf N fG es la orbita de f.
Sea Cr, (f) el estabilizador de f, entonces Cr,(f) ={zv € Sy :af = f} =
SN L(f) = L(f). Por tanto, podemos escribir:
|55 Tyl
GfNfG| = = :
IL(OI LIRS
Puesto que |GfG| = |G|?/|T'4|, solo resta sustituir para llegar a la formula
final
IGfIfG]
GfG| = ———-.
I larn ol
|

Corolario 2.3.3 Sea f € J" y sea ¥ = GfG la drbita de cotransicion
que lo contiene. Entonces, el super-cardcter &g es irreducible si y solo st

GfNfG={f}, esto es, siy solo si R(f)+ L(f)=J.

Demostracion: El super-caracter &g serd irreducible si y solo si ((g, (o) =
1, lo que equivale, por el teorema y la expresion (2.3), a que se verifique
la igualdad |GfG| = |Gf|*. Por el lema anterior, esta condicion se verifica si
y solo si |Gf N fG| = 1. Puesto que Gf N fG = f+ R(f)* N L(f)*, esto
es equivalente a Gf N fG = {f}, o lo que es lo mismo: R(f)* N L(f)* =
(R(f) + L(f))* = {0}, de donde se sigue que R(f) + L(f) = J. u

Teorema 2.3.4 Sea ¥(G) el conjunto de todas las drbitas de cotransicion
sobre J*. Entonces, el cardcter regular pg es suma de super-caracteres. De

hecho, se verifica que

23
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Demostraciéon: En primer lugar, aplicamos el corolario para obtener
la descomposicion de pg como suma de funciones de Kirillov. De esta forma
se obtiene:
PG = do(DNdo= > Y vr=> vy,
0e(G) 0e(qQ) feO feJx

para lo que se ha usado la expresion y el hecho de que que las 6rbitas
coadjuntas constituyen una particion de J*.

Por otra parte, las ¢rbitas de cotransiciéon también son una particiéon de
J*, de ahi que se pueda escribir

pa= Y Ur= Y, > U=

feJ* Te¥(G) fe® Te¥(G)

[P
$w(1) o

Con este resultado y con la ortogonalidad de los super-caracteres, teorema
2.3.1} ya podemos probar que cada caracter irreducible es constituyente de

un Unico super-caracter.

Teorema 2.3.5 Cada cardcter irreducible x de G es constituyente de un
inico super-cardcter. Es mds, si W € W(G) y x € Irr(G) es un constituyente

de &g, entonces
x(1) e (1) '
P

<X7 5‘1’> =
Demostraciéon: Dado un caracter x € Irr(G), éste es un constituyente de
pa v por el resultado anterior, lo serd de un super-caracter {g para algin
¥ € ¥(G). El teorema asegura la unicidad de este super-caracter. Para
probar la segunda parte basta ver que, por la unicidad de &y, se verifica
A4
w (1)
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Por ultimo, si el conjunto de constituyentes irreducibles del super-caracter

&g se denota por Irrg(G), podemos deducir la siguiente propiedad.

Corolario 2.3.6 Sea ¥ € ¥(G) una drbita de cotransicion. Entonces |¥| =

> x>

x€lrrg (G)
Demostracion: El super-caracter &g se puede escribir como una combina-
cion lineal de caracteres irreducibles. Por el resultado anterior,

= Y <5\p,x>x=5ﬁ1§? S .

x€lrry (G) x€lrre (G)

Si evaluamos &g en 1, llegamos a la expresion deseada. [

2.4. Super-caracteres y super-clases

Los caracteres irreducibles de G son constantes en las clases de conju-
gacion del grupo y forman una base ortogonal, con respecto al producto de
Frobenius, del espacio vectorial cf (G) formado por todas las funciones de
clase de GG. En esta seccidon veremos que los super-caracteres son constantes
en las super-clases, que son una generalizacion de las clases de conjugacion
del grupo, y que forman una base ortogonal del espacio de todas las funciones
que son constantes en las super-clases de G. Ademas, también probaremos
que verifican una relacion semejante a la Segunda Relacion de Ortogona-
lidad para los caracteres irreducibles (teorema . Estas propiedades,
junto con las ya conocidas, es decir: ortogonalidad (teorema y descom-
posicion del caracter regular (teorema , hacen de los super-caracteres

una generalizacion de los caracteres irreducibles de G.

Definicién 2.4.1 Sea ¢ una orbita de transicion en J. El subconjunto ® =

14+ ¢ C G se llama super-clase de G.

29
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Notemos que dos elementos x e y de G pertenecen a la misma super-clase
siysolosixz—1ey—1estan en la misma orbita de transicion ¢ de J. Por
otra parte, las super-clases son estables para la accién adjunta y por tanto,

son union de o6rbitas adjuntas.

Lema 2.4.2 5i {g un super-cardcter de G, entonces &g es constante en las

super-clases de G.

Demostracion: Dados elementos x =1+ a e y = 1 4 b en la misma super-

clase, tenemos que x = 1 + zbt, con z,t € G. De ([2.4) se sigue que g () =
Sw(y). u

Sea scf(G) el espacio vectorial de funciones de super-clase de G, es decir,
el conjunto de funciones ¢ : G — C que son constantes en las super-clases del
grupo (ver [12]). Los resultados siguientes prueban que el conjunto de super-
caracteres de GG es una base ortogonal con respecto al producto de Frobenius

del espacio scf(G).

Proposicion 2.4.3 El nimero de super-clases de G coincide con el niimero

de super-caracteres de G.

Demostracion: Consideramos la accion de G x G sobre J definida por la
nota es decir (z,y)a = yaxr™!, para todo (z,y) € G X G y todo a € J.
Las orbitas de esta accion son las de transicion y su ntmero serd igual al de
super-clases de G, denotado por kgx . Sea 6 el caracter permutacion asociado

con esta accion (ver [41])), entonces para todo (z,y) € G x G

O(z,y) ={a € J: (z,y)a = a}],

y por el corolario 5.15 de [41], koxa = (0, loxa)-
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Por otra parte, el grupo G' x G acttia también sobre el conjunto Irr(J) =
{y : f € J*} de acuerdo con la nota Asi, dado un elemento (z,y) €
G x G y un caracter irreducible ¢, tenemos (z,y)Y; = ¢, s,—1. Ademads, se

verifica que para todo (z,y) € G x G y todo a € J

(2, 9)Us (2, y)a) = Yoy (yaz™) = Y[f(y™ (yaz™")x)] = r(a),

En estas condiciones podemos aplicar el teorema de Brauer (teorema 6.32 de
[41]) y deducir que para cada elemento (x,y) € G x G el cardinal [{f € J*:
(@, Y)Yy = 1} es igual al nimero de clases de conjugacion de (J, +) fijas por
la accion de G x G. Puesto que (J, +) es abeliano y las clases de conjugacion
se reducen a un unico elemento, este nimero ha de coincidir con el cardinal

{a € J: (x,y)a = a}|, que por definicion es 0(x,y). Por tanto,

9(1’,y) = ’{f A (1’7?/)%” = wf}’,

y por ello 0 es el cardcter de permutacién para la acciéon de G x G sobre
Irr(J). Para esta accion el ntimero de orbitas es |¥(G)|, que por el corolario
es igual al nimero de super-caracteres. Del teorema 5.15 de [41], se
sigue que

|W(G)| = (0, laxa) = kaxa-

Esto es, el nimero de super-clases es igual al nimero de super-caracteres. B

Los super-caracteres son funciones de super-clase (lema [2.4.2)) y ademas,
por el teorema [2.3.1] son ortogonales entre si. Puesto que la dimension del
espacio de las funciones de super-clase es igual al ntimero de éstas, como

consecuencia del teorema anterior deducimos el siguiente resultado.

Corolario 2.4.4 El conjunto {{&g : ¥ € W(G)} es una base ortogonal del

espacio complejo de las funciones de super-clase de G.



58 Capitulo 2. Super-caracteres de un grupo de dlgebra finito

Una vez probado que el nimero de super-caracteres y el de super-clases
coincide, podemos construir tablas de super-caracteres semejantes a aquéllas
que se construyen para los caracteres irreducibles de G. Como vimos en el
teorema [2.3.1] las filas de una de estas tablas son ortogonales entre si. El

siguiente resultado prueba que las columnas también lo son.

Teorema 2.4.5 Sea ®(G) = {Py,..., Py} el conjunto de las super-clases
de G, y sea {1+ ay,...,1+an} un sistema completo de representantes de
dichas super-clases. Si {&w, = &1,..., 8wy = {n} son los super-caracteres,

entonces se verifica que

S (unte) ! ol +a) B ra) = g,

PP (G) ‘ J’

Demostracion: A partir de la primera relacion de ortogonalidad para super-

caracteres (teorema [2.3.1]), podemos escribir

ﬂf; by = 60 5 = 1 L&l +0) ST )

gEG aGJ

Puesto que los super-caracteres son constantes en las super-clases (lema[2.4.2)
y que éstas constituyen una particion de GG, agrupando términos se llega a la
siguiente expresion:

51(1)2 = Z|<b|§1+a)§(1+a) (2.5)
|| ’]_IGI &l Fa) & t '

Definimos ahora las matrices S = (s;;), K = (k;;) y X = (x;;) como sigue:

&)

Sij = |lIl| 8ij, kij =190, vy =& +a;), 1<4,7<N.

., ., . —t
Con la nueva notacion, la ecuacion 1) se escribe |G| S = XK X', que como

S es regular es equivalente a |G| Id = (X K) (YtS_l). Puesto que para una
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matriz cuadrada las inversas por la derecha son necesariamente inversas por

la izquierda, podemos alterar el orden para llegar a la siguiente expresion:
Gl Id= (XS (XK).

Que escrita como sistema de ecuaciones da:

W

Gl =S B o G @ 604 1<
Por el teorema 2.3.1], llegamos a la formula final:
G —_—
||_,‘| - Z <§‘I’7€‘I’>_1 fxp(1+ai) g‘l,(1+aj)‘
I wew(a)

2.5. Un ejemplo: El algebra de polinomios en
una indeterminada

Sea I un cuerpo y sea X = {x; : i € I} una colecciéon de indeterminadas
no conmutativas. Si £ > 0, la secuencia z;;...z;, de elementos de X, se
conoce como palabra en X de longitud &k (cuando k£ = 0, tendremos la palabra
trivial 1). Dos palabras son iguales si sus longitudes lo son y si en posiciones
idénticas se encuentran letras idénticas. La F'-dlgebra libre generada por el
conjunto X (ver [61]) es el espacio vectorial F'(X) cuya base son todas las
palabras de X junto con el producto dado por la yuxtaposicién de palabras
de X, es decir: (O au) (D Byv) = > apfByuv. Notemos que esta construccion
es el analogo no conmutativo de un anillo de polinomios y por ello es siempre
asociativa.

Si X = {z} y F = F,, el algebra libre F(X) = F,({z}) es el anillo
de polinomios F,[z]. Sea A = F,[z|/(2") = F,(n,{z}) la F,-algebra de los
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polinomios de grado menor que n. Los elementos nilpotentes de A son aque-
llos polinomios cuyo término independiente es nulo. Asi pues, su radical de

Jacobson es el conjunto J = (x, 2% ... 2" 1)

r,- A su vez, el espacio dual
J* = (a*, (2%)%, ..., (" 1)")g,, donde (2")*(2?) = 0;; para 1 < 4,5 <n—1.
En esta seccidon describiremos los super-caracteres del grupo de algebra
G = 14+ J, que claramente es conmutativo. Por ello, las acciones de transicién
derecha e izquierda coinciden y el estabilizador R(f) = L(f) = J;. Notemos

que sucede lo mismo con la acciéon de cotransicion. Esta propiedad permite

una descripcion sencilla de 6rbitas y super-caracteres.

Proposicion 2.5.1 Sea [ = Z f:(x")*, fs # 0 un elemento de J*, entonces

i=1
el estabilizador J; = (x°,2°1 ... 2" ) y la drbita de cotransicion Gf =
fo(@®) + (@), ..., (@57h)).

Demostracién: Sia € (z°,...,2" 1), es facil verificar que f(au) = 0 para

todo u € J y por tanto, (2, ..., 2" 1) C J;.
Reciprocamente, sea a = E;:ll a;z’ un elemento cualquiera de Jy, en-
tonces debe verificarse f(az*) = 0 para k = 1,...,n — 2. Estas condiciones

permiten plantear el siguiente sistema de ecuaciones:

Jear + fzaz + -4+ fsas1 =0
Jsar + faaz + -+ fsas2 =0

L fsa1 =0
que es homogéneo con determinante fS~! # 0, pues por hipotesis f, # 0.
Asi pues, solo existe la solucion trivial a3 = -+ = a,_1 = 0 y entonces
a € (x%,..., 2" ). Por tanto, J; = (z*,x*t!, ... 2",

Por el corolario , Gf=f+ )t = fol@®) +{(x), ..., (@ H*). =
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Este resultado nos indica que las orbitas de cotransicion de G en J*
diferentes de W, = 0 estan parametrizadas por los elementos a(z®)* con
a € F; y1 < s < n—1 Como consecuencia obtendremos la siguiente

descomposicién del espacio dual.

Corolario 2.5.2 El espacio dual J* es la union disjunta

J* = O U @) [ @0,

i=1 a€ckFy

donde W;(a) es la drbita de cotransicion que contiene al elemento f = a(z*)*.

Demostracion: Sea f € J*. Supongamos que f tiene grado s > 1, en ese
caso, por la proposicion anterior, f € W,(f;). Por otra parte, si f = 0,

trivialmente, f € ¥, y el resultado se sigue. [

Dada una orbita de cotransicion Wy(«), por (2.3) el grado del super-
caracter £g,(q) coincide con el cardinal |W ()| = [(z*, ..., (z°71)*)| = ¢

Por tanto, hemos probado el siguiente corolario.

Corolario 2.5.3 Sea ¥ («) la orbita de cotransicion que contiene al ele-

mento o(z®)* € J*, entonces &g, a)(1) = ¢*' para todo o € F.

Puesto que los super-caracteres sélo dependen de las é6rbitas de cotran-
sicion, es facil deducir la féormula del super-caracter asociado a un elemento

cualquiera de J*.

Corolario 2.5.4 Sea f un elemento cualquiera de J* y sea Wy la drbita de
cotransicion que lo contiene. Si el término de mayor grado de f es (x°)%,

entonces el super-cardcter asociado a Wy se puede escribir como

s—1

/\fs(ﬂﬂs)* Z /\oa(xi)* 51 fs 7é 0,
w, = i=1 \ acF, (2.6)

1q en otro caso.
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Demostracion: A partir de la ecuacion (2.4) podemos escribir

5 f‘llf Z)\_Z)\g7

gE\Ilf gG\Ilf

pues G es abeliano y |Wy| = |G f| = | fG| = v, (1).
Supongamos que el coeficiente del término de mayor grado f, # 0, por la
proposicion la orbita Wy = fo(z*)* + ((x)*, ..., (z*"1)*). Si sustituimos,

obtenemos que el super-caracter asociado a Wy se puede escribir como

Eu, = Ay (o) Z A | = Z Z Ara toors 1 (251

ge{x*,...,(z5—1)*) a1€F, as—1€F,
:ZH- Z )\alx*"' g 1(15 1*—)\f Jjs)*H Z)\ J}Z
a1€lfq as_1€F, i=1 \ a€lFy
Si f =0, entonces Wy = {0} y de (2.4)) se sigue que {g, = 1. |

Corolario 2.5.5 Los unicos super-caracteres irreducibles de G son aquellos

asociados a las orbitas de cotransicion ¥,(f1) = {fix*}, con fi € F,,.

Demostracion: Por el corolario los inicos super-caracteres irreducibles
de GG son aquellos asociados a 6rbitas de cotransicién con un tinico elemento.
Estas orbitas que son, por la proposicion [2.5.1] las que contienen a las fun-

ciones f = fiz*, con fi un elemento cualquiera de F, incluido el cero; pues

6‘1’0 = ]—G' |

El caracter regular de GG se descompone de acuerdo con el teorema [2.3.4
en suma de super-caracteres. Cada uno de ellos aparece con multiplicidad 1
puesto que GG es abeliano. Si a esto unimos la descomposicion de J* dada por

el corolario hemos demostrado el resultado recogido a continuacion.
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Proposicion 2.5.6 El cardcter regular de G se puede descomponer como

suma de super-caracteres de la forma siguiente:

n—1
pc =& + Z Z §wi(a)-

=1 ackFy
Una vez que hemos terminado de describir los super-caracteres, estudia-
mos las super-clases de G. La situaciéon que encontramos es dual a la de
las orbitas de cotransicion. De hecho, el resultado siguiente es dual de la

proposicion [2.5.1]

t

Proposicién 2.5.7 Sea 1 +a =1+ Zaj:cj, a; # 0, un elemento de G.
j=1

Entonces la super-clase que contiene al elemento 1+ a es

O(1+a) =1+ ar’ + (.. 2" ).

* 2 t ] 2, .
Demostracion: Sea 1 +a =1+ )., a;2’, a; # 0. Es claro que la 6rbita
de transicion que contiene a a, V,, estd contenida en el espacio afin a,x® +

(xt1 ... 2" 1), Por tanto, la super-clase
O(1+a) C1+aw' + (& .. 2" ).

Reciprocamente, supongamos que z = 1 + b es un elemento de 1+ a;z* +
(x'1 .. 2" 1), Este elemento pertenece a la super-clase ®(1 + a) si y s6lo
sib e VU, es decir, si y sblo si existe un elemento y € G tal que b = ya. Si
b= Z;L:_til bjal ey = 1+E?:_11 y;x7, esta condicion se traduce en el siguiente
sistema de n —t — 1 ecuaciones e incognitas

,
ayr = b1 — A

Qe1Y1 + Y2 = bryo — Qppo

[ @n—2Y1 + Y- = b1 — ap—1
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El determinante del sistema es a?*~! # 0, pues por hipotesis a; # 0. Por

tanto el sistema tiene soluciéon tnica y
1+ az’ + (2" 2™ C (1 +a),
con lo que el resultado queda probado. [ |

Anéalogamente a lo que sucede con las 6rbitas de cotransicién, las super-
clases de G vienen parametrizadas por los elementos 1 + a;2f, con a; € F,
y 1 <t <n-—1,lo que permite descomponer el grupo G como se explica a

continuacion.

Corolario 2.5.8 El grupo G se puede escribir como la union disjunta de

super-clases

¢=J U a@Jos

i=1 acF;

donde ®;(a) es la super-clase que contiene al elemento 1 + ax’.

Demostracion: Sea 1+ a # 1 un elemento cualquiera de G. Sea ! es el
término de menor grado de a, entonces por la proposicion l+a € P(ar)

por. Por otra parte, si a = 0, entonces 1 +a =1 € ®. [ ]

Por 1ltimo, una vez descritas las 6rbitas de cotransicion en J* y las super-
clases de G, estamos en condiciones de encontrar una expresion explicita para

los super-caracteres de G.

Teorema 2.5.9 Sea W = W(f,) la drbita de cotransicion que contiene a

f = fs(xs)*, entonces el super-cardcter asociado &g viene dado por:

¢! s < t,

5‘1’(1) = qs_la §w(1+ atxt) = q871¢(fsa8) s =t,

0 s >t.
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Demostraciéon: Por el corolario se sigue que g (1) = ¢* 1, lo que da la
primera parte del teorema. Como consecuencia del lema y del corolario
2.5.8| es suficiente calcular los valores del super-caracter &g en los elementos
1+aat,cona; #0yt=1,...,n— 1, para conocerlo en todos los elementos

de G. Podemos distinguir dos casos:

1. Si s <'t, por el corolario se tiene

Ea(l+ aa') = o (ai') II > Vauieyr (")
=1

a€cly,

Ss—

1
fsatfsst H Z ¢(0) = qs_1¢(fsat5s,t>‘

i=1 \ a€clF,
2. Si s > t, tendremos
s—1
So(1+ ') = Pp o (a') [T | D2 Vot (@) | | D2 o (@)

i=1 \ a€el, BeF,
i#£t

s—1

T Do v ) [ Do Ba) | =¢ [ D vu(B
i=1 \ack, BeF, BeF,

_1<77/}at7 1Fq>Fq = 07

siempre y cuando a; # 0, pues en ese caso 1, es un carécter no trivial

de F,. ]
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Capitulo 3

La aproximaciéon combinatoria

Sea A la [Fj-algebra finita de los polinomios en m indeterminadas no
conmutativas, 1, ..., &y, con coeficientes en F, y de grado estrictamente
menor que n. Si X es el conjunto de indeterminadas, denotamos esta algebra
por Fy(n, X). El radical de Jacobson J = J(A) esta formado por todos los
polinomios de A cuyo término independiente es nulo. Este capitulo continia
con el problema planteado en la seccion y trata de estudiar los super-
caracteres del grupo de algebra G = 1 + J. Para ello, es suficiente conocer
las orbitas de la accidon de cotransicion de G sobre el espacio dual J*. Sin
embargo, si exceptuamos los casos mas simples, estas 6rbitas, y por tanto los
super-caracteres asociados, no tienen una descripcion sencilla, sobre todo si

el nimero m de indeterminadas es grande.

La estrategia que seguiremos serd la de encontrar una descripcién combi-
natoria de 6rbitas y super-caracteres, en la linea del trabajo de Carlos André
(ver seccion [L.3)). Para ello, puesto que J es el F -espacio vectorial generado

por los monomios de la forma x?ll ooxsmoecon 1 < 4q,..., 4. < m no nece-

N 1

sariamente distintos, o;; > 0 para todo j y 22:1 a; < n; dotaremos a este

conjunto de un orden adecuado y probaremos que se puede asociar a cada

67
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elemento f € J* un conjunto bésico D y un caracter basico £p(p) de forma
que el super-caracter £ sea un constituyente suyo. Sin embargo, al contrario
de lo que sucede en el caso del grupo U, (q) (ver seccion[L.4), estos nuevos ca-
racteres basicos no son super-caracteres, sino una combinacion lineal de ellos.
Atn asi, constituyen un sistema de caracteres ortogonales que descompone

el caracter regular de G.

3.1. Caracteres basicos. Definicion y propieda-

des

El conjunto B = {x{}' ...air : 1 <iy,...,ip <m, a5 >0, 377 oy < n}

es claramente una base de J. Para simplificar, nos referiremos al monomio

(e3}

z;' .. 27" de una forma mas compacta como p; el conjunto de indices aso-

ciado seréd i(pu) = {i1,...,i,.} y el de exponentes a(u) = {ay, ..., }.

Definicién 3.1.1 Sean p y v monomios, entonces p < v si existen mono-

mios ¥ y 0, no necesariamente diferentes de 1, tales que v = yud.

Es facil ver que [3.1.1] es un orden parcial para el conjunto de monomios
generadores, pero no es total. Por ejemplo, si A =TF,(4,{z,y}) es el algebra
de polinomios en las indeterminadas no conmutativas x,y cuyo grado es
estrictamente menor que 4, los monomios xyx e y? no son comparables por
la relacion <.

Puesto que B es una base de J, para cada p € B podemos definir la
aplicacion p* : J — T, tal que p*(v) = 0, para todo v € B. El conjunto
B* = {p* : p € B} es la base dual de B. El orden < se puede extender a B*

con solo considerar pu* < v* si y solo si p < v.
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Como paso previo al estudio de las orbitas de cotransiciéon, vemos coémo

actia el grupo sobre cada uno de los elementos de la base dual.

aq ap
€T

* * _
ol wyn)* un elemento de B*, y sea v =

Proposicion 3.1.2 Sea p* = (z

xfll .. a:j’g: un monomio, entonces
A — . . . .
(8 x Fh)* sl existe k tal que 2t = 2 atr = 2
* 21 1k—1 1k J1 ir Js
vt =
0 en otro caso.
Por otra parte,
0% . . .
(. ooazdm)* sl existe k tal que aft = 2 = g
E k+1 ir 11 J1 1k Js
BV =
0 en otro caso.

Demostracion: Probaremos el resultado tinicamente para la acciéon izquier-
da, puesto que para la derecha la demostracién es anédloga. Supongamos
; ag _ B ar _ .Bs
entonces que existe un k tal que x;* = /', ..., 27" = x’, por lo que para

Tr Js?
todo 6 € B

vt (8) = p(0x? ) = (@t o) (Gt L alr).

J1 Js i1 T Vi1 iy 28 ik iy

. 2 . A —
Es claro que vu*(dz;) .. xf) # 0siysolosid=uai"...2;"" de donde se
sigue que
* (e} A —1\%
vpt = (zgt o)

Nota 3.1.3 Como consecuencia de este resultado, pp* = p*pu = 0 para cual-

quier monomio | € B.

Dado f € J* un elemento cualquiera, no es facil encontrar una expresion
simple para su 6rbita de cotransicion. Nuestro objetivo consiste en intentar
describir la orbita de f a partir de las 6rbitas de sus monomios. Para ello,

necesitamos introducir la siguiente definicion:
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Definicion 3.1.4 Sea p* € B* un elemento de la base dual. Entonces:

1. ‘]M: <V: V¢u>]Fq7

2. Vy=J; =" v <),

Notemos que dado un elemento p* € B*, el conjunto {v* : v* £ p*} esta
formado no sélo por los monomios v* > u*, sino también por aquellos que

no son comparables con p* por la relaciéon de orden.

Proposicién 3.1.5 Sea p* € B* un elemento de la base dual. El conjunto

J,, es un ideal bildtero de J y por tanto, 1+ J, es un subgrupo normal de G.

Demostracién: Sea 3 un elemento de J,, entonces 3 £ p, es decir, no
existen monomios 7y y ¢ tales que 730 = p. Por tanto, e £ py Be £ u, para
todo monomio € € B. En consecuencia, €3 € J, y B¢ € J,, para todo € € B.
Asi pues, J, es un ideal biladtero de J, y de acuerdo con la terminologia de
[42], 1+ J, es un subgrupo ideal de G. Es facil ver que todo subgrupo ideal

es normal en G. [

El siguiente resultado permite encontrar un espacio afin que contiene a
la 6rbita de cada monomio, lo que constituye un primer paso para la cons-

truccién de los caracteres basicos.

Proposicion 3.1.6 Sea [ = c,u*, con ¢, € F,. Entonces:
1. J, S R(f)NL(f),
2. Wy=W,(c,) Cepp” + V= cup” + (v v < ).

Demostraciéon: Para probar la primera afirmacién consideramos 3 un mo-

nomio generador de J, y € uno de J. Por definiciéon, no existen monomios,
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incluida la identidad, v y ¢ tales que v36 = p. Por tanto, f(fBe) = 0y
f(eB) = 0 para todo € € B, es decir, B € R(f)NL(f) vy el resultado se sigue.
Para probar el segundo punto, tomamos x = 1+a, y = 14+b dos elementos

cualesquiera de G. Es claro que
zfy=01+a)f(1+0) = f+af+ fo+afb.

Por la proposicion [3.1.2] concluimos que af, fb y afb son elementos del

subespacio vectorial V. Por lo tanto:
W, =W,(c,) Ceup" +V, =cup™ + V" v < pu’).
|

Es importante notar que la érbita de cotransicion W puede estar conte-
nida estrictamente en el subespacio afin ¢, pu*+ (v* : v* < p*), como se puede

apreciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.7 Sea A =T, (4,{z,y}). El elemento (xyzx)* + y* € J* perte-
nece al subespacio (xyx)* + (v* : v* < (xyx)*) pero no pertenece a la drbita
W (oye)s- St asi fuera, podriamos encontrar elementos a y b en J tales que
a (xyx)*+(zyz)*b+a (zyz)*d = y*, lo que se verifica si y sdlo sia (zyx)* =0,
(xyx)*b =0, a (xyx)*b = y*, de donde se deduce que a = b = x. Sin embargo,

(1 +2) (zy2) (1 + ) # (wyx)" +y°

En caso de que f sea un elemento cualquiera de J*, no necesariamente

un monomio, podemos definir los siguientes conjuntos:

Definicién 3.1.8 Sea f =) _;c, 1" un elemento de J*. Entonces:

nel

1. Jf = n,u,EI JMJ

2. Vi=Jp)t=X .V

pel "Bt

71
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Notemos que para el algebra conmutativa A = F,(n, {z}) esta definicion
se reduce a la de la proposicion En ese caso, el orden < definido sobre
el conjunto de monomios {z,x?,..., 2" '} es total y se puede expresar como
x' < a7 siy solo si i < j. Si tomamos un elemento f = Y7 | f;(z")*, con
fs # 0, por la definicion anterior a cada monomio 2 le asociamos el conjunto

Ji = (z¥: i <k), y puesto que i < j implica J; < J;, el conjunto J; sera

S
Jp=()Ji=Jo=("....a""),
i=1
fi7#0
como se obtenia en la proposicion 2.5.1]
De nuevo en el caso general, A = F,(n,X), encontramos el siguiente

resultado, analogo a la proposicion [3.1.5]

Proposiciéon 3.1.9 Sea f =) _, c,p* un elemento de J*, entonces Jy es

nel

un ideal de J, y por tanto 1+ Jy es un subgrupo normal de G.

Demostracion: La proposicion establece que cada J, es un ideal bilé-
tero de J, por lo que su interseccion J; también lo serd. Asi pues, 1 + Jy es

un subgrupo ideal, y por tanto normal, de G. [ |

La siguiente definicion es crucial a la hora de dar una descripcion com-
binatoria de las 6rbitas de cotransicion de J*. Constituye una generalizacion

de la nocion de conjunto basico introducida en

Definicién 3.1.10 Un subconjunto D C B se dice bdsico si es vacio o si sus

elementos son no comparables dos a dos por la relacion <.

Puesto que pu* < v* siy s6lo si u < v, un subconjunto D* C B* es bésico
si y sblo si el subconjunto D = {u : p* € D*} C B lo es. De esta forma,
podemos hablar indistintamente de subconjuntos bésicos de la base B o de

su dual B*.
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Definiciéon 3.1.11 Sea D C B un conjunto bdsico no vacio. Entonces:

1. JD - ﬂueD J,/,

2. Vp=Jj= Y ven Vo
Nota 3.1.12 En caso que D = el ideal Jp = J y Vp = 0.

El resultado siguiente es clave, pues permite relacionar cada elemento

f € J* con un tnico conjunto béasico.

Proposicion 3.1.13 Sea f =3 _; c,u* un elemento de J*. Si fo = fl|;, =

nel

ZVGD o, V¥, entonces existe un conjunto bdsico D tal que:
1. Jp = Jg, CR()NLS),

2. W CepeV” + Vi = fo+ Vp.

Demostracion: Dado f = Z#GI cupt”, consideramos D C I el subconjunto
formado por todos aquellos indices tales que el conjunto {v* : v € D} esta
constituido por todos los elementos maximales de {u* : p € I'}. Es facil ver
que en estas condiciones D es un conjunto bésico.

Supongamos que p* < v*, entonces V,, C V,, y por tanto, J, C J,. Puesto
que los elementos de D son maximales se sigue que

Jr=NJu= ()4 ="Ip="Jp

nel veD

con fo = fl;; = > ,cp ¥, también por maximalidad. Sea $ un monomio
generador de Jp. Los elementos del conjunto {v* : v € D} son maximales, asi
pues, no existen monomios vy y ¢, no necesariamente distintos de la identidad,
tales que v89 = p para todo p € I. Por tanto, f(fe) =0y f(¢f) = 0 para
todo € € B, es decir, 8 € R(f) N L(f).
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Para probar el segundo resultado partimos de dos elementos cualesquiera
y=14a, z=1+bde G. Por la proposicion y por la maximalidad de

los elementos del conjunto basico D tenemos que

yfz=y (Z cw*) 2= culypz) € f+ Vi = fo+ V.

pel pel

Y debido a que Vp < J* es estable para la accion de cotransicion, la orbita

W estd contenida en fo + Vp. ]

Definicién 3.1.14 Sea f =) _,c,p* un elemento de J*. La forma redu-

nel

cida de f es la restriccion fo = f|;,.

Esta claro que cada elemento f € J* determina una tnica forma redu-
cida fy por restriccion y por tanto, un tnico conjunto basico D C B. Re-
ciprocamente, cada conjunto basico D C B determina un tnico subespacio
Vp = (v* : v € D), pero no ocurre lo mismo con las formas reducidas, pues
cada funcion fy € Vp es una forma reducida compatible con D. No obstante,
podemos particularizar aiin mas si consideramos una funcién ¢ que nos dé
los coeficientes. De esta forma, podemos asociar una tnica forma reducida a

cada par (D, ¢).

Definicion 3.1.15 Sea D C B un conjunto bdsico y sea p : D — F, una

funcion cualquiera. La forma reducida asociada al par (D, ) es el elemento

fo=2vep pw)r”.

Una vez establecido el concepto de conjunto bésico, sera posible introducir
los caracteres basicos como productos de caracteres asociados a cada elemento

del conjunto.



Caracteres basicos

Definicion 3.1.16 Sea D C B un conjunto bdsico y sea p : D — F; una
funcion cualquiera. Si ¢, = @(v) para todo v € D, el cardcter bdasico £p(p)

se define como

HVED(ACVV* 1+JV)G Sl D % ®’
1G Si D = (Z)

Epl(p) =

En primer lugar debemos comprobar que {p(¢) es un cardcter. El caso
D = () es trivial, pues {p(¢) = 1g. En otro caso, por la proposicion [3.1.6,

J, < R(e,v*) y por el lema Ay es un caracter de 1 + J, para

cada v € D. Su producto es claramente un caracter de G.
Los resultados siguientes van encaminados a probar que los caracteres ba-
sicos forman un conjunto de caracteres ortogonales. Comenzamos por escribir

cada uno de ellos como un caracter inducido.

Lema 3.1.17 Sea D C B un conjunto bdsico no vacio, sea ¢ : D — Fy

una aplicacion cualquiera y sea £p(p) el correspondiente cardcter bdsico. Si

Jo =2 ,ep W)V es la forma reducida asociada a (D, @), entonces
[T17: 0 A@) sizet+dp=1+)J,

En(p)(x) = § veD veD (3.1)
0 en otro caso.

Demostracion: Sea r = 1+ a, con a € J. Por analogia con la demostracion

del teorema para cada v € D podemos escribir

()\cyu*

14,)%(1+a) = ’J|ZX’ y(1+a)y™ ).

yeG
Por la proposicion el subgrupo 1 4+ J, es normal en G. Asi pues, la

funcién \° viene dada por la siguiente expresion:

AMl+4+a) sia€ J,
AN(1+a) = ( )
0 en otro caso.

I6)
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Supongamos que a € J,, entonces

()\cl,u*

Vy

) (1—|—CL ’J|chw/ yay 1 =

yeG yeG
Como consecuencia de la proposicion [3.1.6] y de la definicion la or-
bita ¥,(c,) C c,v* +V,, con V,, = J}, y para todo y € G se tiene que

Yy-1ey(a) = V(v (a) + g(a)) = Y(c,v*(a)), pues g € J;-. Por tanto, para

cada v € D el caracter inducido

J: Ao () sizel+ J,
Wy 7R @)

CylV

0 en otro caso.

Por 1ltimo, si fo = >, .p ¢(v)v* es la forma reducida asociada al par (D, ¢),
basta sustituir en la formula del caracter basico para obtener
[T17: 2 Ap(@) sizel+p=1+)J,

Ep(p)(z) =< veD veD
0 en otro caso.

Lema 3.1.18 Sea D C B un conjunto bdsico no vacio, sea p : D — Fy una
aplicacion cualquiera y sea Ep () el correspondiente cardcter bdsico. Entonces

Ep(p) es un muailtiplo entero de (A, |145,)¢, €s mds

HueD |J ]

Epl(p) = T Aol14ap)€

Demostracion: Sea f; la forma reducida asociada al par (D, ¢), entonces,
por la proposicién [3.1.13, Jp = Jy, y por un argumento andlogo al de la

demostracion anterior se obtiene la expresion

|J 2 JIpl Ap(x) sixzel+ Jp,
(Afol105) (%) = ' (3.2)
0 en otro caso,
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que comparada con la ecuacion (3.1) lleva a

_ [Lepld: G
gD((:O) - ‘J : JD| (>\f0’1+JD)

[Lepl/:
|J . JD’
basta observar que para cada v € D, el indice |J : J,| = |Jt| = |V,| = ¢

por lo que |J : Jp| = |(MNyep h)*| = |2 ,cp Vil = ¢¥™ven V). Asi pues,

Solo falta probar que la constante es un entero. Para ello

dim 'V,
7

con solo sustituir se llega a la igualdad

ep | 7: A _ gven®mt

‘J . ']D’ qdim(zueD Vi)’

que es siempre un entero, puesto que »_ _,dimV, > dim (Y, ., V,), con

la igualdad tnicamente en el caso en que > _,V, es una suma directa (ver

veD
teorema 1.11 de [46]). |

Probaremos por fin que los caracteres basicos constituyen un sistema de

caracteres ortogonales.

Teorema 3.1.19 Sean £p(p) y Ep (@) dos caracteres basicos. Entonces
(€p(9),€p (@) #0siysolosi D=D"y o =¢.

Demostraciéon: Por el lema [3.1.18] existen enteros positivos ¢; y ¢y tales

que {p(p) = a1 (>\f0|1+JD)G v Epr(¢') = ez (>\f6|1+JD/)G; con foy fo las formas

reducidas asociadas a (D, D', ") respectivamente. De esta forma
)y ¥

(€p(0), €0 () = C{(Aohtan)Ss Apsliesy, )9,

con C un entero positivo. Asi pues, el producto escalar de los caracteres
bésicos serd diferente de cero si y soélo si {(As|117,)¢, ()\f6|1+JD,)G) #0. A

partir de (3.2)) obtenemos
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|J : Jpl||J - Jpr]
(Aol Mg, )©) = 7] (Afor Ap )14 (Ipn )

/]

= m@pﬂ)u wf(’)>JDﬁJD/-

Puesto que ¢y, y ¢ son caracteres irreducibles de (J,+), el producto escalar
<¢f07¢fé>JDnJD/ 7é 0 Si y S()IO Si wfo‘JDﬂJD/ == wf6|JDﬂJD/7 €s deCir7 Si y Sélo
si fo— fo € (JpNJp)t = J5 + Ji; lo que por la proposicion [3.1.13] es

equivalente a

fo=fo€dX Vit > V. (3.3)

veD neD’
Recordemos que por la definicion de forma reducida fo & >, ., Vi v fo ¢

ZueD' V. Supongamos D # D', entonces podremos distinguir dos casos:

1. Para todo p € D' existe v € D tal que u < v. En ese caso, es claro que

dopen Ve S ,ep Vi y aue fo € 30, Vi entonces fo € >0, p Ve

llegamos a una contradiccion.

2. En otro caso, siempre podemos encontrar un elemento pu € D’ tal que

*

p* no es comparable con ninguno de los monomios de fy. Asi, u* ¢

ZI/ED VV + ZMED/ ‘/It y por tant07 fO - f(l) ¢ ZVGD ‘/V + ZMED/ VH'

Una vez que tenemos D = IV, la condicion B.3]se reduce a fo—fo € 3 ,cp Vi,

que se satisface siy solo si fo— f) = 0. La definicién de forma reducida implica

o=y m

Al igual que ocurre con los super-caracteres, los caracteres basicos consti-
tuyen una particion de los irreducibles de G. Como primer paso, probaremos

que cada super-caracter es constituyente de un tinico carécter basico.
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Teorema 3.1.20 Sea f un elemento de J* y sea ¥ la drbita de cotransicion
que lo contiene. El super-cardcter &g es constituyente de uno y solo de un

cardcter bdsico Ep(p).

Demostracién: Sea f =) _,;c,n" un elemento de J*. Por la proposicion

pel
existe un conjunto béasico D y una aplicacion ¢ : D — F} tales que
U Cfot+d,cpVe,conc =)y fo =27 ,pcr laforma reducida
de f. Por otra parte, sabemos que existe un entero positivo e que satisface
Ep(p) = e(Apliasp)? (ver lema [3.1.18) y en consecuencia (Eg,&p(p)) =
e (€w, (Ajl140,)¢). La reciprocidad de Frobenius (proposicion [1.1.15)) lleva a

la siguiente expresion:

(€. En(9)) = ¢ (s Ap)rssy = %—<P S (W, Y1)

gew

Puesto que ¥ C fo+ > ,cp Vo = fo+ (Nyep /)" = fo + Jp, claramente

gli, = fo v por ello, (g, Vs)sp = (g, Vs)a, > 0 para todo g € W.
Asi pues, (&g,&p(@)) # 0y g es constituyente de {p(p). Notemos que &g
solo puede ser constituyente de {p(p) por la ortogonalidad de los caracteres

bésicos probada en el teorema anterior. [ |

Por el teorema [2.3.5] cada caracter irreducible de GG es constituyente de

un unico super-caracter, de ahi se deduce el siguiente resultado.

Corolario 3.1.21 Sea x € Irr(G). Entonces existen un unico conjunto bd-

sico D C B y una dnica funcion ¢ : D — K7 tales que x es constituyente de

Ep(p)-

3.2. Descomposicion de los caracteres basicos

En esta seccion estudiaremos como se descomponen los caracteres bésicos

en términos de super-caracteres. En primer lugar, veremos que los caracte-

79
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res bésicos son constantes sobre las super-clases de G, lo que implica (ver
corolario [2.4.4) que se pueden escribir como una combinacion lineal comple-
ja de super-caracteres. Probaremos que, sin embargo, esos coeficientes son
nimeros enteros. A continuacion, estudiaremos un caso particular: los carac-
teres basicos totalmente ramificados y encontraremos una caracterizacion.

Comenzamos por probar el dual de la proposicion [3.1.13

Lema 3.2.1 Seax =1+) _;a,u un elemento de G y sea @ la super-clase

pel

que lo contiene. Existe un conjunto bdsico D' C B tal que

Demostracion: Sea a = Z#GI a,p. Definimos D' C I como el conjunto
formado por todos los elementos minimales de . Claramente (ver definicion
, D’ es un conjunto bésico.

Sean z e y dos elementos cualesquiera de (G, entonces, por la minimalidad
de los elementos de D', se tiene que zay ™' = >, ayv+hconh ey Jy,

de donde se sigue el resultado. [ |

Proposicion 3.2.2 Todo cardcter basico Ep(p) es constante sobre las super-

clases de G.

Demostracion: Dado p(p) un caracter basico cualquiera, recordemos que
es constante sobre las super-clases de G (ver definicion si y solo si se
verifica £p(p)(1+ a) = Ep(@)(1 + zay ™) para todo z,y € G.

Puesto que D C B es un conjunto basico, el subgrupo 1+ Jp definido
en es un subgrupo ideal. Asi pues, Jp es un ideal bilatero de J y por
tanto, para todo par de elementos z e y de G, xay~! € Jp siy solosia € Jp.

Si a ¢ Jp el resultado se deduce trivialmente, pues por la ecuacion (3.1)
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¢p(p)(1 + zay™') = 0 para todo x,y € G. En otro caso, también por (3.1)),
existe una constante positiva e tal que £p(¢)(1+a) = e Ap (14 a). Asi pues,
para probar el resultado basta considerar a € Jp y ver que Ap (1 +a) =
A, (14 zay™"') para todo z,y € G.

Por el lema anterior, si a = ZNG] a,p existe un conjunto basico D,
formado por los elementos minimales de I, tal que para todo x,y € G se tiene
que zay ' =Y. . av+hcon h ey . J,. Notemos que los monomios
que forman h no pueden estar en D', pero tampoco pueden estar en D, pues
a € Jp y para cada monomio v € D’ no puede existir u € D tal que v < p.

Puesto que fy = Z%D o(pu)u*, se sigue que fo(h) = 0y entonces para todo

r,y€eG
folzay™) = fo( DY aww+h) = fo( D ayv)
veD’ veD'!
= > wlwa. = fola).
pneDND’

En consecuencia Ay, (1 +a) = As, (1 + zay™) y por ello,

Ep(e)(1+zay™) = Ep(p)(1 + a),

con lo que queda probado el resultado. [ |

Corolario 3.2.3 El cardcter bdsico £p(p) es una C-combinacion lineal de

super- caracteres.

Demostracién: Basta aplicar el corolario 2.4.4] |

Teorema 3.2.4 Sea {p(p) un cardcter basico. Si fo es la forma reducida

asociada al par (D, ), existen enteros positivos Cy tales que

Enlp)= Y, Cebe.

wCfo+Vp
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Demostracion: Por el corolario anterior podemos escribir £p(p) como una
combinacién lineal de super-caracteres. Asi, si (&) denota el conjunto de

todas las o6rbitas de cotransicion en J*, tenemos que

&n(p) = Y, Cabe.

Tew(Q)

Comenzamos por probar que Cg # 0 si y solo si ¥ C fy + Vp. Pues-
to que los super-caracteres son ortogonales (ver teorema deducimos
que cada constante C'y = ({p(¢), {w)/{(Ew, Ew), por lo que basta probar que
(€p(p),&w) # 0 sty solo si @ C fo + Vp. Por el lema [3.1.18] el caréc-

ter basico p(p) = e (Mg, l11,)¢ con e un entero positivo. Por la reciproci-

dad de Frobenius, proposicion [1.1.15} (¢p (), £w) = € (A j|1405)% Ewdig =
e (A, &w )1+, A partir de la formula (2.4) se puede escribir

65\1;(1
[P

~—

> Mo Agheap = eﬁq‘i,ﬂl) > (W5 ¥g) s

gew gew

<€D(90)7 S‘I'> =

Puesto que 15, v ¥, son caracteres lineales de (J,+) (ver proposicion
1.2.2)) sus restricciones a Jp también lo son, por tanto
1 sig— foeJp,

<7v/}fo’ \II9>JD - (3'4)
0 en otro caso.

Asi pues, (£p(p),&e) # 0 sty solo si €N (fo+ Vp) # 0, pues por la defi-

nicién [3.1.11| J3 = Vp. Ahora bien, como vimos en la proposicion |3.1.13] el

espacio Vp es estable para la accién de cotransicion, por lo que se deduce que

(&p(p),&x) # 0siy solosi W C fy+ Vp.
Solo resta ver que las constantes C'y son nimeros enteros. Hemos visto

que para cada ¥ € ¥(G) la constante Cg = (£p(v), £w)/(Ew, &w). Suponga-
mos que ¥ C fy + Vp, de la formula (3.4) y el lema [3.1.18| concluimos que



Descomposicién de los caracteres basicos 83

(€p(p), &) = e&g(1) con e entero y por el teorema [2.3.1) Cg = e |¥|/Ew(1).
Si f € W, entonces la formula (2.3), el lema y la proposicion [2.1.4]

conducen a:

vl Gfl IR(f)* | AmRIDHLE)
Ee(l)  [GFOFG] [(R(f)+ L(f))*] AR
que es claramente un entero. El resultado se sigue. n

Nota 3.2.5 FEs importante notar que mientras que en el grupo U,(q) los
caracteres basicos y los super-caracteres coinciden, en nuestro caso no es asi.
Consideremos, por ejemplo, el dlgebra F,(4,{x,y}). Puesto que los super-
caracteres vienen definidos por las orbitas de cotransicion y los caracteres
bdsicos por las formas reducidas, bastard encontrar dos elementos de J* con
la misma forma reducida pero cuyas drbitas de cotransicion sean distintas.
Las funciones f = (zyx)* y g = (xyz)* +y* tienen la misma forma reducida:
fo = g0 = (zyx)*. Sin embargo, en el ejemplo VIMos que g no pertenece

a la orbita de cotransicion de f.

Una consecuencia importante del teorema [3.2.4] es el resultado que reco-

gemos a continuacion.

Corolario 3.2.6 Sea D C B un conjunto bdsico y ¢ : D — Fy una aplicacidn
cualquiera. Si fy es la forma reducida asociada al par (D, ) y si W(D,p) =
{¥ e¥(G): ¥ C fy+ Vp}, entonces
h+vo= |J @
Tew(D,p)
Demostracion: El par (D, ) define el caracter basico {p(¢), que por el
teorema se puede expresar como

w= T e _Lepl/ = 4] > §|\m

we¥ (D |J JD’ we¥ (D
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Por la formula (3.1), {p(@)(1) = [l,epld : Ju|, de donde se deduce que
]+ Ip| = [Vb| = X wew(py) |¥| Puesto que todos los cardinales son finitos

y las orbitas de cotransicion son disjuntas dos a dos, el resultado se sigue. B

Si ahora descomponemos cada super-caracter en sus componentes irre-
ducibles de acuerdo con el teorema tendremos que el caracter bésico

¢p(y) se puede escribir como

ép(so)zn”ff’u % ) «x (3.5)

we¥(D,p) xelrrey

A partir de esta expresion podemos caracterizar los caracteres basicos que

son irreducibles, como se prueba en el siguiente resultado.

Teorema 3.2.7 Sea D C B un conjunto bdsico y sea o : D — Fy una
funcion cualquiera. El cardcter bdsico £p(p) es irreducible si y sdlo si es

lineal.

Demostracion: Es claro que si el caracter basico £p(p) es lineal, entonces
es irreducible. Por tanto, basta probar la otra implicacion.

Supongamos que £p(p) es irreducible. Por el teorema tiene un tnico
componente, es decir {p(¢) = Cglw, y en consecuencia ¥ = f, + Vp. De

aqui concluimos que

1= {e(e), eole) = o4 LY LLenlT LT

- Ul
Yoo |J : Jp|? ¥

Es decir, que se debe cumplir

|J : JD|2 _ |VvD|2
HVED |‘] : Jl’|2 HVGD |VV’2.
V. por lo que [Vp| < [lcp Vil y

@) =

Ahora bien, recordemos que Vp = >

V|
HUGD ’VVl

veD

el cociente serd entero Gnicamente si se da la igualdad. Puesto
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que el cardinal de la 6rbita ¥ es un ndmero entero, la tinica posibilidad es
Vbl = [lep|Vols v por tanto [¥| = 1. De la formula (3.5) se sigue que
Ep(p) = x = x(1)x y asi, x(1) = 1. El caracter {p(¢p) es lineal. ]

Siel caracter {p(¢p) es irreducible, acabamos de probar que p(p) es lineal.
Por la férmula se tiene que |J : Jp| =1y por tanto, J, = J para todo
v € D. Esta situacion solo puede darse si cada monomio v* tiene grado 1, por
lo que la forma reducida asociada al par (D, ¢) sera un polinomio homogéneo

de grado 1. Hemos probado la siguiente caracterizacion:

Corolario 3.2.8 Sea D C B un conjunto bdsico y sea ¢ : D — F, una
funcion cualquiera. El cardcter bdsico {p(p) es irreducible si y sdlo si la

forma reducida asociada al par (D, p) es un polinomio homogéneo de grado

1.
De acuerdo con |11, introducimos la siguiente definicion:

Definicion 3.2.9 Sea p(p) un cardcter basico. Entonces {p(y) se dice com-
pletamente ramificado si y sélo si (Ep(@), x) = x(1), para todos los compo-

nentes irreducibles de £p(p).

Por la ecuacion (3.5)), la condicion dada por la definicion anterior es equi-

valente a que se verifique

HVGD |J Jl/| _ HVGD |VV| =1
’JIJD| ’VD| ’

Recordemos que Vp = > ., V, v asi, la igualdad se da si y solo si Vp es
una suma directa (ver teorema I.11 de [46]). A continuacion veremos qué

implicaciones tiene esta propiedad.
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Lema 3.2.10 Sea D C B un conjunto bdsico y sea ¢ : D — Fy una funcion
cualquiera. SiVp = @,.p, Vi, y si g, € o(v)v*+V, para todo v € D, entonces
la drbita de cotransicion
G (Zgy> G=> Gg,G.
veD veD

Demostracion: Para cada v € D, denotamos por ¢, el valor ¢(v). Puesto
que la accion de cotransicion es distributiva, es claro que G (ZyeD gl,) G C
> vep G 9v G, por lo que basta probar el otro contenido.

En primer lugar probaremos que los elementos de GG actian independien-
temente sobre cada funcién g,. Sea 6 € B un monomio tal que (1 +9)g, =
g» + h con h # 0. De la proposicion [3.1.2] se sigue que 0 < v y por tanto,
0* € V,. Dado que Vp es suma directa, se verifica que V, NV, = 0 para
v # u, y entonces 0 £ p para cualquier pu # v; asi pues (1 + d)g, = g, para
todo u # v. El razonamiento es idéntico para la accion por la izquierda y se
extiende a cualquier elemento de G por linealidad.

Ahora bien, si g € Y. _,Gg, G, es claro que existen elementos a,,b,,

veD

para todo v € D, tales que ¢ = Y _ (1 + a,)g, (1 + b,). Entonces, si

vr=14+) paey=1+> .pb, el razonamiento anterior implica que

g==1x (ZyeD g,,) y. Por tanto, > ., Gg, G C G (ZVGD gl,) G. [}

Supongamos que f = > ., f, € J'satisface W =G fG=> ,Gf,G=

veD
Y vep ¥u. En ese caso, el super-caracter {g asociado a f se puede escribir

COoI1o

_ &) _ &e(1) _ &e(1) |
=gl 2N Ty H(ZA"> o g, (e

veD \geWw, veD
La condicion que hemos impuesto sobre las érbitas implica que || =[], ., [¥,|

y también que {g(1) = |Gf| = [[cp |Gfol = [lep w. (1). Por tanto, el
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super-caracter &g = [[,cp &w, . Hemos probado el resultado siguiente:

Lema 3.2.11 Sea f = > ., f, € J* un elemento tal que su drbita de co-

transicion W = Y W, con W, la drbita de cotransicion que contiene a

fv. Entonces el super-cardcter asociado a W es el producto &g = [[,cp &w, -

Como consecuencia, se obtiene la siguiente descomposicion para los ca-
racteres basicos completamente ramificados en suma de productos de super-

caracteres.

Teorema 3.2.12 Sea £p(p) un cardcter bdsico completamente ramificado.

SiWw =73 ¥, para todo ¥ € (D, ), entonces se verifica que

11 ¢e.-

veD

¥

wew(D,p) ¥
Demostracion: Ya que £p(p) es completamente ramificado, |J : Jp| =
[Lepld : Ju| y entonces el cardcter basico {p(y) se puede descomponer de

acuerdo con el teorema como

e = S g,

veay ¥ (L)

Dada una orbita de cotransicion ¥ € W(D, ), escogemos un represen-
tante suyo: g. Es facil ver que g € fo+ Vp con fj la forma reducida asociada
al par (D, ), es decir: fo = > .p@(v)r*. Por tanto, g se puede descom-
poner en la suma g = Y g, con g, € p(v)v* +V, para todo v € D.
Puesto que Vp = @,.p Vi, por el lema para cada representante g la

orbita de cotransicion GgG = > _, G g, G. Del lema anterior se sigue que

veD

el super-caracter asociado es el producto {g =[], &w, - [ |
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A continuacién nos centraremos en el estudio de los caracteres béasicos
¢p(p) completamente ramificados que estan constituidos por un tnico super-
caracter. Para ello, debe cumplirse que |¥(D, )| = 1 (ver corolario [3.2.6)),

es decir, fo + Vp = ¥, con f; la forma reducida asociada al par (D, ¢).

Lema 3.2.13 Sea D C B un conjunto bdsico y sea ¢ : D — F} una funcion
cualquiera. Si fo y W son respectivamente la forma reducida asociada al par

(D, ) y la drbita de cotransicion que la contiene, entonces fo+ Vp = W si

y sdlo si Jg, = L(fo) N R(fo)-

Demostraciéon: Por la proposicion [3.1.13) J¢, C L(fo) N R(fo), por lo que
L(fo)r+R(fo)* < Jflo = Vp. A su vez, por la proposiciénMy por el lema
se tiene que

_ 1GhllfGl _

€ L

[@.

Asi pues, L(fo)" + R(fo)" = Jj; si y solo si [®] = [Vp| y el resultado se

sigue. [ |

En el caso concreto de los caracteres basicos completamente ramificados

el resultado puede mejorarse como se muestra a continuacion.

Proposicion 3.2.14 Sea {p(p) un cardcter bdsico completamente ramifica-
do. Si fo es la forma reducida asociada al par (D, ), la drbita ¥ = fo+ Vp

sty solo si para cada v € D se verifica que ¥, = p(v)v* +V,.

Demostracion: Puesto que el cardcter {p(p) es completamente ramificado,
Vo=@, p vy ¥ =GfHG=>,.,Go(v)v'G=7>" ¥, Asipues, por

la proposicion tenemos que |¥| = [, ., ¥, < [l,cp |Vl = |Vl La
igualdad se dara si y solo si |¥,| = |V,| para todo v € D. Puesto que los
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cardinales son finitos y ¢(v)v* € ¥,, esto implica ¥, = ¢(v)v* + V, para

todo v € D. ]

Una vez que conocemos las condiciones que debe satisfacer el par (D, @)
para que el caracter basico {p(y) tenga una tnica componente, podemos

caracterizar los monomios p* € J* con esta propiedad.

Teorema 3.2.15 Sea p* un monomio generador de J*. Su orbita de cotran-

sicion W, coincide con el espacio p* +V, si y sdlo si p* es un monomio de

la forma:
1 p* = (x3!), con ay > 1;
2. W= (v ay?)", conar=1yay >1;
8ot = (2 2y?), conar >1yay=1.

Demostracion: Observemos en primer lugar que si p* tiene la forma del
teorema, V,, = Ju* +p*J, lo que de acuerdo con el lema [3.2.13] garantiza que
el espacio p* + V), estd compuesto por una tnica Orbita.

Para el caso|l}, es trivial ver que V, = J(z")* = (z7')*J. En los restantes
casos, por la proposicion [3.1.6], basta probar que V,, C p*J+.Jp*. Supongamos
a; =1, con lo que as > 1. Si §* # 0 es uno de los monomios generadores de
V.., entonces 3* < p*, por lo que existen monomios 7,6 tales que pu = vy30.

Sivy=1006 =1, es claro que §* € u*J + Ju*. En otro caso * = (IZ)*, con
k < ag, v entonces % = xilej_ku* € Ju*. Basta intercambiar los papeles

de a1 y as, para probar el caso restante.
Ahora solo falta demostrar que si ¥, = p* + V,, entonces p* tiene la

forma del teorema. Lo haremos por reduccion al absurdo. Podemos suponer

* * _ ap—1 ar—1 .
que p* = (x40x;,)%, con § = x' .. xf"" € B. El monomio J claramente
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pertenece a la interseccion £(p*) NR(p*), pero no a J,. Por el lema [3.2.13
V,, no puede estar compuesta por una unica 6Orbita, lo que constituye una

contradiccion. m

Corolario 3.2.16 Sea D C B un conjunto bdsico y sea ¢ : D — F; una
funcion cualquiera. Si&p(p) es un cardcter basico completamente ramificado,
entonces Ep(p) estd compuesto por un unico super-cardcter si y solo si la
forma reducida asociada al par (D, ) es de la forma fy = ZMEB o(p)p

. (o' . .
con p* = (z{"x;”)" para cada pp € D, oy, o en las condiciones del teorema

anterior y de forma que cada variable de X aparece a lo sumo en un monomio.

Un caso especial se tiene para un caracter basico completamente ramifica-
do &p(p) para el que la forma reducida asociada a (D, ) es f = > ¢;(xf")*.
En ese caso el super-caracter asociado a cada monomio es completamente
ramificado (ver [1I]) por lo que si denotamos W; a la o6rbita de cotransiciéon

que contiene a (z77)*, se satisface |¥;| = {g,(1). Puesto que el caracter ba-

7
sico es también completamente ramificado, se sigue que |¥| = [[, |¥;] =
[L &w, (1) = £ (1). De donde se sigue que el caracter £p(¢) es el producto de
los super-caracteres asociados a los monomios de su forma reducida, es decir:

&) = ] €w. = o

veD

3.3. El algebra conmutativa libre

Para terminar analizaremos el caso del grupo G = 1+J(A), con A como en
toda la seccion, pero ademas conmutativa. Es decir, que si X = {z1,...,2,,}
es el conjunto de generadores, consideramos el cociente A = F (n, X)/(z;x;—
x|l <i < j < m). Su radical de Jacobson J = J(A) esta formado por

todos los polinomios en m indeterminadas con coeficientes en F,, de grado
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menor o igual que n y con término independiente igual a cero. Notemos que
como A es conmutativa, la base de los monomios generadores de .J se puede
escribir como B = {pu =z ... 22" : 0 < o; <m, Y_.", a; < n}, mientras que
la base dual se representa por B* = {u* : p € B}, donde p*v = 0, para todo
v € B. Recordemos que B se puede ordenar de acuerdo con la definicion [3.1.1]
asisipp=af" .. a0y v = ZB?I...$7%”, entonces p < v siy so6lo si o; < f3;
para ¢ = 1,...,m. Para la base dual B* consideramos u* < v* si y soélo si
n<v.

A modo de ejemplo, consideremos el algebra A de los polinomios en las
indeterminadas zy, x5 y de grado menor que 4. Si a cada monomio z{'x5>

le asociamos el par (aq,s), entonces el conjunto ordenado de monomios

generadores de J se puede representar de acuerdo con el siguiente diagrama:

(3,0) (2,1) (1,2) (0,3)

RO
NIV

(1,0) (0,1)

A pesar de la conmutatividad, dado un elemento cualquiera de J*, no es
facil encontrar su o6rbita de cotransicion. Sin embargo, si este elemento es un

monomio su 6rbita viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1 Sea [ = c,u* con ¢, € F,. La drbita de cotransicion que

contiene a f viene dada por:
Wi =W,(c,) =cup™ + (V" : v < p")p,.

Demostracion: Puesto que A es un algebra conmutativa, la accion de co-

transicion coincide con la accion de cotransicion izquierda (y derecha). Por
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la proposicion sabemos que Wy =¥ ,(c,) C c,u* + (v*: v* < p*), por
lo que s6lo debemos probar el otro contenido.

Qm

@m)* y consideremos el elemento g =

Supongamos que p* = (z{*...x
@ a2y con (2l )t < (290 2%m)*, en ese caso se cumple

que a; — 3; > 0 para todo i = 1,...,n. Asi pues, por la proposicion [3.1.2]

tendremos que x5 gom=Bm (g0 gomyr — (g7 2Bm)* . Consecuen-
temente (1 + ¢ 1287 20 =8n) f = g por lo que g € ¥;. Como la accion
de cotransicion es lineal, el resultado se sigue. [ |

Corolario 3.3.2 Sea f = c,u* con ¢, € F;. El estabilizador L(f) = R(f) =

Jyu, es decir:

L) =R(f) = (V" € B v £ 41')s,.

Demostracién: Claramente los conjuntos los conjuntos L(f) y R(f) coinci-
den por la conmutatividad de A. Por el teorema anterior y el corolario
tenemos que (R(f))*: = (v* € B* : v* < p*)p,. De la definicién resulta
Jp= Ve B v £ p)r, = R(f). ]

Dado un conjunto béasico D C By una aplicacion cualquiera ¢ : D — F}
podemos definir, de acuerdo con [3.1.16} el caracter basico {p(p) como un

producto de super-caracteres.

Proposicion 3.3.3 Sea D C B un conjunto bdsico y sea ¢ : D — F; una
aplicacion cualquiera. Si ¥, es la orbita de cotransicion del elemento p(v)v*,

el cardcter basico p(p) se puede escribir como

HVED S‘I’u Si D 7£ ®7

1a en otro caso.

Ep(p) =

Demostraciéon: Por el corolario anterior, sabemos que para cada uno de

los elementos f = c,v* con ¢, # 0 el conjunto R(f) = J,. Por tanto, la
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restriccion del caracter \. - al subgrupo 14 J, de la definicién |3.1.16|coincide
con el propio caracter. De la definicion [2.2.3] se sigue que el caracter inducido

)\gy* es el super-caracter &y, asociado a f. [

Nota 3.3.4 Como hemos visto en el teorema los caracteres basicos se
pueden descomponer en suma de super-caracteres. Lo que no siempre es cierto
es que un cardcter bdsico sea producto de super-caracteres. Hemos obtenido

este resultado al aniadir la conmutatividad.

En lo que resta de seccion, trataremos de aplicar los resultados anteriores
para obtener la descomposicion del cardcter basico £p(¢) en funcion de los
super-caracteres asociados a cada uno de los monomios ¢(v)v* con v € D.
En concreto, estamos interesados en el caso en que el caracter basico es a su
vez un super-caracter.

En primer lugar, podemos descomponer el caracter basico {p(¢) como
una combinacion lineal de super-caracteres de acuerdo con el teorema |3.2.4]
De esta forma, si fy es la forma reducida asociada al par (D, ), debido a
que A es conmutativa se tiene que

n(p) = Z Colew = HTJD |j |J / Z {w.
¥Cfo+Vp ¥Cfo+Vp

Conviene senalar que a pesar de que la conmutatividad, la 6rbita ¥ que
contiene a fy puede no coincidir con el espacio afin fy + Vp. Por ejemplo, si
consideramos el algebra de polinomios en las indeterminadas x1, x5 de grado
menor que 4 y la forma reducida f = (2%)* + (zy)* un razonamiento similar
al del ejemplo nos permite ver que g = (22)* + (zy)* + y* € fo + Vb,
pero sin embargo g ¢ W. Por tanto, tendremos que {p(¢) = &, si y solo si

se verifican estas dos condiciones:

L TLyep |7 Tl = |+ o).
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2. W= fy+ Vp.

Ahora bien, la primera condicion es equivalente a Vp = @9 V,, olo que

veD
es lo mismo, a que el caracter basico {p(p) sea completamente ramificado. En
ese caso, puesto que ¥, (p(v)) = p(v)v* +V, para todo v € D (ver teorema
3.3.1)), 1a proposicion [3.2.14] implica que ¥ = f, + Vp. Acabamos de probar

el siguiente resultado.

Teorema 3.3.5 Sea D C B un conjunto bdsico y sea ¢ : D — F, una
aplicacion cualquiera. Si W es la orbita de cotransicion que contiene a la
forma reducida fo asociada al par (D, ), el cardcter basico {p(p) es igual al

super-cardcter &g si y solo si Ep(p) es completamente ramificado.

Ahora podemos caracterizar los caracteres basicos para los que se da esta
propiedad. En realidad, basta caracterizar las formas reducidas para las que

Vp es una suma directa.

Corolario 3.3.6 Sea D C B un conjunto bdsico y sea ¢ : D — F, una
aplicacion cualquiera. Si fo es la forma reducida asociada al par (D, ) y ¥
es la orbita de cotransicion que la contiene, entonces el cardcter bdsico {p ()
es igual al super-cardcter &g st y solo si cada variable de X aparece a lo sumo

en un monomio de la forma reducida fy.

Demostracion: Si D es un conjunto basico, entonces todos los monomios
v* con v € D son no comparables por la relaciéon <. Por el teorema (3.3.1
sabemos que R(v*) = V, para todo v € D. Asi pues, si se da la condicion
anterior, tendremos que cada subespacio V, estd generado por monomios
diferentes y por consiguiente V, NV, = 0 para v # pu, lo que implica que

Vp es una suma directa. Reciprocamente, si Vp es una suma directa, es claro
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que los monomios v* con v € D no pueden compartir variables, puesto que

en ese caso encontrariamos v, u € D distintos y con V, NV, # 0. [
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Capitulo 4

Super-caracteres sobre anillos

finitos

Una vez que hemos definido los super-caracteres de un F,-grupo de 4l-
gebra G = 1 + J(A), trataremos de extender este concepto al caso en que
A es una R-algebra asociativa, nilpotente y de dimension finita, con R un
anillo finito, local, conmutativo y con identidad. En ese caso, el grupo de
algebra G = 1 + J(A) se sustituye por el grupo adjunto G(A), que en estas
condiciones se puede identificar con el subgrupo 1+ A del grupo de unidades
del anillo § = R @ A.

La primera secciéon de este capitulo estudia la estructura del grupo abe-
liano de los C-caracteres aditivos de una R-algebra de dimension finita A con
R un anillo finito conmutativo. Probaremos que si R es admisible, es decir, si
existe un caracter de R a partir del que se pueden obtener todos los restantes,
entonces los caracteres aditivos de A se pueden parametrizar en funcién de
los elementos del modulo dual A* de forma similar a lo que sucedia para las
F,-algebras.

En la segunda secciéon, veremos que los anillos finitos admisibles son los
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anillos de Frobenius y estudiaremos un caso particular de este tipo de anillos:
los anillos de Galois. Por tltimo, en la parte final del capitulo se extiende
la nocion de super-caracteres al caso en que A es un R-mobdulo libre de
dimension finita y, paralelamente a lo que se hizo en la secciéon 2.5] se estudia
el caso en que A es la R-algebra de polinomios en una indeterminada. En

ambos casos R es un anillo de Galois.

4.1. Anillos admisibles y caracteres admisibles

Sea (A, +) un grupo abeliano cualquiera. Como vimos en la proposicion
todas sus C-representaciones irreducibles son lineales. Asi pues, el con-
junto de caracteres de A, denotado por ;1, es un subconjunto de Hom(A, C*),
donde C* representa el grupo multiplicativo de C. El conjunto A puede dotar-
se de una estructura de grupo abeliano si consideramos la suma de caracteres

dada por
(v +¥)(a) = pla)i(a),

para todo @, € A y todo a € A. Notemos que el elemento neutro de A es
el caracter trivial 14.

Sea (R, +, ) un anillo cualquiera. Denotamos por Rel grupo de caracteres
irreducibles del grupo (R, +). Podemos dotar este conjunto de una estructura

de modulo a izquierda (respectivamente a derecha) si consideramos la accion

(r)(z) = ¥(ar) (respect. (yr)(z) = ¥(ra)), (4.1)
para todo ¢ € ]T?, y todo x,r € R. Es claro que si el anillo R es conmutativo
las dos acciones coinciden.

Dado un caracter ¢ € fi, diremos que v es admisible a izquierda (respec-

tivamente a derecha) si el modulo a izquierda (respectivamente a derecha) R

es ciclico y estd generado por 1. En ese caso, la aplicacion
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¢o: R — R
(4.2)
r — 1 (respec. ¥r)

es un isomorfismo de modulos. Si el anillo R es conmutativo, el caracter ¢ se

dice admisible y R = R como bimédulo. De forma mas precisa (ver definicion

3.1 de [23]) podemos decir:

Definiciéon 4.1.1 Un anillo R se dice admisible a izquierda (respec. admisi-
ble a derecha) si el R-mddulo a izquierda (respec. a derecha) R es ciclico. El

anillo R es admisible si es a la vez admasible a izquierda y derecha.

Los cuerpos finitos constituyen un ejemplo de anillos admisibles. Si [F, es el
cuerpo con ¢ = p© (e > 1) elementos y F, es el cuerpo primo de caracteristica

p, la funcion

TTthFP IFq — ]Fp

e—1
o RN &_f_ap_'._..._’_ap

es lineal y recibe el nombre de traza (ver definicion 2.22 y teorema 2.23 de
[64]). Si T'r(«) representa el entero 0 < Tr(a) < p tal que Tr(«a) + pZ =

Try,, (a), es facil ver que
p

wlz(Fﬂ_F) I (C,)

o — 627riTr]pq (a)/p

es un caracter de (F,, +) que recibe el nombre de cardcter canonico. Para
cada a € F,, la expresion establece que la funcién v, definida por
Yo (c) = Y1 (ac), para todo ¢ € Fy, es un caracter de (F,, +). Es mas, todos
los caracteres aditivos de F, son de esta forma (ver el teorema 5.7 de [64]),

por lo que el caracter candnico 1, es admisible.
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Notemos también que para cualquier caracter no trivial ¢, € @q, a# 0,
el conjunto {By, : B €F,} = {fayyy : a€F,} = Fq. Es decir, cualquier
caracter aditivo no trivial de I, es admisible.

Sin embargo, no todos los anillos son admisibles. El anillo de polinomios
Folz,y]/ (2%, y*, 2y — yz) es conmutativo y finito, pero no es admisible (ver
ejemplo 3.2 de [23]).

Sea A una R-algebra asociativa de dimension finita, con R un anillo finito,
conmutativo y admisible. En este caso es posible encontrar una descripcion
de los caracteres aditivos de A a partir de los elementos del modulo dual A* =
Hompg(A, R). Esta propiedad es importante, pues permitird parametrizar los
super-caracteres en funcion de las orbitas de cotransicion como hicimos en
el capitulo 2 Comenzamos por demostrar que el grupo aditivo (A*,+) y el

grupo de caracteres A son isomorfos.

Teorema 4.1.2 Sea R un anillo finito, conmutativo y admisible. Sea A una
R-dlgebra asociativa de dimension finita y sea A* = Hompg(A, R) su R-

modulo dual. Si 1 es un cardcter admisible de R, la aplicacion

pi(A+) — (A +)
f — yYp=vof

es un isomorfismo de grupos abelianos.

(4.3)

Demostracion: Puesto que A es un algebra (v en particular un anillo), el
conjunto de caracteres aditivos de A, denotado por fAl, es un grupo abeliano.
Sea 1 € R un caracter admisible de R y sea f € A* un elemento cualquiera.
Es claro que la aplicaciéon 1y = ¢ o f es un caracter aditivo de A, es decir
Yy € A. Asi pues, la aplicacion ¢ esta bien definida. Probaremos que es un

isomorfismo de grupos:
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» ¢ es homomorfismo. Si f,g € A*, entonces p(f + g)(a) = Yri,(a) =
br(@)y(a) = (b7 + ¥)(a), para todo a € A. Bs decir, o(f + g) =
w(f) +el9).

-~

= ¢ es biyectiva. Puesto que el algebra A es finita y |A| = |A| = |A¥,
basta probar que es inyectiva. Sea f € A* un elemento tal que ¢(f) =
Yy = 1y, entonces ¢s(a) = ¥(f(a)) = 1, para todo a € A, y por
tanto Imf C kervy. Sea r € Imf cualquiera. Puesto que I'mf es un
ideal de R, TR C Imf C keriy y entonces ¥(rs) = ri(s) = 1, para
todo s € R. Es decir, ¢(r) = 1Y) = 14, con ¢ la aplicacion definida en
, y r € kerg = 0; pues ¢ es un isomorfismo de modulos por ser ¢
admisible. Dado que el elemento 7 es arbitrario, se sigue que Imf = 0,

esto es, f = 0. [

Corolario 4.1.3 En las condiciones del teorema anterior se sigue que el

conjunto de los caracteres aditivos de A es de la forma:

A\:{wf:wof:feA*}.

Hemos visto que un cuerpo finito F, es un anillo admisible. Es més, cual-
quier caracter no trivial de I, es admisible. Asi pues, cualquier F,-algebra de
dimension finita esta en las condiciones del resultado anterior y por ello se
obtiene la siguiente parametrizacion de A que resuelve la aparente ambigiie-
dad de la construccion de los caracteres irreducibles de (J, +) introducida en

la seccion .2

Corolario 4.1.4 Sea A una F,-dlgebra de dimension finita y sea A* su es-

pacio dual. El conjunto de caracteres aditivos A tiene la forma
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A={y;=vof:feAY,

con Y un cardcter aditivo no trivial cualquiera de A.

4.2. Anillos de Frobenius y de Galois

Hemos visto que no todos los anillos son admisibles. En esta seccion ca-
racterizaremos los anillos finitos que si lo son y que resultan ser los anillos de
Frobenius. Posteriormente, estudiaremos algunas propiedades de los anillos
de Galois, que constituyen un ejemplo importante de este tipo de anillos.

Sea R un anillo artiniano. Se puede definir sobre él una estructura de
R-moédulo a izquierda, denotado por rR, si se considera la accion dada por
la multiplicacion del anillo. Puesto que R satisface la condicion de cadena
descendente, este modulo se puede escribir como una suma finita de modulos
indescomponibles, esto es: médulos no nulos que no se pueden expresar como
suma directa de dos submoddulos propios. De esta forma, el moédulo R se

puede escribir como (ver teorema 14.2 de [24]):

rR=Ren @ - ® Reyy @+ @ Reoy @ -+ @ Rey,,, (4.4)

donde los e;; son idempotentes primitivos ortogonales tales que 1 = > e;;. A
esta descomposicion se le llama descomposicion principal v a cada sumando
modulo principal indescomponible.

Los idempotentes de se han indexado de forma que Re;; = Rey; si
y solo si ¢« = k, por tanto, si denotamos e; = e;1, para todo ¢, es claro que
{Rey, ..., Re,} es un conjunto completo de modulos principales indescompo-
nibles no isomorfos. Asi, si tenemos en cuenta las multiplicidades, el modulo

rR se puede descomponer como grR = P u; Re;.
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Por otra parte, R se puede dotar, con el producto, de una estructura de
modulo a derecha, denotado por Rg, que también se descompone en una

suma de moédulos principales indescomponibles. Entonces se verifica

RR:ellR@...@elulR@---@ean@"'@enunRa

con la particularidad de que los idempotentes primitivos e;; son idénticos a
los de la expresion . Asimismo, las multiplicidades p; coinciden, puesto
que para cualesquiera idempotentes primitivos e y f se verifica que Re = Rf
siy solo si eR = fR. En consecuencia, es obvio que el moédulo R se puede
descomponer como Rp = Gu,e;R.

Notemos que cada modulo indescomponible Re;; (respec. e;;R) posee un
tnico submodulo maximal Je;; (respec. e;;J), donde J es el radical de Ja-
cobson del anillo R. El cociente Re;;/Je;; (respec. e;;R/e;;J) se denota por
T'(Re;j) (respec. T(e;;R)). Por ultimo, referir que para cada médulo indes-
componible, la suma de todos sus submodulos irreducibles (es decir, aquéllos
que no poseen submodulos propios) recibe el nombre de socle y se representa
por S(Re;;) (respec. S(e;;R)).

Una vez introducidos estos conceptos, podemos definir los anillos Frobe-
nius y quasi-Frobenius tal como se hace en los trabajos de Nakayama (ver

[80], [68] y [69]).

Definiciéon 4.2.1 Sea R un anillo artiniano con una descomposicion prin-

cipal como la de . Entonces:

1. R se dice quasi-Frobenius si existe una permutacion o € S, tal que

T(Re;) = S(Req()) y S(eiR) = T(esw)R) para todo i =1,...,n.

2. R se dice Frobenius si es quasi-Frobenius y ademds i,y = p; para todo

1=1,...,n.
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3. R se dice débilmente simétrico si T(Re;) = S(Re;) y T(e;R) = S(e;R)

para todo 1 =1,...,n.

Es importante mencionar que estas tres propiedades coinciden cuando R
es conmutativo (ver nota 1.3 de [80] para los detalles).

Si R es un anillo finito, por el teorema 3.10 de [80] se tiene que R es
Frobenius si y s6lo si es admisible. Es decir, si y s6lo si el médulo a izquierda
rR es isomorfo al modulo de caracteres Rﬁ y el moédulo a derecha Rp es
isomorfo al moédulo }A%R. Si ademas R es conmutativo, las estructuras Rf% y
fiR coinciden, por lo que R es Frobenius si y so6lo si R = R como bimodulo.
Esto es, R es Frobenius si y s6lo si R posee un caricter admisible. Por tanto,

podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 4.2.2 Sea R un anillo finito conmutativo, entonces R posee un

cardcter admisible si y solo si R es Frobenius.

Notemos en primer lugar que no todos los anillos conmutativos finitos son
Frobenius. El anillo Fy[x, y]/ (22, y*, xy — yz) del ejemplo 3.2 de [23] es con-
mutativo y finito, pero no es admisible. Por otra parte, un ejemplo inmediato
de anillos de Frobenius lo proporcionan los cuerpos finitos, pues hemos visto
en la seccién anterior que cualquier caracter no trivial de F, es admisible.
Otro ejemplo lo constituyen los anillos de residuos R = Z/mZ. Es facil ver
que si £ es una m-raiz primitiva compleja de la unidad, la funcién y : R — C
definida como x(z) = £” para todo x € R es un caracter admisible de R.

Los anillos de Galois son una generalizacion de los anillos de residuos.
También son anillos de Frobenius y por su importancia en el desarrollo de la
teoria posterior les dedicaremos el final de esta seccion.

Un anillo de Galois GR(p", ), con p primo, n, r enteros, es un anillo finito,

conmutativo y local (es decir, con un tnico ideal maximal) cuyo cardinal es
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p"" y cuya caracteristica es p”. Este anillo es una extension de Galois del anillo
Zyn y €s, por tanto, isomorfo al cociente Zyn[z]/(f(x)), con f(z) € Zpn[z] un
polinomio monico de grado r tal que su proyeccion sobre F,[X] es irreducible.
Se puede probar que esta construccion es tnica salvo isomorfismo (ver [17] y
[74] para los detalles). Dos ejemplos triviales los proporcionan los casos n = 1
y r = 1. El primero es la extension de grado r del cuerpo primo I,, por lo
que GR(p,r) = F,, mientras que el segundo es el anillo GR(p", 1) = Zn.

A continuacién estudiaremos como se pueden representar de forma expli-
cita los elementos de un anillo de Galois GR(p™, ). Basicamente encontramos
dos tipos de representaciones. El primero utiliza la estructura de GR(p™, )
como extension de Z,. y serd de utilidad para probar que todo anillo de
Galois es de Frobenius. El segundo parte de la forma del reticulo de ideales
de GR(p",r); lo utilizaremos en la tltima seccion de este capitulo.

Sea hy(x) € F,[x] un polinomio primitivo de grado r y consideremos el
cuerpo finito F,r = F,[z]/(hi(z)). A partir de hi(z) se puede construir un
tinico polinomio de grado r, denotado por h,(x) € Z,»|x], monico, irreduci-
ble, congruente con hy(x) moédulo (p) y que divide al polinomio 2% — 1, con
k =p" —1, en Zy[z] (ver teorema 1.4.4 de [17]). Sea & una raiz de h,(z),
puesto que h,(x) divide a 2¥ — 1 en Z,n[z], se cumple que ¥ = 1 y por
construccion, GR(p™,r) = Zn[£]. Asi pues, cada elemento z € GR(p",r) se

puede representar como un elemento de Z, €] de la forma siguiente:

r—1
— £ )
z = E 0;§7, v € Lypn.
=0

Si ( es una p"-raiz primitiva de la unidad, es posible definir para cada
z € GR(p™,r) la funcion y : GR(p™,r) — C dada por x(z) = ("', que se
prueba que es un caracter admisible de GR(p™,r) (ver ejemplo 4.4 de [80]).

Esto demuestra que GR(p™,r) es un anillo de Frobenius como ya habiamos
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apuntado.
Es posible encontrar otra representacion de los elementos de GR(p™,r)
con so6lo desarrollar los coeficientes v; y agrupar las diferentes potencias de

p. Asi, llegamos a la expansion p-adica:

z=zo+pa o+ 2,
con cada z; en el conjunto 7, = {0,1,&,...,£7 72}, que recibe el nombre de
conjunto coordenado de Teichmiiller.
Atn podemos encontrar otra expresion mas para los elementos de GR(p", ),
pero para ello debemos conocer la forma del reticulo de sus ideales. Puesto

que los ideales de Z,» forman la cadena
PLign D P*Lgn D ... D P D (0),

es facil ver que los ideales de GR(p", r) son todos principales. De hecho, todos

ellos se pueden expresar como

I, =p"GR(p",r), 1<k <n-—1

De esta propiedad se sigue que pGR(p™,r) es el tinico ideal maximal de
GR(p",r) y que el cuerpo residual es GR(p",r)/p GR(p",r) = F,r. Ademas
permite escribir los elementos de GR(p", r) de la forma siguiente (proposicion

6.2.2 de [I7]).

Proposicion 4.2.3 Todo elemento no nulo z € GR(p™,r) se puede escribir
de la forma z = up', con u una unidad y 0 <t < n — 1. En esta represen-
tacion, el entero t estd determinado univocamente, mientras que u es 1Unico

mddulo (p"~").
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Demostracion: Es claro que si z € U(GR(p™, 1)), entonces ¢t = 0. En otro
caso, puesto que el anillo es local, z es nilpotente; por ello existird un primer
entero t tal que z € I, = p'GR(p", r). En consecuencia, t es anico.

Una vez probada la unicidad de ¢, supongamos que z posee dos repre-
sentaciones diferentes, es decir, que existen elementos u,x € U(GR(p"™, 1))
tales que z = up’ = xp’. Entonces se sigue que (r — u)p' = 0, por lo que

r—u€ I, 4 Asi, z = u+ \p"*, para algin A € U(GR(p™,)). [ |

Por ltimo, solo resta referir la importancia de los anillos de Galois en el
estudio de los anillos conmutativos finitos, lo que justifica el desarrollo de una
teoria de super-caracteres de R-grupos de algebra cuando R es un anillo de
Galois. Destaquemos que cualquier anillo conmutativo finito con identidad
se puede descomponer de forma tnica, salvo isomorfismo, como suma directa
de anillos locales (ver teorema 3.1.4 de [I7]); cada uno de ellos es imagen
homomorfa de un cierto anillo de polinomios cuyos coeficientes estan en un
anillo de Galois. De hecho, se puede probar (ver teorema 6.3.1 de [17]) el

resultado siguiente.

Teorema 4.2.4 Sea R un anillo finito, conmutativo y local. Sea p™ su ca-
racteristica y sea K = F,r su cuerpo residual. Entonces, existe un subanillo

T C R tal que
1. T=GR(p",r) es el inico subanillo de orden p"" de R;
2. T es la extension de Galois de Zyn mazimal contenida en R;

3. R es imagen homomorfa de un anillo de polinomios con coeficientes en

T.

El anillo de Galois T recibe el nombre de anillo de coeficientes de R.
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4.3. Super-caracteres de grupos de algebra so-

bre anillos de Galois

El proposito de esta seccion es extender el concepto de super-caracter
a grupos de algebra asociados a una R-algebra A, con R un cierto anillo

conmutativo, finito y con identidad.

Sea (A, +, -) un anillo cualquiera sobre el que se define la operacién axb =
a+ b+ ab, para todo a,b € A. Dotado con esta operacién, A es un semigrupo
cuyo elemento neutro es 0 € A. El conjunto de elementos inversibles de
(A, %) recibe el nombre de grupo adjunto de A, y serd denotado por G(A).
Decimos que el anillo A es radical si coincide con su grupo adjunto, es decir,
si A = G(A). En caso que sea finito, esta condicion es equivalente a la

nilpotencia, esto es, A es radical si y so6lo si es nilpotente.

Sea R un anillo de Galois GR(p™, e) con cuerpo residual F, (¢ = p°).
Puesto que R es un anillo de Frobenius, posee un caracter admisible que
denotaremos por 1 (ver teorema . Sea A una R-algebra asociativa,
finitamente generada y nilpotente. Este &lgebra se identifica con un cierto
ideal del anillo S = R @ A, mientras que el grupo adjunto G(A) lo hace
con el subgrupo 1+ A del grupo U(S) de las unidades de S. Diremos que el
grupo adjunto G(A) = 1+ A es el grupo de dlgebra asociado a la R-algebra
A (esta definicion generaliza[1.2.1] para algebras sobre anillos de Frobenius).
Un ejemplo de este tipo de construccion lo proporciona el grupo U, (R),
formado por las matrices unitriangulares de orden n sobre el anillo R; en
este caso U,(R) = 1+ U,(R), con U,(R) la R-algebra nilpotente de las

matrices triangulares superiores de orden n con coeficientes en R.

Es facil ver que cuando A es una [ -algebra de dimension finita, el grupo

de algebra asociado G = 1 + J, donde J es el radical de Jacobson de A, es
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un p-grupo. Este resultado también es cierto si A es una R-algebra en las
condiciones anteriores, (ver teorema 2.1 de [II] para los detalles). Ademas,
cualquier caracter irreducible x del R-grupo de algebra G(A) es de la forma
x = 7%, con 7 un caricter lineal de G(B) < G(A) y B un subanillo de A (ver
teorema 2.3 y corolario 2.1 de [11]). Este resultado supone una generalizacion
del teorema 1.2 de [33] donde se establece que cualquier caracter irreducible
de un [F -grupo de algebra esta inducido por un caracter lineal de un subgrupo
suyo.

Por otra parte, recordemos que los super-caracteres de un F,-grupo de
algebra G = 1+ J se definen para cada elemento f del espacio dual J* (ver

definicion [2.2.3)) como el caracter inducido por el caracter lineal Ay dado por:

A R(f) — C
l+a — 9(f(a))

con R(f) el estabilizador de f para la accion de cotransicion derecha (ver
seccion [2.1), y donde ¢ es un caracter no trivial (y por tanto admisible) de
F,. Cada uno de ellos depende Gnicamente de la 6rbita de cotransicion que
contiene al elemento f € J*, por lo que se puede establecer una aplicacion
biyectiva entre el conjunto SCh(G) de super-caracteres de G y el de érbitas de
cotransicion de J*, denotado por £2(G) (ver teorema [2.2.4). Nuestro objetivo
serd probar este resultado para el caso en que G = G(A) es un R-grupo
de algebra. Para ello, basta obtener la formula , en la que se expresa
el super-caracter en funcion de la 6rbita de cotransicion, para R-grupos de
algebra.

Puesto que el anillo R es Frobenius, por el teorema sabemos que el

grupo de los caracteres aditivos de (A, +) se puede escribir como

-~

A=1TIrr(AT)={¢;: f e A}
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El grupo G = G(A) actiia sobre A mediante la operacion (z-\)(a) = Mz 'a),
para todo x € G,a € Ay A € 1& lo que convierte a A en un G-médulo a

izquierda. Para cada A = 9y € ﬁ, el conjunto

Ly={a€ A: Nau) =1, Yu € A},

es un subgrupo aditivo de A (en realidad es un ideal derecho de A) que
coincide con el conjunto L£(f) = {a € A : f(au) =0, Yu € A} definido en
el lema [2.1.2} pues si a € Ly, entonces 1 = Aau) = ¢y(au) = ¢(f(au)) =
Yrqe(u) para todo u € A, con la funcién fa definida por fa(u) = f(au). En
consecuencia, ¥, = 14 y por el teorema se sigue que fa = 0, lo que
implica a € L(f). El otro contenido es trivial.

El grupo adjunto asociado, Ly = G(L,), es el estabilizador de A para la
accion de G a izquierda y coincide con el conjunto L(f) = 1+ L(f) del lema

A su vez, podemos definir el conjunto £y < A como

Lyr={reA:7(a)=1, Ya € L)},

que es un R-modulo cuyo cardinal viene dado por el resultado siguiente:

Lema 4.3.1 Sea B un subgrupo aditivo de A. Si B+ es el conjunto B+ =
{r e A:7(b)=1, Vb e B}, entonces |B*| = |A|/|B|.

Demostracion: Basta considerar la aplicacion

o A — B
f— [fls
Esta funcion es claramente un homomorfismo de grupos suprayectivo, pues

por ser A y B abelianos, cualquier caracter de B puede ser extendido a



Super-caracteres sobre anillos de Galois

caracter de A (ver corolario 5.5 de [41]). Ademaés, es facil ver que ker¢ = B*.

El resultado se sigue del primer teorema de isomorfia de grupos. [

Al igual que en la seccion 2.1 denotaremos por G a la orbita de A para
la accion de G por la izquierda, es decir, GA = {z - A : © € G}. Puesto que
L) es el estabilizador de A para la accion de G a izquierda, se sigue que
|GAl = |G]/|Lal = |Al/|LA] = |£].

Alternativamente, podemos definir para A una estructura de G-modulo a
derecha si consideramos la operacion definida por (A - z)(a) = A(az™!), para

todo \ € A\, a € A, x € G. De forma andloga, el conjunto

Ry={a€ A: ANua) =1, Yu € A},

es un subgrupo aditivo de A y su grupo adjunto G(R,) = R, es el estabili-
zador de A para la accion de G por la derecha. Por el lema sabemos que
|Rx| = |A|/|Rxl, ¥ si AG = {\- 2z : x € G} es la 6rbita de \ para la accion
de G a derecha, es claro que |\G| = |Ry|.

Para cada a € A y A € A, la aplicacion definida por (aX)(u) = Aau)
(respec. (Aa)(u) = A(ua)), para todo u € A, es un elemento de A. Denotamos
por AX (respec. AA) el conjunto {a) : a € A} < A (respec. {\a :a € A} <
ﬁ) Con esta notacién, podemos probar el resultado siguiente, que es la

generalizacion de la proposicion para R-grupos de algebra.

Proposicion 4.3.2 Sea )\ € A un cardcter aditivo de A, entonces
1. |GA| = |AN = |MA| = |\G|;
2. AN =Ry;

3. AA =L},
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Demostracion: Es facil ver que A\ y AA son subgrupos aditivos de A y que
dado a € A, a\(u) = Mau) = 1, para todo u € R (respec. Aa(u) = A(ua) =
1, para todo u € L) , y por tanto A\ < Ry (respec. AMA < L3). Puesto que
|GA| = |AN v |AG]| = |AA], se sigue que |AN| = |Lx| > |MA| = [Ry| > |AN|
y se tiene el primer resultado. Los otros dos se obtienen a partir de la finitud

de A. -

La consecuencia inmediata es el resultado que aparece a continuaciéon y

que generaliza el corolario [2.1.5

Corolario 4.3.3 Sea A\ € A un cardcter aditivo de A, entonces:

1. GA=\+TRE
2. AG = A+ L+,
3. |GA| = [A\G].

Denotamos por §(A) y §(G) los conjuntos de funciones complejas sobre
(A, +) y G respectivamente. Notemos que ambos son C-espacios unitarios con
el producto de Frobenius (ver definicion [1.1.10). A cada funcién ¢ € F(A)
se le puede asociar una funcion ¢ € §F(G), definida por ¢(1 + a) = ¢(a)
para todo a € A, de forma que la aplicacién ¢ +— @ es un isomorfismo
de espacios vectoriales que satisface (p, 1) = (@, %G Por otra parte, las
acciones de G sobre A se pueden extender al conjunto F(A), con lo que éste
adquiere una estructura de G-bimodulo. En estas condiciones, decimos que
una funcion ¢ € F(A) es invariante a izquierda (respec. invariante a derecha)
si p(ra) = p(a) (respec. p(azx) = ¢(a)), para todo z € Gy a € A.

Para cada elemento \ € A C F(A), las funciones a, y () definidas como

1 1
a/\:\G_MZ'M’ ﬁA:mZM

HEGA HENG
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son claramente invariantes a izquierda y derecha respectivamente. Es mas,

podemos probar el siguiente resultado.

Proposicion 4.3.4 El conjunto {ay : A € A} (respec. {8y : A € A}) es una
base ortogonal, con respecto al producto de Frobenius, del espacio £(A) (res-

pec. R(A)) de todas las funciones de F(A) invariantes a izquierda(respec. a

derecha,).

Demostracion: En primer lugar, es facil ver que si 6 ¢ G\, entonces
(ax, as) = 0, mientras que (ay, ay) = 1/|GA], por lo que el conjunto {a, :
S ﬁ} es un sistema de funciones ortogonales y por tanto, es libre.
Notemos que cada elemento ¢ € £(A) es constante sobre las G-6rbitas a
izquierda de A. Por ello, la dimension del espacio £(A) es igual al cardinal
de este conjunto, que denotamos por Q¢ (A), es decir, dimc£(A) = |Qc(A)].
Puesto que [{a) : A\ € ;1}| = |QG(/A1)|, donde QG(E) es el conjunto de G-
orbitas a izquierda de ﬁ, bastara probar que |Qg(A)| = |QG(E)\ Para ello,
consideramos ¢ el caracter de la accion permutacion de G sobre A. Por el
corolario 5.15 de [41], se tiene que |Qq(A)| = (U, 1¢). Ademés, por definicion,
Y(x) = |Ca(x)|, con Cy(x) = {a € A : xa = a}. Por otra parte, se cumple
que (z\)(za) = Mz~ (za)) = Ma), paratodoz € G, A€ Aya € Ay del
teorema de Brauer (teorema 6.32 de [41]) se sigue que ¥(z) = |C;|, para todo
r € G conCyi={\e Aigz A= A}. Por tanto, ¥ es también el caricter
de la accién permutacion de G sobre A y entonces (9,1¢) = [Qg(A)]. La

demostracion es idéntica para la otra accion. [ |

Proposicion 4.3.5 Sea \ € A cualquiera. Si Ag, (respec. A, ) es la res-
triccion de X al conjunto Ry (respec. Ly), entonces ay = |GA|7' (A, ) ¥

Br = [AG|TH(Ag, )
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Demostracién: Puesto que GA = A + Ry, de la definicion de ), se sigue

que

|GA|ay = Z,u:)\z v.

HEGA VERY
Por otra parte, es facil ver que por la reciprocidad de Frobenius (proposicion

1.1.15), para cada v € Ry se verifica

(v, <1R>\)A>A = (U, 1r,)r\ = W Z v(z) = 1.

Ademas,

Yo () =Ry = ARyl = (1r,) (1),

VGR*

y por tanto, (1, )4 = ZVER* v. Asi pues,

|G)\|CY,\ = A(lRA)A - ()‘R,\)A'
La demostracion para 3y es andloga. [ |

Decimos que una funcion ¢ € §(A) es bi-invariante si p(zay) = p(a) para
todo z,y € G y todo a € A. Denotaremos por B(A) el subespacio vectorial
formado por todas las funciones bi-invariantes. Notemos que B(A) = £(A)N
M(A). Asimismo, para cada \ € A se verifica que - (A-y) = (x-A) -y,
por lo que podemos definir el caracter z y = z - (A-y) = (- A) - y. Sea
GAG = {z)\y : 2,y € G}, definimos la funcion v, € F(A) como

1

nEGAG

Proposicion 4.3.6 El conjunto {vy, : A\ € E} es una base ortogonal, con
respecto al producto de Frobenius, del espacio B(A) de todas las funciones

bi-invariantes de F(A).
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Demostracion: Es claro que 7, € B(A) para todo A € A. A su vez, si
d ¢ GG, es facil ver que (ys,7,) = 0, por lo que el conjunto {7, : A € 2}
es un sistema de funciones ortogonales y por tanto, es libre. Consideramos
las acciones del grupo G x GG sobre Ay A dadas respectivamente por (z,y) -

1

a=zay 'y (z,y)- A\ = xA\y~ !, para todo a € A, \ € A. Denotamos por

Qexa(A) (respec. Q(;Xg(;l\)) al conjunto de todas las 6rbitas para la accion
de G x G sobre A (respec. sobre A ). Puesto que las funciones bi-invariantes
son constantes en las orbitas de G x G sobre A, se sigue que dimcB(A) =
|Qcxa(A)|. Por tanto, es suficiente probar que [{y, : A € ﬁ}| = |Qaxa(4)].
Para ello seguimos un razonamiento analogo al de la proposicion [4.3.4] pues

(,y) - M((z,y) - a) = Aa) para todo (z,y) € G x G, A € A, a € A, con lo

que se puede aplicar el teorema de Brauer (teorema 6.3 de [41]). |

El resultado siguiente pone de manifiesto la relacion entre las funciones
invariantes a derecha, a izquierda y bi-invariantes, y es clave en la generali-

zacion del teorema a R-grupos de algebra.

Teorema 4.3.7 Sea \ € A un elemento cualquiera, entonces:
1. A, (respec. \p, ) es un cardcter lineal de Ly (respec. de Ry),

2. |GAAx = (AL, = (Ag,)°.

Demostraciéon: Basta considerar la accion a izquierda, puesto que para la
otra la demostracion es similar. Dados a,b € L, tenemos que A(ab) = 1,
por tanto, A((1 + a)(1 4 b)) = Aa + b + ab) = A(a)A(b)A(ab) = A(a)A(b) =
A1+ a)A(1 +b). Asi pues, Az, es un caracter lineal.

Dado a € A cualquiera, por la definicion de caracter inducido (ver defi-

nicion 5.1 de [41]) se tiene que
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A 1
(LA) ( —I—CL |L>\|ZV>‘ raxr 7

€@
donde vy se define como vy(u) = A(u) si u € Ly y vy = 0, en otro caso. Se

sigue entonces que vy = |A: L3]71 (A, ) = i, v asi

ay(zaz™? ey Z ey Z (7 ) (

HEGA eGA
|G>\HLA|Z v 2 Ax)( Z yA\x)(a
yGG
para todo x € G. Por tanto,
- |G)\| .
A )C(1 (yAx) —_— = |GA|9a(1
pEGAG
lo que nos lleva al resultado. [ |

Como sucede con los F,-grupos de algebra, podemos definir el super-

caracter asociado a un elemento A € A como sigue:

Definicién 4.3.8 Sea A\ € A un cardcter aditivo de A. El super-cardcter de

G(A) asociado a X es el cardcter

&= (;\LA)G = (S‘RA)G‘

El resultado siguiente generaliza el teorema y prueba que para un
R-grupo de algebra el super-caracter asociado a A € A depende sélo de la

orbita GM\G.

Corolario 4.3.9 Sea A\ € A un cardcter aditivo de A. Entonces, el super-

cardcter asociado a A es de la forma

|G

Ex(1+a) = GG

Z w(a), para todo a € A. (4.5)
HEGAG
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Notemos que la expresion es idéntica a (2.2)), obtenida para F-
grupos de algebra. Asi pues, hemos probado que cuando R es un anillo de
Galois, las propiedades de los super-caracteres son independientes de que A
sea un F-espacio vectorial o una R-algebra finita. Esto es debido a que los
super-caracteres dependen tinicamente de la acciéon del grupo G sobre el G-

bimodulo A, que para estos dos casos resulta tener las mismas propiedades.

4.4. Un ejemplo: La R-algebra de polinomios

en una indeterminada

En esta seccion, al igual que en la [2.5] estudiaremos un ejemplo sencillo.
Sea R el anillo de Galois GR(p™,e) y sea A = Ry[z|/(x™) la R-algebra de
los polinomios con término independiente cero, coeficientes en R y grado
estrictamente menor que m. Es claro que A es un algebra finita, nilpotente
con grado de nilpotencia m y libre. Por otra parte, notemos que debido a la
nilpotencia de A, el grupo adjunto G(A) coincide con el subgrupo 1+ A de las
unidades de A. Ademés, A tiene rango m—1y el conjunto B = {x,..., 2™ '}
es una R-base suya. El R-mo6dulo dual A* = Hompg(A, R) también es libre
de rango m — 1 y tiene como base el conjunto B* = {z*, ..., (z™')*}, donde
(z)*(a?) = &;j, para todo 1 < i,j <m — 1.

De acuerdo con la seccion anterior, los super-caracteres de G(A) estan en
correspondencia biyectiva con las ¢rbitas de la accién de G sobre A*, que por
analogia con la seccion [2.1], llamaremos accion de cotransicion. A pesar de que
G(A) es conmutativo, y por ello la accion de cotransicion izquierda coincide
con la accién de cotransicion derecha, el hecho de que R posea divisores de
cero hace que el estudio de las 6rbitas sea mucho més dificil que para el caso

del F,-grupo de &lgebra visto. Por este motivo, estudiaremos tinicamente las
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Orbitas asociadas a los monomios cg(z°)*, con ¢, € Ry 1 <s<m— 1.

Lema 4.4.1 Sea (x°)* € B* un elemento de la base dual. Si x* € B, entonces

. (z579)*  sii<s;
xl(ajs)* —
0 en otro caso.
Demostracion: Puesto que z'(z%)*(a) = (2°)*(z'a), para todo a € A, te-
nemos que z'(z%)*(27) = (x*)*(2"") = 85,44, para todo 27 € B. Asi pues,
sii < s, es claro que z'(2%)*(2/) = 1 si y solo si j = s — i, mientras que
es cero en cualquier otro caso. Por tanto, z'(z%)* = (x*%)*. De igual forma,

z'(z%)* = 0 para todo 1 > s. |

Supongamos que ¢, es una unidad del anillo R. En ese caso obtenemos

un resultado idéntico al de la proposicion [2.5.1]

Proposicion 4.4.2 Sea (x°)* € B* un elemento de la base dual. Entonces, si
cs es una unidad del anillo R, la drbita de cotransicion del elemento cs(x*)* €

A* viene dada por
Gles(2)) = es(@®) + ()", -, (@) )

Demostracion: Como consecuencia del lema anterior, para cada elemento
cs(z®)*, con 1 < s < m — 1, la orbita G(cs(2°)*) esta contenida en el con-
junto c,(z%)* + ((x)*, ..., (z"1)*) . Supongamos que ¢, es una unidad de R
y veamos que se da la igualdad. Sea a € c,(z®)* + ((x)*,...,(z* 1)) un
elemento cualquiera, entonces existen elementos a; € Rparal <i < s—1
tales que a = ¢ (z°)* + 32071 a;(z?)*. Pretendemos encontrar un elemen-
to 1+ S firh = 1+ f(z) € G tal que (1 + f(z))es(2*)* = a. Puesto
que 7'(cs(2%)*) = 0 para todo i > s podemos suponer, sin pérdida de ge-

neralidad, que f(z) es un polinomio de grado s — 1, con lo que f; = 0,
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para todo s < i < m — 1. Por hipotesis, ¢, € U(R); por tanto, el resto

1

de coeficientes es de la forma f;_;, = c; a;, con 1 < i < s — 1. Asi pues,

cs(z®) + ()%, ..., (257 1)*) C G(cs(2%)*) vy el resultado se sigue. |

Proposicion 4.4.3 En las condiciones del resultado anterior, el estabiliza-

dor del elemento cs(x®)* para la accion de cotransicion G es

Lcs(acs)* = Rcs(ms)* =1+ <(E5, R ,ij_l>R

Demostracion: En primer lugar, puesto que las acciones de GG a derecha e
izquierda coinciden, tenemos que L(cs(z%)*) = R(cs(z®)*). Ademas, es facil

Ver que

(x%, ..., 2™ YR C Lcg(x®)"). (4.6)

Asi pues, solo resta probar el otro contenido. Sea a € A un elemento
que satisface acs(x®)* = 0. Por la condicion (4.6) es suficiente considerar
a = Zf;ll a;x'. Para cada 1 < i < s — 1, el coeficiente a,_; debe verificar

as_ics = 0 . Puesto que ¢s € U(R), a; = 0 y el resultado se sigue. [ |

Notemos que en este caso hemos repetido el resultado obtenido en la
seccion 2.5 Esto se debe a que el R-modulo £(c,(2*)*) es un sumando directo
de A, que es libre. Entonces, puesto que R es un anillo local, L£(cs(z®)*) es
libre y complementado en A (ver [67]) y cualquier R-base suya se puede
extender a una R-base de A, tal como sucede con los F-espacios vectoriales.

Supongamos que ¢s no es una unidad de R. Por la proposicion [4.2.3|
sabemos que ¢, = up®, con v € U(R) y 1 < k < n — 1. El entero k esté

univocamente determinado, mientras que la unidad es tinica modulo p™ =,
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Proposicion 4.4.4 Sea (z°)* € B* un elemento de la base dual. Entonces,
sics =up® conu e UR) yl <k<n-—1,la drbita del elemento c,(z*)*

tiene la forma
Ges(2%)*) = co(a®)* + (p*2*, ..., p" (") ")R

Demostraciéon: A partir del lema es claro que G(cs(x®)*) C cs(2®)* +
(esz®, ... cs(x*H)*) g, puesto que ¢, = up® con u € U(R), se sigue que

(esx™, ... cs(x®) ) g = (PFa*, ... pF(x*~1)*)g. Por lo tanto, tenemos que

Gles(2®)") C esl@®)" + (2", .. M@ ™") )r

Sea a € c,(z°)* + (p*z*,. .., p"(2°*~1)*) g un elemento cualquiera, entonces

podemos encontrar elementos a; € R tales que a = cs(z°)* + Zf;ll a;pk(xt)*.

Se dara el contenido si es posible encontrar un elemento 1 + 22—11 b=
14 f(x) € G, de forma que (1 + f(z))cs(2®)* = a. Podemos suponer, sin
pérdida de generalidad, que el polinomio f(x) tiene grado s — 1. Para cada
1 < i < s—1, el coeficiente f,_; debe satisfacer f,_up® = a;p*, que se

verifica siempre que f,_;u = a;mod(p" *R). Puesto que u € U(R), basta

tomar f,_; = u~ta; mod(p"~*R) y el resultado se sigue. |

La forma del estabilizador L(cs(x®)*), cuando ¢, ¢ U(R), es diferente de la
obtenida para F,-grupos de algebra. Esta diferencia se debe a que L(cs(x*)*)

no es necesariamente un R-moédulo complementado de A.

Proposicion 4.4.5 En las condiciones de la proposicion anterior, el estabi-

*

lizador del elemento cs(x®)* es el grupo
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Demostracion: Puesto que la accion de G es conmutativa, R(cs(z®)*) =

L(cs(x®)*). Ademaés, es facil ver que

(p"Fa, . pt Rt at 2™ R C L(cs(2)).

Solo resta probar el otro contenido. Para ello, tomamos un elemento a €
A tal que acg(x®)* = 0. Puesto que A es un R-modulo libre con base B,
a = Zlnll a;x', con a; € R para todo i. Bastara ver que a;, € p" ¥R para
todo 1 < i < s — 1. Dado uno cualquiera de estos coeficientes, la condicién
acs(z®)* = 0 implica que as_;up® = 0. Puesto que u € U(R), se sigue que

a; € p”*kR. u

Por otra parte, mientras que para los monomios ¢,(x*)* con ¢s € U(R) las
orbitas G(c,(z*)*) son todas diferentes, no ocurre lo mismo cuando ¢, = up®
con u € U(R). En ese caso, hemos visto en la proposicion que dos
elementos ¢, = up® y ¢, = u/p¥, con u,u’ € U(R), son diferentes si y solo si

u 2 u' mod(p"*R). Asi pues, podremos demostrar el siguiente resultado:

Proposicion 4.4.6 Sea (z°)* € B* un elemento de la base dual. Entonces,
el conjunto de todas las drbitas de la forma G(cs(x®)*) se puede escribir como

la union disjunta de los conjuntos siquientes:
1. {G(cs(z®)*) 1 cs € U(R)};

2. {G(up®(z*)*) : mp(u) € I, 1 <k <n—1}, donde 7, : R — R/p"*R
es la proyeccion candnica e I es un conjunto completo de representan-

tes de las unidades del anillo R/p" *R.

Demostracién: Sea ¢, = up® conu € U(R) y 0 < k <n—1y sea ¢; = uyp'
conu; € U(R)yt < s. Las orbitas G(c,(z%)*) = c,(z°) +p*(z*, ..., (z°7)*)r
y G(e(x)*) = co(ah)* + pia*, ..., (2'71)*) g coinciden si y s6lo si ¢, (z%)* —

121



122 Capitulo 4. Super-caracteres sobre anillos finitos

ci(x')* € M+ N, con M = p*(x*, ..., (x5 ))gpy N = pl{z*, ..., (z'"1)*)p.
Es facil ver que esta condicién se verifica si y sélo si s =ty ¢y = ¢;.

En el caso en que ¢; € U(R), su representacion es tnica; por ello todas las
orbitas G(cs(2°)*) con ¢s € U(R) son diferentes. Esto da lugar a la primera
familia de o6rbitas.

Supongamos ahora que ¢, = up® con u € U(R). Segtin acabamos de ver,
cs 1o tiene una representacién tnica, sino que ¢, = u'p* para todo u' =
umod(p"*R). Si m, : R — R/p"*R es la proyecciéon canénica, se verifica
que ¢, = up® # ¢, = u'p" si y solo si mp(u) # m(u'). Puesto que m,(U(R)) =
U(m(R)), podemos ver que sélo las orbitas de la forma G(up®(z*)*) con

mx(u) € U(R/p™*) son diferentes. Esto da lugar a la segunda familia. ]

Como se puede apreciar, en todos los casos es posible escribir las 6rbitas
G(cs(x®)*) como cs(x®)* + N, con N un R-moédulo. Cuando ¢s € U(R), el
modulo N es libre y complementado, con lo que se repite el comportamiento
estudiado en la secciéon Por el contrario, si ¢, = up®, con k € U(R),
el médulo N = p*N’ con N’ libre y complementado. En este caso no se
recupera, en general, el comportamiento de los F -grupos de algebra.

Otra particularidad es que mientras que en la secci6on s6lo apare-
cian orbitas de la forma f(z%)* + V con f; # 0 (observemos que f, es
una unidad de F,), en este caso tenemos una variedad mayor. Asi, jun-
to con aquellas de la forma G(cs(2°)*) con ¢s ¢ U(R), aparecen también
otras que no contienen ningun elemento de B. Como ejemplo, puede ser-
vir el R-algebra A = Ry[z]/(x®) con R = G(3%,2). En ese caso, tendremos
|U(R)| = 72 unidades, lo que supone que en las 6rbitas de la forma G(cs(z*)*)
con ¢, € U(R) se repartan |U(R)| 22_,(3%)*"! = 5904 elementos. Por otra
parte, las orbitas del tipo G(up®) con v € U(R) y k = 1,2 suman un total
de 3°7_(3% —1)(3%)*~" = 80 elementos. La suma total es de 5984 elementos,
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menor que (3*)2 — 1 = 6560 que es el nimero total de elementos no nulos de
A.
Por tltimo, so6lo resta dar una expresion para los super-caracteres de

G = 1+ A asociados a este tipo de orbitas. Es el resultado siguiente:

Teorema 4.4.7 Sea (z°)* € B un elemento de la base dual y sea cs € R un
elemento no nulo cualquiera. Entonces, el super-cardcter asociado a cg(x®)*

es de la forma:

s—1
1. fcs(acs)* = )\cs(xé')* H Z )\C(Ii)*> St Cg € U(R),
i=1 cER
N s—1 ~
2. gcs(xs)* = )‘cs(xs)* H Z )\C(xz')* S1 Cg — upk;
i=1 \ cepFR

3. 1g st cs = 0.

Demostracién: La demostracion es igual que la del corolario Partimos
de la expresion (4.5) para el super-caracter & (,+)«. Puesto que la accion de

G es conmutativa, tenemos que

by (1 +a) = Y pla),

HEG (cs(2%)*)
para todo a € A. Las proposiciones y permiten escribir G(cy(z°)*)
de la forma cs(x®)*+ M, lo que tras desarrollar nos permite llegar al resultado

deseado. [ ]
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Capitulo 5

Aplicaciones: Teoria de caracteres

y codigos cuanticos

En este capitulo abordaremos una de las aplicaciones de la Teoria de

Representaciones: el tratamiento de los errores en los codigos cuanticos.

Los errores cuanticos pueden escribirse en términos de una base de opera-
dores de error. En principio, existen diferentes elecciones para esta base, pero
una de las mas ttiles se obtiene considerando una representacion proyectiva
de un cierto grupo H llamado. grupo de error Las bases de error asi obteni-
das reciben el nombre de nice error bases (ver [51]). Alternativamente, esta
representacion proyectiva se puede ver como una representacion ordinaria de
una cierta extension central de E que recibe el nombre de grupo abstracto de
error.

A pesar de que la naturaleza de los errores cuanticos difiere de la de
los clasicos y de que existen errores cuéanticos sin equivalencia clasica, el
formalismo de las bases y grupos de error permite la construccion de codigos
correctores cuanticos en un contexto similar al de los codigos clasicos, a la

vez que aportan herramientas para el analisis del error.
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Un ejemplo de estos codigos cudnticos son los codigos estabilizadores,
descritos en [52], que se definen como el subespacio vectorial estabilizado por
el conjunto de matrices {p(n) : n € N}, donde p es una representacion fiel y
unitaria del grupo de error G y N < G es un subgrupo normal abeliano.

A lo largo del capitulo estudiaremos los codigos Clifford (ver [53]), una
generalizacion de los codigos estabilizadores en los que el subgrupo N no
es necesariamente abeliano, y relacionaremos sus propiedades con las de los
caracteres que utilizamos para su definiciéon. De hecho, podremos probar que
las propiedades correctivas de estos de codigos vienen condicionadas por la
existencia de caracteres completamente ramificados.

Por ultimo, terminaremos el capitulo con la construccion de codigos sobre
el producto directo de grupos abstractos de error, de forma similar a como

se hace en el caso clasico, y estudiaremos sus propiedades correctoras.

5.1. Representaciones proyectivas y bases de

error

A lo largo de este capitulo trabajaremos con sistemas cuénticos. Cada uno
de ellos se puede identificar con un espacio de Hilbert que es un producto
tensorial de la forma H = S®™, donde cada & = CY representa un sistema
elemental con ¢ estados. En el caso ¢ = 2, el sistema & recibe el nombre de
qubit. Un coédigo cuantico ) es un subespacio vectorial del sistema H. De

forma mas precisa podemos decir (definicion 3 de [14]):

Definicién 5.1.1 Un cddigo cudntico q-ario de longitud m y tamano k es
un subespacio vectorial () C H de dimension k. Para q = 2 el codigo se dice

binario.
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La informacion cuantica es susceptible de sufrir errores, como por ejemplo
cuando se produce entrelazamiento entre el sistema y el entorno, procesos de
decoherencia, etc. Un error se representa en este modelo como un operador
lineal que actiia sobre el espacio H. Igual que en el caso clasico, es posible
construir codigos que protejan la informacion frente a un conjunto de errores

determinado.

En primer lugar, debemos distinguir qué errores pueden ser detectados
por el codigo y cudles se pueden corregir. Un operador de error F se dice
detectable por el codigo @ (ver [56]) si para cada estado xz € @) se verifica que,
o bien Ex = z, o bien Ez ¢ Q. Por otra parte, si € = {Ey = Id, E1, ..., FE}
es un conjunto de operadores de error, decimos que £ es corregible por el
codigo @ si y soélo si para todo par de estados x,y € () con x # y y para todo
i,7 se verifica que E;x # FE;y. Notemos que el concepto de detectabilidad
afecta unicamente a cada error de forma individual, mientras que el otro
concepto depende del conjunto de operadores de error. Ademas, en caso de
que todos los operadores de error sean inversibles, se puede probar que el
conjunto & es corregible si y solo si los errores £ 'E; son detectables para

todo 1, j.

También es conocido el hecho de que si ) corrige el conjunto de errores
&, también corrige todos los que se encuentran en su clausura lineal. De esta
forma, es suficiente trabajar con un conjunto £ que sea una base del espa-
cio vectorial de todos los operadores de error que actian sobre H®™. Estos
conjuntos reciben el nombre de bases de error. Un ejemplo lo proporciona,

para un sistema formado por un tinico qubit (H = S = C?), el conjunto de
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matrices siguiente (matrices de Pauli):

10
I = , N = ,
0 1 10
1 0 0 -1
S = , NS =
0 -1 1 0

Notemos que el conjunto &€ = {I, N, S, NS} es un grupo para la multipli-
cacién de matrices y que éstas son ortogonales respecto al producto escalar
(A, B) = tr(A* B). Cualquier codigo capaz de corregir los errores de & sera
capaz de corregir cualquier error que afecte al qubit H. Este modelo se pue-
de extender a sistemas con m qubits con sblo definir cada operador de error
como un producto tensorial de m operadores elementales.

De entre las posibles elecciones de bases de error, estudiaremos las que
se conocen como nice error bases (ver [51]), que son una generalizacion del
ejemplo anterior y que se definen como representaciones proyectivas de un

grupo de error.

Definiciéon 5.1.2 Sea H un grupo de orden n*. Una nice error basis sobre

H = C" es un conjunto € = {p(g) €eU(n) : g € H} tal que:
1. p(1) =1,,
2. tr(p(g)) =ndy1, para todo g € H,

3. p(g)p(h) = w(g, ) p(gh), para todo g,h € H.

Observemos que todas las matrices p(g) son unitarias y por tanto, no
singulares. En consecuencia, la aplicacion w : H x H — C toma valores no

nulos y estd determinada univocamente por p. De las condiciones [1] y |3 se
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sigue que p es una representacion proyectiva del grupo H con conjunto factor
w (ver definicion 1.11 de [41]).

Por otra parte, a partir de la condicion 2| se deduce que kerp ={g € H :
p(g) =cl, c € C} = {1}, por lo que p es fiel. Ademas, es facil ver que las
matrices p(g) son ortogonales dos a dos con respecto al producto escalar de
U(n) dado por (A, B) = tr(ATB)/n. Por ello, el conjunto {p(g) : g € H}
es una base de la C-algebra M,,(C) v p es una representacién proyectiva
irreducible.

Por ultimo, podemos suponer sin pérdida de generalidad (ver [58]) que
det(p(g)) = 1 para todo g € H, por lo que en ese todos los elementos de w
son raices de la unidad. Un grupo H que satisface estas propiedades recibe
el nombre de grupo indice de la base de error £.

Asi pues, hemos probado que las nice error bases se obtienen de represen-
taciones proyectivas de su grupo indice. El reciproco también es cierto, por

lo que se tiene la siguiente caracterizacion (teorema 1 de [51]).

Teorema 5.1.3 Sea £ = {p(g) : g € H} un conjunto de matrices unitarias
parametrizadas por los elementos de un grupo finito H. El conjunto & es
una nice error basis con grupo indice H si y solo si p es una representacion
proyectiva, irreducible y fiel de H con grado |H|'/2.

Demostraciéon: Ya hemos visto que si £ es una nice error basis con gru-
po indice F, entonces p es una representaciéon proyectiva, fiel e irreduci-
ble de grado |H|"?. Reciprocamente, si p es una representaciéon proyecti-
va, irreducible y fiel de H, se verifican trivialmente las condiciones 1 y 3
de la definicion [5.1.2] Ademaés, si ¢ es el cardcter asociado a p, el niicleo
kerp={g9€ H : p(9) =cl, c€ C} = {1} se identifica con el quasi-niicleo
Z(@)={g€ H:|p(g)] = #(1)} (ver definicion 2.26 y lema 2.27 de [41]). Por
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tiltimo, puesto que ¢?(1) = |H|, se sigue que ¢(g) = 0 para todo g € H — {1}
(ver corolario 2.30 de [41]), lo que da la condicion 2| de [5.1.2] ]

En lugar de trabajar con grupos indice, es mas practico hacerlo con una
extension central suya que recibe el nombre de grupo abstracto de error.

Comenzamos por introducir la siguiente definicion (definicion 11.8 de [41]).

Definiciéon 5.1.4 Una extension central de H es un un par formado por un
grupo G (posiblemente infinito) y por un epimorfismo m : G — H tal que

kerm C Z(G).

Existe una relaciéon entre las representaciones proyectivas de un grupo
E y las representaciones ordinarias de sus extensiones centrales. Para com-

prenderla es necesario introducir el siguiente concepto (definicion 11.11 de
[41]).

Definiciéon 5.1.5 Sea (G, 7) una extension central de H y sea p una C-
representacion proyectiva de H. Diremos que p se puede elevar a G si exis-
ten una representacion ordinaria n de Gy una funcion p: G — C* tal que

para todo g € G se tiene

Definicién 5.1.6 Sea H un grupo de error. Un grupo abstracto de error G
es la extension central de menor grado de H tal que cualquier representacion

proyectiva de H se puede elevar a G.

Por el teorema 11.17 de [41], todo grupo finito H posee una extension
central finita G con la propiedad anterior. En consecuencia, si H es un grupo
de error finito, el grupo abstracto de error también lo es. La construcciéon de
esta extension central, llamada grupo de representacion de Schur de H, se

puede ver en [51].
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Definiciéon 5.1.7 Un grupo G es de tipo central si existe un cardcter ordi-

nario ¢ € Irr(G) tal que ¢(1) = |G : Z(G)|/2.

Los grupos abstractos de error son un caso especial de grupos tipo central.

De hecho, podemos probar la siguiente caracterizacion (teorema 3 de [51]).

Teorema 5.1.8 Un grupo finito G es un grupo abstracto de error si y silo

st G es un grupo de tipo central cuyo centro es ciclico.

Demostracion: Supongamos que G es un grupo abstracto de error. En ese
caso, G es una extension central del grupo de error H y existe una represen-
tacion proyectiva de H, denotada por p, irreducible y fiel de grado |H|'/2. Si
w es el conjunto factor asociado a p, el conjunto de valores de w genera un
subgrupo ciclico T' del grupo multiplicativo de C y G es isomorfo al grupo
(T'x H,-) (ver capitulo 11 de [41] y seccion 3 de [51]), donde la operacion -

se define como

(a,h) - (b, k) = (abw(h, k), hk), a,beT, hke H

Por tanto, H = G/T con T ciclico contenido en Z(G). A su vez, la representa-
cion proyectiva p se puede elevar a una representacion ordinaria e irreducible
de G con el mismo grado que p. Sea ¢ el caracter de esta representacion, en-
tonces ¢(1)? = |G : T| y se sigue, por el corolario 2.30 de [41], que T' = Z(G),
por lo que G es de tipo central.

Reciprocamente, supongamos que G es un grupo de tipo central cuyo
centro es ciclico. A partir del lema 4.3 de |37] se puede suponer, sin pér-
dida de generalidad, que el grupo G posee una representacion 7 ordinaria,
unitaria y fiel de grado |G : Z(G)|'/2. Sea H = G/Z(G), denotamos por
W = {z, : g€ H} un sistema completo de representantes de G moédulo

Z(G). La aplicacion n : H — U, dada por n(g) = n(x,), para todo g € H,
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es una representacion proyectiva de H que ademas es irreducible y fiel. Por
el teorema el conjunto € = {n(g) : g € G} es una nice error basis cuyo
grupo indice es H. En estas condiciones (ver capitulo 11 de [41]), G es el
grupo de representacion de Schur de H y por tanto, es un grupo abstracto

de error. [ ]

Nota 5.1.9 Tal como se puede ver en [F7], todos los grupos de tipo central

son resolubles.

5.2. (Cobdigos cuanticos: cédigos estabilizadores

y Clifford

El ejemplo més comiin de cédigos cuanticos son los codigos estabilizadores
binarios (ver definicion , pues desempenan en la teoria de codificacion
cuantica un papel semejante al de los lineales en la clasica. Sus algoritmos de
codificaciéon son sencillos y pueden estudiarse utilizando la teoria clasica. De
hecho, los primeros ejemplos de cédigos cuanticos, proporcionados por Shor
[77] y Steane [79], son de este tipo. La teoria general fue introducida por Got-
tesman [31] y Calderbank [20], quien también estudi6 la relacion entre éstos
y los codigos clasicos autoduales [2I]. Los codigos estabilizadores cuanticos
no binarios (ver [14]) son una extension en la que el sistema elemental posee
m > 2 estados. Al igual que sucede con los binarios, se pueden relacionar con
los codigos clasicos sobre Z,, a través de las "nice error bases" (ver [57], [58]
y [1]).

De forma general, un cédigo estabilizador cuantico, binario o no, se puede
definir a partir de un grupo abstracto de error G como se muestra a conti-

nuacion (ver [52]).
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Definicion 5.2.1 Sea G un grupo abstracto de error y sea p : G — U(n)
una representacion ordinaria, irreducible y fiel de G de grado |G : Z(G)|'/2.
St N un subgrupo normal de G, un cddigo estabilizador () es el subespacio
generado por todos los vectores de CI" que son simultdneamente vectores

propios de todas las matrices p(n), con n € N. Es decir:

Q={veCi :pn)v==~EMn, &n) €C,¥ne N}

Si el codigo @ es no trivial, el subgrupo N < G es necesariamente abeliano
y la aplicacién & : N — C es un caracter lineal de N. Alternativamente, )

se puede ver como la imagen del proyector ortogonal (ver [14], [55]):

1 _
P = D Emoln) (5.1)

neN
Con esta notacion es posible probar (ver [58] para los detalles) que un ope-

rador de error E es detectable por el codigo @) siy solo si PEP = cgP, con
cp una constante que sélo depende de E.

Los codigos estabilizadores son un caso particular de cédigos Clifford.
De hecho, éstos se pueden definir como la imagen de un proyector ortogonal
semejante a . Para estudiarlos necesitamos algunos resultados de la teoria
de Clifford que, por completitud, introducimos a continuacion (ver capitulos
6 de [41] y 7 de |24]).

Sea N un subgrupo normal de G y sea x € Irr(N) un caracter irreducible.
Dado g € G, la aplicacion x9 : N — C definida como x?(n) = x(gng™'), para
todo n € N, es un caracter irreducible de N denominado cardcter conjugado
de x. Es facil ver que el grupo G actiia por conjugacién sobre el conjunto
Irr(N) de los caracteres irreducibles de N. El estabilizador de x € Irr(N)
para esta accion recibe el nombre de subgrupo de inercia de x y se denota

CcOomo:
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T(x)={9€G:x*=x}.

El teorema de Clifford (ver teorema 6.2 de [41]) establece que la restriccion
de un caracter ¢ € Irr(G) al subgrupo N se puede escribir como una suma
de caracteres conjugados, todos ellos con la misma multiplicidad. Es decir,
ON = ezzzl Xi; con x1 =x € Irr(N) y e = (¢, x)n # 0. De la definicion de
subgrupo de inercia se desprende que t = |G : T'(x)|-

Supongamos que V es el CG-modulo irreducible asociado al caracter
¢ € Irr(G). Es claro que V tiene también una estructura de CN-modulo,
denotada por Vy, cuando restringimos la acciéon al subgrupo N < G. Si W es
un CN-submodulo irreducible cualquiera de Vi, resulta que Vy se puede es-
cribir como una suma de CN-moédulos conjugados de la forma W; = ¢;W con
gi € G (ver teorema 6.5 de [41]). Sea {1 W, ..., g:W'} un conjunto maximal de
CN-submoédulos no isomorfos. En ese caso, es posible escribir Vy = 22:1 Vi,
donde cada V; es la suma de todos los submoédulos isomorfos a ¢;W. Los
CN-modulos V;, para 1 < i < t, estdn univocamente determinados, salvo

isomorfismo, y reciben el nombre de componentes homogéneas de Vy.

Definiciéon 5.2.2 Sea G un grupo abstracto de error y N I G. Sea p una
representacion unitaria y fiel de G con cardcter ¢ y grado |G : Z(G)|V2. Si
V' es el CG-mddulo asociado a ¢, un codigo Clifford es una cualquiera de las

componentes homogéneas del CN-mdodulo V.

Asi pues, un codigo Clifford @) se puede escribir como una suma de CN-
modulos isomorfos: Q = W @ --- @ W. El nimero de sumandos es el mismo
para cada componente homogénea y se denota por e. Por el teorema de
Clifford, e = (¢, x)n, con x € Irr(N) el caracter asociado al modulo W. Las

propiedades correctoras del codigo vienen determinadas por el subgrupo de
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inercia T'(x), que se identifica con el subgrupo T(W) ={g € G : gW =W}

y que claramente actiia sobre ), y por el conjunto

ZW)={geT(W):3IXxeC, gv= v, Yv € Q},

formado por los elementos de G que acttian sobre () como escalares. De forma

mas precisa podemos probar el siguiente resultado (teorema 1 de [52]).

Teorema 5.2.3 Sea (Q un cddigo Clifford en las condiciones anteriores. En-

tonces

1 _
1. P, = x{1) Z x(n)p(n) es un proyector ortogonal sobre Q.
neN
2. El codigo Q es capaz de corregir un conjunto de errores % C G si y sdlo

i gy g2 & T(W) — Z(W) para todo g1, g € 3.

3. La dimension de Q es ex(1).

Demostracion: La representacion p de G es fiel, por tanto, el grupo gene-
rado por el conjunto de matrices {p(n) : n € N} es necesariamente isomorfo
a N. Puesto que x € Irr(N), se sigue que P, es un idempotente del algebra
de grupo C[p(N)] = CN. Debido a que las matrices p(n) son unitarias, P,
es autoadjunto, y por tanto, un proyector ortogonal sobre () (ver teorema 8
de [76]). En cuanto a la dimension, el médulo W tiene dimension x(1), asi
pues dim(Q) = ex(1).

Sean g¢;, g; € G dos elementos tales que gigj_1 ¢ T(W). Los caracteres x; =
X%y x; = x¥, asociados a los CN-modulos ¢;,WW y g;W respectivamente,
son necesariamente ortogonales. Por tanto, los proyectores asociados P, y

P

\; satisfacen P, P, = P P, = 0. Es decir, proyectan en subespacios

ortogonales.
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Se puede probar (ver [57] para los detalles) que un error w es detectable
por @ siy solo si P,wP, es un miultiplo escalar de P,. Por otra parte, el
codigo () es capaz de corregir todos los errores de un conjunto X si y so6lo si
es capaz de detectar todos los errores del conjunto {g;'gs : 91,92 € ¥} (ver
[59]). Asi pues, para probar el punto [2] es suficiente ver que un error w es

detectable si y solo si w & T(W) — Z(W). Para ello distinguimos tres casos:

a) El error w € Z(WW). Entonces w es detectable, pues por definicion existe

un escalar A € C tal que P, p(w)P, = AP,.

b) El error w € G — T'(W). Entonces también es detectable, pues por el

razonamiento del parrafo anterior se tiene que P, p(w)P, = 0.

c¢) El error w € T(W) — Z(W). En este caso no puede detectarse, puesto
que aunque la imagen p(w)@Q C Q (noétese que w € T(W)), sin embargo
P

P(w) P, no puede ser un miltiplo de P, pues en ese caso w seria un

elemento de Z(W). |

Puesto que las propiedades correctoras del codigo dependen de los sub-
grupos T(W) y Z(W), es practico asociar cada uno de ellos a un caracter
relacionado con ). Como hemos dicho, el conjunto T'(W) coincide con el
subgrupo de inercia T'= T'(y) y veremos a continuacion que se puede encon-
trar un caracter 0 € Irr(T") de forma que el subgrupo Z(W) coincide con el

quasi-nicleo de 6, que por la definicion 2.26 de [41] es el conjunto

Z(0) ={geT:|0(g)| =0(1)}.

Proposicién 5.2.4 Sea G un grupo abstracto de error y sea N < G. Sea p

una representacion unitaria vy fiel de G con cardcter ¢ y grado |G : Z(G)|"/2.

SiQ =W --®dW un cidigo Clifford, con W un CN-mddulo irreducible cuyo
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cardcter asociado es x, existe un unico cardcter 0 € Irr(T), con T = T(x),

tal que Z(W) = Z(0).
Demostracion: Sean los conjuntos

A={nelrr(T): (nx)y # 0}, B=A{elrr(G): (¢,x)n # 0}

Puesto que el caracter ¢ € Irr(G) es un elemento de B, por el teorema 6.11
de [41] existe un tnico caracter § € A tal que ¢ = 0¢. Ademas, 0 es la tnica
componente irreducible de la restriccion ¢r que satisface (0, x)n # 0.

Es claro que @ es un CT-moédulo, pues para todo g € T se verifica
gW = W. Es mas, la accion de G sobre el conjunto de todos los CN-moédulos
conjugados {gW : g € G} es transitiva, por lo que @) no puede contener CT-
modulos propios, es decir, @ es un CT-mo6dulo irreducible. A su vez, si V
es el CG-modulo asociado a ¢ y Vp su restriccion a 1, entonces () < Vi
como CT-moédulo, v el cardcter asociado a () debe ser un elemento de A.
Por otra parte, W < @) como CN-moédulo, por lo que el cardcter asociado al
CT-moédulo @ debe estar entre las componentes irreducibles de ¢r. Como ya
hemos referido antes, el tinico caracter en esas condiciones es 6 y por ello, el
quasi-ntcleo Z(#), formado por todos los elementos de T' que acttian sobre

() como escalares, se identifica con el subgrupo Z(W). [ |

Asi pues, un codigo Clifford @) viene determinado por los siguientes para-
metros: un grupo abstracto de error G, una representacion p de GG, unitaria,
fiel, con cardcter ¢ y grado |G : Z(G)|'/?, un subgrupo normal N y una
componente irreducible x € Irr(N) de la restriccion ¢n. En adelante, nos
referiremos a los codigos Clifford por estos cuatro parametros y diremos que
(G, p, N, x) son los datos de Q.

Otra cuestion importante es decidir cudndo un codigo Clifford ) con

datos (G, p, N, x) es o no estabilizador. Si el subgrupo N < G es abeliano,
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el caracter x es lineal y el proyector P, coincide con el de la ecuacion (5.1)),
con lo que claramente () es estabilizador. Sin embargo, esta condiciéon no es
necesaria, pues un codigo ) con N no abeliano podria definirse de forma
equivalente sobre otro subgrupo A < G que si lo es. Dedicaremos el resto de
la seccion a resolver este problema.

Dado @ un cédigo Clifford con datos (G, p, N, x), denotamos por A el
conjunto de todos los subgrupos normales abelianos de G que estan conte-
nidos en Z(6), es decir A = {A< Z(f) : A <SG, A abeliano}. Para cada
A€ A sea: A— C la aplicacion definida por p(a) = &(a)ld para todo
a € A. Notemos que £ coincide con la restriccion ¢|4 y por tanto, es un

caracter de A. Asf pues, la imagen del proyector ortogonal

1 _
PA = W Zg(a)p<a)a

acA

es un codigo estabilizador (ver definicion [5.2.1)) que contiene, por el lema 1
de [53], el codigo Clifford Q. Por el teorema 3 de [53], @ es estabilizador si y
solo si coincide con la imagen de alguno de estos proyectores. Puesto que el
caracter ¢ satisface ¢(g) = 0 para todo g € G—Z(G), la condicion anterior es
equivalente a que dim Q = Tr(Ps) = |ANZ(G)|p(1)/|A] para algin A € A.

Por otra parte, cualquier codigo Clifford @) con datos (G, p, N, x) se puede
definir de forma equivalente sobre el grupo normal Nz = NZ(G) (ver lema
4 de [53]). En la practica, esto se traduce en que para cualquier codigo de
datos (G, p, N, x) se puede asumir que Z(G) < N. Hecha esta consideracion,
podemos probar el siguiente resultado (corolario 6 de [53]) que proporciona

una caracterizacion de los codigos Clifford que son estabilizadores.

Teorema 5.2.5 Sea Q) un cddigo Clifford con datos (G, p, N, x). Suponga-
mos, sin pérdida de generalidad, que Z(G) < N. Entonces, si A = {A < Z(0) :
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A <G, A abeliano}, el codigo Q es estabilizador si y sélo si x*(1) = |[N|/|A]
para algin A € A con Z(G) < A.

Demostracién: Por una parte, dimQ = Tr(P,) = x*(1)¢(1)|Z(G)|/|N|
(ver teorema [5.2.3); por la otra Tr(Pa) = ¢(1)|Z(G)|/|Al, pues la imagen
de P4 es un codigo estabilizador (por tanto, Clifford) con datos (G, p, A, €)
y podemos suponer que Z(G) < A para cada A € A. Entonces, dim(Q =
Tr(P4) para algiin A € A siy solo si x*(1) = |N|/|A]. u

5.3. Grupos de tipo central y caracteres com-
pletamente ramificados

Segtin el teorema [5.2.5] un codigo Clifford @ con datos (G,p, N, x) es
estabilizador si y solo si existe un subgrupo normal abeliano A que satisface
x%(1) = |N|/|A|. En esta seccién probaremos que esta condicion es equivalen-
te a que el caracter y sea completamente ramificado sobre A. Esta propiedad
afecta tanto a la forma de y como al quasi-nicleo Z(0), lo que supone una
nueva caracterizacion, mas operativa que la del teorema Comenzamos
por introducir la definicién de caracter completamente ramificado (definicion

4.1 de [37]), que es clave en el desarrollo posterior.

Definicién 5.3.1 Sea G un grupo y sea N < G. Un cardcter x € Irr(N),
se dice completamente ramificado en G si X¢ = e, para algin ¢ € Irr(G)
y e = |G : N|Y2. Por otra parte, diremos que un cardcter 1 € Irr(G) es

completamente ramificado sobre N si su restriccion Py = ex, para algun

x € Irr(N) ye=|G: N|'2

Un ejemplo de caracter completamente ramificado lo proporciona el ca-

racter ¢ de grado |G : Z(G)|'? de un grupo de tipo central (ver definicion
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6.1.7), pues si & € Irr(Z(G)) es una componente irreducible de la restriccion
b7y, se verifica que ¢z = e con e = |G : Z(G)|V? (ver teorema 6.2
de [41]). En consecuencia, un grupo es de tipo central si y sélo si posee un
caracter completamente ramificado sobre su centro.

A continuacion, resumimos las principales propiedades de los caracteres

completamente ramificados (proposicion 4.2 de [37]).

Proposicion 5.3.2 Sea G un grupo y sea N < G. Si x € Irr(N) y ¢ €
Irr(G) tal que (¢, x)n # 0, entonces son equivalentes:

1. x es completamente ramificado en G,

2. ¢ es completamente ramificado sobre N,

3. x es invariante en G y X% es un miiltiplo de ¢,

4. ¢ se anula en G — N y la restriccion ¢y es un mailtiplo de x,
5. X es invariante y ¢(1) = |G : N|/2,

6. ¢ se anula en G — N y ¢(1) = |G : N|/2.

Demostracion: Basta aplicar la reciprocidad de Frobenius (proposiciéon

1.1.15)), el teorema de Clifford (teorema 6.2 de [41]) y el lema 2.29 de [41]. m

Dado un codigo Clifford @ con datos (G, p, N, x), notemos que la con-
dicion que ha de satisfacer el cardcter y para que () sea estabilizador es
semejante a la del punto @ de la proposicion anterior. Sin embargo, A < Z(0)
y 0 es un caracter irreducible de T'(x), pero A puede no estar contenido en

N. Por ello, tiene sentido probar los resultados siguientes.

Lema 5.3.3 (lema 4.6 de [37]) Sea G un grupo y sea § € Irr(Z(G)) un

cardcter completamente ramificado en G. Supongamos que Z(G) < N Q9 G
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y que X € Irr(N) es un cardcter tal que (X,&)z) # 0. Entonces x es

totalmente ramificado en T(x).

Demostracion: Puesto que (x,{)n # 0, de la reciprocidad de Frobenius
(proposicion se sigue que y es un constituyente de ¢V y por tanto,
X% 1o es de £C. El caracter € es completamente ramificado en G, por lo que
€% sélo tiene una componente irreducible, lo mismo que x¢. La induccién
define una biyeccion entre los conjuntos {¢ € Irr(T(x)) : (¥, x)n # 0}, v
{¢ € Irr(G) : (¢, X)n # 0} (ver teorema 6.11 de [41])). En consecuencia, ™)
posee una tnica componente irreducible y por la proposicion , (3) = (1),

es completamente ramificado en T'(x). |

Proposicion 5.3.4 Sea Q un cddigo Clifford con datos (G, p, N, x). El ca-

rdcter x es completamente ramificado en T(x).

Demostraciéon: Como hemos visto antes, podemos asumir sin pérdida de
generalidad que Z(G) < N. El caracter ¢ € Irr(G), asociado a la repre-
sentacion p, es completamente ramificado sobre Z(G), pues G es de tipo
central. Asi pues, existe un cardcter £ € Irr(Z(G)) tal que ¢z ) = e con
e = |G : Z(G)|Y2. Es facil ver que el subgrupo de inercia T(¢) = G, por lo
que el caracter & es invariante. Asi pues, por el punto [5| de la proposicion
b.3.2] € es completamente ramificado en G. Por otra parte, ¢ es completa-
mente ramificado sobre Z(G) y se anula en N — Z(G), por tanto, podemos

escribir

1

(60 = 7 X000 = 7 3 X))
1 ——_ el2(G)|
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Por la definicion del codigo @), el caracter x es una componente irreducible
de la restriccion ¢y y en consecuencia, (x,§)zq) # 0. Asi pues, x verifica las

hipétesis del lema [5.3.3] y el resultado se sigue. [ |

Este resultado tiene consecuencias inmediatas sobre el quasi-nicleo Z(0)

y por tanto, sobre las propiedades correctoras de Q).

Corolario 5.3.5 Sea QQ un cddigo Clifford con datos (G,p, N, x), entonces
Z(0)=Z(x) y kerf = kery.

Demostracién: Por el resultado anterior, el caracter y es completamente
ramificado en T'(x). Puesto que N < T'(x) v (0, x)n # 0 (ver proposicion
, el caracter 0 es completamente ramificado sobre N (punto [2{de ,
de donde se sigue que 0 se anula en T'(y) — N y ademés 0y = e x (punto

de [5.3.2). Por ello,
Z(0) ={g € N :|0(9)] =0(1)} = {g € N : [ex(g)] = ex(1)} = Z(x).
De forma analoga se prueba que kerf = kery. [ |

Ahora es posible afirmar que cualquier subgrupo A € A = {A < Z(0) :
A <4 G, A abeliano} esta contenido en N, pues y € Irr(N) y por el resultado
anterior, A < Z(0) = Z(x) < N. De esta forma, podemos reformular el

teorema [5.2.5| como sigue.

Teorema 5.3.6 Sea QQ un cddigo Clifford con datos (G, p, N, x). Suponga-
mos, sin pérdida de generalidad, que Z(G) < N. Entonces, si A = {A < Z(0) :
A 4G, A abeliano}, Q es un codigo estabilizador si y solo si x es un cardcter

completamente ramificado sobre algin A € A que contiene a Z(Q).

Demostracién: Supongamos que () es un coddigo estabilizador. Entonces,

por el teorema y el corolario [5.3.5] existe un subgrupo normal abeliano
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A< Z(x) < Ntalque x*(1) = |N : Al y Z(G) < A. Del lema 2.27 de [41] se
sigue que la restriccion x4 = x(1) &, con € un caracter lineal de A, por tanto
(X, X)a = |N : A]. Asi pues, se tiene que

INT=[A[(Gx)a =D (@ <D Ixm)]” = IN[(x x)x = [N,

acA neN

y en consecuencia x(g) = 0 para todo g € N — A. Por el punto [ de la
proposicion el caracter y es completamente ramificado sobre A.
Reciprocamente, supongamos que x es un caracter de N completamente
ramificado sobre A, con A € A conteniendo a Z(G). En ese caso, del punto ]
de la proposicion [5.3.2)se sigue que x se anula en N—A y que x*(1) = [N : A|.
Por el teorema [5.2.5] @ es un codigo estabilizador. [ |

Aun podemos mejorar este resultado si observamos que la condicion
X2(1) = |N : A] solo se puede satisfacer si A = Z(x); pues si x*(1) = |N : A
con A < Z(x), se tiene que x(g) = 0 para todo g € Z(x) — A # 0, lo que

constituye una contradiccion. Hemos demostrado la siguiente caracterizacion:

Corolario 5.3.7 Sea QQ un cddigo Clifford con datos (G, p, N, x). Entonces
Q es un codigo estabilizador si y solo si x es un cardcter completamente

ramificado sobre Z(x) y Z(x) es un subgrupo normal abeliano de G.

5.4. Cobdigos Clifford producto

En esta seccion construiremos codigos Clifford sobre el producto directo
de varios grupos abstractos de error de forma similar a como se hace con los
codigos clasicos. Terminaremos con el estudio de sus propiedades correctoras,
para ello nos apoyaremos en conceptos propios de la teoria clasica de codigos.
Por este motivo introducimos varias definiciones clasicas que seran de utilidad

(ver [30]).
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Sea A un conjunto cualquiera, un codigo-bloque C de longitud n sobre
el alfabeto A es un subconjunto no vacio de A™. Por tanto, C' esta formado
por secuencias (palabras) de la forma a = a;---ay---a, de longitud n y
componentes a; € A, para todo k. Dadas dos palabras a y ' de C, su
distancia de Hamming, dy(a,ad’), es el nimero de componentes en las que
difieren. Es decir, dy(a,a’) = [{k : ax # a}.}|. En el caso en que |C| > 2,

definimos la distancia minima de Hamming del codigo C, dg(C'), como

d(C) = min{dg(a,d’) :a,d € C, a # d'},

que es un entero comprendido entre 1 y la longitud del cédigo, n.
El alfabeto A sobre el que se construye el codigo-bloque puede ser cual-
quier conjunto, sin embargo es 1til que posea alguna estructura. Este es el

caso, por ejemplo, de los codigos-grupo que definimos a continuacién.

Definicién 5.4.1 Sea C' un codigo-bloque sobre un alfabeto G que es un
grupo. Decimos que C es un codigo-grupo si es un subgrupo del producto

directo G™. Si C' es normal en G™, el codigo-grupo se dice normal.

Supongamos que C' es un cédigo-grupo de longitudny a=ay---a, € C
una palabra. El peso de Hamming de a, wy(a), se define como el niimero de
componentes de a que son diferentes de uno, esto es, wy(a) = [{k : ax # 1}/
En cualquier codigo-grupo siempre esta contenida la palabrae=1---1, por
lo que el peso de Hamming wy(a) coincide con la distancia de Hamming
dy(a,e). Por tanto, el peso minimo de Hamming del codigo C, que se define
como min{wg(a) : a € C, a# 1---1}, coincide con la distancia minima de
Hamming dy (C).

La distancia de Hamming de un codigo-grupo es un indicador de los erro-

res que pueden ser detectados y corregidos por él. Asi pues, si la distancia
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minima de Hamming dg(C) = d, el codigo C' es capaz de detectar todos
aquellos errores cuyo peso de Hamming es estrictamente menor que d, mien-
tras que puede corregir aquellos para los que su peso de Hamming es no
mayor que (d —1)/2.

Si C' < G™ es un codigo-grupo de longitud n, para cada entero 1 < k <n
definimos el grupo salida Gy como el conjunto de todos los elementos g € GG
que aparecen como k-sima componente de alguna palabra de C. Es decir,
G = m(C), donde 7, : G™ — G es la k-sima proyeccion canoénica de G™
sobre G. El producto directo W = [[\_, G; recibe el nombre de espacio de
salida del codigo C. Sus propiedades condicionan las propiedades correctoras
del codigo. Asi, por ejemplo, se tiene el siguiente resultado (teorema 4 de

[300).

Teorema 5.4.2 Sea C' un codigo-grupo normal sobre un grupo G. Supon-
gamos que su espacio de salida W = [['_, G; es no abeliano, entonces la

distancia minima de Hamming de C' es dy(C) = 1.

Demostracion: Si C es un cédigo-grupo normal, entonces C < G, y por
tanto, C' 4 W. Puesto que W es no abeliano, W' = [, G} # 1, y existe
k tal que G # 1, por lo que se pueden encontrar elementos ay, by € Gy, con
lag, bx] # 1. Dado que a; € Gy, debe existir una palabra en el codigo C' tal
que su k-sima componente ¢, = a;. Escogemos ¢ € G" dada por ¢, = a; !
para i # ky ¢, = bg. Como C < G" y ¢ € C, el conmutador [¢,c] € C,
y entonces [¢,] = 1---|ag, bg]---1 es un elemento del codigo con peso de

Hamming wgy([c,b']) = 1. |

Nota 5.4.3 Si sequimos un razonamiento similar, conclurmos que todos los
elementos de la forma 1---[ag,b] -1, con ay, by € Gy son elementos de C.

Dado que generan el subgrupo derivado W', se siqgue que W' < C.
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Al igual que los coédigos-grupo clasicos de longitud n se definen como sub-
conjuntos del producto directo G™, los codigos Clifford producto (de longitud
n) se definen a partir del producto directo de n copias de un grupo abstracto
de error. Sin embargo, el producto directo de éstos no es, en general, un grupo
abstracto de error. No obstante, como se puede ver a continuacion, siempre
es posible encontrar un cociente que lo es. Como paso previo, introducimos

el siguiente resultado (lema 2.27 de [41]).

Lema 5.4.4 Sea G un grupo y sea x un cardcter suyo. Si X es una repre-

sentacion de G cuyo cardcter es x, se cumple que:

1. Z(x) ={9 € G: X(9) = ¢l para algin ¢ € C};
2. Z(x) es un subgrupo de G;

3. Xz = X(1)A, con X un cardcter lineal de Z(x);
4. Z(x)/ker x es ciclico;

5. Z(x)/kerx C Z(G/kerx).

6. Si ademds x € Irr(G), entonces Z(x)/kerx = Z(G/kerx).

Teorema 5.4.5 Sea H un grupo abstracto de error con ¢ € Irr(H) comple-
tamente ramificado sobre Z(H) y fiel. Existe un cociente del producto directo

H"™ que es un grupo abstracto de error.

Demostraciéon: En estas condiciones, consideramos el caracter de H" n =
¢x---x¢ definido como n(hy, ..., h,) = ¢(hy) - - - ¢(hy,) paratodo (hy,..., h,) €
H", que es irreducible por el teorema 4.21 de [41]. Sea G = H™/kern, por
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el lema anterior Z(G) = Z(H"/kern) = Z(n)/kern es un grupo ciclico. Sea

h € Z(n) < H", entonces se cumple que

n

(1) = [n(w) = ][ o(ha)l = [T o0k < 6(1)" = n(1),

1=1 1=

de donde se sigue que |¢(h;)| = ¢(1) para todo i. En consecuencia, puesto que
el otro contenido es trivial, se tiene que Z(n) = Z($)". Por otra parte, por el
corolario 2.30 de [41], tenemos que ¢(1)? < |H : Z(¢)| < |H : Z(H)| y puesto
que ¢ es totalmente ramificado sobre Z(H), se sigue que Z(¢) = Z(H). Por
consiguiente, Z(n) = Z(H)* = Z(H") y Z(G) = Z(H")/kern.
Consideramos el caracter 77 de G definido como 7(h kern) = n(h), para
todo hkern € G, que es irreducible por el lema 2.22 de [41] y fiel. Ademas

6 2(6) = 1 o = |H Z(H) = (@) = (),

por lo que 7 es completamente ramificado sobre Z(G). Asi pues, G es un
grupo de tipo central cuyo centro es ciclico. Se sigue del teorema [5.1.8| que

G es un grupo abstracto de error. [

Dado H un grupo abstracto de error con ¢ € Irr(H) totalmente rami-
ficado sobre Z(H), el grupo cociente G del teorema anterior es un grupo
abstracto de error y por ello, se pueden construir codigos Clifford sobre él.
Daremos a estos c6digos el nombre de codigos Clifford producto.

Puesto que existe una correspondencia biyectiva entre los caracteres irre-
ducibles del grupo H™ cuyo ntcleo contiene a kern y los caracteres irre-
ducibles de G (ver lema 2.22 de [4I]), en adelante identificaremos ambos

conjuntos.
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Definicion 5.4.6 Sea G el grupo cociente G = H"/K del teorema Yy
7w H" — G la proyeccion candnica. Dado g € G, su peso de Hamming wy(g)

es el menor peso de Hamming de los elementos de 171(g). Es decir,

wr(g) = min{wy(h) : h € H", w(h) = g}.

Notemos que con esta definicion el elemento 1 € G tiene peso de Hamming
wg(1) =0, pues (1,...,1) € 77(1) = K. De igual forma, es facil ver que si
heGygent(h),entonces wy(h) <wy(g).

Sea @ un codigo Clifford producto con datos (G, p, N,x). A partir del
teorema y del corolario sabemos que las propiedades correcto-
ras de ) dependen del conjunto T'(x) — Z(x). Por otra parte, la preimagen
71T (x)—Z(x)) € H" es un codigo-bloque de longitud n sobre H cuyo peso
minimo de Hamming coincide, por definicion, con el de T'(x) — Z(x) C G.

Supongamos que wy (T(x) — Z(x)) = d, entonces cualquier elemento con
menor peso de Hamming serd detectable por el codigo Q). El resultado siguien-
te, cuya demostracion se basa en la del teorema [5.4.2] impone restricciones

a este peso minimo.

Proposicion 5.4.7 Sea Q) un cddigo Clifford producto con datos (G, p, N, x)
en las condiciones del lema anterior. Sea M = m=Y(N) < H" y sea Wy =
[T, M; < H™ el espacio de salida del cidigo-grupo M, que suponemos no
abeliano. St Wi, 7 YT (x) — Z(x)) # 0, con W}, el subgrupo derivado de

W, entonces el peso minimo de Hamming de T(x) — Z(x) es uno.

Demostracién: Supongamos que el peso minimo de Hamming del conjunto
T(x)—Z(x) C G es mayor que uno, entonces el de su preimagen 7 (T'(x) —
Z(x)) € H™ también lo es. Puesto que N < G, se tiene que M < H" y

entonces M < W,,. Por la nota [5.4.3| sabemos que en ese caso el derivado
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Wi, < M, de donde se sigue que W}, < 7 1(T(x)), pues recordemos que
N < T(x). Puesto que W)y, es no abeliano, entonces Wj, =[]\, M/ # 1, con
lo que alguno de los M # 1. Supongamos que 1 # h, € M] y consideramos
la palabra ¢ con ¢, = hy y ¢; = 1 para todo i # k. Claramente esta palabra
tiene peso de Hamming wy(c) = 1 y es un elemento de M < 77 1(T(x)). Sea
g =m7(c) € T(x), es claro que wy(g) < 1. Si wy(g) = 1, g es detectable por
hipotesis, por lo que g ¢ T'(x) — Z(x) y puesto que g € T'(x), esto implica que
g € Z(x). Por otra parte, si wy(g) = 0, se sigue que ¢ € 7 !(1) y entonces
g =1¢€ Z(x). Si repetimos este argumento para cualquier grupo no trivial
M, encontramos que para toda secuencia c tal que ¢; # 1y ¢; = 1 para
todo i # j, m(c) € Z(x). Como estas secuencias generan el grupo Wj,, se
sigue que W}, < 7 1(Z(x)), por lo que W;, N7 (T(x) — Z(x)) =0, lo que

constituye una contradiccion. [ |

Como consecuencia, encontramos una condicién necesaria para que un
codigo Clifford producto detecte todos los errores con peso de Hamming

uno.

Corolario 5.4.8 Sea Q) un cddigo Clifford producto con datos (G, p, N, x). Si
Q es capaz de detectar todos los errores con peso de Hamming uno, entonces

N < Z(y).

Demostracion: Supongamos que el codigo () detecta todos los errores con
peso de Hamming 1, entonces wy (T'(x)—Z(x)) > 1y por el resultado anterior
Wi, N7 T(x) — Z(x)) =0, donde 7 : H® — G es la proyeccion canénica
y Wi es el espacio de salida asociado a M = 7~ *(N). Puesto que N <
T(x), esta propiedad implica que W}, < 7—!(Z(x)). Entonces se verifica que
7Y N')= KM < KW}, <7 '(Z(x)), y por consiguiente N’ < Z(x). =

Una vez que se obtiene este resultado, cabe preguntarse si existen codigos
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Clifford producto que sean capaces de detectar todos los errores con peso de
Hamming uno. Como veremos a continuacion, los grupos abstractos de error
nilpotentes de clase dos satisfacen esta condicion, por lo que aportan una

familia de codigos producto con la propiedad del corolario [5.4.8

Proposicion 5.4.9 Sea H un grupo abstracto de error nilpotente de clase
dos y sea G = H"/K el grupo abstracto de error del teorema . Todos
los cadigos Clifford producto (G, p, N, x) satisfacen N' < Z(x).

Demostracion: Si H es un grupo nilpotente de clase 2, entonces G = H"/ K
también lo es. En ese caso G' < Z(G) y asi N’ < Z(G). Hemos visto que
para cualquier codigo Clifford se puede suponer que Z(G) < N, por tanto
Z(G) < Z(N) = ({Z(&) : £€Irr(N)} (ver corolario 2.28 de [41]). En

consecuencia, N’ < Z(x). [

Cuando G es nilpotente de clase dos, el grupo de error G/Z(G) es abeliano
y cualquier cédigo Clifford con respecto a N lo es también con respecto a
Z(N) (ver teorema 6 en [52]). Por tanto, en estas condiciones todo codigo de
Clifford es codigo estabilizador.

Dedicaremos el resto de la secciéon a encontrar una caracterizacion de
aquellos cédigos Clifford producto que detectan todos los errores con peso
de Hamming uno y que son también estabilizadores. Comenzaremos con el

resultado siguiente.

Teorema 5.4.10 Sea Q) un cddigo Clifford producto con datos (G, p, N, x).
St el codigo Q) detecta todos los errores con peso de Hamming uno, entonces

el grupo N/kery es nilpotente de clase dos.

Demostracion: El grupo N = N/kerx es nilpotente de clase dos si y s6lo
si N/Z(N) es abeliano. Del lema se sigue que Z(N) = Z(x)/kery, por
tanto N/Z(N) 2= N/Z(x), que es abeliano si y solo si N’ < Z(x). ]
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El resultado siguiente da una condicién necesaria para que un co6digo
Clifford producto que detecta todos los errores con peso de Hamming uno

sea un codigo estabilizador.

Lema 5.4.11 Sea Q un cddigo Clifford producto con datos (G, p, N, x) que
corrige todos los errores con peso de Hamming uno. Si x es fiel, Q) es un

codigo estabilizador.

Demostraciéon: Puesto que y es un caracter irreducible y fiel de N, por el
lemalp.4.4)tenemos que Z(x) = Z(N), que es un subgrupo normal abeliano de
G. Por el corolario bastara probar que x es completamente ramificado
sobre Z(x), o lo que es equivalente, que x se anula en N — Z(x).

Sea g € N — Z(x) = N — Z(N), entonces existe un elemento n € N
tal que el conmutador [g,n] = z # 1. Como @ detecta todos los errores con
peso de Hamming uno, N’ < Z(x), y en particular z € Z(x). Sea T una C-
representacion de N cuyo caracter sea x. Es claro que T(gz) = T(9)T(z) =
wT'(g), con w € Cy |w| = 1. Por tanto, x(g9z) = wx(g) y puesto que x es
fiel, w # 1. Por otra parte, x(g) = x(n"tgn) = x(g[g,n]) = x(g2), es decir,
x(g9) = wx(g), con w # 1, por consiguiente x(g) = 0. ]

Teorema 5.4.12 Sea Q) un cidigo Clifford producto con datos (G, p, N, x)
que detecta todos los errores con peso de Hamming uno. El cardcter x es

completamente ramificado sobre Z(x).

Demostracion: Consideramos el caracter y del grupo cociente N = N/kerx,
que es irreducible y fiel. Por la demostracion del resultado anterior, y es com-
pletamente ramificado sobre Z(x). Puesto que kery < Z(x), es facil ver que
Z(X) = Z(x)/kerx = Z(N), y asi se sigue que ¥ se anula en N — Z(N).
Sea g € N — Z(x) un elemento cualquiera, entonces § = gkerx ¢ Z(X) y
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asi, x(g) = x(g) = 0, para todo g € N — Z(x). Por el corolario 2.30 de [41],

tenemos que x(1)% = |N : Z(x)|, y por ello, x es completamente ramificado

sobre Z(x). |

Por ultimo, a partir del corolario [5.3.7] encontramos la siguiente caracte-

rizacion para los codigos Clifford producto que son estabilizadores.

Corolario 5.4.13 Sea QQ un cddigo Clifford producto con datos (G, p, N, x)
que detecta todos los errores con peso de Hamming uno. Entonces Q) es un

codigo estabilizador si y solo si Z(x) es normal abeliano en G.



Conclusiones

Como hemos visto, esta memoria consta de dos partes bien diferenciadas.
Por una parte, a lo largo de los cuatro primeros capitulos, extendemos la
teoria de super-caracteres, inicialmente desarrollada sélo para el grupo U, (q),
para abarcar [F -grupos de algebra y grupos adjuntos asociados a modulos

nilpotentes sobre anillos de Galois.

Tras el primer capitulo, donde se recopilan los resultados ya conocidos
sobre super-caracteres del grupo U, (q), conseguimos extender su definicion a
los F-grupos de algebra. Estos resultados constituyen el capitulo[2]y en ellos
se apoyan los dos capitulos siguientes. En este sentido, queremos resaltar el
ejemplo que, a pesar de su sencillez, ilustra de forma clara la construccion
de los super-caracteres y los problemas que aparecen cuando se trabaja con

grupos de algebra mas complejos.

Merecen una mencién especial los resultados del capitulo |3} pues por una
parte establecen en qué forma se podrian conocer los super-caracteres para
un F,-grupo de élgebra cualquiera sin necesidad de determinar las oérbitas
de cotransiciéon y por otra, muestran las diferencias con respecto al grupo
U,.(q). Recordemos que, por el teorema , los caracteres basicos (defini-
dos como producto de caracteres elementales) y los caracteres de transicion
(definidos a partir de las orbitas de cotransicion y que se identifican con

nuestra definicion de super-caracteres) coinciden para U,(¢q). Sin embargo,
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los caracteres basicos definidos en el capitulo [3| no son super-caracteres, sino
una suma de ellos. Ahora bien, los teoremas [3.1.19] y la proposicion
prueban que poseen las mismas propiedades que aquellos, por lo que
se podria construir una nueva “teoria de super-caracteres” basada en estos
caracteres basicos. Esta seria una de las lineas abiertas para su desarrollo

futuro.

En el capitulo [4] definimos super-caracteres en grupos adjuntos asociados
a modulos libres sobre anillos de Galois y comprobamos que los resultados
del capitulo 2| se mantienen en la nueva situaciéon. Al igual que alli, queremos
resaltar el ejemplo de la dltima seccion, pues si lo comparamos con el de
podemos apreciar como influye la naturaleza del anillo en la forma de los
super-caracteres. Esperamos extender estos resultados, recogidos en [I1], al
estudio de grupos adjuntos asociados a mdédulos nilpotentes sobre dominios

de valoracion discreta.

La segunda parte trata de las aplicaciones de la Teoria de Representacio-
nes al diseno de codigos cuanticos y constituye el capitulo [p| La caracteri-
zacion de los codigos Clifford estabilizadores que alli se realiza fue motivada
por las limitaciones técnicas encontradas a la hora de generar ejemplos de
codigos Clifford producto que no fuesen estabilizadores. Para este estudio se
utilizo el programa Magma (ver [18]) y no se encontraron resultados signifi-
cativos pues, aun en el caso de grupos abstractos de error con los 6rdenes mas
pequenos, las dificultades de computacion impidieron un estudio exhaustivo.
Sin embargo, tanto los cédigos obtenidos a partir de este estudio como los
resultados teoricos (ver teoremay corolario parecen indicar que
los mejores resultados se obtienen cuando el codigo es estabilizador. Este he-
cho no es nuevo, pues ya aparece contemplado en [3I] para codigos cuénticos

que no se obtienen a partir del producto de grupos abstractos de error. Como
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trabajo futuro en este campo, esperamos construir nuevos codigos Clifford
producto con el objeto de confirmar este punto y poder garantizar que un
codigo Clifford producto corrige errores cuyo peso de Hamming es mayor que

uno si y sélo si es un codigo estabilizador.
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