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Introducción

La Teoría de Representaciones de grupos �nitos tiene su origen en los

trabajos de Frobenius de �nales del siglo XIX y fue desarrollada por Burnside,

a quien se debe su primera exposición sistemática, a comienzos del siglo XX.

De esta época es el teorema de Burnside que establece que un grupo es

resoluble si su orden es divisible, como máximo, por dos primos distintos

(ver teorema 34.1 de [24]). Posteriormente, los trabajos de E. Noether y R.

Brauer le dieron un enfoque más próximo al actual al introducir en la teoría

el lenguaje de módulos y anillos al que ahora estamos acostumbrados.

La evolución de la teoría ha permitido resolver importantes problemas de

la Teoría de Grupos. Por ejemplo, en la clasi�cación de los grupos simples

�nitos se utilizan técnicas basadas en representaciones de grupos. También

encontramos aplicaciones en otras disciplinas como la Física, la Química o la

Cristalografía, al constituir la Teoría de Representaciones un modelo natural

para el estudio de la simetría.

El grupo de las matrices triangulares es un objeto fundamental dentro de

las Matemáticas (ver [49]). Por ello, el conocimiento de sus representaciones

tiene una relevancia especial. Este problema, aun en el caso de que el grupo

sea nilpotente (lo que equivale a considerar matrices estrictamente superiores)

no tiene una solución sencilla. El método de las órbitas de Kirillov (ver [48],

[50]) permitió resolver el problema para el grupo Un(R), es decir, el grupo

1



2 Introducción

de las matrices unitriangulares sobre el cuerpo R. Una adaptación de este

método para cuerpos �nitos, dada por Kazhdan (ver [47]) durante los años

70, logró la extensión de estos resultados al grupo Un(q), esto es, el grupo

de las matrices unitriangulares con coe�cientes en el cuerpo �nito Fq, con

q = pe, cuando la característica p es su�cientemente grande. Sin embargo, no

fue posible resolver el problema para el caso en que la característica de Fq es

arbitraria.

Los super-caracteres, desarrollados por Carlos A. M. André (ver [4], [5],

[6], [8] y [9]) y por Ning Yan (ver [82]), suponen una nueva aproximación al

problema. A pesar de que los métodos seguidos por cada uno de ellos son

diferentes, los resultados a los que llegan son equivalentes. En esencia, lo

que se obtiene es una partición del conjunto de caracteres irreducibles del

grupo Un(q) que conserva alguna de las propiedades de éstos. Así, los super-

caracteres son ortogonales dos a dos y descomponen el carácter regular del

grupo, por lo que cada super-carácter es constituyente de un único carácter

irreducible.

El propósito de esta memoria es extender estos resultados a grupos más

generales: los denominados grupos de álgebra, con el �n de avanzar en la

determinación de sus caracteres irreducibles (ver [7]). A esto dedicaremos los

cuatro primeros capítulos. Finalmente, en el último capítulo procederemos al

estudio de una de las aplicaciones de la Teoría de Representaciones: la cons-

trucción de códigos cuánticos correctores de errores. Como veremos después,

la información cuántica es muy sensible a todo tipo de errores e interacciones

con el medio exterior, por lo que es importante desarrollar mecanismos que

permitan su protección frente a este tipo de sucesos.

De forma sucinta, el contenido de la memoria se distribuye a lo largo de

sus capítulos como se muestra a continuación. El primer capítulo resume los
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resultados de André y Yan para el grupo Un(q). En él no se aportan resulta-

dos nuevos y se incluye con la �nalidad de que la memoria sea autocontenida

y de que el lector pueda conocer el trabajo de Yan, no fácilmente accesible.

El método seguido por André consiste en asociar un carácter especial, lla-

mado carácter básico, a cada elemento de la base canónica de Un(q) visto

como Fq-espacio vectorial. De esta manera, un super-carácter se de�ne como

un producto de caracteres básicos. Por su parte, el método de Yan está más

próximo del de Kirillov, pues de�ne cada super-carácter como asociado a un

cierto CUn(q)-modulo dado por una acción de Un(q), denominada acción de

cotransición, sobre el espacio dual Un(q)∗. Probaremos que ambos métodos

son equivalentes y por ello, las dos de�niciones de super-carácter coinciden.

El grupoUn(q) es un caso especial de grupo de álgebra. Esta noción fue in-

troducida por Isaacs en [43] y se re�ere a los grupos de la forma G = 1+J(A),

donde A es una F -álgebra de dimensión �nita y J(A) es su radical de Ja-

cobson. En el segundo capítulo de la memoria extenderemos el concepto de

super-carácter para abarcar los Fq-grupos de álgebra �nitos. Es importante

notar que en nuestro desarrollo no se hace ninguna referencia a la caracterís-

tica del cuerpo Fq, por lo que los resultados son válidos para cualquier valor

de ésta. Es debido a una de�nición conveniente de los super-caracteres que

evita el uso de la función exponencial cuando se relacionan las propiedades

del grupo G y de la Fq-álgebra J(A) (un ejemplo del uso de la exponencial

en grupos de álgebra se puede ver en [33]). Una vez de�nidos, se estudian

sus principales propiedades, que acaban por coincidir con las obtenidas para

Un(q), y se estudia un caso particular: el álgebra de polinomios de grado

menor o igual que n en una única indeterminada.

El capítulo tercero se encarga de estudiar los super-caracteres de una Fq-

álgebra nilpotente libre. Para ello, estudiamos la Fq-álgebra de polinomios en
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m indeterminadas no conmutativas cuyo grado es menor o igual que n. Pues-

to que cualquier Fq-álgebra es cociente de un álgebra libre, estos resultados

deberían ayudarnos a encontrar los super-caracteres de cualquier Fq-grupo

de álgebra. Sin embargo, a pesar de que la forma de los super-caracteres

es conocida por los resultados del capítulo anterior, en el caso general, no

es posible una descripción sencilla de los mismos. Por ello, acudimos a una

aproximación para intentar escribir el super-carácter asociado a un polino-

mio cualquiera como producto de caracteres asociados a los monomios que

lo componen, de forma parecida a lo que se hace en el grupo Un(q) con los

caracteres básicos. Así, la primera sección se centra en la de�nición de estos

nuevos caracteres, que por analogía con el grupo Un(q) reciben el nombre

de básicos, y en el estudio de sus propiedades. Posteriormente, probaremos

que se pueden descomponer en una suma de super-caracteres, y prestaremos

especial atención a aquellos que sólo poseen un único constituyente: los com-

pletamente rami�cados. Por último, terminamos con un ejemplo: el álgebra

de polinomios en m indeterminadas conmutativas de grado menor o igual

que n.

Abordamos en el cuarto capítulo una extensión de la teoría de super-

caracteres cuando la Fq-álgebra A se sustituye por un R-módulo nilpotente

con R un anillo conmutativo �nito. La elección del anillo R es importante,

pues de ella dependerá el que se pueda obtener una buena parametrización de

los super-caracteres en función de los elementos del módulo dual A∗, tal co-

mo sucede en el capítulo 2. No todos los anillos �nitos son apropiados, como

veremos en la primera sección, sino sólo aquellos que son admisibles, lo que

según la de�nición de Claasen (ver [23]) equivale a que el módulo de los ca-

racteres aditivos de R sea cíclico. En la segunda sección, analizamos con más

detalle esta propiedad y caracterizamos los anillos �nitos que la satisfacen:
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los anillos Frobenius (ver [80]), para estudiar el caso particular de los anillos

de Galois (ver [17]). A lo largo de lo que resta de capítulo, impondremos que

el anillo R es un anillo de Galois y construiremos, en la tercera sección, los

super-caracteres del grupo adjunto asociado al módulo nilpotente A, que es

el sustituto natural del grupo de álgebra. Por último, estudiamos un ejemplo

sencillo: la R-álgebra de los polinomios en una indeterminada de grado menor

que n y sin término independiente, con R un anillo de Galois. Construimos

una parte de los super-caracteres y los comparamos con los que obtuvimos

en el capítulo segundo. La diferencia más signi�cativa es el incremento en el

grado de di�cultad de la descripción. Mientras que en el capítulo 2 se conse-

guía una descripción completa de todos ellos, en este caso sólo conseguimos

dar una expresión simple de los más sencillos.

La memoria termina con una aplicación de la Teoría de Representaciones

a la Teoría de Codi�cación: la construcción de códigos cuánticos correctores

de errores. Para ello, nos hemos basado en los trabajos de Martin Roettler

y Andreas Klappanecker (ver [51], [52], [53], [54] y [55]) y hemos intentado

construir nuevos códigos cuánticos de forma similar a como se hace con los

clásicos. Los errores cuánticos se modelan como operadores que actúan sobre

un espacio de Hilbert que representa el sistema de trabajo. Estos errores se

pueden generar a partir de nice error bases que, tal como están descritas en

la primera sección, constituyen una representación proyectiva de un grupo G

llamado grupo de error. La segunda sección se dedica a la descripción de los

códigos cuánticos más usuales: los códigos estabilizadores y los códigos de

Cli�ord y se estudian sus propiedades correctoras en términos de la Teoría

de Representaciones. Finalmente, procedemos a dar una caracterización de

los códigos Cli�ord no estabilizadores en términos de caracteres completa-

mente rami�cados y a la construcción de nuevos códigos Cli�ord a partir
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del producto de varios grupos de error, para concluir con el análisis de sus

propiedades correctoras.



Capítulo 1

Preliminares. Super-caracteres del

grupo Un(q)

Sea p un primo y q = pe, e > 1 una cierta potencia suya. Si Fq es el

cuerpo �nito de q elementos, denotaremos por Un(q) el grupo de todas las

matrices unitriangulares, es decir, matrices triangulares superiores con 1 en

su diagonal principal, cuyas entradas son elementos de Fq.

La determinación de los caracteres irreducibles del grupo Un(q) es un

problema difícil. Para abordarlo, Carlos A. M. André y Ning Yan introduje-

ron, de forma independiente, el concepto de super-carácter (ver [4]-[7] para

el primero y [82] para el segundo). En esencia, constituyen una partición

del conjunto de caracteres irreducibles Irr(Un(q)) que conserva algunas de

sus propiedades: son ortogonales dos a dos, descomponen el carácter regular

y son constantes sobre las super-clases, una generalización de las clases de

conjugación del grupo.

A pesar de que el objeto de�nido por André y por Yan es el mismo,

sus enfoques son diferentes. Para el primero, los super-caracteres se de�nen

de forma puramente combinatoria, a partir de los caracteres básicos. Para

7
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Yan, más próximo al método de las órbitas de Kirillov (ver [48]), cada super-

carácter está asociado a la órbita de una acción de Un(q).

En este capítulo trataremos de hacer una revisión de ambas formulaciones

para probar que ambas son equivalentes para el grupo Un(q). Así, comen-

zaremos por una sección introductoria donde revisaremos conceptos básicos

de la teoría de caracteres que se utilizarán con frecuencia en la tesis. Las

dos secciones siguientes se ocupan del trabajo de Carlos A. M. André. En

la primera se expone el concepto de funciones de Kirillov para un grupo de

álgebra, ver [7] y en la segunda estudiaremos la noción de carácter básico.

Las ideas fueron desarrolladas en [9]. La última sección explora el método de

Yan y la construcción de los caracteres de transición para terminar probando

la equivalencia de ambas formulaciones. Esta última sección pretende ser un

resumen de [82]. Dado que esta referencia puede no ser fácilmente accesible,

se incluyen algunas demostraciones por completitud y para facilitar la lectura

de la memoria.

1.1. Preliminares

A continuación intentaremos revisar algunos de los conceptos que apare-

cerán a lo largo de esta tesis y que deberían ser familiares. Dentro de este

apartado se encuadran las de�niciones de representaciones, caracteres y fór-

mulas de ortogonalidad. Los resultados, que se presentarán sin demostración,

están extraídos de [24], [25] y [41], donde se remite al lector para una lectura

más detallada.

De�nición 1.1.1 Sean F un cuerpo y G un grupo. Una F -representación

de grado n de G es un homomor�smo X : G → GL(n, F ), con GL(n, F ) el

grupo general lineal de grado n sobre el cuerpo F .
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SeaM un F -espacio vectorial, diremos queM es un G-módulo si se puede

de�nir un producto G ×M → M de forma que para todo g, g′ ∈ G y todo

m,m′ ∈M se veri�quen las siguientes propiedades:


g(m+m′) = gm+ gm′,

(gg′)m = g(g′m),

1m = m.

(1.1)

Si la dimensión de M es n, el grupo GL(n, F ) se identi�ca de forma

natural con el grupo de F -automor�smos de M , denotado por GL(M). En-

tonces, dada una F -representación de G, X : G→ GL(n, F ), podemos de�nir

el producto gm = X(g)m, que claramente satisface las propiedades (1.1) y

convierte a M en el G-módulo asociado a la F -representación X. Recíproca-

mente, siM es un G-módulo, la F -representación X : G→ GL(n, F ) de�nida

por X(g)(m) = gm es la F -representación asociada al módulo M . De esta

forma, a cada G-módulo se le asocia una única F -representación y viceversa.

De�nición 1.1.2 Sean X y D dos F -representaciones de un grupo G. Di-

remos que son equivalentes si ambas tienen el mismo grado y además existe

una matriz P ∈ GL(n, F ) tal que X(g) = P−1D(g)P para todo g ∈ G.

En el lenguaje de módulos, dos representaciones X y D, con módulos

asociados M y N respectivamente, se dicen equivalentes si existe un G-

isomor�smo de módulos ϕ : M → N . Recordemos que ϕ es un G-isomor�smo

de módulos si es un isomor�smo de espacios vectoriales y además satisface

ϕ(gm) = gϕ(m) para todo g ∈ G y m ∈M .

De�nición 1.1.3 Sean X una F -representación y M su módulo asociado.

Se dice que X es irreducible si el módulo M es irreducible, es decir, si sus

únicos submódulos propios son 0 y M .
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Un módulo M se dice completamente reducible si para cualquier submó-

dulo suyo V se puede encontrar otro W de forma que M = V ⊕ W . El

Teorema de Maschke (ver teorema 1.9 de [41]) garantiza que si la caracterís-

tica de F no divide al orden de G (en particular, si es cero), todo G-módulo

es completamente reducible. En términos de F -representaciones esta propie-

dad se traduce en que cualquier representación de G se puede escribir como

suma directa de representaciones irreducibles.

Aunque una parte de los resultados que recogemos a continuación son

ciertos siempre que F sea un cuerpo cuya característica no divide al orden

de G, en adelante consideraremos que F es el cuerpo C de los complejos.

De�nición 1.1.4 Sea X una C-representación de un grupo G. El C-carácter

χ asociado a X es la aplicación χ : G → C de�nida por χ(g) = tr(X(g)),

para todo g ∈ G.

Dado un G-móduloM , su carácter asociado será el de la C-representación

dada por M . Es decir, se tiene la siguiente de�nición:

De�nición 1.1.5 Sean M un G-módulo y X su C-representación asociada.

Diremos que χ es el carácter asociado a M si χ es el carácter asociado a X,

es decir si χ(g) = tr(X(g)), para todo g ∈ G.

Nota 1.1.6 Los caracteres asociados a una F -representación de G (respect.

de un G-módulo M) reciben el nombre de F -caracteres. En lo que sigue,

puesto que trabajaremos sólo con C-representaciones, entenderemos que los

caracteres de un grupo G (respect. de un G-módulo M) son los C-caracteres

de G (respect. de M).

Si dos C-representaciones de G son equivalentes, entonces los G-módulos

asociados a cada una de ellas son G-isomorfos, de donde se sigue que los

caracteres han de ser iguales.
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De�nición 1.1.7 Sean X una C-representación de G y χ su carácter aso-

ciado, entonces χ es irreducible si y sólo si la representación X es irreducible.

Denotaremos por Irr(G) al conjunto de todos los caracteres irreducibles

de G. Se puede probar (ver 27.22 de [24]) que el cardinal |Irr(G)| es igual al

número de clases de conjugación del grupo. Los caracteres de grado uno, que

claramente son irreducibles, reciben el nombre especial de caracteres lineales.

Si G es abeliano, cada elemento coincide con su clase de conjugación y

entonces |Irr(G)| = |G|. Así pues, todos los caracteres de G son lineales.

El recíproco también es cierto, de hecho, se tiene la siguiente caracterización

(ver corolario 2.6 de [41] para los detalles).

Proposición 1.1.8 Un grupo G es abeliano si y sólo si todos sus caracteres

son lineales, en cuyo caso |G| = |Irr(G)|.

Es fácil ver que los caracteres son constantes sobre las clases de conjuga-

ción del grupo. Este tipo de funciones se conocen como funciones de clase

de G, forman un C-espacio vectorial, denotado por cf (G), y su base es el

conjunto Irr(G). Así pues, cada función ϕ ∈ cf (G) se puede escribir de for-

ma única como ϕ =
∑

χ∈Irr(G) aχχ. Los elementos χ ∈ Irr(G) para los que

aχ 6= 0 reciben el nombre de constituyentes irreducibles de ϕ.

En caso que G sea �nito (en lo que sigue siempre lo será), denotamos por

CG el conjunto de todas las sumas formales {
∑

g∈G agg : ag ∈ C}. Claramen-

te, CG es un C-espacio vectorial, pero también un G-módulo si consideramos

el producto ha = h(
∑

g∈G ag g) =
∑

g∈G ag hg, para todo h ∈ G, a ∈ CG.

La representación asociada a este módulo recibe el nombre de representación

regular de G. Su carácter suele representarse como ρG.
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Proposición 1.1.9 Sea G un grupo y sea ρG su carácter regular, entonces

ρG(g) =

 |G| si g = 1,

0 en otro caso.

Este carácter tiene la siguiente descomposición como suma de irreducibles :

ρG =
∑

χ∈Irr(G)

χ(1)χ.

Sea C[G] = {f : G → C} el C-espacio vectorial de las funciones com-

plejas de�nidas sobre G. Este espacio puede dotarse de un producto escalar

mediante la siguiente de�nición.

De�nición 1.1.10 (Producto de Frobenius) Sean ϕ, θ funciones com-

plejas sobre G, entonces

〈ϕ, θ〉G =
1

|G|
∑
g∈G

ϕ(g)θ(g)

es el producto de Frobenius de ϕ y θ.

El conjunto Irr(G) es una base ortogonal respecto al producto de Fro-

benius del espacio vectorial cf (G). Este resultado se conoce como primera

relación de ortogonalidad de caracteres.

Teorema 1.1.11 (Primera Relación de Ortogonalidad) Sean χi, χj ca-

racteres irreducibles de G, entonces su producto de Frobenius

〈χi, χj〉G =
1

|G|
∑
g∈G

χi(g)χj(g) = δij.

Los caracteres irreducibles satisfacen también la siguiente relación, cono-

cida como segunda relación de ortogonalidad.
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Teorema 1.1.12 (Segunda Relación de Ortogonalidad) Sean g, h ∈ G,

entonces

∑
χ∈Irr(G)

χ(g)χ(h) =

 |CG(g)| si g y h son G-conjugados,

0 en otro caso,

donde CG(g) = {x ∈ G : xg = gx} es el centralizador de g en G.

Nota 1.1.13 Nótese que los órdenes |CG(g)| y |CG(h)| coinciden si g y h

son conjugados.

Por último, introducimos la de�nición de función inducida y el resulta-

do conocido como reciprocidad de Frobenius (ver lema 5.2 de [41]). Estos

conceptos serán de utilidad en los capítulos siguientes.

De�nición 1.1.14 Sea H ≤ G y sea ϕ ∈ cf (H). La función ϕG de�nida

como

ϕG(g) =
1

|H|
∑
x∈G

ϕ◦(xgx−1),

con ϕ◦(h) = ϕ(h) si h ∈ H y ϕ◦(t) = 0 si t /∈ H, recibe el nombre de función

inducida sobre G.

Proposición 1.1.15 (Reciprocidad de Frobenius) Sea H ≤ G un sub-

grupo de G. Supongamos que ϕ es una función de clase de H y que θ es una

función de clase de G, entonces se cumple

〈ϕ, θ〉H =
1

|H|
∑
h∈H

ϕ(h)θ(h) = 〈ϕG, θ〉.

1.2. Grupos de álgebra. Generalidades

Comenzamos esta sección con la de�nición de grupo de álgebra. Este

concepto fue introducido por Isaacs en [42] tal como aparece a continuación:



14 Capítulo 1. Preliminares. Super-caracteres del grupo Un(q)

De�nición 1.2.1 Sean F un cuerpo de característica p y A una F -álgebra

�nito dimensional. Si J = J(A) es su radical de Jacobson, entonces el con-

junto 1 + J = {1 + a : a ∈ J} es un p-subgrupo de las unidades de A que

recibe el nombre de F -grupo de álgebra.

Sea ψ : F+
q → C un C-carácter no trivial1 cualquiera del grupo aditivo

F+
q y sea J∗ el espacio dual de J . Para cada elemento f ∈ J∗, de�nimos la

aplicación

ψf : (J,+) −→ (C, ·)

a −→ ψ(f(a))

Las funciones ψf con f ∈ J∗ son homomor�smos y por tanto, carac-

teres del grupo aditivo (J,+). El resultado siguiente prueba que todos los

caracteres irreducibles de este grupo tienen la forma ψf para algún f ∈ J∗.

Proposición 1.2.2 Existe una aplicación biyectiva entre los elementos de

J∗ y los caracteres irreducibles del grupo aditivo (J,+). Es más,

Irr(J) = {ψf : f ∈ J∗}.

Demostración: Puesto que el grupo (J,+) es abeliano, por la proposición

1.1.8 tenemos que |J∗| = |J | = |Irr(J)| <∞; lo que prueba la primera parte

del resultado.

Dados dos elementos f, g ∈ J∗, el producto de Frobenius de los caracteres

ψf y ψg veri�ca

〈ψf , ψg〉(J,+) =
1

|J |
∑
a∈J

ψf (a)ψg(a) =
1

|J |
∑
a∈J

ψ(f(a)− g(a))

= 〈ψf−g, 1J〉J =

 1 si f = g

0 en otro caso

1Los detalles de esta construcción y su generalización a otro tipo de módulos se referirán

en la sección 4.1
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Por lo tanto, estas funciones forman un conjunto ortonormal de caracteres

de (J,+) y se sigue que {ψf : f ∈ J∗} ⊆ Irr(J). Puesto que J es �nito y

|{ψf : f ∈ J∗}| = |J |, se tiene la igualdad.

Sea G = 1 + J un grupo de álgebra cualquiera. Si J∗ es el espacio dual

de J , el grupo G actúa sobre J∗ de la siguiente forma: dados un elemento

x de G y un elemento f de J∗, la aplicación lineal fx es un elemento de J∗

de�nido por fx(a) = f(xax−1) para todo a ∈ J . Esta acción se conoce como

acción coadjunta de G.

Denotamos por Ω(G) al conjunto de todas las G-órbitas coadjuntas de

J∗. Dada una órbita cualquiera O ∈ Ω(G), su cardinal |O| es una potencia

de q2 (proposición 2.1 de [7]).

Proposición 1.2.3 Sea f ∈ J∗ un elemento cualquiera. El estabilizador de

f para la acción coadjunta de G es el conjunto

CG(f) = 1 + {a ∈ J : f(ab) = f(ba), ∀b ∈ J}.

Si O es la G-órbita coadjunta que contiene a f , entonces su cardinal |O| es

una potencia de q2.

Demostración: Dado f ∈ J∗, de�nimos la forma bilineal Bf como sigue:

Bf : J × J → C

(a, b) → f([a, b])

con [a, b] = ab− ba el corchete de Lie de a, b.

El radical de la forma Bf es el conjunto

Rad(f) = {a ∈ J : f([ab]) = 0, ∀b ∈ J}

= {a ∈ J : f(ab) = f(ba), ∀b ∈ J}.
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Claramente Rad(f) es un Fq-subespacio vectorial de J multiplicativa-

mente cerrado. Por tanto, 1 +Rad(f) es un subgrupo de G cuyos elementos

veri�can fx = f . Por otra parte, si x = 1+a ∈ G es un elemento que satisface

fx = f , es fácil comprobar que a ∈ Rad(f). Así pues, el estabilizador de f

para la acción coadjunta será el conjunto CG(f) = 1 +Rad(f).

En cuanto al cardinal de las órbitas, basta observar que la forma Bf es

antisimétrica. Entonces, si dimJ = n, se puede encontrar una Fq-base de J ,

(e1, . . . , en), en la que la matriz coordenada de Bf es de la forma

M(f) =

 X 0

0 0

 ,

donde X = diag(d1J, . . . , dtJ) es una matriz diagonal por bloques con di 6= 0

para todo i y J =

 0 1

−1 0

. Así pues, el rango de M(f) es un número

par y si O es la órbita coadjunta que contiene a f , su cardinal

|O| = qdim J−dim Rad(f) = qrg (M(f))

es una potencia de q2.

A cada órbita coadjunta O ∈ Ω(G) le asociamos la función φO de�nida

como

φO : G −→ C

1 + a −→ 1√
|O|

∑
f∈O

ψf (a).
(1.2)

Estas funciones reciben el nombre de funciones de Kirillov. Notemos que

todas ellas son funciones de clase de G, sin embargo no todas son caracteres

(irreducibles). Aún así, constituyen una base ortonormal para el producto de

Frobenius del espacio cf(G) y satisfacen una expresión parecida a la Segunda

Relación de Ortogonalidad (ver teorema 1.1.12).
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Puesto que serán de utilidad más adelante, recogemos aquí estas propie-

dades tal y como aparecen en las proposiciones 2.2 y 2.3 y en el corolario 2.1

de [7].

Proposición 1.2.4 El conjunto {φO : O ∈ Ω(G)} es una base ortonormal

para el producto de Frobenius del C-espacio vectorial cf (G) de las funciones

de clase de G. En particular se tiene que

1

|G|
∑
x∈G

φO(x)φO′(x) = δO,O′ ,

para todo O,O′ ∈ Ω(G).

Demostración: Sean O y O′ dos órbitas coadjuntas de J∗. El producto de

Frobenius de las funciones φO y φO′ será

〈φO, φO′〉G =
1√
|O|

1√
|O′|

∑
f∈O

∑
f ′∈O′

〈ψf , ψf ′〉J .

Puesto que los caracteres ψf y ψf ′ son irreducibles (ver proposición 1.2.2),

se sigue que 〈ψf , ψf ′〉J = δf,f ′ . Con sólo sustituir en la expresión anterior

llegamos a 〈φO, φO′〉G = δO,O′ .

Ahora sólo resta probar que el conjunto {φO : O ∈ Ω(G)} genera el espa-

cio cf(G). Para ello, basta ver que el cardinal |Ω(G)| es igual al número de

clases de conjugación de G. La demostración se basa en el teorema de Brauer

(teorema 6.25 de [42]) y es similar a la de la proposición 2.4.3, por lo que se

omite y se remite al lector interesado a la proposición 2.2 de [7].

Las funciones de Kirillov satisfacen la siguiente relación, similar a la del

teorema 1.1.12.

Proposición 1.2.5 Sean x, y ∈ G arbitrarios, entonces∑
O∈Ω(G)

φO(x)φO(y) =

 |CG(x)| si x e y son G-conjugados,

0 en otro caso.
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Demostración: Sean a, b ∈ J tales que x = 1 + a e y = 1 + b. Notemos

que si z ∈ G, entonces z−1yz = 1 + z−1bz, puesto que la multiplicación del

grupo es la misma que la del álgebra. Así pues, podemos llegar a la siguiente

expresión:∑
O∈Ω(G)

φO(x)φO(y) =
∑

O∈Ω(G)

1

|G|
∑
f∈O

1

|CG(f)|
∑
z∈G

ψf (a)ψf (z−1bz)

=
1

|G|
∑
z∈G

∑
f∈J∗

ψf (a− z−1bz) =
1

|G|
∑
z∈G

ρJ(a− z−1bz),

con ρJ el carácter regular de (J,+). Por lo tanto:

∑
O∈Ω(G)

φO(x)φO(y) =
∑
z∈G

δa,z−1bz = |{z ∈ G : a = z−1bz}|.

Si x e y no son G-conjugados, claramente |{z ∈ G : a = z−1bz}| = 0.

Supongamos que lo sean, entonces existe u ∈ G tal que u−1bu = a y se

veri�ca

|{z ∈ G : a = z−1bz}| = |CG(y)u| = |CG(y)| = |CG(x)|.

De donde se sigue la fórmula propuesta.

Como consecuencia, encontramos la siguiente descomposición para el ca-

rácter regular ρG que se utilizará en la demostración del teorema 2.3.4.

Corolario 1.2.6 Sea ρG el carácter regular de G, entonces

ρG =
∑

O∈Ω(G)

φO(1)φO.

Demostración: Sea x ∈ G un elemento cualquiera. Por la proposición an-

terior sabemos que ∑
O∈Ω(G)

φO(1)φO(x) = δx,1 |G|,
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que es la de�nición del carácter regular ρG (ver proposición 1.1.9).

Por último, añadiremos algunos comentarios sobre las funciones de Kiri-

llov y su relación con los caracteres irreducibles de G. Como se ha dicho, estas

funciones no son, en general, caracteres. No obstante, debido a sus propieda-

des e inspirado en [47], Kirillov llegó a pensar que los caracteres irreducibles

de Un(q) tendrían esa forma (ver conjetura 2.2.1 de [49]). La conjetura re-

sultó ser falsa, como se puede apreciar en [43] donde Isaacs y Karagueuzian

encuentran un contraejemplo.

Sin embargo, a veces es posible encontrar los caracteres irreducibles de

G a partir de las funciones φO (para los detalles, consultar [7]). Es el caso

cuando la característica de Fq es su�cientemente grande. Entonces, ap = 0

para todo a ∈ J , y así (1 + a)p = 1 para todo a ∈ J ; por lo que G tiene

exponente p. Así pues, podemos de�nir la función exponencial, exp : J → G,

como la suma �nita

exp(a) = 1 + a+
1

2!
a2 + · · ·+ 1

(p− 1)!
ap−1.

Esta función es biyectiva y su inversa viene dada por la función ln : J → G

de�nida por

ln(1 + a) = a− 1

2
a2 +

1

3
a3 + · · ·+ (−1)p

p− 1
ap−1.

La función θ : J × J → J dada por θ(a, b) = ln(exp(a)exp(b)) para todo

a, b ∈ J , permite escribir exp(a)exp(b) = exp(θ(a, b)). Si la característica p es

su�cientemente grande podemos aplicar la fórmula de Campbell-Haussdor�

(ver [44]) y expresar θ(a, b) como suma de conmutadores de Lie de los ele-

mentos a, b. En estas condiciones, para cada O ∈ Ω(G) la aplicación

χO : G −→ C

x −→ φO(1 + ln(x))
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es un carácter irreducible de G. Es más, se puede deducir el siguiente resul-

tado (teorema 6.1 de [7]).

Teorema 1.2.7 La aplicación O 7→ χO de�ne una correspondencia biyectiva

entre el conjunto Ω(G) de todas las órbitas coadjuntas de G y el conjunto

de los caracteres irreducibles de G. Para cada O ∈ Ω(G), se tiene que χO ∈

Irr(G) tiene grado
√
|O|. Además, cada carácter irreducible de G es inducido

por un carácter lineal de un subgrupo de álgebra del grupo G.

1.3. Caracteres básicos

En esta sección estudiaremos los caracteres básicos del grupo Un(q). Si

un(q) es el Fq-espacio vectorial de todas las matrices nilpotentes de grado n

sobre Fq que son triangulares superiores, es claro que J(Un(q)) = un(q) y

puesto que

Un(q) = 1 + un(q) = {1 + a : a ∈ J(Un(q))},

deducimos que Un(q) es un grupo de álgebra de acuerdo con 1.2.1.

Sea Φ(n) = {(i, j) : 1 ≤ i < j ≤ n}, para cada elemento (i, j) ∈ Φ(n)

denotaremos por eij a la matriz elemental eij = (δkiδlj)1≤k,l,≤n. Claramente,

el conjunto {eij : (i, j) ∈ Φ(n)} es una base del Fq-espacio vectorial un(q).

Si un(q)∗ es el espacio dual de un(q), a partir de la base anterior podemos

de�nir la correspondiente base dual {e∗ij : (i, j) ∈ Φ(n)}. Cada elemento e∗ij

satisface e∗ij(ekl) = δikδjl, para todo (k, l) ∈ Φ(n). En consecuencia, si a es un

elemento cualquiera de un(q), e∗ij(a) = aij.

De acuerdo con lo expuesto en la sección anterior, consideramos ψ un ca-

rácter no trivial del grupo aditivo F+
q . Por la proposición 1.2.2, los caracteres

irreducibles del grupo aditivo un(q)+ son

Irr(un(q)+) = {ψf : f ∈ un(q)∗},
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con ψf : un(q) → C dado por ψf (a) = ψ(f(a)) para todo a ∈ un(q).

Sea (i, j) ∈ Φ(n) y sea α un elemento no nulo cualquiera de Fq. SiOij(α) es

la órbita coadjunta que contiene al elemento αe∗ij, probaremos que la función

de Kirillov φOij(α) asociada a esta órbita es un carácter irreducible de Un(q)

llamado carácter elemental. Cada uno de estos caracteres se denota como

ξij(α) con (i, j) ∈ Φ(n), α ∈ F∗
q, y es inducido por un carácter lineal de

un cierto subgrupo de Un(q). Este resultado constituye el lema 2 de [9] que

reproducimos a continuación.

Lema 1.3.1 Sea (i, j) ∈ Φ(n) y sea α ∈ F∗
q. La función de Kirillov ξij(α)

es un carácter irreducible de Un(q). Es más, si Uij(q) = {X ∈ Un(q) :

xik = 0, i < k < j} ≤ Un(q) y si λij(α) : Uij(q) → C es la función de�-

nida como λij(α)(x) = ψ(αxij) para todo X ∈ Uij(q), entonces λij(α) es un

carácter lineal de Uij(q) y ξij(α) = λij(α)Un(q) es el carácter inducido por

este carácter lineal.

Demostración: Puesto que las funciones de Kirillov son una base orto-

normal de cf(G), proposición 1.2.4, 〈ξij(α), ξij(α)〉 = 1, por lo que bastará

probar que la función ξij(α) es un carácter de Un(q).

SeanX, Y dos elementos cualesquiera de Uij(q). Puesto que xik = 0 (resp.

yik) para i < k < j, se sigue que (XY )ij = xij + yij, y entonces

λij(α)(XY ) = ψ(α (xij + yij)) = ψ(αxij)ψ(α yij),

de donde se deduce que λij(α) es un carácter lineal de Uij(q).

El carácter inducido λij(α)Un(q) será una combinación lineal con coe�cien-

tes complejos de las funciones de clase φO con O ∈ Ωn(q). La proposición 2

de [9] nos permite garantizar que estos coe�cientes son enteros no negativos.

Denotaremos por uij(q) el Fq-subespacio vectorial de un(q) formado por

aquellas matrices de la forma X − 1 con X ∈ Uij(q), es decir, Uij(q) =
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1 + uij(q). Sea f = αe∗ij ∈ un(q)∗ y sea f0 ∈ uij(q)
∗ su restricción a uij(q).

Puesto que f(ab) = 0 para todo a, b ∈ uij(q), {f0} es una Uij(q)-órbita

coadjunta en uij(q)
∗ y λij(α) es la función de Kirillov asociada a la órbita

{f0} en un(q)∗. A partir de la reciprocidad de Frobenius (proposición 1.1.15)

y de la proposición 2 de [9] se sigue que

〈λij(α)Un(q), ξij(α)〉Un(q) = 〈λij(α), ξij(α)〉Uij(q) 6= 0.

Por último sólo falta comprobar que λij(α)Un(q)(1) = ξij(α)(1). Ahora

bien, puesto que λij(α)Un(q)(1) = |Un(q) : Uij(q)| = qj−i−1 y ξij(α)(1) =√
|Oij(α)|, sólo es preciso ver que |Oij(α)| = q2(j−i−1).

El estabilizador de f en Un(q), CUn(q)(f), está formado por todas aquellas

matrices que satisfacen xik = xkj con i < k < j. Entonces |Oij(α)| = |Un(q) :

CUn(q)(f)| = q2(j−i−1).

De�nición 1.3.2 El (i, j)-carácter elemental de Un(q) asociado a α es el

carácter irreducible ξij(α).

Una parte de los caracteres irreducibles de Un(q) se puede obtener como

producto de caracteres inducidos (ver [63]). Inspirados en esta propiedad,

de�niremos los caracteres básicos como productos de caracteres elementales.

Como paso preliminar, introducimos la noción de conjunto básico.

De�nición 1.3.3 Un subconjunto D ⊆ Φ(n) se dice básico si satisface estas

dos propiedades:

|D ∩ {(i, j) : i < j ≤ n}| ≤ 1, para todo 1 ≤ i < n;

|D ∩ {(i, j) : 1 ≤ i < j}| ≤ 1 para todo 1 < j ≤ n.
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Es fácil ver que el conjunto vacío es un conjunto básico. Por otra parte,

si a ∈ un(q) es una matriz que tiene a lo sumo un elemento diferente de cero

en cada �la y en cada columna, el conjunto D de sus posiciones no nulas es

un conjunto básico. Es más, todo conjunto básico es de esta forma.

De�nición 1.3.4 Sean D un conjunto básico y ϕ : D → F∗
q una aplica-

ción arbitraria. El carácter básico ξD(ϕ) es el producto de caracteres básicos

indicados por el conjunto D. Es decir,

ξD(ϕ) =
∏

(i,j)∈D

ξij(αij), (1.3)

con αij = ϕ(i, j) para todo (i, j) ∈ D.

Notemos que el carácter trivial 1Un(q) es también un carácter básico, pues

se corresponde con D = ∅ y con la función vacía.

Los caracteres básicos poseen dos propiedades fundamentales: por una

parte, su de�nición es puramente combinatoria, y por otra, determinan una

partición de los caracteres irreducibles de Un(q). De hecho, es posible probar

el siguiente resultado (teorema 1 de [9]).

Teorema 1.3.5 Sea χ un carácter irreducible de Un(q). Entonces χ es cons-

tituyente de un único carácter básico de Un(q), es decir, existe un único con-

junto básico D y una única función ϕ : D → F∗
q tal que χ es constituyente

de ξD(ϕ).

La demostración de este resultado se encuentra en [9], por lo que sólo la

esbozaremos. Aún así, intentaremos poner de relieve aquellas técnicas que

servirán para demostrar resultados parecidos en otras secciones de esta tesis.

El teorema se demuestra si se consigue probar que los caracteres básicos

son ortogonales dos a dos y si se puede escribir el carácter regular ρUn(q)

como una combinación lineal de ellos.
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Dados un conjunto básico D y una función cualquiera ϕ : D → F∗
q, la

subvariedad básica de un(q)∗ asociada al par (D,ϕ), se de�ne como la suma

de órbitas coadjuntas (ver [5])

OD(ϕ) =
∑

(i,j)∈D

Oij(αij),

con αij = ϕ(i, j) para todo (i, j) ∈ D. Notemos que un elemento de la

subvariedad básica es una suma de |D| elementos, cada uno de ellos en una

órbita Oij(αij). En el caso en que (D,ϕ) sea el par formado por el conjunto

vacío y la función vacía, la subvariedad OD(ϕ) = 0.

Puesto que la subvariedad básica OD(ϕ) es invariante para la acción coad-

junta de Un(q), está constituida por unión de órbitas coadjuntas. El interés

en considerar este tipo de variedades se centra en que permite relacionar los

constituyentes del carácter básico ξD(ϕ) con las órbitas coadjuntas conteni-

das en la variedad básica OD(ϕ). Esta relación queda patente en el corolario

1 de [9] que recogemos a continuación

Corolario 1.3.6 Sean D un subconjunto básico de Φ(n) y ϕ : D → F∗
q

una función. Sea O ∈ Ωn(q) una órbita coadjunta arbitraria. Entonces la

función de Kirillov φO es un constituyente del carácter básico ξD(ϕ) si y sólo

si O ⊆ OD(ϕ). Es más, el producto escalar 〈φO, ξD(ϕ)〉Un(q) es un entero no

negativo.

Por tanto, el problema de establecer la ortogonalidad de los caracteres

básicos queda reducido a la descomposición de las subvariedades básicas en

órbitas coadjuntas. Por otra parte, el espacio un(q)∗ se puede escribir como

una unión disjunta de subvariedades básicas tal como se puede encontrar en

el teorema 1 de [5]. Así,

un(q)∗ =
⋃
D,ϕ

OD(ϕ), (1.4)



Caracteres básicos 25

donde D recorre todos los posibles subconjuntos básicos de Φ(n) y ϕ todas

las posibles funciones ϕ : D → F∗
q.

La ortogonalidad de los caracteres básicos se prueba en el resultado si-

guiente (proposición 4 de [9]).

Proposición 1.3.7 Sean D y D′ subconjuntos básicos de Φ(n), y ϕ : D →

Fq y ϕ′ : D′ → F∗
q funciones cualesquiera. Entonces, el producto escalar

〈ξD(ϕ), ξD′(ϕ′)〉 6= 0 si y sólo si D = D′ y ϕ = ϕ′.

Demostración: Si D es un conjunto básico y ϕ : D → F∗
q es una función

cualquiera, denotaremos por ΩD(ϕ) al conjunto de órbitas coadjuntas O con-

tenidas en OD(ϕ). Por tanto, el carácter básico ξD(ϕ) se podrá descomponer

de la siguiente forma:

ξD(ϕ) =
∑

O∈ΩD(ϕ)

nO φO,

donde, por el corolario 1.3.6, cada escalar nO es un entero positivo. Así pues,

〈ξD(ϕ), ξD′(ϕ′)〉Un(q) =
∑

O∈ΩD(ϕ)

nO 〈φO, ξD′(ϕ′)〉Un(q)

y entonces 〈ξD(ϕ), ξD′(ϕ′)〉Un(q) 6= 0 si y sólo si el producto de Frobenius

〈φO, ξD′(ϕ′)〉 6= 0 para algún O ∈ ΩD(ϕ). Por el corolario 1.3.6, se cumple

que 〈ξD(ϕ), ξD′(ϕ′)〉 6= 0 si y sólo si ΩD(ϕ) ∩ ΩD′(ϕ′) 6= ∅. Puesto que la

unión de (1.4) es disjunta, el resultado se sigue.

La descomposición del carácter regular ρUn(q) como suma de caracteres

básicos viene dada por el teorema 2 de [9] y es una generalización de los

resultados obtenidos para p ≥ n en [6] y [8]. La incluimos sin demostración.

Teorema 1.3.8 Sea ρUn(q) el carácter regular de Un(q). Entonces

ρUn(q) =
∑
D,ϕ

qs(D)

ξD(ϕ)(1)
ξD(ϕ),
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la suma se extiende sobre todos los conjuntos básicos D de Φ(n) y sobre todas

las funciones ϕ : D → F∗
q. Para cada conjunto básico D, s(D) representa la

cardinalidad del subconjunto de Φ(n) de�nido como S(D) =
⋃

(i,j)∈D{(i, k) :

i < k < j}.

Por último, sólo falta probar que estas dos condiciones bastan para demos-

trar el teorema 1.3.5. Supongamos que χ es un carácter irreducible cualquiera

de Un(q). Entonces, χ es un constituyente del carácter regular ρUn(q). Del

teorema 1.3.8 se sigue que χ debe ser constituyente de uno de los caracteres

básicos ξD(ϕ). La unicidad de ξD(ϕ) se desprende de la ortogonalidad de los

caracteres básicos demostrada en la proposición 1.3.7.

1.4. Caracteres de transición

En la última parte de este capítulo revisaremos brevemente el método de

los caracteres de transición desarrollado por Yan (ver [82]). Está basado en el

método de las órbitas de Kirillov (ver [48] y [50]) y es equivalente al método

de los caracteres básicos que se ha desarrollado en la sección anterior.

El punto de partida es considerar las acciones del grupo Un(q) sobre el

álgebra un(q) y sobre el espacio dual un(q)∗. Así, para todo X ∈ Un(q), a ∈

un(q) las operaciones

X · a→ Xa acción de transición izquierda,

a ·X → aX acción de transición derecha,

aX → X−1aX acción adjunta,

(1.5)

de�nen tres acciones del grupo Un(q) sobre el álgebra un(q). Nótese que la

operación implicada es el producto ordinario de matrices. Las dos primeras

acciones conmutan entre sí y de�nen una acción doble de Un(q) sobre un(q)
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que recibirá el nombre de acción de transición. Si a ∈ un(q) es un elemento

cualquiera, la órbita de transición que lo contiene es el conjunto

Un(q) · a ·Un(q) = {X aY : X, Y ∈ Un(q)},

que es estable para la acción adjunta de Un(q) y por tanto, es unión de

órbitas adjuntas.

De forma similar, Un(q) actúa sobre el dual un(q)∗ = HomFq(un(q),Fq)

de tres formas diferentes. Así, para todo f ∈ un(q)∗, X ∈ Un(q), a ∈ un(q),

las operaciones

(X · f)(a) = f(aX) acción de cotransición izquierda,

(f ·X)(a) = f(Xa) acción de cotransición derecha,

fX(a) = f(XaX−1) acción coadjunta,

(1.6)

de�nen tres acciones del grupo Un(q) sobre el dual un(q)∗. Las acciones de

cotransición derecha e izquierda conmutan y dan lugar a una acción doble

de Un(q) que recibe el nombre de acción de cotransición. Si f ∈ un(q)∗ es un

elemento arbitrario, la órbita de cotransición que contiene a f es el conjunto

Ψf = Un(q) · f ·Un(q) = {X · f · Y : X, Y ∈ Un(q)},

que es estable para la acción coadjunta y que por ello se podrá escribir como

unión de órbitas coadjuntas.

Sea ψ : (Fq,+) → (C∗, ·) un carácter complejo no trivial del grupo aditivo

(Fq,+) y sea C[Un(q)] el conjunto de todas las funciones complejas de�nidas

sobre Un(q). Para cada elemento f ∈ un(q)∗ consideramos la función v(f) ∈

C[Un(q)] de�nida por

v(f) : Un(q) −→ C

X −→ ψ[f(X − Id)] = ψf (X − Id)
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Como consecuencia de la proposición 1.2.2, el conjunto {v(f) : f ∈ un(q)∗}

es una base ortonormal de C[Un(q)] como espacio vectorial complejo.

El grupo Un(q) actúa sobre el espacio vectorial C[Un(q)] transformándolo

en un Un(q)-módulo por la izquierda. Así, para cada X ∈ Un(q) y cada

elemento v ∈ C[Un(q)] la acción X y v se de�ne como

X y v : Un(q) −→ C

Y −→ v(Y X)

El módulo C[Un(q)] está asociado a una representación de Un(q) que es

equivalente a la representación regular. Su descomposición en términos de la

base {v(f) : f ∈ un(q)∗} nos dará los módulos de transición, que constituyen

la parte central de esta sección. En primer lugar estudiamos la acción del

grupo sobre los elementos v(f).

Proposición 1.4.1 Sea X ∈ Un(q) y sea v(f) un elemento de la base de

C[Un(q)], entonces

X y v(f) = [v(f)(X)] v(X · f).

Demostración: Por de�nición, v(f)(Y ) = ψf (Y − Id). Por tanto, X y

v(f)(Y ) = ψf (Y X − Id). Ahora bien:

ψf (Y X − Id) = ψf (Y X −X +X − Id) = ψf (X − Id)ψf ((Y − Id)X)

= ψf (X − Id)ψX·f (Y − Id) = [v(f)(X)]v(X · f)(Y ).

La primera consecuencia que se desprende de esta proposición es que si

L es una órbita en un(q) para la acción de transición izquierda, entonces el

C-subespacio vectorial de C[Un(q)] generado por el conjunto {v(f) : f ∈ L}

es un submódulo de la representación regular de Un(q) que denotamos por
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V (L) y cuya traza es χ(L). Por construcción, dim V (L) = χ(L)(1) es el

cardinal de la órbita L. Además

C[Un(q)] =
⊕

L

V (L),

donde L recorre todas las órbitas de transición izquierda de un(q)∗. Por

otra parte, el módulo V (L) está generado como módulo por cualquier v(f)

para el que f esté en la órbita L. Por este motivo, en adelante escribiremos

V (f) = V (L) y χ(f) = χ(L) con independencia del representante elegido.

Los módulos V (f) se conocen como módulos de transición y los caracteres

χ(f) como caracteres de transición.

Proposición 1.4.2 Sean f y f ′ dos elementos de un(q)∗ en la misma órbita

de transición derecha, entonces los módulos de transición V (f) y V (f ′) son

isomorfos.

Demostración: Sea X ∈ Un(q) tal que f ′ = f ·X. Para cada v ∈ C[Un(q)],

la acción derecha de X viene dada por v x X(Y ) = v(XY ), para todo

Y ∈ Un(q). Es fácil ver que la aplicación

ϕX : C[Un(q)] −→ C[Un(q)]

v −→ v x X

es un isomor�smo de módulos. De forma similar a lo que sucedía para la

acción izquierda se veri�ca que

ϕX(v(f)) = v(f) x X = [v(f)(X)] v(f ·X).

Así pues, ϕX transforma el módulo V (f) en el módulo V (f ·X) = V (f ′).

Corolario 1.4.3 El carácter de transición χ(f) sólo depende de la órbita de

cotransición Ψf que contiene a f . Es decir, χ(f) = χ(Ψf ).
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Para cada órbita de cotransición Ψ el espacio vectorial de C[Un(q)] gene-

rado por el conjunto V (Ψ) = {v(f) : f ∈ Ψ} es un submódulo de C[Un(q)]

cuya dimensión es el cardinal |Ψ|. Por otra parte, podemos escribir C[Un(q)]

como suma directa de estos submódulos, con lo que se obtiene:

C[Un(q)] =
⊕
Ψ

V (Ψ),

donde Ψ recorre todas las órbitas de cotransición de un(q)∗. Por la propo-

sición 1.4.2 cada módulo V (Ψ) es suma directa de copias de módulos de

transición isomorfos. Cada una de esas copias se corresponde con una órbita

de transición izquierda contenida en Ψ y su traza es el carácter de transi-

ción χ(Ψ). Así pues, su dimensión es χ(Ψ)(1) y en consecuencia, el número

de copias es |Ψ|/χ(Ψ)(1). Por otra parte, la representación de Un(q) aso-

ciada al módulo C[Un(q)] es equivalente a la representación regular y por

ello su carácter es el carácter regular ρUn(q). Si reunimos las dos expresiones,

obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.4.4 El carácter regular ρUn(q) se puede escribir como una com-

binación lineal de caracteres de transición. De hecho

ρUn(q) =
∑
Ψ

|Ψ|
χ(Ψ)(1)

χ(Ψ),

donde Ψ recorre todas las órbitas de cotransición de un(q)∗.

Sea Ψ una órbita de cotransición y sea L una órbita de cotransición

izquierda contenida en ella. A partir de la proposición 1.4.1 se deduce que

el carácter de transición asociado a Ψ se puede escribir como

χ(Ψ)(X) =
∑

X·f=f

v(f)(X),

con X ∈ Un(q) y la suma extendida a todos los elementos de la órbita L que

están �jos por la acción de cotransición izquierda de X.
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Puesto que el conjunto {v(f) : f ∈ un(q)∗} forma una base ortonormal de

C[Un(q)], también podemos escribir

χ(Ψ)(X) =
∑
f∈L

〈v(X · f), v(f)〉 v(f)(X).

Si desarrollamos el producto de Frobenius, tras simpli�car se llega a

χ(Ψ)(X) =
1

|Un(q)|
∑
f∈L

∑
Y ∈Un(q)

[v(X · f − f)(Y ) v(f)(X)]

=
1

|Un(q)|
∑
f∈L

∑
Y ∈Un(q)

ψf ·Y (X − Id).

Notemos que cuando f recorre la órbita L e Y hace lo mismo con el grupo

Un(q), cada elemento f · Y ∈ Ψ aparece con multiplicidad |Un(q)| |L|
|Ψ| . Puesto

que además χ(Ψ)(1) = dimV (Ψ) = |L|, podemos escribir

χ(Ψ)(X) =
|L|
|Ψ|

∑
f∈Ψ

ψf (X − Id) =
χ(Ψ)(1)

|Ψ|
∑
f∈Ψ

ψf (X − Id).

Con lo que hemos encontrado una expresión para los caracteres de transición

que sólo depende de la órbita de cotransición en un(q)∗. Si utilizamos la base

ortonormal de C[Un(q)] llegamos a la siguiente expresión:

Teorema 1.4.5 Sea f ∈ un(q)∗ un elemento cualquiera y sea Ψ la órbita de

cotransición que lo contiene. El carácter de transición asociado a Ψ tiene la

forma

χ(Ψ) =
χ(Ψ)(1)

|Ψ|
∑
f∈Ψ

v(f).

Una consecuencia inmediata, que se deriva de la ortonormalidad de la

base {v(f) : f ∈ un(q)∗}, es el resultado siguiente.
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Corolario 1.4.6 Sean Ψ y Ψ′ dos órbitas de cotransición, entonces el pro-

ducto de Frobenius de los caracteres de transición asociados es

〈χ(Ψ), χ(Ψ′)〉 =


χ(Ψ)(1)2

|Ψ|
si Ψ = Ψ′,

0 en otro caso.

Una vez que hemos desarrollado las dos aproximaciones a los super-

caracteres, sólo resta ver que son equivalentes. A este punto se dedicará la

última parte de esta sección.

En primer lugar estudiaremos las órbitas de cotransición, pues éstas de-

terminan los caracteres de transición. De esta forma veremos que cada una

de ellas determina un único conjunto básico D (ver de�nición 1.3.3) y una

única función ϕ : D → F∗
q. La descomposición del carácter de transición en

producto de caracteres asociados a los elementos de D permitirá probar la

igualdad entre caracteres de transición y caracteres básicos.

Sea {eij : 1 ≤ i < j ≤ n} la base canónica de un(q) y sea {e∗ij : 1 ≤

i < j ≤ n} su correspondiente base dual. Las acciones de cotransición vienen

determinadas por la acción de los elementos de la forma Id+αij eij sobre los

de la base dual. Así, la acción de cotransición izquierda viene dada por

(Id+ αij eij) · e∗kl =

 e∗kj + αij e
∗
ki si l = j y k < i,

e∗kl en otro caso.
(1.7)

Mientras que la de cotransición derecha lo hace por

e∗kl · (Id+ αij eij) =

 e∗il + αij e
∗
jl si k = i y l > j,

e∗kl en otro caso.
(1.8)

Conviene representar los elementos de un(q)∗ como si fuesen elementos de

un(q). Para ello, de�nimos la aplicación biyectiva

un(q)∗ −→ un(q)

f −→ Mf =
∑

1≤i<j≤n

f(eij)eij



Caracteres de transición 33

Con este convenio, la acción de cotransición izquierda de un elemento X =

Id + αij eij sobre f ∈ un(q)∗ es una operación en las columnas de Mf que a

cada elemento de la columna i por encima de la diagonal principal le suma

αij veces el elemento que se encuentra a su derecha en la columna j.

Por otra parte, la acción de cotransición derecha de X sobre f es una

operación en las �las deMf que suma a cada elemento de la �la j a la derecha

de la diagonal αij veces el elemento de la �la i que tiene sobre él.

De�nimos el soporte de f ∈ un(q)∗ como el conjunto de posiciones (i, j)

tales que f(eij) 6= 0, es decir, las posiciones no nulas de la matriz Mf y

denotamos por T ∗
n (q) el conjunto de elementos de un(q)∗ tales que su soporte

contiene como máximo una posición diferente de cero en cada �la y cada

columna.

El resultado siguiente es central en la identi�cación de caracteres básicos y

de transición, pues permite encontrar un único representante en T ∗
n (q) para

cada órbita. Éste determina un par (D,ϕ) en las condiciones expresadas

anteriormente.

Teorema 1.4.7 Cada órbita de cotransición contiene un único representan-

te en T ∗
n (q). Es decir, las órbitas de cotransición están indicadas por los

elementos de T ∗
n (q).

Demostración: Dado un elemento f ∈ un(q)∗, realizaremos operaciones de

cotransición de forma que su matriz asociada Mf acabe por tener la forma

requerida. Para ello, trabajamos por columnas y nos movemos de derecha

a izquierda. Supongamos que ya tenemos reducidas las últimas k columnas

de Mf . En la columna n− k + 1 podemos eliminar mediante operaciones de

columna apropiadas, cotransiciones izquierdas, aquellos elementos diferen-

tes de cero que compartan �la con alguno de los que están en las últimas
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k columnas. Las restantes posiciones se pueden anular mediante operaciones

de �las, cotransiciones derechas, a excepción de la primera posición no nula

de la columna n− k + 1 que no se puede alterar.

Sólo resta probar que no podemos tener dos elementos de la misma órbita

de cotransición que pertenezcan a T ∗
n (q). En este sentido, basta observar

que estas operaciones conservan el rango de la matriz Mf y que no pueden

modi�car su soporte cuando f ∈ T ∗
n (q).

Sea r(i, j, f) es el rango de la matriz∑
k≤i<j≤l

f(ekl) ekl,

es claro que si f y f ′ pertenecen a la misma órbita de cotransición, entonces

r(i, j, f) = r(i, j, f ′) para todo i, j. Así pues, esto implica que si f y f ′

pertenecen a T ∗
n (q) su soporte debe ser idéntico.

Supongamos que f y f ′ son dos elementos de T ∗
n (q) que están en la misma

órbita, de manera que podemos encontrar elementos X e Y de Un(q) tales

que X · f = f ′ · Y . Las acciones de cotransición conservan el valor de las

posiciones no nulas de Mf y Mf ′ cuando transforman f en X · f y f ′ en

f ′ · Y . Así pues, MX·f = Mf ′·Y implica Mf = Mf ′ y por tanto, f = f ′.

Para cada uno de los elementos f ∈ T ∗
n (q) es fácil ver que el conjunto

D = {(i, j) : f(i, j) 6= 0} es básico. La función ϕ : D → F∗
q se consigue si

se le asocia a cada (i, j) ∈ D el valor f(i, j) 6= 0. Por tanto, cada órbita

de cotransición, y por ello cada carácter de transición, de�ne un único par

(D,ϕ). Recíprocamente, dado un par (D,ϕ) con D básico y ϕ : D → F∗
q una

aplicación cualquiera, el elemento f =
∑

(i,j)∈D ϕ(i, j) e∗ij ∈ T ∗
n (q). Es decir,

existe una aplicación biyectiva entre los caracteres de transición y todos los

posibles pares (D,ϕ) con D básico y ϕ : D → F∗
q.

Ahora intentaremos descomponer cada carácter de transición en un pro-



Caracteres de transición 35

ducto de caracteres, tal como sucede en el caso de los caracteres básicos. En

primer lugar, introducimos la siguiente de�nición.

De�nición 1.4.8 Una órbita de cotransición es primaria si contiene a un

elemento de la base de un(q)∗ o a un múltiplo suyo que sea diferente de

cero. El carácter de transición asociado a una órbita primaria se denomina

carácter primario.

A continuación probaremos que cada órbita de cotransición se puede ex-

presar como una suma de órbitas primarias. Denotamos por Ψij(α), con

1 ≤ i < j ≤ n, la órbita coadjunta que contiene al elemento α e∗ij. Si α 6= 0,

Ψij(α) es una órbita primaria, mientras que si α = 0 es la órbita trivial

Ψ = {0}.

Lema 1.4.9 Sea f ∈ un(q)∗, si el soporte de f no contiene elementos ni en la

�la i ni en la columna j, la órbita de cotransición de f+α e∗ij es Ψf +Ψij(α).

Demostración: Supongamos que α 6= 0, pues en otro caso el resultado es

trivial. Los elementos de Ψij(α) se obtienen mediante cotransiciones a partir

del elemento α e∗ij, de (1.7) y (1.8) obtenemos la siguiente expresión

α e∗ij +
∑

i<k<j

αk e
∗
kj +

∑
i<l<j

α′l e
∗
il +

∑
i<k<l<j

α−1αk α
′
l e

∗
kl,

con αk, α
′
l ∈ Fq. Dada la forma del soporte de f , podemos concluir que es

posible pasar del elemento f + α e∗ij al elemento

f + α e∗ij +
∑

i<k<j

αk e
∗
kj +

∑
i<l<j

α′l e
∗
il +

∑
i<k<l<j

α−1αk α
′
l e

∗
kl

mediante cotransiciones. Por tanto, concluimos que el conjunto f + Ψij(α)

está contenido en la órbita de cotransición del elemento f + α e∗ij.
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Si f ′ ∈ Ψf , es claro que podemos transformar f + Ψij(α) en el conjunto

f ′+Ψij(α) mediante una cotransición, lo que implica que la suma de órbitas

Ψf + Ψij(α) esté contenida en la órbita de f + α e∗ij.

Por otra parte, la acción de cotransición es lineal, por lo que la suma

es cerrada para las cotransiciones. Así pues, la órbita de f + α e∗ij estará

contenida en Ψf + Ψij(α), lo que nos asegura la igualdad.

Para cada elemento τ ∈ T ∗
n (q), denotamos Ψij(τ) la órbita de cotran-

sición Ψij(τ(eij)). Con esta notación podemos probar el siguiente resultado

que permite expresar cualquier órbita de cotransición como suma de órbitas

primarias.

Teorema 1.4.10 Dado cualquier elemento τ ∈ T ∗
n (q) se tiene que

Ψτ =
∑

1≤i<j≤n

Ψij(τ).

Demostración: Por inducción en el cardinal del soporte de τ . Supongamos

que τ(ekl) es diferente de cero para algún k y l dados. Sea τ ′ = τ − τ(ekl) e
∗
kl;

es claro que τ ′ ∈ T ∗
n (q) y que su soporte tiene un cardinal menor que el

soporte de τ . Aplicando la hipótesis de inducción se tiene

Ψτ ′ =
∑

1≤i<j≤n

Ψij(τ
′).

Pero el soporte de τ ′ no contiene elementos ni en la �la k ni en la columna

l, por lo que podemos aplicar el lema anterior y así

Ψτ = Ψτ ′ + Ψkl(τ) =
∑

1≤i<j≤n

Ψij(τ).

Sea χij(α) al carácter de transición asociado a la órbita Ψij(α). Notemos

que en el caso en que α = 0 el carácter χij(0) es el carácter trivial 1Un(q).
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Para cada τ ∈ T ∗
n (q) de�nimos el carácter primario χij(τ) como χij(τ(eij)).

El resultado siguiente nos da la descomposición del carácter de transición

como producto de caracteres primarios.

Teorema 1.4.11 Sea τ ∈ T ∗
n (q), entonces

χ(τ) =
∏

1≤i<j≤n

χij(τ).

Demostración: A partir del teorema 1.4.5 podemos expresar el carácter de

transición χ(τ) como sigue:

χ(τ) =
χ(τ)(1)

|Ψτ |
∑

f∈Ψτ

v(f). (1.9)

De igual forma, para cada 1 ≤ i < j ≤ n el correspondiente carácter

primario puede escribirse como

χij(τ) =
χij(τ)(1)

|Ψij(τ)|
∑

g∈Ψij(τ)

v(g).

Dado que χ(τ)(1) = |Un(q) · τ | y puesto que soporte de τ tiene a lo sumo

un elemento en cada �la y en cada columna, es fácil ver que

|Un(q) · τ | =
∏

1≤i<j≤n

|Un(q) · τ(eij) e
∗
ij|.

Así pues,

χ(τ)(1) =
∏

1≤i<j≤n

χij(τ)(1). (1.10)

Ahora hacemos uso del lema 2.3.2 que nos da el cardinal de una órbita de

cotransición para el caso de un grupo de álgebra cualquiera, de forma que

podemos escribir:

|Ψτ | =
|Un(q) · τ |2

|Un(q) · τ ∩ τ ·Un(q)|
=

χτ (1)
2

|Un(q) · τ ∩ τ ·Un(q)|
(1.11)
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Para cada órbita primaria Ψij(τ) es fácil ver que

|Ψij(τ)| =
|Un(q) · τij|

|Un(q) · τij ∩ τij ·Un(q)|
= χij(τ)(1)

2, (1.12)

con τij = τ(eij) e
∗
ij, pues de (1.7) y de (1.8) se sigue que la intersección de las

órbitas de cotransición izquierda y derecha es el elemento τij.

Si combinamos las expresiones (1.11) y (1.12) con (1.10) tenemos que

|Un(q) · τ ∩ τ ·Un(q)| |Ψτ | =
∏

1≤i<j≤n

|Ψij(τ)|. (1.13)

Según el teorema 1.4.10, cada elemento f ∈ Ψτ se puede escribir como

una suma de funciones, cada una de ellas en una órbita primaria, es decir:

f =
∑

1≤i<j≤n

fij,

con fij ∈ Ψij(τ). Si f ′ = X · f ·Y , la descomposición de f lleva a la siguiente

descomposición de f ′:

f ′ =
∑

1≤i<j≤n

X · fij · Y,

por lo que el número de estas descomposiciones es el mismo para cualquier

elemento de Ψτ , que por la ecuación (1.13)es precisamente |Un(q) · τ ∩ τ ·

Un(q)|. Por otra parte, cada descomposición de f induce una descomposición

de la función v(f). De esa forma, v(f) =
∏

1≤i<j≤n v(fij), y se sigue que

|Un(q) · τ ∩ τ ·Un(q)|
∑

f∈Ψτ

v(f) =
∏

1≤i<j≤n

 ∑
h∈Ψij(τ)

v(h)


Si sustituimos esta expresión en (1.9) y usamos (1.10) y (1.13) obtenemos

el resultado deseado.

Por último, sólo nos falta probar que las dos formulaciones coinciden. Es

decir, que los caracteres básicos son iguales a los caracteres de transición.
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Hemos visto que cada carácter de transición χ(τ) viene indicado por un

conjunto básico D y por una función ϕ : D → F∗
q, de�nida por ϕ(i, j) =

τ(eij), tal como lo hacen los caracteres básicos de�nidos en (1.3). Por otra

parte, acabamos de ver que χ(τ) se descompone en un producto de caracteres

primarios, cada uno de ellos indicado por un elemento del conjunto básico D

de las posiciones del soporte de τ .

Así pues, para probar que χ(τ) es un carácter básico, bastará probar

que cada carácter primario es un carácter elemental, es decir, que cada uno

de ellos es la función de Kirillov asociada a la órbita coadjunta Oij(τ) =

Oij(τ(eij)). Esto es, debe probarse que

χij(τ) = φOij(τ) =
1√

|Oij(τ)|

∑
f∈Oij(τ)

ψf . (1.14)

Notemos en primer lugar que los caracteres primarios son siempre irredu-

cibles, pues como consecuencia del corolario 1.4.6 y de (1.12)

〈χij(τ), χij(τ)〉 =
χij(τ)(1)

2

|Ψij(τ)|
= 1.

Ahora sólo resta probar que la órbita de cotransición Ψij(τ) se reduce a la

órbita coadjunta Oij(τ). Para ello, basta aplicar el teorema 3.2 de [11] en el

caso G = Un(q). De ahí se deduce no sólo la igualdad Ψij(τ) = Oij(τ), sino

también que |Ψij(τ)| = |Oij(τ)| = χij(τ)(1)
2. Sustituyendo en la expresión

de los caracteres primarios dada por (1.9) llegamos a (1.14). Por tanto, hemos

demostrado el siguiente resultado.

Teorema 1.4.12 Sean τ un elemento de T ∗
n (q) y χ(τ) el carácter de transi-

ción asociado. Entonces existe un conjunto básico D y una función ϕ : D →

F∗
q tales que

χ(τ) = ξD(ϕ).
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Los caracteres básicos, o de transición, recibirán en adelante el nombre

de super-caracteres del grupo Un(q).



Capítulo 2

Super-caracteres de un grupo de

álgebra �nito

Conforme a la notación del capítulo anterior, sea p un primo, q = pe una

potencia suya con e > 1 y Fq el cuerpo de q elementos. Sea A una Fq-álgebra

asociativa de dimensión �nita y J = J(A) su radical de Jacobson. Podemos

considerar, sin pérdida de generalidad, que el álgebra A tiene identidad, re-

presentada por 1. Según la de�nición 1.2.1, el conjunto G = 1 + J es un

grupo de álgebra �nito. El objetivo de este capítulo es extender el concepto

de super-carácter al grupo de álgebra G.

Recordemos que en el capítulo anterior los super-caracteres de Un(q) se

de�nieron como los caracteres básicos o de transición del grupo. Sin embargo,

para un grupo de álgebra cualquiera G, el proceso de construcción es dife-

rente. El teorema 1.2 de [33] establece que cualquier carácter irreducible de

G está inducido por un carácter lineal de un subgrupo H ≤ G. Este hecho

ya fue probado por Carlos A. M. André en [7] para el caso en que Jp = 0.

A partir de esta propiedad, es posible de�nir el super-carácter deG asocia-

do a f ∈ J∗ como el carácter inducido por un carácter lineal del estabilizador

41
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de f para una acción de G. De esta forma, nuestra de�nición se encuentra

más próxima a la formulación de Yan (ver [82]) que a la de los caracteres

básicos. A estos volveremos en el capítulo siguiente.

2.1. Las acciones del grupo G

De forma similar a lo que sucede en Un(q), ver (1.5), el grupo de álgebra

G actúa sobre el Fq-espacio vectorial J de tres formas diferentes:

x · a→ x a acción de transición izquierda,

a · x→ a x acción de transición derecha,

ax → x−1a x acción adjunta,

donde a ∈ J y x ∈ G. La operación implicada es la multiplicación del álgebra

A. Es fácil ver que las acciones de transición derecha e izquierda conmutan,

lo que permite de�nir una acción doble del grupo G sobre J , conocida como

acción de transición, dada por x · a · y = (x · a) · y = x · (a · y) para todo

a ∈ J y todo x, y ∈ G. Dado cualquier a ∈ J , la órbita de transición que

lo contiene se denota como GaG = {x · a · y : x, y ∈ G}. Notemos que estas

órbitas son estables para la acción adjunta y por ello son unión de órbitas

adjuntas.

De acuerdo con (1.6), el grupo G de�ne sobre J∗ = HomFq(J,Fq) tres

acciones diferentes:

(xf)(a) = f(a x) acción de cotransición izquierda,

(fx)(a) = f(x a) acción de cotransición derecha,

fx(a) = f(x a x−1) acción coadjunta,

donde x ∈ G, f ∈ J∗ y a ∈ J . Las acciones de cotransición derecha e izquierda

conmutan, por lo que es posible de�nir la acción de cotransición como la
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acción doble de G sobre J∗ dada por (xfy)(a) = (xf)y(a) = x(fy)(a) =

f(yax) para x, y ∈ G, f ∈ J∗ y a ∈ J . La órbita de cotransición que contiene

al elemento f ∈ J∗ es el subconjunto GfG = {xfy : x, y ∈ G}. Como antes,

cada órbita de cotransición es unión de órbitas coadjuntas.

Nota 2.1.1 Las acciones de transición y cotransición se pueden ver como

acciones del grupo G×G sobre J y J∗ respectivamente. Así, si (x, y) ∈ G×G

de�nimos (x, y) · a = xay−1 para todo a ∈ J y de�nimos (x, y)f = xfy−1

para todo f ∈ J∗. Con esta notación se tiene que |GaG| = |G×G : CG×G(a)|

y |GfG| = |G × G : CG×G(f)|, con CG×G(a) y CG×G(f) los respectivos

estabilizadores de a y de f .

En lo que sigue denotaremos por Ω(G) el conjunto de todas las órbitas

coadjuntas de G, y por Ψ(G) el de todas las órbitas de cotransición de G.

Lema 2.1.2 Sea f ∈ J∗, los estabilizadores de f para las acciones de co-

transición derecha e izquierda son, respectivamente, los conjuntos R(f) =

1 +R(f) y L(f) = 1 + L(f), donde

R(f) = {a ∈ J : f(ab) = 0, ∀b ∈ J} y L(f) = {a ∈ J : f(ba) = 0, ∀b ∈ J}.

Demostración: Sea x = 1+a un elemento en el estabilizador R(f), entonces

fx(b) = f(b) para todo b ∈ J . Es decir, (fx)(b) = f(xb) = f((1 + a)b) =

f(b+ ab) = f(b) para todo b ∈ J y por tanto, f(ab) = 0 para todo b ∈ J ; así

pues a ∈ R(f).

Recíprocamente, supongamos x = 1 + a con a ∈ R(f). En ese caso,

(fx)(b) = f(xb) = f((1 + a)b) = f(b+ ab) = f(b) y entonces x ∈ R(f).

El resultado para la acción de cotransición izquierda se obtiene siguiendo

un razonamiento análogo.



44 Capítulo 2. Super-caracteres de un grupo de álgebra �nito

Nota 2.1.3 Los subgrupos de un grupo de álgebra G = 1+J tienen la forma

H = 1 + Y , para algún Y ⊆ J . En general, el subconjunto Y no satisfa-

ce ninguna propiedad en especial; sin embargo, cuando es un Fq-subespacio

multiplicativamente cerrado de J , H = 1 + Y recibe el nombre especial de

subgrupo de álgebra de G (ver [42]).

Es fácil comprobar que los conjuntos R(f) y L(f) son Fq-subespacios

multiplicativamente cerrados de J , por la nota anterior los estabilizadores

R(f) y L(f) son subgrupos de álgebra de G.

Dados a ∈ J y f ∈ J∗, de�nimos el elemento af ∈ J∗ (respec. fa ∈ J∗)

por (af)(b) = f(ba) (respec. (fa)(b) = f(ab)) para todo b ∈ J . Los conjuntos

Jf = {af : a ∈ J} y fJ = {fa : a ∈ J} claramente son subespacios vecto-

riales de J y se relacionan con R(f) y L(f) como se prueba en el siguiente

resultado.

Proposición 2.1.4 Sea f ∈ J∗, entonces

1. Jf = (R(f))⊥ = {g ∈ J∗ : g(a) = 0, ∀a ∈ R(f)};

2. fJ = (L(f))⊥ = {g ∈ J∗ : g(a) = 0, ∀a ∈ L(f)};

3. |R(f)| = |L(f)|.

Demostración: Dado f ∈ J∗ de�nimos la aplicación lineal

ϕf : J −→ J∗

a −→ af

cuya imagen es Im(ϕf ) = Jf . La aplicación dual (ver [46]) se de�ne como

ϕ∗f : J∗∗ −→ J∗

ω −→ ω ◦ ϕf
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Puesto que J tiene dimensión �nita, existe un isomor�smo canónico de es-

pacios vectoriales η : J → J∗∗ dado por η(a)(g) = g(a) para todo a ∈ J y

g ∈ J∗. De este modo, dado ω = η(a) ∈ J∗∗, tenemos que

ϕ∗f (ω)(b) = ω ◦ ϕf (b) = η(a)(ϕf (b)) = η(a)(bf) = bf(a) = fa(b),

para todo b ∈ J . Por tanto, ϕ∗f se puede identi�car con la aplicación

ϕ∗f : J −→ J∗

a −→ fa

cuya imagen es Im(ϕ∗f ) = fJ . Es bien conocido (ver teorema 11 del capítulo

II de [46]) que Ker(ϕ∗f )
⊥ = Im(ϕf ) = Jf , y con la identi�cación que hemos

hecho

Ker(ϕ∗f ) = {a ∈ J : fa = 0} = {a ∈ J : f(ab) = 0, ∀b ∈ J} = R(f),

lo que nos da 1.

Para obtener 2 basta observar que Ker(ϕf ) = Im(ϕ∗f )
⊥ = (fJ)⊥ y que

Ker(ϕf ) = {a ∈ J : af = 0} = {a ∈ J : f(ba) = 0, ∀b ∈ J} = L(f).

Todos los espacios vectoriales implicados son de dimensión �nita y por ello

fJ = ((fJ)⊥)⊥ = L(f)⊥.

Por último, para probar 3, observemos que |Jf | = |Im(ϕf )| = qrg(ϕf ),

mientras que |fJ | = |Im(ϕ∗f )| = qrg(ϕ∗f ). Por lo que basta probar que rg(ϕf ) =

rg(ϕ∗f ), lo que se sigue del teorema 12 del capítulo II de [46].

Como consecuencia, podemos encontrar las órbitas de cotransición dere-

cha e izquierda que contienen a un elemento f ∈ J∗.
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Corolario 2.1.5 Sea f ∈ J∗, la órbita de cotransición izquierda (respec.

derecha) de f es Gf = f + (R(f))⊥ (respec. fG = f + (L(f))⊥). Es más,

|Gf | = |fG|.

Demostración: A partir de los resultados 1 y 2 del teorema anterior se tiene

que

Gf = (1 + J)f = f + (R(f))⊥, fG = f(1 + J) = f + (L(f))⊥.

Por otra parte, de 3 se sigue que |Gf | = |(R(f))⊥| = |(L(f))⊥| = |fG|.

2.2. Super-caracteres de G. De�nición

Tras estudiar las generalidades de los grupos de álgebra, en esta sección

introducimos el concepto de super-carácter. Para ello, partimos de los carac-

teres irreducibles de J y extendemos su dominio al grupo G. Una restricción

adecuada de estas funciones permite de�nir por inducción el correspondiente

super-carácter.

La forma más habitual de extender el dominio de una función de�nida

sobre el álgebra J al grupo de álgebra G = 1 + J es utilizar la función

exponencial introducida en (1.2). Notemos que ésta es la técnica utilizada

para obtener los caracteres irreducibles de G a partir de las funciones Kirillov

(ver teorema 1.2.7) cuando la característica de Fq es mayor que el grado de

nilpotencia de J . No obstante, puesto que la expresión (1.2) no es válida para

cualquier valor de la característica, nuestra de�nición de super-caracteres no

debe depender de la exponencial. Así pues, si ψ es un carácter no trivial del

grupo F+
q , para cada f ∈ J∗ de�nimos la aplicación:
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λf : G −→ C

1 + a −→ ψf (a)
(2.1)

A pesar de que ψf es un carácter de J (ver proposición 1.2.2), en general,

λf no es un carácter de G. Sin embargo, su restricción a R(f) es un carácter

lineal.

Lema 2.2.1 Sea f ∈ J∗, la aplicación λf : G→ C es un carácter lineal del

grupo R(f) = 1 +R(f).

Demostración: Puesto que λf (1) = ψf (0) = 1, basta probar que λf |R(f) es

un carácter. Dados x, y ∈ R(f) = 1 + R(f), podemos escribir x = 1 + a,

y = 1 + b con a, b ∈ R(f). Por tanto,

λf (xy) = ψf (a+ b+ ab) = ψ(f(a) + f(b) + f(ab)) =

= ψ(f(a) + f(b)) = ψf (a)ψf (b) = λf (x)λf (y).

pues a ∈ R(f) y f(ab) = 0 para todo b ∈ J .

Nota 2.2.2 En adelante, entenderemos que λf representa el carácter lineal

de R(f) dado por la restricción λf |R(f).

De�nición 2.2.3 Sea f ∈ J∗, el super-carácter de G asociado a f es el

carácter inducido λG
f .

Al igual que en [82], dado un elemento f ∈ J∗, podemos relacionar el

super-carácter asociado a dicho elemento con la órbita de cotransición Ψ =

GfG que lo contiene.
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Teorema 2.2.4 Sea f ∈ J∗, el super-carácter de G asociado a f viene dado

por la expresión

λG
f =

|Gf |
|GfG|

∑
g∈GfG

λg. (2.2)

Demostración: Según la de�nición 1.1.14, el carácter inducido λG
f se puede

escribir como

λG
f (1 + a) =

1

|R(f)|
∑
x∈G

λ◦f [x(1 + a)x−1],

donde λ◦f la aplicación de�nida como

λ◦f (1 + a) =

 λf (1 + a) si 1 + a ∈ R(f),

0 en otro caso.

Por la proposición 1.2.2, ψf es un carácter (irreducible) del grupo abeliano

J ; si restringimos a R(f) y después inducimos a J se tiene que

(ψf |R(f))
J(a) =

 |J : R(f)| ψf (a) si a ∈ R(f),

0 en otro caso.

Expresión que, junto con la ecuación (2.1) y la proposición 1.2.2, nos lleva a

la igualdad siguiente:

λ◦f (1 + a) =
1

|J : R(f)|
(ψf |R(f))

J(a)

=
1

|J : R(f)|
∑
g∈J∗

〈(ψf |R(f))
J , ψg〉ψg(a),

para la que se ha utilizado la descomposición del carácter (ψf |R(f))
J en suma

de caracteres irreducibles. Los productos escalares se calculan mediante la

reciprocidad de Frobenius, proposición 1.1.15. Así se obtiene:
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〈(ψf |R(f))
J , ψg〉 = 〈ψf , ψg〉R(f) =

 1 si g ∈ f + (R(f))⊥,

0 en otro caso.

De forma que el super-carácter asociado a f se puede escribir como

λG
f (1 + a) =

1

|J |
∑
x∈G

∑
g∈f+(R(f))⊥

ψg(xax
−1) =

1

|J |
∑
x∈G

∑
g∈Gf

ψg(xax
−1)

=
1

|J |
∑
x∈G

1

|L(f)|
∑
y∈G

ψyf (xax
−1),

pues del corolario 2.1.5 se sigue que f+(R(f))⊥ = Gf y el estabilizador para

la acción de cotransición izquierda es L(f). Si desarrollamos esta expresión,

λG
f (1 + a) =

1

|J | |L(f)|
∑

x,y∈G

ψf (xax
−1y) =

1

|J | |L(f)|
∑

x,z∈G

ψf (xaz)

=
1

|J | |L(f)|
∑

x,z∈G

ψzfx(a) =
|CG×G(f)|
|G| |L(f)|

∑
g∈GfG

ψg(a).

Ahora bien, por el corolario 2.1.5, |fG| = |G : L(f)| = |Gf | y por la nota

2.1.1, |GfG| = |G×G : CG×G(f)|. Así pues,

λG
f (1 + a) =

|Gf |
|GfG|

∑
g∈GfG

ψg(a).

Nota 2.2.5 Hemos de�nido los super-caracteres de G a partir de la acción

de cotransición derecha, mediante la inducción del carácter lineal λf |R(f) a G.

De forma análoga, podemos trabajar con la acción de cotransición izquierda e

inducir el carácter lineal λf |L(f). Se puede probar que ambas elecciones produ-

cen el mismo resultado, por lo que la de�nición no depende de la alternativa

elegida.
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Corolario 2.2.6 El super-carácter λG
f depende sólo de la órbita de cotran-

sición Ψ = GfG que contiene a f . En adelante escribiremos λG
f = ξΨ.

Demostración: Es claro que si h ∈ GfG, las órbitas de cotransición de f y

h coinciden. Por tanto, para probar el resultado bastará ver que |Gh| = |Gf |.

Supongamos que h = xfy con x, y ∈ G y consideremos la aplicación

ϕ : Gh −→ Gf

g −→ gy−1

Si g ∈ Gh, entonces existe z ∈ G tal que g = zh, por lo que ϕ(g) = zhy−1 =

zxf ∈ Gf . Así pues, ϕ está bien de�nida.

Dado un elemento g′ ∈ Gf tal que g′ = zf con z ∈ G, es claro que

ϕ(zx−1h) = g′ y por tanto se sigue que ϕ es suprayectiva. La inyectividad se

desprende de las propiedades de la acción de cotransición: si ϕ(g) = ϕ(g′),

entonces se tiene que g = ϕ(g)y = ϕ(g′)y = g′. Por tanto, la aplicación ϕ es

biyectiva y así |Gh| = |Gf |.

Si Ψ es la órbita de cotransición que contiene a f ∈ J∗, el grado del

super-carácter ξΨ será

ξΨ(1) = λG
f (1) =

|Gf |
|GfG|

∑
g∈GfG

ψg(0) = |Gf |. (2.3)

Con este resultado podemos escribir el super-carácter ξΨ tal como se

muestra a continuación:

Corolario 2.2.7 Sea Ψ una órbita de cotransición en J∗, entonces el super-

carácter ξΨ se puede escribir como

ξΨ =
ξΨ(1)

|Ψ|
∑
f∈Ψ

λf . (2.4)
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2.3. Super-caracteres de G. Propiedades

Al igual que sucede con el grupo Un(q), los super-caracteres de un grupo

de álgebra G determinan una partición del conjunto de sus caracteres irre-

ducibles. Para probarlo, seguiremos un proceso análogo al desarrollado en

el capítulo 1, es decir, demostraremos que los super-caracteres son ortogo-

nales para el producto de Frobenius y que el carácter regular de G es una

combinación lineal de todos ellos.

Teorema 2.3.1 Sea SCh(G) = {ξΨ : Ψ ∈ Ψ(G)} el conjunto de super-

caracteres de G. Entonces se veri�ca:

〈ξΨ, ξΨ′〉G =


ξΨ(1)2

|Ψ|
si Ψ = Ψ′,

0 en otro caso.

Demostración: A partir de la expresión de los super-caracteres dada en el

corolario 2.2.7, llegamos a la siguiente expresión para el producto de Frobe-

nius:

〈ξΨ, ξΨ′〉G =
ξΨ(1)

|Ψ|
ξΨ′(1)

|Ψ′|
∑
f∈Ψ

∑
g∈Ψ′

〈λf , λg〉G.

La de�nición de las funciones λf y λg, dada por la expresión (2.1), permite

pasar del grupo de álgebra G = 1 + J al grupo aditivo (J,+), de esta forma

se puede escribir

〈λf , λg〉G =
1

|G|
∑
x∈G

λf (x)λg(x) =
1

|J |
∑
a∈J

ψf (a)ψg(a)

= 〈ψf , ψg〉J = δf,g.

Las órbitas de cotransición forman una partición de J∗, por ello 〈ξΨ, ξΨ′〉 6= 0

si y sólo Ψ = Ψ′, en cuyo caso:
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〈ξΨ, ξΨ〉 =
ξΨ(1)2

|Ψ|2
∑
f∈Ψ

∑
g∈Ψ

δf,g =
ξΨ(1)2

|Ψ|
.

Una consecuencia de este teorema es la caracterización de los super-

caracteres irreducibles. Previamente, necesitamos probar el siguiente resul-

tado.

Lema 2.3.2 Sea f ∈ J∗ y sea GfG la órbita de cotransición que lo contiene.

Entonces, el cardinal de GfG viene dado por la expresión

|GfG| = |Gf | |fG|
|Gf ∩ fG|

.

Demostración: Por la nota 2.1.1, el grupo G × G actúa sobre J∗ según la

ley (z, t)f = zft−1, para todo (z, t) ∈ G × G y todo f ∈ J∗. Por tanto,

GfG es la órbita de f para esta acción y |GfG| = |G × G : CG×G(f)|, con

CG×G(f) = {(x, y) ∈ G×G : xf = fy} = Γf .

Sea π : G×G→ G la proyección sobre la primera componente de G×G

y sea Sf = π(Γf ). Supongamos que (x, y) ∈ Γf satisface π(x, y) = 1, entonces

x = 1 y f = fy, por lo que y ∈ R(f). Así pues, se tiene que Ker(π|Γf
) =

{1} ×R(f) y por tanto, |Sf | =
|Γf |
|R(f)|

.

Además, Sf actúa transitivamente sobre el conjunto Gf ∩ fG mediante

la acción de cotransición izquierda. De hecho, si x ∈ Sf , entonces existe

y ∈ G tal que xf = fy. Si g ∈ Gf ∩ fG, por una parte g = tf , para

un cierto t ∈ G, y xg ∈ Gf ; por la otra g = fz, para algún z ∈ G y

xg = xfz = fyz ∈ fG. Es decir, xg ∈ Gf ∩ fG y la acción está bien

de�nida. Para probar la transitividad basta notar que

Gf ∩ fG = {xf = fy : (x, y) ∈ Γf} = {xf : x ∈ Sf},
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es decir, Gf ∩ fG es la órbita de f .

Sea CΓf
(f) el estabilizador de f , entonces CΓf

(f) = {x ∈ Sf : xf = f} =

Sf ∩ L(f) = L(f). Por tanto, podemos escribir:

|Gf ∩ fG| = |Sf |
|L(f)|

=
|Γf |

|L(f)| |R(f)|
.

Puesto que |GfG| = |G|2/|Γf |, sólo resta sustituir para llegar a la fórmula

�nal

|GfG| = |Gf | |fG|
|Gf ∩ fG|

.

Corolario 2.3.3 Sea f ∈ J∗ y sea Ψ = GfG la órbita de cotransición

que lo contiene. Entonces, el super-carácter ξΨ es irreducible si y sólo si

Gf ∩ fG = {f}, esto es, si y sólo si R(f) + L(f) = J .

Demostración: El super-carácter ξΨ será irreducible si y sólo si 〈ξΨ, ξΨ〉 =

1, lo que equivale, por el teorema 2.3.1 y la expresión (2.3), a que se veri�que

la igualdad |GfG| = |Gf |2. Por el lema anterior, esta condición se veri�ca si

y sólo si |Gf ∩ fG| = 1. Puesto que Gf ∩ fG = f + R(f)⊥ ∩ L(f)⊥, esto

es equivalente a Gf ∩ fG = {f}, o lo que es lo mismo: R(f)⊥ ∩ L(f)⊥ =

(R(f) + L(f))⊥ = {0}, de donde se sigue que R(f) + L(f) = J .

Teorema 2.3.4 Sea Ψ(G) el conjunto de todas las órbitas de cotransición

sobre J∗. Entonces, el carácter regular ρG es suma de super-caracteres. De

hecho, se veri�ca que

ρG =
∑

Ψ∈Ψ(G)

|Ψ|
ξΨ(1)

ξΨ.
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Demostración: En primer lugar, aplicamos el corolario 1.2.6 para obtener

la descomposición de ρG como suma de funciones de Kirillov. De esta forma

se obtiene:

ρG =
∑

O∈Ω(G)

φO(1)φO =
∑

O∈Ω(G)

∑
f∈O

ψf =
∑
f∈J∗

ψf ,

para lo que se ha usado la expresión (1.2) y el hecho de que que las órbitas

coadjuntas constituyen una partición de J∗.

Por otra parte, las órbitas de cotransición también son una partición de

J∗, de ahí que se pueda escribir

ρG =
∑
f∈J∗

ψf =
∑

Ψ∈Ψ(G)

∑
f∈Ψ

ψf =
∑

Ψ∈Ψ(G)

|Ψ|
ξΨ(1)

ξΨ.

Con este resultado y con la ortogonalidad de los super-caracteres, teorema

2.3.1, ya podemos probar que cada carácter irreducible es constituyente de

un único super-carácter.

Teorema 2.3.5 Cada carácter irreducible χ de G es constituyente de un

único super-carácter. Es más, si Ψ ∈ Ψ(G) y χ ∈ Irr(G) es un constituyente

de ξΨ, entonces

〈χ, ξΨ〉 =
χ(1) ξΨ(1)

|Ψ|
.

Demostración: Dado un carácter χ ∈ Irr(G), éste es un constituyente de

ρG y por el resultado anterior, lo será de un super-carácter ξΨ para algún

Ψ ∈ Ψ(G). El teorema 2.3.1 asegura la unicidad de este super-carácter. Para

probar la segunda parte basta ver que, por la unicidad de ξΨ, se veri�ca

χ(1) = 〈χ, ρG〉 =
|Ψ|
ξΨ(1)

〈χ, ξΨ〉.
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Por último, si el conjunto de constituyentes irreducibles del super-carácter

ξΨ se denota por IrrΨ(G), podemos deducir la siguiente propiedad.

Corolario 2.3.6 Sea Ψ ∈ Ψ(G) una órbita de cotransición. Entonces |Ψ| =∑
χ∈IrrΨ(G)

χ(1)2.

Demostración: El super-carácter ξΨ se puede escribir como una combina-

ción lineal de caracteres irreducibles. Por el resultado anterior,

ξΨ =
∑

χ∈IrrΨ(G)

〈ξΨ, χ〉χ =
ξΨ(1)

|Ψ|
∑

χ∈IrrΨ(G)

χ(1)χ.

Si evaluamos ξΨ en 1, llegamos a la expresión deseada.

2.4. Super-caracteres y super-clases

Los caracteres irreducibles de G son constantes en las clases de conju-

gación del grupo y forman una base ortogonal, con respecto al producto de

Frobenius, del espacio vectorial cf (G) formado por todas las funciones de

clase de G. En esta sección veremos que los super-caracteres son constantes

en las super-clases, que son una generalización de las clases de conjugación

del grupo, y que forman una base ortogonal del espacio de todas las funciones

que son constantes en las super-clases de G. Además, también probaremos

que veri�can una relación semejante a la Segunda Relación de Ortogona-

lidad para los caracteres irreducibles (teorema 1.1.12). Estas propiedades,

junto con las ya conocidas, es decir: ortogonalidad (teorema 2.3.1) y descom-

posición del carácter regular (teorema 2.3.4), hacen de los super-caracteres

una generalización de los caracteres irreducibles de G.

De�nición 2.4.1 Sea φ una órbita de transición en J . El subconjunto Φ =

1 + φ ⊆ G se llama super-clase de G.
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Notemos que dos elementos x e y de G pertenecen a la misma super-clase

si y sólo si x− 1 e y − 1 están en la misma órbita de transición φ de J . Por

otra parte, las super-clases son estables para la acción adjunta y por tanto,

son unión de órbitas adjuntas.

Lema 2.4.2 Si ξΨ un super-carácter de G, entonces ξΨ es constante en las

super-clases de G.

Demostración: Dados elementos x = 1 + a e y = 1 + b en la misma super-

clase, tenemos que x = 1 + zbt, con z, t ∈ G. De (2.4) se sigue que ξΨ(x) =

ξΨ(y).

Sea scf(G) el espacio vectorial de funciones de super-clase de G, es decir,

el conjunto de funciones ϕ : G→ C que son constantes en las super-clases del

grupo (ver [12]). Los resultados siguientes prueban que el conjunto de super-

caracteres de G es una base ortogonal con respecto al producto de Frobenius

del espacio scf(G).

Proposición 2.4.3 El número de super-clases de G coincide con el número

de super-caracteres de G.

Demostración: Consideramos la acción de G × G sobre J de�nida por la

nota 2.1.1, es decir (x, y)a = yax−1, para todo (x, y) ∈ G×G y todo a ∈ J .

Las órbitas de esta acción son las de transición y su número será igual al de

super-clases de G, denotado por kG×G. Sea θ el carácter permutación asociado

con esta acción (ver [41]), entonces para todo (x, y) ∈ G×G

θ(x, y) = |{a ∈ J : (x, y)a = a}|,

y por el corolario 5.15 de [41], kG×G = 〈θ, 1G×G〉.
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Por otra parte, el grupo G×G actúa también sobre el conjunto Irr(J) =

{ψf : f ∈ J∗} de acuerdo con la nota 2.1.1. Así, dado un elemento (x, y) ∈

G × G y un carácter irreducible ψf tenemos (x, y)ψf = ψxfy−1 . Además, se

veri�ca que para todo (x, y) ∈ G×G y todo a ∈ J

(x, y)ψf ((x, y)a) = ψxfy−1(yax−1) = ψ[f(y−1(yax−1)x)] = ψf (a),

En estas condiciones podemos aplicar el teorema de Brauer (teorema 6.32 de

[41]) y deducir que para cada elemento (x, y) ∈ G×G el cardinal |{f ∈ J∗ :

(x, y)ψf = ψf}| es igual al número de clases de conjugación de (J,+) �jas por

la acción de G×G. Puesto que (J,+) es abeliano y las clases de conjugación

se reducen a un único elemento, este número ha de coincidir con el cardinal

|{a ∈ J : (x, y)a = a}|, que por de�nición es θ(x, y). Por tanto,

θ(x, y) = |{f ∈ J∗ : (x, y)ψf = ψf}|,

y por ello θ es el carácter de permutación para la acción de G × G sobre

Irr(J). Para esta acción el número de órbitas es |Ψ(G)|, que por el corolario

2.2.6 es igual al número de super-caracteres. Del teorema 5.15 de [41], se

sigue que

|Ψ(G)| = 〈θ, 1G×G〉 = kG×G.

Esto es, el número de super-clases es igual al número de super-caracteres.

Los super-caracteres son funciones de super-clase (lema 2.4.2) y además,

por el teorema 2.3.1, son ortogonales entre sí. Puesto que la dimensión del

espacio de las funciones de super-clase es igual al número de éstas, como

consecuencia del teorema anterior deducimos el siguiente resultado.

Corolario 2.4.4 El conjunto {ξΨ : Ψ ∈ Ψ(G)} es una base ortogonal del

espacio complejo de las funciones de super-clase de G.
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Una vez probado que el número de super-caracteres y el de super-clases

coincide, podemos construir tablas de super-caracteres semejantes a aquéllas

que se construyen para los caracteres irreducibles de G. Como vimos en el

teorema 2.3.1, las �las de una de estas tablas son ortogonales entre sí. El

siguiente resultado prueba que las columnas también lo son.

Teorema 2.4.5 Sea Φ(G) = {Φ1, . . . ,ΦN} el conjunto de las super-clases

de G, y sea {1 + a1, . . . , 1 + aN} un sistema completo de representantes de

dichas super-clases. Si {ξΨ1 = ξ1, . . . , ξΨN
= ξN} son los super-caracteres,

entonces se veri�ca que

∑
Ψ∈Ψ(G)

〈ξΨ, ξΨ〉−1 ξΨ(1 + ai) ξΨ(1 + aj) =
|G|
|Φj|

δi,j

Demostración: A partir de la primera relación de ortogonalidad para super-

caracteres (teorema 2.3.1), podemos escribir

ξi(1)2

|Ψi|
δi,j =

1

|G|
∑
g∈G

ξi(g) ξj(g) =
1

|G|
∑
a∈J

ξi(1 + a) ξj(1 + a).

Puesto que los super-caracteres son constantes en las super-clases (lema 2.4.2)

y que éstas constituyen una partición de G, agrupando términos se llega a la

siguiente expresión:

ξi(1)2

|Ψi|
δi,j =

1

|G|

N∑
t=1

|Φt| ξi(1 + at) ξj(1 + at). (2.5)

De�nimos ahora las matrices S = (sij), K = (kij) y X = (xij) como sigue:

sij =
ξi(1)2

|Ψi|
δi,j, kij = |Φi|δi,j, xij = ξi(1 + aj), 1 ≤ i, j ≤ N.

Con la nueva notación, la ecuación (2.5) se escribe |G|S = XKX
t
, que como

S es regular es equivalente a |G| Id = (XK) (X
t
S−1). Puesto que para una
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matriz cuadrada las inversas por la derecha son necesariamente inversas por

la izquierda, podemos alterar el orden para llegar a la siguiente expresión:

|G| Id = (X
t
S−1) (XK).

Que escrita como sistema de ecuaciones da:

|G| δi,j =
∑N

t=1

|Ψt|
ξt(1)2

|Φj| ξt(1 + ai) ξt(1 + aj), 1 ≤ j ≤ N.

Por el teorema 2.3.1, llegamos a la fórmula �nal:

|G|
|Φj|

=
∑

Ψ∈Ψ(G)

〈ξΨ, ξΨ〉−1 ξΨ(1 + ai) ξΨ(1 + aj).

2.5. Un ejemplo: El álgebra de polinomios en

una indeterminada

Sea F un cuerpo y sea X = {xi : i ∈ I} una colección de indeterminadas

no conmutativas. Si k ≥ 0, la secuencia xi1 . . . xik de elementos de X, se

conoce como palabra enX de longitud k (cuando k = 0, tendremos la palabra

trivial 1). Dos palabras son iguales si sus longitudes lo son y si en posiciones

idénticas se encuentran letras idénticas. La F -álgebra libre generada por el

conjunto X (ver [61]) es el espacio vectorial F 〈X〉 cuya base son todas las

palabras de X junto con el producto dado por la yuxtaposición de palabras

de X, es decir: (
∑
αuu)(

∑
βvv) =

∑
αuβvuv. Notemos que esta construcción

es el análogo no conmutativo de un anillo de polinomios y por ello es siempre

asociativa.

Si X = {x} y F = Fq, el álgebra libre F (X) = Fq({x}) es el anillo

de polinomios Fq[x]. Sea A = Fq[x]/(x
n) = Fq(n, {x}) la Fq-álgebra de los
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polinomios de grado menor que n. Los elementos nilpotentes de A son aque-

llos polinomios cuyo término independiente es nulo. Así pues, su radical de

Jacobson es el conjunto J = 〈x, x2, . . . , xn−1〉Fq . A su vez, el espacio dual

J∗ = 〈x∗, (x2)∗, . . . , (xn−1)∗〉Fq , donde (xi)∗(xj) = δi,j para 1 ≤ i, j ≤ n− 1.

En esta sección describiremos los super-caracteres del grupo de álgebra

G = 1+J , que claramente es conmutativo. Por ello, las acciones de transición

derecha e izquierda coinciden y el estabilizador R(f) = L(f) = Jf . Notemos

que sucede lo mismo con la acción de cotransición. Esta propiedad permite

una descripción sencilla de órbitas y super-caracteres.

Proposición 2.5.1 Sea f =
s∑

i=1

fi(x
i)∗, fs 6= 0 un elemento de J∗, entonces

el estabilizador Jf = 〈xs, xs+1, . . . , xn−1〉 y la órbita de cotransición Gf =

fs(x
s)∗ + 〈(x)∗, . . . , (xs−1)∗〉.

Demostración: Si a ∈ 〈xs, . . . , xn−1〉, es fácil veri�car que f(au) = 0 para

todo u ∈ J y por tanto, 〈xs, . . . , xn−1〉 ⊆ Jf .

Recíprocamente, sea a =
∑n−1

j=1 ajx
j un elemento cualquiera de Jf , en-

tonces debe veri�carse f(axk) = 0 para k = 1, . . . , n − 2. Estas condiciones

permiten plantear el siguiente sistema de ecuaciones:



f2a1 + f3a2 + · · ·+ · · ·+ fsas−1 = 0

f3a1 + f4a2 + · · ·+ fsas−2 = 0
...

fsa1 = 0

que es homogéneo con determinante f s−1
s 6= 0, pues por hipótesis fs 6= 0.

Así pues, sólo existe la solución trivial a1 = · · · = as−1 = 0 y entonces

a ∈ 〈xs, . . . , xn−1〉. Por tanto, Jf = 〈xs, xs+1, . . . , xn−1〉.

Por el corolario 2.1.5, Gf = f + (Jf )
⊥ = fs(x

s)∗ + 〈(x)∗, . . . , (xs−1)∗〉.
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Este resultado nos indica que las órbitas de cotransición de G en J∗

diferentes de Ψ0 = 0 están parametrizadas por los elementos α(xs)∗ con

α ∈ F∗
q y 1 ≤ s ≤ n − 1. Como consecuencia obtendremos la siguiente

descomposición del espacio dual.

Corolario 2.5.2 El espacio dual J∗ es la unión disjunta

J∗ =
n−1⋃
i=1

⋃
α∈F∗q

Ψi(α)
⋃

Ψ0,

donde Ψi(α) es la órbita de cotransición que contiene al elemento f = α(xi)∗.

Demostración: Sea f ∈ J∗. Supongamos que f tiene grado s ≥ 1, en ese

caso, por la proposición anterior, f ∈ Ψs(fs). Por otra parte, si f = 0,

trivialmente, f ∈ Ψ0 y el resultado se sigue.

Dada una órbita de cotransición Ψs(α), por (2.3) el grado del super-

carácter ξΨs(α) coincide con el cardinal |Ψs(α)| = |〈x∗, . . . , (xs−1)∗〉| = qs−1.

Por tanto, hemos probado el siguiente corolario.

Corolario 2.5.3 Sea Ψs(α) la órbita de cotransición que contiene al ele-

mento α(xs)∗ ∈ J∗, entonces ξΨs(α)(1) = qs−1 para todo α ∈ F∗
q.

Puesto que los super-caracteres sólo dependen de las órbitas de cotran-

sición, es fácil deducir la fórmula del super-carácter asociado a un elemento

cualquiera de J∗.

Corolario 2.5.4 Sea f un elemento cualquiera de J∗ y sea Ψf la órbita de

cotransición que lo contiene. Si el término de mayor grado de f es (xs)∗,

entonces el super-carácter asociado a Ψf se puede escribir como

ξΨf
=


λfs(xs)∗

s−1∏
i=1

∑
α∈Fq

λα(xi)∗

 si fs 6= 0,

1G en otro caso.

(2.6)



62 Capítulo 2. Super-caracteres de un grupo de álgebra �nito

Demostración: A partir de la ecuación (2.4) podemos escribir

ξΨf
=
ξΨf

(1)

|Ψf |
∑
g∈Ψf

λg =
∑
g∈Ψf

λg,

pues G es abeliano y |Ψf | = |Gf | = |fG| = ξΨf
(1).

Supongamos que el coe�ciente del término de mayor grado fs 6= 0, por la

proposición 2.5.1 la órbita Ψf = fs(x
s)∗ + 〈(x)∗, . . . , (xs−1)∗〉. Si sustituimos,

obtenemos que el super-carácter asociado a Ψf se puede escribir como

ξΨf
= λfs(xs)∗

 ∑
g∈〈x∗,...,(xs−1)∗〉

λg

 =
∑

α1∈Fq

· · ·
∑

αs−1∈Fq

λα1x∗+···αs−1(xs−1)∗

=
∑

α1∈Fq

· · ·
∑

αs−1∈Fq

λα1x∗ · · ·λαs−1(xs−1)∗ = λfs(xs)∗

s−1∏
i=1

∑
α∈Fq

λα(xi)∗

 .

Si f = 0, entonces Ψ0 = {0} y de (2.4) se sigue que ξΨ0 = 1G.

Corolario 2.5.5 Los únicos super-caracteres irreducibles de G son aquellos

asociados a las órbitas de cotransición Ψ1(f1) = {f1x
∗}, con f1 ∈ Fq.

Demostración: Por el corolario 2.3.3 los únicos super-caracteres irreducibles

de G son aquellos asociados a órbitas de cotransición con un único elemento.

Estas órbitas que son, por la proposición 2.5.1, las que contienen a las fun-

ciones f = f1x
∗, con f1 un elemento cualquiera de Fq incluido el cero; pues

ξΨ0 = 1G.

El carácter regular de G se descompone de acuerdo con el teorema 2.3.4

en suma de super-caracteres. Cada uno de ellos aparece con multiplicidad 1

puesto que G es abeliano. Si a esto unimos la descomposición de J∗ dada por

el corolario 2.5.2, hemos demostrado el resultado recogido a continuación.
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Proposición 2.5.6 El carácter regular de G se puede descomponer como

suma de super-caracteres de la forma siguiente:

ρG = ξ0 +
n−1∑
i=1

∑
α∈F∗q

ξΨi(α).

Una vez que hemos terminado de describir los super-caracteres, estudia-

mos las super-clases de G. La situación que encontramos es dual a la de

las órbitas de cotransición. De hecho, el resultado siguiente es dual de la

proposición 2.5.1.

Proposición 2.5.7 Sea 1 + a = 1 +
t∑

j=1

ajx
j, at 6= 0, un elemento de G.

Entonces la super-clase que contiene al elemento 1 + a es

Φ(1 + a) = 1 + atx
t + 〈xt+1, . . . , xn−1〉.

Demostración: Sea 1 + a = 1 +
∑t

j=1 ajx
j, at 6= 0. Es claro que la órbita

de transición que contiene a a, Ψa, está contenida en el espacio afín atx
t +

〈xt+1, . . . , xn−1〉. Por tanto, la super-clase

Φ(1 + a) ⊆ 1 + atx
t + 〈xt+1, . . . , xn−1〉.

Recíprocamente, supongamos que z = 1 + b es un elemento de 1 + atx
t +

〈xt+1, . . . , xn−1〉. Este elemento pertenece a la super-clase Φ(1 + a) si y sólo

si b ∈ Ψa, es decir, si y sólo si existe un elemento y ∈ G tal que b = ya. Si

b =
∑n−1

j=t+1 bjx
j e y = 1+

∑n−1
j=1 yjx

j, esta condición se traduce en el siguiente

sistema de n− t− 1 ecuaciones e incógnitas

aty1 = bt+1 − at+1

at+1y1 + aty2 = bt+2 − at+2

...

an−2y1 + · · ·+ atyn−t−1 = bn−1 − an−1
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El determinante del sistema es an−t−1
t 6= 0, pues por hipótesis at 6= 0. Por

tanto el sistema tiene solución única y

1 + atx
t + 〈xt+1, . . . , xn−1〉 ⊆ Φ(1 + a),

con lo que el resultado queda probado.

Análogamente a lo que sucede con las órbitas de cotransición, las super-

clases de G vienen parametrizadas por los elementos 1 + atx
t, con at ∈ Fq

y 1 ≤ t ≤ n − 1, lo que permite descomponer el grupo G como se explica a

continuación.

Corolario 2.5.8 El grupo G se puede escribir como la unión disjunta de

super-clases

G =
n−1⋃
i=1

⋃
α∈F∗q

Φi(α)
⋃

Φ0,

donde Φi(α) es la super-clase que contiene al elemento 1 + αxi.

Demostración: Sea 1 + a 6= 1 un elemento cualquiera de G. Sea xt es el

término de menor grado de a, entonces por la proposición 2.5.7 1+a ∈ Φt(at)

por. Por otra parte, si a = 0, entonces 1 + a = 1 ∈ Φ0.

Por último, una vez descritas las órbitas de cotransición en J∗ y las super-

clases de G, estamos en condiciones de encontrar una expresión explícita para

los super-caracteres de G.

Teorema 2.5.9 Sea Ψ = Ψs(fs) la órbita de cotransición que contiene a

f = fs(xs)
∗, entonces el super-carácter asociado ξΨ viene dado por:

ξΨ(1) = qs−1, ξΨ(1 + atx
t) =


qs−1 s < t,

qs−1ψ(fsas) s = t,

0 s > t.



Un ejemplo: Polinomios en una indeterminada 65

Demostración: Por el corolario 2.5.3 se sigue que ξΨ(1) = qs−1, lo que da la

primera parte del teorema. Como consecuencia del lema 2.4.2 y del corolario

2.5.8 es su�ciente calcular los valores del super-carácter ξΨ en los elementos

1 + atx
t, con at 6= 0 y t = 1, . . . , n− 1, para conocerlo en todos los elementos

de G. Podemos distinguir dos casos:

1. Si s ≤ t, por el corolario 2.5.4 se tiene

ξΨ(1 + atx
t) = ψfs(xs)∗(atx

t)
s−1∏
i=1

∑
α∈Fq

ψαi(xi)∗(atx
t)


= ψ(fsatδs,t)

s−1∏
i=1

∑
α∈Fq

ψ(0)

 = qs−1ψ(fsatδs,t).

2. Si s > t, tendremos

ξΨ(1 + atx
t) = ψfs(xs)∗(atx

t)
s−1∏
i=1
i6=t

∑
α∈Fq

ψα(xi)∗(atx
t)

∑
β∈Fq

ψβ(xt)∗(atx
t)


= ψ(0)

s−1∏
i=1
i6=t

∑
α∈Fq

ψ(0)

∑
β∈Fq

(βat)

 = qs−2

∑
β∈Fq

ψat(β)


= qs−1〈ψat , 1Fq〉Fq = 0,

siempre y cuando at 6= 0, pues en ese caso ψat es un carácter no trivial

de Fq.
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Capítulo 3

La aproximación combinatoria

Sea A la Fq-álgebra �nita de los polinomios en m indeterminadas no

conmutativas, x1, . . . , xm, con coe�cientes en Fq y de grado estrictamente

menor que n. Si X es el conjunto de indeterminadas, denotamos esta álgebra

por Fq(n,X). El radical de Jacobson J = J(A) está formado por todos los

polinomios de A cuyo término independiente es nulo. Este capítulo continúa

con el problema planteado en la sección 2.5 y trata de estudiar los super-

caracteres del grupo de álgebra G = 1 + J . Para ello, es su�ciente conocer

las órbitas de la acción de cotransición de G sobre el espacio dual J∗. Sin

embargo, si exceptuamos los casos más simples, estas órbitas, y por tanto los

super-caracteres asociados, no tienen una descripción sencilla, sobre todo si

el número m de indeterminadas es grande.

La estrategia que seguiremos será la de encontrar una descripción combi-

natoria de órbitas y super-caracteres, en la línea del trabajo de Carlos André

(ver sección 1.3). Para ello, puesto que J es el Fq-espacio vectorial generado

por los monomios de la forma xα1
i1
. . . xαr

ir
, con 1 ≤ i1, . . . , ir ≤ m no nece-

sariamente distintos, αj > 0 para todo j y
∑r

j=1 αj < n; dotaremos a este

conjunto de un orden adecuado y probaremos que se puede asociar a cada

67
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elemento f ∈ J∗ un conjunto básico D y un carácter básico ξD(ϕ) de forma

que el super-carácter ξf sea un constituyente suyo. Sin embargo, al contrario

de lo que sucede en el caso del grupo Un(q) (ver sección 1.4), estos nuevos ca-

racteres básicos no son super-caracteres, sino una combinación lineal de ellos.

Aún así, constituyen un sistema de caracteres ortogonales que descompone

el carácter regular de G.

3.1. Caracteres básicos. De�nición y propieda-

des

El conjunto B = {xα1
i1
. . . xαr

ir
: 1 ≤ i1, . . . , ir ≤ m, αj > 0,

∑r
j=1 αj < n}

es claramente una base de J . Para simpli�car, nos referiremos al monomio

xα1
i1
. . . xαr

ir
de una forma más compacta como µ; el conjunto de índices aso-

ciado será i(µ) = {i1, . . . , ir} y el de exponentes α(µ) = {α1, . . . , αr}.

De�nición 3.1.1 Sean µ y ν monomios, entonces µ < ν si existen mono-

mios γ y δ, no necesariamente diferentes de 1, tales que ν = γµδ.

Es fácil ver que 3.1.1 es un orden parcial para el conjunto de monomios

generadores, pero no es total. Por ejemplo, si A = Fq(4, {x, y}) es el álgebra

de polinomios en las indeterminadas no conmutativas x, y cuyo grado es

estrictamente menor que 4, los monomios xyx e y2 no son comparables por

la relación <.

Puesto que B es una base de J , para cada µ ∈ B podemos de�nir la

aplicación µ∗ : J → Fq tal que µ∗(ν) = δµ,ν , para todo ν ∈ B. El conjunto

B∗ = {µ∗ : µ ∈ B} es la base dual de B. El orden < se puede extender a B∗

con sólo considerar µ∗ < ν∗ si y sólo si µ < ν.



Caracteres básicos 69

Como paso previo al estudio de las órbitas de cotransición, vemos cómo

actúa el grupo sobre cada uno de los elementos de la base dual.

Proposición 3.1.2 Sea µ∗ = (xα1
i1
. . . xαr

ir
)∗ un elemento de B∗, y sea ν =

xβ1

j1
. . . xβs

js
un monomio, entonces

νµ∗ =

 (xα1
i1
. . . x

αk−1

ik−1
)∗ si existe k tal que xαk

ik
= xβ1

j1
, . . . , xαr

ir
= xβs

js
,

0 en otro caso.

Por otra parte,

µ∗ν =

 (x
αk+1

ik+1
. . . xαr

ir
)∗ si existe k tal que xα1

i1
= xβ1

j1
, . . . , xαk

ik
= xβs

js
,

0 en otro caso.

Demostración: Probaremos el resultado únicamente para la acción izquier-

da, puesto que para la derecha la demostración es análoga. Supongamos

entonces que existe un k tal que xαk
ik

= xβ1

j1
, . . . , xαr

ir
= xβs

js
, por lo que para

todo δ ∈ B

νµ∗(δ) = µ∗(δxβ1

j1
. . . xβs

js
) = (xα1

i1
. . . x

αk−1

ik−1
xαk

ik
. . . xαr

ir
)∗(δxαk

ik
. . . xαr

ir
).

Es claro que νµ∗(δxβ1

j1
. . . xβs

js
) 6= 0 si y sólo si δ = xα1

i1
. . . x

αk−1

ik−1
, de donde se

sigue que

νµ∗ = (xα1
i1
. . . x

αk−1

ik−1
)∗.

Nota 3.1.3 Como consecuencia de este resultado, µµ∗ = µ∗µ = 0 para cual-

quier monomio µ ∈ B.

Dado f ∈ J∗ un elemento cualquiera, no es fácil encontrar una expresión

simple para su órbita de cotransición. Nuestro objetivo consiste en intentar

describir la órbita de f a partir de las órbitas de sus monomios. Para ello,

necesitamos introducir la siguiente de�nición:
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De�nición 3.1.4 Sea µ∗ ∈ B∗ un elemento de la base dual. Entonces:

1. Jµ = 〈ν : ν ≮ µ〉Fq ,

2. Vµ = J⊥µ = 〈ν∗ : ν∗ < µ∗〉Fq .

Notemos que dado un elemento µ∗ ∈ B∗, el conjunto {ν∗ : ν∗ ≮ µ∗} está

formado no sólo por los monomios ν∗ > µ∗, sino también por aquellos que

no son comparables con µ∗ por la relación de orden.

Proposición 3.1.5 Sea µ∗ ∈ B∗ un elemento de la base dual. El conjunto

Jµ es un ideal bilátero de J y por tanto, 1 + Jµ es un subgrupo normal de G.

Demostración: Sea β un elemento de Jµ, entonces β ≮ µ, es decir, no

existen monomios γ y δ tales que γβδ = µ. Por tanto, εβ ≮ µ y βε ≮ µ, para

todo monomio ε ∈ B. En consecuencia, εβ ∈ Jµ y βε ∈ Jµ, para todo ε ∈ B.

Así pues, Jµ es un ideal bilátero de J , y de acuerdo con la terminología de

[42], 1 + Jµ es un subgrupo ideal de G. Es fácil ver que todo subgrupo ideal

es normal en G.

El siguiente resultado permite encontrar un espacio afín que contiene a

la órbita de cada monomio, lo que constituye un primer paso para la cons-

trucción de los caracteres básicos.

Proposición 3.1.6 Sea f = cµµ
∗, con cµ ∈ F∗

q. Entonces:

1. Jµ ⊆ R(f) ∩ L(f),

2. Ψf = Ψµ(cµ) ⊆ cµµ
∗ + Vµ = cµµ

∗ + 〈ν∗ : ν∗ < µ∗〉.

Demostración: Para probar la primera a�rmación consideramos β un mo-

nomio generador de Jµ y ε uno de J . Por de�nición, no existen monomios,
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incluida la identidad, γ y δ tales que γβδ = µ. Por tanto, f(βε) = 0 y

f(εβ) = 0 para todo ε ∈ B, es decir, β ∈ R(f)∩L(f) y el resultado se sigue.

Para probar el segundo punto, tomamos x = 1+a, y = 1+b dos elementos

cualesquiera de G. Es claro que

xfy = (1 + a)f(1 + b) = f + af + fb+ afb.

Por la proposición 3.1.2, concluimos que af , fb y afb son elementos del

subespacio vectorial Vµ. Por lo tanto:

Ψf = Ψµ(cµ) ⊆ cµµ
∗ + Vµ = cµµ

∗ + 〈ν∗ : ν∗ < µ∗〉.

Es importante notar que la órbita de cotransición Ψf puede estar conte-

nida estrictamente en el subespacio afín cµµ∗+〈ν∗ : ν∗ < µ∗〉, como se puede

apreciar en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 3.1.7 Sea A = Fq(4, {x, y}). El elemento (xyx)∗ + y∗ ∈ J∗ perte-

nece al subespacio (xyx)∗ + 〈ν∗ : ν∗ < (xyx)∗〉 pero no pertenece a la órbita

Ψ(xyx)∗. Si así fuera, podríamos encontrar elementos a y b en J tales que

a (xyx)∗+(xyx)∗b+a (xyx)∗b = y∗, lo que se veri�ca si y sólo si a (xyx)∗ = 0,

(xyx)∗b = 0, a (xyx)∗b = y∗, de donde se deduce que a = b = x. Sin embargo,

(1 + x) (xyx)∗(1 + x) 6= (xyx)∗ + y∗.

En caso de que f sea un elemento cualquiera de J∗, no necesariamente

un monomio, podemos de�nir los siguientes conjuntos:

De�nición 3.1.8 Sea f =
∑

µ∈I cµµ
∗ un elemento de J∗. Entonces:

1. Jf =
⋂

µ∈I Jµ,

2. Vf = (Jf )
⊥ =

∑
µ∈I Vµ.
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Notemos que para el álgebra conmutativa A = Fq(n, {x}) esta de�nición

se reduce a la de la proposición 2.5.1. En ese caso, el orden < de�nido sobre

el conjunto de monomios {x, x2, . . . , xn−1} es total y se puede expresar como

xi < xj si y sólo si i < j. Si tomamos un elemento f =
∑s

i=1 fi(x
i)∗, con

fs 6= 0, por la de�nición anterior a cada monomio xi le asociamos el conjunto

Ji = 〈xk : i ≤ k〉, y puesto que i < j implica Jj < Ji, el conjunto Jf será

Jf =
s⋂

i=1
fi 6=0

Ji = Js = 〈xs, . . . , xn−1〉,

como se obtenía en la proposición 2.5.1.

De nuevo en el caso general, A = Fq(n,X), encontramos el siguiente

resultado, análogo a la proposición 3.1.5.

Proposición 3.1.9 Sea f =
∑

µ∈I cµµ
∗ un elemento de J∗, entonces Jf es

un ideal de J , y por tanto 1 + Jf es un subgrupo normal de G.

Demostración: La proposición 3.1.5 establece que cada Jµ es un ideal bilá-

tero de J , por lo que su intersección Jf también lo será. Así pues, 1 + Jf es

un subgrupo ideal, y por tanto normal, de G.

La siguiente de�nición es crucial a la hora de dar una descripción com-

binatoria de las órbitas de cotransición de J∗. Constituye una generalización

de la noción de conjunto básico introducida en 1.3.3.

De�nición 3.1.10 Un subconjunto D ⊆ B se dice básico si es vacío o si sus

elementos son no comparables dos a dos por la relación <.

Puesto que µ∗ < ν∗ si y sólo si µ < ν, un subconjunto D∗ ⊆ B∗ es básico

si y sólo si el subconjunto D = {µ : µ∗ ∈ D∗} ⊆ B lo es. De esta forma,

podemos hablar indistintamente de subconjuntos básicos de la base B o de

su dual B∗.
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De�nición 3.1.11 Sea D ⊆ B un conjunto básico no vacío. Entonces:

1. JD =
⋂

ν∈D Jν ,

2. VD = J⊥D =
∑

ν∈D Vν .

Nota 3.1.12 En caso que D = ∅ el ideal JD = J y VD = 0.

El resultado siguiente es clave, pues permite relacionar cada elemento

f ∈ J∗ con un único conjunto básico.

Proposición 3.1.13 Sea f =
∑

µ∈I cµµ
∗ un elemento de J∗. Si f0 = f |Jf

=∑
ν∈D cνν

∗, entonces existe un conjunto básico D tal que:

1. JD = Jf0 ⊆ R(f) ∩ L(f),

2. Ψf ⊆
∑

ν∈D cνν
∗ + Vf = f0 + VD.

Demostración: Dado f =
∑

µ∈I cµµ
∗, consideramos D ⊆ I el subconjunto

formado por todos aquellos índices tales que el conjunto {ν∗ : ν ∈ D} está

constituido por todos los elementos maximales de {µ∗ : µ ∈ I}. Es fácil ver

que en estas condiciones D es un conjunto básico.

Supongamos que µ∗ < ν∗, entonces Vµ ⊆ Vν y por tanto, Jν ⊆ Jµ. Puesto

que los elementos de D son maximales se sigue que

Jf =
⋂
µ∈I

Jµ =
⋂
ν∈D

Jν = JD = Jf0 ,

con f0 = f |Jf
=
∑

ν∈D cνν
∗, también por maximalidad. Sea β un monomio

generador de JD. Los elementos del conjunto {ν∗ : ν ∈ D} son maximales, así

pues, no existen monomios γ y δ, no necesariamente distintos de la identidad,

tales que γβδ = µ para todo µ ∈ I. Por tanto, f(βε) = 0 y f(εβ) = 0 para

todo ε ∈ B, es decir, β ∈ R(f) ∩ L(f).
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Para probar el segundo resultado partimos de dos elementos cualesquiera

y = 1 + a, z = 1 + b de G. Por la proposición 3.1.6 y por la maximalidad de

los elementos del conjunto básico D tenemos que

yfz = y

(∑
µ∈I

cµµ
∗

)
z =

∑
µ∈I

cµ(yµ∗z) ∈ f + Vf = f0 + VD.

Y debido a que VD ≤ J∗ es estable para la acción de cotransición, la órbita

Ψf está contenida en f0 + VD.

De�nición 3.1.14 Sea f =
∑

µ∈I cµµ
∗ un elemento de J∗. La forma redu-

cida de f es la restricción f0 = f |Jf
.

Está claro que cada elemento f ∈ J∗ determina una única forma redu-

cida f0 por restricción y por tanto, un único conjunto básico D ⊆ B. Re-

cíprocamente, cada conjunto básico D ⊆ B determina un único subespacio

VD = 〈ν∗ : ν ∈ D〉, pero no ocurre lo mismo con las formas reducidas, pues

cada función f0 ∈ VD es una forma reducida compatible con D. No obstante,

podemos particularizar aún más si consideramos una función ϕ que nos dé

los coe�cientes. De esta forma, podemos asociar una única forma reducida a

cada par (D,ϕ).

De�nición 3.1.15 Sea D ⊆ B un conjunto básico y sea ϕ : D → F∗
q una

función cualquiera. La forma reducida asociada al par (D,ϕ) es el elemento

f0 =
∑

ν∈D ϕ(ν)ν∗.

Una vez establecido el concepto de conjunto básico, será posible introducir

los caracteres básicos como productos de caracteres asociados a cada elemento

del conjunto.
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De�nición 3.1.16 Sea D ⊆ B un conjunto básico y sea ϕ : D → F∗
q una

función cualquiera. Si cν = ϕ(ν) para todo ν ∈ D, el carácter básico ξD(ϕ)

se de�ne como

ξD(ϕ) =


∏

ν∈D(λcνν∗|1+Jν )
G si D 6= ∅,

1G si D = ∅.

En primer lugar debemos comprobar que ξD(ϕ) es un carácter. El caso

D = ∅ es trivial, pues ξD(ϕ) = 1G. En otro caso, por la proposición 3.1.6,

Jν ≤ R(cνν
∗) y por el lema 2.2.1 λcνν∗|1+Jν es un carácter de 1 + Jν para

cada ν ∈ D. Su producto es claramente un carácter de G.

Los resultados siguientes van encaminados a probar que los caracteres bá-

sicos forman un conjunto de caracteres ortogonales. Comenzamos por escribir

cada uno de ellos como un carácter inducido.

Lema 3.1.17 Sea D ⊆ B un conjunto básico no vacío, sea ϕ : D → F∗
q

una aplicación cualquiera y sea ξD(ϕ) el correspondiente carácter básico. Si

f0 =
∑

ν∈D ϕ(ν)ν∗ es la forma reducida asociada a (D,ϕ), entonces

ξD(ϕ)(x) =


∏
ν∈D

|J : Jν | λf0(x) si x ∈ 1 + JD = 1 +
⋂
ν∈D

Jν ,

0 en otro caso.

(3.1)

Demostración: Sea x = 1+ a, con a ∈ J . Por analogía con la demostración

del teorema 2.2.4, para cada ν ∈ D podemos escribir

(λcνν∗|1+Jν )
G(1 + a) =

1

|Jν |
∑
y∈G

λ◦[y(1 + a)y−1].

Por la proposición 3.1.9, el subgrupo 1 + Jν es normal en G. Así pues, la

función λ◦ viene dada por la siguiente expresión:

λ◦(1 + a) =

 λ(1 + a) si a ∈ Jν ,

0 en otro caso.
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Supongamos que a ∈ Jν , entonces

(λcνν∗|1+Jν )
G(1 + a) =

1

|Jν |
∑
y∈G

ψcνν∗(yay
−1) =

1

|Jν |
∑
y∈G

ψcνy−1ν∗y(a).

Como consecuencia de la proposición 3.1.6 y de la de�nición 3.1.4, la ór-

bita Ψµ(cµ) ⊆ cνν
∗ + Vν , con Vν = J⊥ν , y para todo y ∈ G se tiene que

ψy−1cνν∗y(a) = ψ(cνν
∗(a) + g(a)) = ψ(cνν

∗(a)), pues g ∈ J⊥ν . Por tanto, para

cada ν ∈ D el carácter inducido

λG
cνν∗(x) =

 |J : Jν |λcνν∗(x) si x ∈ 1 + Jν ,

0 en otro caso.

Por último, si f0 =
∑

ν∈D ϕ(ν)ν∗ es la forma reducida asociada al par (D,ϕ),

basta sustituir en la fórmula del carácter básico para obtener

ξD(ϕ)(x) =


∏
ν∈D

|J : Jν | λf0(x) si x ∈ 1 + JD = 1 +
⋂
ν∈D

Jν ,

0 en otro caso.

Lema 3.1.18 Sea D ⊆ B un conjunto básico no vacío, sea ϕ : D → F∗
q una

aplicación cualquiera y sea ξD(ϕ) el correspondiente carácter básico. Entonces

ξD(ϕ) es un múltiplo entero de (λf0|1+JD
)G, es más

ξD(ϕ) =

∏
ν∈D |J : Jν |
|J : JD|

(λf0|1+JD
)G.

Demostración: Sea f0 la forma reducida asociada al par (D,ϕ), entonces,

por la proposición 3.1.13, JD = Jf0 y por un argumento análogo al de la

demostración anterior se obtiene la expresión

(λf0|1+JD
)G(x) =

 |J : JD| λf0(x) si x ∈ 1 + JD,

0 en otro caso,
(3.2)
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que comparada con la ecuación (3.1) lleva a

ξD(ϕ) =

∏
ν∈D |J : Jν |
|J : JD|

(λf0|1+JD
)G

Sólo falta probar que la constante

∏
ν∈D |J : Jν |
|J : JD|

es un entero. Para ello

basta observar que para cada ν ∈ D, el índice |J : Jν | = |J⊥ν | = |Vν | = qdim Vν ,

por lo que |J : JD| = |(
⋂

ν∈D Jν)
⊥| = |

∑
ν∈D Vν | = qdim (

∑
ν∈D Vν). Así pues,

con sólo sustituir se llega a la igualdad

∏
ν∈D |J : Jν |
|J : JD|

=
q

∑
ν∈D dim Vν

qdim (
∑

ν∈D Vν)
,

que es siempre un entero, puesto que
∑

ν∈D dimVν ≥ dim (
∑

ν∈D Vν), con

la igualdad únicamente en el caso en que
∑

ν∈D Vν es una suma directa (ver

teorema I.11 de [46]).

Probaremos por �n que los caracteres básicos constituyen un sistema de

caracteres ortogonales.

Teorema 3.1.19 Sean ξD(ϕ) y ξD′(ϕ′) dos caracteres básicos. Entonces

〈ξD(ϕ), ξD′(ϕ′)〉 6= 0 si y sólo si D = D′ y ϕ = ϕ′.

Demostración: Por el lema 3.1.18, existen enteros positivos c1 y c2 tales

que ξD(ϕ) = c1 (λf0|1+JD
)G y ξD′(ϕ′) = c2 (λf ′0

|1+JD′ )
G, con f0 y f ′0 las formas

reducidas asociadas a (D,ϕ) y (D′, ϕ′) respectivamente. De esta forma

〈ξD(ϕ), ξD′(ϕ′)〉 = C 〈(λf0|1+JD
)G, (λf ′0

|1+JD′ )
G〉,

con C un entero positivo. Así pues, el producto escalar de los caracteres

básicos será diferente de cero si y sólo si 〈(λf0|1+JD
)G, (λf ′0

|1+JD′ )
G〉 6= 0. A

partir de (3.2) obtenemos
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〈(λf0|1+JD
)G, (λf ′0

|1+JD′ )
G〉 =

|J : JD| |J : JD′|
|J |

〈λf0 , λf ′0
〉1+(JD∩JD′ )

=
|J |

|JD + JD′|
〈ψf0 , ψf ′0

〉JD∩JD′ .

Puesto que ψf0 y ψf ′0
son caracteres irreducibles de (J,+), el producto escalar

〈ψf0 , ψf ′0
〉JD∩JD′ 6= 0 si y sólo si ψf0|JD∩JD′ = ψf ′0

|JD∩JD′ , es decir, si y sólo

si f0 − f ′0 ∈ (JD ∩ JD′)⊥ = J⊥D + J⊥D′ ; lo que por la proposición 3.1.13 es

equivalente a

f0 − f ′0 ∈
∑
ν∈D

Vν +
∑
µ∈D′

Vµ. (3.3)

Recordemos que por la de�nición de forma reducida f0 /∈
∑

ν∈D Vν y f ′0 /∈∑
µ∈D′ Vµ. Supongamos D 6= D′, entonces podremos distinguir dos casos:

1. Para todo µ ∈ D′ existe ν ∈ D tal que µ ≤ ν. En ese caso, es claro que∑
µ∈D′ Vµ ≤

∑
ν∈D Vν y que f ′0 ∈

∑
ν∈D Vν ; entonces f0 ∈

∑
ν∈D Vν y

llegamos a una contradicción.

2. En otro caso, siempre podemos encontrar un elemento µ ∈ D′ tal que

µ∗ no es comparable con ninguno de los monomios de f0. Así, µ∗ /∈∑
ν∈D Vν +

∑
µ∈D′ Vµ y por tanto, f0 − f ′0 /∈

∑
ν∈D Vν +

∑
µ∈D′ Vµ.

Una vez que tenemos D = D′, la condición 3.3 se reduce a f0−f ′0 ∈
∑

ν∈D Vν ,

que se satisface si y sólo si f0−f ′0 = 0. La de�nición de forma reducida implica

ϕ = ϕ′.

Al igual que ocurre con los super-caracteres, los caracteres básicos consti-

tuyen una partición de los irreducibles de G. Como primer paso, probaremos

que cada super-carácter es constituyente de un único carácter básico.
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Teorema 3.1.20 Sea f un elemento de J∗ y sea Ψ la órbita de cotransición

que lo contiene. El super-carácter ξΨ es constituyente de uno y sólo de un

carácter básico ξD(ϕ).

Demostración: Sea f =
∑

µ∈I cµµ
∗ un elemento de J∗. Por la proposición

3.1.13, existe un conjunto básico D y una aplicación ϕ : D → F∗
q tales que

Ψ ⊆ f0 +
∑

ν∈D Vν , con cν = ϕ(ν) y f0 =
∑

ν∈D cνν
∗ la forma reducida

de f . Por otra parte, sabemos que existe un entero positivo e que satisface

ξD(ϕ) = e (λf0|1+JD
)G (ver lema 3.1.18) y en consecuencia 〈ξΨ, ξD(ϕ)〉 =

e 〈ξΨ, (λf0|1+JD
)G〉. La reciprocidad de Frobenius (proposición 1.1.15) lleva a

la siguiente expresión:

〈ξΨ, ξD(ϕ)〉 = e 〈ξΨ, λf0〉1+JD
= e

ξΨ(1)

|Ψ|
∑
g∈Ψ

〈ψg, ψf0〉JD
.

Puesto que Ψ ⊆ f0 +
∑

ν∈D Vν = f0 + (
⋂

ν∈D Jν)
⊥ = f0 + J⊥D , claramente

g|JD
= f0 y por ello, 〈ψg, ψf0〉JD

= 〈ψf0 , ψf0〉JD
> 0 para todo g ∈ Ψ.

Así pues, 〈ξΨ, ξD(ϕ)〉 6= 0 y ξΨ es constituyente de ξD(ϕ). Notemos que ξΨ

sólo puede ser constituyente de ξD(ϕ) por la ortogonalidad de los caracteres

básicos probada en el teorema anterior.

Por el teorema 2.3.5 cada carácter irreducible de G es constituyente de

un único super-carácter, de ahí se deduce el siguiente resultado.

Corolario 3.1.21 Sea χ ∈ Irr(G). Entonces existen un único conjunto bá-

sico D ⊆ B y una única función ϕ : D → F∗
q tales que χ es constituyente de

ξD(ϕ).

3.2. Descomposición de los caracteres básicos

En esta sección estudiaremos cómo se descomponen los caracteres básicos

en términos de super-caracteres. En primer lugar, veremos que los caracte-
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res básicos son constantes sobre las super-clases de G, lo que implica (ver

corolario 2.4.4) que se pueden escribir como una combinación lineal comple-

ja de super-caracteres. Probaremos que, sin embargo, esos coe�cientes son

números enteros. A continuación, estudiaremos un caso particular: los carac-

teres básicos totalmente rami�cados y encontraremos una caracterización.

Comenzamos por probar el dual de la proposición 3.1.13.

Lema 3.2.1 Sea x = 1+
∑

µ∈I aµµ un elemento de G y sea Φ la super-clase

que lo contiene. Existe un conjunto básico D′ ⊆ B tal que

Φ ⊆ 1 +
∑
ν∈D′

Jν .

Demostración: Sea a =
∑

µ∈I aµµ. De�nimos D′ ⊆ I como el conjunto

formado por todos los elementos minimales de I. Claramente (ver de�nición

3.1.10), D′ es un conjunto básico.

Sean x e y dos elementos cualesquiera de G, entonces, por la minimalidad

de los elementos deD′, se tiene que xay−1 =
∑

ν∈D′ aνν+h con h ∈
∑

ν∈D′ Jν ,

de donde se sigue el resultado.

Proposición 3.2.2 Todo carácter básico ξD(ϕ) es constante sobre las super-

clases de G.

Demostración: Dado ξD(ϕ) un carácter básico cualquiera, recordemos que

es constante sobre las super-clases de G (ver de�nición 2.4.1) si y sólo si se

veri�ca ξD(ϕ)(1 + a) = ξD(ϕ)(1 + xay−1) para todo x, y ∈ G.

Puesto que D ⊆ B es un conjunto básico, el subgrupo 1 + JD de�nido

en 3.1.11 es un subgrupo ideal. Así pues, JD es un ideal bilátero de J y por

tanto, para todo par de elementos x e y de G, xay−1 ∈ JD si y sólo si a ∈ JD.

Si a /∈ JD el resultado se deduce trivialmente, pues por la ecuación (3.1)
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ξD(ϕ)(1 + xay−1) = 0 para todo x, y ∈ G. En otro caso, también por (3.1),

existe una constante positiva e tal que ξD(ϕ)(1 + a) = e λf0(1 + a). Así pues,

para probar el resultado basta considerar a ∈ JD y ver que λf0(1 + a) =

λf0(1 + xay−1) para todo x, y ∈ G.

Por el lema anterior, si a =
∑

µ∈I aµµ existe un conjunto básico D′,

formado por los elementos minimales de I, tal que para todo x, y ∈ G se tiene

que xay−1 =
∑

ν∈D′ aνν + h con h ∈
∑

ν∈D′ Jν . Notemos que los monomios

que forman h no pueden estar en D′, pero tampoco pueden estar en D, pues

a ∈ JD y para cada monomio ν ∈ D′ no puede existir µ ∈ D tal que ν < µ.

Puesto que f0 =
∑

µ∈D ϕ(µ)µ∗, se sigue que f0(h) = 0 y entonces para todo

x, y ∈ G

f0(xay
−1) = f0(

∑
ν∈D′

aνν + h) = f0(
∑
ν∈D′

aνν)

=
∑

µ∈D∩D′

ϕ(µ)aµ = f0(a).

En consecuencia λf0(1 + a) = λf0(1 + xay−1) y por ello,

ξD(ϕ)(1 + xay−1) = ξD(ϕ)(1 + a),

con lo que queda probado el resultado.

Corolario 3.2.3 El carácter básico ξD(ϕ) es una C-combinación lineal de

super-caracteres.

Demostración: Basta aplicar el corolario 2.4.4.

Teorema 3.2.4 Sea ξD(ϕ) un carácter básico. Si f0 es la forma reducida

asociada al par (D,ϕ), existen enteros positivos CΨ tales que

ξD(ϕ) =
∑

Ψ⊆f0+VD

CΨξΨ.
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Demostración: Por el corolario anterior podemos escribir ξD(ϕ) como una

combinación lineal de super-caracteres. Así, si Ψ(G) denota el conjunto de

todas las órbitas de cotransición en J∗, tenemos que

ξD(ϕ) =
∑

Ψ∈Ψ(G)

CΨξΨ.

Comenzamos por probar que CΨ 6= 0 si y sólo si Ψ ⊆ f0 + VD. Pues-

to que los super-caracteres son ortogonales (ver teorema 2.3.1) deducimos

que cada constante CΨ = 〈ξD(ϕ), ξΨ〉/〈ξΨ, ξΨ〉, por lo que basta probar que

〈ξD(ϕ), ξΨ〉 6= 0 si y sólo si Ψ ⊆ f0 + VD. Por el lema 3.1.18, el carác-

ter básico ξD(ϕ) = e (λf0|1+JD
)G con e un entero positivo. Por la reciproci-

dad de Frobenius, proposición 1.1.15, 〈ξD(ϕ), ξΨ〉 = e 〈(λf0|1+JD
)G, ξΨ〉1+J =

e 〈λf0 , ξΨ〉1+JD
. A partir de la fórmula (2.4) se puede escribir

〈ξD(ϕ), ξΨ〉 =
e ξΨ(1)

|Ψ|
∑
g∈Ψ

〈λf0 , λg〉1+JD
=
e ξΨ(1)

|Ψ|
∑
g∈Ψ

〈ψf0 ,Ψg〉JD
.

Puesto que ψf0 y Ψg son caracteres lineales de (J,+) (ver proposición

1.2.2) sus restricciones a JD también lo son, por tanto

〈ψf0 ,Ψg〉JD
=

 1 si g − f0 ∈ J⊥D ,

0 en otro caso.
(3.4)

Así pues, 〈ξD(ϕ), ξΨ〉 6= 0 si y sólo si Ψ ∩ (f0 + VD) 6= ∅, pues por la de�-

nición 3.1.11 J⊥D = VD. Ahora bien, como vimos en la proposición 3.1.13 el

espacio VD es estable para la acción de cotransición, por lo que se deduce que

〈ξD(ϕ), ξΨ〉 6= 0 si y sólo si Ψ ⊆ f0 + VD.

Sólo resta ver que las constantes CΨ son números enteros. Hemos visto

que para cada Ψ ∈ Ψ(G) la constante CΨ = 〈ξD(ϕ), ξΨ〉/〈ξΨ, ξΨ〉. Suponga-

mos que Ψ ⊆ f0 + VD, de la fórmula (3.4) y el lema 3.1.18 concluimos que
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〈ξD(ϕ), ξΨ〉 = e ξΨ(1) con e entero y por el teorema 2.3.1, CΨ = e |Ψ|/ξΨ(1).

Si f ∈ Ψ, entonces la fórmula (2.3), el lema 2.3.2 y la proposición 2.1.4

conducen a:

|Ψ|
ξΨ(1)

=
|Gf |

|Gf ∩ fG|
=

|R(f)⊥|
|(R(f) + L(f))⊥|

=
qdim(R(f)+L(f))

qdim(R(f))
,

que es claramente un entero. El resultado se sigue.

Nota 3.2.5 Es importante notar que mientras que en el grupo Un(q) los

caracteres básicos y los super-caracteres coinciden, en nuestro caso no es así.

Consideremos, por ejemplo, el álgebra Fq(4, {x, y}). Puesto que los super-

caracteres vienen de�nidos por las órbitas de cotransición y los caracteres

básicos por las formas reducidas, bastará encontrar dos elementos de J∗ con

la misma forma reducida pero cuyas órbitas de cotransición sean distintas.

Las funciones f = (xyx)∗ y g = (xyx)∗+y∗ tienen la misma forma reducida:

f0 = g0 = (xyx)∗. Sin embargo, en el ejemplo 3.1.7 vimos que g no pertenece

a la órbita de cotransición de f .

Una consecuencia importante del teorema 3.2.4 es el resultado que reco-

gemos a continuación.

Corolario 3.2.6 Sea D ⊆ B un conjunto básico y ϕ : D → F∗
q una aplicación

cualquiera. Si f0 es la forma reducida asociada al par (D,ϕ) y si Ψ(D,ϕ) =

{Ψ ∈ Ψ(G) : Ψ ⊆ f0 + VD}, entonces

f0 + VD =
⋃

Ψ∈Ψ(D,ϕ)

Ψ.

Demostración: El par (D,ϕ) de�ne el carácter básico ξD(ϕ), que por el

teorema 3.2.4 se puede expresar como

ξD(ϕ) =
∑

Ψ∈Ψ(D,ϕ)

CΨξΨ =

∏
ν∈D |J : Jν |
|J : JD|

∑
Ψ∈Ψ(D,ϕ)

|Ψ|
ξΨ(1)

ξΨ.
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Por la fórmula (3.1), ξD(ϕ)(1) =
∏

ν∈D |J : Jν |, de donde se deduce que

|J : JD| = |VD| =
∑

Ψ∈Ψ(D,ϕ) |Ψ|. Puesto que todos los cardinales son �nitos

y las órbitas de cotransición son disjuntas dos a dos, el resultado se sigue.

Si ahora descomponemos cada super-carácter en sus componentes irre-

ducibles de acuerdo con el teorema 2.3.5, tendremos que el carácter básico

ξD(ϕ) se puede escribir como

ξD(ϕ) =

∏
ν∈D |J : Jν |
|J : JD|

∑
Ψ∈Ψ(D,ϕ)

∑
χ∈IrrΨ

χ(1)χ. (3.5)

A partir de esta expresión podemos caracterizar los caracteres básicos que

son irreducibles, como se prueba en el siguiente resultado.

Teorema 3.2.7 Sea D ⊆ B un conjunto básico y sea ϕ : D → F∗
q una

función cualquiera. El carácter básico ξD(ϕ) es irreducible si y sólo si es

lineal.

Demostración: Es claro que si el carácter básico ξD(ϕ) es lineal, entonces

es irreducible. Por tanto, basta probar la otra implicación.

Supongamos que ξD(ϕ) es irreducible. Por el teorema 3.2.4 tiene un único

componente, es decir ξD(ϕ) = CΨξΨ, y en consecuencia Ψ = f0 + VD. De

aquí concluimos que

1 = 〈ξD(ϕ), ξD(ϕ)〉 = C2
Ψ

ξΨ(1)2

|Ψ|
=

∏
ν∈D |J : Jν |2

|J : JD|2
|Ψ|.

Es decir, que se debe cumplir

|Ψ| = |J : JD|2∏
ν∈D |J : Jν |2

=
|VD|2∏

ν∈D |Vν |2
.

Ahora bien, recordemos que VD =
∑

ν∈D Vν por lo que |VD| ≤
∏

ν∈D |Vν | y

el cociente
|VD|∏

ν∈D |Vν |
será entero únicamente si se da la igualdad. Puesto
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que el cardinal de la órbita Ψ es un número entero, la única posibilidad es

|VD| =
∏

ν∈D |Vν |, y por tanto |Ψ| = 1. De la fórmula (3.5) se sigue que

ξD(ϕ) = χ = χ(1)χ y así, χ(1) = 1. El carácter ξD(ϕ) es lineal.

Si el carácter ξD(ϕ) es irreducible, acabamos de probar que ξD(ϕ) es lineal.

Por la fórmula (3.1) se tiene que |J : JD| = 1 y por tanto, Jν = J para todo

ν ∈ D. Esta situación sólo puede darse si cada monomio ν∗ tiene grado 1, por

lo que la forma reducida asociada al par (D,ϕ) será un polinomio homogéneo

de grado 1. Hemos probado la siguiente caracterización:

Corolario 3.2.8 Sea D ⊆ B un conjunto básico y sea ϕ : D → F∗
q una

función cualquiera. El carácter básico ξD(ϕ) es irreducible si y sólo si la

forma reducida asociada al par (D,ϕ) es un polinomio homogéneo de grado

1.

De acuerdo con [11], introducimos la siguiente de�nición:

De�nición 3.2.9 Sea ξD(ϕ) un carácter básico. Entonces ξD(ϕ) se dice com-

pletamente rami�cado si y sólo si 〈ξD(ϕ), χ〉 = χ(1), para todos los compo-

nentes irreducibles de ξD(ϕ).

Por la ecuación (3.5), la condición dada por la de�nición anterior es equi-

valente a que se veri�que

∏
ν∈D |J : Jν |
|J : JD|

=

∏
ν∈D |Vν |
|VD|

= 1.

Recordemos que VD =
∑

ν∈D Vν y así, la igualdad se da si y sólo si VD es

una suma directa (ver teorema I.11 de [46]). A continuación veremos qué

implicaciones tiene esta propiedad.
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Lema 3.2.10 Sea D ⊆ B un conjunto básico y sea ϕ : D → F∗
q una función

cualquiera. Si VD =
⊕

ν∈D Vν y si gν ∈ ϕ(ν)ν∗+Vν para todo ν ∈ D, entonces

la órbita de cotransición

G

(∑
ν∈D

gν

)
G =

∑
ν∈D

Ggν G.

Demostración: Para cada ν ∈ D, denotamos por cν el valor ϕ(ν). Puesto

que la acción de cotransición es distributiva, es claro que G
(∑

ν∈D gν

)
G ⊆∑

ν∈D Ggν G, por lo que basta probar el otro contenido.

En primer lugar probaremos que los elementos de G actúan independien-

temente sobre cada función gν . Sea δ ∈ B un monomio tal que (1 + δ) gν =

gν + h con h 6= 0. De la proposición 3.1.2 se sigue que δ < ν y por tanto,

δ∗ ∈ Vν . Dado que VD es suma directa, se veri�ca que Vν ∩ Vµ = 0 para

ν 6= µ, y entonces δ ≮ µ para cualquier µ 6= ν; así pues (1 + δ)gµ = gµ para

todo µ 6= ν. El razonamiento es idéntico para la acción por la izquierda y se

extiende a cualquier elemento de G por linealidad.

Ahora bien, si g ∈
∑

ν∈D Ggν G, es claro que existen elementos aν , bν ,

para todo ν ∈ D, tales que g =
∑

ν∈D(1 + aν) gν (1 + bν). Entonces, si

x = 1 +
∑

ν∈D aν e y = 1 +
∑

ν∈D bν , el razonamiento anterior implica que

g = x
(∑

ν∈D gν

)
y. Por tanto,

∑
ν∈D Ggν G ⊆ G

(∑
ν∈D gν

)
G.

Supongamos que f =
∑

ν∈D fν ∈ J∗ satisfaceΨ = Gf G =
∑

ν∈D Gfν G =∑
ν∈D Ψν . En ese caso, el super-carácter ξΨ asociado a f se puede escribir

como

ξΨ =
ξΨ(1)

|Ψ|
∑
g∈Ψ

λg =
ξΨ(1)

|Ψ|
∏
ν∈D

(∑
g∈Ψν

λg

)
=
ξΨ(1)

|Ψ|
∏
ν∈D

|Ψν |
ξΨν (1)

ξΨν .

La condición que hemos impuesto sobre las órbitas implica que |Ψ| =
∏

ν∈D |Ψν |

y también que ξΨ(1) = |Gf | =
∏

ν∈D |Gfν | =
∏

ν∈D ξΨν (1). Por tanto, el



Descomposición de los caracteres básicos 87

super-carácter ξΨ =
∏

ν∈D ξΨν . Hemos probado el resultado siguiente:

Lema 3.2.11 Sea f =
∑

ν∈D fν ∈ J∗ un elemento tal que su órbita de co-

transición Ψ =
∑

ν∈D Ψν, con Ψν la órbita de cotransición que contiene a

fν. Entonces el super-carácter asociado a Ψ es el producto ξΨ =
∏

ν∈D ξΨν .

Como consecuencia, se obtiene la siguiente descomposición para los ca-

racteres básicos completamente rami�cados en suma de productos de super-

caracteres.

Teorema 3.2.12 Sea ξD(ϕ) un carácter básico completamente rami�cado.

Si Ψ =
∑

ν∈D Ψν para todo Ψ ∈ Ψ(D,ϕ), entonces se veri�ca que

ξD(ϕ) =
∑

Ψ∈Ψ(D,ϕ)

|Ψ|
ξΨ(1)

∏
ν∈D

ξΨν .

Demostración: Ya que ξD(ϕ) es completamente rami�cado, |J : JD| =∏
ν∈D |J : Jν | y entonces el carácter básico ξD(ϕ) se puede descomponer de

acuerdo con el teorema 3.2.4 como

ξD(ϕ) =
∑

Ψ∈Ψ(D,ϕ)

|Ψ|
ξΨ(1)

ξΨ.

Dada una órbita de cotransición Ψ ∈ Ψ(D,ϕ), escogemos un represen-

tante suyo: g. Es fácil ver que g ∈ f0 + VD con f0 la forma reducida asociada

al par (D,ϕ), es decir: f0 =
∑

ν∈D ϕ(ν)ν∗. Por tanto, g se puede descom-

poner en la suma g =
∑

ν∈D gν con gν ∈ ϕ(ν)ν∗ + Vν para todo ν ∈ D.

Puesto que VD =
⊕

ν∈D Vν , por el lema 3.2.10, para cada representante g la

órbita de cotransición GgG =
∑

ν∈D Ggν G. Del lema anterior se sigue que

el super-carácter asociado es el producto ξΨ =
∏

ν∈D ξΨν .
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A continuación nos centraremos en el estudio de los caracteres básicos

ξD(ϕ) completamente rami�cados que están constituidos por un único super-

carácter. Para ello, debe cumplirse que |Ψ(D,ϕ)| = 1 (ver corolario 3.2.6),

es decir, f0 + VD = Ψ, con f0 la forma reducida asociada al par (D,ϕ).

Lema 3.2.13 Sea D ⊆ B un conjunto básico y sea ϕ : D → F∗
q una función

cualquiera. Si f0 y Ψ son respectivamente la forma reducida asociada al par

(D,ϕ) y la órbita de cotransición que la contiene, entonces f0 + VD = Ψ si

y sólo si Jf0 = L(f0) ∩R(f0).

Demostración: Por la proposición 3.1.13, Jf0 ⊆ L(f0) ∩ R(f0), por lo que

L(f0)
⊥+R(f0)

⊥ ≤ J⊥f0
= VD. A su vez, por la proposición 2.1.4 y por el lema

2.3.2 se tiene que

|L(f0)
⊥ +R(f0)

⊥| = |Gf0||f0G|
|Gf0 ∩ f0G|

= |Ψ|.

Así pues, L(f0)
⊥ + R(f0)

⊥ = J⊥f0
si y sólo si |Ψ| = |VD| y el resultado se

sigue.

En el caso concreto de los caracteres básicos completamente rami�cados

el resultado puede mejorarse como se muestra a continuación.

Proposición 3.2.14 Sea ξD(ϕ) un carácter básico completamente rami�ca-

do. Si f0 es la forma reducida asociada al par (D,ϕ), la órbita Ψ = f0 + VD

si y sólo si para cada ν ∈ D se veri�ca que Ψν = ϕ(ν)ν∗ + Vν.

Demostración: Puesto que el carácter ξD(ϕ) es completamente rami�cado,

VD =
⊕

ν∈D Vν y Ψ = Gf0G =
∑

ν∈D Gϕ(ν)ν∗G =
∑

ν∈D Ψν . Así pues, por

la proposición 3.1.6 tenemos que |Ψ| =
∏

ν∈D |Ψν | ≤
∏

ν∈D |Vν | = |VD|. La

igualdad se dará si y sólo si |Ψν | = |Vν | para todo ν ∈ D. Puesto que los
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cardinales son �nitos y ϕ(ν)ν∗ ∈ Ψν , esto implica Ψν = ϕ(ν)ν∗ + Vν para

todo ν ∈ D.

Una vez que conocemos las condiciones que debe satisfacer el par (D,ϕ)

para que el carácter básico ξD(ϕ) tenga una única componente, podemos

caracterizar los monomios µ∗ ∈ J∗ con esta propiedad.

Teorema 3.2.15 Sea µ∗ un monomio generador de J∗. Su órbita de cotran-

sición Ψµ coincide con el espacio µ∗ + Vµ si y sólo si µ∗ es un monomio de

la forma:

1. µ∗ = (xα1
i1

)∗, con α1 ≥ 1;

2. µ∗ = (xα1
i1
xα2

i2
)∗, con α1 = 1 y α2 ≥ 1;

3. µ∗ = (xα1
i1
xα2

i2
)∗, con α1 > 1 y α2 = 1.

Demostración: Observemos en primer lugar que si µ∗ tiene la forma del

teorema, Vµ = Jµ∗ +µ∗J , lo que de acuerdo con el lema 3.2.13 garantiza que

el espacio µ∗ + Vµ está compuesto por una única órbita.

Para el caso 1, es trivial ver que Vµ = J(xα1
i1

)∗ = (xα1
i1

)∗J . En los restantes

casos, por la proposición 3.1.6, basta probar que Vµ ⊆ µ∗J+Jµ∗. Supongamos

α1 = 1, con lo que α2 ≥ 1. Si β∗ 6= 0 es uno de los monomios generadores de

Vµ, entonces β∗ < µ∗, por lo que existen monomios γ, δ tales que µ = γβδ.

Si γ = 1 o δ = 1, es claro que β∗ ∈ µ∗J + Jµ∗. En otro caso β∗ = (xk
i2
)∗, con

k < α2, y entonces β∗ = xi1x
α2−k
i2

µ∗ ∈ Jµ∗. Basta intercambiar los papeles

de α1 y α2, para probar el caso restante.

Ahora sólo falta demostrar que si Ψµ = µ∗ + Vµ, entonces µ∗ tiene la

forma del teorema. Lo haremos por reducción al absurdo. Podemos suponer

que µ∗ = (xi1δxir)
∗, con δ = xα1−1

i1
. . . xαr−1

ir
∈ B. El monomio δ claramente
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pertenece a la intersección L(µ∗) ∩ R(µ∗), pero no a Jµ. Por el lema 3.2.13

Vµ no puede estar compuesta por una única órbita, lo que constituye una

contradicción.

Corolario 3.2.16 Sea D ⊆ B un conjunto básico y sea ϕ : D → F∗
q una

función cualquiera. Si ξD(ϕ) es un carácter básico completamente rami�cado,

entonces ξD(ϕ) está compuesto por un único super-carácter si y sólo si la

forma reducida asociada al par (D,ϕ) es de la forma f0 =
∑

µ∈D ϕ(µ)µ∗

con µ∗ = (xαi
i x

αj

j )∗ para cada µ ∈ D, αi, αj en las condiciones del teorema

anterior y de forma que cada variable de X aparece a lo sumo en un monomio.

Un caso especial se tiene para un carácter básico completamente rami�ca-

do ξD(ϕ) para el que la forma reducida asociada a (D,ϕ) es f =
∑
ci(x

αi
i )∗.

En ese caso el super-carácter asociado a cada monomio es completamente

rami�cado (ver [11]) por lo que si denotamos Ψi a la órbita de cotransición

que contiene a (xαi
i )∗, se satisface |Ψi| = ξΨi

(1). Puesto que el carácter bá-

sico es también completamente rami�cado, se sigue que |Ψ| =
∏

i |Ψi| =∏
i ξΨi

(1) = ξΨ(1). De donde se sigue que el carácter ξD(ϕ) es el producto de

los super-caracteres asociados a los monomios de su forma reducida, es decir:

ξD(ϕ) =
∏
ν∈D

ξΨν = ξΨ.

3.3. El álgebra conmutativa libre

Para terminar analizaremos el caso del grupoG = 1+J(A), con A como en

toda la sección, pero además conmutativa. Es decir, que si X = {x1, . . . , xm}

es el conjunto de generadores, consideramos el cociente A = Fq(n,X)/〈xixj−

xjxi| 1 ≤ i < j ≤ m〉. Su radical de Jacobson J = J(A) está formado por

todos los polinomios en m indeterminadas con coe�cientes en Fq, de grado
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menor o igual que n y con término independiente igual a cero. Notemos que

como A es conmutativa, la base de los monomios generadores de J se puede

escribir como B = {µ = xα1
1 . . . xαm

m : 0 ≤ αi < n,
∑m

i=1 αi < n}, mientras que

la base dual se representa por B∗ = {µ∗ : µ ∈ B}, donde µ∗ν = δµ,ν para todo

ν ∈ B. Recordemos que B se puede ordenar de acuerdo con la de�nición 3.1.1,

así si µ = xα1
1 . . . xαm

m y ν = xβ1

1 . . . xβm
m , entonces µ < ν si y sólo si αi ≤ βi

para i = 1, . . . ,m. Para la base dual B∗ consideramos µ∗ < ν∗ si y sólo si

µ < ν.

A modo de ejemplo, consideremos el álgebra A de los polinomios en las

indeterminadas x1, x2 y de grado menor que 4. Si a cada monomio xα1
1 x

α2
2

le asociamos el par (α1, α2), entonces el conjunto ordenado de monomios

generadores de J se puede representar de acuerdo con el siguiente diagrama:

(1,1)(2,0) (0,2)

(2,1)(3,0) (1,2) (0,3)

(1,0) (0,1)

��@@

�� @@

��@@

��

��@@

@@

A pesar de la conmutatividad, dado un elemento cualquiera de J∗, no es

fácil encontrar su órbita de cotransición. Sin embargo, si este elemento es un

monomio su órbita viene dada por el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1 Sea f = cµµ
∗ con cµ ∈ F∗

q. La órbita de cotransición que

contiene a f viene dada por:

Ψf = Ψµ(cµ) = cµµ
∗ + 〈ν∗ : ν∗ < µ∗〉Fq .

Demostración: Puesto que A es un álgebra conmutativa, la acción de co-

transición coincide con la acción de cotransición izquierda (y derecha). Por
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la proposición 3.1.6 sabemos que Ψf = Ψµ(cµ) ⊆ cµµ
∗ + 〈ν∗ : ν∗ < µ∗〉, por

lo que sólo debemos probar el otro contenido.

Supongamos que µ∗ = (xα1
1 . . . xαm

m )∗ y consideremos el elemento g =

f + (xβ1

1 . . . xβm
m )∗ con (xβ1

1 . . . xβm
m )∗ < (xα1

1 . . . xαm
m )∗, en ese caso se cumple

que αi − βi ≥ 0 para todo i = 1, . . . , n. Así pues, por la proposición 3.1.2

tendremos que xα1−β1

1 . . . xαm−βm
m (xα1

1 . . . xαm
m )∗ = (xβ1

1 . . . xβm
m )∗. Consecuen-

temente (1 + c−1xα1−β1

1 . . . xαm−βm
m )f = g, por lo que g ∈ Ψf . Como la acción

de cotransición es lineal, el resultado se sigue.

Corolario 3.3.2 Sea f = cµµ
∗ con cµ ∈ F∗

q. El estabilizador L(f) = R(f) =

Jµ, es decir:

L(f) = R(f) = 〈ν∗ ∈ B∗ : ν∗ ≮ µ∗〉Fq .

Demostración: Claramente los conjuntos los conjuntos L(f) y R(f) coinci-

den por la conmutatividad de A. Por el teorema anterior y el corolario 2.1.5,

tenemos que (R(f))⊥ = 〈ν∗ ∈ B∗ : ν∗ < µ∗〉Fq . De la de�nición 3.1.8 resulta

Jµ = 〈ν∗ ∈ B∗ : ν∗ ≮ µ∗〉Fq = R(f).

Dado un conjunto básico D ⊆ B y una aplicación cualquiera ϕ : D → F∗
q

podemos de�nir, de acuerdo con 3.1.16, el carácter básico ξD(ϕ) como un

producto de super-caracteres.

Proposición 3.3.3 Sea D ⊆ B un conjunto básico y sea ϕ : D → F∗
q una

aplicación cualquiera. Si Ψν es la órbita de cotransición del elemento ϕ(ν)ν∗,

el carácter básico ξD(ϕ) se puede escribir como

ξD(ϕ) =


∏

ν∈D ξΨν si D 6= ∅,

1G en otro caso.

Demostración: Por el corolario anterior, sabemos que para cada uno de

los elementos f = cνν
∗ con cν 6= 0 el conjunto R(f) = Jν . Por tanto, la
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restricción del carácter λcνν∗ al subgrupo 1+Jν de la de�nición 3.1.16 coincide

con el propio carácter. De la de�nición 2.2.3 se sigue que el carácter inducido

λG
cνν∗ es el super-carácter ξΨν asociado a f .

Nota 3.3.4 Como hemos visto en el teorema 3.2.4 los caracteres básicos se

pueden descomponer en suma de super-caracteres. Lo que no siempre es cierto

es que un carácter básico sea producto de super-caracteres. Hemos obtenido

este resultado al añadir la conmutatividad.

En lo que resta de sección, trataremos de aplicar los resultados anteriores

para obtener la descomposición del carácter básico ξD(ϕ) en función de los

super-caracteres asociados a cada uno de los monomios ϕ(ν)ν∗ con ν ∈ D.

En concreto, estamos interesados en el caso en que el carácter básico es a su

vez un super-carácter.

En primer lugar, podemos descomponer el carácter básico ξD(ϕ) como

una combinación lineal de super-caracteres de acuerdo con el teorema 3.2.4.

De esta forma, si f0 es la forma reducida asociada al par (D,ϕ), debido a

que A es conmutativa se tiene que

ξD(ϕ) =
∑

Ψ⊆f0+VD

CΨξΨ =

∏
ν∈D |J : Jν |
|J : JD|

∑
Ψ⊆f0+VD

ξΨ.

Conviene señalar que a pesar de que la conmutatividad, la órbita Ψ que

contiene a f0 puede no coincidir con el espacio afín f0 + VD. Por ejemplo, si

consideramos el álgebra de polinomios en las indeterminadas x1, x2 de grado

menor que 4 y la forma reducida f = (x2)∗ + (xy)∗ un razonamiento similar

al del ejemplo 3.1.7 nos permite ver que g = (x2)∗ + (xy)∗ + y∗ ∈ f0 + VD,

pero sin embargo g /∈ Ψ. Por tanto, tendremos que ξD(ϕ) = ξΨ, si y sólo si

se veri�can estas dos condiciones:

1.
∏

ν∈D |J : Jν | = |J : JD|.
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2. Ψ = f0 + VD.

Ahora bien, la primera condición es equivalente a VD =
⊕

ν∈D Vν , o lo que

es lo mismo, a que el carácter básico ξD(ϕ) sea completamente rami�cado. En

ese caso, puesto que Ψν(ϕ(ν)) = ϕ(ν)ν∗ + Vν para todo ν ∈ D (ver teorema

3.3.1), la proposición 3.2.14 implica que Ψ = f0 + VD. Acabamos de probar

el siguiente resultado.

Teorema 3.3.5 Sea D ⊆ B un conjunto básico y sea ϕ : D → F∗
q una

aplicación cualquiera. Si Ψ es la órbita de cotransición que contiene a la

forma reducida f0 asociada al par (D,ϕ), el carácter básico ξD(ϕ) es igual al

super-carácter ξΨ si y sólo si ξD(ϕ) es completamente rami�cado.

Ahora podemos caracterizar los caracteres básicos para los que se da esta

propiedad. En realidad, basta caracterizar las formas reducidas para las que

VD es una suma directa.

Corolario 3.3.6 Sea D ⊆ B un conjunto básico y sea ϕ : D → F∗
q una

aplicación cualquiera. Si f0 es la forma reducida asociada al par (D,ϕ) y Ψ

es la órbita de cotransición que la contiene, entonces el carácter básico ξD(ϕ)

es igual al super-carácter ξΨ si y sólo si cada variable de X aparece a lo sumo

en un monomio de la forma reducida f0.

Demostración: Si D es un conjunto básico, entonces todos los monomios

ν∗ con ν ∈ D son no comparables por la relación <. Por el teorema 3.3.1,

sabemos que R(ν∗) = Vν para todo ν ∈ D. Así pues, si se da la condición

anterior, tendremos que cada subespacio Vν está generado por monomios

diferentes y por consiguiente Vν ∩ Vµ = 0 para ν 6= µ, lo que implica que

VD es una suma directa. Recíprocamente, si VD es una suma directa, es claro
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que los monomios ν∗ con ν ∈ D no pueden compartir variables, puesto que

en ese caso encontraríamos ν, µ ∈ D distintos y con Vν ∩ Vµ 6= 0.
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Capítulo 4

Super-caracteres sobre anillos

�nitos

Una vez que hemos de�nido los super-caracteres de un Fq-grupo de ál-

gebra G = 1 + J(A), trataremos de extender este concepto al caso en que

A es una R-álgebra asociativa, nilpotente y de dimensión �nita, con R un

anillo �nito, local, conmutativo y con identidad. En ese caso, el grupo de

álgebra G = 1 + J(A) se sustituye por el grupo adjunto G(A), que en estas

condiciones se puede identi�car con el subgrupo 1+A del grupo de unidades

del anillo S = R⊕ A.

La primera sección de este capítulo estudia la estructura del grupo abe-

liano de los C-caracteres aditivos de una R-álgebra de dimensión �nita A con

R un anillo �nito conmutativo. Probaremos que si R es admisible, es decir, si

existe un carácter de R a partir del que se pueden obtener todos los restantes,

entonces los caracteres aditivos de A se pueden parametrizar en función de

los elementos del módulo dual A∗ de forma similar a lo que sucedía para las

Fq-álgebras.

En la segunda sección, veremos que los anillos �nitos admisibles son los

97
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anillos de Frobenius y estudiaremos un caso particular de este tipo de anillos:

los anillos de Galois. Por último, en la parte �nal del capítulo se extiende

la noción de super-caracteres al caso en que A es un R-módulo libre de

dimensión �nita y, paralelamente a lo que se hizo en la sección 2.5, se estudia

el caso en que A es la R-álgebra de polinomios en una indeterminada. En

ambos casos R es un anillo de Galois.

4.1. Anillos admisibles y caracteres admisibles

Sea (A,+) un grupo abeliano cualquiera. Como vimos en la proposición

1.1.8, todas sus C-representaciones irreducibles son lineales. Así pues, el con-

junto de caracteres de A, denotado por Â, es un subconjunto de Hom(A,C∗),

donde C∗ representa el grupo multiplicativo de C. El conjunto Â puede dotar-

se de una estructura de grupo abeliano si consideramos la suma de caracteres

dada por

(ϕ+ ψ)(a) = ϕ(a)ψ(a),

para todo ϕ, ψ ∈ Â y todo a ∈ A. Notemos que el elemento neutro de Â es

el carácter trivial 1A.

Sea (R,+, ·) un anillo cualquiera. Denotamos por R̂ el grupo de caracteres

irreducibles del grupo (R,+). Podemos dotar este conjunto de una estructura

de módulo a izquierda (respectivamente a derecha) si consideramos la acción

(rψ)(x) = ψ(xr) (respect. (ψr)(x) = ψ(rx)), (4.1)

para todo ψ ∈ R̂, y todo x, r ∈ R. Es claro que si el anillo R es conmutativo

las dos acciones coinciden.

Dado un carácter ψ ∈ R̂, diremos que ψ es admisible a izquierda (respec-

tivamente a derecha) si el módulo a izquierda (respectivamente a derecha) R̂

es cíclico y está generado por ψ. En ese caso, la aplicación
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φ : R −→ R̂

r −→ rψ (respec. ψr)
(4.2)

es un isomor�smo de módulos. Si el anillo R es conmutativo, el carácter ψ se

dice admisible y R ∼= R̂ como bimódulo. De forma más precisa (ver de�nición

3.1 de [23]) podemos decir:

De�nición 4.1.1 Un anillo R se dice admisible a izquierda (respec. admisi-

ble a derecha) si el R-módulo a izquierda (respec. a derecha) R̂ es cíclico. El

anillo R es admisible si es a la vez admisible a izquierda y derecha.

Los cuerpos �nitos constituyen un ejemplo de anillos admisibles. Si Fq es el

cuerpo con q = pe (e ≥ 1) elementos y Fp es el cuerpo primo de característica

p, la función

TrFq|Fp
: Fq −→ Fp

α −→ α+ αp + · · ·+ αpe−1

es lineal y recibe el nombre de traza (ver de�nición 2.22 y teorema 2.23 de

[64]). Si Tr(α) representa el entero 0 ≤ Tr(α) < p tal que Tr(α) + pZ =

TrFq|Fp
(α), es fácil ver que

ψ1 : (F,+) −→ (C, ·)

α −→ e2π i TrFq (α)/p

es un carácter de (Fq,+) que recibe el nombre de carácter canónico. Para

cada α ∈ Fq, la expresión (4.1) establece que la función ψα de�nida por

ψα(c) = ψ1(αc), para todo c ∈ Fq, es un carácter de (Fq,+). Es más, todos

los caracteres aditivos de Fq son de esta forma (ver el teorema 5.7 de [64]),

por lo que el carácter canónico ψ1 es admisible.
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Notemos también que para cualquier carácter no trivial ψα ∈ F̂q, α 6= 0,

el conjunto {βψα : β ∈ Fq} = {βαψ1 : α ∈ Fq} = F̂q. Es decir, cualquier

carácter aditivo no trivial de Fq es admisible.

Sin embargo, no todos los anillos son admisibles. El anillo de polinomios

F2[x, y]/(x
2, y2, xy − yx) es conmutativo y �nito, pero no es admisible (ver

ejemplo 3.2 de [23]).

Sea A una R-álgebra asociativa de dimensión �nita, con R un anillo �nito,

conmutativo y admisible. En este caso es posible encontrar una descripción

de los caracteres aditivos de A a partir de los elementos del módulo dual A∗ =

HomR(A,R). Esta propiedad es importante, pues permitirá parametrizar los

super-caracteres en función de las órbitas de cotransición como hicimos en

el capítulo 2. Comenzamos por demostrar que el grupo aditivo (A∗,+) y el

grupo de caracteres Â son isomorfos.

Teorema 4.1.2 Sea R un anillo �nito, conmutativo y admisible. Sea A una

R-álgebra asociativa de dimensión �nita y sea A∗ = HomR(A,R) su R-

módulo dual. Si ψ es un carácter admisible de R, la aplicación

ϕ : (A∗,+) −→ (Â,+)

f −→ ψf = ψ ◦ f
(4.3)

es un isomor�smo de grupos abelianos.

Demostración: Puesto que A es un álgebra (y en particular un anillo), el

conjunto de caracteres aditivos de A, denotado por Â, es un grupo abeliano.

Sea ψ ∈ R̂ un carácter admisible de R y sea f ∈ A∗ un elemento cualquiera.

Es claro que la aplicación ψf = ψ ◦ f es un carácter aditivo de A, es decir

ψf ∈ Â. Así pues, la aplicación ϕ está bien de�nida. Probaremos que es un

isomor�smo de grupos:
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ϕ es homomor�smo. Si f, g ∈ A∗, entonces ϕ(f + g)(a) = ψf+g(a) =

ψf (a)ψg(a) = (ψf + ψg)(a), para todo a ∈ A. Es decir, ϕ(f + g) =

ϕ(f) + ϕ(g).

ϕ es biyectiva. Puesto que el álgebra A es �nita y |A| = |Â| = |A∗|,

basta probar que es inyectiva. Sea f ∈ A∗ un elemento tal que ϕ(f) =

ψf = 1A, entonces ψf (a) = ψ(f(a)) = 1, para todo a ∈ A, y por

tanto Imf ⊆ kerψ. Sea r ∈ Imf cualquiera. Puesto que Imf es un

ideal de R, rR ⊆ Imf ⊆ kerψ y entonces ψ(rs) = rψ(s) = 1, para

todo s ∈ R. Es decir, φ(r) = rψ = 1A, con φ la aplicación de�nida en

(4.2), y r ∈ kerφ = 0; pues φ es un isomor�smo de módulos por ser ψ

admisible. Dado que el elemento r es arbitrario, se sigue que Imf = 0,

esto es, f = 0.

Corolario 4.1.3 En las condiciones del teorema anterior se sigue que el

conjunto de los caracteres aditivos de A es de la forma:

Â = {ψf = ψ ◦ f : f ∈ A∗}.

Hemos visto que un cuerpo �nito Fq es un anillo admisible. Es más, cual-

quier carácter no trivial de Fq es admisible. Así pues, cualquier Fq-álgebra de

dimensión �nita está en las condiciones del resultado anterior y por ello se

obtiene la siguiente parametrización de Â, que resuelve la aparente ambigüe-

dad de la construcción de los caracteres irreducibles de (J,+) introducida en

la sección 1.2.

Corolario 4.1.4 Sea A una Fq-álgebra de dimensión �nita y sea A∗ su es-

pacio dual. El conjunto de caracteres aditivos Â tiene la forma
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Â = {ψf = ψ ◦ f : f ∈ A∗},

con ψ un carácter aditivo no trivial cualquiera de A.

4.2. Anillos de Frobenius y de Galois

Hemos visto que no todos los anillos son admisibles. En esta sección ca-

racterizaremos los anillos �nitos que sí lo son y que resultan ser los anillos de

Frobenius. Posteriormente, estudiaremos algunas propiedades de los anillos

de Galois, que constituyen un ejemplo importante de este tipo de anillos.

Sea R un anillo artiniano. Se puede de�nir sobre él una estructura de

R-módulo a izquierda, denotado por RR, si se considera la acción dada por

la multiplicación del anillo. Puesto que R satisface la condición de cadena

descendente, este módulo se puede escribir como una suma �nita de módulos

indescomponibles, esto es: módulos no nulos que no se pueden expresar como

suma directa de dos submódulos propios. De esta forma, el módulo RR se

puede escribir como (ver teorema 14.2 de [24]):

RR = Re11 ⊕ · · · ⊕Re1µ1 ⊕ · · · ⊕Ren1 ⊕ · · · ⊕Renµn , (4.4)

donde los eij son idempotentes primitivos ortogonales tales que 1 =
∑
eij. A

esta descomposición se le llama descomposición principal y a cada sumando

módulo principal indescomponible.

Los idempotentes de (4.4) se han indexado de forma que Reij
∼= Rekl si

y sólo si i = k, por tanto, si denotamos ei = ei1, para todo i, es claro que

{Re1, . . . , Ren} es un conjunto completo de módulos principales indescompo-

nibles no isomorfos. Así, si tenemos en cuenta las multiplicidades, el módulo

RR se puede descomponer como RR ∼=
⊕

µiRei.
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Por otra parte, R se puede dotar, con el producto, de una estructura de

módulo a derecha, denotado por RR, que también se descompone en una

suma de módulos principales indescomponibles. Entonces se veri�ca

RR = e11R⊕ · · · ⊕ e1µ1R⊕ · · · ⊕ en1R⊕ · · · ⊕ enµnR,

con la particularidad de que los idempotentes primitivos eij son idénticos a

los de la expresión (4.4). Asimismo, las multiplicidades µi coinciden, puesto

que para cualesquiera idempotentes primitivos e y f se veri�ca que Re ∼= Rf

si y sólo si eR ∼= fR. En consecuencia, es obvio que el módulo RR se puede

descomponer como RR
∼= ⊕µieiR.

Notemos que cada módulo indescomponible Reij (respec. eijR) posee un

único submódulo maximal Jeij (respec. eijJ), donde J es el radical de Ja-

cobson del anillo R. El cociente Reij/Jeij (respec. eijR/eijJ) se denota por

T (Reij) (respec. T (eijR)). Por último, referir que para cada módulo indes-

componible, la suma de todos sus submódulos irreducibles (es decir, aquéllos

que no poseen submódulos propios) recibe el nombre de socle y se representa

por S(Reij) (respec. S(eijR)).

Una vez introducidos estos conceptos, podemos de�nir los anillos Frobe-

nius y quasi-Frobenius tal como se hace en los trabajos de Nakayama (ver

[80], [68] y [69]).

De�nición 4.2.1 Sea R un anillo artiniano con una descomposición prin-

cipal como la de (4.4). Entonces:

1. R se dice quasi-Frobenius si existe una permutación σ ∈ Sn tal que

T (Rei) ∼= S(Reσ(i)) y S(eiR) ∼= T (eσ(i)R) para todo i = 1, . . . , n.

2. R se dice Frobenius si es quasi-Frobenius y además µσ(i) = µi para todo

i = 1, . . . , n.
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3. R se dice débilmente simétrico si T (Rei) ∼= S(Rei) y T (eiR) ∼= S(eiR)

para todo i = 1, . . . , n.

Es importante mencionar que estas tres propiedades coinciden cuando R

es conmutativo (ver nota 1.3 de [80] para los detalles).

Si R es un anillo �nito, por el teorema 3.10 de [80] se tiene que R es

Frobenius si y sólo si es admisible. Es decir, si y sólo si el módulo a izquierda

RR es isomorfo al módulo de caracteres RR̂ y el módulo a derecha RR es

isomorfo al módulo R̂R. Si además R es conmutativo, las estructuras RR̂ y

R̂R coinciden, por lo que R es Frobenius si y sólo si R ∼= R̂ como bimódulo.

Esto es, R es Frobenius si y sólo si R posee un carácter admisible. Por tanto,

podemos establecer el siguiente resultado:

Teorema 4.2.2 Sea R un anillo �nito conmutativo, entonces R posee un

carácter admisible si y sólo si R es Frobenius.

Notemos en primer lugar que no todos los anillos conmutativos �nitos son

Frobenius. El anillo F2[x, y]/(x
2, y2, xy − yx) del ejemplo 3.2 de [23] es con-

mutativo y �nito, pero no es admisible. Por otra parte, un ejemplo inmediato

de anillos de Frobenius lo proporcionan los cuerpos �nitos, pues hemos visto

en la sección anterior que cualquier carácter no trivial de Fq es admisible.

Otro ejemplo lo constituyen los anillos de residuos R = Z/mZ. Es fácil ver

que si ξ es una m-raíz primitiva compleja de la unidad, la función χ : R→ C

de�nida como χ(x) = ξx para todo x ∈ R es un carácter admisible de R.

Los anillos de Galois son una generalización de los anillos de residuos.

También son anillos de Frobenius y por su importancia en el desarrollo de la

teoría posterior les dedicaremos el �nal de esta sección.

Un anillo de Galois GR(pn, r), con p primo, n, r enteros, es un anillo �nito,

conmutativo y local (es decir, con un único ideal maximal) cuyo cardinal es
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pnr y cuya característica es pn. Este anillo es una extensión de Galois del anillo

Zpn y es, por tanto, isomorfo al cociente Zpn [x]/(f(x)), con f(x) ∈ Zpn [x] un

polinomio mónico de grado r tal que su proyección sobre Fp[X] es irreducible.

Se puede probar que esta construcción es única salvo isomor�smo (ver [17] y

[74] para los detalles). Dos ejemplos triviales los proporcionan los casos n = 1

y r = 1. El primero es la extensión de grado r del cuerpo primo Fp, por lo

que GR(p, r) = Fpr , mientras que el segundo es el anillo GR(pn, 1) = Zpn .

A continuación estudiaremos cómo se pueden representar de forma explí-

cita los elementos de un anillo de Galois GR(pn, r). Básicamente encontramos

dos tipos de representaciones. El primero utiliza la estructura de GR(pn, r)

como extensión de Zpn y será de utilidad para probar que todo anillo de

Galois es de Frobenius. El segundo parte de la forma del retículo de ideales

de GR(pn, r); lo utilizaremos en la última sección de este capítulo.

Sea h1(x) ∈ Fp[x] un polinomio primitivo de grado r y consideremos el

cuerpo �nito Fpr ∼= Fp[x]/(h1(x)). A partir de h1(x) se puede construir un

único polinomio de grado r, denotado por hn(x) ∈ Zpn [x], mónico, irreduci-

ble, congruente con h1(x) módulo (p) y que divide al polinomio xk − 1, con

k = pr − 1, en Zpn [x] (ver teorema 1.4.4 de [17]). Sea ξ una raíz de hn(x),

puesto que hn(x) divide a xk − 1 en Zpn [x], se cumple que ξk = 1 y por

construcción, GR(pn, r) ∼= Zpn [ξ]. Así pues, cada elemento z ∈ GR(pn, r) se

puede representar como un elemento de Zpn [ξ] de la forma siguiente:

z =
r−1∑
j=0

vjξ
j, vj ∈ Zpn .

Si ζ es una pn-raíz primitiva de la unidad, es posible de�nir para cada

z ∈ GR(pn, r) la función χ : GR(pn, r) → C dada por χ(z) = ζvr−1 , que se

prueba que es un carácter admisible de GR(pn, r) (ver ejemplo 4.4 de [80]).

Esto demuestra que GR(pn, r) es un anillo de Frobenius como ya habíamos
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apuntado.

Es posible encontrar otra representación de los elementos de GR(pn, r)

con sólo desarrollar los coe�cientes vj y agrupar las diferentes potencias de

p. Así, llegamos a la expansión p-ádica:

z = z0 + pz1 + · · ·+ pn−1zn−1,

con cada zi en el conjunto Tr = {0, 1, ξ, . . . , ξpr−2}, que recibe el nombre de

conjunto coordenado de Teichmüller.

Aún podemos encontrar otra expresión más para los elementos deGR(pn, r),

pero para ello debemos conocer la forma del retículo de sus ideales. Puesto

que los ideales de Zpn forman la cadena

pZpn ⊃ p2Zpn ⊃ . . . ⊃ pn−1Zpn ⊃ (0),

es fácil ver que los ideales de GR(pn, r) son todos principales. De hecho, todos

ellos se pueden expresar como

Ik = pk GR(pn, r), 1 ≤ k ≤ n− 1.

De esta propiedad se sigue que pGR(pn, r) es el único ideal maximal de

GR(pn, r) y que el cuerpo residual es GR(pn, r)/pGR(pn, r) ∼= Fpr . Además

permite escribir los elementos de GR(pn, r) de la forma siguiente (proposición

6.2.2 de [17]).

Proposición 4.2.3 Todo elemento no nulo z ∈ GR(pn, r) se puede escribir

de la forma z = upt, con u una unidad y 0 ≤ t ≤ n − 1. En esta represen-

tación, el entero t está determinado unívocamente, mientras que u es único

módulo (pn−t).
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Demostración: Es claro que si z ∈ U(GR(pn, r)), entonces t = 0. En otro

caso, puesto que el anillo es local, z es nilpotente; por ello existirá un primer

entero t tal que z ∈ It = ptGR(pn, r). En consecuencia, t es único.

Una vez probada la unicidad de t, supongamos que z posee dos repre-

sentaciones diferentes, es decir, que existen elementos u, x ∈ U(GR(pn, r))

tales que z = upt = xpt. Entonces se sigue que (x − u)pt = 0, por lo que

x− u ∈ In−t. Así, x = u+ λpn−t, para algún λ ∈ U(GR(pn, r)).

Por último, sólo resta referir la importancia de los anillos de Galois en el

estudio de los anillos conmutativos �nitos, lo que justi�ca el desarrollo de una

teoría de super-caracteres de R-grupos de álgebra cuando R es un anillo de

Galois. Destaquemos que cualquier anillo conmutativo �nito con identidad

se puede descomponer de forma única, salvo isomor�smo, como suma directa

de anillos locales (ver teorema 3.1.4 de [17]); cada uno de ellos es imagen

homomorfa de un cierto anillo de polinomios cuyos coe�cientes están en un

anillo de Galois. De hecho, se puede probar (ver teorema 6.3.1 de [17]) el

resultado siguiente.

Teorema 4.2.4 Sea R un anillo �nito, conmutativo y local. Sea pn su ca-

racterística y sea K ∼= Fpr su cuerpo residual. Entonces, existe un subanillo

T ⊂ R tal que

1. T ∼= GR(pn, r) es el único subanillo de orden pnr de R;

2. T es la extensión de Galois de Zpn maximal contenida en R;

3. R es imagen homomorfa de un anillo de polinomios con coe�cientes en

T .

El anillo de Galois T recibe el nombre de anillo de coe�cientes de R.
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4.3. Super-caracteres de grupos de álgebra so-

bre anillos de Galois

El propósito de esta sección es extender el concepto de super-carácter

a grupos de álgebra asociados a una R-álgebra A, con R un cierto anillo

conmutativo, �nito y con identidad.

Sea (A,+, ·) un anillo cualquiera sobre el que se de�ne la operación a∗b =

a+ b+ab, para todo a, b ∈ A. Dotado con esta operación, A es un semigrupo

cuyo elemento neutro es 0 ∈ A. El conjunto de elementos inversibles de

(A, ∗) recibe el nombre de grupo adjunto de A, y será denotado por G(A).

Decimos que el anillo A es radical si coincide con su grupo adjunto, es decir,

si A = G(A). En caso que sea �nito, esta condición es equivalente a la

nilpotencia, esto es, A es radical si y sólo si es nilpotente.

Sea R un anillo de Galois GR(pn, e) con cuerpo residual Fq (q = pe).

Puesto que R es un anillo de Frobenius, posee un carácter admisible que

denotaremos por ψ (ver teorema 4.2.2). Sea A una R-álgebra asociativa,

�nitamente generada y nilpotente. Este álgebra se identi�ca con un cierto

ideal del anillo S = R ⊕ A, mientras que el grupo adjunto G(A) lo hace

con el subgrupo 1 +A del grupo U(S) de las unidades de S. Diremos que el

grupo adjunto G(A) = 1 + A es el grupo de álgebra asociado a la R-álgebra

A (esta de�nición generaliza 1.2.1 para álgebras sobre anillos de Frobenius).

Un ejemplo de este tipo de construcción lo proporciona el grupo Un(R),

formado por las matrices unitriangulares de orden n sobre el anillo R; en

este caso Un(R) = 1 + Un(R), con Un(R) la R-álgebra nilpotente de las

matrices triangulares superiores de orden n con coe�cientes en R.

Es fácil ver que cuando A es una Fq-álgebra de dimensión �nita, el grupo

de álgebra asociado G = 1 + J , donde J es el radical de Jacobson de A, es
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un p-grupo. Este resultado también es cierto si A es una R-álgebra en las

condiciones anteriores, (ver teorema 2.1 de [11] para los detalles). Además,

cualquier carácter irreducible χ del R-grupo de álgebra G(A) es de la forma

χ = τG, con τ un carácter lineal de G(B) ≤ G(A) y B un subanillo de A (ver

teorema 2.3 y corolario 2.1 de [11]). Este resultado supone una generalización

del teorema 1.2 de [33] donde se establece que cualquier carácter irreducible

de un Fq-grupo de álgebra está inducido por un carácter lineal de un subgrupo

suyo.

Por otra parte, recordemos que los super-caracteres de un Fq-grupo de

álgebra G = 1 + J se de�nen para cada elemento f del espacio dual J∗ (ver

de�nición 2.2.3) como el carácter inducido por el carácter lineal λf dado por:

λf : R(f) −→ C

1 + a −→ ψ(f(a))

con R(f) el estabilizador de f para la acción de cotransición derecha (ver

sección 2.1), y donde ψ es un carácter no trivial (y por tanto admisible) de

Fq. Cada uno de ellos depende únicamente de la órbita de cotransición que

contiene al elemento f ∈ J∗, por lo que se puede establecer una aplicación

biyectiva entre el conjunto SCh(G) de super-caracteres de G y el de órbitas de

cotransición de J∗, denotado por Ω(G) (ver teorema 2.2.4). Nuestro objetivo

será probar este resultado para el caso en que G = G(A) es un R-grupo

de álgebra. Para ello, basta obtener la fórmula (2.4), en la que se expresa

el super-carácter en función de la órbita de cotransición, para R-grupos de

álgebra.

Puesto que el anillo R es Frobenius, por el teorema 4.1.2 sabemos que el

grupo de los caracteres aditivos de (A,+) se puede escribir como

Â = Irr(A+) = {ψf : f ∈ A∗}.
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El grupo G = G(A) actúa sobre Âmediante la operación (x·λ)(a) = λ(x−1a),

para todo x ∈ G, a ∈ A y λ ∈ Â, lo que convierte a Â en un G-módulo a

izquierda. Para cada λ = ψf ∈ Â, el conjunto

Lλ = {a ∈ A : λ(au) = 1, ∀u ∈ A},

es un subgrupo aditivo de A (en realidad es un ideal derecho de A) que

coincide con el conjunto L(f) = {a ∈ A : f(au) = 0, ∀u ∈ A} de�nido en

el lema 2.1.2; pues si a ∈ Lλ, entonces 1 = λ(au) = ψf (au) = ψ(f(au)) =

ψfa(u) para todo u ∈ A, con la función fa de�nida por fa(u) = f(au). En

consecuencia, ψfa = 1A y por el teorema 4.1.2 se sigue que fa = 0, lo que

implica a ∈ L(f). El otro contenido es trivial.

El grupo adjunto asociado, Lλ = G(Lλ), es el estabilizador de λ para la

acción de G a izquierda y coincide con el conjunto L(f) = 1 +L(f) del lema

2.1.2. A su vez, podemos de�nir el conjunto L⊥λ ≤ Â como

L⊥λ = {τ ∈ Â : τ(a) = 1, ∀a ∈ Lλ},

que es un R-módulo cuyo cardinal viene dado por el resultado siguiente:

Lema 4.3.1 Sea B un subgrupo aditivo de A. Si B⊥ es el conjunto B⊥ =

{τ ∈ Â : τ(b) = 1, ∀b ∈ B}, entonces |B⊥| = |A|/|B|.

Demostración: Basta considerar la aplicación

φ : Â −→ B̂

f −→ f |B

Esta función es claramente un homomor�smo de grupos suprayectivo, pues

por ser A y B abelianos, cualquier carácter de B puede ser extendido a
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carácter de A (ver corolario 5.5 de [41]). Además, es fácil ver que kerφ = B⊥.

El resultado se sigue del primer teorema de isomorfía de grupos.

Al igual que en la sección 2.1, denotaremos por Gλ a la órbita de λ para

la acción de G por la izquierda, es decir, Gλ = {x · λ : x ∈ G}. Puesto que

Lλ es el estabilizador de λ para la acción de G a izquierda, se sigue que

|Gλ| = |G|/|Lλ| = |A|/|Lλ| = |L⊥λ |.

Alternativamente, podemos de�nir para Â una estructura de G-módulo a

derecha si consideramos la operación de�nida por (λ · x)(a) = λ(ax−1), para

todo λ ∈ Â, a ∈ A, x ∈ G. De forma análoga, el conjunto

Rλ = {a ∈ A : λ(ua) = 1, ∀u ∈ A},

es un subgrupo aditivo de A y su grupo adjunto G(Rλ) = Rλ es el estabili-

zador de λ para la acción de G por la derecha. Por el lema 4.3.1 sabemos que

|R⊥
λ | = |A|/|Rλ|, y si λG = {λ · x : x ∈ G} es la órbita de λ para la acción

de G a derecha, es claro que |λG| = |R⊥
λ |.

Para cada a ∈ A y λ ∈ Â, la aplicación de�nida por (aλ)(u) = λ(au)

(respec. (λa)(u) = λ(ua)), para todo u ∈ A, es un elemento de Â. Denotamos

por Aλ (respec. λA) el conjunto {aλ : a ∈ A} ≤ Â (respec. {λa : a ∈ A} ≤

Â ). Con esta notación, podemos probar el resultado siguiente, que es la

generalización de la proposición 2.1.4 para R-grupos de álgebra.

Proposición 4.3.2 Sea λ ∈ Â un carácter aditivo de A, entonces

1. |Gλ| = |Aλ| = |λA| = |λG|;

2. Aλ = R⊥
λ ;

3. λA = L⊥λ .
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Demostración: Es fácil ver que Aλ y λA son subgrupos aditivos de Â y que

dado a ∈ A, aλ(u) = λ(au) = 1, para todo u ∈ Rλ (respec. λa(u) = λ(ua) =

1, para todo u ∈ Lλ) , y por tanto Aλ ≤ R⊥
λ (respec. λA ≤ L⊥λ ). Puesto que

|Gλ| = |Aλ| y |λG| = |λA|, se sigue que |Aλ| = |L⊥λ | ≥ |λA| = |R⊥
λ | ≥ |Aλ|

y se tiene el primer resultado. Los otros dos se obtienen a partir de la �nitud

de A.

La consecuencia inmediata es el resultado que aparece a continuación y

que generaliza el corolario 2.1.5.

Corolario 4.3.3 Sea λ ∈ Â un carácter aditivo de A, entonces:

1. Gλ = λ+R⊥
λ ;

2. λG = λ+ L⊥λ ;

3. |Gλ| = |λG|.

Denotamos por F(A) y F(G) los conjuntos de funciones complejas sobre

(A,+) y G respectivamente. Notemos que ambos son C-espacios unitarios con

el producto de Frobenius (ver de�nición 1.1.10). A cada función ϕ ∈ F(A)

se le puede asociar una función ϕ̃ ∈ F(G), de�nida por ϕ̃(1 + a) = ϕ(a)

para todo a ∈ A, de forma que la aplicación ϕ 7→ ϕ̃ es un isomor�smo

de espacios vectoriales que satisface 〈ϕ, ψ〉A = 〈ϕ̃, ψ̃〉G. Por otra parte, las

acciones de G sobre Â se pueden extender al conjunto F(A), con lo que éste

adquiere una estructura de G-bimódulo. En estas condiciones, decimos que

una función ϕ ∈ F(A) es invariante a izquierda (respec. invariante a derecha)

si ϕ(xa) = ϕ(a) (respec. ϕ(ax) = ϕ(a)), para todo x ∈ G y a ∈ A.

Para cada elemento λ ∈ Â ⊆ F(A), las funciones αλ y βλ de�nidas como

αλ =
1

|Gλ|
∑
µ∈Gλ

µ, βλ =
1

|λG|
∑
µ∈λG

µ.
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son claramente invariantes a izquierda y derecha respectivamente. Es más,

podemos probar el siguiente resultado.

Proposición 4.3.4 El conjunto {αλ : λ ∈ Â} (respec. {βλ : λ ∈ Â}) es una

base ortogonal, con respecto al producto de Frobenius, del espacio L(A) (res-

pec. R(A)) de todas las funciones de F(A) invariantes a izquierda(respec. a

derecha).

Demostración: En primer lugar, es fácil ver que si δ /∈ Gλ, entonces

〈αλ, αδ〉 = 0, mientras que 〈αλ, αλ〉 = 1/|Gλ|, por lo que el conjunto {αλ :

λ ∈ Â} es un sistema de funciones ortogonales y por tanto, es libre.

Notemos que cada elemento ϕ ∈ L(A) es constante sobre las G-órbitas a

izquierda de A. Por ello, la dimensión del espacio L(A) es igual al cardinal

de este conjunto, que denotamos por ΩG(A), es decir, dimCL(A) = |ΩG(A)|.

Puesto que |{αλ : λ ∈ Â}| = |ΩG(Â )|, donde ΩG(Â ) es el conjunto de G-

órbitas a izquierda de Â, bastará probar que |ΩG(A)| = |ΩG(Â )|. Para ello,

consideramos ϑ el carácter de la acción permutación de G sobre A. Por el

corolario 5.15 de [41], se tiene que |ΩG(A)| = 〈ϑ, 1G〉. Además, por de�nición,

ϑ(x) = |CA(x)|, con CA(x) = {a ∈ A : xa = a}. Por otra parte, se cumple

que (xλ)(xa) = λ(x−1(xa)) = λ(a), para todo x ∈ G, λ ∈ Â y a ∈ A y del

teorema de Brauer (teorema 6.32 de [41]) se sigue que ϑ(x) = |CÂ|, para todo

x ∈ G, con CÂ = {λ ∈ Â : x · λ = λ}. Por tanto, ϑ es también el carácter

de la acción permutación de G sobre Â y entonces 〈ϑ, 1G〉 = |ΩG(Â )|. La

demostración es idéntica para la otra acción.

Proposición 4.3.5 Sea λ ∈ Â cualquiera. Si λRλ
(respec. λLλ

) es la res-

tricción de λ al conjunto Rλ (respec. Lλ), entonces αλ = |Gλ|−1(λRλ
)A y

βλ = |λG|−1(λLλ
)A.
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Demostración: Puesto que Gλ = λ + R⊥
λ , de la de�nición de αλ se sigue

que

|Gλ|αλ =
∑
µ∈Gλ

µ = λ
∑

ν∈R⊥
λ

ν.

Por otra parte, es fácil ver que por la reciprocidad de Frobenius (proposición

1.1.15), para cada ν ∈ R⊥
λ se veri�ca

〈ν, (1Rλ
)A〉A = 〈ν, 1Rλ

〉Rλ
=

1

|Rλ|
∑
x∈Rλ

ν(x) = 1.

Además, ∑
ν∈R⊥

λ

ν(1) = |R⊥
λ | = |A : Rλ| = (1Rλ

)A(1),

y por tanto, (1Rλ
)A =

∑
ν∈R⊥

λ
ν. Así pues,

|Gλ|αλ = λ(1Rλ
)A = (λRλ

)A.

La demostración para βλ es análoga.

Decimos que una función ϕ ∈ F(A) es bi-invariante si ϕ(xay) = ϕ(a) para

todo x, y ∈ G y todo a ∈ A. Denotaremos por B(A) el subespacio vectorial

formado por todas las funciones bi-invariantes. Notemos que B(A) = L(A)∩

R(A). Asimismo, para cada λ ∈ Â se veri�ca que x · (λ · y) = (x · λ) · y,

por lo que podemos de�nir el carácter xλy = x · (λ · y) = (x · λ) · y. Sea

GλG = {xλy : x, y ∈ G}, de�nimos la función γλ ∈ F(A) como

γλ =
1

|GλG|
∑

µ∈GλG

µ.

Proposición 4.3.6 El conjunto {γλ : λ ∈ Â} es una base ortogonal, con

respecto al producto de Frobenius, del espacio B(A) de todas las funciones

bi-invariantes de F(A).
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Demostración: Es claro que γλ ∈ B(A) para todo λ ∈ Â. A su vez, si

δ /∈ GλG, es fácil ver que 〈γδ, γλ〉 = 0, por lo que el conjunto {γλ : λ ∈ Â}

es un sistema de funciones ortogonales y por tanto, es libre. Consideramos

las acciones del grupo G×G sobre A y Â dadas respectivamente por (x, y) ·

a = xay−1 y (x, y) · λ = xλy−1, para todo a ∈ A, λ ∈ Â. Denotamos por

ΩG×G(A) (respec. ΩG×G(Â )) al conjunto de todas las órbitas para la acción

de G×G sobre A (respec. sobre Â ). Puesto que las funciones bi-invariantes

son constantes en las órbitas de G × G sobre A, se sigue que dimCB(A) =

|ΩG×G(A)|. Por tanto, es su�ciente probar que |{γλ : λ ∈ Â}| = |ΩG×G(A)|.

Para ello seguimos un razonamiento análogo al de la proposición 4.3.4, pues

(x, y) · λ((x, y) · a) = λ(a) para todo (x, y) ∈ G × G, λ ∈ Â, a ∈ A, con lo

que se puede aplicar el teorema de Brauer (teorema 6.3 de [41]).

El resultado siguiente pone de mani�esto la relación entre las funciones

invariantes a derecha, a izquierda y bi-invariantes, y es clave en la generali-

zación del teorema 2.2.4 a R-grupos de álgebra.

Teorema 4.3.7 Sea λ ∈ Â un elemento cualquiera, entonces:

1. λ̃Lλ
(respec. λ̃Rλ

) es un carácter lineal de Lλ (respec. de Rλ),

2. |Gλ|γ̃λ = (λ̃Lλ
)G = (λ̃Rλ

)G.

Demostración: Basta considerar la acción a izquierda, puesto que para la

otra la demostración es similar. Dados a, b ∈ Lλ, tenemos que λ(ab) = 1,

por tanto, λ̃((1 + a)(1 + b)) = λ(a + b + ab) = λ(a)λ(b)λ(ab) = λ(a)λ(b) =

λ̃(1 + a)λ̃(1 + b). Así pues, λ̃Lλ
es un carácter lineal.

Dado a ∈ A cualquiera, por la de�nición de carácter inducido (ver de�-

nición 5.1 de [41]) se tiene que



116 Capítulo 4. Super-caracteres sobre anillos �nitos

(λ̃Lλ
)G(1 + a) =

1

|Lλ|
∑
x∈G

νλ(xax
−1),

donde νλ se de�ne como νλ(u) = λ(u) si u ∈ Lλ y νλ = 0, en otro caso. Se

sigue entonces que νλ = |A : Lλ|−1(λLλ
)A = αλ, y así

αλ(xax
−1) =

1

|Gλ|
∑
µ∈Gλ

µ(xax−1) =
1

|Gλ|
∑
µ∈Gλ

(x−1µx)(a)

=
1

|Gλ||Lλ|
∑
z∈G

(x−1zλx)(a) =
1

|G|
∑
y∈G

(yλx)(a),

para todo x ∈ G. Por tanto,

(λ̃Lλ
)G(1 + a) =

1

|Lλ||G|
∑

x,y∈G

(yλx)(a) =
|Gλ|
|GλG|

∑
µ∈GλG

µ(a) = |Gλ|γ̃λ(1 + a),

lo que nos lleva al resultado.

Como sucede con los Fq-grupos de álgebra, podemos de�nir el super-

carácter asociado a un elemento λ ∈ Â como sigue:

De�nición 4.3.8 Sea λ ∈ Â un carácter aditivo de A. El super-carácter de

G(A) asociado a λ es el carácter

ξλ = (λ̃Lλ
)G = (λ̃Rλ

)G.

El resultado siguiente generaliza el teorema 2.2.4 y prueba que para un

R-grupo de álgebra el super-carácter asociado a λ ∈ Â depende sólo de la

órbita GλG.

Corolario 4.3.9 Sea λ ∈ Â un carácter aditivo de A. Entonces, el super-

carácter asociado a λ es de la forma

ξλ(1 + a) =
|Gλ|
|GλG|

∑
µ∈GλG

µ(a), para todo a ∈ A. (4.5)
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Notemos que la expresión (4.5) es idéntica a (2.2), obtenida para Fq-

grupos de álgebra. Así pues, hemos probado que cuando R es un anillo de

Galois, las propiedades de los super-caracteres son independientes de que A

sea un Fq-espacio vectorial o una R-álgebra �nita. Esto es debido a que los

super-caracteres dependen únicamente de la acción del grupo G sobre el G-

bimódulo Â, que para estos dos casos resulta tener las mismas propiedades.

4.4. Un ejemplo: La R-álgebra de polinomios

en una indeterminada

En esta sección, al igual que en la 2.5, estudiaremos un ejemplo sencillo.

Sea R el anillo de Galois GR(pn, e) y sea A = R0[x]/(x
m) la R-álgebra de

los polinomios con término independiente cero, coe�cientes en R y grado

estrictamente menor que m. Es claro que A es un álgebra �nita, nilpotente

con grado de nilpotencia m y libre. Por otra parte, notemos que debido a la

nilpotencia de A, el grupo adjunto G(A) coincide con el subgrupo 1+A de las

unidades de A. Además, A tiene rangom−1 y el conjunto B = {x, . . . , xm−1}

es una R-base suya. El R-módulo dual A∗ = HomR(A,R) también es libre

de rango m− 1 y tiene como base el conjunto B∗ = {x∗, . . . , (xm−1)∗}, donde

(xi)∗(xj) = δij, para todo 1 ≤ i, j ≤ m− 1.

De acuerdo con la sección anterior, los super-caracteres de G(A) están en

correspondencia biyectiva con las órbitas de la acción de G sobre A∗, que por

analogía con la sección 2.1, llamaremos acción de cotransición. A pesar de que

G(A) es conmutativo, y por ello la acción de cotransición izquierda coincide

con la acción de cotransición derecha, el hecho de que R posea divisores de

cero hace que el estudio de las órbitas sea mucho más difícil que para el caso

del Fq-grupo de álgebra visto. Por este motivo, estudiaremos únicamente las
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órbitas asociadas a los monomios cs(xs)∗, con cs ∈ R y 1 ≤ s ≤ m− 1.

Lema 4.4.1 Sea (xs)∗ ∈ B∗ un elemento de la base dual. Si xi ∈ B, entonces

xi(xs)∗ =

 (xs−i)∗ si i < s;

0 en otro caso.

Demostración: Puesto que xi(xs)∗(a) = (xs)∗(xia), para todo a ∈ A, te-

nemos que xi(xs)∗(xj) = (xs)∗(xi+j) = δs,i+j, para todo xj ∈ B. Así pues,

si i < s, es claro que xi(xs)∗(xj) = 1 si y sólo si j = s − i, mientras que

es cero en cualquier otro caso. Por tanto, xi(xs)∗ = (xs−i)∗. De igual forma,

xi(xs)∗ = 0 para todo i ≥ s.

Supongamos que cs es una unidad del anillo R. En ese caso obtenemos

un resultado idéntico al de la proposición 2.5.1.

Proposición 4.4.2 Sea (xs)∗ ∈ B∗ un elemento de la base dual. Entonces, si

cs es una unidad del anillo R, la órbita de cotransición del elemento cs(xs)∗ ∈

A∗ viene dada por

G(cs(x
s)∗) = cs(x

s)∗ + 〈(x)∗, . . . , (xs−1)∗〉R

Demostración: Como consecuencia del lema anterior, para cada elemento

cs(x
s)∗, con 1 ≤ s ≤ m − 1, la órbita G(cs(x

s)∗) está contenida en el con-

junto cs(xs)∗ + 〈(x)∗, . . . , (xs−1)∗〉R. Supongamos que cs es una unidad de R

y veamos que se da la igualdad. Sea a ∈ cs(x
s)∗ + 〈(x)∗, . . . , (xs−1)∗〉R un

elemento cualquiera, entonces existen elementos ai ∈ R para 1 ≤ i ≤ s − 1

tales que a = cs(x
s)∗ +

∑s−1
i=1 ai(x

i)∗. Pretendemos encontrar un elemen-

to 1 +
∑m−1

i=1 fix
i = 1 + f(x) ∈ G tal que (1 + f(x))cs(x

s)∗ = a. Puesto

que xi(cs(x
s)∗) = 0 para todo i ≥ s podemos suponer, sin pérdida de ge-

neralidad, que f(x) es un polinomio de grado s − 1, con lo que fi = 0,
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para todo s ≤ i ≤ m − 1. Por hipótesis, cs ∈ U(R); por tanto, el resto

de coe�cientes es de la forma fs−i = c−1
s ai, con 1 ≤ i ≤ s − 1. Así pues,

cs(x
s)∗ + 〈(x)∗, . . . , (xs−1)∗〉 ⊆ G(cs(x

s)∗) y el resultado se sigue.

Proposición 4.4.3 En las condiciones del resultado anterior, el estabiliza-

dor del elemento cs(xs)∗ para la acción de cotransición G es

Lcs(xs)∗ = Rcs(xs)∗ = 1 + 〈xs, . . . , xm−1〉R

Demostración: En primer lugar, puesto que las acciones de G a derecha e

izquierda coinciden, tenemos que L(cs(x
s)∗) = R(cs(x

s)∗). Además, es fácil

ver que

〈xs, . . . , xm−1〉R ⊆ L(cs(x
s)∗). (4.6)

Así pues, sólo resta probar el otro contenido. Sea a ∈ A un elemento

que satisface acs(xs)∗ = 0. Por la condición (4.6) es su�ciente considerar

a =
∑s−1

i=1 aix
i. Para cada 1 ≤ i ≤ s − 1, el coe�ciente as−i debe veri�car

as−ics = 0 . Puesto que cs ∈ U(R), ai = 0 y el resultado se sigue.

Notemos que en este caso hemos repetido el resultado obtenido en la

sección 2.5. Esto se debe a que el R-módulo L(cs(x
s)∗) es un sumando directo

de A, que es libre. Entonces, puesto que R es un anillo local, L(cs(x
s)∗) es

libre y complementado en A (ver [67]) y cualquier R-base suya se puede

extender a una R-base de A, tal como sucede con los Fq-espacios vectoriales.

Supongamos que cs no es una unidad de R. Por la proposición 4.2.3

sabemos que cs = upk, con u ∈ U(R) y 1 ≤ k ≤ n − 1. El entero k está

unívocamente determinado, mientras que la unidad es única módulo pn−k.
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Proposición 4.4.4 Sea (xs)∗ ∈ B∗ un elemento de la base dual. Entonces,

si cs = upk con u ∈ U(R) y 1 ≤ k ≤ n − 1, la órbita del elemento cs(xs)∗

tiene la forma

G(cs(x
s)∗) = cs(x

s)∗ + 〈pkx∗, . . . , pk(xs−1)∗〉R

Demostración: A partir del lema 4.4.1 es claro que G(cs(x
s)∗) ⊆ cs(x

s)∗ +

〈csx∗, . . . , cs(xs−1)∗〉R, puesto que cs = upk con u ∈ U(R), se sigue que

〈csx∗, . . . , cs(xs)∗〉R = 〈pkx∗, . . . , pk(xs−1)∗〉R. Por lo tanto, tenemos que

G(cs(x
s)∗) ⊆ cs(x

s)∗ + 〈pkx∗, . . . , pk(xs−1)∗〉R

Sea a ∈ cs(xs)∗+ 〈pkx∗, . . . , pk(xs−1)∗〉R un elemento cualquiera, entonces

podemos encontrar elementos ai ∈ R tales que a = cs(x
s)∗ +

∑s−1
i=1 aip

k(xi)∗.

Se dará el contenido si es posible encontrar un elemento 1 +
∑m−1

i=1 fix
i =

1 + f(x) ∈ G, de forma que (1 + f(x))cs(x
s)∗ = a. Podemos suponer, sin

pérdida de generalidad, que el polinomio f(x) tiene grado s − 1. Para cada

1 ≤ i ≤ s − 1, el coe�ciente fs−i debe satisfacer fs−iup
k = aip

k, que se

veri�ca siempre que fs−iu ∼= aimod(p
n−kR). Puesto que u ∈ U(R), basta

tomar fs−i
∼= u−1aimod(p

n−kR) y el resultado se sigue.

La forma del estabilizador L(cs(x
s)∗), cuando cs /∈ U(R), es diferente de la

obtenida para Fq-grupos de álgebra. Esta diferencia se debe a que L(cs(x
s)∗)

no es necesariamente un R-módulo complementado de A.

Proposición 4.4.5 En las condiciones de la proposición anterior, el estabi-

lizador del elemento cs(xs)∗ es el grupo

R(cs(x
s)∗) = L(cs(x

s)∗) = 1 + 〈pn−kx, . . . , pn−kxs−1, xs, . . . , xm−1〉R
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Demostración: Puesto que la acción de G es conmutativa, R(cs(x
s)∗) =

L(cs(x
s)∗). Además, es fácil ver que

〈pn−kx, . . . , pn−kxs−1, xs, . . . , xm−1〉R ⊆ L(cs(x
s)∗).

Sólo resta probar el otro contenido. Para ello, tomamos un elemento a ∈

A tal que acs(xs)∗ = 0. Puesto que A es un R-módulo libre con base B,

a =
∑m−1

i=1 aix
i, con ai ∈ R para todo i. Bastará ver que ai ∈ pn−kR para

todo 1 ≤ i ≤ s − 1. Dado uno cualquiera de estos coe�cientes, la condición

acs(x
s)∗ = 0 implica que as−iup

k = 0. Puesto que u ∈ U(R), se sigue que

ai ∈ pn−kR.

Por otra parte, mientras que para los monomios cs(xs)∗ con cs ∈ U(R) las

órbitas G(cs(x
s)∗) son todas diferentes, no ocurre lo mismo cuando cs = upk

con u ∈ U(R). En ese caso, hemos visto en la proposición 4.2.3 que dos

elementos cs = upk y c′s = u′pk, con u, u′ ∈ U(R), son diferentes si y sólo si

u � u′mod(pn−kR). Así pues, podremos demostrar el siguiente resultado:

Proposición 4.4.6 Sea (xs)∗ ∈ B∗ un elemento de la base dual. Entonces,

el conjunto de todas las órbitas de la forma G(cs(x
s)∗) se puede escribir como

la unión disjunta de los conjuntos siguientes:

1. {G(cs(x
s)∗) : cs ∈ U(R)};

2. {G(upk(xs)∗) : πk(u) ∈ Ik, 1 ≤ k ≤ n− 1}, donde πk : R → R/pn−kR

es la proyección canónica e Ik es un conjunto completo de representan-

tes de las unidades del anillo R/pn−kR.

Demostración: Sea cs = upk con u ∈ U(R) y 0 ≤ k ≤ n− 1 y sea ct = u1p
l

con u1 ∈ U(R) y t ≤ s. Las órbitasG(cs(x
s)∗) = cs(x

s)∗+pk〈x∗, . . . , (xs−1)∗〉R
y G(ct(x

t)∗) = ct(x
t)∗ + pl〈x∗, . . . , (xt−1)∗〉R coinciden si y sólo si cs(xs)∗ −
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ct(x
t)∗ ∈ M + N , con M = pk〈x∗, . . . , (xs−1)∗〉R y N = pl〈x∗, . . . , (xt−1)∗〉R.

Es fácil ver que esta condición se veri�ca si y sólo si s = t y cs = ct.

En el caso en que cs ∈ U(R), su representación es única; por ello todas las

órbitas G(cs(x
s)∗) con cs ∈ U(R) son diferentes. Esto da lugar a la primera

familia de órbitas.

Supongamos ahora que cs = upk con u ∈ U(R). Según acabamos de ver,

cs no tiene una representación única, sino que cs = u′pk para todo u′ ∼=

umod(pn−kR). Si πk : R → R/pn−kR es la proyección canónica, se veri�ca

que cs = upk 6= c′s = u′pk si y sólo si πk(u) 6= πk(u
′). Puesto que πk(U(R)) =

U(πk(R)), podemos ver que sólo las órbitas de la forma G(upk(xs)∗) con

πk(u) ∈ U(R/pn−k) son diferentes. Esto da lugar a la segunda familia.

Como se puede apreciar, en todos los casos es posible escribir las órbitas

G(cs(x
s)∗) como cs(xs)∗ + N , con N un R-módulo. Cuando cs ∈ U(R), el

módulo N es libre y complementado, con lo que se repite el comportamiento

estudiado en la sección 2.5. Por el contrario, si cs = upk, con k ∈ U(R),

el módulo N = pkN ′ con N ′ libre y complementado. En este caso no se

recupera, en general, el comportamiento de los Fq-grupos de álgebra.

Otra particularidad es que mientras que en la sección 2.5 sólo apare-

cían órbitas de la forma fs(x
s)∗ + V con fs 6= 0 (observemos que fs es

una unidad de Fq), en este caso tenemos una variedad mayor. Así, jun-

to con aquellas de la forma G(cs(x
s)∗) con cs /∈ U(R), aparecen también

otras que no contienen ningún elemento de B. Como ejemplo, puede ser-

vir el R-álgebra A = R0[x]/(x
3) con R = G(32, 2). En ese caso, tendremos

|U(R)| = 72 unidades, lo que supone que en las órbitas de la forma G(cs(x
s)∗)

con cs ∈ U(R) se repartan |U(R)|
∑2

s=1(3
2)s−1 = 5904 elementos. Por otra

parte, las órbitas del tipo G(upk) con u ∈ U(R) y k = 1, 2 suman un total

de
∑2

s=1(3
2− 1)(32)s−1 = 80 elementos. La suma total es de 5984 elementos,
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menor que (34)2 − 1 = 6560 que es el número total de elementos no nulos de

A.

Por último, sólo resta dar una expresión para los super-caracteres de

G = 1 + A asociados a este tipo de órbitas. Es el resultado siguiente:

Teorema 4.4.7 Sea (xs)∗ ∈ B un elemento de la base dual y sea cs ∈ R un

elemento no nulo cualquiera. Entonces, el super-carácter asociado a cs(xs)∗

es de la forma:

1. ξcs(xs)∗ = λ̃cs(xs)∗

s−1∏
i=1

(∑
c∈R

λ̃c(xi)∗

)
si cs ∈ U(R);

2. ξcs(xs)∗ = λ̃cs(xs)∗

s−1∏
i=1

∑
c∈pkR

λ̃c(xi)∗

 si cs = upk;

3. 1G si cs = 0.

Demostración: La demostración es igual que la del corolario 2.5.4. Partimos

de la expresión (4.5) para el super-carácter ξcs(xs)∗ . Puesto que la acción de

G es conmutativa, tenemos que

ξcs(xs)∗(1 + a) =
∑

µ∈G(cs(xs)∗)

µ(a),

para todo a ∈ A. Las proposiciones 4.4.2 y 4.4.4 permiten escribir G(cs(x
s)∗)

de la forma cs(xs)∗+M , lo que tras desarrollar nos permite llegar al resultado

deseado.
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Capítulo 5

Aplicaciones: Teoría de caracteres

y códigos cuánticos

En este capítulo abordaremos una de las aplicaciones de la Teoría de

Representaciones: el tratamiento de los errores en los códigos cuánticos.

Los errores cuánticos pueden escribirse en términos de una base de opera-

dores de error. En principio, existen diferentes elecciones para esta base, pero

una de las más útiles se obtiene considerando una representación proyectiva

de un cierto grupo H llamado. grupo de error Las bases de error así obteni-

das reciben el nombre de nice error bases (ver [51]). Alternativamente, esta

representación proyectiva se puede ver como una representación ordinaria de

una cierta extensión central de E que recibe el nombre de grupo abstracto de

error.

A pesar de que la naturaleza de los errores cuánticos di�ere de la de

los clásicos y de que existen errores cuánticos sin equivalencia clásica, el

formalismo de las bases y grupos de error permite la construcción de códigos

correctores cuánticos en un contexto similar al de los códigos clásicos, a la

vez que aportan herramientas para el análisis del error.
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Un ejemplo de estos códigos cuánticos son los códigos estabilizadores,

descritos en [52], que se de�nen como el subespacio vectorial estabilizado por

el conjunto de matrices {ρ(n) : n ∈ N}, donde ρ es una representación �el y

unitaria del grupo de error G y N E G es un subgrupo normal abeliano.

A lo largo del capítulo estudiaremos los códigos Cli�ord (ver [53]), una

generalización de los códigos estabilizadores en los que el subgrupo N no

es necesariamente abeliano, y relacionaremos sus propiedades con las de los

caracteres que utilizamos para su de�nición. De hecho, podremos probar que

las propiedades correctivas de estos de códigos vienen condicionadas por la

existencia de caracteres completamente rami�cados.

Por último, terminaremos el capítulo con la construcción de códigos sobre

el producto directo de grupos abstractos de error, de forma similar a como

se hace en el caso clásico, y estudiaremos sus propiedades correctoras.

5.1. Representaciones proyectivas y bases de

error

A lo largo de este capítulo trabajaremos con sistemas cuánticos. Cada uno

de ellos se puede identi�car con un espacio de Hilbert que es un producto

tensorial de la forma H = S⊗m, donde cada S ∼= Cq representa un sistema

elemental con q estados. En el caso q = 2, el sistema S recibe el nombre de

qubit. Un código cuántico Q es un subespacio vectorial del sistema H. De

forma más precisa podemos decir (de�nición 3 de [14]):

De�nición 5.1.1 Un código cuántico q-ario de longitud m y tamaño k es

un subespacio vectorial Q ⊆ H de dimensión k. Para q = 2 el código se dice

binario.
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La información cuántica es susceptible de sufrir errores, como por ejemplo

cuando se produce entrelazamiento entre el sistema y el entorno, procesos de

decoherencia, etc. Un error se representa en este modelo como un operador

lineal que actúa sobre el espacio H. Igual que en el caso clásico, es posible

construir códigos que protejan la información frente a un conjunto de errores

determinado.

En primer lugar, debemos distinguir qué errores pueden ser detectados

por el código y cuáles se pueden corregir. Un operador de error E se dice

detectable por el código Q (ver [56]) si para cada estado x ∈ Q se veri�ca que,

o bien Ex = x, o bien Ex /∈ Q. Por otra parte, si E = {E0 = Id, E1, . . . , Es}

es un conjunto de operadores de error, decimos que E es corregible por el

código Q si y sólo si para todo par de estados x, y ∈ Q con x 6= y y para todo

i, j se veri�ca que Eix 6= Ejy. Notemos que el concepto de detectabilidad

afecta únicamente a cada error de forma individual, mientras que el otro

concepto depende del conjunto de operadores de error. Además, en caso de

que todos los operadores de error sean inversibles, se puede probar que el

conjunto E es corregible si y sólo si los errores E−1
j Ei son detectables para

todo i, j.

También es conocido el hecho de que si Q corrige el conjunto de errores

E , también corrige todos los que se encuentran en su clausura lineal. De esta

forma, es su�ciente trabajar con un conjunto E que sea una base del espa-

cio vectorial de todos los operadores de error que actúan sobre H⊗m. Estos

conjuntos reciben el nombre de bases de error. Un ejemplo lo proporciona,

para un sistema formado por un único qubit (H = S ∼= C2), el conjunto de
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matrices siguiente (matrices de Pauli):

I =

 1 0

0 1

 , N =

 0 1

1 0

 ,

S =

 1 0

0 −1

 , NS =

 0 −1

1 0

 .
Notemos que el conjunto E = {I,N, S,NS} es un grupo para la multipli-

cación de matrices y que éstas son ortogonales respecto al producto escalar

〈A,B〉 = tr(AtB). Cualquier código capaz de corregir los errores de E será

capaz de corregir cualquier error que afecte al qubit H. Este modelo se pue-

de extender a sistemas con m qubits con sólo de�nir cada operador de error

como un producto tensorial de m operadores elementales.

De entre las posibles elecciones de bases de error, estudiaremos las que

se conocen como nice error bases (ver [51]), que son una generalización del

ejemplo anterior y que se de�nen como representaciones proyectivas de un

grupo de error.

De�nición 5.1.2 Sea H un grupo de orden n2. Una nice error basis sobre

H ∼= Cn es un conjunto E = {ρ(g) ∈ U(n) : g ∈ H} tal que:

1. ρ(1) = In,

2. tr(ρ(g)) = n δg,1, para todo g ∈ H,

3. ρ(g)ρ(h) = ω(g, h) ρ(gh), para todo g, h ∈ H.

Observemos que todas las matrices ρ(g) son unitarias y por tanto, no

singulares. En consecuencia, la aplicación ω : H ×H → C toma valores no

nulos y está determinada unívocamente por ρ. De las condiciones 1 y 3 se
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sigue que ρ es una representación proyectiva del grupo H con conjunto factor

ω (ver de�nición 1.11 de [41]).

Por otra parte, a partir de la condición 2 se deduce que ker ρ = {g ∈ H :

ρ(g) = cI, c ∈ C} = {1}, por lo que ρ es �el. Además, es fácil ver que las

matrices ρ(g) son ortogonales dos a dos con respecto al producto escalar de

U(n) dado por 〈A,B〉 = tr(A†B)/n. Por ello, el conjunto {ρ(g) : g ∈ H}

es una base de la C-álgebra Mn(C) y ρ es una representación proyectiva

irreducible.

Por último, podemos suponer sin pérdida de generalidad (ver [58]) que

det(ρ(g)) = 1 para todo g ∈ H, por lo que en ese todos los elementos de ω

son raíces de la unidad. Un grupo H que satisface estas propiedades recibe

el nombre de grupo índice de la base de error E .

Así pues, hemos probado que las nice error bases se obtienen de represen-

taciones proyectivas de su grupo índice. El recíproco también es cierto, por

lo que se tiene la siguiente caracterización (teorema 1 de [51]).

Teorema 5.1.3 Sea E = {ρ(g) : g ∈ H} un conjunto de matrices unitarias

parametrizadas por los elementos de un grupo �nito H. El conjunto E es

una nice error basis con grupo índice H si y sólo si ρ es una representación

proyectiva, irreducible y �el de H con grado |H|1/2.

Demostración: Ya hemos visto que si E es una nice error basis con gru-

po índice E, entonces ρ es una representación proyectiva, �el e irreduci-

ble de grado |H|1/2. Recíprocamente, si ρ es una representación proyecti-

va, irreducible y �el de H, se veri�can trivialmente las condiciones 1 y 3

de la de�nición 5.1.2. Además, si φ es el carácter asociado a ρ, el núcleo

ker ρ = {g ∈ H : ρ(g) = cI, c ∈ C} = {1} se identi�ca con el quasi-núcleo

Z(φ) = {g ∈ H : |φ(g)| = φ(1)} (ver de�nición 2.26 y lema 2.27 de [41]). Por
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último, puesto que φ2(1) = |H|, se sigue que φ(g) = 0 para todo g ∈ H−{1}

(ver corolario 2.30 de [41]), lo que da la condición 2 de 5.1.2.

En lugar de trabajar con grupos índice, es más práctico hacerlo con una

extensión central suya que recibe el nombre de grupo abstracto de error.

Comenzamos por introducir la siguiente de�nición (de�nición 11.8 de [41]).

De�nición 5.1.4 Una extensión central de H es un un par formado por un

grupo G (posiblemente in�nito) y por un epimor�smo π : G → H tal que

ker π ⊆ Z(G).

Existe una relación entre las representaciones proyectivas de un grupo

E y las representaciones ordinarias de sus extensiones centrales. Para com-

prenderla es necesario introducir el siguiente concepto (de�nición 11.11 de

[41]).

De�nición 5.1.5 Sea (G, π) una extensión central de H y sea ρ una C-

representación proyectiva de H. Diremos que ρ se puede elevar a G si exis-

ten una representación ordinaria η de G y una función µ : G→ C∗ tal que

para todo g ∈ G se tiene

η(g) = ρ(π(g))µ(g).

De�nición 5.1.6 Sea H un grupo de error. Un grupo abstracto de error G

es la extensión central de menor grado de H tal que cualquier representación

proyectiva de H se puede elevar a G.

Por el teorema 11.17 de [41], todo grupo �nito H posee una extensión

central �nita G con la propiedad anterior. En consecuencia, si H es un grupo

de error �nito, el grupo abstracto de error también lo es. La construcción de

esta extensión central, llamada grupo de representación de Schur de H, se

puede ver en [51].
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De�nición 5.1.7 Un grupo G es de tipo central si existe un carácter ordi-

nario φ ∈ Irr(G) tal que φ(1) = |G : Z(G)|1/2.

Los grupos abstractos de error son un caso especial de grupos tipo central.

De hecho, podemos probar la siguiente caracterización (teorema 3 de [51]).

Teorema 5.1.8 Un grupo �nito G es un grupo abstracto de error si y sólo

si G es un grupo de tipo central cuyo centro es cíclico.

Demostración: Supongamos que G es un grupo abstracto de error. En ese

caso, G es una extensión central del grupo de error H y existe una represen-

tación proyectiva de H, denotada por ρ, irreducible y �el de grado |H|1/2. Si

ω es el conjunto factor asociado a ρ, el conjunto de valores de ω genera un

subgrupo cíclico T del grupo multiplicativo de C y G es isomorfo al grupo

(T ×H, ·) (ver capítulo 11 de [41] y sección 3 de [51]), donde la operación ·

se de�ne como

(a, h) · (b, k) = (ab ω(h, k), hk), a, b ∈ T, h, k ∈ H

Por tanto,H ∼= G/T con T cíclico contenido en Z(G). A su vez, la representa-

ción proyectiva ρ se puede elevar a una representación ordinaria e irreducible

de G con el mismo grado que ρ. Sea φ el carácter de esta representación, en-

tonces φ(1)2 = |G : T | y se sigue, por el corolario 2.30 de [41], que T = Z(G),

por lo que G es de tipo central.

Recíprocamente, supongamos que G es un grupo de tipo central cuyo

centro es cíclico. A partir del lema 4.3 de [37] se puede suponer, sin pér-

dida de generalidad, que el grupo G posee una representación η ordinaria,

unitaria y �el de grado |G : Z(G)|1/2. Sea H = G/Z(G), denotamos por

W = {xg : g ∈ H} un sistema completo de representantes de G módulo

Z(G). La aplicación η : H → Un dada por η(g) = η(xg), para todo g ∈ H,
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es una representación proyectiva de H que además es irreducible y �el. Por

el teorema 5.1.3, el conjunto E = {η(g) : g ∈ G} es una nice error basis cuyo

grupo índice es H. En estas condiciones (ver capítulo 11 de [41]), G es el

grupo de representación de Schur de H y por tanto, es un grupo abstracto

de error.

Nota 5.1.9 Tal como se puede ver en [37], todos los grupos de tipo central

son resolubles.

5.2. Códigos cuánticos: códigos estabilizadores

y Cli�ord

El ejemplo más común de códigos cuánticos son los códigos estabilizadores

binarios (ver de�nición 5.1.1), pues desempeñan en la teoría de codi�cación

cuántica un papel semejante al de los lineales en la clásica. Sus algoritmos de

codi�cación son sencillos y pueden estudiarse utilizando la teoría clásica. De

hecho, los primeros ejemplos de códigos cuánticos, proporcionados por Shor

[77] y Steane [79], son de este tipo. La teoría general fue introducida por Got-

tesman [31] y Calderbank [20], quien también estudió la relación entre éstos

y los códigos clásicos autoduales [21]. Los códigos estabilizadores cuánticos

no binarios (ver [14]) son una extensión en la que el sistema elemental posee

m > 2 estados. Al igual que sucede con los binarios, se pueden relacionar con

los códigos clásicos sobre Zm a través de las "nice error bases" (ver [57], [58]

y [71]).

De forma general, un código estabilizador cuántico, binario o no, se puede

de�nir a partir de un grupo abstracto de error G como se muestra a conti-

nuación (ver [52]).



Códigos cuánticos 133

De�nición 5.2.1 Sea G un grupo abstracto de error y sea ρ : G → U(n)

una representación ordinaria, irreducible y �el de G de grado |G : Z(G)|1/2.

Si N un subgrupo normal de G, un código estabilizador Q es el subespacio

generado por todos los vectores de Cqm
que son simultáneamente vectores

propios de todas las matrices ρ(n), con n ∈ N . Es decir:

Q = {v ∈ Cqm

: ρ(n)v = ξ(n)v, ξ(n) ∈ C, ∀n ∈ N}.

Si el códigoQ es no trivial, el subgrupoN E G es necesariamente abeliano

y la aplicación ξ : N → C es un carácter lineal de N . Alternativamente, Q

se puede ver como la imagen del proyector ortogonal (ver [14], [55]):

P =
1

|N |
∑
n∈N

ξ(n)ρ(n). (5.1)

Con esta notación es posible probar (ver [58] para los detalles) que un ope-

rador de error E es detectable por el código Q si y sólo si PEP = cEP , con

cE una constante que sólo depende de E.

Los códigos estabilizadores son un caso particular de códigos Cli�ord.

De hecho, éstos se pueden de�nir como la imagen de un proyector ortogonal

semejante a (5.1). Para estudiarlos necesitamos algunos resultados de la teoría

de Cli�ord que, por completitud, introducimos a continuación (ver capítulos

6 de [41] y 7 de [24]).

Sea N un subgrupo normal de G y sea χ ∈ Irr(N) un carácter irreducible.

Dado g ∈ G, la aplicación χg : N → C de�nida como χg(n) = χ(gng−1), para

todo n ∈ N , es un carácter irreducible de N denominado carácter conjugado

de χ. Es fácil ver que el grupo G actúa por conjugación sobre el conjunto

Irr(N) de los caracteres irreducibles de N . El estabilizador de χ ∈ Irr(N)

para esta acción recibe el nombre de subgrupo de inercia de χ y se denota

como:
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T (χ) = {g ∈ G : χg = χ}.

El teorema de Cli�ord (ver teorema 6.2 de [41]) establece que la restricción

de un carácter φ ∈ Irr(G) al subgrupo N se puede escribir como una suma

de caracteres conjugados, todos ellos con la misma multiplicidad. Es decir,

φN = e
∑t

i=1 χi, con χ1 = χ ∈ Irr(N) y e = 〈φ, χ〉N 6= 0. De la de�nición de

subgrupo de inercia se desprende que t = |G : T (χ)|.

Supongamos que V es el CG-módulo irreducible asociado al carácter

φ ∈ Irr(G). Es claro que V tiene también una estructura de CN -módulo,

denotada por VN , cuando restringimos la acción al subgrupo N E G. SiW es

un CN -submódulo irreducible cualquiera de VN , resulta que VN se puede es-

cribir como una suma de CN -módulos conjugados de la formaWi = giW con

gi ∈ G (ver teorema 6.5 de [41]). Sea {g1W, . . . , gtW} un conjunto maximal de

CN -submódulos no isomorfos. En ese caso, es posible escribir VN =
∑t

i=1 Vi,

donde cada Vi es la suma de todos los submódulos isomorfos a giW . Los

CN -módulos Vi, para 1 ≤ i ≤ t, están unívocamente determinados, salvo

isomor�smo, y reciben el nombre de componentes homogéneas de VN .

De�nición 5.2.2 Sea G un grupo abstracto de error y N � G. Sea ρ una

representación unitaria y �el de G con carácter φ y grado |G : Z(G)|1/2. Si

V es el CG-módulo asociado a φ, un código Cli�ord es una cualquiera de las

componentes homogéneas del CN-módulo VN .

Así pues, un código Cli�ord Q se puede escribir como una suma de CN -

módulos isomorfos: Q ∼= W ⊕ · · · ⊕W . El número de sumandos es el mismo

para cada componente homogénea y se denota por e. Por el teorema de

Cli�ord, e = 〈φ, χ〉N , con χ ∈ Irr(N) el carácter asociado al módulo W . Las

propiedades correctoras del código vienen determinadas por el subgrupo de
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inercia T (χ), que se identi�ca con el subgrupo T (W ) = {g ∈ G : gW ∼= W}

y que claramente actúa sobre Q, y por el conjunto

Z(W ) = {g ∈ T (W ) : ∃λ ∈ C, gv = λv, ∀v ∈ Q},

formado por los elementos de G que actúan sobre Q como escalares. De forma

más precisa podemos probar el siguiente resultado (teorema 1 de [52]).

Teorema 5.2.3 Sea Q un código Cli�ord en las condiciones anteriores. En-

tonces

1. Pχ =
χ(1)

|N |
∑
n∈N

χ(n)ρ(n) es un proyector ortogonal sobre Q.

2. El código Q es capaz de corregir un conjunto de errores Σ ⊂ G si y sólo

si g−1
1 g2 /∈ T (W )− Z(W ) para todo g1, g2 ∈ Σ.

3. La dimensión de Q es eχ(1).

Demostración: La representación ρ de G es �el, por tanto, el grupo gene-

rado por el conjunto de matrices {ρ(n) : n ∈ N} es necesariamente isomorfo

a N . Puesto que χ ∈ Irr(N), se sigue que Pχ es un idempotente del álgebra

de grupo C[ρ(N)] ∼= CN . Debido a que las matrices ρ(n) son unitarias, Pχ

es autoadjunto, y por tanto, un proyector ortogonal sobre Q (ver teorema 8

de [76]). En cuanto a la dimensión, el módulo W tiene dimensión χ(1), así

pues dim(Q) = eχ(1).

Sean gi, gj ∈ G dos elementos tales que gig
−1
j /∈ T (W ). Los caracteres χi =

χgi y χj = χgj , asociados a los CN -módulos giW y gjW respectivamente,

son necesariamente ortogonales. Por tanto, los proyectores asociados Pχi
y

Pχj
satisfacen Pχi

Pχj
= Pχj

Pχi
= 0. Es decir, proyectan en subespacios

ortogonales.
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Se puede probar (ver [57] para los detalles) que un error ω es detectable

por Q si y sólo si PχωPχ es un múltiplo escalar de Pχ. Por otra parte, el

código Q es capaz de corregir todos los errores de un conjunto Σ si y sólo si

es capaz de detectar todos los errores del conjunto {g−1
1 g2 : g1, g2 ∈ Σ} (ver

[59]). Así pues, para probar el punto 2 es su�ciente ver que un error ω es

detectable si y sólo si ω /∈ T (W )− Z(W ). Para ello distinguimos tres casos:

a) El error ω ∈ Z(W ). Entonces ω es detectable, pues por de�nición existe

un escalar λ ∈ C tal que Pχρ(ω)Pχ = λPχ.

b) El error ω ∈ G − T (W ). Entonces también es detectable, pues por el

razonamiento del párrafo anterior se tiene que Pχρ(ω)Pχ = 0.

c) El error ω ∈ T (W )− Z(W ). En este caso no puede detectarse, puesto

que aunque la imagen ρ(ω)Q ⊆ Q (nótese que ω ∈ T (W )), sin embargo

Pχρ(ω)Pχ no puede ser un múltiplo de Pχ, pues en ese caso ω sería un

elemento de Z(W ).

Puesto que las propiedades correctoras del código dependen de los sub-

grupos T (W ) y Z(W ), es práctico asociar cada uno de ellos a un carácter

relacionado con Q. Como hemos dicho, el conjunto T (W ) coincide con el

subgrupo de inercia T = T (χ) y veremos a continuación que se puede encon-

trar un carácter θ ∈ Irr(T ) de forma que el subgrupo Z(W ) coincide con el

quasi-núcleo de θ, que por la de�nición 2.26 de [41] es el conjunto

Z(θ) = {g ∈ T : |θ(g)| = θ(1)}.

Proposición 5.2.4 Sea G un grupo abstracto de error y sea N E G. Sea ρ

una representación unitaria y �el de G con carácter φ y grado |G : Z(G)|1/2.

Si Q ∼= W⊕· · ·⊕W un código Cli�ord, conW un CN-módulo irreducible cuyo
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carácter asociado es χ, existe un único carácter θ ∈ Irr(T ), con T = T (χ),

tal que Z(W ) = Z(θ).

Demostración: Sean los conjuntos

A = {η ∈ Irr(T ) : 〈η, χ〉N 6= 0}, B = {ψ ∈ Irr(G) : 〈ψ, χ〉N 6= 0}.

Puesto que el carácter φ ∈ Irr(G) es un elemento de B, por el teorema 6.11

de [41] existe un único carácter θ ∈ A tal que φ = θG. Además, θ es la única

componente irreducible de la restricción φT que satisface 〈θ, χ〉N 6= 0.

Es claro que Q es un CT -módulo, pues para todo g ∈ T se veri�ca

gW ∼= W . Es más, la acción de G sobre el conjunto de todos los CN -módulos

conjugados {gW : g ∈ G} es transitiva, por lo que Q no puede contener CT -

módulos propios, es decir, Q es un CT -módulo irreducible. A su vez, si V

es el CG-módulo asociado a φ y VT su restricción a T , entonces Q ≤ VT

como CT -módulo, y el carácter asociado a Q debe ser un elemento de A.

Por otra parte, W ≤ Q como CN -módulo, por lo que el carácter asociado al

CT -módulo Q debe estar entre las componentes irreducibles de φT . Como ya

hemos referido antes, el único carácter en esas condiciones es θ y por ello, el

quasi-núcleo Z(θ), formado por todos los elementos de T que actúan sobre

Q como escalares, se identi�ca con el subgrupo Z(W ).

Así pues, un código Cli�ord Q viene determinado por los siguientes pará-

metros: un grupo abstracto de error G, una representación ρ de G, unitaria,

�el, con carácter φ y grado |G : Z(G)|1/2, un subgrupo normal N y una

componente irreducible χ ∈ Irr(N) de la restricción φN . En adelante, nos

referiremos a los códigos Cli�ord por estos cuatro parámetros y diremos que

(G, ρ,N, χ) son los datos de Q.

Otra cuestión importante es decidir cuándo un código Cli�ord Q con

datos (G, ρ,N, χ) es o no estabilizador. Si el subgrupo N E G es abeliano,
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el carácter χ es lineal y el proyector Pχ coincide con el de la ecuación (5.1),

con lo que claramente Q es estabilizador. Sin embargo, esta condición no es

necesaria, pues un código Q con N no abeliano podría de�nirse de forma

equivalente sobre otro subgrupo A�G que sí lo es. Dedicaremos el resto de

la sección a resolver este problema.

Dado Q un código Cli�ord con datos (G, ρ,N, χ), denotamos por A el

conjunto de todos los subgrupos normales abelianos de G que están conte-

nidos en Z(θ), es decir A = {A ≤ Z(θ) : A E G, A abeliano}. Para cada

A ∈ A, sea ξ : A → C la aplicación de�nida por ρ(a) = ξ(a)Id para todo

a ∈ A. Notemos que ξ coincide con la restricción φ|A y por tanto, es un

carácter de A. Así pues, la imagen del proyector ortogonal

PA =
1

|A|
∑
a∈A

ξ(a)ρ(a),

es un código estabilizador (ver de�nición 5.2.1) que contiene, por el lema 1

de [53], el código Cli�ord Q. Por el teorema 3 de [53], Q es estabilizador si y

sólo si coincide con la imagen de alguno de estos proyectores. Puesto que el

carácter φ satisface φ(g) = 0 para todo g ∈ G−Z(G), la condición anterior es

equivalente a que dimQ = Tr(PA) = |A∩Z(G)|φ(1)/|A| para algún A ∈ A.

Por otra parte, cualquier código Cli�ord Q con datos (G, ρ,N, χ) se puede

de�nir de forma equivalente sobre el grupo normal NZ = NZ(G) (ver lema

4 de [53]). En la práctica, esto se traduce en que para cualquier código de

datos (G, ρ,N, χ) se puede asumir que Z(G) ≤ N . Hecha esta consideración,

podemos probar el siguiente resultado (corolario 6 de [53]) que proporciona

una caracterización de los códigos Cli�ord que son estabilizadores.

Teorema 5.2.5 Sea Q un código Cli�ord con datos (G, ρ,N, χ). Suponga-

mos, sin pérdida de generalidad, que Z(G) ≤ N . Entonces, si A = {A ≤ Z(θ) :
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A E G, A abeliano}, el código Q es estabilizador si y sólo si χ2(1) = |N |/|A|

para algún A ∈ A con Z(G) ≤ A.

Demostración: Por una parte, dimQ = Tr(Pχ) = χ2(1)φ(1)|Z(G)|/|N |

(ver teorema 5.2.3); por la otra Tr(PA) = φ(1)|Z(G)|/|A|, pues la imagen

de PA es un código estabilizador (por tanto, Cli�ord) con datos (G, ρ,A, ξ)

y podemos suponer que Z(G) ≤ A para cada A ∈ A. Entonces, dimQ =

Tr(PA) para algún A ∈ A si y sólo si χ2(1) = |N |/|A|.

5.3. Grupos de tipo central y caracteres com-

pletamente rami�cados

Según el teorema 5.2.5, un código Cli�ord Q con datos (G, ρ,N, χ) es

estabilizador si y sólo si existe un subgrupo normal abeliano A que satisface

χ2(1) = |N |/|A|. En esta sección probaremos que esta condición es equivalen-

te a que el carácter χ sea completamente rami�cado sobre A. Esta propiedad

afecta tanto a la forma de χ como al quasi-núcleo Z(θ), lo que supone una

nueva caracterización, más operativa que la del teorema 5.2.5. Comenzamos

por introducir la de�nición de carácter completamente rami�cado (de�nición

4.1 de [37]), que es clave en el desarrollo posterior.

De�nición 5.3.1 Sea G un grupo y sea N E G. Un carácter χ ∈ Irr(N),

se dice completamente rami�cado en G si χG = eψ, para algún ψ ∈ Irr(G)

y e = |G : N |1/2. Por otra parte, diremos que un carácter ψ ∈ Irr(G) es

completamente rami�cado sobre N si su restricción ψN = eχ, para algún

χ ∈ Irr(N) y e = |G : N |1/2.

Un ejemplo de carácter completamente rami�cado lo proporciona el ca-

rácter φ de grado |G : Z(G)|1/2 de un grupo de tipo central (ver de�nición
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5.1.7), pues si ξ ∈ Irr(Z(G)) es una componente irreducible de la restricción

φZ(G), se veri�ca que φZ(G) = eξ con e = |G : Z(G)|1/2 (ver teorema 6.2

de [41]). En consecuencia, un grupo es de tipo central si y sólo si posee un

carácter completamente rami�cado sobre su centro.

A continuación, resumimos las principales propiedades de los caracteres

completamente rami�cados (proposición 4.2 de [37]).

Proposición 5.3.2 Sea G un grupo y sea N E G. Si χ ∈ Irr(N) y φ ∈

Irr(G) tal que 〈φ, χ〉N 6= 0, entonces son equivalentes:

1. χ es completamente rami�cado en G,

2. φ es completamente rami�cado sobre N ,

3. χ es invariante en G y χG es un múltiplo de φ,

4. φ se anula en G−N y la restricción φN es un múltiplo de χ,

5. χ es invariante y φ(1) = |G : N |1/2,

6. φ se anula en G−N y φ(1) = |G : N |1/2.

Demostración: Basta aplicar la reciprocidad de Frobenius (proposición

1.1.15), el teorema de Cli�ord (teorema 6.2 de [41]) y el lema 2.29 de [41].

Dado un código Cli�ord Q con datos (G, ρ,N, χ), notemos que la con-

dición que ha de satisfacer el carácter χ para que Q sea estabilizador es

semejante a la del punto 6 de la proposición anterior. Sin embargo, A ≤ Z(θ)

y θ es un carácter irreducible de T (χ), pero A puede no estar contenido en

N . Por ello, tiene sentido probar los resultados siguientes.

Lema 5.3.3 (lema 4.6 de [37]) Sea G un grupo y sea ξ ∈ Irr(Z(G)) un

carácter completamente rami�cado en G. Supongamos que Z(G) ≤ N E G
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y que χ ∈ Irr(N) es un carácter tal que 〈χ, ξ〉Z(G) 6= 0. Entonces χ es

totalmente rami�cado en T (χ).

Demostración: Puesto que 〈χ, ξ〉N 6= 0, de la reciprocidad de Frobenius

(proposición 1.1.15) se sigue que χ es un constituyente de ξN y por tanto,

χG lo es de ξG. El carácter ξ es completamente rami�cado en G, por lo que

ξG sólo tiene una componente irreducible, lo mismo que χG. La inducción

de�ne una biyección entre los conjuntos {ψ ∈ Irr(T (χ)) : 〈ψ, χ〉N 6= 0}, y

{φ ∈ Irr(G) : 〈φ, χ〉N 6= 0} (ver teorema 6.11 de [41]). En consecuencia, χT (χ)

posee una única componente irreducible y por la proposición 5.3.2, (3) ⇒ (1),

es completamente rami�cado en T (χ).

Proposición 5.3.4 Sea Q un código Cli�ord con datos (G, ρ,N, χ). El ca-

rácter χ es completamente rami�cado en T (χ).

Demostración: Como hemos visto antes, podemos asumir sin pérdida de

generalidad que Z(G) ≤ N . El carácter φ ∈ Irr(G), asociado a la repre-

sentación ρ, es completamente rami�cado sobre Z(G), pues G es de tipo

central. Así pues, existe un carácter ξ ∈ Irr(Z(G)) tal que φZ(G) = e ξ con

e = |G : Z(G)|1/2. Es fácil ver que el subgrupo de inercia T (ξ) = G, por lo

que el carácter ξ es invariante. Así pues, por el punto 5 de la proposición

5.3.2, ξ es completamente rami�cado en G. Por otra parte, φ es completa-

mente rami�cado sobre Z(G) y se anula en N − Z(G), por tanto, podemos

escribir

〈φ, χ〉N =
1

|N |
∑
n∈N

χ(n)φ(n) =
1

|N |
∑

n∈Z(G)

χ(n)φ(n)

=
1

|N |
∑

n∈Z(G)

χ(n) e ξ(n) =
e|Z(G)|
|N |

〈χ, ξ〉Z(G).
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Por la de�nición del código Q, el carácter χ es una componente irreducible

de la restricción φN y en consecuencia, 〈χ, ξ〉Z(G) 6= 0. Así pues, χ veri�ca las

hipótesis del lema 5.3.3 y el resultado se sigue.

Este resultado tiene consecuencias inmediatas sobre el quasi-núcleo Z(θ)

y por tanto, sobre las propiedades correctoras de Q.

Corolario 5.3.5 Sea Q un código Cli�ord con datos (G, ρ,N, χ), entonces

Z(θ) = Z(χ) y kerθ = kerχ.

Demostración: Por el resultado anterior, el carácter χ es completamente

rami�cado en T (χ). Puesto que N E T (χ) y 〈θ, χ〉N 6= 0 (ver proposición

5.2.4), el carácter θ es completamente rami�cado sobre N (punto 2 de 5.3.2),

de donde se sigue que θ se anula en T (χ) − N y además θN = e χ (punto 4

de 5.3.2). Por ello,

Z(θ) = {g ∈ N : |θ(g)| = θ(1)} = {g ∈ N : |eχ(g)| = eχ(1)} = Z(χ).

De forma análoga se prueba que kerθ = kerχ.

Ahora es posible a�rmar que cualquier subgrupo A ∈ A = {A ≤ Z(θ) :

A E G, A abeliano} está contenido en N , pues χ ∈ Irr(N) y por el resultado

anterior, A ≤ Z(θ) = Z(χ) ≤ N . De esta forma, podemos reformular el

teorema 5.2.5 como sigue.

Teorema 5.3.6 Sea Q un código Cli�ord con datos (G, ρ,N, χ). Suponga-

mos, sin pérdida de generalidad, que Z(G) ≤ N . Entonces, si A = {A ≤ Z(θ) :

A E G, A abeliano}, Q es un código estabilizador si y sólo si χ es un carácter

completamente rami�cado sobre algún A ∈ A que contiene a Z(G).

Demostración: Supongamos que Q es un código estabilizador. Entonces,

por el teorema 5.2.5 y el corolario 5.3.5, existe un subgrupo normal abeliano
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A ≤ Z(χ) ≤ N tal que χ2(1) = |N : A| y Z(G) ≤ A. Del lema 2.27 de [41] se

sigue que la restricción χA = χ(1) ξ, con ξ un carácter lineal de A, por tanto

〈χ, χ〉A = |N : A|. Así pues, se tiene que

|N | = |A|〈χ, χ〉A =
∑
a∈A

|χ(a)|2 ≤
∑
n∈N

|χ(n)|2 = |N |〈χ, χ〉N = |N |,

y en consecuencia χ(g) = 0 para todo g ∈ N − A. Por el punto 6 de la

proposición 5.3.2 el carácter χ es completamente rami�cado sobre A.

Recíprocamente, supongamos que χ es un carácter de N completamente

rami�cado sobre A, con A ∈ A conteniendo a Z(G). En ese caso, del punto 6

de la proposición 5.3.2 se sigue que χ se anula en N−A y que χ2(1) = |N : A|.

Por el teorema 5.2.5, Q es un código estabilizador.

Aún podemos mejorar este resultado si observamos que la condición

χ2(1) = |N : A| sólo se puede satisfacer si A = Z(χ); pues si χ2(1) = |N : A|

con A < Z(χ), se tiene que χ(g) = 0 para todo g ∈ Z(χ) − A 6= ∅, lo que

constituye una contradicción. Hemos demostrado la siguiente caracterización:

Corolario 5.3.7 Sea Q un código Cli�ord con datos (G, ρ,N, χ). Entonces

Q es un código estabilizador si y sólo si χ es un carácter completamente

rami�cado sobre Z(χ) y Z(χ) es un subgrupo normal abeliano de G.

5.4. Códigos Cli�ord producto

En esta sección construiremos códigos Cli�ord sobre el producto directo

de varios grupos abstractos de error de forma similar a como se hace con los

códigos clásicos. Terminaremos con el estudio de sus propiedades correctoras,

para ello nos apoyaremos en conceptos propios de la teoría clásica de códigos.

Por este motivo introducimos varias de�niciones clásicas que serán de utilidad

(ver [30]).
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Sea A un conjunto cualquiera, un código-bloque C de longitud n sobre

el alfabeto A es un subconjunto no vacío de An. Por tanto, C está formado

por secuencias (palabras) de la forma a = a1 · · · ak · · · an de longitud n y

componentes ak ∈ A, para todo k. Dadas dos palabras a y a′ de C, su

distancia de Hamming, dH(a, a′), es el número de componentes en las que

di�eren. Es decir, dH(a, a′) = |{k : ak 6= a′k}|. En el caso en que |C| ≥ 2,

de�nimos la distancia mínima de Hamming del código C, dH(C), como

dH(C) = min{dH(a, a′) : a, a′ ∈ C, a 6= a′},

que es un entero comprendido entre 1 y la longitud del código, n.

El alfabeto A sobre el que se construye el código-bloque puede ser cual-

quier conjunto, sin embargo es útil que posea alguna estructura. Éste es el

caso, por ejemplo, de los códigos-grupo que de�nimos a continuación.

De�nición 5.4.1 Sea C un código-bloque sobre un alfabeto G que es un

grupo. Decimos que C es un código-grupo si es un subgrupo del producto

directo Gn. Si C es normal en Gn, el código-grupo se dice normal.

Supongamos que C es un código-grupo de longitud n y a = a1 · · · an ∈ C

una palabra. El peso de Hamming de a, ωH(a), se de�ne como el número de

componentes de a que son diferentes de uno, esto es, ωH(a) = |{k : ak 6= 1}|.

En cualquier código-grupo siempre está contenida la palabra e = 1 · · · 1, por

lo que el peso de Hamming ωH(a) coincide con la distancia de Hamming

dH(a, e). Por tanto, el peso mínimo de Hamming del código C, que se de�ne

como min{ωH(a) : a ∈ C, a 6= 1 · · · 1}, coincide con la distancia mínima de

Hamming dH(C).

La distancia de Hamming de un código-grupo es un indicador de los erro-

res que pueden ser detectados y corregidos por él. Así pues, si la distancia
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mínima de Hamming dH(C) = d, el código C es capaz de detectar todos

aquellos errores cuyo peso de Hamming es estrictamente menor que d, mien-

tras que puede corregir aquellos para los que su peso de Hamming es no

mayor que (d− 1)/2.

Si C ≤ Gn es un código-grupo de longitud n, para cada entero 1 ≤ k ≤ n

de�nimos el grupo salida Gk como el conjunto de todos los elementos g ∈ G

que aparecen como k-sima componente de alguna palabra de C. Es decir,

Gk = πk(C), donde πk : Gn → G es la k-sima proyección canónica de Gn

sobre G. El producto directo W =
∏n

i=1Gi recibe el nombre de espacio de

salida del código C. Sus propiedades condicionan las propiedades correctoras

del código. Así, por ejemplo, se tiene el siguiente resultado (teorema 4 de

[30]).

Teorema 5.4.2 Sea C un código-grupo normal sobre un grupo G. Supon-

gamos que su espacio de salida W =
∏n

i=1Gi es no abeliano, entonces la

distancia mínima de Hamming de C es dH(C) = 1.

Demostración: Si C es un código-grupo normal, entonces C E Gn, y por

tanto, C E W . Puesto que W es no abeliano, W ′ =
∏n

i=1G
′
k 6= 1, y existe

k tal que G′
k 6= 1, por lo que se pueden encontrar elementos ak, bk ∈ Gk con

[ak, bk] 6= 1. Dado que ak ∈ Gk, debe existir una palabra en el código C tal

que su k-sima componente ck = ak. Escogemos c′ ∈ Gn dada por c′i = a−1
i

para i 6= k y c′k = bk. Como C E Gn y c ∈ C, el conmutador [c, c′] ∈ C,

y entonces [c, c′] = 1 · · · [ak, bk] · · · 1 es un elemento del código con peso de

Hamming ωH([c, b′]) = 1.

Nota 5.4.3 Si seguimos un razonamiento similar, concluimos que todos los

elementos de la forma 1 · · · [ak, bk] · · · 1, con ak, bk ∈ Gk son elementos de C.

Dado que generan el subgrupo derivado W ′, se sigue que W ′ ≤ C.
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Al igual que los códigos-grupo clásicos de longitud n se de�nen como sub-

conjuntos del producto directo Gn, los códigos Cli�ord producto (de longitud

n) se de�nen a partir del producto directo de n copias de un grupo abstracto

de error. Sin embargo, el producto directo de éstos no es, en general, un grupo

abstracto de error. No obstante, como se puede ver a continuación, siempre

es posible encontrar un cociente que lo es. Como paso previo, introducimos

el siguiente resultado (lema 2.27 de [41]).

Lema 5.4.4 Sea G un grupo y sea χ un carácter suyo. Si X es una repre-

sentación de G cuyo carácter es χ, se cumple que:

1. Z(χ) = {g ∈ G : X(g) = εI para algún ε ∈ C};

2. Z(χ) es un subgrupo de G;

3. χZ(χ) = χ(1)λ, con λ un carácter lineal de Z(χ);

4. Z(χ)/ kerχ es cíclico;

5. Z(χ)/kerχ ⊆ Z(G/kerχ).

6. Si además χ ∈ Irr(G), entonces Z(χ)/kerχ = Z(G/kerχ).

Teorema 5.4.5 Sea H un grupo abstracto de error con φ ∈ Irr(H) comple-

tamente rami�cado sobre Z(H) y �el. Existe un cociente del producto directo

Hn que es un grupo abstracto de error.

Demostración: En estas condiciones, consideramos el carácter de Hn η =

φ×· · ·×φ de�nido como η(h1, . . . , hn) = φ(h1) · · ·φ(hn) para todo (h1, . . . , hn) ∈

Hn, que es irreducible por el teorema 4.21 de [41]. Sea G = Hn/kerη, por



Códigos Cli�ord producto 147

el lema anterior Z(G) = Z(Hn/kerη) = Z(η)/kerη es un grupo cíclico. Sea

h ∈ Z(η) ≤ Hn, entonces se cumple que

η(1) = |η(h)| = |
n∏

i=i

φ(hi)| =
n∏

i=1

|φ(hi)| ≤ φ(1)n = η(1),

de donde se sigue que |φ(hi)| = φ(1) para todo i. En consecuencia, puesto que

el otro contenido es trivial, se tiene que Z(η) = Z(φ)n. Por otra parte, por el

corolario 2.30 de [41], tenemos que φ(1)2 ≤ |H : Z(φ)| ≤ |H : Z(H)| y puesto

que φ es totalmente rami�cado sobre Z(H), se sigue que Z(φ) = Z(H). Por

consiguiente, Z(η) = Z(H)n = Z(Hn) y Z(G) = Z(Hn)/kerη.

Consideramos el carácter η̂ de G de�nido como η̂(h kerη) = η(h), para

todo h kerη ∈ G, que es irreducible por el lema 2.22 de [41] y �el. Además

|G : Z(G)| = |Hn : kerη|
|Z(Hn) : kerη|

= |H : Z(H)|n = (φ2(1))n = η̂2(1),

por lo que η̂ es completamente rami�cado sobre Z(G). Así pues, G es un

grupo de tipo central cuyo centro es cíclico. Se sigue del teorema 5.1.8 que

G es un grupo abstracto de error.

Dado H un grupo abstracto de error con φ ∈ Irr(H) totalmente rami-

�cado sobre Z(H), el grupo cociente G del teorema anterior es un grupo

abstracto de error y por ello, se pueden construir códigos Cli�ord sobre él.

Daremos a estos códigos el nombre de códigos Cli�ord producto.

Puesto que existe una correspondencia biyectiva entre los caracteres irre-

ducibles del grupo Hn cuyo núcleo contiene a kerη y los caracteres irre-

ducibles de G (ver lema 2.22 de [41]), en adelante identi�caremos ambos

conjuntos.
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De�nición 5.4.6 Sea G el grupo cociente G = Hn/K del teorema 5.4.5 y

π : Hn → G la proyección canónica. Dado g ∈ G, su peso de Hamming ωH(g)

es el menor peso de Hamming de los elementos de π−1(g). Es decir,

ωH(g) = min{ωH(h) : h ∈ Hn, π(h) = g}.

Notemos que con esta de�nición el elemento 1 ∈ G tiene peso de Hamming

ωH(1) = 0, pues (1, . . . , 1) ∈ π−1(1) = K. De igual forma, es fácil ver que si

h ∈ G y g ∈ π−1(h), entonces ωH(h) ≤ ωH(g).

Sea Q un código Cli�ord producto con datos (G, ρ,N, χ). A partir del

teorema 5.2.3 y del corolario 5.3.5 sabemos que las propiedades correcto-

ras de Q dependen del conjunto T (χ) − Z(χ). Por otra parte, la preimagen

π−1(T (χ)−Z(χ)) ⊆ Hn es un código-bloque de longitud n sobre H cuyo peso

mínimo de Hamming coincide, por de�nición, con el de T (χ)− Z(χ) ⊆ G.

Supongamos que ωH(T (χ)−Z(χ)) = d, entonces cualquier elemento con

menor peso de Hamming será detectable por el códigoQ. El resultado siguien-

te, cuya demostración se basa en la del teorema 5.4.2, impone restricciones

a este peso mínimo.

Proposición 5.4.7 Sea Q un código Cli�ord producto con datos (G, ρ,N, χ)

en las condiciones del lema anterior. Sea M = π−1(N) ≤ Hn y sea WM =∏n
i=1Mi ≤ Hn el espacio de salida del código-grupo M , que suponemos no

abeliano. Si W ′
M

⋂
π−1(T (χ) − Z(χ)) 6= ∅, con W ′

M el subgrupo derivado de

WM , entonces el peso mínimo de Hamming de T (χ)− Z(χ) es uno.

Demostración: Supongamos que el peso mínimo de Hamming del conjunto

T (χ)−Z(χ) ⊆ G es mayor que uno, entonces el de su preimagen π−1(T (χ)−

Z(χ)) ⊆ Hn también lo es. Puesto que N E G, se tiene que M E Hn y

entonces M E WM . Por la nota 5.4.3 sabemos que en ese caso el derivado
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W ′
M ≤ M , de donde se sigue que W ′

M ≤ π−1(T (χ)), pues recordemos que

N ≤ T (χ). Puesto queWM es no abeliano, entoncesW ′
M =

∏n
i=1M

′
i 6= 1, con

lo que alguno de los M ′
i 6= 1. Supongamos que 1 6= hk ∈ M ′

k y consideramos

la palabra c con ck = hk y ci = 1 para todo i 6= k. Claramente esta palabra

tiene peso de Hamming ωH(c) = 1 y es un elemento de M ≤ π−1(T (χ)). Sea

g = π(c) ∈ T (χ), es claro que ωH(g) ≤ 1. Si ωH(g) = 1, g es detectable por

hipótesis, por lo que g /∈ T (χ)−Z(χ) y puesto que g ∈ T (χ), esto implica que

g ∈ Z(χ). Por otra parte, si ωH(g) = 0, se sigue que c ∈ π−1(1) y entonces

g = 1 ∈ Z(χ). Si repetimos este argumento para cualquier grupo no trivial

M ′
j, encontramos que para toda secuencia c tal que cj 6= 1 y ci = 1 para

todo i 6= j, π(c) ∈ Z(χ). Como estas secuencias generan el grupo W ′
M , se

sigue que W ′
M ≤ π−1(Z(χ)), por lo que W ′

M

⋂
π−1(T (χ)− Z(χ)) = ∅, lo que

constituye una contradicción.

Como consecuencia, encontramos una condición necesaria para que un

código Cli�ord producto detecte todos los errores con peso de Hamming

uno.

Corolario 5.4.8 Sea Q un código Cli�ord producto con datos (G, ρ,N, χ). Si

Q es capaz de detectar todos los errores con peso de Hamming uno, entonces

N ′ ≤ Z(χ).

Demostración: Supongamos que el código Q detecta todos los errores con

peso de Hamming 1, entonces ωH(T (χ)−Z(χ)) > 1 y por el resultado anterior

W ′
M

⋂
π−1(T (χ) − Z(χ)) = ∅, donde π : Hn → G es la proyección canónica

y WM es el espacio de salida asociado a M = π−1(N). Puesto que N ≤

T (χ), esta propiedad implica que W ′
M ≤ π−1(Z(χ)). Entonces se veri�ca que

π−1(N ′) = KM ′ ≤ KW ′
M ≤ π−1(Z(χ)), y por consiguiente N ′ ≤ Z(χ).

Una vez que se obtiene este resultado, cabe preguntarse si existen códigos
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Cli�ord producto que sean capaces de detectar todos los errores con peso de

Hamming uno. Como veremos a continuación, los grupos abstractos de error

nilpotentes de clase dos satisfacen esta condición, por lo que aportan una

familia de códigos producto con la propiedad del corolario 5.4.8.

Proposición 5.4.9 Sea H un grupo abstracto de error nilpotente de clase

dos y sea G = Hn/K el grupo abstracto de error del teorema 5.4.5. Todos

los códigos Cli�ord producto (G, ρ,N, χ) satisfacen N ′ ≤ Z(χ).

Demostración: Si H es un grupo nilpotente de clase 2, entonces G = Hn/K

también lo es. En ese caso G′ ≤ Z(G) y así N ′ ≤ Z(G). Hemos visto que

para cualquier código Cli�ord se puede suponer que Z(G) ≤ N , por tanto

Z(G) ≤ Z(N) =
⋂
{Z(ξ) : ξ ∈ Irr(N)} (ver corolario 2.28 de [41]). En

consecuencia, N ′ ≤ Z(χ).

Cuando G es nilpotente de clase dos, el grupo de error G/Z(G) es abeliano

y cualquier código Cli�ord con respecto a N lo es también con respecto a

Z(N) (ver teorema 6 en [52]). Por tanto, en estas condiciones todo código de

Cli�ord es código estabilizador.

Dedicaremos el resto de la sección a encontrar una caracterización de

aquellos códigos Cli�ord producto que detectan todos los errores con peso

de Hamming uno y que son también estabilizadores. Comenzaremos con el

resultado siguiente.

Teorema 5.4.10 Sea Q un código Cli�ord producto con datos (G, ρ,N, χ).

Si el código Q detecta todos los errores con peso de Hamming uno, entonces

el grupo N/kerχ es nilpotente de clase dos.

Demostración: El grupo N̂ = N/kerχ es nilpotente de clase dos si y sólo

si N̂/Z(N̂) es abeliano. Del lema 5.4.4 se sigue que Z(N̂) = Z(χ)/kerχ, por

tanto N̂/Z(N̂) ∼= N/Z(χ), que es abeliano si y sólo si N ′ ≤ Z(χ).
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El resultado siguiente da una condición necesaria para que un código

Cli�ord producto que detecta todos los errores con peso de Hamming uno

sea un código estabilizador.

Lema 5.4.11 Sea Q un código Cli�ord producto con datos (G, ρ,N, χ) que

corrige todos los errores con peso de Hamming uno. Si χ es �el, Q es un

código estabilizador.

Demostración: Puesto que χ es un carácter irreducible y �el de N , por el

lema 5.4.4 tenemos que Z(χ) = Z(N), que es un subgrupo normal abeliano de

G. Por el corolario 5.3.7 bastará probar que χ es completamente rami�cado

sobre Z(χ), o lo que es equivalente, que χ se anula en N − Z(χ).

Sea g ∈ N − Z(χ) = N − Z(N), entonces existe un elemento n ∈ N

tal que el conmutador [g, n] = z 6= 1. Como Q detecta todos los errores con

peso de Hamming uno, N ′ ≤ Z(χ), y en particular z ∈ Z(χ). Sea T una C-

representación de N cuyo carácter sea χ. Es claro que T (gz) = T (g)T (z) =

ωT (g), con ω ∈ C y |ω| = 1. Por tanto, χ(gz) = ωχ(g) y puesto que χ es

�el, ω 6= 1. Por otra parte, χ(g) = χ(n−1gn) = χ(g[g, n]) = χ(gz), es decir,

χ(g) = ωχ(g), con ω 6= 1, por consiguiente χ(g) = 0.

Teorema 5.4.12 Sea Q un código Cli�ord producto con datos (G, ρ,N, χ)

que detecta todos los errores con peso de Hamming uno. El carácter χ es

completamente rami�cado sobre Z(χ).

Demostración: Consideramos el carácter χ̂ del grupo cociente N̂ = N/kerχ,

que es irreducible y �el. Por la demostración del resultado anterior, χ̂ es com-

pletamente rami�cado sobre Z(χ̂). Puesto que kerχ ≤ Z(χ), es fácil ver que

Z(χ̂) = Z(χ)/kerχ = Z(N̂), y así se sigue que χ̂ se anula en N̂ − Z(N̂).

Sea g ∈ N − Z(χ) un elemento cualquiera, entonces ĝ = g kerχ /∈ Z(χ̂) y
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así, χ(g) = χ̂(ĝ) = 0, para todo g ∈ N − Z(χ). Por el corolario 2.30 de [41],

tenemos que χ(1)2 = |N : Z(χ)|, y por ello, χ es completamente rami�cado

sobre Z(χ).

Por último, a partir del corolario 5.3.7 encontramos la siguiente caracte-

rización para los códigos Cli�ord producto que son estabilizadores.

Corolario 5.4.13 Sea Q un código Cli�ord producto con datos (G, ρ,N, χ)

que detecta todos los errores con peso de Hamming uno. Entonces Q es un

código estabilizador si y sólo si Z(χ) es normal abeliano en G.
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Como hemos visto, esta memoria consta de dos partes bien diferenciadas.

Por una parte, a lo largo de los cuatro primeros capítulos, extendemos la

teoría de super-caracteres, inicialmente desarrollada sólo para el grupo Un(q),

para abarcar Fq-grupos de álgebra y grupos adjuntos asociados a módulos

nilpotentes sobre anillos de Galois.

Tras el primer capítulo, donde se recopilan los resultados ya conocidos

sobre super-caracteres del grupo Un(q), conseguimos extender su de�nición a

los Fq-grupos de álgebra. Estos resultados constituyen el capítulo 2 y en ellos

se apoyan los dos capítulos siguientes. En este sentido, queremos resaltar el

ejemplo 2.5 que, a pesar de su sencillez, ilustra de forma clara la construcción

de los super-caracteres y los problemas que aparecen cuando se trabaja con

grupos de álgebra más complejos.

Merecen una mención especial los resultados del capítulo 3, pues por una

parte establecen en qué forma se podrían conocer los super-caracteres para

un Fq-grupo de álgebra cualquiera sin necesidad de determinar las órbitas

de cotransición y por otra, muestran las diferencias con respecto al grupo

Un(q). Recordemos que, por el teorema 1.4.12, los caracteres básicos (de�ni-

dos como producto de caracteres elementales) y los caracteres de transición

(de�nidos a partir de las órbitas de cotransición y que se identi�can con

nuestra de�nición de super-caracteres) coinciden para Un(q). Sin embargo,
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los caracteres básicos de�nidos en el capítulo 3 no son super-caracteres, sino

una suma de ellos. Ahora bien, los teoremas 3.1.19, 3.1.20 y la proposición

3.2.2 prueban que poseen las mismas propiedades que aquellos, por lo que

se podría construir una nueva �teoría de super-caracteres� basada en estos

caracteres básicos. Ésta sería una de las líneas abiertas para su desarrollo

futuro.

En el capítulo 4 de�nimos super-caracteres en grupos adjuntos asociados

a módulos libres sobre anillos de Galois y comprobamos que los resultados

del capítulo 2 se mantienen en la nueva situación. Al igual que allí, queremos

resaltar el ejemplo de la última sección, pues si lo comparamos con el de 2.5,

podemos apreciar cómo in�uye la naturaleza del anillo en la forma de los

super-caracteres. Esperamos extender estos resultados, recogidos en [11], al

estudio de grupos adjuntos asociados a módulos nilpotentes sobre dominios

de valoración discreta.

La segunda parte trata de las aplicaciones de la Teoría de Representacio-

nes al diseño de códigos cuánticos y constituye el capítulo 5. La caracteri-

zación de los códigos Cli�ord estabilizadores que allí se realiza fue motivada

por las limitaciones técnicas encontradas a la hora de generar ejemplos de

códigos Cli�ord producto que no fuesen estabilizadores. Para este estudio se

utilizó el programa Magma (ver [18]) y no se encontraron resultados signi�-

cativos pues, aun en el caso de grupos abstractos de error con los órdenes más

pequeños, las di�cultades de computación impidieron un estudio exhaustivo.

Sin embargo, tanto los códigos obtenidos a partir de este estudio como los

resultados teóricos (ver teorema 5.4.12 y corolario 5.4.13) parecen indicar que

los mejores resultados se obtienen cuando el código es estabilizador. Este he-

cho no es nuevo, pues ya aparece contemplado en [31] para códigos cuánticos

que no se obtienen a partir del producto de grupos abstractos de error. Como
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trabajo futuro en este campo, esperamos construir nuevos códigos Cli�ord

producto con el objeto de con�rmar este punto y poder garantizar que un

código Cli�ord producto corrige errores cuyo peso de Hamming es mayor que

uno si y sólo si es un código estabilizador.
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