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de Barcelona. A ells he d’agrair-los haver decidit emprendre aquesta aventura,
especialment a José Rios i Ferran Torres, que des del primer dia em van acollir
com un més, i em van permetre assistir a les interessants trobades periodiques
que organitzen amb el seu grup, on va sorgir la qiiestié primigénia que va motivar
aquest treball. Alla van arribar unes dades d’ingressos hospitalaris per grip, que
em van fer pensar en les técniques de séries temporals de recomptes que havia in-
troduit a les classes del Master el professor Pere Puig, a qui he d’agrair la infinita
paciéncia que ha tingut en assumir la tasca de dirigir-me en tot aquest procés,

i amb qui tindré un deute perpetu per haver accedit a compartir amb mi una
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INTRODUCCIO

A Toctubre de 2009, just acabada la Diplomatura d’Estadistica i el Master en
Matematica Avancada, em vaig trobar collaborant com a estadistic amb un grup
molt proper a ’'Hospital Clinic de Barcelona. Alla s’organitzaven setmanalment
unes trobades entre alguns estadistics dels diversos grups de I'Hospital per parlar
dels projectes en els quals cadascu participava, i en definitiva, collaborar i com-
partir els coneixements. En aquest marc, es van presentar unes dades relatives a
les arribades al Servei d’Urgeéncies de I"'Hospital diagnosticades com a grip, que
els responsables havien proposat d’analitzar a través d’una regressi6 de Poisson
com a primera aproximacio.

L’estructura de les dades (recomptes setmanals del niimero d’ingressos) em va fer
pensar en les técniques de séries temporals discretes que el professor Pere Puig
havia introduit a les seves classes del Master. Per aquest motiu, vaig anar a

parlar amb ell sobre la qiiestio, per veure si podia assessorar-me sobre la millor
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manera d’abordar 'analisi d’aquelles dades. El seu entusiasme des del primer
moment va fer-me decidir a aprofundir una mica més en aquest projecte, de ma-
nera que de seguida vam posar-nos a treballar i vam arribar a la conclusi6 que
el fenomen podia ser estudiat a través d’una aproximacié basada en els models
de séries temporals discretes de tipus INAR, definits al capitol segiient, un cop
introduida d’alguna manera l’estacionalitat clara que presentaven les dades en
aquests models. Aquest treball va donar lloc als resultats que s’introdueixen al
capitol 2, publicats com a article de recerca a la revista Statistics in Medicine, i
presentats en forma de comunicaci6 oral als congressos FRCIM de 2012 a Oviedo,
a 'IWSM de 2010 a Glasgow i a la primera Jornada de joves investigadors en

Matematiques de 2010 a Barcelona.

La segona qiiestio que s’aborda en aquest treball, presentada en el tercer capi-
tol, va sorgir com un problema de caracteritzacié de distribucions, en un context
de models autoregressius de primer ordre, motivada per un resultat sorprenent
de McKenzie presentat a [31].

En aquest treball es prova que donat un procés Y; amb estructura AR(1), i con-
siderant la série exponenciada X; = e¥*, la funcié d’autocorrelacié de X; és la
mateixa que la de la série original Y; si i només si la distribuci6 estacionaria de

X, és una gamma.

Amb aquest punt de partida, el nostre objectiu principal va ser generalitzar

aquest resultat de McKenzie, en el sentit de caracteritzar la distribuci6 de les
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innovacions en aquest context, i desenvolupar un contrast de bondat de I'ajust
basat en la funcié distribucié empirica -qiiestié que introduirem en el proper capi-
tol i que estudiarem amb tot detall en el tercer capitol- per tal de decidir si és
raonable pensar, amb un cert nivell de confianca, que la distribuci6 de les innova-
cions és una distribuci6é concreta. En particular, aquest contrast es pot utilitzar,
en la situaci6 classica, per tal de comprovar si les innovacions en un model auto-

regressiu de primer ordre sén gaussianes.

Aquest contrast s’ha aplicat en primer lloc sobre les captures de peix a 1’o-
cea Atlantic i golf del riu St. Lawrence, entre 1990 i 1996 per tal d’estudiar si
I’assumpci6 de normalitat de les innovacions és raonable o no. En segon lloc
s’ha realitzat el contrast sobre les dades del deflactor del producte interior brut

espanyol des de 1962 fins a 2011.

Finalment, es presenta un estudi de la poténcia del contrast, en diferents
situacions, considerant diversos valors per al primer coeficient d’autocorrelacio,

diferents mides mostrals i diverses distribucions per les innovacions.
Aquest treball, introduit al capitol 3, ha estat presentat com a comunicacio6

oral als congressos IWSM de 2012 a Pragaia 'ERCIM de 2011 a Londres, i s’ha

enviat com a article de recerca a la revista Scandinavian Journal of Statistics.
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CAPITOL 0

EINES MATEMATIQUES

En aquest capitol presentarem algunes de les eines matematiques basiques i dels
resultats més importants que necessitarem fer servir per assolir els objectius plan-

tejats en els propers capitols.

0.1 Meétode delta

El métode delta permet aproximar, sota algunes condicions, la distribucié d’'una
funcié d’un estimador assimptoticament normal si se’'n coneix el limit de la vari-
ancia. En aquest sentit, és una generalitzacié molt utilitzada del Teorema Central
del Limit. Donarem a continuaci6 la definicié d’un concepte clau que ens ajudara

a provar 'objectiu d’aquesta seccid, enunciat al teorema 0.1.2 i al teorema 0.1.5



0.1. Meétode delta

en la seva versi6 multivariada.

Definicié 0.1.1 Sigui X,, una successio de variables aleatories. Direm que X,

2

= st.0, >0 per atotn

és assimptoticament normal amb mitjana p, © variancia o

prou gran i es satisfa
Xp — d
An T Hn d
o

N(0,1). (1)
El métode delta es pot enunciar formalment com

Teorema 0.1.2 Sigui X,, una successid de variables aleatories tal que /n(X, —
w) és assimptoticament normal amb mitjana 0 4 variancia 0. Sigui g : R — R
una funcid arbitraria diferenciable a © = p i complint ¢'(u) # 0. Alesho-

res, \/n(g(X,) — g(p)) és assimptoticament normal amb mitjana 0 i variancia
lg' ()P0,
Fent servir el ben conegut desenvolupament en série de poténcies de Taylor (De-

finici6 0.1.3), podem tenir una prova intuitiva d’aquest resultat.

Definicié 0.1.3 5S¢ una funcioc g : R — R té derivades d’ordre r, és a dir,

g (x) = aa;rg(x)) existeir, aleshores, per qualsevol constant a € R, el polino-

mt de Taylor d’ordre v al voltant d’a és
- g(i)(a) i
To(x) =) Z.—!(ff —a) (2)
i=0

Teorema 0.1.4 (Taylor) Si ¢")(a) = 2= |,—q g(x) existeiz, aleshores

lim 9@ =T _ (3)

T—a (x — a)’"
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on T,(x) és el polinomi de Taylor d’ordre v al voltant d’a definit a 0.1.5.

Considerem una variable aleatoria X amb E(X) = p # 0. Si volem esti-
mar g(u) per una certa funcié g, podem utilitzar el Teorema de Taylor (0.1.4),

considerant només el primer terme del polinomi de Taylor per obtenir

9(X) = g(p) + g (W)X — p) (4)
Si prenem ¢(X) com a estimador de g(), podem concloure que aproximadament,

E(g(X)) = g(p),

()
Var(g(X)) = [¢'(1)*Var(X)]

Si ¢’(p) = 0, caldria fer servir termes d’ordre superior del polinomi de Taylor
(0.1.3), i la distribucié assimptotica seria en aquest cas del tipus x* (|40]).

La versioé del métode delta presentada a 0.1.2 es pot extendre a un context
multivariat, que sera, de fet, la situacioé on ho aplicarem més endavant. El resultat

que presenta el métode delta en un context multivariat és el segiient:

Teorema 0.1.5 Considerem una variable aleatoria X = (Xy,...,X,) a valors a
R? 4 sigui X1, ..., X, una mostra aleatoria amb E(X;;) = p;, i =1,...,n,j =
L...,pi Cov( Xy, Xji) = 045,00 =1,....,n,5=1,...,n,k=1,...,p. Sigui una
funcio g : RP — R amb primeres derivades parcials continues i un valor especific

de pp = (pt1, ..., ptp) complint

) 9, 0
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Aleshores, si Vg(u) # 0,

Valg(Xy, .., X)) — g, - )] — N(0,7%) en distribucic. (7)

La demostracio de 0.1.2 i 0.1.5 es pot trobar, per exemple, a [12] i a [29].

Sovint pot resultar d’utilitat ’aplicaci6 del métode delta en combinaci6 amb

el teorema de Slutzky enunciat a 0.1.6:

Teorema 0.1.6 (Slutzky) Donades dues successions de variables aleatories X,
1 Y, tals que X,, convergeix en distribucio cap a una variable aleatoria X 1Y,

convergeir en probabilitat a una constant c, aleshores
o X, +Y, convergeix en distribucio cap a X + c.
o Y, - X, convergeix en distribucio cap a c- X.
o Sic#0, aleshores Y, ! - X,, convergeiz en distribucio cap a ¢ - X.

Anem a veure un exemple d’aplicacié del métode delta, en un cas senzill i

univariat.

Exemple 0.1.7 [12] Considerem una variable aleatoria X i g(x) = L. En aquest

cas, tenim que g'(1) = ;—21, i per tant, podem escriure
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Suposem que tenim la mitjana X de la variable X calculada en una mostra ale-

atoria. Per p # 0, tindrem

Vo (% - %) N (0, (%)4 Var(X)) en distribucic. ()

Si no coneizem la variancia de X, necessitarem una estimacid s*> per obtenir

l’aprorimacio a Var (i) Com que tampoc coneixem [, haurem d’estimar també

Var (%) ~ (%)452 (10)

I com a conseqiiéncia del teorema de Slutzky (0.1.6) es pot concloure que per

i, obtenint finalment

w# 0 tenim que

Vil )

2.

Sl
==

— N(0,1) en distribucid. (11)

~—

(%)%
El segiient exemple mostra una possible aplicacié6 del métode delta en una

situaci6 multivariada:

Exemple 0.1.8 [13] Imaginem que es vol estudiar la distribucid assimptotica de

l'index de dispersio mostral, definit com
2
S
Zd — —,
x

és a dir, el quocient entre la variancia i la mitjana mostrals. Aquest estadistic és
interessant, entre altres situacions, quan convé estudiar diferéncies en la dispersio

d’un parametre en diferents grups. Per exemple, Chambers et al. proposen a [13]

5
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lestudi de les variacions morfologiques de les larves de certs peizos. Per a fer-ho,
necessitem coneixer la distribucio assimptotica de la mitjana © variancia mostrals,

que per a una variable aleatoria amb moments finits d’ordre 4 és ([39]):

ps frg — o

2

on n representa la mida mostral, p © o° son respectivament la mitjana 1 vari-

ancia poblacionals 1 ps @ gy son els moments d’ordre 8 i 4 centrats en [’espe-

ran¢a respectivament. Aplicarem el teorema 0.1.5 amb g(x1,x9) = i—i, obtenint

V(1 z2) = (=3, %) Per tant, tindrem que
1

P L 1(06—202/~63/~L+u2u4—u204)
Tz w'n s

Per exemple, en el cas d’una variable aleatoria amb distribucio de Poisson, aquest
resultat és util per contrastar la sobredispersio. En aquest cas, tenint en compte
que 0% = 3 = p i que g = p+ 3u?, Uexpressid anterior es pot escriure com

2 2
idzs—zN[l,—]
n

z

0.2 Equacions en diferéncies

Una relaci6 de recurréncia o equacié en diferéncies és una equacié que defineix una
seqiiéncia de forma recursiva, partint d’un o diversos termes inicials. La forma de

la soluci6 dependra de I'estructura de ’equacié en diferéncies, nosaltres estarem
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interessats en trobar la solucié d’equacions en diferéncies lineals no homogeénies

amb coeficients constants, que séon de la forma
by = ap + Clap_1 + Colp_o + ...+ Cqlp_d, (12)

on tots els coeficients ¢; son constants, b, és coneguda i es vol determinar a,, a
partir d’unes certes condicions inicials.

A partir de 'equacié homogeénia, es construeix el polinomi caracteristic com

p(t) =t — et — et — ¢y (13)

Com veurem al teorema 0.2.1, les arrels del polinomi caracteristic tenen un
paper crucial en la recerca de les solucions d’una equaci6 en diferéncies d’aquest
tipus. Si les arrels 71,7, ... son totes diferents, la solucié de I'’equacié homogénia,

pren la forma

ap = kil + kory + ...+ kqry, (14)

on els coeficients k; es poden determinar d’acord amb les condicions inicials de
I'equaci6. En cas que hi hagi arrels maltiples, els termes de (14) corresponents
a les aparicions posteriors a la primera de la mateixa arrel es multipliquen per
n’, on i és la poténcia corresponent. Per exemple, si el polinomi caracteristic es

pot factoritzar com (x — r)3, amb una arrel r que apareix tres cops, aleshores la

7
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soluci6 seria de la forma
an = k7™ + konr™ + ksn®r® (15)

La soluci6 d’una equaci6 en diferéncies lineal no homogénia és la suma d’una
solucié particular, que pot trobar-se pel métode dels coeficients indeterminats, i
la solucié general de I'equacié homogénia. Un punt important, que farem servir

més endavant és el que afirma el resultat segiient:

Teorema 0.2.1 La solucio de ’equacio en diferencies lineal homogenia d’ordre

d

Ay, = C1Qp—1 + C2Qp_2 + ...+ C4Qp_g, (16)

convergeir assimptoticament a zero si i només si les arrels del polinomi caracte-

ristic son menors que 1 en valor absolut (o en modul en el cas compleze).

La demostraci6 del teorema 0.2.1 i una explicacié en un context més general
de les equacions en diferéncies i els diferents métodes per resoldre-les es pot trobar

en abundant bibliografia, com per exemple a [7] o [33].

Exemple 0.2.2 La successio de Fibonacci és un exemple classic d’equacio en
diferéncies amb coeficients constants homogeénia. Es defineix mitjancant la relacio
de recurréncia

Gp = Gp_1 + Ap_2,

amb les condicions inicials ag = 0 ¢ a; = 1. El polinomi caracteristic d’aquesta

equacid en diferéncies és p(t) = t> —t — 1. La solucid es pot trobar de la manera

8
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descrita, tenint en compte que les arrels del polinomi caracteristic son ri = ‘/75—1—%

— Y5 obtenint en aquest cas que la solucid ve donada per l'expressid

1
2 2
Vs 1\ VA
an—k1(7+§ +k’2 5—7

Imposant les condicions inicials és clar que ki = —ky = \/Lg, de manera que la

(e o1 1 (1 VB
w=\2 T2) T sl

Considerem ara una petita variacid d’aquesta mateixa equacio en diferéncies, per

iTQZ

solucio sera

convertir-la en no homogénia, per exemple
n=a, —an—1 — Gp-2,

on b, = n. La solucio de l'equacio en diferéncies sera Py + Hy, on P, és qual-
sevol solucio particular de l’equacio no homogénia © H; és la solucio general de

[’homogénia, que sera la que hem trobat anteriorment,

V5 1) 1 V5\)"
“F’“l(?ﬁ TRl

Per trobar P, considerem com a candidata una expressio de la forma de b, = n,

és a dir, un polinomi de grau 1, P, = ksn + k4. Utilitzant aquesta expressio a



0.3. Equacions funcionals

l’equacio original tenim que
n:k3n+k4—k‘3(n—1)—k4—k3(n—2)—k4

Igualant els termes de grau 1 obtenim que ks = —1, @ igualant els termes de grau
0 tenim que ky = —3. Per tant, la solucio de ['equacid no homogenia vindra

donada per [’expressio

I imposant les condicions inicials ag = 0 i a; = 1, trobem finalment que la solucio

de l’equacio no homogeénia €és

1 Vi o1\ 1 VA
an:(3—1—0(3\/5—7)\/5)(7+§> +1—O(3¢5—7)\/5(§—7> —n—3

0.3 Equacions funcionals

Una equaci6 funcional és una equacio en la qual les incognites son funcions. A [25]
es presenta una definicié formal d’equacioé funcional, basada en la segiient definicio

de terme.

Definicié 0.3.1 Un terme es defineix per les segiients condicions:
1. Qualsevol variable independent és un terme.

2. Sity,... t, sontermesi f(z1,...,2,) és una funcid de p variables, aleshores

10



Capitol 0. Eines matematiques

f(t1, ..., t,) també és un terme.

3. No existeix cap altre terme.

Definicié 0.3.2 Una equacio funcional és una equacio entre dos termes que con-
té com a minim una funcio desconequda i un nombre finit de variables indepen-

dents.

Una equacié funcional molt coneguda, i que permet la caracteritzacio de la
funcio gamma és la que apareix al teorema de Bohr-Mollerup (0.3.3). Una de-

mostracié es pot trobar per exemple a [6].

Teorema 0.3.3 (Bohr - Mollerup) La funcid I'(z), definida per T'(z) = [ t* e ~"dt,
x > 0 és lunica funcid f logaritmicament convexa, amb f(1) = 1 i que satisfa

Uequacid funcional f(z+ 1) = xf(x) per z > 0.

Prenent logaritmes en I’equaci6 funcional del teorema de Bohr-Mollerup 0.3.3,

i dient ¢(z) = logf(x), obtenim 'equaci6 funcional
¢(x +1) — d(x) = log(z) (17)
El nostre interés se centrara en equacions de la forma
¢z +1) = o(x) = F(x), (18)

Observem que l'equaci6 funcional (17) definida pel teorema de Bohr-Mollerup

n’és un cas particular.

11



0.3. Equacions funcionals

Les solucions d’aquestes equacions que ens interessaran al tercer capitol son,
de fet, funcions generatrius de cumulants, i per tant, podrem restringir-nos al cas
en el qual les solucions sén funcions convexes. En aquest context, ens sera tutil el

teorema segiient:

Teorema 0.3.4 (Krull [25]). Sigui F' una funcié concava a I = (a,00), a > oo.
Sigui xy € (a,00) arbitrariament fizat i suposem que

lim [F(z+ 1) — F(z)] = 0. (19)

T—00

Aleshores, per tot vy € (—00,00) ezisteir una inica funcid ¢ convexa en I satis-

fent Uequacid (18) i complint la condicid ¢(xo) = 1y

Exemple 0.3.5 A [26] es presenta un exemple molt senzill d’equacid funcional

en una sola variable:

¢(z +1) = o(x)

Es clar que qualsevol funcid periodica de periode 1 és solucid d’aquesta equacio
funcional. Per tenir una unica solucid cal imposar certes condicions de requla-
ritat sobre la funcio ¢. Observem que exigir que ¢ sigui continua o analitica no
son condicions suficients per tal d’assequrar la unicitat de la solucio de I’equacio

funcional. Considerem l’equacio funcional

12
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Fent el canvi x = 2%, ¥(u) = ¢(2“7 ), lequacid funcional anterior es converteiz

en

(u+1) = (u),

equivalent a la que consideravem anteriorment per x < 0 i x > 0. Ara bé,
st considerem també x = 0, la solucid canvia 1 les uniques solucions d’aquesta

equacid que son continues en x = 0 son les funcions constants. En efecte, per

(o) = 060,

i prenent limits quan n va cap a infinit tenim que si ¢ €s continua en x = 0,

induccio tenim que

aleshores ¢(x) = ¢(0) =k, on k és una constant.

0.4 Contrastos de bondat de I’ajust basats en la

funci6 de distribuci6 empirica

La verificaci6 de I'ajust dels models és un procediment basic en la inferéncia es-
tadistica ([28|). Partint d’'una mostra z,zs,...,x, en la qual es vol contrastar
una certa hipotési Hy que prové d’una poblacié amb funcié de distribucié acumu-
lada F'(x,0), els contrastos de bondat de 'ajust basats en la funcié de distribucio6

empirica (EDF) es fonamenten en la comparacio entre les funcions de distribucio

13



0.4.1. Distribuci6 assimptotica de W2

empirica i hipoteética, és a dir, entre F'(x,0) i F,,(x), on

F.(x) =0, T <1
Lo <r<zip i=1,...,n—1 (20)

F.(x) =1, T, < x

La diferéncia entre les funcions de distribucié empirica i teorica es pot definir de

moltes maneres. Per exemple, utilitzant estadistics de la forma
KS =max | F,(z) — F(z,0) |, (21)

com en el cas del contrast de Kolmogorov-Smirnov, o bé utilitzant les diferéncies

al quadrat ponderades, de forma genérica

W2 =n [ (Fu(o) = F@.0)) b(@)dF (o) (22)

on () és la funcid6 que pondera les diferéncies quadratiques. Si triem (x)
de forma que es doni més pes a les cues de la distribucié que no pas a la part
central, obtindrem un estadistic de la forma del d’Anderson-Darling. L’estadistic
de Cramér-von Mises es correspon al cas particular de (22) en el qual ¥(z) = 1,

que sera clau al tercer capitol, on veurem com estimar-lo en la practica.

0.4.1 Distribucié assimptotica de W2

La distribucié assimptotica de I'estadistic de Cramér-von Mises en el context dels

models autoregressius de primer ordre (i també per processos MA(1)) s’ha estu-

14
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diat en detall per exemple a [4] en el cas en el qual els parametres son coneguts.

A [2] es tracta en detall, també en un context de models autoregressius de
primer ordre, la situaci6 en la qual els parametres son desconeguts, que evident-

ment, és la situacié que presenta un major interées practic.

En el mateix context que a [4], a |5] i |2] es para especial atencié a la dis-
tribucié assimptotica de l'estadistic de Cramér-von Mises en el cas de models
autoregressius de primer ordre, a més d’altres estadistics de bondat de ’ajust

basats en la funci6é de distribucié empirica.

En un context més general, les distribucions assimptotiques i exacta de I’es-
tadistic de Cramér-von Mises es presenten a [14], a més d’una correcci6 de la
funcié de distribucié assimptotica que aproxima la funcié exacta i que resulta

particularment util per a mostres petites.

0.5 Distribucions autodescomposables

Les distribucions autodescomposables es defineixen com les distribucions amb

funcions caracteristiques autodescomposables, definides de la manera segiient:

Definici6é 0.5.1 [/1] La funcid caracteristica ¢ és autodescomposable si per qual-

15
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sevol 0 < a < 1 satisfa

o(t) = P(at) - Pu(t), —0o < t < o0, (23)

on Qo €s també una funcio caracteristica.

Exemple 0.5.2 Considerem per exemple una variable aleatoria amb distribucio
de Bernoulli, amb probabilitat d’éxit p. La seva funcid caracteristica és ®(t) =

(1 —p) + pe. Si fos autodescomposable, tindriem que

o)  1—p+pe”

D, (t) = = .
(t) O(at) 1 —p+ petet

t

és una funcid caracteristica. Pero observem que 1 — p + pe'® s’anulla per t =

In(p—1) . . ..
— de manera que ®(t) no és fitada, i per tant, no pot ser una funcio
caracteristica.

Per altra banda, la distribucio normal és descomposable, ja que la seva funcio

iut—%a2t2

caracteristica és ¢(t) = e , de manera que tindrem

¢(t) _ (1-a)s t—%aQtz(l—oﬁ)
0= Gy ’

que clarament és també una funcid caracteristica.
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CAPITOL 1

ANALISI DE SERIES TEMPORALS

1.1 Introducci6

Una série temporal és un conjunt d’observacions X;, cadascuna recollida en un
moment de temps concret ¢ [8]. L’evident correlacio que s’introdueix en considerar
moments de temps adjacents questiona 1’'is de moltes técniques inferencials habi-
tuals, basades en la hipotesi que les observacions son independents i idénticament
distribuides. L’enfocament sistematic que intenta donar resposta a les questions
matematiques i estadistiques plantejades per aquestes correlacions és el que es
coneix habitualment com analisi de séries temporals, segons la definicio de [42)].
Un altre possible enfocament a aquesta problematica ens I'ofereix el domini de

freqiiéncies, que assumeix que les principals caracteristiques d’interés en 1’analisi
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1.1. Introducci6

de séries temporals esta relacionat amb les variacions periodiques sinusoidals que
s’observen de forma natural en molts fenomens. Aquestes variacions periodiques

son habitualment causades per processos biologics, fisics o ambientals, tal com

s'indica a [42].

Una de les estructures més habituals i classiques en el context de I'analisi de

seéries temporals és 'estructura dels models autoregressius, definits per

P
Xt = Z OéiXt,l' + €¢, (]_]_)

i=1
on ai,...,q, son els parametres del model i € és un soroll blanc. Per tal d’asse-
gurar ’estacionarietat del procés, cal que totes les arrels zy, ..., 2, del polinomi

caracteristic P(z) = 2P — Y7 | a;2P7" satisfacin | z; |< 1.

Els parametres d'un model autoregressiu es poden estimar mitjangant diverses
teécniques, entre les més habituals hi ha el métode de maxima versemblanca o el

meétode dels moments, basat en les equacions de Yule-Walker, definides per

p
TYm = ZOék’mek, (1-2)
k=1

on v, és la funci6 d’autocovariancia del procés:

Definicié 1.1.1 Sigui X; un procés estacionari. La seva funcio d’autocovarian-

18



Capitol 1. Analisi de séries temporals

cia €s una funcio vy : Z — R definida per:

v(h) = E(Xi1nXy) — E(Xen)E(Xy), h € Z (1.3)

En el cas que ens ocupara al tercer capitol, el dels models autoregressius de
primer ordre, tenim que la funcié d’autocorrelacié és p(k) = o, i les equacions
de Yule-Walker en aquest cas ens permeten estimar facilment el parametre del

model a través de 'expressio:

a=21, (1.4)

on 7 és el coeficient d’autocorrelacié empiric i vy és la variancia empirica.

Altres models de séries temporals s’han descrit abastament en la literatura
partint dels models autoregressius, com per exemple els models autoregressius de

mitjana mobil (ARMA), definits per

p q
Xt = C + €t + Z ¢iXt—i + Z Qjet_j (15)
i=1

J=1

Aquests models van ser introduits el 1951 per Peter Whittle i el seu ts és molt
comt, especialment després de la publicaci6 de la metodologia de Box-Jenkins al

1971 per a 'analisi d’aquest tipus de processos.
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1.2. Séries temporals discretes

1.2 Séries temporals discretes

La modelitzacio de séries temporals discretes ha estat una questio tractada re-
centment per nombrosos autors, i s’han considerat diversos models. A [32] es
presenten, entre altres, nombrosos models basats en I'operador binomial thinning

que definirem a (1.7), com els descrits a continuacio.

1.2.1 Models INAR

En el proper capitol ens centrarem en els models enters autoregressius (INAR),
que s6n una extensi6 natural al cas discret dels ben coneguts models autoregres-
sius (1.1) (AR), i que sovint tenen una interpretacié senzilla des d’un punt de

vista practic. Aquests models es defineixen de la manera segiient:
Xi=proXia+...+proXiy+ Wy, (1.6)

on pi,...,pr sONn parametres fixats complint 0 < py,...,pr < 1 1 s’assumeix
que W; segueix una distribucié de Poisson de mitjana fixada A\. A més, també
es demana que X; ;, ¢+ = 1,...,k i W, siguin independents per tot temps t.
L’operador o que apareix a l'expressio (1.6), anomenat binomial thinning, es
defineix de la forma segiient:

Xij

p_] o thj = Z 3/7;7 (]‘7)
=1
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Capitol 1. Analisi de séries temporals

on Y; son variables aleatories de Bernoulli independents i idénticament distribui-
des amb probabilitat d’exit igual a p;. Per tant, si X;_; = x,_;, aleshores pjoz;_;
es distribueix com una binomial amb nombre de proves igual a z;—;. Una de les
primeres propostes més interessants sobre 1’aplicacié d’aquests models a 1’analisi
de la incidéncia de certes malalties és [11]. Una revisié més recent sobre els models
INAR es pot trobar a [23], i recentment s’han desenvolupat algunes generalitza-
cions d’aquests models com per exemple la que es proposa a [18]. Una propietat
molt interessant de 'operador binomial thinning, que utilitzarem més endavant,
és que el binomial thinning d’una variable aleatoria de Poisson de mitjana A es

distribueix també seguint una Poisson de mitjana p - A.

Un bon resum de les propietats del binomial thinning es pot trobar a [45] o
[46]. Entre les més importants, i que farem servir en el proper capitol, podriem

citar les segiients:
e Elpo X] = pE[X]
o V[po X] =p?V[X]+p(1 - p)E[X]
e La funcio generatriu de probabilitats de Y = po X és fy (t) = fx(1—p+pt)

o (propy)o X = (p1-p2)oX

Una caracteritzaci6 de distribucions de recomptes basada en aquests tipus
de propietats del binomial thinning es pot trobar a [36]. Qualsevol d’aquestes
distribucions, que inclouen la de Poisson, poden ser distribucions apropiades per

Wi.
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1.2.1. Models INAR

Exemple 1.2.1 Considerem ['exemple classic de les dades de Fiirth. Aquestes
dades corresponen a una serie de 505 observacions del nombre de persones que
es poden comptar des d’una ubicacio determinada, en intervals de 5 segons. La

grafica d’aquestes dades es mostra a la figura 1.1. Les funcions d’autocorrelacio i

Nombre d'observacions

=)

100 200 300 400 500

Index

Figura 1.1: Dades de Fiirth

d’autocorrelacid parcial mostren que un model d’ordre 2 pot resultar adequat (fi-
gura 1.2). Estimant els parametres pel métode de mazima versemblanca, obtenim
pr=0,6540,024, p, = 0,224+ 0,027 i A = 0,56 + 0,054. Es a dir, considerem
el model

X, =0,650X, 1+ 0,220 X;_5 + W,(0,56) (1.8)

De fet, a la literatura ja s’ha utilitzat aquest model per ajustar aquest con-

junt de dades, per exemple a ([23]). Utilitzant les dues primeres observacions
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Capitol 1. Analisi de séries temporals
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Figura 1.2: Funcions d’autocorrelaci6 i autocorrelacié parcial per a les dades de
Fiirth

de les dades originals de Fiirth, podem generar una série simulada i comparar-la
amb la série original. A la figura 1.3 podem veure els darrers 100 valors de la
serie original i la simulacié basada en un model INAR(2), i observem que son

extremadament properes al llarg del temps.

1.2.2 Models INMA(q)

A [32] es presenten també els models INMA(1) i la seva extensio a ordre superior,

els models INMA(q), definits per

Xt:clth,l—i—...—f—cqut,q—l—Wt,
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~ , —— Serie original
: ---- Série simulada

Nombre d'observacions

Index

Figura 1.3: Série original de Fiirth i simulacio basada en un model INAR(2)

on ¢ € [0,1] per atot i, C =1+ 7 ¢ 1 W,;, j = 0.¢ son independents
i idénticament distribuides amb distribuci6 de Poisson. Totes les operacions de
thinning a temps t es realitzen de forma independent. En aquest cas, X; és una

seqiiéncia de variables aleatories de Poisson de mitjana 6.

Aquests processos es poden interpretar com a generalitzacions de cues M /D /oo.

Els processos INAR es poden pensar com a processos INMA(00). Per exemple,

suposem que tenim unes dades que podem modelitzar per un procés INAR(p),
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amb p = 1,2. Aleshores, la distribuci6 marginal de X; es pot representar per

Xt = Z C; © Wt_]’ + Wt (19)
i=1
on cj:aj sip=1lic=a, ¢ =aicj_1+axj_2,]=2,3,...81p=2.

En el cas particular dels processos INMA(1), suposant que el procés segueix
una llei de Poisson de parametre A, la mitjana i la variancia del procés vénen
donats per E[X;] = Var(X;) = (1+c1)A. Els estimadors pel métode dels moments

dels parametres es poden obtenir a partir de ’esperanca del model:

H(1) < X
a5 X (1.10)
1—p(1) 1+¢
on p és la funcid d’autocorrelaciéo empirica, definida per
o Cou(Xy, X,y
o) = Lo Xe Xy (1.11)

Var(Xy)

El procés INMA(2) és una extensio dels processos INMA(1), amb estructura

Xi=croWi 1 +cooWig+ W,

on els parametres ¢; € [0,1], per i = 1,2. S’assumeix que les operacions ¢; o
W,_; es realitzen de manera independent, 7+ = 1,2 entre elles i també de manera

independent en el temps. Els moments d’aquest procés som E[X;| = Var(X;) =
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1.2.3. Models INARMA(1,q)

A1+ ¢ + ), ilaseva ACF és

Tioccisk )19
p=4q Tote ’ (1.12)
0 sik>2

amb ¢y = 1. A partir de I'esperanca del model que hem vist, es poden deduir
els estimadors dels parametres pel métode dels moments per al cas dels models

INMA(2), suposant que el procés segueix una llei de Poisson de parametre A:

o — p1) — 1+ [(1— p(1))% +4p(1)p(2)]1/?
1 202)
o P +2p(2) = 1+ [(1— (1) + 4p(1)p(2)]"/2
2 ) 2(1-p(2))
; X
A 1+ é1 + Co

on p és la funcié d’autocorrelacié empirica.

1.2.3 Models INARMA(1,q)

Aquest procés es construeix combinant els dos processos INAR(1) i MA(q) des-

crits anteriorment. Un procés INARMA(1,q) es defineix com
q
Xt :O./OXt_l +ZCiOWt—i+Wt7 (113)
i=1

on totes les operacions son independents, i W; son independents i idénticament

distribuides amb distribuci6 de Poisson de mitjana .
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Observem que si @ = 0 obtenim el procés INMA(q) descrit anteriorment, i de

forma similar, si ¢ = 0 per a tot k, obtenim el procés INAR(1).

1.2.4 Altres models per a séries temporals discretes

En el mateix document [32] es descriuen altres models per a séries temporals
discretes, com models INAR multivariats o models amb altres distribucions mar-

ginals com la distribucié geométrica, binomial o binomial negativa.

1.3 Analisi espectral de séries temporals

La funci6 d’autocovariancia d’un procés estacionari X;, definida a 1.1.1 satisfa

les propietats segiients:
1. v>0
2. [~(t) [<£~(0)

3. y(t) =y(-t),t € Z

Definicié 1.3.1 L’espectre d’un procés estacionari a valors reals és la transfor-
mada de Fourier de la seva funcio d’autocovariancia teorica. Dit d’una altra
forma, si X; és un procés estacionari a valors reals, amb funcio d’autocovarian-

cia Y(t),t € Z. Aleshores, la densitat espectral o espectre de X, és

FO) =D y(t)e™™ = 5(0) + 2 ~(t) cos(2mAt) (1.14)

teZ teN
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El segiient resultat caracteritza la densitat espectral d’un procés estacionari:

Teorema 1.3.2 Una funcid f : [0,1] — R és la densitat espectral d’un procés

estacionari si 1 només si satisfa les tres condicions
1. f(A) =0

2. f(A) =f(1=A)
3. [ F(N)dA < oo

Sovint parlarem de densitat espectral estandarditzada, indicant que la funcié
espectral esta definida en termes d’autocorrelacions en comptes d’autocovarian-

cies ([3]).

Proposicio 1.3.3 Sigui Y; un procés estacionari amb densitat espectral f()\).

Aleshores, és possible recuperar la funcid d’autocovariancia a partir de f(\).

Prova. La funci6 d’autocovariancia es pot recuperar considerant la transfor-

mada de Fourier inversa de la densitat espectral:

'y(t):/o f(A)eizWAtd)\:/() f(X)cos(2mAt)d\

Observaci6 1.3.4 Es important remarcar que, d’acord amb la proposicio 1.3.3,
és equivalent conéizer la funcio d’autocovariancia o bé la densitat espectral d’un

Procés.
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Exemple 1.3.5 Considerem un procés AR(1) definit per X, = aX,_ 1 + W,. Es

.. . . .. 24t
ben conegut que la funcid d’autocovariancia ve donada per Uezpressio y(t) = %5

A partir d’aqui podem calcular la funcio de densitat espectral:

—2mi o? —2mi
FO) =00 y(h)e N = 22 S0 gl
(T e £ o)

2 —27iA 27N
_ g ae ae
T 1—a? <1 + 1—qe—2miA + 1—0&627"1’)‘)
o 1—ce
(17&2) (liae—Qﬂix)(liaeQWiA)

o2

1—2a cos(2mA)+a?

—27ri)\a627ri)\

Observem que aquesta densitat espectral és la mateiza que en el cas d’'un procés

INAR(1).
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CAPITOL 2

APLICACIO ALS INGRESSOS
HOSPITALARIS PER MALALTIES
ESTACIONALS

En aquest capitol proposarem una modificacié dels models INAR introduits al
capitol anterior amb l'objectiu d’incloure el comportament estacional que apa-
reix en moltes situacions. En particular, veurem com un model basat en una
serie discreta autoregressiva de segon ordre es pot aplicar per analitzar el nom-
bre d’arribades al servei d’urgéncies d’un hospital motivades per malalties que

presenten un comportament estacional.
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2.1. Introduccio

2.1 Introduccid

Sovint, la decisi6 d’hospitalitzar o no un pacient que arriba al Servei d’Urgéncies
d’un hospital es pren no només en funci6 de la gravetat de la malaltia, sino que
també esta relacionada amb el nombre de places disponibles en aquell moment.
Es, doncs, d’una importancia vital, tenir eines que permetin realitzar prediccions
acurades del nombre futur d’arribades als serveis d’urgéncies en base al que ha
succeit en el passat. Tenint en compte la proporcié d’arribades als serveis d’ur-
gencies que acaben en ingrés hospitalari, les prediccions del nombre d’arribades
poden ser molt tutils a I’hora de preveure el nombre de places hospitalaries que
caldra tenir disponibles en el futur. El model teoric que definirem en la segiient
seccio s’aplicara a un conjunt de dades referents al nombre d’arribades per setma-
na al Servei d’Urgéncies de I’Hospital Clinic © Provincial de Barcelona per causes
atribuibles a la grip, tot i que cal fer notar que hi ha diverses malalties que poden
presentar simptomes semblants (per exemple altres infeccions viriques que poden
provocar pneumonia o altres patologies). Aixo complica notablement la tasca del
diagnostic inicial en el moment en qué el pacient arriba al Servei d’Urgencies de
I’hospital.

La grip és una malaltia que acostuma a aparéixer en forma epidémica un cop
I’any, generalment a I’hivern. L’aparicié de la pandémia de grip HIN1 al 2009 es
pot considerar una excepcid, en tractar-se d’una soca diferent i tenir, com veurem
més endavant, un comportament marcadament llunya al de la grip estacional. Per
fer front a una epidémia amb garanties d’éxit cal disposar dels recursos necessaris

per atendre les necessitats sanitaries immediates de la poblaci6, a més de tenir la
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capacitat de gestionar els nous casos i donar servei a tots els pacients en el context
de I'epidémia, en el qual la majoria d’aspectes més rellevants, com el moment de
la irrupcid o la ratio d’infeccid, seran desconeguts.

Les dades que analitzarem es van recollir entre gener de 2004 i desembre de 2008,
i el nostre objectiu ha estat estudiar el comportament del fenomen de les arri-
bades al Servei d’Urgéncies i realitzar prediccions. No hem fet servir el dia com
unitat de mesura del temps (malgrat que podria semblar una tria natural) perqué
aquest enfocament hagués introduit un excés de zeros a les dades. A més, en un
sentit més practic, la setmana és la unitat de temps utilitzada habitualment pels
sistemes de vigilancia epidemiologica de la grip per proporcionar la informacio.
En aquest treball s’ha analitzat el nombre d’arribades al Servei d’Urgéncies uti-
litzant técniques de séries temporals discretes. Molts models de séries temporals
discretes han estat considerats en la literatura (veure [32]), encara que nosaltres
ens hem centrat en models enters autoregressius (INAR), que sén una extensio
natural dels ben coneguts models autoregressius (AR), i acostumen a ser facil-
ment interpretables en els contextos practics.

Algunes malalties, com la grip, tenen una major incidéncia en determinats mo-
ments de 'any. Aquest comportament estacional no és cobert pels models INAR (k)

classics, definits per

Xe=pro Xy +...+pro X + Wy,

on pi,...,pr soOn parametres fixats complint 0 < py,...,pr < 1 1 s’assumeix

que W, segueix una distribuci6 de Poisson de mitjana fixada A. A més, també
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es demana que X; ;, ¢+ = 1,...,k i W, siguin independents per tot temps t.

Recordant la definicio de binomial thinning, introduida a (1.7),

Xt—j

pioXi ;= Y,
=1

on Y; son variables aleatories de Bernoulli independents i idénticament distribu-
ides amb probabilitat d’éxit igual a p;, podem pensar que en el nostre context,
X, representa el nombre d’arribades al servei d’Urgéncies a temps ¢. La variable
aleatoria de Bernoulli Y;, i = 1,...,2,_;, és igual a 1 si l'individu ¢, que ja ha
accedit al Servei a temps ¢t — 7, hi torna en el moment ¢, i igual a 0 en cas contrari.
Com s’ha comentat, no hi ha una manera tinica d’entendre els parametres que
apareixen en un model INAR(k). Una possible interpretacié és pensar p; com
la proporcié d’observacions aparegudes en temps ¢ — j que continuen al temps .
Segons quin sigui el context, es pot interpretar en un sentit de ratio de supervi-
véncia. D’acord amb la nostra situacio especifica, els parametres p; de (1.6) es
podrien interpretar com la proporci6 de pacients amb simptomes de grip que van
anar al Servei d’Urgéncies en temps ¢t — 7 i van tenir una recaiguda j setmanes
després. Els recomptes W, podrien interpretar-se com les innovacions o els nous
casos de grip, pacients que arriben per primera vegada al Servei d’Urgéncies en
temps ¢.

En la propera secci6 es planteja un model que té en consideracié 'estacionalitat
observada. La secci6 3 esta dedicada a I'estimaci6 dels parametres del model pel

metode de maxima versemblanca, i a la secci6 4 es presentaran alguns metodes
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per realitzar prediccions basades en el model introduit.

2.2 Definici6é del model

Per tal d’incloure I'impacte estacional en el model, comencem explorant la variacié

segiient dels models INAR(1) i INAR(2) definits a (1.6):

Definicié 2.2.1 Sigui X; una série temporal discreta. Direm que X; sequeir un

model INAR amb estacionalitat d’ordre 1 i 2 respectivament si satisfa

Xy =proXe + Wi(\y), (2.1)

Xi=p1oXio1+p20 X o+ Wi(N). (2.2)

on els parametres py i pa son com a (1.6) pero ara assumim que les innovacions
Wy sequeizen distribucions de Poisson amb diferents mitjanes de manera que

At = Meor, On T representa la periodicitat observada.

De la mateixa manera que a (1.6), a (2.2.1) també demanem que X;_; i W; per
una banda i X;_o i W} per una altra, siguin independents. Aquest model INAR(1)
és un cas particular del model presentat a [34]. El model INAR(2) fou introduit
a [35]. De fet, la metodologia que s’introduira en les properes seccions és direc-
tament generalitzable a models INAR(k) d’ordre superior.

Una altra manera d’introduir la periodicitat en aquest tipus de models es plan-
teja a [47], on els autors extenen un model INAR(1) afegint una segona série

independent no estacionaria amb mitjana variable. Un altre métode és el descrit
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2.2. Definici6é del model

a [22], on es considera que les observacions segueixen una distribucié de Poisson
amb mitjanes que poden seguir una série temporal no estacionaria que inclou
I’estacionalitat.

Després d’'una aproximaci6 exploratoria basada en una analisi de regressio lineal
s’ha estimat una estacionalitat o periodicitat de 12 mesos (7 = 12) en les nos-
tres dades. Per a aquesta analisi en particular hem agrupat les dades per mesos
(figura 2.1) per tal de simplificar els calculs. La suma de les arribades al Servei
d’Urgéncies per setmana X; en un mes és denotada per Z;. Aixi, s’ha considerat
un model trigonomeétric definit per

2mt 2mt
Zy = a+ fsin (i> + 7 cos (l) , (2.3)
T

T

amb 7 variant desde 1 fins a 24, trobant que el millor ajust (R* més alt) correspon
a7 =12 (R*=0,3175). Com podem veure a la figura 2.1, el model de regressi6
trigonomeétric és lluny d’ajustar bé les dades reals, encara que captura correc-
tament la seva estacionalitat. L’estimaci6é basada en el model de la figura 2.1
correspon als valors predits descrits a la propera seccid, considerant la mitjana
mensual.

En realitat, la nostra unitat de temps és la setmana, i per tant, si utilitzéssim
un model complet, hauriem de considerar tantes mitjanes \; diferents per a les
innovacions com setmanes hi hagués a 'any. Com que aix0 implicaria estimar un
nombre excessivament gran de parametres, s’ha fet servir una reduccié mensual,
fent que les mitjanes )\; siguin iguals per qualsevol setmana dins del mateix mes.

Per tant, tindrem només 12 ); diferents, el que significa un total de 13 parametres
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a estimar en el cas del model INAR(1) i 14 en el cas del model INAR(2), aixo és,

ALy .o, A2, P1, Do

Arrivals

—— Monthly arrivals

- Fitted trigonometric model
Model based estimation

Mar 2004

Jan 2004 |
May 2004 —

Figura 2.1: Arribades

Jul2004 o ¢°

Mar 2006

May 2006 —

Jul 2006 o 7

Sep2006 | N

Nov 2006 —

Jan 2007 —

Mar 2007

May 2007 |

Jul 2007 :’

Sep 2007

Nov 2007

Jan 2008

Mar 2008

May 2008 —

Jul 2008 -

Sep 2008 |

Nov 2008 -

sep2004 | L

Nov 2004 -

Jan 2005

Mar 2005
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Jul 2005 — 1%

Sep 2005 —

Nov 2005 —

Jan 2006 —

al Servei d’Urgéncies amb simptomes de

grip. Dades ob-

servades, model trigonométric ajustat i mitjanes estimades en base al model.

Les nostres dades s’han ajustat utilitzant els models definits a (2.1) i (2.2) pero

només el model INAR(2) (2.2) ha estat satisfactori, fet que es comentara amb més

profunditat a l'apartat 2.3.1. Per tant, en les properes seccions centrarem ’atencio

només en aquest model. De tota manera, totes les técniques desenvolupades aqui

poden ser adaptades de forma senzilla al model (2.1) o fins i tot a models INAR

d’ordres més alts.
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2.3 Estimacid dels parametres i validacié del mo-

del

Hem estimat els parametres del model (2.2) , § = (A, ..., A2, p1,p2) utilitzant
el métode de maxima versemblanga condicionada. La funci6 de versemblanca
condicionada als primers dos valors x; i x5 es pot escriure com

L(X;0) = P(x1, 22, ..., 203 0) = P(x1;0)P(22 | 21;0)P(x3 | 21,205 0) - - -

(2.4)
P(z, | z1,...,2,-1;0)

Com que només considerem dependéncies d’ordre 11 2, podem escriure I’expressio

anterior com
L(X;0) ~ P(x3 | x1,22;0) - P(xy | 9, 25;0) -+ P(xy, | Tpo1,n_2;0),  (2.5)

Aqui P(z; | xi—1,z;_2;0) indica la funcio de probabilitat de X; condicionada a les
dues observacions prévies i avaluada a x;. Observant 'expressio del model (2.2)
veiem que aquesta distribucié de probabilitat es correspon a la suma de dues
variables aleatories binomials independents amb parametres (x;_1,p1) i (z;_2, p2)
i una variable aleatoria de Poisson amb mitjana Ay, ..., A\;2 depenent del mes al
qual correspongui 'observaci6. Per tal de calcular aquesta funcié de probabilitat

hem fet servir la segiient expressio, basada en un resultat de [9]:

Proposicié 2.3.1 Sigui X; una série temporal satisfent (2.2). Aleshores, la fun-

cio de probabilitat de x; condicionada a les dues observacions prévies x;_q 1 T;_o
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i l
(& . Ti_ B .
Plos i) = 30 B S (7 a1 = e
o (2.6)

Prova. La distribuci6é de probabilitat que volem calcular es correspon a la suma
de dues variables aleatories binomials independents amb parametres (x;_1,p;) i
(x;_2,p2) 1 una variable aleatoria de Poisson amb mitjana A, ..., A\jo depenent
del mes al qual correspongui 'observacié. Suposem que X; ~ Bin(z;_1,p1) i que

Xy ~ Bin(z;_g,p2). Aleshores, tindrem que

PXi+Xo=0)=Y" P(Xo=1-Fk| X, =k)P(X, =k)=

i f§ _ i—o—(l— k? k — i—1—
= (10)py (1= pa) 2 P () pi (L — py)ri

Considerem ara una nova variable Y ~ Pois(};), i tindrem que

P(Xy+ X +Y =) :in ( :ZEi—T | X1+ Xo=r)P(X1+Xo=1) =
T ST (R - s

e e

L’expressio (2.6) es pot generalitzar a models d’ordre més alt, com fan en
el mateix treball [9]. La maximitzacio de (2.5) s’ha realitzat amb un programa

desenvolupat en R ([38]) fent servir la rutina de minimitzacié no lineal nim. Els
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errors estandards dels estimadors dels parametres s’han calculat a partir de la ma-

triu Hessiana corresponent. Els estimadors obtinguts es mostren a la taula 2.1.

Taula 2.1: Estimadors de maxima versemblanca

Parémetre\ A Ao A3 A4 A5 A6 A7 A8 A Ao A A2 p D2

Estimador\6,90 3,44 250 1,56 083 0,61 0,14 032 0,61 1,37 0,78 2,68 0,28 0,18

Error Est. \0,66 0,53 040 031 0,23 0,21 0,09 0,13 0,19 027 0,23 0,38 0,03 0,02

™M

Es pot observar que les innovacions de mitjana més alta corresponen als mesos de
desembre, gener i febrer (5\12, A and 5\2) De fet, p; > po, indicant que I'impacte
del valor corresponent a la setmana anterior és més gran que l'impacte del valor
corresponent a dues setmanes anteriors, amb una diferéncia al voltant del 10%.
Podem veure també que tots els parametres son significativament diferents de

zero exepte A7, que correspon al mes de juliol.

La matriu de variancia-covariancia estimada, calculada com la inversa de la

matriu Hessiana, és la segiient:

0.4344 0.0082 0.0049 0.0019 0.0014 0.0017 0.0002 0.0003 0.0008 0.0010 0.0020 0.0026 —0.0016 —0.0007
0.0082 0.2783 0.0075 0.0029 0.0021 0.0027 0.0003 0.0004 0.0014 0.0015 0.0031 0.0041 —0.0024 —0.0013
0.0049 0.0075 0.1617 0.0018 0.0012 0.0015 0.0002 0.0002 0.0007 0.0009 0.0017 0.0024 —0.0017  —0.0004
0.0019 0.0029 0.0018 0.0939 0.0005 0.0006 0.0001 0.0001 0.0003 0.0003 0.0007 0.0009 —0.0006 —0.0002
0.0014 0.0021 0.0012 0.0005 0.0507 0.0005 0.0001 0.0001 0.0002 0.0002 0.0005 0.0007 —0.0003 —0.0003
0.0017 0.0027 0.0015 0.0006 0.0005 0.0442 0.0001 0.0001 0.0003 0.0003 0.0007 0.0009 —0.0005 —0.0003
_ 0.0002 0.0003 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0081 0.0000 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 0.0000 0.0000
- 0.0003 0.0004 0.0002 0.0001 0.0001 0.0001 0.0000 0.0166 0.0000 0.0000 0.0001 0.0001 —0.0001 —0.0001
0.0008 0.0014 0.0007 0.0003 0.0002 0.0003 0.0000 0.0000 0.0357 0.0002 0.0004 0.0004 —0.0002 —0.0002
0.0010 0.0015 0.0009 0.0003 0.0002 0.0003 0.0000 0.0000 0.0002 0.0745 0.0004 0.0005 —0.0003 —0.0001
0.0020 0.0031 0.0017 0.0007 0.0005 0.0007 0.0001 0.0001 0.0004 0.0004 0.0544 0.0010 —0.0005 —0.0004
0.0026 0.0041 0.0024 0.0009 0.0007 0.0009 0.0001 0.0001 0.0004 0.0005 0.0010 0.1426 —0.0008 —0.0004
—-0.0016 —0.0024 —0.0017 —0.0006 —0.0003 —0.0005 0.0000 —0.0001 —0.0002 —0.0003 —0.0005 —0.0008 0.0007 0.0000
—0.0007 —0.0013 —0.0004 —0.0002 —0.0003 —0.0003 0.0000 —0.0001 —0.0002 —0.0001 —0.0004 —0.0004 0.0000 0.0004
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2.3.1 Validaci6é del model

Les arribades al Servei d’Urgéncies a temps ¢t es poden estimar en base a 1'es-
peranca condicionada a la darrera informaci6 coneguda, aixo és, E(X;|X;—1 =
1, Xy 90 = x4_9) = P11 + pary_o + Ao Aix0 porta al segiient estimador o

valor predit de X;:

Definicié 2.3.2 Podem construir un estimador de X; condicionant [’esperanca

a la darrera informacid coneguda, obtenint
Xi = P11 + Paea + M. (2.8)

Com és habitual, aquesta metodologia es pot fer servir per validar fins a quin punt
el model s’ajusta a les dades reals. La variancia de X, es pot calcular directament

de lexpressio (2.8), obtenint

V(X)) = V(p)a2 | + V(g)a2 y + V(A + 2_12,oCOV (1, po )+

. ] (2.9)
—|—2£Ct,100‘/(]51, /\t> + 2.’1}/,200‘/(];2, )\t)

Per tal d’estimar V(Xt), les variancies i covariancies que apareixen a l'expressio
(2.9) es poden substituir pels seus estimadors corresponents, mostrats a S.A
partir d’aqui, es poden construir intervals de confianga 100(1 — «)% aproximats
de la manera habitual, X, = X; + Za )2 V(Xt) La precisio d’aquests intervals,
basats en propietats assimptotiques de l’estimacié per maxima versemblanca,
depen essencialment de la longitud de la série. En general, la precisi6 creix amb

la longitud de la série.
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INAR(1) INAR(2)

1.0
1.0

ACF
ACF
0.4

0.2

0.0
0.0

Figura 2.2: Funcions d’autocorrelacié dels residus corresponents als models d’or-
dre 112

El residu a temps t es defineix com r; = x; — Xt. Els perfils de les funcions
d’autocorrelacié (ACF) i d’autocorrelacié parcial (PACF) que es mostra a les
figures 2.2 i 2.3 suggereixen que hi ha correlacions d’ordre més alt que 1, pero no
correlacions d’ordre més alt que 2 en les nostres dades que calgui tenir en compte,
i per tant, recolza la validacio i justificacié del model definit a (2.2).

Aquest procediment ha estat utilitzat també per comprovar la bondat d’ajust del
model INAR(1) definit a (2.1), i les grafiques de ’ACF i PACF dels residus no
van ser tan bones, justificant 1'ts del model INAR(2).

Donades n observacions xy,...,x, de les nostres arribades, 'expressio (2.8) es
pot utilitzar també per realitzar prediccions puntuals a temps n + 1. Per un

temps n + k, k > 1, estimadors puntuals similars, encara que més complicats,
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poden construir-se també de forma directa. En qualsevol cas, com s’estudiara en
la propera seccid, hem preferit considerar mitjanes a llarg termini i regions de
)

predicciéo amb 'objectiu de realitzar previsions.

INAR(1) INAR(2)

0.10
1

0.1
0.05
I

0.00

Partial ACF
Partial ACF

0.0

0.05
I

-0.10

Lag Lag

Figura 2.3: Funcié d’autocorrelacié parcial dels residus corresponents als models
d’ordre 11 2

Altres métodes per avaluar la bondat de 'ajust d’aquest model, basats en la

previsié sobre un periode de temps en el qual es disposa d’observacions reals, es

consideraran a la propera secci6.

2.4 Prediccions

Amb el proposit de realitzar prediccions basades en el model definit a (2.2),

considerarem aqui un any amb el mateix nombre de setmanes (4) a cada mes, és
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a dir, un any amb un total de 48 setmanes. El nombre de setmanes de cada mes
varia segons l’any, per tant, hem triat aquest enfocament per raons practiques. En
qualsevol cas, el métode és també valid si hom volgués realitzar previsions sobre
un any concret, tenint en compte la seva estructura temporal, afegint setmanes

amb els parametres \; apropiats en els mesos corresponents.

2.4.1 Mitjanes a llarg termini

Proposicié 2.4.1 Sigui E(X;) = p;. Aleshores, py convergeir assimptoticament

cap a Py, on P, és qualsevol solucio particular de 'equacio en diferéncies

He = P1fbi—1 + Pafli—2 + Ay, (2.10)

si els valors absoluts d’ambdues arrels del polinomi caracteristic (o els seus moduls

si sdn complexes) son inferiors a 1.

Prova. Prenent esperances a (2.2) obtenim la relacié de recurréncia definida a
(2.10), que és una equacié en diferéncies lineal no homogénia de segon ordre. Es
ben conegut que la solucié és de la forma p, = Hy+ P;, on H; és la soluci6 general

de I'equaci6 homogeénia corresponent,

e = P1pt—1 + Pafti—2, (2.11)

i P; és qualsevol solucié particular de I'equacié no homogénia.

La soluci6 general de ’equacié homogeénia depen de les arrels de I’equacié carac-
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teristica, y2 — p1y — pa = 0, és a dir, y1 i ¥». Aquesta solucié és de la forma,
Hy= A(y1)" + B(y2)" (2.12)

on A i B sén constants que es poden obtenir tenint en compte els valors inicials.
Si els valor absoluts d’ambdues arrels (o els seus moduls si sén complexes) son
inferiors a 1, aleshores H; tendeix a zero quan t va cap a infinit. Per tant, en

aquesta situacio, pu; ~ P; per t prou gran |

Per tal d’estimar els valors assimptotics de py, és a dir, P;, podem substituir
a (2.10) els parametres pels seus valors estimats. Aleshores obtenim ’equaci6 en

diferéncies

fie = Prii—1 + Pofs + A - (2.13)

Es immediat comprovar que els valors absoluts de les arrels de I’equacio caracte-
ristica son inferiors a 1 (y; = 0,59 i yo = —0,31), de manera que fi; ~ P, per t
prou gran. A més, com que A 65 periodic amb periode de 48 setmanes, el mateix

sera cert per a la soluci6 particular F;.

Observacioé 2.4.2 La proposicio anterior ens permet parlar d’una certa estabi-

litat assimptotica, que anomenarem pseudo-estacionarietat.

Aquesta solucié particular B es podria calcular explicitament obtenint una ex-
pressi6 complicada, encara que des d’'un punt de vista practic és més senzill
obtenir-la simplement iterant (2.13) fins que els valors de fi; s’estabilitzen en un

cicle de periode 48. La taula 2.2 mostra les estimacions obtingudes per aques-
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tes mitjanes a llarg termini. Cal observar que si els valors absoluts de les arrels

de ’equaci6 caracteristica no fossin menors que 1, aleshores la solucioé de I'equa-

ci6 homogeénia definida a H; a (2.12) no és necessariament fitada quan el temps

tendeix a infinit, de manera que no podriem garantir aquest tipus de pseudo-

estacionarietat. En tot cas, és clar que séries temporals amb mitjanes no fitades

no resultarien adequades per modelar ingressos hospitalaris.

Taula 2.2: Mitjanes a llarg termini estimades per un any (48 setmanes)

Setmana | Estimacié (DE) || Setmana | Estimaci6é (DE) || Setmana | Estimaci6é (DE)
1 9,00 (0,73) 17 2,30 (0,37) 33 0,87 (0,21)
2 10,27 (0,90) | 18 2,05 (0,36) 34 0,96 (0,25)
3 11,43 (1,07) | 19 1,82 (0,38) 35 1,04 (0,29)
4 11,99 (1,17) | 20 1,71 (0,39) 36 1,07 (0,32)
5 8,90 (0,84) 21 1,42 (0,28) 37 1,86 (0,31)
6 8,14 (0,85) 22 1,32 (0,30) 38 2,09 (0,37)
7 7,35 (0,89) 23 1,24 (0,33) 39 2,30 (0,43)
8 6,99 (0,92) 24 1,20 (0,35) 40 2,40 (0,46)
9 5,82 (0,64) 25 0,70 (0,19) 41 1,88 (0,32)
10 5,42 (0,64) 26 0,55 (0,17) 42 1,75 (0,34)
11 5,09 (0,68) 27 0,42 (0,16) 43 1,62 (0,37)
12 4,93 (0,70) 28 0,35 (0,16) 44 1,56 (0,39)
13 3,87 (0,49) 29 0,49 (0,15) 45 3,41 (0,42)
14 3,55 (0,49) 30 0,52 (0,17) 46 3,92 (0,50)
15 3,26 (0,52) 31 0,55 (0,20) 47 4,40 (0,60)
16 3,12 (0,54) 32 0,57 (0,22) 48 4,63 (0,65)

2.4.2 Estimacio de la variancia

Hem aplicat el meétode delta descrit a la seccié 0.1.5 per tal d’estimar la vari-

ancia dels estimadors de les mitjanes a llarg termini que s’acaben de presen-
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tar. Per a fer-ho, cal tenir en compte que cada P, = Pi(p1,p2, A1,---,A12),

t = 1,...,48 és una funcié dels parametres i és necessari calcular els gradients

p1’ Op2’ DA’ 7 DAz

VP, = (98 ok 9L 0P ) 't = 1,...,48. A partir d’aqui, la variancia de cada

P pot ser estimada de la manera habitual, avaluant els gradients en els para-
metres estimats i la matriu de variancia-covariancia i, a través de 'expressio
V(B)=VPT.-$.VP, t=1,..,48. Els gradients han estat calculats fent servir

una aproximaci6é de primer ordre a les derivades parcials:

VP, ~ %(B&(ﬁl + h, pa, 5\17 e 5\12) — Ptaf)t(ﬁlaﬁ2 +h, 5\1; ---,5\12)—

Py PPy, Pas M+ Ry s M) — Bry s ooy PPy Doy My oo Az + h) — B) =1, ..., 48,
(2.14)

on ﬁ’t = P,(p1, P, 5\1, - 5\12), i h és un valor petit. Per les nostres dades, des-
prés d’algunes proves hem triat h = 0.001, valor per al qual s’obté una estabilitat
satisfactoria dels resultats numeérics. Totes les components dels gradients es po-
den calcular de la mateixa manera que fjt, és a dir, iterant (2.13) fins que els valors
de iy s’estabilitzen en un cicle. Per exemple, per calcular P;(py, p2+ h, My, 5\12),
hem de substituir ps per ps + h a (2.13) i iterar fins que /i; s’estabilitza.
A la figura 2.4 podem veure les mitjanes a llarg termini per un any, amb els
intervals de confianca del 95% corresponents. Fent servir l'expressio P, = P+
Za/2\/ V(pt), t =1,...,48 podriem construir intervals de confianca aproximats de
nivell 100(1 — «). Tal com s’ha comentat a la seccio 2.3.1, la precisio d’aquest
tipus d’intervals augmenta amb la mida de la série temporal original.
Les mitjanes a llarg termini son interessants per descriure el comportament de

les arribades al Servei d’Urgencies d'una manera estretament lligada al compor-

47



2.4.3. Regions de predicci6 a curt termini

tament de la grip. En qualsevol cas, I'interés principal a la practica sera saber
amb antelacié quants llits seran necessaris les properes setmanes. L’objectiu de

la segiient secci6 sera introduir algunes técniques per abordar aquesta qiiestio.

" —— Average weekly arrivals
Al S B --- Upper limit 95%
! Lower limit 95%

Arrivals

T
c 2 5 5 > c 5 > o 5 > o

< o @ 5 = 7] 2 =]
3 & = < s s - 2 ‘/’ © Z o

Figura 2.4: Arribades setmanals mitjanes a llarg termini estimades per un any

2.4.3 Regions de prediccié a curt termini

Donades n observacions z1, ..., x,, d’arribades al Servei d’Urgéncies, voldrem conéi-
xer la distribucié de X, ., aixo és, la distribucié de les arribades k£ setmanes en
el futur condicionada als valors previs. Per exemple, suposem que k = 1. Tenint
en compte que X, 1, condicionat a X,, = x, i X,,_1 = x,_1, és la suma de dues
variables binomials independents amb parametres (z,,p1) i (£,_1,p2), 1 una va-
riable independent amb distribucié de Poisson amb mitjana A, 1, podem obtenir

la distribucio de X, fent servir (2.6).
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El calcul de la distribuci6 de X,, 1o és més complicat. El primer pas sera
expressar X, .o en termes dels darrers valors coneguts X,, i X,,_1, gracies a les
propietats de 'operador binomial thinning descrites a la secci6 1.2.1 i fent servir

una mica d’algebra:

Xppa=p1oXpp1+p2o X, +Wyhio=pro(proX,+proX,1+Wui)+

+p2 0 X 4+ Whia = (p + p2) © Xy, + pip2 0 Xpo1 + p1 0 Wogn + Wi
(2.15)

Cal observar que p;oW,, 1+ W, 15 segueix una distribucié de Poisson amb mit-
jana p1A,11 + Anie, que denotarem per W (A}). Per una altra part, condicionant
que X, = x, i X;,_1 = x,_1, el que tenim a (2.15) és la suma de dues variables
binomials independents amb parametres (z,,, p? +p2) i (2,1, p1p2), i una variable
de Poisson de mitjana p1A,+1 + Ant2. De nou, podem fer servir (2.6) per obtenir

la distribucio de X, ;2, amb els nous parametres p? + pa, p1p2 i Prdns1 + Ango.

Proposicié 2.4.3 La distribucio de X, condicionada a les dues darreres ob-
servacions X, 1 X,_1, per qualsevol k > 1, és la suma de dues variables bi-
nomials independents i una variable de Poisson, on els parametres (Tpix—1, fx),

(Tntk—2, gx) @ A} respectius vénen donats per les segiients relacions de recurréncia,

que es satisfan per k > 1:

frr1 = p1fr + p2fr1,
Jk+1 = P19k + D29k—1, (2.16)
A1 = D1, F D21+ Mgkt
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amb fi = p1, g1 = D2, )\T = >\n+1; fo= p% + D2, g2 = P12 ¢ Xé = pl)\n—i-l + )\n+2

Prova. Procedirem per induccié sobre k. Per k = 1, és clar que X1 =
p1o X, +pro X+ W(A: ). Suposem que la relaci6 de recurréncia és certa

fins a X,, 1, de manera que podem escriure
Xk = fr0 Xy + gr 0 Xoo1 + W(A) (2.17)
Tenim que

Xonpkrr =p10 Xpgp +p20o Xoqp1 + Wi o =
=pro(froXn+groXu 1 +W(AL)) +p20 (fim10Xn +gro10 X1 +W(N_y)) =
= (p1fr) © X + (p1gk) © Xomt + W(p1AL) + (D2fi—1) © Xyt

+ (P2gk—1) © Xp—1 + W(p2Aj_q) + W(Aigrks1)

Igualant els termes en ’expressi6 anterior tenim que

frr1 = p1fr + p2fr-1,
Jk+1 = P19k + D29k—1, (2.18)
Mg = D1, + D21+ Mgkt

com voliem |

Partint de les relacions de recurréncia descrites a (2.18), i fent servir de nou
(2.6), la distribucié de X, 4k, k& > 1 es pot calcular facilment. Substituint els

parametres de (2.18) pels seus estimadors podem calcular regions de prediccio
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aproximades de mida 1 — «, trobant els limits superior i inferior /1 i ls que satisfan

l1 l2
Y P(Xpu=j)raf2, Y PXup=j)=1-a. (2.19)

j7=0 Jj=h

A la figura 2.5 podem veure la regi6 de predicci6 aproximada de mida 0.95 per
cada setmana de I'any 2009, utilitzant com darrers valors coneguts les dues tltimes
setmanes de 2008. Per a cada X,,,x, pot resultar també adequat calcular la

mediana aproximada. Aquest és el valor [ que satisfa

l
P(Xpir = j§) = 0,50. (2.20)
j=0

Aquestes medianes es mostren també a la figura 2.5.

Es interessant observar que aquest métode utilitzat per calcular la regié de
prediccio a curt termini, restringida a un model INAR(1) sense tendéncia estaci-

onal, és simplement el métode de prediccié k-step-ahead descrit a [16].

En principi, es podrien predir fins i tot valors més allunyats dels darrers valors
coneguts continuant amb aquest procediment. En qualsevol cas, per valors grans
de k, un métode més senzill per obtenir regions de prediccié sera introduit a la

propera seccio.

El métode descrit pot ser 1til també per tal d’avaluar la bondat de I'ajust del

model, aplicant-ho sobre un periode de temps amb observacions conegudes. Per
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s 4 . —— Weekly arrivals (median)
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Figura 2.5: Regi6 de prediccié per 2009

exemple, s’ha ajustat el model estimant els parametres corresponents utilitzant
només les dades de Gener de 2004 fins a Desembre de 2007. Aleshores, utilitzant
les arribades al Servei d’Urgéncies en les dues darreres setmanes de 2007 com
a valors inicials, s’han calculat els limits de la regi6 de prediccié a curt termini
per 2008. La figura 2.6 mostra que els valors observats reals son dins els limits

excepte a l'inici de la série, quan s’ha detectat una major variabilitat.

2.4.4 Regions de prediccié a llarg termini

En aquest punt estarem interessats en la distribuci6 de X, ,x quan k tendeix
a infinit. Observem que les dues primeres relacions de recurréncia indicades a
(2.18) sén exactament iguals que a (2.11). Aleshores, 1'expressio per fi i gi es

pot obtenir de (2.12), ambdos amb la mateixa estructura perd diferents valors
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—— Estimated weekly arrivals (median)
---- Upper limit 95%
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Figura 2.6: Regi6 de prediccié per 2008 i valors observats

per a les constants A i B. Aix0 ens porta a enunciar el segiient resultat:

Proposicié 2.4.4 Per valors prou grans de k, X, i es distribueix assimptotica-

ment com W (A}).

Prova. Com que els valors absoluts d’ambdues arrels y; i y2 s6n menors que
1, podem concloure que X,,,x ~ W (A}), per valors grans de k. Per altra banda,
la relacié de recurréncia per A} que es mostra a (2.18) és exactament la mateixa
que apareix a (2.13). En conseqiiéncia, quan k tendeix a infinit, A} s’estabilitza

en un cicle del mateix periode que A\; 1

Per tant, és clar que la distribucié assimptotica aproximada de X, ; és un
cicle de Poisson amb les mitjanes descrites a la taula 2.2. Les regions de prediccio

a llarg termini poden ser calculades de la manera descrita en la secci6 prévia
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a (2.19), tenint en compte que ara P(X, k) segueix una distribuci6é de Poisson
amb la mitjana corresponent segons el mes de 'observaci6 futura n + k. Com
abans, podem prendre la mediana de cada X,,1; com el valor central de la regi6

de prediccio. Per tant, és possible expressar (2.17) com
Xtk = (A1(y1)" + Bi(y2)") 0 X + (Aa(y2)* + Ba(y2)*) 0 Xy + W () (2:21)

La figura 2.7 mostra la regi6é de prediccio assimptotica de mida 0,95, i podem
apreciar com rapidament la regi6 de prediccié a curt termini plantejada en la
secci6 anterior convergeix cap a aquesta. De fet, els limits superiors d’ambdues
regions de predicci6 son exactament iguals des de k£ = 9 i els limits inferiors son

iguals des de k = 6.

—— ST: Lower limit 95%
---- ST: Weekly arrivals (median)

ST: Upper limit 95%

== LT: Lower limit 95%
—=  LT: Weekly arrivals (median)

- LT: Upper limit 95%

Jan 2009 —
Feb 2009 —
Mar 2009 —
Apr 2009 |

Figura 2.7: Regions de predicci6 a curt i llarg termini
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2.5 Conclusions

Diversos autors han utilitzat ’analisi convencional de séries temporals per inves-
tigar lestructura periodica de la incidéncia de malalties infeccioses com la grip.
A [37], la incidéncia setmanal de grip a Francga és estudiada a través de models
SARIMA classics.

L’analisi d’ondetes fou usat a [20] per estudiar la incidéncia de malalties infeccio-
ses. A |44], els autors utilitzen I'analisi espectral de maxima entropia (MEM) per
investigar els periodes d’incidéncia de grip al Japd. Tots aquests métodes poden
resultar apropiats per séries temporals continues o bé per séries de recomptes que
prenguin valors grans. En qualsevol cas, per séries temporals discretes amb valors
baixos, els models INAR presenten un rendiment superior.

Hem vist que els models INAR que es presenten en aquest treball son una eina
util per a realitzar prediccions de I'ocupacié de llits hospitalaris, basades en les
arribades al Servei d’Urgéncies. Malgrat aix0, quan fem front a malalties que
presenten una important component estacional és necessari incloure aquest im-
pacte en els models. En el cas particular del nostre exemple, hem comprovat que
és suficient considerar correlacions de segon ordre, és a dir, un model INAR(2),
d’acord amb les funcions d’autocorrelacié i autocorrelacié parcial que es poden
veure a les figures 2.2 1 2.3. En qualsevol cas, tots els métodes que s’han presentat
poden ser directament extesos a models INAR(p) amb p > 2.

S’han proposat diversos métodes de previsio a la seccid 2.4. L’estabilitat assimp-
totica del model s’ha utilitzat per tal d’obtenir una predicci6 completa per un

any arbitrari, sense necessitat de fer servir les darreres observacions disponibles.
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Aquesta metodologia ens porta als métodes a llarg termini descrits a les secci-
ons 2.4.1 1 2.4.4. Les regions de prediccié proposades a les seccions 2.4.3 i 2.4.4
s’ocupen de donar prediccions del nombre de persones que arribaran al Servei
d’Urgéncies per setmana amb un cert nivell de confianca. Ambdds métodes son
utils per conéixer el nombre de pacients que I'hospital hauria d’esperar en un
determinat moment n + k, coneixent la situacié en moments previs de 1 a n. La
regi6 de predicci6 a llarg termini comentada a la seccié 2.4.4 es pot interpretar
com el limit de la regié descrita a 2.4.3 quan k tendeix a infinit. Altres métodes
per obtenir previsions han estat proposats a la literatura: Per exemple, a [10] els
autors mostren una interessant aproximacié basada en cadenes de Markov. En
qualsevol cas, la metodologia proposada aqui és generalitzable a models d’ordre
més alt de forma relativament senzilla. Per altra banda, aquests métodes suposen
només uns pocs minuts de computacié per fer tots els calculs necessaris, per un
ordinador personal amb les prestacions habituals.

Enfrontar-se a una epidémia de la millor manera possible implica la necessitat de
fer is d’un considerable nombre de recursos que en circumstancies normals no es
troben disponibles de manera immediata. En aquesta situacio, el sistema de Salut
ha de ser capag de dissenyar estratégies de forma rapida que permetin solucionar
els problemes que I'epidémia provocara: Accelerar els processos de descarrega del
sistema sanitari, convertir habitacions individuals en dobles, evitar hospitalitza-
cions innecessaries, utilitzar arees comunes com habitacions de tractament o fins
i tot tenir disponible un equip de voluntaris entrenats i mobilitzables, com es

suggereix a [21]. T es disposa de poc marge de maniobra, ja que el moment en
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qué apareixera l'epidémia és desconegut. El desenvolupament d’eines que perme-
tin preveure, fins i tot de manera aproximada, el moment d’inici d'una epidémia
és crucial per tal d’assegurar I'efectivitat i eficiéncia del sistema. El llindar que
marca l'inici del periode epidémic podria definir-se com el limit superior de la
regi6 de predicci6 calculada a partir del model ajustat utilitzant les observacions
del periode no epidémic previ. En aquest sentit, els métodes descrits en aquest
treball poden ser ttils per verificar que en 2009 va aparéixer una nova soca de grip
A (HIN1), amb un comportament marcadament diferent del de la grip estacional,
com es pot observar a la figura 2.8. Al 2009, la grip estacional es va combinar
amb aquesta nova soca i el registre del Servei d’Urgéncies va quedar notablement

distorsionat. La grip és una malaltia amb un comportament molt dificil de predir.

—— Estimated weeKly agrivals (median)
8+ === Upper mit95% 1

Lower limit 95% |
-~ 2009 observations !

Arrivals

Figura 2.8: Regi6 de prediccié per 2009 i valors observats

Es pot estendre a diferent ritme i velocitat localment, i observem grans diferéncies

d’un lloc a I’altre. Per tant, les prediccions locals, basades en un termini curt de
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temps, son de gran interés per tal de planificar de la millor manera possible 1’is
dels recursos del sistema de Salut (llits d’hospital, 1lits ICU, consultes externes
i capacitat de reaccid) en la situacié d’una epidémia de grip. En qualsevol cas,
hem vist que les regions de predicci6 a curt i llarg termini coincideixen per valors
de k > 9. Per aquest motiu, les regions de predicci6 a llarg termini sén altament
recomanables ja que I'aproximaci6é de Poisson és molt senzilla d’implementar.
Molts models epidemiologics s’han desenvolupat perseguint 1’objectiu d’analitzar
el progrés de la majoria de malalties infeccioses. Avui en dia, I'increment en la
poténcia computacional permet el desenvolupament de models basats en individu
per poblacions relativament grans, com es proposa a [24]. Tenint en compte les
interaccions entre cada persona i I'estructura geografica, aquests models podrien
explicar acuradament el progrés d’un brot. Un bon model matematic per descriu-
re la dinamica de la grip hauria de ser capag d’explicar I'estructura correlacional
de dues setmanes que hem detectat en el nostre model INAR estacional. Proba-
blement, I'interval de dues setmanes que mostra el nostre treball esta relacionat
amb parametres biologics basics del virus de la grip. Aquest fet podria ser inves-
tigat desenvolupant models basats en individu adequats.

Altres malalties amb un comportament estacional podrien analitzar-se amb els
meétodes proposats en aquest treball, potser amb un ajust de I'ordre del model
INAR corresponent. Aquest és el cas de malalties com el dengue, malaria, tuber-
culosi, disenteria bacteriana i moltes allérgies, el comportament estacional de les

quals és ben conegut.
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CAPITOL 3

MODELS AUTOREGRESSIUS DE
PRIMER ORDRE AMB
INNOVACIONS NO GAUSSIANES

3.1 Introducci6

En aquest capitol, considerarem models autoregressius de primer ordre, definits

per 'equacio en diferéncies estocastica classica

Y,=a Y1+ W, (3.1)
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satisfent la condici6 d’estacionarietat | o |[< 1, on W, son les innovacions o soroll
blanc, una seqiiéncia de variables aleatories independents i idénticament distri-

buides amb mitjana pu i variancia o.

Molts autors han estudiat models autoregressius amb innovacions no gaussi-
anes. La majoria de treballs tenen com a objectiu principal trobar la distribucio
de les innovacions per marginals determinades. A [17], els autors consideren els
casos on la distribucié marginal de Y; és una exponencial o gamma. També mos-
tren que marginals positives no permeten valors de o < 0 a (3.1), de manera que

la condici6 d’estacionarietat es restringeix a 0 < a < 1.

Una bona revisi6 de models autoregressius amb innovacions no gaussianes és
la presentada a [43], on es considera una metodologia de construccié de models
enfocada a l'estimacié de parametres mitjancant diversos models amb diferents
distribucions marginals per Y;, com ara I’exponencial, la logistica, la secant hiper-
bolica i altres. A [1] s’analitza el cas en qué la marginal segueix una distribucio

inversa gaussiana.

Granger i Newbold (1976) construeixen séries no gaussianes a [19] prenent
una transformacié instantania 7'(Z;) d’un procés gaussia ARMA Z;, com els de-
finits a (1.5). Els autors estudien amb especial detall la transformacio T'(z) = €”,
perqué un gran nombre de séries temporals d’indicadors economeétrics sén habi-

tualment analitzades en forma logaritmica, tot i que fer inferéncia sobre la série
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gaussianes

original continua essent l'objectiu principal. L’estudi de séries temporals de ter-
mes positius de la forma X; = e, on Y; és un model AR(1) amb innovacions
no gaussianes, ha estat poc tractat en la literatura, tot i que existeixen algunes
referéncies interessants en aquest sentit com per exemple [31]. En aquest article
s’aborda el cas on la distribuci6 marginal de X; és gamma, i es prova que la distri-
buci6 gamma és la tinica en la qual es compleix que les estructures de correlacio

de X; 1Y, son la mateixa.

A la propera secci6 es mostrara que la funcié d’autocorrelacio (ACF) de X,
pxt(k), caracteritza la distribucié de les innovacions W; de Y; a (3.1). A continu-
acid, veurem com podem utilitzar aquest resultat per tal de construir un contrast
de bondat d’ajust per a la distribuci6 de les innovacions, basat en la funcié d’au-
tocorrelacié empirica de X;. En particular, aquest contrast podra utilitzar-se per

al model AR(1) classic on el soroll blanc es distribueix normalment.

3.2 La funci6 d’autocorrelacié de 'exponencial d’un
AR(1)

Considerem el model AR(1) general Y; definit a (3.1) i la seva série temporal
exponencial X, = e¥*. Considerarem que aquesta operaci6é déna lloc a una distri-
buci6 amb moments de tots els ordres. A [31], McKenzie proporciona un métode
senzill per calcular la funcié d’autocorrelacié de X; en termes de la seva distribu-

ci6 marginal, denotada com la variable aleatoria X. En aquest article, planteja
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el segiient resultat:

Lema 3.2.1 [31] La funcié d’autocorrelacid de la série temporal exponenciada

X, té l'expressio,

E[X] (E[Xam] . E[Xa’“]JE[XD

pxi (k) = E[XVar[X]

k=0,1,2,... (3.2)

Prova. Per qualsevol a € (0,1) podem trobar una sequéncia de variables

aleatories independents i idénticament distribuides W; complint
Yi=aYi + W,

Tenint en compte que Y; = log X;, podem escriure X; = X2 et = (Hf:ol V{L) Xfikk,

on V; = e™t. I d’aqui tenim que
E[X, X, ] (HE Ve ) E[X" ).
Pero E[X?®] = E[X**]E[V?], i per tant

Tenint en compte que vx(k) = E[(X; — E[X{])(Xi—r — E[X;—«])] i que px, (k) =

K Egg , tenim el resultat §
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El resultat segiient estableix una important relacié amb la distribucié marginal

de Y;, denotada com la variable aleatoria Y:

Lema 3.2.2 La funcid d’autocorrelacio de X; es pot escriure com,

Yy (Dy (0* +1) — ¥y (1)%y (o)

pxi(k) = Uy (0P (y (2) — ¥y (1)2)

k=0,1,2,..., (3.3)

on Yy (z) és la funcid generatriu de moments de Y .

Prova.  L’expressio (3.3) és una conseqiiéncia directa de (3.2) i del fet que

vy (z) = E[e”] = B[] = E[x"]

Exemple 3.2.3 Considerem per exemple la situacio classica, en que la distri-
bucid de les innovacions és normal, és a dir, Wy ~ N(u,0?). En aquest cas,

la distribucio marginal de Y, = oY, 1 + W, sera també normal, amb mitjana

. N . 2 ., . N
£~ i variancia (1c_f—a2) Per tant, la funcio generatriu de moments de Y sera

2

w41 o
Yy (s) = eTa T2’ , de manera que d’acord amb el lemma 3.2.2, tindrem que

2 k

=
pXt(k): 2 Jk:071727"'7
elja271

on X, és la série exponenciada X, = .

Es important remarcar que, donada la distribuci6 marginal de Y;, el lem-
ma 3.2.2 proporciona una manera senzilla de calcular la funcié d’autocorrelacio

de la série exponenciada, com s’ha vist a I’exemple 3.2.3 per al cas d’innovacions
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gaussianes.

La relaci6 entre la distribuci6 de Y i la distribuci6 de les innovacions W; de
(3.1) es pot establir a través de les seves respectives funcions caracteristiques. La

funcio caracteristica ¢y, (z) de la distribucio de Y; és:
Oyi(2) = E[e*"] = E[e™ ] = 6y, (a2)gw (2).

D’aqui, com que Y; és estacionari, obtenim, ¢y (z) = ¢y (az)opw(2), i en con-

seqiliéncia,

9y (2)

¢W(Z) - (ﬁy(OCZ)'

(3.4)

Cal tenir en compte que l'expressio (3.4) no és sempre la funci6 caracteris-
tica d’una distribuci6 apropiada per a les innovacions. Les variables aleatories
Y per a les quals I'expressié (3.4) és una funci6 caracteristica apropiada han de
tenir necessariament distribucions autodescomposables, una classe de distribuci-
ons molt amplia, definida a la secci6 0.5. Durant la resta del capitol treballarem
amb algunes d’aquestes distribucions, que soén el logaritme de variables aleatories
positives X ben conegudes, la distribucié marginal de X;. La taula 3.1 mostra les
marginals que considerarem, la funci6 generatriu de moments de Y = log(X) i la

funcié d’autocorrelacio de la série temporal X;, expressada com px(s) on s = o*.

Com que en el procés AR(1) definit a (3.1) les innovacions satisfan E[W;] = u

i V[W;] = 02, és immediat veure que l'esperanca i la variancia de la distribucio
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Taula 3.1: Distribucions marginals de X; amb la funcié generatriu de moments
de la distribuci6 marginal de Yy, ¢y (2) (Y = log(X)), i la ACF estandarditzada

px(s) (s = a)

X Uy (2) px(s)
Lz—&-i‘ﬁ 22 s
log-Normal el=o" 20-a%) el

‘,LZ s 3
el Smh(\/ 17(120'2) s=c | cv/3s cosh(v/3s)
\/%02 s+1 (s+1) sinh(+/3s)
l—a

log-Uniforme

. sinh(v/3)
" V3 cosh(v/3)—sinh(+v/3)
Gamma % S
Inv. Gaussian —II((Z_‘II//;(%) (%)Z c (gij 28 — 1)
c=0.608545
marginal son E[Y] = T VY] = (1‘1—;) Totes les distribucions marginals

considerades a la taula 3.1 tenen dos parametres. Les dues primeres funcions

generatrius de moments s’han expressat en termes de l'esperanca i la variancia.

o2

Per a la distribucié gamma, aixo es pot fer resolent les equacions ¥'(v) = 7

i U(v) —log(a) = £, on V¥(:) és la funci6 digamma i W'(-) és la seva primera

derivada. Pel que fa al cas de la distribuci6 inversa gaussiana, obtenir una ex-

o2
1—a?

K
-«

pressio en termes de i és més complicat a causa de la funcié de Bessel
modificada de segona classe que apareix a ¥y (z). De totes maneres, la qiiestio es

pot resoldre numéricament fent servir un programari apropiat com Maple.

Exemple 3.2.4 Considerem el cas en que les innovacions sequeizen una distri-
bucid uniforme, Wy ~ Ul(a,b). Per tal que es compleizi E[Y] = 0 ¢ V[Y] = 1,
tindrem que Wy ~ U(—+/3(1 — a2), 1/3(1 — a?)). Aleshores, la seva funcid gene-
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ratriu de moments sera

e~V 3(1—a?) _ e*V 3(1—a?)

224/3(1 — a?)

Yw(z) =

La funcidé generatriu de moments de Y, Py (2) = [[reo ¥w(a*z) no és facilment
expressable explicitament, pero podem calcular numericament la transformada de

Laplace inversa per tal d’estimar la funcio de densitat de Y :

o) = = / ity (1)t (3.5)

=5 .
Per valors de o entre —0,8 1 0,8 podem graficar les corresponents funcions de
densitat, representades a la figura 3.1. Observem que el resultat €s el mateix per
a que per —a, en tots els casos considerats.
I d’acord amb (3.2), podem calcular també en aquest cas la funcié d’autocor-
relacid de la série exponenciada X = eV, representada pels mateizos valors de o

a la figura 3.2.

La majoria de les funcions generatrius de moments considerades a la taula 3.1
estan ben definides per z € (—1,1). Aquest fet és important perqué permet con-
siderar models AR(1) com els definits a (3.1) amb a € (—1,1). En el cas de
la distribuci6 gamma, aixo implica una restriccié en el domini dels parametres,

concretament, per assegurar aquesta bona definicio, necessitarem que v > 1.

Es important tenir en compte que la funcié d’autocorrelacié del model AR(1)

definit a (3.1) és sempre la mateixa, py (k) = o, independentment de la distri-
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0.15
1

0.00
1

Figura 3.1: Funcions de densitat de Y en el cas d’innovacions uniformes

buci6é marginal o de la distribucié de les innovacions. Al contrari del que succeeix
per Y;, la funcié d’autocorrelacié de X; depen de la distribucié marginal de Y;. La

figura 3.3 mostra les grafiques de px(s) per a les marginals indicades, préviament

estandarditzades (E[Y] =01 V[Y] =1).

En la propera secci6é veurem que la funcié d’autocorrelacié de X; caracteritza

la distribucié marginal de Y;, i en conseqiiéncia, la distribuci6 de les innovacions.
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Px(s)
0.0
1

T T T T T
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0

s

Figura 3.2: Funcions d’autocorrelacié de X en el cas d’innovacions uniformes

3.3 Caracteritzacié de la distribuci6é de les inno-

vaclons

Prenent logaritmes a l'expressio (3.3) del lemma 3.2.2 i amb una mica d’algebra

obtenim,

Py (2) — Yy (1)°
Yy (1)

(s 1) = o (s) = o n D). (69

on s = a* i ky(s) = log(wy(s)) és la funcié generatriu de cumulants de Y.

Denotant per h(s) la part dreta de (3.6), podem veure que Ky (s) és una soluci6
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Figura 3.3: px(s) per algunes marginals estandarditzades
de ’equaci6 funcional de primer ordre de la forma,
f(s+1) = f(s) = h(s), (3.7)

amb la condici6 inicial f(0) = 0, on h(s) és la part dreta de (3.6), com s’ha indicat
a la seccié 0.3. Aquest tipus d’equacions funcionals ha estat estudiat ampliament
a la literatura, per exemple a [25]. Una lleugera modificacio del seu teorema 5.11

ens permet enunciar el segiient resultat:

Proposicio 3.3.1 [25] Considerem una funcid h: I — R a (3.7), I = (a,00), —00 <

a < 00, satisfent la condicio

lim [A(s + 1) — h(s)] = 0.

S§—00
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3.3. Caracteritzacié de la distribucié de les innovacions

Suposem que tenim una solucid convexa de (3.7), p(s) definida a I, complint que
©(s0) = no, per so € I iny € R. Aleshores, p(s) és inica solucid convexa de

lequacid funcional (3.7), i es pot expressar com,

p(s) = no+(s—s0)h(s0)+ > _(s—s0)(h(so+n+1)—h(so+n))—(h(s+n)—h(so+n)).
"~ (3.8)

Partint d’aquesta proposicio, estem en condicions d’enunciar el segiient teo-

rema, que caracteritza la distribuci6 de les innovacions.

Teorema 3.3.2 Suposem que la distribucid de les innovacions Wy de (3.1) és tal

que,

1. La distribucid marginal de Yy (indicada per la variable aleatoria’Y ) té funcio

generatriu de moments ¥y (s) definida a s € (a,00), a < 0.

2. La distribucid de X = e¥ esta ben definida, amb ACF de la série temporal
exponenciada X; = ¥ donada per px,(s), i lim h(s+ 1) — h(s) = b, 0 <
S5—00

b < oo, on

Py (2) — by (1)?
Yy (1)

h(s) = o o)+ v(D).

3. La funcid log(vy(s)) — bs(‘;l) és convera.

Aleshores, la distribucio de Wy és [inica que té€ com a funcid d’autocorrelacid de

la série exponenciada a px,(s).
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Prova.  Sigui ky(s) = log(¢y(s)), la funcié generatriu de cumulants de Y.
Tenint present (3.6), és clar que f(s) = ky (s) satisfa I'equacio funcional (3.7) amb
és convexa, si el limit b és zero, la proposicié 3.3.1 mostra directament que (3.7)
té només una solucié. Si el limit b és més gran que 0, definim h*(s) = h(s) — bs,
i és immediat veure que f(s) = ky(s) — bs(s — 1)/2 és una soluci6 de 'equacio
funcional f(s+1)— f(s) = h*(s). Com que Sli_)lrgo h*(s+1)—h*(s) = 01 per hipotesi

bs(s—1)
) - bt

Ky (s és convexa, altre cop la proposici6 3.3.1 prova que aquesta solucio

és tnica

Els valors del limit b = lim h(s 4+ 1) — h(s) per als exemples contemplats a la
S§—00
taula 3.1 son 0 excepte per al cas log-Normal (innovacions gaussianes) on es té

que b= 1.

Exemple 3.3.3 Suposem que X té una funcié d’autocorrelacic amb forma de

polinomi de segon grau px(s) = as*+bs+c. Imposant les condicions px(0) = 0,

px(1) =14 px(—1) = 62:1; com en el cas en que X sequeir una distribu-

cid log-Normal (veure taula 3.1), tenim que aquesta funcid d’autocorrelacid ha

de ser px(s) = (1 —b)s> +bs , onb = 3 - (1 - e;f). Ezpressant h(s) =

log (% -px(s) + E[X]) i resolent l'equacid en diferéncies (3.7) podem obtenir
la funcio generatriu de cumulants de Y = logX, 1 exponenciant aquesta tindrem

la funcio generatriu de moments de Y. Avaluant aquesta a z = is tindrem la

Dy (2)
Py (az)

funcio caracteristica Py (z), i fent servir que Py (z) = podrem obtenir

la funcio de densitat f(x) de les innovacions Wy, calculant la transformada de
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Laplace inversa

1 OO —itx q)Y(t)
flz) = Py /_OO e —<I>y(at)dt'

Els resultats obtinguts per diferents valors de « de -0,8, -0,5, -0,2, 0,2, 0,5 i 0,8

es poden veure a la figura 3.4.

0.5

densl
0.3 0.4
1

0.2
1

0.0

Figura 3.4: Funcions de densitat de les innovacions en el cas px(s) = as®>+bs+c

Observem que per la majoria de valors de «, la funcié de densitat de les
imnovacions és similar a una normal estandard, com podiem esperar en haver
considerat una funcid d’autocorrelacio px de X similar a la de la distribucio log-
Normal. Veiem que per o = —0,8, la funcid d’autocorrelacié no déna lloc a una
distribucio propia per Wy. Aizo dona lloc a una qiiestio interessant, com €s la
caracteritzacio de les funcions d’autocorrelacio px que donen lloc a innovacions

propies.
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En la propera secci6 veurem amb detall com es pot aplicar aquest teorema
de caracteritzacio per tal de construir contrastos de bondat de I’ajust en aquest

context.

3.4 Un contrast de bondat de I’ajust per a les in-

novacions

Els resultats de la secci6 anterior es poden fer servir per tal de construir un
contrast de bondat de 'ajust per a la distribucié de les innovacions. A partir
d’aqui centrarem la nostra atenci6 en el procés classic AR(1) gaussia, malgrat
que aquesta metodologia es pot generalitzar a altres models AR(1). Per tant, les

hipotesis nulla i alternativa que considerarem son les segiients:
Hy: Wy~ N(u,0%) Hy: W, N(u,0?) (3.9)

Cal tenir present que el teorema 3.3.2 prova que aquestes hipotesis son equi-

valents a les segiients:

el-a® —1 el-a® —1
Ho:px,(k) = ——— Hi:px,(k) # —(—, (3.10)
el-a® —1 el-a® —1

on X, és la série exponenciada X, = e¥*, d’acord amb l'expressié obtinguda per

px, (k) en el cas d’innovacions gaussianes a I’exemple 3.2.3.

Per tant, una idea senzilla per construir un contrast de bondat d’ajust és
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comparar la funci6 d’autocorrelacié6 empirica de X; i la funci6 d’autocorrelacio
teorica sota la hipotesi d’innovacions gaussianes. En comptes de la funcié d’au-
tocorrelacid directament, preferim emprar la transformada de Fourier discreta de
les autocorrelacions, aixo és, la densitat espectral estandarditzada, ja que presen-
ta alguns avantatges en termes d’estabilitat. Tot i que ja s’ha comentat al primer
capitol, no esta de més recordar aqui que el coneixement de la densitat espectral

estandarditzada és equivalent al coneixement de la funcié d’autocorrelacio.

Donat un procés estacionari amb funci6 d’autocorrelacié denotada per pi, k =
0,1,2,.... la seva densitat espectral estandarditzada es pot definir de la manera

segiient:

Definicié 3.4.1 La densitat espectral estandarditzada d’un procés estacionari

amb funcio d’autocorrelacio px, k = 0,1,2,... és una funcio f definida per

k=—o00 =

1 — 1 =
—— = — —m<w<m.
f(w) 5 g pr cos(wk) o (1 +2 ;pk cos(wk)) , —mT<w<T

Observem que f(w) = f(—w). A partir d’aqui podem definir la distribucié

espectral estandarditzada de la manera segiient:

Definicié 3.4.2 La distribucio espectral estandarditzada d’un procés estacionari

amb funcio d’autocorrelacio py, k = 0,1,2,... és una funcio F' definida per

F()\):/_Af(w)dw:2/0 f(w)dw:%<)\+22pk81n§;\k)>7 b<ren
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Definici6é 3.4.3 Donada una série temporal x1,xo, ..., x,, €ls coeficients d’auto-

correlacid mostral i, k = 1,...,n — 1 es defineizen com ry = cx/co on

Z?:_lk(xi —Z)(%iyp — T)

n

C —

son les covariancies mostrals.

Donada una série temporal amb n observacions, una estimacié de la distri-
bucié espectral estandarditzada es pot obtenir directament utilitzant la funcié

d’autocorrelaci6 mostral r,, kK =0,1,2,... (|15]), obtenint

n—1 .

. 1 Ak

BV = - ()\+2§:rk8m5€ )>, 0<A<T, (3.11)
k=1

Anderson suggereix a 3] contrastar la hipotesi que una série temporal donada
prové d’'un procés amb una densitat espectral estandarditzada especifica fo(A),

mitjancant un estadistic de Cramér-von Mises de la forma,

n

W2 = 5= / B0 - RO B (3.12)

on G(m) =2 [ f3(w)dw. Aquest estadistic mesura la discrepancia entre la distri-
bucio espectral estandarditzada teorica i la seva estimacié mostral. En aquest ma-
teix treball es proposa una expressié molt util des d'un punt de vista practic que

. Do 2 ;
permet obtenir W?2, observant que si deixem de banda el terme %ﬁ S %,
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podem escriure

W2 = s Jy (20 282 — )] [ 0 pre™] =

_n | (3.13)
e Z;‘jf:l (Tg_pg;w D oo PrPs | 50 Agsin Aher=3) g )\
Integrant aquesta expressio, obtenim
B o8 A e NGOl )]’
i Tk — Pe)\Pj+k — Pj—k
Wi = 3.14
" AmGA(m) le — L ( )

Pensant en la implementacio practica, aquesta suma infinita es pot truncar a

partir d’un cert valor de j, quan els termes segiients siguin negligibles.

A [5], els autors utilitzen I'estadistic W2 per contrastar la hipotesi que una
série temporal donada prové d’un procés amb estructura AR(1). També podem
utilitzar Wﬁ per contrastar si la série exponenciada X; té una funcié d’autocor-

relacio especifica, és a dir, contrastar les hipotesis (3.10) o equivalentment (3.9).

Convé remarcar que la situacié més habitual en la practica sera aquella en la
qual py soén desconeguts perqué depenen de « i 02, que seran normalment desco-

neguts.

En qualsevol cas, poden ser estimats a partir de la série original (3.1), utilit-

zant el primer coeficient d’autocorrelacio mostral & i 6 = s.(1 — &), on s, és la
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variancia mostral. Per tant, definim
524k %
R et-a2 —1 % —1
Pr = 52 = 52 s (315)
61,&2 _ 1 e’y — 1

i anomenarem W? 'estadistic que considerarem, construit substituint p, per p; i

G?(m) per G2(7) = 2 [ f2(w)dw]? a (3.14), on fo(w) = 5= (1 + 2372, px cos(wk)).

Per tant, donada una série Y; amb estructura AR(1), els passos que cal rea-

litzar per aplicar el contrast proposat son els que s’enumeren a continuacio:
1. Estandarditzar la série, si és necessari.
2. Calcular la série exponencial X;.

3. Estimar els parametres de les séries, per exemple mitjancant les equacions
de Yule-Walker presentades a (1.2), i calcular els coeficients d’autocorrelacio

mostrals per X;.
4. Obtenir 'estadistic Wg del contrast d’acord amb 'expressi6 3.14.

5. Fixant els parametres o i o obtinguts al tercer pas, simular noves séries i
calcular I'estadistic del contrast W? per a cadascuna. Per a construir cada
serie simulada es generen innovacions gaussianes de mitjana 0 i variancia

2.1 es simula una série partint de & i 02, amb estructura AR(1) i

1—a
aquestes innovacions. Aquesta série simulada es modifica fins que els seus

parametres son exactament els mateixos & i o2.
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3.5. Dos exemples

6. El p-valor del contrast es pot obtenir en base a la distribuci6 de W,f obtin-

guda.

A la propera secci6 veurem alguns exemples d’aplicacié d’aquest contrast de

bondat de 'ajust.

3.5 Dos exemples

Per als exemples que descriurem a continuacio, s’han realitzat 10000 simulacions,

seguint ’esquema descrit a 'apartat anterior.

3.5.1 Captures de peix a I’Atlantic i al golf del riu St. Law-

rance

Considerem les captures mensuals de peix a I’Atlantic i al golf del riu St. Law-
rance des del 1990 fins al 1996 com el nostre procés Y;. Aquest exemple va ser
tractat préviament a [5], on els autors consideren que un model AR(1) és adequat
per ajustar aquestes dades, després d’eliminar I'estacionalitat, que té un efecte
notable. S’estandarditza la série per tal de ser capacos de calcular la série ex-
ponencial sense dificultats numériques, i els autors mostren que 'estructura de
model autoregressiu de primer ordre no es pot rebutjar (p-valor de 0,83). Uti-
litzant les equacions de Yule-Walker podem estimar els parametres del model,
obtenint & = 0,39 i 62 = 0,86. En aquest cas, obtenim un valor de Iestadistic
de W?2 = 0,067, corresponent a un p-valor de 0,69. Per tant, la hipotesi nulla de

normalitat dels residus W, no pot ser rebutjada. En la figura 3.6 podem veure
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Series fish

0.4

0.3
1

0.2
1

Partial ACF
0.1

0.0

-0.1
1

Figura 3.5: Funcié d’autocorrelacio parcial (captures de peix)

com la funci6 de distribucié espectral teorica sota la hipotesi nulla i la funcié de
distribuci6 espectral mostral tenen un comportament similar, com esperavem pel

resultat del contrast de bondat de I'ajust.

La taula 3.2 mostra els p-valors per un rang de coeficients d’autocorrelacié
a al voltant del valor empiric de & = 0,39. Observem que la hipotesi nulla de

normalitat de les innovacions no es pot rebutjar per cap valor de a.

Taula 3.2: p-valors corresponents a I'exemple de les captures de peix
| o J01]02]03]04]05]06 ]
| p-valor | 0,58 | 0,64 | 0,67 [ 0,69 | 0,69 | 0,68 |
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Figura 3.6: Comparaci6 de les distribucions espectrals mostral i teorica (captures
de peix)

3.5.2 Deflactor del producte interior brut (PIB) espanyol

Com a segon exemple, considerem una série del Banc Mundial consistent en els
valors del deflactor del producte interior brut espanyol anual des del 1962 fins
al 2011. Per tal de treballar amb valors més baixos, s’han pres logaritmes sobre
aquesta série i s’ha estandarditzat.

De nou mitjancant les equacions de Yule-Walker estimem els parametres del mo-
del, obtenint uns valors de & = 0,79 i 62 = 0,35. Com podem veure en la
figura 3.7, un model autoregressiu de primer ordre sembla apropiat, i aixo s’ha
confirmat a través d’un contrast com el proposat a [5]. En aquest cas, obtenim
un p-valor de 0,80, de manera que I’estructura AR(1) no es pot rebutjar amb un

nivell de confianca del 95%.
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Contrastant la normalitat de les innovacions de la manera descrita, obtenim un
valor de W2 = 0,24, corresponent a un p-valor de 0,023, i per tant, amb un
nivell de confianca del 95%, podem rebutjar la hipotesi nulla que les innovacions

W, segueixen una distribuci6 normal. L’estadistic definit a (3.14) pot utilitzar-se

Series GDP

0.4
1

Partial ACF

0.2

0.0

Figura 3.7: Funcié d’autocorrelaci6 parcial (PIB espanyol)

també per tal de triar una distribuci6 marginal per X; més apropiada comparant
els valors de l'estadistic considerant les distribucions descrites a la taula 3.1 per a
la distribucié marginal de X;, o en altres situacions que puguin resultar d’interés
en cada cas.

En aquest exemple, el valor més baix de l’estadistic s’assoleix sota la hipotesi
que X segueix una distribucié log-Uniforme, obtenint un valor de W? = 0, 065.

A la figura 3.8 podem veure que la funcié de distribuci6 espectral log-Normal i
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Taula 3.3: p-valors corresponents a I’exemple del PIB espanyol
| a [o5]06[07]08] 09 |
| p-valor | 0,08 | 0,07 | 0,04 | 0,02 | 0,002 |

la funci6 de distribuci6 espectral mostral estan considerablement allunyades, de
forma coherent amb el resultat del contrast, mentre que la funcié de distribucio

espectral log-Uniforme es troba més propera. A la taula 3.3 podem veure els

F()

— log-Normal
--- log-Uniform
o Sample spectral distribution

T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 20 25 3.0

A

Figura 3.8: Comparacié de les distribucions espectrals mostral i teorica (PIB
espanyol)

p-valors del contrast per aquest exemple, per diversos valors de o propers al valor
estimat per a la série. La hipotesi nulla de normalitat de les innovacions pot ser

rebutjada per valors de « = 0,7, a = 0,8 and a =0, 9.
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3.6 Estudi de la poténcia del contrast

L’objectiu d’aquesta seccid és discutir la poténcia del contrast en algunes situa-
cions particulars, concretament, quan les innovacions segueixen una distribucio
uniforme, Laplace, logistica o gamma.

La taula 3.4 s’ha obtingut simulant 5000 séries amb innovacions seguint les dis-
tribucions especificades en cada cas i calculant el valor W2 corresponent, i con-
siderant el nombre de casos en que aquest valor esta per sobre del valor critic
corresponent per al cas normal. La primera fila de la taula 3.4 correspon al cas
uniforme, la segona fila correspon al cas Laplace, la tercera fila correspon a la dis-
tribuci6 logistica, i la darrera fila correspon a innovacions seguint una distribucio
gamma. S’han considerat escenaris amb diverses mides mostrals (des de n = 20
fins a n = 500), i diferents valors del primer coeficient d’autocorrelacié (des de
a=—0,8 fins a a =0,8).

El cas de les innovacions gamma és especial en el sentit que per tal d’estandardit-
zar Y s’ha hagut de considerar W = Z — k, on Z segueix una distribuci6 gamma

i k és una constant. En particular, si 6 és el parametre d’escala de la distribu-

1—a?
92

ci6 gamma, tenim que el parametre de forma és i la constant pren el valor

_1-a?
k=12

Es interessant destacar que els valors de poténcia del contrast que es mostren a
la taula 3.4 varien si aixequem X a un determinat exponent, o equivalentment, si
considerem una estandarditzacio alternativa. El calcul de les poténcies descrites
s’ha realitzat en tots els casos considerant la série X original, fixant els parametres

a 1 o obtinguts en les 5000 séries simulades i contrastant amb 5000 séries amb
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Taula 3.4: Analisi de la poténcia per innovacions uniformes, Laplace, logistica i
gamma

Distribuci6 | « /n || -0,8 | -0,5 | -0,2 | 0,2 | 0,5 | 0,8
Uniforme 4 7 8 6 5t 6
Laplace 90 4 5} 4 5 7 6
Logistica 5 D 5 6 5 Y
Gamma, 2 1 2 1 7 4
Uniforme 7 12 | 10 | 8 6 4
Laplace 50 4 3 5) 4 |12 | 7
Logistica 5t 4 5 5t 7 5
Gamma 1 1 4 1120 11
Uniforme 6 20 | 17 | 8 9 4
Laplace 100 5 8 5t 4 116 | 8
Logistica 4 D 5t 4 1 9] 6
Gamma 6 27 5 2 |40 | 20
Uniforme 7 34 | 34 |11 | 11 | 5
Laplace 9200 7 25 7 6 | 25 | 12
Logistica 6 10 5) 6 |11 | 8
Gamma 20 | 73 | 12 | 10 | 63 | 31
Uniforme 10 | 84 | 82 | 22 | 17 | 6
Laplace 500 19 | 58 | 50 | 38 | 48 | 19
Logistica 8 25 | 21 |16 | 22 | 8
Gamma 60 | 99 | 93 | 74 | 87 | 62

innovacions normals fixant també els valors dels parametres « i o obtinguts,

d’acord amb els passos descrits en 'apartat anterior.

3.7 Conclusions

Els resultats presentats en la primera part d’aquest capitol permeten caracteritzar

la distribuci6 de les innovacions d’un procés autoregressiu de primer ordre en unes
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certes condicions prou generals, de manera que donada una série temporal amb

estructura AR(1) Y; = aY;_1 + W, podrem triar una distribucio adequada per W.

A més, s’ha desenvolupat un contrast de bondat de ’ajust que pot utilitzar-se
per contrastar la normalitat de les innovacions o en un context més general, per
contrastar si les innovacions d’un procés autoregressiu de primer ordre segueixen

una determinada distribucid.

Els resultats obtinguts en els exemples mostren que de vegades no és massa
realista considerar que les innovacions d’un procés AR(1) segueixen una distribu-
ci6 gaussiana, i resulta més adequat buscar altres distribucions alternatives que

s’adaptin millor al procés.

En la part final del capitol es presenta I'estudi de la poténcia del contrast de
bondat de d’ajust, per a innovacions seguint diferents distribucions i per diferents
valors de o i mides mostrals. En aquest estudi de la poténcia veiem que en general,
els millors resultats s’obtenen per mides mostrals grans, el que és raonable, i per
valors de « allunyats de -1 1 1. Quant a les distribucions de les innovacions, veiem
que les innovacions amb distribuci6é uniforme sén les que presenten un rendiment
més discret, mentre que els millors resultats s’obtenen per les distribucions gamma

i Laplace.

85



3.7. Conclusions

86



BIBLIOGRAFIA

[1] B. Abraham and N. Balakrishna. Inverse gaussian autoregressive models.

Journal of time series analysis, 20(6):605-618, 1999.

[2] T. W. Anderson. Goodness-of-fit tests for autoregressive processes. Journal

of time series analysis, 18(4):321-339, 1997.

[3] T. W. Anderson. Goodness-of-fit tests for spectral distributions. Annals of
Statistics, 21:830-847, 1997.

[4] T. W. Anderson, R. A. Lockhart, and M. A. Stephens. Goodness-of-fit tests
for the time series models AR(1) and MA(1). Research report, Simon Fraser
University, 97-05, 1995.

[5] T. W. Anderson, R. A. Lockhart, and M. A. Stephens. An omnibus test for
the time series model AR(1). Journal of econometrics, 118:111-127, 2004.

87



Bibliografia

[6]
|7l

8]

19]

[10]

[11]

[12]

[13]

88

E. Artin. The gamma function. Holt, Rinehart, Winston, 1964.

P. M. Batchelder. An introduction to linear difference equations. Dover

publications, 1967.

P. J. Brockwell and R. A. Davis. Time Series: Theory and Methods. Springer-
Verlag, 1991.

R. Bu, K. Hadri, and B. McCabe. Conditional maximum likelihood estima-
tion of higher-order integer-valued autoregressive processes. Journal of time

series analysis, 29:973-994, 2008.

R. Bu and B. McCabe. Model selection, estimation and forecasting in
INAR(p) models: A likelihood-based markov chain approach. Internatio-
nal journal of forecasting, 24:151-162, 2008.

M. Cardinal, R. Roy, and J. Lambert. On the application of integer-valued
time series models for the analysis of disease incidence. Statistics in medicine,
18(15):2025-2039, Aug 15 1999. LR: 20061115; CI: Copyright 1999; JID:
8215016; ppublish.

G. Casella and R. L. Berger. Statistical inference. Duxbury Thompson
Learning, 2002.

R. C. Chambers. Variation in and among early life history traits of
laboratory-reared winter flounder pseudopleuronectes americanus. Marine

ecology progress series, 47:1-15, 1988.



Bibliografia

[14] S. Csorgo and J. J. Faraway. The exact and asymptotic distributions of
Cramér-von Mises statistics. J. R. Statist. Soc. B, 58(1):221-234, 1996.

[15] M. Falch, F. Marohn, R. Michel, D. Hofmann, M. Macke, C. Spachmann,
and Englert S. A first course on time series analysis - Examples with SAS.

Chair of statistics, University of Wiirzburg, 2011.

[16] R. K. Freeland and B. McCabe. Forecasting discrete valued low count time
series. International Journal of Forecasting, 20:427-434, 2004.

[17] D. P. Gaver and P. A. W. Lewis. First-order autoregressive gamma sequences

and point processes. Advances in applied probability, 12:727-745, 1980.

[18] D. Gomes and L. Canto e Castro. Generalized integer-valued random coeffi-
cient for a first order structure autoregressive (RCINAR) process. J. Statist.

Plann. Inference, 139(12):4088-4097, 2009.

[19] C. W. J. Granger and P. Newbold. Forecasting transformed series. Journal
of the Royal Statistical Society B, 2:189-203, 1976.

[20] B. T. Grenfell, O. N. Bjornstad, and J. Kappey. Travelling waves and spatial
hierarchies in measles epidemics. Nature, 414:716-723, 2001.

[21] T. Hampton. Pandemic flu planning falls short many vulnerabilities in health

care system. Journal of American Medical Association, 297:1177-1178, 2007.

|22| J. L. Hay and A. N. Pettitt. Bayesian analysis of a time series of counts with
covariates: an application to the control of an infectious disease. Biostatis-

tics, 2(4):433-444, 2001

89



Bibliografia

23]

[24]

[25]

[26]

27]

28]

29]

[30]

[31]

90

R. C. Jung and A. R. Tremayne. Binomial thinning models for integer time

series. Stat. Model., 6(2):81-96, 2006.

M. J. Keeling and L. Danon. Mathematical modelling of infectious diseases.

British Medical Bulletin, 92:33—-42, 2009.

M. Kuczma. Functional equations in a single variable. Polish scientific pu-

blishers, 1968.

M. Kuczma. Problems of uniqueness in the theory of functional equations

in a single variable. Prace matematyczne zeszyt, 14(223), 1969.

M. Kuczma, B. Choczewski, and R. Ger. [terative functional equations.

Cambridge University press, 1990.

F. Laio. Cramer-von Mises and Anderson-Darling goodness of fit tests for

extreme value distributions with unknown parameters. Water Resour. Res.,

40, 2004.

E. L. Lehmann and G. Casella. Theory of point estimation. Springer-Verlag,
1998.

E. Lukacs. Characteristic functions. Hafner publishing company, 1970.

E. McKenzie. Product autoregression: A time-series characterization of the

gamma distribution. Journal of applied probability, 19:463-468, 1982.



Bibliografia

[32]

3]

[34]

[35]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

E. McKenzie. Discrete variate time series. In Stochastic processes: modelling
and simulation, volume 21 of Handbook of Statist., pages 573-606. North-
Holland, Amsterdam, 2003.

K. S. Miller. Linear difference equations. W. A. Benjamin, 1968.

M. Monteiro, M. G. Scotto, and I. Pereira. Integer-valued autoregressive
processes with periodic structure. J. Statist. Plann. Inference, 140(6):1529—
1541, 2010.

D. Morina, P. Puig, J. Rios, A. Vilella, and A. Trilla. A statistical model
for hospital admissions caused by seasonal diseases. Statistics in medicine,

30(26):3125-3136, Nov 20 2011.

P. Puig and J. Valero. Characterization of count data distributions involving

additivity and binomial subsampling. Bernoulli, 13(2):544-555, 2007.

P. Quénel and W. Dab. Influenza A and B epidemic criteria based on time-
series analysis of health services surveillance data. European Journal of Epi-

demziology, 5:285-293, 1998.

R Core Team. R: A Language and Environment for Statistical Computing.
R Foundation for Statistical Computing, Vienna, Austria, 2013.

C. R. Rao. Linear statistical inference and its applications. John Wiley &
sons, 1973.

R. J. Serfling. Approzimation Theorems of Mathematical Statistics. John
Wiley & sons, 1980.

91



Bibliografia

[41]

[42]

[43]

[44]

[45]

|46]

47]

92

D. N. Shanbhag and M. Sreehari. On certain self-decomposable distributions.
Probability theory and related fields, 38:217-222, 1977.

R. H. Shumway and D. S. Stoffer. Time Series analysis and its applications:
With R examples. Springer-Verlag, 2010.

C. H. Sim. Modelling non-normal first-order autoregressive time series. Jour-

nal of forecasting, 13:369-381, 1994.

A. Sumi, K. Kamo, N. Ohtomo, K. Mise, and N. Kobayashi. Time series
analysis of incidence data of influenza in japan. Journal of Epidemiology,

21:21-29, 2011.

C. H. Weifs. Thinning operations for modeling time series of counts - a

survey. Advances in statistical analysis, 92:319-341, 2008.

C. Wiuf and P. H. Stumpf. Binomial subsampling. Proceedings of the Royal
Society A, 462:1181-1195, 2006.

R. Zhu and H. Joe. Modelling count data time series with Markov processes

based on binomial thinning. J. Time Ser. Anal., 27(5):725-738, 2006.



