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recfprocamente, si P = X' 4 ¥ Dy, para un clerts D, ol
~
tonces, tomando T = AKX ﬁly se verificard P = X'D.

LN £ e fesd .
Ademds, D es Unico, pues si P = X' AX D, , aiendo
N oy

Ul D1+ Ve, v VIiX' AX = O, entoness, por ser S = T,
tendremos V'X! = O, v por lo tanto

% S i . AX{Dy * V) =48% Dy = D
lm: ) ‘,u}h e ; .,l

Ce Qo d,

Teorema 4.5,1

o [k
Sea Y% = P'{¥ = plpl4.gwe+'pmﬁ; una funcidn parand-

P .
s - ) P s *
trica estimable. Sea {% una estimacidn L5 dejaa

1) BL estimador lineal '

,‘; mP* :'plf%+ a8 s+ mgj}‘ ‘}

es un estimador insesgadeo v de dispersidn minima de V%
(Teorema de Causs-Markov).

5, ey f\ ~ /\' s ol
2) 8iL D = {dl,,augdp)ﬁ verificas

Pl
D o= 80X D, siendo Pl'= X' 4X D

ehtonoes N
k

> Sim?g

i=1

#

e8 la expresidn A~dptima de ¥*,
Demostracldn:

wk

Por ser Y" eatimable, P = X'Dy ¥ nor el lema anterior

P o= Xf K Dl para un clerto vector D,.
54 ‘p es una estimacidn LS de | 3*

A

P13 = ps xtax = Dy X' F*s D
D,

t

i
. N -~ A
siende D = AX (dl,,..,ﬂ})*, que por el lema antew
rior, es Wnico,

Al ser X'D = X' AX D, =P, por el teorema 4.3.2

tendremos
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viends las ecuaciones normales, v enbongess
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HIPOTESIS LINEALES Y COMPARACION ESTADISTICA
DE  FUNCIONES ESTIMABLES

Se expone la estimacidn de la matriz de varianzas-covarianzas,
siguiendo 1as notaciones de RAQ (196B), el test estadistico de com-
paracién de funciones estimables, basindonos en el principio de
unidn-interseccién de ROY (1957), y é?gunas otros resultados de
andlisis multivariante

E1 contenido de este capTtulo es materia bien conocida. Su in-
clusibn se justifica por la necesidad que de é1 tendremos mis ade-
lante, y pef el deseo de consequir una completa unidad de exposicién
de 1a memoria,

Otras referencias: ANDERSON(1958), MORRISON(1967), RAO(1951),
ROY(1953,1966) .
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5.1 PROPIEDADES DE LAS BITIMACIONES LS

S8 Y E€E una v.a., 2l gue var{¥)s= ¢ Para neé¢ perdsr
grados de libertad, vamosg a considerar aguf loa nmEZni
‘walores muestrales de un muestrso b= (n_,...,n ) de Y.

- * . ". T“‘
Jndicaremos la muestra wmf v el vegtor aleatorio Y{*)ﬁ

abrevisdamente,

. : ) ks gt

X"ﬁg = (y"li‘““syn} Y‘{,Tl}m cy TR ’% )

. ‘37:. . o8 ) ¢+ &
sea EY el espacio vectorial de dimension n,

» ¥ v
}Ey. B Eseess >
Ay

con base ortonormal, Justificade por el heseho de que las
Voo {Yi} son estocdsticamente independientes.
Consideremes ahora un espacio vectorial euclfideeo B
de dimensidn n, Una muestra mY = (ylgsaaayﬂ) de ecual~
guler ve.a. ¥, se puede identificar con un punto de Em“

Bl musstren m €M,y define, puss, una aplicacidn:

e )
My s By
m.(‘.{‘{m)) = mY Vyen

Asimisme, la esperanza matemdtica E define una aplie-

cacidn:

73
B, — L
g Y 43

(5.1.1) E(Ym)) = X,y

Congideremos ahora el subespacio Frc:E generado

o3 ¥
0
por los vectores columna de Xaa Tendremos,

dim (Fr) = rang (X) = r

Ohservemss, finalmente, que para toda v.a. ¥, la
. . n, "

estructura métrica de los ggpaclos EY’ s Em, ambos

cont base ortonormal, es 1z misma, ¥ se pueden identiw

car totalmente,
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Se verifica:

& f,"‘z
Ay L opeepolndy o
E(u7) = PlE(y ) =0 el 4, (por e1 teo-
(5.2.1) rema 3.l.1).
g{gl) - 5% i dLgorp

Sea aliora:

LPI) = 2: (v, - Z_ %, 4byy )

e

= mye Kol “g

&

de acuerdo con la norma gue rigen en E,

N
Segin el teorema 5.1.4, (mY«xaQY) 28 ortogonal ml
subespacio Frg luego,

A i
(5.2.2)  L(By(y) = 2 "i

Aemr 1

slendo mZ = (zlgosagz
z (1)

5 - z 8l muestreo sobre
X"’ r+ls AL ] 3’1)

y expresidn en la nueva base dual {(Zi)*} que la
matriz ortonormal P define aobre E*g
Puesto gue (5. 242) es cierts para toda muestra, cone

siderando &%ﬂ)(?) como una variable aleatoria, tendremos

LBy =5 (¢ st Xy fgy) e S (12

iml, J= ' f=r 1

Vs tomando la esperanza,

E(i{ﬁ)(y)) EiL E{KZ )= ] {nmr)az

2
pues, por (5,2,1), é{}zi)gjm o e



Tooresma %,2,1

Lo veae

B -,,,,’A ;
S AR () /(ner)
‘es un estimador insesgado de 0% var{ ¥},

EL LB ner) ] = 67

Baste teoremaza pnos propuorciona, en particular, la ¢%e
timacidn de cada una de las varianzes de las v.a, Tysoes

s ¥, gue forman la base de E. Indicaremos:

» | N t
Rﬁéi?iﬁ slﬁgﬁ}{yi} ' 04 V&T(Yi}

Propongdmonos abhora, la estimacidn de © zcav(yg,Yé).

i3
N ) 2 I
Sea Y = Y, 4y, Rro=gd(R)(Y)
Entonces, si Ra{igg} es &l productc sscalar de 1las proe-
vecoliones de {mfg) ¥ {ij} en F_, tendremos:

? 2. .
Ro= R (1,2} +R_(J:3)+2 R (1,4)

siendo, en expresidn matricial,

~ My
1 - = By e K[ PmY - X n’
g (2:3) = (my, a@»i} VRS Tl 3:';

Entonces,

E(RD) s (ner)var(¥) = (mer){og 4o, 20, .)

e £<Ro‘fiaj)} = {'m”r)gijs

Teoremi S.2.9

Sea R _ la matris cuyos elementos son Rc{i,j). Los

elamentos de la matyris

“ L
T 2 ecennam
Thwe X (&

¥

son estimadores insesgados de &,




3.3, HIPOTESIS LINEALES ESTADISTICAMENTE DEMOSTRABLES

Sean ?fyoa@@?; funciones paramétricas estimables, li=

nealmente independientes, slendo s¢x = rang{X) = dim M.

ElL principal objetive de esta memerie es establecer

uina forma sencilla de diferventes funciones estimables,
para lo cual nedesitamos poder aceptar, gon un nivel de
gigmificamiéﬁ “ gque las 8 f.pe.e. son realmente digtine
tas,

Planteemos la hipdtesis nula:

H e L =
HQ. ?1 ¥i=oee ?@

bajo la cual las 8 f.p.e. coinciden.

Puesto que las t=s-1 funciones paramdtricas

W“f"k . imlgﬂwmgtml

son también estimables y linealmente independientes,
(teorema 3.2.1), ¥ se expresa tambidn asi:

B L2 E?*m@
o sl """ st

Sea ahors
yEk * . . . * o ‘
s hilﬁl e » A"§- 'Riimﬁ\m d=1, e 8
e inddguenos poyx H ls matris
hyg oo hmm\

2 68 6 g 08 I' I‘aﬂg.ﬁb%t

et
et
i

hﬁl #ee h@m)
La hipdtesis nula tiene wna tercera expresidn:
Bt g o= o Gi(E) ¢ (x)

siendo G(H) y (%) los subsspacios generados por las fiw

las de H v X respectivamente,




# oy - :
A esta Gltima formulacidn de la hipdtesis nula se

B & < 5
la conoge como hipdtesis lineales acerca de los pardmes=

trms(%@ Se ddece gue estas hipdtesis son demogtrables,
{en ¢l sentido de inferencila estadistica), si “H)
G{x) (rcY, 1957). BEgquivalentemente, una comparacidn B
de funcionee paramétricas s eatadlisticamonte demostrae

ble 8i las funciones son estimablesy

.8, TRANSFORMACION T LOS PAPAMETROS BAJO 1A HIPOTESTS

NULA

51 es cierts la hipdtesis nula, sxigtlirdnt=zs<l restrice

ciones lineales, independientes, sobre los pardmetros

que nos permitird pasar de m pardmetros a r-s+l nuevos
& §

parametros.

Sea C' una matriz de orden {r-s+l,m), tal que
(54,1} H.C =0 rang(C) = res+l

Para obtener la matriz €', bhssta completar las f{ilas

de H, con r-s+l vectores ortogoenalea linealmente indew

pendientes.,
pea4l) Tepresen-

ta la solucidn general de la ecuacidn H(%n 0, pues

El veector de pardmetros O= (8Lp,¢$99

3 Q):: H.CH = 0

Bl disefio factorial (h.h.3), se transformard, en

funcidn de los nuevos parametros, en:

, (n) \ , g ]
(5.4.2) 6(? ) = XaL GY rdng{xaﬁ}mr s+1
¥ la nueva matriz ampliada del disefio factorial, serd

X;Ce AL igual que en f 5,1, los vectores columna de esta

matriez generan un subespacio Fr & siendo



P
S

E}rmt C 9‘3" ¢£ En (t:“ﬁml}

Podemos aplicar toda la teoria de minimos cuadrados
F P o
del capitule 4, para estimar los nuevos pardmetros @a

Procediendo como enn (5.2, podremos comnsgtruir una base

I
ortogonal en EY:
i t _f+i r o+l
<4 9“9,2’2 ,hZ seeepd g4 9»:9953:11?

deg wmodo gusa

okt T+
F@-ta‘:zt la.«ﬁpxr >CF§'*<:Z}9°°'%zr>

Ademds, dada una muestra mY,
A
LOY (1) = (m¥=X.C ) (m¥=X C )¢

v, consideramdo como v.a. { 55.2),
(o L!% . I 1& iz
{32423 LB = 7 (2
P
Puesto que los pardmetros O provienen de (3 reatringidos

¥ {
a H‘@ ¢ pondremos:

L0)(x) <L (P (v)
Hﬁ:ﬂ}

5.5. UN TEOREMA FUNDAMENTAL PARA BI ANALISIS CANONICO

El siguiente teorema, de dlgebra lineal, reslativo a dos
productos internos en un espacio vectorial, serd funda-

mental en este sapitulo y en los sigulentes de la memo-
ria. La demostracidn puedé verse en DNEMPSTER (1969, peg.

84,

Teorema fundamental

Sea V un espacio vectorial de dimensidn p, ¥y Sean
“Q ¥, dos productos escalares en V, de matrices aso-

cladas AQ y'Al, GO "0 definido positivo v rang(ﬁl)=an




e
ot

S b 1 TR . 3 ;
Sean :*ia ¥ {ng (i=1,...,9), los valores propios
Y vectores propilos de Ay relativos a A s 2% deeir, tales
que: ‘
£y A A 1] ¢
Alivf.) i g&:}é“vi) -&.n-'_Lgas@nﬁ‘:i
siendo Al:rA2>’nﬁ@?A%a

Entonces, Vl ¢8 el vector de V que hace méxime nl
cociente de mddulos al suadrade, (VﬁV}g/évyV)gg v este

naAon es Alg

(v ) v, V)
i li‘ 3 1 ( 3% Sy
Aln 'V»T~mnéxwm~7i~ Vvey
i* (v?@)g
Del subespacio ortocomplementarie a Vie V, maximi-
" [
za el cociente anterior, v el valor maximo es Ay
e e T
R e m WAR e D ¥V oedlv -
St .
Vaialo (v,
v as{ sucesivamente con V@,»eegfg,
Aplicavemos en este capitulo, el teorema fTundamental

. g, o PR .
& los dos productos escalares que &(@} ¥ {8} definen
Bobre I,
Sea mem un muestrao, Definimosa;

Ll B) (v, ) i ¢

(mv= }(hiﬁ "1V X !?3 g
&
fnﬁé)(?}?}

i
\.««
et

(qu;‘C’,@ {(m¥u=X G@}’

I

7~
La matriz asocciada al producto escalar f&(ﬁ) e,
Re ( 85.2). Indicaremos por Rys la matriz asociada a
Lw(@),
| . S A
le (Rl(igj}} siendo R, (i,4) aefm(@)(Yigyﬁ)o

Para un determinadoe muestrso w, las matrices R
o

¥ Rl’ son fijas. Consideradas come funciones de M son
matrices aleatorias,
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5.6, TEST BITABISTICO DE COMPARACION BE FUNCIONES ESTE.
MABLES SUPONIENDO WORMAL TDAL
En este apartadoe supondremos que la distribucidn conjun«

P £

(8]

ta de las ¥.e. {Y§¢@aﬁ9Y‘Eg ag normal smitivariants en

R ;'L}

cada celds i, T W 'S

o oaf e !
J 1,5 en He

(f=1y000,k)

(Yblv”awﬁ_w?) B N{(.E{Yi}s‘vﬁﬁﬁgéyg

2eb,l. Onso unlvariante
@ AT 5 : ; -. s & 3
Sea Y mg%, ahﬁk una v.a, de B, La distribucidon de
4,8 '
¥ en la celda ¢ poblacidn H, ds normal (umivariante).

Planteemos la hipdtesis nula Pelative & la w.an. Y,

H .3 ¥

oV (Yh);: vowe e m‘i}*‘g(f‘}

¥
i

Teorems 5,6.1

Sea o° = var{Y)
1} It WaBhat

LB (v) _ mind(s)(¥)

2 g2

sigue una distribucidn ji-suadrado con ner grados de liw

bertad.
*

2} BaJdo #H la wvetnas

o’
A Fpa ) 1 'j;p{’gx e
Oz-?\y(‘b*)(’i} = “";r'g“gmufff?

sigue una distribucidn Ji-suadrado con net=n-stl g. de
dibertad,

1) BDejo H e 185 veas:
L0y vy (L)Y = L)

son estocdstlcamente independientes.
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Pemoetracidn:

La distribucidn conjunta de las ¢,a.3

L 43 XLl 1
¥/ gau&?;‘z ?,'Z}“ gec;ag.}i y:“z gaﬁségg ) {‘kmﬁ&l)

introducidas en §5.4, es normal multivariante,vy, puese
te que son incerrelacionadas, tales v.a. serdn estoods-
ticamente independientes., Segin § 5.2, tenemos:

2

AL, g RV 2 i
L(B(r) = 2 (), €(z") =0
dimpt i
i A
1??31‘(2 } = 0‘2 i-”zf‘*‘lge*uwﬁa

v de aqui deducimes 1) Andlogamente, baje H

A ~ 5,2 A

LAY = 2 {75, £(#) =0
Fab+ X
Var(zﬁ) = (}2 iﬂ’-ﬁ’g*"i; 52 0 91‘%0
Finalmente,
ﬁ

A - 1.2

L) (V)= Z(BYY) = (2%
1=t tl

€5 UNna T.&, B8N la gue no aparecs ninguna Zi que esté
)
tambidn en f{@}(Y}, iluego es independiente de Z(B)(Y),
e Qe o

Corolaric H5,C.1
Bajo la hipdtesis H la v.a.¢

o ML) (X)) (¥))/ (x~8+1)
* Z (B (¥X)/(nr)

sigue una distribucidn P, con (r-s+l) y (n-x) g. de 1.




48

Blegide un nivel de significacidn o, 8l test se re~

suwelve hallando ?a tal gue

?{F‘}F@? o, F oeon {restl) vy {me-r) g, de 1,
fechazaremes B _, s#i ¥, »F , oon probabilidad o de
¥ ¥ -

@GUivoCcarncs, ¥ acepbaremos ﬂ@y@ st ﬁgég?ig
: X R

£

B:002,. Uunze multiverdiaois

fe

De acuerds con las métricms de matrices ascvcladas

Re F‘Rl { 35.5), pomgamoa:

Ay 2 pid . T
LEY(Y) = U, 200 = gyl
Plantesmos ahora la hipdtesis nwlas
v gK o
,.vﬁ. ‘i“lwv&-wamlg;;

So werlfioca:

H mfﬁ\ H

o YeE oY
s decdr, asepiay Hyvs Para toda Y, wguivale a aceptayr
H, (principic de umidn~interseceidn de ROY, 1957).
Pars una v.a. Y ¢E, sea:
Y
el
;‘\ {\Y) T otz

*

el
El walor F para a3ta v.a. es:

(bl ) A (e rn) -

2 ( }x.(Y}ml} ““”("""“‘61*&"“““"-‘5‘34_1’

B N

felf, ® /(e

Ag : . 8 e, S F v aceptarsmass H sl
Ageptarencs B@y a1 F& o ¥ o o

esto as clerto para ftoda Yé E. Busquemos pues, para t0e
da YEéE,

B o f&‘ v W 2 : o [EOSR——
j: mEx Py (hl 1) y—
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o

Wy iy

siende A= méx - ‘%
o 115

daﬁﬂ

oy & e
segun el teorema Tundamental, 3. es la mayvor rals

de la scusclidn matricisl

(ﬁeé@i} et {lexR@} = 0

En principlo, pues, aceptamoes HQ #i

o

7

L
P o= méax waé. o

o

L realidad ¥, que es funcidn de no sigue la dise

/\19
tribucidn P de PFigher, si lo congiderames pendlente del

muestreo sobre las p v.a., (excepto 8i p¢2). Para resol=
ver correctamente el test, deberiamocs conocer la distri-
bucidn exacta de Ay
S8 puede res&lﬁar tambhién utiliszando todas las rale

cetg de la ecuacidn (5.3.1), definiends el estadistico

det (R, ) -1
e it T C P W S
det{R,) ~V 1"z "
gue sigue una distribucidn U {(WILKS, 1932),sien
ol ALl ARG (TS o do

p 2l n? de v,a., r=t v @#er el n? de grados de liber-
tad,

In efecto; (véase RAOG, 1965} Ao es &l cociente de dew
terminantes de dos matrices con distribuclones de Wigw-

hart independientes,
a8 %
R, ©% W{ner, £)

R es W(r-t,:) R, = (leR¢3+Rﬁ os W(n-t,s)

lm%3 i

La distribueidn de 4 coincide con la distribucidn
del producto de variables aleatorias independientes con
dhatribucidn beta.

Bajo Hug y en algunos casos particulares, la distrie

bucidn de A soincide con la distribucidn F de Fisher:



9,
o

{tmﬁml}

:L o A T3 ua»"%‘j &p

b oS N Fow= Dy Thek=p ge de L.
i i)
1MJK Thoma ey w3, . .
roked o e beRo2 2p 2 {mepet-l) g. de 1,
ST o
" n 1w b flemy
pa=l H E“E%w~?%$“ Pet, = g. de 1,
EARCR
1wV nerwl S L
p=2 P : 2{r-t},2(n-r-1} @&, de 1.
L T

(véase ANDERSON, 1958).
Para los demds casos, puede utilizarse la propisdad
asintdtica {RAG, 1951) del estadistico:

i

Al/@ ple=t)

B oe

slendo:
ptyet+ b

m, = mw by = S
e

LI

p? (r-t)® =k |

2 5
\P* 4(xet) =5

et ) ez
A gn§£§*fl.%~

4

que, bajo H , converge en ley a la distribucidn P con
p{r-t), ms«2A  grados de libertad
cuande n tliende ainfinito.

Respecte a la potencia del tast, vé&sa, por ejeme
plo, ROY(1966),
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ANALTSIS CANONICO OFE POBLACIONES

Presentamos en este capitule el andlisis candnico de RAO {1952},
basdndones en la expasﬁc%éﬁ de COOLEY ¥y LOHNES {1962,1971) y SEAL
{1964}, Las notaciones se apoyan en el dlgebra lineal, siguiendo la
ténica de los capitulos anteriores.

Se incluye una aportacion que puede ser interesante: la obtencidn
de una regibn confidencial exacta para vepresentar a cada una de las
poblaciones en el espacio candnico, Pusde sustituir con ventaja a la
regibn aproximada que se viene utilizando (SEAL,1964.,pdg.137).

Se ha consultado también: ANDERSON(1958), DEMPSTER{1969). FISHER
1936,1950), GOODMAN(1972), HOPE{1972), KENDALL{1957), MORRISON{1967).

e




Gale PARAMETRIZACION

P

Cuando el asistema de Tunciones estimables son los & ine

6]

M # " ) ,
dividuos wmedios de las k poblaciones, podemos introdie

elr me=k pardmetros talea gus,
nos (3, m¥ = fh
5‘11 ﬂiﬁéeo'adi‘; f

a matriz dal disgeflo factorial ¥ ez entonces la mae

triz ddentidad, Tendremog:

(6‘:3‘41} F!'A(‘{) = QQE_{‘» +a«4»la5¥i+ &8 e Yé}?

v, +0 By

En particulear, para las v.a. Y, ,

» N p .
fﬁffiy‘j} = lﬁigaaﬁgl"; J:ﬁlgeaa,pn

Ji
Con la parametrizacidn (6.1.1), toda funcidn para-

métrica es e@timableﬁ(ﬂcrﬁlarim QgBeE)n

Puede utilizarse tambidn otra parvametrizacidn:
(Y) = o+ ay Amlyae,l Y &R

en la gue intervienen m=k+l pardmetros, representando

p ta media general, v ai el efecto de grupo de la va=

riable ¥, poblacidn .

En esta parvametrizascldn, una funcidn estimable serd:

. < _ - .
Q/*::Lcm?::%_,cz‘ 2_7 (Uj'f‘d.»)wm

T 44 i
»Z; ((L~ ey BL ; G, 0, JY¥

¢s dewlr, para gue una funcidn paramétrica sea estimable
¢s necesaric v suflciente gue los coeflcientes que afecw
tan a cada ¥ , sean suma de los k coeficientes gue afec-
tan a los efectos de grupo o gq
La parametrizscidon (6.1.2) serd generalizada en el

o .
proximo capitulo., Agquf nos interesa analizar la estruce




O
Faa Chagad
P
TR
&5y

o)

L=

R

o

(]

»
g @
" g
#
” 4
£ gl
& i & v i)
= 2] o0
el =
et

it
e 4
. wa S 2
i B ! g
*, )
ke o
v oy 4
£l Eiel P
e TE Gl
w,
4
\dlL iw..
ey i)
[ 2% ]
< 4
= P
" oA
Ty wed
s o




L] [
Ed P L

L 0can.0 |

1 0,.“9\

S

} n
( .

4 B F & @ 5 € p =

o
i

’ ) rargY = k = p
2 0ues O 1 & angi = k = m
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de donde

Doy L - 4 R
R (1,3) = (mijux .,YJ} (my =X 8, ) =

J

i J

|

£

Ik
(- —r Y { -
L. %; T L TIRA A TIN Y

$i es vdlida la hipdtesis H_ , entonces

B Eeg e [ =

31 gm™ Py

y la estimacidn de L

A - ST oS
ME Yy 2; “B Yjen

de donde,

A, ) =

Rl(i"j) = m Y.i

in(mY&anSY ) (my

H i J
0 .

ME

“‘f‘ n.“ f/' mm‘ )
Yiem yi..)‘yjﬁh ¥,

Pinalmente, obtenidos los valores propios de R,

e

respecto a R@’ resolviendo,

det(Rl = XR(}) = O

se calcula el estadistico I tal como se explica en (5,6
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6s3. COVARIABILIDAD ENTRE POBLACTONRS

Supenganoes dim ¥ = k, es decir, ios k individuos medios
son M«linealmente Independientes. Con ul nivel de aige
nificacidn o, una condicidn nsceseris es haber podide
rechazar la hipdtesis nula LI

Vamos @ inﬁfmdmﬁirg de una forma natursl, una nasva
metricn en el @av@‘ﬁg gue refleje la covarisgbilidad de
las variables debida a las diferencias entre los indde
vi{duos medios,

Basandonoes &n gue cada celda o poblacidn gueds defi-
nida por al a@rreapmﬁdi&nt@¢inaiviéug madios, intriducie
mos un éspacic de probebilidades dlscreto {QM,Q%WPMJQ

aliendo:

}

Q o=1{m ,
?‘i“% 1 B .Q P giﬁzﬁ;

l’f
aﬁé ﬁ%ﬂﬁ>
pM(mi} = P{ﬁi} =p, 121, . a0 phie
Bste espacio es isomdirico al subespacio de (0,4,P)

generads pe¥r las k celdas o poblaciones Hi fd=lgenesk)e
Pe une forma natural podemos gensiderar que una .
#. ¥ de B, alcamza los sizulentes valores sobre los AtO

mog de Oy,

‘;{(ml) =z E,Ylpmsagyw{ﬁ'!k} = 3&

El producto escalar gque proporcliona la covawrianza

serd:

k 3 Lo e
{6.3.1) YoYi= zow, (¥,¥' )= g;l e L
gdendn
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Teoyrems 6,3, 1

Supongamos dim M = kK,
= x 3 £ § 3
1) 51 es cierta la hipdtesis nula B, entonces I, =0,

2} Si podemos rechazar }a hipdtesis nula, v los indi-
£ 1,3 5 x r &
viduos medics son funciones paramétricas Melinealmente

independientes, se verificas
rang(z,) = min {p,k=1)

Demostracidn:

El rango de Ig coincidird con el rango de B,
31 H es cierta, g,,= gf:;, ¥ entonces B=0, lo que
(< Ji =i

implica Ig= @,

. nas L4 -

E1 rango por colum de B, @5 p como mdximo. Sumando
las filas previamente mulbtiplicadas por plgpw,...,pk,

o s

detectamos una combinacidn linenl entre las mismas, es
decir, el midximo rango por filas es (k-1).

Ce Qa e

6.4, ESTIMACION DE 1§ Y I,

Aplicando directamente la teoria general de §5.2 al
modelo paramétrice {(6.1.1), tendremos que los elementos
de la matrisg

) ~ 1
5 & @ £ BI esnon \
(6.4.1) b s R o

son estimadores insesgados de los slementos de § . la

matriz Ro ha sico obtenida en 56,2,

. R »
La matriz L depende, por una parte, de 108 pariw

metros desconocidos (i=l,e0s4P)y ¥ DOT

Biatee 2 Bagr By
otra de las probabilidades, en la prdctica tembién des-

conocidas, D_ e, e
1 k




ot
w

Yo hemos wiste que ;iﬁ@ a8 el egtimador lineal ine
sesgado de varianza minima de fy,° E8 bien conocido que
la misma prepiedad tiene la frecuencia relativa ntﬂn
como estimacidn de la probabilidad py (t=l,...,p). Fie

nalmente, para estimar

‘k}:
‘é‘%z::p B,
i $=1 t it

podremes utillsar el estimador

k’ H
ng o= - o “

Ef: n Yie, T Yz, T 2; %;yﬁth

t=1
Con todo esto, la matriz é}‘, cuyos elemantos son

¥ n -
. s Fal . .»._—i L - . : :_m hv«

(6&&0‘2) Oﬁij“;’;l n (yit. ylgu}(yjto yjnk)

es una buena estimacidn de g o

6.5. EJES CANONICOS

Pasemos a diferenciar los dundividuos medios., En princie

plo, parece gue bastarfa un andlisis de componentes
principales sobre la matriz Ly » perodado gue ia métri-

ca de matriz I también influye en las variables, debemc

remos encontrar unas variables que expliquen al mdximo

la variabilidad de I ¢ 2l tiempo que minimicen la ine-
fiuencia de ¥,

Sea nv= min(pyk~-1) = rang{fg). Llamaremos variables

candnicas a las v.a. Vi"'“’vnv de E tales que:
1) Son simaltdneamente ortogonales respechto a i Yy Zg

ViVy = 0 VyeVy = 0 dyd=lyeee,nv
143

2) Maximizar los coclentes de los mddulos al euadrado




9t
n]

P e h o 3
(6.5,1) det( Tl ) = O,

Para determinar el

exponar 2) esn la forma egulvalente

@
TIAH &

i o vacbtores o

£ e = ’ e =
Vl)vl” Alw maxgﬁwegﬂqovnvw Xy &

b3

S'V»,% FHoosae = 5‘\? !: =
! 1" s nv%

es declr, respecto a I, =2l sistems aridnd -
cog 28 ortonoprmal.,

Las & prim&rﬂs wen, candnieas seryan las direcciones
vactoriales que mdnima covariabilidad ens-

.y = B P o et .,_\ e 3 e Z
tre las poblacionss. LIaumremes RSPAGILO vechorial cande

de dim pion o, al subespacico de § generado

e 47 e B " <1 NP - - e Ve e 224
BGr @8vas Jd primeras 8as U5 A CRE,

Considersmos ahora &l spubespacis wf . de EY
1: L "

Fjﬁ, =iy “ﬁ:&mi’s’% \2‘\‘(1?}3;{}»

ped V

a

=L
<
Ean
et
o]
£

b

Regordando gue en E* hay una métrics, de matriz asce

slada 37 en la base dual { 2.2}, llamaremos espacio

o i’w’& \'j”
. @spacio EC%= (B ¥ | ortocomplewmentae=

sl feXts)

font

dual candnioco a

tlenes

63}
&

ag Fg s B
8 T




ke WOk B FX
Ya® Tpea

A los elementos de la base de Eﬁgg

1K . v & H
iu‘jigw ﬁvlga ® w 3‘&9;;‘;,?

tales gue

* & w o W% - .
EG, = <Y ™ ‘Ef‘jéﬁ <\V? 91?\;‘;. > a2 oe 37:
1 1 =4 ES 2 (a3

les llamaremos ejes candnlcos.

ta inveccidn,
(665027 B~ B
: d
nos definird una proveceidn
Ty E*»w@EC;
¢

(6e5e3) (™) = % sl wk E= yF oy

3 g

€ BoR L w¥ e P

*
W .
L a 2 o) i}

& 1
que llammremos proveccidn candnica.

Sea V la matriz cuyos vectores columna son las come
ponentes en La base {Yi? de las d primeras wvariables ca-
£ I g & o )
nénicas. La dimagen de ¥, con componentes W = gwl;,eaﬁwp)’
en la base dual {Yf}g por la proveccidn candnica, serd
w;, y cuyas componentes Y = (Wlwaoogwd> en los ejes
pandnicos se obtendrdn de

s

(6.5.4) Wo= V'Y

6.6+ REPRESENTACION CANONICA
Aplicando la proyeccidn candnica (6.5.3) a cada une de

los individuos medios MYy eeo,m¥;, obtendremos k puntos

en el espacio dual candnico EC¥

's)
* o= o * o < = 7 {m*
= m{m]) e .ym;k (ﬁk)

gque se pueden representar tomands goms origen
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.
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BUROHAR/Y
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ta pobl

# ahure

alevads,

Tenras

B opor

S, ®a un
W

B,
4
Ly
v opor la aplicacidn

reprasenta la

-
g

&

i

8y¢ g¥{sa,
A

emwtacidn candnie

dhm . La probabllided del suoeso
pos i Z 3
W i & zﬁ‘i(_y} ;xfw,l‘g 9 % % gi‘g




3
o

[

e {5 ’ o {4k o i g i 1 ,.
¢ [N W wa T13 £, 1 wa
A §} ‘1\"3‘ % ﬂi' ﬁj’-"IH\h‘Q 3 ;5‘i§7@agi’m
R = Nz
en MC*Q de cengro w* ¥ radie R .
Lind
A aniicacidn:
GyE™ - R
(J, {‘ v 5 % i‘ . ke f‘::' &
Ly R = 1wt N i
deline dna vea. sobre %, que sigue la distribucidn iiw

cuadrada,; con p grados de Libartad, Lusgo,

4 5 f e k .
B i s ’}* w {+ & ER
3 ,
«d
b Fuw

siende Y{y_ »R,) = a

Lo dmagen de 5. por la proyeceddn candnica 7, es una

s ln base candnica

Ce O o,

Utillgande las sstimeciones w*e@aaymf de los dndivie

£
ducs medics, v la esbimacion © de la matris 1, el teores

i

ma anterior nes da ups forms gsneilla, peroe sproximads

de represeuntar los individucs de cada uns de las poblaw
clones, msdiante esferas de radio comin Ra@ an el sene
ue un individue de H,, pertensce a la esfera
o}
G0 Eﬁf3 con probabdlidad {1
L
Seguidamente, determdnaremos unas regiones confiden-

v X ‘ # . »
nlales, este vew examctas, parva los k individuos medios.

Necesitarencs el siguiente resultado:
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Teorams 6.6,2

, o v
Sea fun vector aleatorieo de dimensidn p, con distri~
. & o .
bucisn N{0,I), estocdsticamente independiente de nS, en
donde 5 es una matriz aleatorias, con la miswma distribue

cidn gue
1

Ezl Zy B
giendo losg E& también p vectores alsatorios estocdstica-
mente independientes, con distribucidn N{0,I). Dada en-

tonces la w.nsl
2 1
T m %GS"‘X
ia distribucidn de

-
7 piep+d
n v

sigue una ¥ de Fisher con p v {n-ptl) grades de libertad
La demostracidn de svsate teorema, puede verse en AN-
- DERSON (1958, pdg. 106},

Tooremsn 6,56,73

El conjunto de BCY {de dimensidn d4), referido a los

ejes candnicos,

| Ry
R(mY) = (1% !!:%.*Qmm:‘jggég‘gﬁ”“}

2 e
es une esfera de radiﬁ-waffﬁé y centro m¥, que define

una regidn confidencial para mX,y, con probabilidad (l-o)

p [n%:geﬁ(x%;j}} = 1a

siendo R, tal que

2 (n-k)p

R B

a® %o (neieptl)

y P(F>Fy) =@, en donde P es una ¥.a. que sigue una dise
tribucidn de Pisher conr p vy {(n-k-p+L) g. de 1.
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