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ﬁj(%jmﬁlj) es N(G,Z),

y estocdsticamente independiente de (n~k)I , Segin el

tecorema anteriocr, la v.a.
™= n { Y wm® ) §-1( Y am® )
3y ¥y
es tal gue

Tg Nelentl

( Nels ) ji

sigue una distribucidn ¥ de Fisher, con p y (nelk-p+l)
grados de libertad,

La estimacidn de m* es m*= ’%, v el conjunto

J J
B'V
“§%~m?ﬂ% < * v(n»k)p
J JA 2"‘1 ‘ﬂj (n"'}ﬂmp'*‘l}

es un elipsvide en E*, v la probabilidad de que m*, gue
N
&8 desconocido, pertenezca a este elipsolde es (lma),
siendo F, tal que P(F >TFy) =a
Por la proyeccidn candunica, la imagen de este elipm

siode es una eafera R(%zj), de centro &23’ v radio

2 .
Ra/Vﬁg, siendo Ry = Fy(n-k)p/{n-k-p+l)s La proyeccidn
candnica de w*¥ pertenece a esta esfera con probabilidad

d
1""0'0

Se Qe do

Queda resuelita la representacidn candnica de indi~
vfduos medios en el caso en que dim M = k,

Si dim M = r <k, la estimacidn de cada individuo
medio no coincide con la media muestral de la poblacidn
respectiva. Ademds, los k individuos medios no forman
un sistema Melinealmente independiente. La representa-
cidn candnica en este caso, se expone en § 9.2,

Finalmente, puede suceder que las diferencias entre

pablacienes sean debidas, en parte, a la influencia de
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LA ESTRUCTURA DE LA COVARIABILIDAD
ENTRE POBLACIONES

E1 modelo de.efectos aleatorizados del andlisis de la varianza de
una variable (SCHEFFE,195%,.1959), es generalizado para p variables
aleatorias, lo gque permite representar la estructura probabilistica
de una infinidad de poblaciones. Se llega, por un camino distinto, a
la estructura factorial de las variables candnicas o funciones dis-
criminantes (COOLEY Y LOHNES,1971). Ademds, 1a posibilidad de aislar
ia covariabilidad entre poblaciones, permite efectuar un andlisis face
torial a las medidas de las variables sobre el conjunto de las infi-
nitas poblaciones posibles.




gue las k poblecionss gue consbtituyen O, Hi§
W n o oy) pregeden en realiidad de unsg iunfinidad de posin~

Bles poblaclones, cuves diferenciss obedecen & UNAS CALw

gas alestorias. Flanteswos un modelo bagado en las aie

guienteas hipdtesis:
” s
1) 2 es reunidun de una celeccidn ne numerable da poblae

H .
- 2 @
e e O & o]
aer ,
ﬁ?as wy conjunito woe numerable dg indlces.
2} Sobre sl conjunto de pobliaciones
2
‘,,L;Affm{ﬁ # Q'Lftj"
28 concos ung estructura de eéspacio de probhabilidades

@y Py

gue determina las Jdiferenclsas aleatorias sntre lasg po-

3) Cada poblacidp U posee una misma estruchura de es-

-

pacio de probabilidades dsoméiricas a un mizwo {ugga,
}

!

is

(7alet) (B Gys® ) mx (9 50,7 )

e una condicidn de homorpenelidad entre las poblaclo-

}...,.

Gon estas hindte

probabilidaces {0,0,7 }

vamos & consitrulir un espaclo de

Consideremas log subconjuntos de O des la forma,
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nea tres conjuntos de v.a,.,
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i Ge o g

by g la matriz de covarlanzes sndtre las warlsbhles
(Y, } dentyo de cada poblacidn. 3, es la matriz do cova-
ziﬁnzaﬂ entre las variasbles (o ), ¥ reflsja la covaria-
bilidad pntre las infinitas poblaciones, La interprets-
oidn de 5. es distinta de zﬁﬂ F6.3), porgue esta sepun-

1
da matriz introduce unas nueva ocovariabilidad sobre las

£ }

Yo s 111 s gue explicae ias difevencims entre las pobla

cliones,

o (v ey v { L F v e

L= (Y, .V, = wov{ L, ,8 .} cov, respecto a o
3 b b A |

“ii “{Yxayjfgﬁ @@”{@ia@jﬁ cov. respecto a I

alslada la covardiabilildad que

sxiste entre lasgs poblaciowmes, dependliente ﬁa la distrie

cidn de las v.as (o) » Lo sztroostura de esta covariabie

zentidos:

liged la podomos

1) Por da influencia gue tlene en las v.&. {Y§, lo gue

wos dard la aportacidn de cada variable a la discrimina-

2idn de las poblaciones. Bl andlisis se realiza entonces

2} Considerande la "poblaeidn? de individuos medios de

cada poblacidn, es deciv, {§{ P }3 v anglizando la 88«

F’

tructura factorial de las v.n. {u,}@ a Ltravas de I, . Ob=
4

tandriamos los factores gue son causa de la diferencia-

gidn entre poblaciones.
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finalmente, utilizavdo las mobaclones §6.2, salwo

¥ = 3’“},;_3 o= ]
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Tols COMPONBNTES CANONICAS

4

- - i 5 & ay
La desecomposiclon gue admiten, segin 21 modelo Dropudie

tw, lam w.s. cshsevvablee {Y,},

ody

suglere considerayr a 1 {a,) como factores que ine
Fluyen o5 las primeras. Para snalizar la relacldn entre
lag wen, {Y, }v laa w.8. {o .} gue miden las difeyenciasg
entre poblagionss, podemos gﬁa;ﬁar a esta aituacidn el

£y - g 3 - : > B % 3
métodn fachorial candnlce de A0 {1954% . gue consiste en

hailayr las variables

tales que 1s corrselescidn candnica {al cuadrads),

2 2
vz {eorr(Y,8))

sea maxims, 1o que exige la resclucidn de la ecuacidn

mntriocial
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Teorema 705 s L

Sea k »p, ¥ 0y s, She s S 5 0 el tamaflo muestral
{comin) de cada poblacidm. Las componentes candnicas es-
timadas, coinciden, en direccidn, con ias variables cande

nicas.

Demostracidn:

En las mismas notaclones de §6,.,%, se verifica la

siguliente identidad:

k B
SST (v, Vv F, ) =
T %;1 ien ™y ) Open™s, )

Yo
= Z; wyyy, Yy, @)(Vat.”ygj,‘,3

t=l
+ (50 =% . (7T ie)
- ) Fie.
ToL hoy  JtR gt ith

es degir,
N . \
Rl(isj> = NG +RQ(1QJ}

de donde se deduce:

£ o= (py~r,) P oo i g
£ ¥ R \Ry7R, "7 k(n=-1) Ro

Sea ahora V un vectoer propio de Rl respecto a Ra’

S
Por el lema. antericr, V es vector proplo de I; Trespecs
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tipo de andm

gry la matriz §,.

i aislada la covae
&

miliabilidad da abre el aspacio

(r‘gfff f:;_‘ T TH ey P - g P - £ 3
CATLL TP N Podemos , pop regalizar un analiails fac-

dndoos W:ﬁ‘””?ﬁp? de

Ui* {*:i‘«“-‘::ﬁ.ggag@}{'&}

La matriz del modelo factorial 4 = {a, g} v la matris
) i |
diagonel D = ﬁﬁﬁ_) deberdn werificer la identidad fundas

5

<
{(7.6.1) Ly= A AYHD {(Teorems de Thurstane)
{(vénme HARMAN, 1968:; TORTS, 196%:; TOMRPNS-THERN, 1972

#
1970

- L. » B o X ] 2 '
La solusidn facterial puede oblenerse por el métorlo

s

&
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cdeli factor };niff‘li.lle?.i})ﬂi {:}:1{ ﬁ[tET:L.«}:N{:";g lﬂjj}ﬁ i e8 gue se
desean los factores cuva contribucidn & la variabilidaad

'l .- “ " a N . e
es méAxima. 31 la sclucidn debe ajustarse a la estructie
ra simple {(CUURSTO iik?}? vodrd realizarse entonces
una solucidn del tlpo VAPIDMAY (KATSLR, 1958),

s y ey o
L la practica, partivemos de la estimacidn 2, (§7,.8
Considerata como matriz aleatoria, al proceder de wun
muestreo con distribucidn normal multivariante, sigue

. 2y . N ’
la cdistribucidn de Wishart,

Py

La estimacidn estadistica A de la matriz A del mo-
delo factorial (7.6.1) puede obtenerse entonces, por el
método de la wdxima verosimilitud (LAYWLEY Y MAXYWELL,
19¢3; JORESKOG, 1967).

Minailmente, de la solucidn ortogaenal (factores Lt
corvelaclionados), puede realizmarse una rotacidn oblficua
“\ s 03 = «4 2
{factores anrelaclmnamos), por ejemplo, segin el criw
terio PROMAN (JIENDRICS0R Y WIITES, 1964), para acercar.

(4 > p ~
nos mas a la estructura simple de Thurstone.
Cualquiera que sea el método utilizado de factori-
. . & R . d o . !
zacion, que dependerd de las condiciones experimentales

del problema (véase CUATHAS, 1972}, la obtencidn de A,
a partir de xl, nos detectard los factores goe influyen

en las v.a., (o } en el espacio (ﬁ(d%, .
i
variables directamente observables son (f1’°'°’Yp)’ pue-

» FPuesto que las

de interpretarse cowmo la factorizacidn de los valoves
medios de {Yj) asobre el conjunte de las infinitas po-
blaciones,

La factorizacidn de Z puerte apilicarse a la situa-~
cidn general siguiente: supéngamaﬁ gue disponemos de
una "poblacidn® de grupos, v que deseamos estudiar la
eatructura facterial de unas v.a. {Yg}, a partlr de su

variabilidad y covariabllicad sobre el individuo medio
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Se1l, L&A DISTANCIA DE MAHALANOBIS
La métrica en E induce en B * una métrica, que define el
producto escalay de matriz asoclada "1 en la base dual
(Y¥y (5242,

La distencia (al cuadrads) entre dos indiefduos me-

dios merd:

i

2 2
(8.1.1) D (mi,mg} = Hmiumj%-l (EinES)‘z-l(Eimgg)

siendo Ei el vector de componentes de m en B* .,

Se conoce (8,1.1) como la distancia de Mahalamobis
entre las poblaciones Hi i Hj'

Esta distancia se puede restringir a un subespacio
FCE, dim F = d.

Sea (Vl,..o,V una basge ortonormal de P, Indiquemos

a)
por V 1a matris cuyvos vectores columna son las componens=

tes de los vectores {Vi} en la base {Yi} de B, Tendre-

moes;
E*= F*®(p*Y" siendo F = (| (V)=0, V¥ Vér)

Foat b ot AOEF, ke (Pt

o

La restriccidn del producto escalar a (), orto-

complementario de F*, sera:
(W*aw‘*‘)(ps\-)= (mi,u["j_) = wr{v.v") W

v la distancia retringida a (F*) serd:

4 2 - ¥ oam® 2 = o ’ L -
(8.1.2) n(F*)(m;,m;) = | oy = 1 . (E = £V (g - 8)

o R .
En particular, cuando F es el espacio canfiico ECys
generado por las d primeras v.a. candénicas, (8.1.2) nos

dard la distancia entre las proyecciones candnicas de
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4 -
norma maxima respecto 5 Ig,

-y
i T = A m mé}{ ?

MAX goaa, IV . g

2
fl \?1“ }:5 = kl-:: d
slendo Alya..,xﬂ los d primercs valores proples de I

respecto a L.

8.2, COVARIABLLIDAD ENTRE FUNCIGHNES ESTIMABLES

Sean wi,.,.,wg un sistema M-linealmente independiente
( §3.2) de s funciones estimables., Una condicidn nece-~
saria de independencia es haber rechazado, con un nivel

de significacidn o, ia hipdtesis nula

H yk YR
o 1J 1 a2 {J&
Supongamos dim M = v £k, ¥ sea
A A
Y i = dilrﬂi + 3 8w + g ik:mk i"»‘dl, a 0oy &

la expresidn p-dptime de cada Y40 Para un clierto men .
Las funcionee estimables (wl,n¢a,?g), pueden considerar-

sé¢ v.a. aleatorias del espacio @% (5 6.3), v entonces,
2 R n

Y = t e+
I il d clik

~ i'r-'-:l aerk
iM 11P1 yeors

Py

Conn el fin de introducir una probabilidad para Wi,
gue generalice 1la probabilidad PM enAaN, definamos pri-
g

mero

P(y,) = d. i
‘{i o= dilpl+ PR ‘*‘dil‘cgk

v a continuacidn la probabilidad

Pl

(84-;-‘:,1) P.(\yi‘w a i'::l,..a,ﬁw

’ S ()
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Fopdende sntonces

3

- .. e wg g “ rn e wn
{Be2.2) Fo¥d = aﬂwgiﬁﬁfﬁ; O N AR

mabrewns defdnido un onava producto escalayr an B; gue re~

Plejard 1la covariabilided entre las s funciones estimae

bles.
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S §%a p YR E L 4 p o ‘e
i bil 1 ves ip“‘p £ 1‘9'0:9?

entonces ¥% leé'%moa+ ng;

=
siendo B.= ) b D,

h= 1 b
Indicando
“a ee.oeb _."'
h}_i blgﬁ § pl bp
Bﬁy# &% @085 D H O

L]

“"b 2 8 80 8% }3 “*g /
Pa1 1’ *“"sp p

la matriz asociada I,, del producto escalar (8.2.2) en

la base {Yi} serd:

Yoy

y y
4 ¢

Naturalmente, si la hipdtesis HO resulta ser cilerta,

gntonces

*aw m YR o WE
‘i’l “e ‘i/B ¥

y la §¥ aplica E en el cero de %g.
Por el contyarioc, si tales funciones estimables son

M=linealmente independisntes, el rango de Ev por Ccolulie

nas neé pusde guperar a p, v por filas no pusde superar a

(8=1). Queda demostrade entonces:

Teorema 8,2.1

1) 3i la hipdétesis nula H, es cierta, entonces Iy = O
2) $1i las funciones lineales estimables Yyt SOM

M=linealmente independientes, entonces,

rang QZW} = min {p,s-1)



minima, |

aienda

s ik

La

£ :
& o . x £ oa i
ﬂﬁ - %WE ég“' ﬂ?kfjﬁmfgwg iji@g@ogﬁ>
= R b= 1 R !

&

A .
¥, y fo B g £ , © . . 2 . i - Ay
en donde P, , estimacidn de®, , ss calculs de {a.2.1}
v & \ 2 - - kY i
sustituyvends cads p, pow w1 (el ese ii)e
At

Indicands enbomres:,
/3

al

.*\i‘}
{ i

i 3,
iy
\

M

o . wx 5
v B, la matriz B, = {bﬂgmhﬁ}? ana buena estimacidn de
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