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5.2.4 Graficos

Para mostrar las diferencias entre los resultados obtenidos , en cada tipo de test,
con el algoritmo de Best y los obtenidos con el algoritmo de Ahrens and Dieter
se ha creado un grafico para cada potencia (0.05, 0.55, 092 del test de control)
en el que se presentan las estimaciones de las potencias para ambos algoritmos.
Asi, en la primera pédgina de gréficos que nos encontramos corresponde a las tres
potencias estudiadas para el test geodésico, y en la siguiente pagina es idéntico

pero para el test de Cochran y Cox.

La ultima pagina con graficos muestra, de forma comparativa, los cambios pro-
ducidos en el tanto por ciento de reduccion de la varianza en la estimacién de la
potencia en los estudios de robustez bajo distribucién lognormal y distribucién
gamma (con los dos tipos de algoritmo) para los dos test estudiados.
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Comparacion de estimaciones de las prob. de los errores tipo |
del test geodésico: Alg. Ahrens and Dieter y Alg. Best
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9.1 9.2 9.3 101 10.2 10.3
Tablas @ b, ® P e error tipo | nominal

Comparacion de estimaciones de las potencias del test
geodésico cuando la potencia conocida del test de control (t de
Student) es de 0,55 : Alg. Ahrens and Dieter y Alg. Best
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0,57 1
0,56
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0,54 +
0,53 t
0,52
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Comparacion de estimaciones de las potencias del test
geodésico cuando la potencia conocida del test de control (t de
Student) es de 0,92 : Alg. Ahrens and Dieter y Alg. Best
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085 1
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Comparacion de estimaciones de las prob. de los errores tipo |
del test de Cochran y Cox: Alg. Ahrens and Dieter y Alg. Best

0,065
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0,045 +
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0,035 +
003
0,025 -
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Comparacion de estimaciones de las potencias del test de
Cochran y Cox cuando la potencia conocida del test de control (t
de Student) es de 0,55 : Alg. Ahrens and Dieter y Alg. Best
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Comparacion de estimaciones de las potencias del test de
Cochran y Cox cuando la potencia conocida del test de control (t
de Student) es de 0,92 : Alg. Ahrens and Dieter y Alg. Best

0,89 +
w 0881
2
S 0,87 -
[*]
E ose |
B
W o851

0,84 1

0,83 4 : " '

1.1 1.2 1.3 121 12.2 12.3
Tablas @ p, W P




149

ST DE COCHRAN Y COX

,

ROBUSTEZ DEL TEST GEODESICO Y DEL TE

(uspnig 1) 260 :10d (uspnis 1) 5570 :10d $0°0 :10d
(CY/ R (60'1't) o101 (00't'1) 60°t1) 01 ‘0'1) (CYIRA] (60'1'1) o101
& o o & = i - 0
ol
e S
o &
¢ 0S .m.
. &
150 (BUILIBE) wemiffmme 09 m
19131(] %9 SUBIYY BLILIEE) el ¢ o <
CTUT U —— 08
sezueuea A sejauajod sajualajp esred
X09 A ueiy209 ap 3sa} [ap selouajod se| ap BZueLeA ap ‘pal 9p 9, jop sauoloewss ap ugtoeredwod :g Hig
(uepms 1) 26°0 :10d (uapms 1) 5670 ‘lod 50°0 :1od
(90'v'1) 60'1'1) 01 01) (00'v'1) N CYN MY oo ©@o'vt) ©0'11) ot'o1)
= o . 5 o o o 0
0l o
v e 5
e 3
o &
a— 05 \ﬂl
1598 ‘BUIBE) efffmme 09 uAn
13191(] ' SUBIYY BUIUEBE) e oL 3
JEULIOUBO™ e 08

sezueueA £ sejsusjod sajualayp
eied 02159p0ab Jsa) (ap selausjod Se| ap BzueLIBA 3 *Pal 3P % |3P SSUCIIBWISA Ip ugraesedwo? ¢ 614




150 TESIS DOCTORAL. CAPITULO 5

5.2.5 Conclusiones

Las simulaciones realizadas empleando la rutina GO5FFF (Tablas 10 y 12) dan
para las diferentes potencias unos valores estimados de reduccién de la varianza
cercanos a cero y en algunas ocasiones negativos debido a la baja correlacion
existente entre los valores obtenidos con el test de interés (test geodésico o test
de Cochran y Cox) y el test de control (t de Student). Incluso con las mejores
condiciones para facilitar la correlacién inducida a partir del uso de variables alea-
torias comunes, es decir, tamafios muestrales grandes (n; = ng = 121) y varianzas
iguales (02 = 02 = 1), no se consigue mejorar los porcentajes de reduccién de la

varianza.

Este hecho es debido a la pérdida de sincronia de la serie de valores normales con
la serie de valores gamma ya que, como se indicé en la introduccion, la técnica
utilizada para la generacién de la gamma es el método de rechazo. El método
de rechazo que se utiliza, Best (1978), necesita generar un niimero aleatorio de
valores (por los menos dos, uno seguiria una t de Student con dos grados de
libertad y el otro una distribucién uniforme para obtener un valor de gamma).
Por contra, la generacion de los valores normales es dos a dos, en el sentido de
que dos valores uniformes consecutivos producen una pareja de valores normales
consecutivos (método polar de Box and Muller (1958)). Por tanto, aunque se
parta de los mismos valores en las semillas, rapidamente se pierde sincronia y
como consecuencia no se puede inducir la correlacién.

En cambio, los resultados obtenidos con la utilizacién del algoritmo de Ahrens
and Dieter (Tablas 9 y 11) son mejores. En cada paso, el valor normal estindar
necesario para la posterior evaluacion del test t de Student se introduce como
entrada en el algoritmo de generacién de la gamma. En la mayoria de los casos el
valor gamma generado se basa en este valor normal estdndar. Consiguiendo, de
esta manera, mantener una gran sincronia en la generacién de valores normales
y gamma. Esta sincronia repercute en el buen funcionamiento de la técnica de
reduccién de la varianza. Incluso, teniendo en cuenta que los valores normales
no estdn muy correlacionados con los valores gamma porque estos tltimos se
obtienen, generalmente, como el cuadrado de una funcién lineal de cada valor
normal.

Si ahora se compara estos resultados con los obtenidos en el estudio de robustez
bajo lognormalidad presentados en la seccién anterior (ver fig. 4 y 5) se advierte
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que la variacién de los porcentajes de reduccion de varianza para diferentes po-
tencias y configuraciones de parejas de varianzas en el estudio de robustez bajo
distribucién gamma (alg. Ahrens and Dieter) son muy similares a los que se pro-
ducen en el estudio de robustez bajo lognormalidad. Ademads, los porcentajes de
reduccién de la varianza obtenidos con el algoritmo de Ahrens and Dieter son de
un orden entre un 25% y 60% de los valores obtenidos bajo lognormalidad que
son los mejores posibles ya que la sincronia existente entre la generacion de los
valores normales y los lognormales es la maxima. Por tanto, los porcentajes de
reduccién de la varianza obtenidos con el algoritmo de Ahrens and Dieter son

mas altos que lo que parecen.

Harfa falta un estudio mas a fondo de la robustez bajo la distribucién gamma pero
con los resultados presentados se puede lograr tener unos retazos importantes de

su comportamiento.

Los resultados obtenidos con ambos algoritmos son similares. En el caso del test
de Cochran y Cox se puede observar que sélo para la pareja de varianzas mds
diferentes (1.4, 0.6) el intervalo de confianza de la probabilidad de error de tipo I
incluye el nivel de significacién nominal (0.05) en los otros dos casos no (tabla 12).
Quedando de manifiesto su cardcter mds conservador cuanto més iguales sean las
varianzas. Para potencias de 0.55 de la t de Student muestran un comportamiento
similar al del estudio bajo condiciones normales mientras que para potencia de
0.92 es semejante al del estudio de robustez bajo lognormalidad.

En el test geodésico se observa un caricter menos conservador que en el test
anterior. Para potencias de 0.55 y 0.92 de la t de Student su comportamiento es
similar al del estudio de robustez bajo lognormalidad, preferentemente en el caso

de la potencia mayor.

En resumen se puede decir que es muy importante, a la hora de aplicar la técnica
de reduccion de la varianza, que haya la mayor correlacién posible entre la variable
respuesta y la variable de control. Esto no se consigue simplemente induciendo la
correlacién a partir del uso de variables comunes, sino que también es importante
mantener la sincronia de la serie aleatoria. Siésta se pierde, no vale la pena aplicar
este método. Solamente un buen conocimiento de las técnicas de generacién de
variables aleatorias, y no una utilizacion ciega de paquetes comerciales puede
permitir diagnosticar y solucionar tales problemas de disefio de las simulaciones.
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S e presentan dos casos con datos reales' donde surge el

problema de Behrens-Fisher. En concreto se realiza un
analisis critico de las conclusiones de dos estudios experi-
mentales, en el dmbito de las ciencias médicas y bioldgicas,
en que las verdaderas probabilidades de error son distintas
de las supuestas, precisamente a causa de ignorar probables
diferencias de varianzas. En ambas situaciones, el primer
paso serd hacer un estudio pormenorizado sobre los resulta-
dos diferentes obtenidos mediante varios test para resolver
el problema de Behrens-Fisher, incluyendo el nuevo test
geodésico y, se contrastaran estos resultados con obtenidos
al aplicar el test t de Student. A continuacién, segin el
resultado de los tests, se realizardn estudios de simulacién
para:

e Si se acepta H;: estimar cual es la verdadera proba-

bilidad de error de tipo |.

e Si se acepta Hy: estimar cual es la verdadera proba-
bilidad de error de tipo Il

Asi, en este capitulo se intenta resaltar que tanto el
test geodésico como la simulacién (mejorada mediante la
técnica de reduccidn de la varianza propuesta en capitulos
anteriores) son métodos ficilmente aplicables por cualquier
estadistico para problemas reales.

6.1 TUn estudio sobre la trombosis

La trombosis, formacién de trombos (codgulo sanguineo intravascular) en el apa-
rato circulatorio, produce una disminucién del riego sanguineo en la zona afectada
y, por lo tanto, puede provocar, segin la intensidad y el lugar, algunas de las mds
conocidas causas de muerte dentro de nuestra sociedad: infartos y embolias cere-
brales. Por esta razén tiene gran importancia conocer que tipos de personas son

mas propensas.

1Provienen del libro D.J. Hand et al.(1994) que recopila gran cantidad de datos de diferentes
contextos.
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Los datos presentados son una parte de un estudio mds amplio que fue expuesto
en un articulo de van Qost et al.(1983). Nosotros nos centraremos en las me-
didas obtenidas sobre la excrecién de B-tromboglubina urinaria en 12 pacientes

normales y 12 pacientes diabéticos.

Normal Diabético Normal Diabético
4.1 11.5 11.5 33.9
6.3 12.1 12.0 40.7
7.8 16.1 13.8 51.3
8.5 17.8 17.6 56.2
8.9 24.0 24.3 61.7
10.4 28.8 37.2 69.2

En el articulo mencionado, se obtuvo como resultado que existia diferencia sig-
nificativa (p < 0.01) en la excrecién media de f-tromboglubina urinaria entre los
dos tipos de pacientes. A pesar de que no se indica claramente en el articulo,
todo parece indicar que se realizé un test t de Student de comparacién de medias

para llegar a tal conclusion.

6.1.1 Comparacion de medias entre los dos tipos de pa-
cientes

En la tabla adjunta tenemos una estadistica descriptiva minima de las dos mues-
tras.

[n]| s | & |

Diabético || 12 | 35.275 | 410.873
Normal 12 [ 13.533 | 84.539

En una primera impresion se observa que las varianzas y las medias muestrales
son bastante distintas, dando pie a que pueda existir diferencias entre las medias
poblacionales. Aunque antes de hacer ningin vaticinio sobre el contraste de
medias se debe de verificar la normalidad y la igualdad de varianzas.

Por tanto, haremos la prueba de Lilliefors ya que los pardmetros de la tedrica
distribucién normal son desconocidos y como consecuencia hay que estimarlos.
Las tablas que utilizaremos no son las que obtuvo H. W. Lilliefors (1967) sino,
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las presentadas en A.L. Mason and C.B. Bell(1986) realizadas con un tamarfio
muestral de simulacién mayor (n = 20000). Para ambas muestras, se acepta la
hipétesis nula de normalidad para un nivel de significacién de 0.05. Por otra
parte, en el test F de comparacion de varianzas se obtiene que existe diferencias

significativas entre ellas (p < 0.01).

Por consiguiente, estamos en las condiciones requeridas en el problema de Behrens-
Fisher. El estadistico T" (4.7) en el que se basan los tests de Cochran y Cox, Welch
y Welch-Aspin da como resultado un valor de 3.3838 que, juntamente con el test
geodésico?, conduce a rechazar la igualdad de medias. Incluso si no se tiene en
cuenta la existencia de diferencias significativas entre las varianzas y se realiza el
test t de Student de comparacién de medias también se rechaza la hipétesis nula
de igualdad de medias. Es decir, sea cual sea el test utilizado, cualquiera de los
cuatro, se rechaza la hipédtesis nula, asi pues, el estudio mas interesante consiste
en estimar cual es la verdadera probabilidad de error de tipo I.

6.1.2 Estimacién de la verdadera probabilidad de error de
tipo I

Como el resultado del contraste de medias ha sido rechazar la hipétesis nula el
unico error que podemos cometer es el de tipo I, es decir, rechazar la hipétesis nula
cuando realmente la media poblacional de la primera poblacién es igual que la
segunda. En teoria esta probabilidad deberia ser el nivel de significacién nominal
del test, que en este caso sera de 0.05. Por tanto, lo que se desea verificar es si la
extension del test coincide con el nivel de significacién nominal de 0.05.

6.1.2.1 Procedimiento

La forma de proceder fue anéloga a la del estudio de simulacién de la potencia
del test geodésico visto en el capitulo denominado “Reduccién de la varianza en
el estudio de un nuevo test para el problema de Behrens-Fisher”.

Como ya vimos, €l algoritmo de simulacién se divide en tres médulos:

?Para realizar el test geodésico se implementS un programa en Fortran v.3.2 que da co-
mo resultado la aceptacién o rechazo de la igualdad de medias poblacionales. Los resultados
obtenidos fueron para un bootstrap paramétrico de 1000 remuestras corriendo en un IBM PO-
WERparallel SP2. El programa es de libre uso, por tanto, estd a disposicién de cualquiera que
lo desee. '
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1. Entrada de parametros.
2. Obtencién de los dos vectores de resultados (Y;,C;) t =1,... ,n.

3. Estimacién de la probabilidad de error de tipo I (con o sin aplicacién de la

técnica de reduccién de la varianza).

En el apartado de la entrada de parametros los valores fijos seran
np=ny =12 (3.,=005 «=0.05 n=5000 B=1000

mientras que utilizaremos tres pares de desviaciones tipicas

(vV'118.28,v/84.54), (V' 1427.25,v84.54) y (V'410.87,V/84.54)

que corresponden a posibles valores de varianzas tales que el cociente de cada
pareja son los extremos (1.39, 16.88) y el punto medio (4.86) del intervalo de
confianza del 95% para el cociente de varianzas poblacionales, respectivamente.
Se han elegido aquellos valores de las varianzas en que al menos una de ellas
sea igual que la alcanzada como varianza muestral a partir de los datos reales
obtenidos por Oost et al.(1983). Al escoger estos tres pares de desviaciones tipicas
extremas se intenta lograr ver cdmo va variando la estimacién de la probabilidad
de error de tipo I con un nimero reducido de simulaciones.

El segundo apartado del algoritmo se dividira en (ver Fig. 1):

e Generacion de las muestras.
e Calcular el test de estudio y el test t de Student de control (t(v)).

e Obtencion de Y y C.

Como se desea estimar la verdadera probabilidad de error de tipo I para los

siguientes tests:

o test t de Student de comparacién de medias aunque las muestras provengan
de normales con diferentes varianzas (¢(x)).

o test de Cochran y Cox (tcc(x)).

o test de Welch (¢,(x)).
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o test geodésico (D?*(x)).

se necesita realizar tantos tipos de simulaciones como diferentes tipos de tests.
Asi, se substituird la frase “Calcular el test de estudio”, que aparece en el parrafo

anterior, por cada uno de ellos.

Para inducir la correlacién requerida entre el resultado de cada uno de los ante-
riores tests (£(x), tee(X), tw(X) y D*(x)) con el test t de Student de control (¢(v))

se ha utilizado variables aleatorias comunes para evaluar cada uno de ellos.

A partir de n; valores normales estandar iid, z; = (211, .- . , 21n, ), independientes
de otros n, valores normales estdndar iid, 2o = (221,--. ,22n,), se han ido obte-
niendo, gracias a la transformacién z;; = 0y2i; + pi, ¢ = 1,2, los ny + n, valores
X = (T11,-+- »Liny; T21,- - - T2n,) para calcular los cuatro tests de estudio en di-
ferentes configuraciones de medias y varianzas, incluyendo el test t de Student
evaluado bajo condiciones de desigualdad de varianzas. Y aplicando, de nuevo, la
misma transformacion pero siendo la varianza utilizada un valor comin e interme-
dio (4.25), entre o7 y 03, se obtiene ny+ny valores v = (V11 .. , U1n;; V21, - - - »V2n,)
que servira para calcular el test t de Student (#(v)) utilizado como variable de
control. De esta manera, los n; + n, valores de v cumplen las condiciones de
aplicabilidad del test t de Student (¢(v)): provenir de dos poblaciones normales
con varianza comun, y por tanto, se puede utilizar como variable de control al

ser conocida su potencia.
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Fic.1: OBTENCION DE LOS DOS VECTORES DE REsuLTADOs (Y;,C;) @ =
1,...,m EN LA ESTIMACION DE LA VERDADERA PROBABILIDAD DE ERROR DE
TIPO | PARA VARIOS TESTS.

Repite desde j=1 hasta n:

Generacién de las muestras

~ N(0,1)  indep. ~ N(0,1)

(211,--- y Z1ny) (221,--- ’z2'n.2)
+ 4
Zij = oizij + 4
N Vij = 0zij + @i N
< N\ v N
~ N(p1,01)  ~ N(p,0) ~ N(p2,0)  ~ N(p2,02)
,L ('Uu,... ,'U]nl) — t(V) — (1)21,... y V2ny ,L
d t(x) !
(:L‘n,... ,:f;lm) — _—r — :::E;? — — (.’821,... ,xznz)
| D*(x))

Parejas diferentes:

t(v)—» C t(v)— C t(v)» C t(v)—» C
t(x) - Y?! tee(x) = V2 tu(x) = V3 D?*(x) = Y*

Para cada tipo de test tendremos el conjunto de vectores de resultados (Y;, C;) i =
1,...,n del cual se estimara la probabilidad de error de tipo I, con o sin, aplicar
la técnica de reduccidén de la varianza.

6.1.2.2 Resultados

Los resultados se resumen en una tabla para cada test que comprende desde la
tabla 1 hasta la tabla 4. La estructura de cada tabla es semejante a la presentada
en el estudio de la potencia del test geodésico expuesto en el capitulo 4. La tinica
diferencia fundamental es que la primera columna de cada tabla corresponde al
cociente de varianzas poblacionales empleado en cada simulacién.
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Tablas 1 hasta 4. Nivel de significacién y grado de reduccion de la varianza en
el test geodésico, test de Welch, test de Cochran y Cox y t de Student,
respectivamente, en relacién al estudio sobre la trombosis con ny = ny, = 12
bajo distintas combinaciones de parametros con valores préximos a los muestrales

correspondientes a la hipétesis nula.
t =significativamente diferente del nivel de significacion nominal.

Tabla 1: n = 5000, n; =n,=12 B =1000

test geodésico
2

o2/o? | p.  £1.9599646  p.  +£1.95996466s %VR %MER
140 | 0.0490  0.005984  0.0494  0.002568  81.58  57.08
486 | 0.0532 0006221  0.0535  0.004796  40.57 22.91
16.88 || 0.0544  0.006287  0.0546  0.005631  19.79  10.44

Tabla 2: n = 5000, n; =n,=12

test de Welch

o2fo? | 5. £1.9599646 B +1.95996466s %VR %MER
140 [[0.0492  0.005996 _ 0.0496  0.002311 _ 85.14  61.45
486 | 0.0532  0.006221 0.0535  0.004775  41.10  23.25
16.88 [ 0.0528  0.006199  0.0530  0.005540  20.00  10.63

Tabla 3: n =5000, n; =ny, =12

test de Cochran y Cox

ool || P £1.9599646 B +1.95996466s %VR %MER
1.40 | 0.0402f  0.005445  0.0405]  0.002539 _ 78.26  53.38
486 || 0.0464  0.005831  0.0506  0.004488  40.76  23.03
16.88 || 0.0504  0.006064  0.0466  0.005408  20.48  10.83

Tabla 4: n = 5000, n; =n, =12

test t de Student

oo || P +1.9599645  f,.  +1.9599646g6s %VR %MER
140 || 0.0500  0.006042  0.0504 _ 0.002191 _ 86.84  63.73
4.86 [ 0.0572f 0.006438  0.0507  0.004838  43.51  24.84
16.88 || 0.0618t  0.006675  0.0620  0.005906  21.71  11.52
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Por otro lado, se expone un grafico asociado a las anteriores tablas que mantiene
la estructura de uno de los graficos vistos en el estudio de la potencia del test
geodésico en el capitulo 4. La tnica diferencia es que el eje de abscisas indica los

tres valores distintos del cociente de varianzas poblacionales (1.399, 4.86 y 16.88)

que se han estudiado para cada test.

Comparacion de las estimaciones de las probabilidades de los
errores de tipo | para los cuatro tipos de test bajo distintas
combinaciones de parametros correspondientes a la hipétesis
nula

Estimaciones

1,399 486 1688 1399 486 1688 1399 486 1688 1399 486 16,88

geodésico Welch Cochran y Cox T-Student

B P, M J e emortipo | nominal
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6.1.2.3 Conclusiones

Como se puede observar, tanto en las tablas como en los graficos, solo el test
geodésico y el test de Welch incluyen el nivel de significacién nominal de 0.05 en
los respectivos intervalos de confianza aproximados del 95% para el nivel de signi-
ficacién a partir de la estimacién del error estdndar de la frecuencia relativa(p;.)
y del error estdndar de la aproximacién de Grab & Savage del nuevo estimador
(p1.) para cualquiera de los tres cocientes de varianzas estudiados. Ademds, los
diferentes valores de la tabla: p;, £1.959964¢6, p;., £1.9599646¢5s, ... son muy

semejantes.

Como ya se indicé en la seccién de conclusiones de la potencia del test geodésico el
test de Cochran y Cox es conservativo (Lee and Gurland, 1975) y esta tendencia
es mas fuerte en el caso de njo? = nyo?. Esta afirmacién queda reflejada al
estar excluido en el intervalo de confianza aproximado del 95% para el nivel de
significacién el valor de 0.05, tanto para la estimacién del error estandar con p;.
como para P, cuando el cociente de varianzas poblacionales es de 1.399. Para
valores superiores, si que se incluye el valor de 0.05 de nivel de significacién
nominal. Graficamente se observara como en el primer caso la linea horizontal de
valor 0.05 no corta los dos segmentos que representan los intervalos de confianza
aproximados del 95% para el nivel de significacién construidos a partir de p;. y
p1. correspondientes al cociente de varianzas poblacional igual a 1.399 para el test
de Cochran y Cox mientras que para los valores de 4.86 y 16.88 si que lo cortan.

Para el test t de Student ocurre al revés, como era de esperar. Cuando el cociente
de varianzas es de 1,399 el intervalo de confianza aproximado del 95% para el nivel
de significacion obtenido a partir de p;. y p;. incluye el valor de 0.05 de nivel de
significaciéon nominal. Cuando es de 4,86 sélo lo incluye para el caso de p;.. Y
cuando es de 16,88 la estimacidén de la probabilidad de error de tipo I es superior

a 0.05 para ambos casos.

De todo lo expuesto se puede concluir que tanto el test geodésico como el test
de Welch mantienen el nivel de significacién nominal de 0.05 para los diferentes
cocientes de varianzas y que, ademas, no existen excesivas diferencias entre los
distintos estadisticos estudiados entre ellos. En cambio, el test de Cochran y Cox
falla con varianzas semejantes y el test t de Student va peor cuanto mayor es el
valor del cociente de varianzas poblacionales. Utilizar p;. en vez del habitual ;.
para estimar el nivel de significacién ha provocado que los intervalos de confianza
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sean mas pequenos.

Por otro lado, los porcentajes estimados de reduccién de la varianza al utilizar
py. en vez de p;. son similares en los diferentes tests. Al aumentar el valor del
cociente entre varianzas disminuye el porcentaje estimado de reduccion de la
varianza ya que cada vez hay menos correlacién con los valores obtenidos con
el test t de Student utilizado como control. Por tanto los valores mas altos de
reduccién de la varianza, para cualquier valor del cociente entre varianzas, son
los obtenidos cuando la variable de estudio es el test t de Student, obviamente el

mas correlacionado con la variable de control, que a su vez es el test t de Student.

6.1.2.4 Implicaciones en cuanto a la interpretacién de resultados

Es habitual en trabajos médico-bioldgicos cometer errores de utililizacién inade-
cuada de un test porque no cumple las condiciones requeridas para su uso. Como
se Vi en la subseccién de comparacién de medias entre los dos tipos de pacientes
se puede aceptar la normalidad de las dos muestras pero no asi la igualdad de
varianzas. Por consiguiente, se incurre en un error si se utiliza el test t de Student
de comparacion de medias. Este error repercute en que los p-valores no son los
que corresponden, se rechaza la hipdtesis nula de igualdad de medias falsamente
mas veces, incrementandose esta tendencia cuanto mayor sea el valor del cociente
de varianzas (ver graficas anteriores). De todas formas, si se utiliza el test t de
Student cuando las varianzas no son iguales, la probabilidad de error de tipo I
solamente es sensiblemente mayor que la nominal cuando la ratio de varianzas es
extrema, y solamente algo mayor en caso contrario . Esto implica que el test t de
Student serd claramente no recomendable bajo condiciones de extrema diferencia
de varianzas o cuando los valores del estadistico de test se situen en la frontera
entre las dos posibles decisiones (aceptar o rechazar la hipétesis nula).

En general, se recomendaria al usuario utilizar tanto el test geodésico como el
test de Welch, que son igualmente adecuados para cualquier valor del cociente de
varianzas. El test de Cochran y Cox es muy conservativo cuando el cociente de
varianzas es préximo a uno, y el peor de todos es el test t de Student, posiblemente
utilizado en el articulo que ha servido de base a la presente discusién. En cualquier
caso, las conclusiones finales del articulo que ha servido de base a la presente
discusién (no asi los “p-valores”) son “correctas”, en tanto que coinciden con las
que se obtendrian mediante una técnica estadistica més apropiada.
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6.2 Un estudio sobre la diabetes

La diabetes mellitus constituye un conjunto diverso de enfermedades que desem-
bocan en una situacién comin: la existencia de valores elevados de glucemia.
Esta hiperglucemia puede provocar ceguera, insuficiencia renal, etc. Debido al
incremento constante de la obesidad, la vida sedentaria y la longevidad en las
sociedades occidentales se propicia la aparicién de un nimero cada vez mayor de
nuevos casos cada afio siendo actualmente la incidencia en la poblacion general
alrededor del 4%. Por tanto, la importancia social que tiene esta enfermedad

cada dia es mds relevante repercutiendo principalmente en los costos sanitarios.

En el articulo de R.E.Dolkar et al.(1971) se presenta un estudio para dar una
explicacién de la incidencia y gravedad de las infecciones en pacientes diabéticos.
Asi, se estudia la respuesta de los anticuerpos del torrente sanguineo en ratones
normales y con diabetes alloxan con o sin tratamiento de insulina para lo cual se
inyecta una proteina (BSA) que hard de marcador. Ya que nuestro interés inicial
en estos datos es plantear un ejemplo del problema de Behrens-Fisher en €l cual se
acepte la hipétesis nula se ha escogido al grupo Normal y al de diabetes Alloxan
tratada con Insulina que tienen de tamafio muestral 20 y 19, respectivamente.
En la tabla siguiente se presentan los valores obtenidos de la variable cantidad

de microgramos de BSA por mililitro de suero en cada grupo.

Normal Alloxan+Insulina Normal Alloxan+Insulina
155.76 82.50 349.14 19.80
282.00 99.66 108.90 100.32
197.34 97.66 143.22 71.94
297.00 150.48 64.02 133.32
115.50 242.88 25.54 464.64
126.72 67.98 85.80 36.96
119.46 227.70 122.10 46.20

29.04 130.68 454.85 34.32

252.78 73.26 655.38 43.56

122.10 17.82 13.86

Con estos datos, los autores del articulo afirman que no existe diferencia signifi-
cativa (p > 0.1) en la media de microgramos de BSA por mililitro de suero entre
los dos tipos de ratones. Aunque no se indica, es casi seguro que se realizé un

test t de Student para llegar a la anterior conclusién.
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6.2.1 Comparacién de medias entre el grupo Normal y el
diabetes Alloxan tratado con Insulina

Los valores muestrales obtenidos son presentados en esta tabla:

n I §? I

Normal 20 1 186.03 | 25265.3
Diabetes Alloxan+Insulina |} 19 | 112.72 | 11200.2

Igual que se hizo en el ejemplo de la trombosis se verificard la normalidad y
la igualdad de varianzas. Se hace la prueba de Lilliefors para media y varianza
poblacional desconocida utilizando las tablas de A.L. Mason and C.B. Bell (1986)
con el resultado de rechazo de la normalidad para un nivel de significacién de 0.05.
Observando la distribucién empirica de los dos grupos y recordando que el estudio
se centra en la concentracién de una sustancia en la sangre, més concretamente en
el suero sanguineo, se comprueba, a partir de la prueba de Kolmogorov-Smirnov,
que en cambio se ajusta a una distribucién lognormal. Por otro lado, se realizé

el test F de comparacién de varianzas que dio como resultado la existencia de
diferencias significativas entre ellas.

Bajo estas condiciones no estamos en la situacién requerida en el problema de
Behrens-Fisher pero si que tenemos un caso para observar la robustez de los
diferentes test que se pueden emplear. Tanto en el test geodésico, realizado
mediante un programa de ordenador, como los tests de Cochran y Cox, Welch y
Welch-Aspin que se sirven del estadistico T’ (4.7) el cual obtuvo como ,resultado
el valor de 1.70, coincidieron en Ia aceptacién de la hipétesis nula de igualdad
de medias. Se llega a la misma conclusién incluso en el caso de no tener en
cuenta la existencia de diferencias significativas entre las varianzas y realizar
un test t de Student de comparacién de medias. Por tanto, se puede afirmar
finalmente que cualquiera de los cuatro test utilizados anteri,ormente coinciden
en la aceptacién de la hipétesis nula. Luego un estudio adecuado serfa estimar
cual es la’ve.rdadera probabilidad de error de tipo IT a nivel genera). Sin embargo
parece mas interesante estimar, al tener unos datos concretos, cual ;es la verdadera:

probabilidad de error (tipo I o II
alreded - .
varianza muestrales. ) or de valores préximos a la media y
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6.2.2 Estudio de simulacién para estimar la verdadera
probabilidad de error alrededor de los valores mues-

trales

La probabilidad de error de tipo II, probabilidad de aceptar la hipdtesis nula
cuando en realidad las medias poblacionales son diferentes, es la probabilidad
complementaria a la potencia del test, asi pues, nosotros utilizaremos esta pro-
piedad para presentar estimaciones de potencias en vez de estimaciones de la

verdadera probabilidad de error de tipo II.

6.2.2.1 Procedimiento

Se ha debido de pasar por varias etapas hasta conseguir los valores con los cua-
les se ha realizado el estudio de simulacién. Para elegir los valores de media y
varianza proximos a los valores muestrales se ha pensado realizar intervalos de
confianza del 95% para la media y la varianza de cada grupo (Normal y Allo-
xan+Insulina). Hay que considerar que, como se vio en la seccién precedente, los
datos originales no se ajustan a una distribucién normal pero si a una lognor-
mal. Por tanto, se han transformado los datos originales, a partir del logaritmo
neperiano de estos, para que siga una distribucién normal y asi, poder hacer los
intervalos de confianza. Una primera aproximacién al nimero de simulaciones
que seria necesario realizar se llega escogiendo para cada intervalo de confianza
tres valores, los extremos y el central, como representantes de la variabilidad de
las medias y varianzas. Haciendo calculos, necesitariamos 3x3x 3x 3 simulaciones
para todas las posibles combinaciones de medias y varianzas ya que utilizamos
cuatro intervalos de confianza. Para reducir este nimero tan elevado de simula-
ciones se opta por mantener fijo los valores muestrales de un grupo (el Normal),
es decir, la media y varianza muestral obtenidas en el grupo Normal se adopta
como valores poblacionales, y solo se hace variar los valores de la media y varian-
za poblacional del grupo Alloxan+Insulina como se ha indicado anteriormente.
Por tanto, el nimero de simulaciones se reduce hasta la cantidad de 3x3. Una
vez se tiene estos 9 casos caracterizados por la pareja de medias y varianzas de
cada grupo, (11, 0%, p2, 03)", se debe obtener cuales son sus correspondientes
valores bajo la distribucién lognormal, (u;, o?, p2, o2) aplicando la expresién
(5.2) vista en el capitulo 5. De esta manera se obtiene los siguientes valores:
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Tabla A

Bajo Lognormalidad Bajo Normalidad

Caso || m of fa o 1 o1 Ha a5
205.28 65065.7 115.00 13548.1 | 4.8575 0.934 4.3923 0.70530
205.28 65065.7 172.38 30441.6 | 4.8575 0.934 4.7971 0.70530
205.28 65065.7 76.72  6029.6 |4.8575 0.934 3.9875 0.70530
205.28 65065.7 99.96  5293.0 |4.8575 0.934 4.3923 0.42506
205.28 65065.7 149.84 11892.9 | 4.8575 0.934 4.7971 0.42506
205.28 65065.7 66.69  2355.6 | 4.8575 0.934 3.9875 0.42506
205.28 65065.7 182.43 136253.0 | 4.8575 0.934 4.3923 1.62812
205.28 65065.7 273.45 306149.0 | 4.8575 0.934 4.7971 1.62812
205.28 65065.7 121.70 60639.8 | 4.8575 0.934 3.9875 1.62812

o

© 00 ~J O O s B

Puesto que los valores de la media y varianza del grupo Normal bajo lognormali-
dad estan por encima de los valores muestrales obtenidos con los datos originales,
186 de media y 25228.5 de varianza, se sustituyen por estos dltimos. Ademas,
se observa que el valor de una de las medias del grupo de Alloxan+Insulina bajo
lognormalidad para cada tipo de varianza de los valores iniciales bajo normali-
dad (0.7053, 0.42506, y 1.62812) es cercano al valor de 186. Asi, se ha cambiado
por este valor para poder estimar la verdadera probabilidad de error de tipo I.
Por tanto, con 9 simulaciones estudiaremos la verdadera probabilidad de error de
tipo I y II bajo unos valores cercanos a los obtenidos en la muestra, que como
parece natural deben de estar préoximos a los verdaderos valores poblacionales y
por consiguiente tendra mayor interés para el usuario que hacer un estudio mds
generalista de la estimacién de la verdadera probabilidad de error de tipo II y I.

Los casos que finalmente se estudiaran son:

Tabla B
Bajo Lognormalidad Bajo Normalidad
Caso || 11 ol 2 o3 £ ‘7? H2 0’%

186 25265.3 115.00 13548.1 |4.9516 0.548 4.3923 0.70530
186 25265.3 186 30441.6 | 4.9516 0.548 4.9101 0.63123
186 25265.3 76.72  6029.6 | 4.9516 0.548 3.9875 0.70530
186 25265.3 99.96  5293.0 |4.9516 0.548 4.3923 0.42506
186 25265.3 186 11892.9 |4.9516 0.548 5.0780 0.29548
186 25265.3 66.69  2355.6 | 4.9516 0.548 3.9875 0.42506
186 25265.3 186  136253.7 | 4.9516 0.548 4.4272 1.59705
186 25265.3 273.45 306149.8 | 4.9516 0.548 4.7971 1.62812
186 25265.3 121.70 60639.8 | 4.9516 0.548 3.9875 1.62812

© 00 ~I O O Wb Wb =
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Ahora se necesita obtener cual es la potencia teérica del test t de Student (¢(v))
de control para poder aplicar la técnica de reduccién de la varianza. Para poder
determinar esta potencia se utiliza el nomograma que aparece en la tabla 10
del Biometrika Tables (1976). Sin embargo, se plantea una nueva duda, puesto
que tenemos el vector de valores paramétricos bajo la suposicion de normalidad,
(11, 0%, pa, 02)V y sus equivalentes bajo lognormalidad, (1, 02, pg, 02), jcudl
de ellos es mejor para utilizarlo como pardmetros de la distribucién normal que
evalua el test t de Student (¢(v)) de control? Se recuerda que la varianza comin
o? para ambas distribuciones normales se calcula como la varianza ponderada
respecto a los tamafios muestrales (4.25). Para contestar a la pregunta se realiza
un estudio prospectivo que se basa en observar la correlacién entre la estimacion
de la potencia del test utilizado como respuesta en la técnica de reduccién de la
varianza (Welch, Cochran y Cox, o geodésico) con la estimacién de la potencia
del test t de Student (¢(v)) de control en las dos situaciones (valores normales o
lognormales). Los resultados indicaban que la correlacién era mayor cuando se
utilizaba como pardametros los valores de media y varianza lognormales.

Para cada una de las 9 casos anteriores se ha de tener en cuenta que:
n=20 n, =19 a=0.05 n=5000 B=1000
Una vez fijado todos los pardmetros de la simulacién el proceso ha realizar es

semejante al ejemplo de trombosis. La diferencia fundamental estriba en que los
los valores utilizados para evaluar los tests:

o test t de Student de comparacién de medias (¢(x)).

test de Cochran y Cox (t..(x)).

test de Welch (¢,,(x)).

test geodésico (D?*(x)).

son generados a partir de una distribucién lognormal con la esperanza y varianza
indicada en cada uno de los 9 casos simulados. La manera de actuar es tal como
se explicé en el capitulo 5 en los procedimientos de la seccién “Estudio de la
robustez para muestras originadas bajo la distribucién lognormal”. Ademds, se
ha seguido la misma forma de proceder que se indicé en el caso de la trombosis
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para obtener los valores normales que se emplean en la evaluacién del test de
control t de Student y para inducir la correlacién entre el test de estudio y el test

de control.

En la figura 2 se muestra esquemdaticamente el proceso de obtencién de los dos
vectores de resultado (Y;,C;) ¢ = 1,...n, el cual se debe de realizar para cada

situacién experimental.

F1G.2: OBTENCION DE LOS DOS VECTORES DE RESULTADOS (Y},C’;) 1 =
1,...,n EN LA ESTIMACION DE LA VERDADERA PROBABILIDAD DE ERROR DE
Tipo Il o I PARA VARIOS TESTS.

Repite desde j=1 hasta n:

Generacién de las muestras

~ N(0,1) indep. ~ N(0,1)

(211,... ,zln,) (221,... ,Zznn)
v N
e gz . i; = ebii = elmizii+vi) tal que
| Uiy = 024y + ug I JE:ZX.) = Var(X.') =t0.2q‘= 1,2
vd N vl AN
~ N(p1,0) ~ N(pz,0) ||~ LN(p1,01) ~ LN(p2,02)

t(x)
(011 01 ) > £9) € (a1 00 (111 21m) > § (200 | (e 2a)
D(x)]

Parejas diferentes:

t(v)—= C t(v)> C Hv)-> C t(v)— C
t(x) —» Y! tee(x) = Y2 tu(x) - Y3 D*(x) » Y*

6.2.2.2 Resultados

Al examinar la tabla A con los 9 casos tratados se observa que cada tres ca-
sos, comenzando desde el primero, tienen como valores de media y varianza bajo
normalidad en el grupo Alloxan+Insulina a los correspondientes valores central
y extremos del intervalo de confianza de la media y una misma varianza. Pos-

teriormente, tabla B, para cada grupo de tres casos se sustituyé la media y la
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varianza bajo normalidad en el grupo Alloxan+Insulina en aquel caso con un
valor de media mds préximo a 186 (media del grupo Normal) bajo lognormalidad
para conseguir este valor. Por ejemplo, los casos 1, 2 y 3 corresponden, tabla A,
a una varianza bajo lognormalidad del grupo Alloxan+Insulina de 0.7053 para
diferentes valores de medias. Se modificé el caso 2, tabla B, con una media bajo

lognormalidad mds cercana a 186, para que valiera esta cantidad.

Bajo esta estructura, los resultados se exponen en tres grupos de tablas. Tres
casos (2, 5, 7) forman el primer grupo que servira para la estimacién de la ver-
dadera probabilidad de error de tipo I. Los restantes servirdn para la estimacién
de la verdadera probabilidad de error de tipo II. Se dividiran en dos grupos: (1,
4, 8) y (3, 6, 9) que son los valores mayores y menores, respectivamente, de las
medias bajo lognormalidad del grupo Alloxan+Insulina en cada conjunto de tres

casos sin considerar los casos (2, 5, 7).

En cada uno de los tres grupos de tablas se muestran los resultados obtenidos
en los cuatro tests estudiados. Para indicar cada caso y dar una idea de la
variabilidad se utilizard el cociente ponderado de varianzas en vez del cociente de
varianzas puro, tal como se hizo en el ejemplo de trombosis, ya que los tamaifios
muestrales son diferentes (rn; = 20, n, = 19). Como varianzas se emplearin las
de la tabla B bajo lognormalidad. Ademds, en los 6 casos correspondientes a la
hipétesis alternativa se incluye la diferencia de medias bajo lognormalidad.
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Tablas 5 hasta 8. Nivel de significacién y grado de reduccién de la varianza en
el test geodésico, test de Welch, test de Cochran y Cox y t de Student,
respectivamente, en relacién al estudio sobre la diabetes con ny =20y no =19
bajo distintas combinaciones de pardmetros con valores préximos a los muestrales
correspondientes a la hipétesis nula (casos 7, 2 y 5, respectivamente).

t =significativamente diferente del nivel de significaciéon nominal.

Tabla 5: » = 5000, n; =20, n;=19, B =1000

test geodésico

no?fngol | P +1.9599646  pr.  +1.95996466s %VR %MER

0.20 0.0938f  0.008082  0.09346% 0.007802 6.80 3.46
0.87 0.0436t  0.005661  0.04303t 0.004437 38.556  21.61
2.24 0.0520 0.006155 0.05145 0.005157 29.80 16.21

Tabla 6: n = 5000, n; =20, np=19

test de Welch

no?/ngo? | B £1.9599646  pi.  +£1.95996466s %VR %MER

0.20 0.0938t  0.008082  0.09344t 0.007774 7.47 3.81
0.87 0.04347f  0.005648  0.04281% 0.004318 41.56  23.56
2.24 0.0522 0.006166 0.05165 0.005171 29.67 16.13

Tabla 7: n = 5000, n; =20, n;=19

test de Cochran y Cox

nio/nyol | P £1.9599646 . +1.9599646cs %VR %MER

0.20 0.08801  0.007853  0.08765¢ 0.007554 7.47 3.80
0.87 0.03867  0.005340  0.03804% 0.004100 41.06  23.23
2.24 0.0470 0.005867 0.04647 0.004890 30.53 16.65

Tabla 8: n = 5000, n; =20, n,=19

test t de Student

nio?fnee? | P £1.9599646 By +1.95996460s %VR %MER

0.20 0.0940t  0.008090  0.09363% 0.007761 7.96 4.06
0.87 0.0444 0.005710  0.04379% 0.004297 43.37  24.74
2.24 0.0530 0.006210 0.05245 0.005227 29.15 15.83
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Tablas 9 hasta 12. Potencia y grado de reduccion de la varianza en el test
geodésico, test de Welch, test de Cochran y Cox y t de Student, respec-
tivamente, en relacién al estudio sobre la diabetes con n; = 20 y ny, = 19 bajo
distintas combinaciones de parametros con valores préximos a los muestrales co-

rrespondientes a la hip6tesis alternativa (casos 8, 1 y 4, respectivamente)

Tabla 9: n = 5000, n; =20, n,=19, B =1000

test geodésico

2z I P
(Ay Mi) P £1.9599646  pi.  +1.9599646¢cs %VR %MER

3
n20'§

(87.45, 0.09) || 0.0424  0.005586  0.04171 0.005150 14.98 7.80
(-71.00, 1.96) || 0.3912  0.013528  0.39334 0.009841 47.08  27.26
(-86.04, 5.02) || 0.6198  0.013457  0.62552 0.009788 47.09  27.26

Tabla 10: n = 5000, n; =20, n, =19

test de Welch

2 e —————
(Au, :—:Z-i_;) P +1.9599646  p1.  +1.95996466s %VR %MER
2

(87.45, 0.09) | 0.0412  0.005510  0.04053 0.005093 14.54 7.56
(-71.00, 1.96) || 0.3948  0.013550  0.39695 0.009824 47.43  27.50
(-86.04, 5.02) || 0.6222  0.013440  0.62791 0.009780 47.05  27.23

Tabla 11: n =5000, n; =20, n,=19

test de Cochran y Cox

2 et g —
(Au "—‘”-‘-) P £1.9599646 5. +1.9599646¢s %VER %MER

)
nzo'%

(87.45, 0.09) |1 0.0370  0.005233  0.03637 0.004844 14.30 7.42
(-71.00, 1.96) || 0.3742  0.013415  0.37633 0.009723 47.46  27.52
(-86.04, 5.02) || 0.6052  0.013550  0.61104 0.009738 48.35  28.13

Tabla 12: » =5000, n; =20, n,=19

test t de Student

2
(A,u "’—‘-01) P +£1.9599646  p. +£1.9599646cs %VR %MER

9
nyo?

(87.45, 0.09) | 0.0532  0.006221  0.05236 0.005651 17.49 9.16
(-71.00, 1.96) | 0.3922  0.013534  0.39435 0.009800 47.57  27.59
(-86.04, 5.02) || 0.6206  0.013451  0.62634 0.009761 47.34  27.43
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Tablas 13 hasta 16. Potencia y grado de reduccién de la varianza en el test
geodésico, test de Welch, test de Cochran y Cox y t de Student, respec-
tivamente, en relacién al estudio sobre la diabetes con n; = 20 y n; = 19 bajo
distintas combinaciones de pardmetros con valores préximos a los muestrales co-

rrespondientes a la hipétesis alternativa (casos 9, 3 y 6, respectivamente).

Tabla 13: n =5000, n; =20, n,=19, B =1000

test geodésico

2 — —
(Au,f’-ﬂ;) P +£1.9599646 B +1.9599646¢cs %VR %MER

(-63.30, 0.44) | 0.3596  0.013303  0.35889 0.011928 19.60 10.33
(-109.28, 4.41) |/ 0.8392  0.010183  0.84011 0.008529 29.85 16.24
(-119.31, 11.29) { 0.9630  0.005233  0.96399 0.004777 16.67 8.71

Tabla 14: n = 5000, n; =20, n,=19

test de Welch

s e — e e
(Ap,"l—";) P £1.9599646  p,.  +1.9599646qs %VR %MER

Na0,

(-63.30, 0.44) | 0.3632  0.013332  0.36249 0.011958 19.54 1030
(-109.28, 4.41) || 0.8394  0.010178  0.84031 0.008537 29.64 16.12
(-119.31, 11.29) | 0.9618  0.005314  0.96279 0.004865 16.19 8.45

Tabla 15: n = 5000, n; =20, n;=19

test de Cochran y Cox

2
(A,u ﬂi‘—l) P +£1.9599646  p.  +1.9599646cs %VR %MER

)
’I’I,QO'%

(-63.30, 0.44) | 0.3476  0.013201  0.34688 0.011767 20.55  10.86
(-109.28, 4.41) |1 0.8274  0.010476  0.82835 0.008735 3047  16.62
(-119.31, 11.29) || 0.9580  0.005561  0.95910 0.005036 17.99 9.44

Tabla 16: n = 5000, n; =20, ny, =19

test t de Student

3
nyol

2
(Ay ’_’ﬂ) P +£1.9599646  py.  +1.9599646¢s %VER %MER

(-63.30, 0.44) | 0.3630  0.013330  0.36228 0.011948 19.66  10.37
(-109.28, 4.41) | 0.8386  0.010198  0.83951 0.008529 30.05 16.37
(-119.31, 11.29) || 0.9620  0.005300  0.96300 0.004842 16.54 8.65

Ademds, se muestran tres gréaficos asociados a las tablas anteriores con una pre-
sentacién semejante a la utilizada en el ejemplo de trombosis.
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Comparacion de las estimaciones de las probabilidades de los
errores tipo | para los cuatro tipos de test bajo distintas
combinaciones de parametros correspondientes a la hipotesis
nula (caso 7, 2 y 5, respectivamente)
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Comparacion de las estimaciones de las potencias para los
cuatro tipos de test bajo distintas combinaciones de parametros
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respectivamente)
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Comparacion de las estimaciones de las potencias para los
cuatro tipos de test bajo distintas combinaciones de parametros
correspondientes a la hipoétesis alternativa (casos 9, 3 y 6,
respectivamente)
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6.2.2.3 Conclusiones

Si primero se analiza los resultados correspondientes a la hipétesis nula, casos 7,
2 y 5 (ordenados por el cociente ponderado de varianzas) se observa que el test
geodésico, el de Welch y el test t de Student (calculado sin importar la desigual-
dad de las varianzas) son muy similares y es el test de Cochran y Cox el que
muestra unas estimaciones mas bajas, como era de esperar debido a su caracter
conservador. Por otro lado, se observa una tendencia a aumentar la estimacién
de la verdadera probabilidad de error de tipo I al aumentar la diferencia entre va-
rianzas. Asi, en el caso mas extremo, 0.20, da una estimacién alrededor de 0.09.
Este comportamiento es explicable por la pareja de distribuciones lognormales
que se comparan en cada situacién experimental. Para reflejar este hecho, se
presenta un grafico que muestra las distribuciones lognormales correspondientes
a la hipétesis nula generadas en cada caso. Tal como se planteé la simulacion,
en cada pareja de distribuciones lognormales siempre el grupo Normal tiene la
distribucién fija (p = 186, ¢? = 25265.3) y es el grupo Alloxan+Insulina el que
va variando los parametros de la distribucién lognormal segiin aparece en la ta-
bla B. Asi, en cada grafico tendremos cuatro distribuciones lognormales: la que
corresponde al grupo Normal la denominaremos Normal, mientras que las otras
tres restantes son para el grupo Alloxan+Insulina en los casos 7, 2 y 5.

Dist. Lognormales correspondientes a la hip. nula
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Como puede verse en el gréfico, hay un mayor distanciamiento de la distribu-
cién que representa el grupo Normal con la distribucién que representa el grupo
Alloxan+Insulina cuanto mds grande es la diferencia entre varianzas (ver el caso
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7). Por tanto, ésto repercute en el valor estimado de sus respectivas potencias
y en el porcentaje de reduccién de la varianza. Asi, cuanto mas préximo esté el
valor del cociente de varianzas ponderado de uno se tendrd una estimacién de
la verdadera probabilidad de error de tipo I mas baja, y segin se observa en los
resultados (caso 2) con un valor menor que el nivel de significacién nominal de
0.05 y si se aplica la técnica de reduccién de la varianza se obtendra unos valores
del 40% de reduccién. Sin embargo, cuando nos alejamos de uno, la estimacion
de la verdadera probabilidad de error de tipo I se va incrementando y la técnica
de reduccién de la varianza cada vez da peores resultados. Asi, en el caso 5 con
un cociente ponderado de varianzas de 2.24 incluye el nivel de significaciéon no-
minal de 0.05 pero en el caso 7 con un cociente de varianzas ponderado de 0.20

(proporcién de 1 a 5) se tiene un valor de 0.09.

Si las situaciones experimentales correspondientes a la hipdtesis alternativa se
ordenan con respecto de las diferencias de medias, Ay, sin considerar el caso
8, se advierte un incremento de la potencia al aumentar la diferencia de me-
dias. Cuando la diferencia estd entre —63 y —86 la potencia oscila entre 0.35
y 0.62 y si esta entre —109 y —119 la potencia se mueve entre 0.83 y 0.96. El
caso 8 nos muestra el efecto distorsionador que aparece al tener unas varianzas
muy desiguales. Con una diferencia de medias de un valor de 87.45 se esperaria,
al observar los anteriores resultados, una potencia de un orden de 0.5 pero, lo
que realmente se observa es un valor de 0.04. Esta gran diferencia se explica al
ver en la tabla B que la diferencia entre medias bajo normalidad, —0.1545, es
mucho menor que las que tiene una varianzas mds semejantes, por ejemplo el
caso 4 ((Ap, n1o?/ny0?) = (—86.04,5.02)), que tiene una diferencia de medias
bajo normalidad de 0.5593. A continuacién se muestra dos grificos que represen-
tan las distribuciones lognormales generadas para los casos correspondientes a la
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hipétesis alternativa.

Dist. Lognormales correspondientes a !a hip. alternativa
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En las estimaciones de las potencias para los diferentes test sucede lo mismo que
en las estimaciones de las probabilidades de error de tipo I; sélo es el test de
Cochran y Cox el que tiene unos valores inferiores con respecto a los otros tres
test con valores semejantes. El tanto por ciento de reduccién de la varianza oscila
entre un 14% a un 47% obteniendo unos valores mas bajos cuando hay mayor

diferencia entre las varianzas.

Por tanto, el resultado del test (aceptar o rechazar la hipétesis nula) puede ser
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erréneo debido al efecto distorsionador en las estimaciones de las probabilidades
en los dos tipos de error que provoca el cociente ponderado de varianzas, que
no es corregido por ninguno de los cuatro test estudiados. Asi, una posible
solucién, seria hacer el logaritmo neperiano de los valores muestrales, con lo
cual se conseguiria que si anteriormente provenian de una distribucién lognormal

ahora se convirtieran en distribuidas normalmente.

6.2.3 Resultados y conclusiones para la estimacion de la
verdadera probabilidad de error de tipo I y II cuan-
do se ha realizado el logaritmo neperiano de los da-

tos originales

Los resultados muestrales obtenidos son:

[n] 2 | & |
Normal 20 | 4.857 | 0.93375
Diabetes Alloxan+Insulina || 19 | 4.392 | 0.70529

Al hacer el logaritmo neperiano de los datos originales conseguimos reducir la
variabilidad y como se puede observar parece factible la no existencia de diferencia

significativa entre las varianzas ni entre las medias.

Efectivamente, las hipotesis nulas en el test de Lilliefors para la normalidad y en

el test de igualdad de varianzas son aceptadas.

Para poder comparar de la manera mas semejante posible con los resultados obte-
nidos con los datos sin transformar se hara el mismo desarrollo que anteriormente,
asi pues, al evaluar el estadistico 7" (4.7) se obtiene el valor de 1.61, que siempre
es menor que los diferentes puntos criticos obtenidos con el test de Cochran y
Cox, Welch y Welch-Aspin y por tanto se acepta la hipétesis nula. A la misma
conclusién se llega con el test geodésico y con el test t de Student.

Para realizar el estudio de simulacién para la estimacién de la verdadera proba-
bilidad de error de tipo I y II se introducen como parametros:

n1=20 ny;=19 a=0.05 n=>5000 B=1000



EL PROBLEMA DE B-F EN LA EXPERIMENTACION MEDICO-BIOLOGICA 181

Tabla C
Bajo Normalidad
Caso || o? K2 o2
1 4.8575 0.934 4.3923 0.70530
2 4.8575 0.934 4.8575 0.70530
3 4.8575 0.934 3.9875 0.70530
4 4.8575 0.934 4.3923 0.42506
5 4.8575 0.934 4.8575 0.42506
6 4.8575 0.934 3.9875 0.42506
7 4.8575 0.934 4.3923 1.62812
8 4.8575 0.934 4.8575 1.62812
9 4.8575 0.934 3.9875 1.62812

Se usan como valores de media y varianza (tabla C) los que aparecen en la tabla
A bajo normalidad y no los de la tabla B ya que mantienen la idea de fijar y; y
o? con los valores muestrales e ir modificando sdlo 2 y 02. La tnica diferencia
con la tabla A es la sustitucién de los valores de pz més préximos a p; (casos
2, 5y 8) por su valor. Adviértase que los casos 7 y 8 se utilizardn para estimar
las probabilidades de error de tipo II y I, respectivamente, mientras que bajo
lognormalidad se hizo al revés. Se recuerda que ésto fue debido a que en el caso
7 de la tabla B la diferencia de medias bajo lognormalidad es menor que en el

caso 8.

A diferencia del estudio anterior los valores generados son normales, no lognor-

males.

A continuacién se muestra las tablas de los resultados obtenidos para la estimacién
de la probabilidad de error de tipo I y Il y sus respectivas graficas.
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Tablas 17 hasta 20. Nivel de significacién y grado de reduccién de la varianza en
el test geodésico, test de Welch, test de Cochran y Cox y t de Student,
respectivamente, en relacién al estudio sobre la diabetes con ny = 20 y ny = 19
bajo distintas combinaciones de parametros con valores préximos a los muestrales

correspondientes a la hipétesis nula (casos 8, 2 y 5, respectivamente).
t =significativamente diferente del nivel de significacién nominal.

Tabla 17: n =5000, n; =20, n,=19, B =1000

test geodésico

mo?fngo? | P £1.9599646  py.  +£1.9599646qs %VR %MER
0.60 || 0.0514 0.006121  0.05055 _ 0.003240  71.99  47.08
139 [ 0.0508 0.006087 0.04989  0.002447  83.83  59.80
2.31 | 0.0498 0.006030  0.04900  0.003510  66.12  41.79

Tabla 18: n = 5000, n; =20, n,=19
test de Welch

nio?/ngo? | P +1.9599646  py.  +£1.95996466s %VR %MER
0.60 || 0.0520  0.006155 _ 0.05112 _ 0.003016 _ 75.99  51.00
1.39 [ 0.0506 0.006076  0.04968  0.002297  85.71  62.20
231 || 0.0500  0.006042  0.04919  0.003461  67.19  42.72

Tabla 19: » =5000, n; =20, n;=19

test de Cochran y Cox

nmo?/nyo? | pr. +£1.9599646  py.  +1.95996466s HVR %MER

0.60 0.0464 0.005831  0.04558% 0.002957 74.28  49.29
1.39 0.0440t  0.005685  0.04315% 0.002260 84.19  60.24
2.31 0.0430f  0.005623  0.04226% 0.003309 65.37  41.15

Tabla 20: » = 5000, n; =20, n, =19
test t de Student

nyo?/ngod | P +1.9599646  pi. 1959964665 %VR %MER
0.60 | 0.0534 0.006233  0.05251 _ 0.003012 _ 76.65  51.67
1.39 | 0.0494  0.006007 0.04849  0.002218  86.36  63.07
2.31 0.049  0.005984  0.04819  0.003387  67.97  43.40
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Tablas 21 hasta 24. Potencia y grado de reduccion de la varianza en el test
geodésico, test de Welch, test de Cochran y Cox y t de Student, res-
pectivamente, en relacion al estudio sobre la diabetes con n; = 20 y ny = 19
bajo distintas combinaciones de pardmetros con valores préximos a los muestra-
les correspondientes a la hipétesis alternativa con Ay = —0.4652 (casos 7, 1y 4,

respectivamente).

Tabla 21: n =5000, n; =20, ny;=19, B =1000

test geodésico

no?/ngo? | pr.  +£1.9599646  py.  +1.95996466s %VR %MER
0.60 || 0.2262 0011598 022584 0.005145 8031 5553
139 || 0.3272  0.013006 0.32720  0.004197  89.59  67.73
231 | 0.3892 0.013516 0.38592  0.006845  74.35  49.35

Tabla 22: n = 5000, =n; =20, n;=19
test de Welch

no?fnao? | . +£1.9599646  pp.  +£1.95996466s %VR %MER
0.60 | 0.2278 0011626 022745  0.005310  79.14 54.32
139 ||0.3312  0.013047 0.33120  0.003643  92.20  72.08
2.31 [ 0.3886 0.013512 0.38529  0.006657  75.73  50.73

Tabla 23: n =5000, n; =20, n,;=19

test de Cochran y Cox

modfngo? | p. +£1.9599646  p.  +1.9599646¢s %VR %MER
0.60 [ 0.2110 0011311 0.21066  0.005199 _ 78.87  54.03
1.39 [ 0.3090 0.012809 = 0.30900  0.004341  88.52  66.11
2.31 | 0.3682 0.013370  0.36489  0.006374  77.27 52.33

Tabla 24: n =5000, n;, =20, n,;=19

test t de Student

nio?/ngol | B +1.9599645  pr.  +£1.9599646cs %VR %MER
0.60 || 0.2326 0.011712 023224 _ 0.005227 _ 80.08  55.37
1.39 |/ 0.3308  0.013043  0.33080  0.003723  91.85 71.46
231 |/ 0.3844 0.013485 0.38109  0.006599  76.05  51.07
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Tablas 25 hasta 29. Potencia y grado de reduccién de la varianza en el test
geodésico, test de Welch, test de Cochran y Cox y t de Student, res-

pectivamente, en relacién al estudio sobre la diabetes con nqy = 20 y n; = 19

bajo distintas combinaciones de pardmetros con valores préximos a los muestra-

les correspondientes a la hipétesis alternativa con Ay = —0.87 (casos 9, 3 y 6,

respectivamente).

Tabla 25: n = 5000,

ny = 20, Ng = 19, B =1000

test geodésico

mo?/nyo? | pr.  £1.9599646  pr.  +£1.9599646cs %VR %MER
0.60 || 0.6272  0.013404  0.62809 _ 0.006276  78.07 53.18
1.39 [ 0.8254 0.010524 0.82819  0.003958  85.85  62.39
2.31 0.8890  0.008708  0.88735  0.004672  71.22  46.35
Tabla 26: n = 5000, n; =20, ny;=19
test de Welch
no?/nqo? | P +1.9599646 By +1.95996466s %VR %MER
0.60 || 0.6304 0.013381 _ 0.63130 _ 0.005983  80.01  55.20
1.39 || 0.8278  0.010466  0.83063  0.003401  89.44  67.50
2.31 0.8900  0.008674  0.88834  0.004535  72.66  47.71
Tabla 27: n =5000, n; =20, ny =19
test de Cochran y Cox
mod/nyo? | . £1.9599646  py.  +1.95996466s %VR %MER
0.60 || 0.6058 0.013547 _ 0.60670 _ 0.006400  77.68  52.76
1.39 [ 0.8100 0.010875 0.81291  0.003864  87.38  64.47
2.31 0.8810  0.008976  0.87928  0.004638  73.30  48.33
Tabla 28: n =5000, n; =20, n, =19
test t de Student
nmo?/nyo? || P £1.9599646 By +£1.95996466s %VR %MER
0.60 || 0.6382 0.013320  0.63910 _ 0.005748 _ 81.38  56.85
1.39 [ 0.8260 0.010509 0.82884  0.003473  89.08  66.95
2.31 0.8892  0.008701  0.88754  0.004573  72.38  47.45
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Comparacion de las estimaciones de las probabilidades de los
errores tipo | para los cuatro tipos de test bajo distintas
combinaciones de parametros correspondientes a la hipotesis
nula (casos 8, 2 y 5, respectivamente).
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Comparacion de las estimaciones de las potencias para los
cuatro tipos de test bajo distintas combinaciones de parametros
correspondientes a la hipétesis alternativa (casos 9, 3 y 6,
respectivamente)
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En general, las estimaciones de las probabilidades de error de tipo I son muy
similares en el test geodésico y en el test de Welch. En el test t de Student para
el cociente de varianzas ponderado menor que uno (0.60) se obtienen estimaciones
superiores que en los anteriores tests pero, para valores mayores que uno (1.39
y 2.31) se obtienen estimaciones algo inferiores. Para el test de Cochran y Cox
se obtienen siempre estimaciones inferiores que las del test geodésico o el test de

Welch.

En la estimacién de la probabilidad de error de tipo I parece no ser afectada
por los diferentes cocientes ponderados de varianzas cuando se utiliza el test
geodésico o el test de Welch ya que la estimacion puntual no varia mucho y el
intervalo de confianza del 95% para la probabilidad de error de tipo I incluye el
nivel de significacién nominal (0.05) tanto bajo la estimacion sin aplicar la técnica
de reduccién de la varianza, p;,, como cuando se aplica, p;.. El test t de Student
también incluye el nivel de significacién nominal mientras que el test de Cochran
y Cox no lo hace cuando se utiliza como estimacién. p;, (cardcter conservador).

En los casos experimentales correspondientes a la hipdtesis alternativa se repara
en una tendencia a aumentar el valor de la estimacién de la potencia cuanto
mas grande es el cociente ponderado de las varianzas siendo los resultados mas
analogos entre ellos los del test geodésico y el test de Welch. Asi, para un Ay =
—0.4652 en los casos 7, 1 y 4 se pasa de 0.23 a 0.39 y para un Ap = —0.87, de
casi el doble que el anterior, en los casos 9, 3 y 6 se pasa de 0.63 a 0.89.

El test de Cochran y Cox tiene unos valores habitualmente por debajo de los
anteriores tests. El test t de Student es el que muestra menos variabilidad con

respecto a la variabilidad del cociente ponderado de varianzas.

Estimar la probabilidad de error de tipo I o I aplicando la reduccidén de la varian-
za, p1., produce unos intervalos de confianza mucho mdés estrechos de un orden
entre un 40% a un 60% (ver %M E R) consiguiendose los valores mayores cuando

el cociente ponderado de varianzas es mds cercano a uno.

Si ahora nos fijamos en el caso que tenga como parametros los valores mas cer-
canos a los valores muestrales, caso 1, vemos que la potencia es alrededor de
0.33 con un cociente ponderado de varianzas de 1.39 mientras que este mismo
nimero de caso bajo la suposicién de lognormalidad da una potencia estimada de
0.39 con un cociente ponderado de varianzas de 1.96. Asi que parece que existe
un incremento en el error de tipo II al pasar de la distribucién lognormal a la
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transformacién normal. Sin embargo, esta diferencia puede ser originada porque
realmente en el caso 1 bajo lognormalidad (g, = 115.00;0? = 13548.1) no sea
exactamente los valores muestrales (p; = 112.72; 62 = 11200.2)

Como conclusién final, se puede decir que con los datos muestrales obtenidos no
se producen ningun cambio en la aceptacién de la hipétesis nula dada a partir del
test t de Student al utilizar otros test mas adecuados o hacer la transformacién
de los datos para ajustarlo a una distribucién normal. Ademas, parece ser que
el posible cambio en la estimacién de los error de tipo I y II esta afectado por el
cociente de varianzas y no tanto por la transformacién de los datos lognormales
a normales. En cualquier caso, se recomendaria al usuario que verificara siempre
la igualdad de varianzas antes de realizar el contraste de comparacion de medias.
En el caso de que se rechazara y, ademas, los datos no se ajusten a una normal
sino a una distribucién lognormal es preferible transformar los datos originales
para convertirlos en normales que realizar un test como el de Welch para resolver

el contraste.
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7.1 Conclusiones y resumen de resultados

Se presenta a continuacién las conclusiones y un resumen de los principales re-

sultados aportados en la presente memoria.

o El principal resultado es la presentacion de una técnica de optimizacion en
estudios de Monte Carlo en Estadistica. Se basa en obtener un estimador
de la esperanza, p;., de una variable dicotémica, Y, que tiene una varianza
menor que el estimador habitual, la frecuencia relativa (p;.). Este estima-
dor optimizado se basa en el conocimiento de otra variable dicotémica (de
control), C, correlacionada con Y y de esperanza conocida, E(C). La apli-
cacién de esta técnica es sencilla de implementar. En simulacién de Monte
Carlo en estadistica es relativamente frecuente disponer de tales variables
de control. Asi, por ejemplo, en estudios de simulacién de la potencia de un
nuevo test no paramétrico se puede utilizar en ocasiones un test paramétrico

comparable, de potencia conocida.

e Se mostré que el nuevo estimador, $;., se puede obtener por diferentes
métodos: como estimador maximo verosimil, mediante variables de control
ajustadas por regresion, por esperanza condicionada y como el estimador

basado en la curva de regresién de la media.

e Se demostré que este estimador es insesgado, se obtuvo la expresién de su
varianza y que el modelo probabilistico asociado al vector aleatorio (Y, C) es
una familia exponencial curvada y que, por tanto, el estimador propuesto
no alcanza la cota de Cramer-Rao aunque es asintéticamente eficiente y

asintoticamente normal.

e Se obtuvieron diferentes estimadores de la varianza de p;. y se estudiaron

sus propiedades:

— 6%: Fue propuesto por Rothery basindose en argumentos estindar
de estimacién méximo verosimil. Se comprobé que se puede obtener,
alternativamente, por la técnica de variables de control o por el método
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delta de primer orden. Se verificé que este estimador de la varianza,

6%, tiene un sesgo negativo.

— 6%: Estimador insesgado sin una forma cerrada ya que esta basado
en esperanzas de inversas de variable binomiales truncadas. Se puede

evaluar, de todas formas, sin dificultad.

— 62: Estimador casi insesgado y de célculo mas sencillo que el anterior
ya que si se puede indicar explicitamente, basado en un aproximacion

propuesta por Grab y Savage.

— 6%: Estimador basado en la técnica bootstrap.

e Para valorar la reduccién de la varianza se propusieron estimadores pa-
ra la reduccién de la varianza y del margen de error relacionados con los

anteriores estimadores de la varianza.

e Para validar los resultados tedricos anteriores y para obtener algunas pro-

piedades se realizaron dos estudios de simulacion.

— Uno de ellos se basa en obtener una estimacion de la potencia de un test
propuesto por Burbea y Oller (1982) que compara simultaneamente las
medias 1, g2 y las varianzas o2, 02 de dos variables aleatorias normales
independientes. Se fundamenta en el criterio de distancia geodésica
entre distribuciones. El test que se utilizé6 como control, con potencia
conocida, fue el test t de Student. En la preparacién de este estudio
se comprobé que varios algoritmos de calculo comunes en estadistica
y en simulacién deben de organizarse de forma distinta de lo habitual

para aprovechar las capacidades de los procesadores vectoriales.

— El otro estudio de simulacién pretende validar la técnica presentada
sin que corresponda a ningun estudio concreto. Se generan tablas de
contingencia 2x 2 que representan el resultado final de una “verdadera”
simulacién de un tamafio n de pares de variables dicotémicas (Y, C)
para unos valores de probabilidad de cada celda prefijados.

e En ambos casos, los mejores resultados se obtienen con los estimadores de
la varianza de p1.: 63, 645 y 6% mientras que con 6% se obtiene valores
menores que la “verdadera” varianza. Los cuatro diferentes estimadores de
la reduccion de la varianza dan valores sesgados. Los que utilizan &3, 6%
y 6% dan, de forma sistematica, estimaciones inferiores que la “verdadera”
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cantidad de reduccién de la varianza, lo cual es preferible a estimaciones
superiores a esta cantidad (excesivamente optimista), como pasa en algunas
ocasiones con 6%. En cuanto al margen de error estd muy préximo al 95%
cuando se basan en ¢}, 645 y 6% mientras que con ¢} también es un valor
cercano a este porcentaje pero sistemdaticamente estda por debajo. Por tanto,
por su simplicidad y por la falta de diferencias sustanciales con el estimador
insesgado, &%, en las condiciones de simulacién estadistica (gran nimero,
n, de réplicas de simulacién, y sin tener que estimar valores extremos de
pi;) se propone el estimador 6%g como el mds apropiado de entre los cuatro

estimadores de la varianza de p..

o El siguiente paso fue presentar un nuevo test, geodésico, basado en la dis-
tancia de Rao, para resolver el problema de Behrens-Fisher. Primero, se
puso de manifiesto la dificultad de resolver el problema de Behrens-Fisher
ya que el submodelo paramétrico bajo la hipotesis nula de igualdad de me-
dias es una familia exponencial curvada y, a continuacidén, se presentaron
algunas de las soluciones practicas actualmente empleadas. El nuevo test
no tiene una forma cerrada (4.17), quedando en funcién de un sistema de
ecuaciones que debe ser resuelto numéricamente. Esto hace que sea muy
dificil de resolver el problema distribucional de calcular el punto critico c,
que debe de satisfacer P{D? > ¢,|Hs} = a. Como solucién se opté por
aproximar su valor mediante bootstrap paramétrico.

e A partir de la técnica de optimizacién presentada anteriormente se estudié
la potencia de este nuevo test por simulacién teniendo como variable de
control, de nuevo, al test t de Student. Para valorar la potencia de este
test, se utilizé6 como referencia la potencia obtenida en el mismo proceso
por una de las mds habituales soluciones al problema de Behrens-Fisher,
el test de Cochran y Cox. Los resultados de simulacién sefialan que el
test geodésico es mejor que el test de Cochran y Cox, especialmente para
tamafios muestrales bajos. La extension del test geodésico es siempre igual
o muy proxima al nivel de significacién nominal y es mas potente que el test
de Cochran y Cox. Ademds, este iltimo test tiene un caracter conservador
que sélo se detecta claramente, en tamafios muestrales pequefios, si se utiliza
esta nueva técnica de optimizacion de las simulaciones. Por otro lado, los
resultados de reduccién de la varianza fueron de un valor minimo del 75%
para varianzas semejantes entre las poblaciones y de un 42% para varianzas
muy diferentes de hasta cuatro veces una mds grande que la otra. Ademds,
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la utilizacién de esta técnica supone un minimo esfuerzo en la complejidad

del disefio de la simulacion.

Una cualidad importante en un test, excluyendo su potencia, es su robustez.
Se presentaron dos casos estudiados por simulacién, uno en el cual las ob-
servaciones seguian una distribucién lognormal y en otro caso seguian una
distribucién gamma. Situaciones que pueden ser factibles en casos reales.
En el primero se hizo un estudio bastante completo en el que se concluyd
que el test geodésico es preferible para tamafios muestrales pequefios, las
diferencias se van diluyendo con el test de Cochran y Cox para tamarfios
muestrales mayores. En cualquier caso, se observa que es mejor utilizar la
estimacién de la potencia a partir de la técnica de optimizacién que utilizar
la frecuencia relativa. En el segundo caso, mas que plantear un estudio de
la robustez bajo la distribucién gamma lo que se presenta es un ejemplo
bajo el cual la técnica de optimizacién no funciona adecuadamente y cémo
puede ser solucionado este problema. Los pocos resultados de simulacién
obtenidos de la robustez son congruentes con los del caso anterior.

Se concluye que ambos tests son bastante robustos, al menos para los dos
casos estudiados y que solamente un buen conocimiento de las técnicas
de generacién de variables aleatorias, y en general de la estadistica com-
putacional, permite diagnosticar y solucionar problemas de disefio de las
simulaciones como ocurre con el segundo caso.

Por ultimo, se exponen dos casos reales, dentro del entorno médico-biolégico,
donde surge el problema de Behrens-Fisher. En ambos estudios, se ignora-
ron probables diferencias entre las varianzas, y se aplicé el test t de Student.
Por consiguiente, se incurrio en un error que repercute en que los p-valores
no son los que corresponden pudiendo llegar a afectar a la conclusién final
del test. Ademas, en el estudio sobre la diabetes la prueba de Lilliefors para
contrastar la normalidad fue rechazada. Asi, primero se obtuvieron cuales
son los resultados para diferentes tests: de Welch, Welch-Aspin, Cochran
y Cox, t de Student y test geodésico (se hizo un programa para este fin)
y, a continuacién, se estimé las verdaderas probabilidades de error de los
test anteriores, excepto el de Welch-Aspin, para valores de los pardmetros
poblacionales alrededor de los resultados muestrales empleando la técnica

de optimizacion.
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Se obtuvo que tanto el test geodésico como el test de Welch son igualmente
correctos y robustos frente a las desviaciones de la normalidad estudiadas.
El test de Cochran y Cox puede enmascarar diferencias entre las medias
cuando el cociente de varianzas es préximo a uno, por su caracter conserva-
dor. En ambos casos, las conclusiones finales de los articulos que utilizaron
estos datos reales son “correctas”, en tanto que coinciden con las que se
obtuvieron mediante una técnica estadistica mas apropiada. En general, se
puede concluir que el posible cambio en la estimacién de los errores de tipo
I y II estd afectado por el cociente de varianzas y no tanto por la falta de
normalidad de los datos.

Es importante resaltar lo sencillo que es utilizar la nueva técnica de reduc-
cién de la varianza para el estudio de simulacién de cualquier estadistico

aplicable a problemas reales.
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Apéndice A

Obtencién de iy a partir del
nomograma

Con el conocimiento de la potencia tedrica del test de control, t de Student, se
puede obtener el valor de u; gracias al uso del nomograma para la determinacién
de la potencia del t de Student (Tabla 10 de Biometrika Tables (1976)).

En el nomograma se muestran las diferentes curvas de potencias que dependen
de:

e Potencia del test: G,
e Nivel de significacién del test: o

Grados de libertad: v

* Pg,

Gracias a que se sabe la potencia, el nivel de significacion y los grados de libertad

del test se obtiene, a partir del nomograma, ¢g,

¢ — (/"'2 — p’l) ___1___
ﬂc ay ‘\/2
donde y es la variable aleatoria Z; — #; siendo z; ~ N(u1,0) independiente de

4 — ny+n
zo ~ N(i2,0). Asi que, oy =0 e

Se despeja i,

- n+n
ﬂ2=#1+‘/20¢6c\/ — (A1)

niny
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y, por tanto, ya se ha conseguido la expresién que se buscaba.

En nuestros estudios de simulacién de la potencia de un nuevo test para el proble-

ma de Behrens-Fisher utilizamos (A.1) siendo la varianza comin, o2, una media
ponderada de las varianzas, o7 y o2 (4.25):
o? = n10? + nyo?
n1 + ng
con lo cual, ps queda como:
\/— 0'12 0’%
pz = p1+ V2P A — + = (A.2)
Nag m

En algunas simulaciones se han practicado las siguientes restricciones:
Ny =nNa="n
pr =0
1 i in, o2, calculad ha indicad i i
y la varianza comin, ¢*, calculada como se ha indicado anteriormente, siempre

ha sido igual a 1. Asi pues, el valor de y, se consigue como

e = 20— (A3)



Apéndice B

Distancia de Rao

En estadistica es habitual expresar un conjunto de poblaciones estadisticas a

través de un modelo paramétrico
M = {p(z;0) 6 € O abierto de R}

donde p(z;6) son funciones de densidad respecto de alguna medida de referencia

y cada poblacién es representada por p(z; @) bajo un 6 € © fijo.

Bajo esta premisa y utilizando conceptos de geometria diferencial, en 1945 Rao
en su articulo “Information and Accuracy Estimation of Statistical Parameters’
aparte de obtener la desigualdad de Cramér-Rao, introduce en tres apartados
finales: “The population space”, “The distance between two populations”y “Dis-
tance in tests of significance and classification”, una distancia Riemanniana en

M y su uso en inferencia y anadlisis de datos. Rao procede como sigue.

Nuestras poblaciones vienen caracterizadas por
p(z;0), 8 = (61,0,,...6,) (pardmetros poblacionales)

entonces, variando 6 obtenemos un conjunto de poblaciones que puede ser re-
presentado en un espacio de ¢ dimensiones (espacio de las poblaciones). Dos
poblaciones contiguas difieren (salvo érdenes superiores) en:

dp= Z apdﬂ

i=1

y si consideramos la discrepancia relativa

dp 10p Ologp
Zpaad‘)“g —50, 40

201



202 TESIS DOCTORAL. APENDICE B

y finalmente su varianza, tendremos la forma cuadratica diferencial, definida po-

sitiva:
ds? = ( ) Z E (abg”ag;g-”) d6:do; = Z 9:16:d0;
1,7=1 J 1,7=1
con
L Blogpalogp)
9 =8 ( 36; 00 (B.1)

Esta forma cuadrética tiene importantes propiedades:

e Es invariante bajo transformaciones biyectivas (y medibles) de los datos.

e Es invariante bajo cambios (suaves) en la parametrizacién de las poblacio-

nes.

Asi g;; constituye las componentes de un tensor covariante simétrico de segundo

orden que proporciona una métrica Riemanniana al espacio de poblaciones.

Dadas, entonces, dos poblaciones A y B (no necesariamente préximas) con pa-
rametros poblacionales 04 y 0p respectivamente, podemos encontrar la distancia
entre ellas por integracion de ds a lo largo de la curva geodésica; las ecuaciones
de esta geodésica se pueden expresar como funcién de un pardmetro ¢,

0(t) = (61(2), .- - ,04(2)),

donde 6(t) es la solucién del sistema de ecuaciones diferenciales ordinario de
segundo orden conocido como las ecuaciones de Euler-Lagrange

d%0 g db; do;
2 Tl =0 k=1,..., (B.2)

con las condiciones de contorno
H(tA) =0, g(tB) = 0p

y la propiedad que cualquier curva geodésica es tal que su vector tangente tiene

norma constante, es decir,

S g B
%i constante.

t,5=1
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Esta constante se puede hacer igual a uno si tomamos como parametro ¢ la lon-

gitud del arco.

En (B.2), T¥; son los simbolos de Christoffel de segundo orden asociado al tensor

métrico g;; definidos por
q
k ..
Fij = Z gkl[% 1]
=1

con

.. 1 (0gu | Ogii  Ogi
50 =3 (azj + agoj,- B agof)

que son los simbolos de Christoffel de primer orden y (%) es la matriz inversa de
(9i5)

En resumen, la 6(t) se obtiene resolviendo las ecuaciones de Euler-Lagrange con
las condiciones de contorno y teniendo en consideracion que el vector tangente
tiene norma constante. Ademads, los valores de g;; son determinables a partir de
(B.1). Por lo tanto, se puede encontrar la distancia por integracién de ds desde
A hasta B a lo largo de la geodésica:

AA, B) = / ”

ta

i db; db;
\) Z gijﬁ-ét_dt

i,5=1
que denominaremos distancia de Rao entre funciones de densidad.

Todos estos conceptos y la metodologia asociada se han aplicado para el caso de

poblaciones normales de media y varianzas desconocidas
1 (z = p)?
p(z;p,0) = Ty oXP {-“'*2;;2—

(m,0), p € R, 0 € R, donde tendremos

g = E ((%logp(x;n,o))2> =E<££;—4”X> = %

d i) ) ~
E(ﬁlogp(w,u,o)a—alogp(x,u,a) =

- B(E (S e ) =

1 1 2
922 = E(;'l”g(“?—u)‘i—;;(x-#)z):

g21 = g12
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de manera que
2 2
gt ) 20

o? o?

Los simbolos de Christoffel de primer orden son:

Ly = 5 (%) =0

2\ Ou
1 6911) _ 1
11,2] = —2(80 T o8

_ l a911) ___i
[12,1] = [21,1] 2 (—30' ==
1
2

[22,2] =

_ 1 3_gzz)_
[22,1] = _2(6# =

[21,2] = [12,9]

I
DO} b
N

(o))
D
oI
S—”’
i
<

Como

gll — 0_2 g12 — g21 =0 g2 =

los simbolos de Christoffel de segundo orden son:

I = ¢7'1,1]=0
1
Ffl = 922[1132] = 5;

1
Fiz = F;I = 911[127 1] = —;

1
2. = o222 -
22 g [ 2’2] P

I‘;z = gu[22, 1] ={
Ffz = Fgl = 922[2172] =0

Asi, las ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden de las geodésicas

quedan como

!EZ?‘EEEt‘:
l

fo L&) L&),
di2 " 20 \dt) o \dt)
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que habrd que resolver para unas condiciones de contorno adecuadas (que pase

por los puntos (za,04) v (eB,08)) vy ademés si tomamos la longitud de arco
como pardmetro ¢ tendremos:

() 2(2)
dt o? \ dt -

El dltimo paso es calcular la integral entre los dos puntos A y B en la geodésica

tp
MA, B) = M(pa,04),(pB,0B)] = [ dt
ta
que nos conducird a obtener la distancia entre ellas (Atkinson y Mitchell, 1981;
Burbea y Rao, 1982), la llamada distancia de Rao entre dos distribuciones
normales univariantes:

/\[(,UA,U'A),(PB,UB)] = 2\/§tanh'l (A B)
_ 1+ A(A4, B)
= V2|l | BT A(AB)

con

(HA - ﬁB)2+2(0'A _ 0‘3)2}1/2

L (et e






Apéndice C
Bootstrap parameétrico

El bootstrap es un método de estimacién de la distribucién muestral de un es-
tadistico (o de algunas de sus caracteristicas, como la desviacién tipica), pro-
puesto por Efron (véase Efron, 1979 y 1982), que considera a la muestra como si
fuese la poblacién y que, en su implementacién mds habitual, utiliza el método
de Monte Carlo para obtener nuevas muestras (remuestras) y a partir de ellas
hacer la estimacién deseada. Por este motivo, es una técnica que necesita para

su aplicacion de un ordenador.

El bootstrap tipico tiene las siguientes fases:

1. Tomaremos muestras al azar con reemplazamiento de la muestra original
de igual tamafio a ésta.

2. Calcularemos en cada muestra el estimador (o mds en general, el estadistico)

A

de interés, 6.

3. Repitiendo este proceso un nimero B adecuado de veces, obtendremos una
muestra de los valores del estimador §. A partir de esta muestra se po-
dra calcular el valor medio muestral, la varianza muestral, la distribucién
empirica ... que, supuestamente, se pareceran a las correspondientes carac-

teristicas de la distribucién de 4.

En nuestro caso, el test geodésico, el problema es obtener una adecuada estima-
cién de la probabilidad de que la distancia minima de Rao al cuadrado ponderada
por los tamaiios muestrales n; y n; (4.15), D?, sea mayor o igual que el valor ob-
tenido de esta misma distancia en la muestra original, D?(x), bajo la suposicién

207
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de igualdad de medias (hipdtesis nula):
P(D? > D*(x)|Ho)

donde x representa la muestra original. Como dato a tener en cuenta, sabemos
que las variables aleatorias X;, X, son normales. Por tanto, en vez de realizar
el tipico bootstrap utilizando remuestreo no paramétrico (muestras con reem-
plazamiento de la muestra original), se tiene en cuenta la informacién anterior.
Asi, a partir de la muestra se estiman los valores de los pardmetros de la dis-
tribucién normal que seran utilizados para ir generando remuestras normales de
igual tamafio que la muestra original. A esta técnica se la denomina bootstrap

paramétrico.

El proceso, mas detallado, es el siguiente:

Se generan un ndimero fijo, B = 1000, de remuestras paramétricas
del mismo tamafio que X, n; + ny. Cada una de las remuestras x*
se produce por la generacién de n; valores i7d de una distribucién

normal de media - _
T3 + N2z

n1 + ng

y desviacién estandar s;, junto con n, valores de una distribucién
normal con la misma media comin, Z, y desviacién estandar s,:

T =

X" = (211r e 1 Tny3 T215 -+ 1 Ty)-

Para cada remuestra x*, el valor correspondiente del test es-
tadistico, D?, se calcula de la misma manera que D? y la pro-
babilidad Prob{D? > D*(x)|Ho} se estima por medio de:

_#DE2 DY)+ 1

P*
B+1

Para un nivel de significacién fijo a (en nuestro caso, a = 0.05), la
hipétesis nula se rechaza (Y = 1) si P* < a, y se acepta (Y = 0)
en caso contrario.

La estimacién P* de Prob{D? > D?(x)|Ho}, en lugar de la frecuencia relativa
(#[D? > D?*(x)]/B), garantiza que el nivel de significacién bajo la distribucién
bootstrap sea realmente o en el sentido de que Prob{P* < a|N(Z,s1,s2)} <
a (Dwass, [21]). Lo cual no garantiza que el verdadero nivel de significacién

Prob{P* < a|N(u,01,02)} sea realmente a.
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Para escoger el nimero de remuestras adecuado se han hecho diferentes ensayos
de la simulacién para B = 500, 1000, 10000 donde se observé que con B = 1000
se obtenia el mejor valor de estimacién boostrap en relacion con el gasto de CPU
requerido.

No ha sido probada teéricamente la validez del proceso bootstrap (y dificilmente
lo sera con las herramientas analiticas actuales, ya que el estadistico tiene forma
implicita (4.17)), pero los resultados de simulacién sugieren que su comporta-
miento es bastante bueno.
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