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Presentacio

A principis de la decada dels 40, K. Ito va introduir la integral estocastica, per integrands
uniparametrics i adaptats. La teoria de la integraci6 estocastica va permetre desenvolupar
P’estudi de les anomenades equacions diferencials estocastiques.

Posteriorment la definicié d’integral estocastica s’ha estés a processos multiparameétrics i a
processos no adaptats. A partir d’aquestes extensions s’han pogut estudiar les equacions
diferencials estocastiques en derivades parcials i les equacions diferencials estocastiques
anticipatives.

Presentem aqui 'estudi de les propietats de dues equacions diferencials estocastiques: una
en derivades parcials per processos biparametrics que convertim en una equacié integral
estocastica en el pla, i una difusié amb condicié inicial anticipativa. Sobre la primera
estudiem el suport topologic de la llei de la solucid, establim un principi de grans des-
viacions quan considerem petites perturbacions del soroll que governa I’equacié i provem
Pexisténcia 1 regularitat de la llei de la solucié. L’estudi de I’equacié anticipativa es cen-
tra en l'existeéncia i regularitat de la llei de la solucid sota hipotesis de diferents graus de
degeneracié. També s’estudia el cas en que ’equacié anticipativa estd governada per un
moviment brownia de dimensid infinita.

Equacions diferencials estocastiques en el pla

A Darticle Sur une Equation Différentielle Stochastique [C], ’any 1972, R. Cairoli va estu-
diar I’equacié integral estocastica

dX(s,t) = a(X(s,t))W(ds,dt) + b(X(s, t))dsdt,

(s,t) € IR?'_, on W és el procés de Wiener definit en el pla. Sota certes condicions de
regularitat sobre els coeficients, va obtenir Pexisténcia 1 unicitat de la solucié.
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Posteriorment, altres autors han estudiat diferents tipus d’equacions diferencials es-
tocastiques amb parametre bidimensional. Cal destacar, entre d’altres, els articles de
J. Yeh [Y] o de D. Nualart i J. Yeh [N-Y].

Al curs que J.B. Walsh va donar a Saint-Flour, An introduction to partial differential
equations [W], s’introdueixen diverses equacions diferencials estocastiques en derivades
parcials. En particular, estudia ’equacié parabolica, coneguda per “’equacié del cable”,

(t T) = 25 PX 4 2) = B(X(t,2)) + F(X(L,2)W(dt,dz), t>0,0<z<L,

—5;(t,0) = E(t,L) =0, t>0,
X(0,z) = Xo(z).

Va establir I’existéncia i unicitat de la solucié, donant-la en la forma integral

L t L
X(t,2) = / G, y)Xo(y)dy + / / Grealz, y)b(X (s, y))dsdy
t L
+ / / Gl 9) F(X (5,4))W(ds, dy)

on G¢—s(z,y) és la solucié fonamental de ’equacié del calor amb condicions de contorn.
Treballs posteriors han estudiat les propietats de la solucié d’aquesta equacié. Aixi, R.B.
Sowers [So] obté un principi de grans desviacions per I’equacié pertorbada; V. Bally, A.
Millet i M. Sanz [B-M-S] estudien el suport de la llei de la solucié; E. Pardoux i Z. Tusheng
[P-Z] obtenen ’existéncia de densitat i V. Bally i E. Pardoux [B-P] demostren la regularitat
de la densitat.

Seguint la metodologia presentada per J.B. Walsh, ’any 1988, R. Carmona i D. Nualart, a
I’article Random Nonlinear Wave Equations: Smoothness of the solutions [C-N], estudien
I’equacié diferencial estocastica de tipus hiperbolic, coneguda com “equacié d’ona”

02X 02X
EY —(t,z) — W(t’ z) = a(X(t,2))W(dt,dz) + b(X (¢, 7)),
t € [0,00), £ € I C IR. Per donar sentit a aquesta equacid, ’escriuen en forma integral de
la manera seguent,

X(t,z)=Xo+ // (X(s,y)) W(ds,dy) + b(X(s, y))dsdy)

on D(t,z) és el triangle determinat pels punts (0, z—1), (0, z+t) i (¢, 0). Estudien ’existéncia
i unicitat de la solucié sota certes condicions de regularitat sobre els coeficients, obtenen
una propietat de Markov per la solucid i demostren I’existéncia i regularitat de la densitat
de la llei de la solucié en un punt fix.



Equacions diferencials estocastiques en el pla 3

L’any 1990, M. Farré a [F 1], introdueix el seglient tipus d’equaci6 diferencial estocastica
hiperbolica

0’X
@(s,t) az(X, s, )W (ds,dt) + as(X,s,t) + a2(X,s t) (s t)+ai(X,s t) (s t).

Déna sentit a 'equacid, presentant-la en la forma integral

a,t Rs,t

X(s,8) = Xo + / a1 (u, v) X (u, dv)du + / a1, v) X (du, v)dv

+/ a3(X,u,v)W(du,dv)+/ as(X, u,v)dudv,
Rl,t

s,t

(s,t) € [0,1] x[0,1], on R, ; indica el rectangle (0, s] X (0,t]. Sota certes condicions sobre els
coeficients, demostra I’existéncia i unicitat de la solucié dins la classe de les semimartingales
representables. Utilitzant aquest tipus de representacié demostra també ’existéncia de
densitat. de la solucié en un instant de temps fixat. Aquests resultats estan recollits a [F
2] i [F-N].

Al Capitol 1 d’aquesta memoria s’estudia aquesta equacié des d’un nou punt de vista.
Seguint les idees presentades per Walsh, es déna sentit a la solucié de ’equacié utilitzant
la funcié de Green, que indicarem per v, :(u,v), associada a l'operador diferencial

2f

Lf(s,t)= (s t) —ai(s, t)at(s t) — az(s, t)a (s, ).

S’obté aixi una representacio integral de la forma

X(s,t) =Xo + / ¥s,t(t, v)[as (X, u, v)W(du, dv) + as(X, u, v)dudv).

s,t

A partir d’aquesta representacid, s’estudia el suport de la solucié, es demostra I’existéncia i
regularitat de la densitat i s’obté un principi de grans desviacions per 1’equacié pertorbada.
Aquests resultats estan recollits als articles [R-S 2] i [R-S 3].

El mateix principi de grans desviacions es pot també demostrar utilitzant la representacié
de la solucié donada per Farré. Aquest resultat es troba a [R-S 1].
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Equacions diferencials estocastiques anticipatives

El 1975, A.V. Skorohod presenta a On a generalization of a stochastic integral [Sk] una
extensié de la integral d’Itd, coneguda com la integral de Skorohod, que permet inte-
grar processos no adaptats. D. Nualart i E. Pardoux a 'article Stochastic calculus with
anticipating integrands [N-P] publicat el 1988, introdueixen la integral de Stratonovich ge-
neralitzada, que permet integrar processos no adaptats. També en aquest mateix article,
desenvolupen el calcul estocastic anticipatiu, tant per la integral de Skorohod com per la
integral de Stratonovich generalitzada. Aquesta tltima té I’avantatge que satifa les regles
del calcul diferencial ordinari.

Un cop desenvolupat el calcul estocastic anticipatiu, es poden formular equacions diferen-
cials estocastiques tals que les seves solucions siguin processos no adaptats. Aquest és el
cas, per exemple, en que la condicié inicial no és independent del procés de Wiener o quan
imposem condicions que relacionen els valors del procés als instants inicials i finals del

temps.

Considerarem una equacié diferencial estocastica del tipus:

k t t
Xe=Xo+ Y [ Adx)oawi+ [ ax)ds
i=1 70 0

k< oo,t€[0,1],on W = {W,, t € [0,1]} és un moviment brownia d-dimensional a 1’espai
canonic (Q2,F, P) 1 X, és una variable aleatoria integrable qualsevol.

Sota certes hipotesis sobre els coeficients, D. Ocone i E. Pardoux van demostrar a A ge-
neralized It6-Ventzell formula. Application to a class of anticipating stochastic differential
equations [O-P], l’existéncia i unicitat de la solucié (en realitat ho van demostrar per
una classe més general d’equacions). Utilitzant una férmula de substitucid, la solucié de
I'equacié s’escriu com @¢(Xo), on {p(z), t € [0,1], z € IR?} és el flux associat a 'equacié
anterior, és a dir, és la soluci6 de 'equacid diferencial estocastica adaptada

k t t
oile) =2+ ) / Ai(ipa(@)) 0 AW + / Ao(ps(2))ds,

te(0,1], z € R%

S’han estudiat diverses propietats del procés anticipatiu ¢;(Xy), composicié del flux es-
tocastic amb una condicié inicial aleatoria anticipativa. El 1992, a Large deviations for a
class of anticipating diferential equations [M-N-S], A. Millet, D. Nualart i M. Sanz obtenen
un principi de grans desviacions. També el 1992, a Support theorems for a class of antici-
pating stochastic differential equations [M-N], A. Millet i D. Nualart estudien el problema

del suport.
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El 1991, T. Masuda demostra P’existéncia de densitat a Absolute continuity of distributions
of solutions of anticipating stochastic differential equations [Mas]. La regularitat de la
densitat és estudiada per M.E. Caballero, B. Fernandez i D. Nualart a Smoothness of
distributions for solutions of anticipating stochastic differential equations [C-F-N], publicat

el 1995.

El treball que presentem segueix la linia iniciada per Masuda i per Caballero, Fernandez
i Nualart. A [C-F-N] es demostra la regularitat de la densitat sota una hipotesi de
Hoérmander restringida i per una condicié inicial afitada. En el Capitol 2 d’aquesta memoria
s’estén aquest resultat en diverses direccions. Primer de tot, s’obté la regularitat de la
densitat suposant que la condicié inicial pertany a Pespai (1,5, LP(£2), afeblint per tant la
hipotesi d’afitacié de la condicié inicial. S’obté després un resultat analeg amb una hipotesi
de Hérmander no restringida, generalitzant també el resultat de [C-F-N]. Finalment, se-
guint les idees presentades per Bell i Mohammed a An extension of Hérmander’s Theorem
for infinitely degenerate second-order operators [B-M 1], presentem un resultat on s’obté
regularitat de la densitat en un cas degenerat, en el que la hipotesi de Hormander falla
en un conjunt determinat de punts que satisfan unes certes condicions. Aquests resultats
estan recollits a [R-S 4].

Finalment, s’estudia ’equacio

[o3°) t t
X: = Xo +Z/ A,-(Xs)ode+/ Ao(X,)ds,
i=1 V0 : 0

t € [0,1]. El cas adaptat Xg = z¢ € IR? ha estat estudiat per Nguyen Minh Duc, D.
Nualart i M. Sanz el 1990 a Application of Malliavin Calculus to a Class of Stochastic
Differential Equations [N-N-S]. En aquest article demostren ’existéncia i la regularitat de
la densitat de la solucid.

Al Capitol 3 es dona sentit a la solucio en el cas anticipatiu, mitjancant la composicié del
flux estocastic amb la condicié inicial anticipativa, i es demostra, seguint la metodologia
de [N-N-S], I'existéncia i la regularitat de la densitat a un instant de temps ¢ fixat.



ESTUDI D°UNA EQUACIO HIPERBOLICA

Capitol 1.

1.1. INTRODUCCIO

El primer capitol d’aquesta memoria esta dedicat a estudiar la segiient equacié diferencial
estocastica en derivades parcials

X _
Bsot

Lk as(X,s,t) Wi+ as(X, s, 1), (1.1.1)

(s,t) € R, X, = Xo sobre els eixos.

Per {W,, (s,t) € R} 2} denotem un soroll blanc en (IR%, B(IR3)), X és una variable
aleatoria JFoo-mesurable, on {F,:, (s,t) € IR} } és la filtracié natural associada al drap
brownia {W,, (s,t) € R1}; a;, i = 1,2 sén funcions reals definides es R2 i a;, i = 3,4
sén funcions reals definides en C(IR%) x RZ.

El cas a; = a2 = 0 ha estat estudiat en profunditat (veieu per exemple, [C] o [Y]);
presentant la solucié en la seva forma integral corresponent

Xt =Xo +/ [as (X, u,v) dW, , + a4 (X, u,v) dudv], (1.1.2)

ot

on Rs;: és el rectangle (0,s] x (0,¢] i la integral estocastica és la integral d’'Ité a dos
parametres definida a [W-Z] (veieu també [C-W]).
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A [F-N], Farré i Nualart han analitzat ’equacié (1.1.1) des del punt de vista seglient. Es
considera una solucié de (1.1.1), un procés X = {X,;, (s,t) € R2} continu i F, -adaptat,
que satisfaci ’equaci6 integral

Xt =Xo+ / [a1(u,v) X (v, dv) du + az(u,v) X (du,v)dv

2t

+ a3(X,u,v) dWy o + as(X,u,v) du dv]. _ (1.1.3)

Les dues primeres integrals estocastiques mixtes en (1.1.3) tenen sentit quan X pertany
a la classe dels processos amb dos parametres anomenats Semimartingales representables.
Els processos d’aquesta classe es poden escriure com la suma d’integrals estocastiques i
mixtes respecte el drap brownia i d’una integral de Lebesgue. Aquesta classe de processos
ha estat estudiada a [Gu-P 1].

Al Teorema 2.1 de [F-N] s’estableix 'existencia i unicitat de la solucié de (1.1.3) dins la
classe de les semimartingales representables. Sota el conjunt d’hipotesis (H;)
(H11) existeix una constant C > 0 tal que, per tot f, f' €C,(s,t) €T i7=3,4
lai(f,s,t) —ai(f',s,8)|<C sup | f(u,v) = f'(u,v)],
0<(u,v)<(s,1)
lai(f,s,)|<C sup  (1+[f(u,0)]),
0<(u,w)<(s,1)
(H12) a;, ¢t =1,2, sén afitades,

han demostrat, utilitzant tecniques del calcul estocastic a dos parametres, que 'inica
solucié de (1.1.3) satisfa

t
X,1=Xo +/ az(X,u,v) dW, , +/ / B1(w; u,v)dw dW, ,
Ra.t Rl,t 0
+ / / Ba(u,vir)dr dWy,, +/ o(u,v)dudv, (1.1.4)
R.'g 0 Ra,t

on

Br(w; u,v) = az(u, w) Ljy<w) (as(X,U,v) +/ ﬂl(w';U,v)dw') , (1.1.5)

0
ﬂ2(u,v; 7‘) = al(r,v) l{usr} (a3(Xauav) + / IBZ(U,U; r')dr') ) (116)
0

@ (u,v) = ag(X,u,v) + a1(u,v) /0“ o(r,v)dr + az(u,v) /Ov o(u,w) dw

ra(uo) [ Aiwinw) dWowtarwo) [ Bl W, (117)
Ru,u Ru,u

u,v,w,r € Ry.
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A partir d’aquest moment, anomenarem solucid forta de (1.1.1) al procés {X,+, (s,t) €
R} } definit per (1.1.4).

Recentment, Norris (veieu [No]) ha demostrat un teorema d’existéncia i unicitat per una
classe d’equacions diferencials estocastiques hiperboliques més general que (1.1.1). El
metode que utilitza estd basat també en el calcul estocastic a dos parametres per a semi-
martingales. El seu teorema és 1til per tal de construir processos en varietats Riemannia-
nes, en particular, una drap brownia a valors en una varietat.

El treball que es presenta al primer capitol d’aquesta memoria tracta de I’estudi de ’equacié
(1.1.1) des d’un altre punt de vista. Per altres casos estudiats a la literatura sobre equacions
diferencials estocastiques paraboliques i el.liptiques en derivades parcials, sembla natural
plantejar-se la solucié de ’equacié a partir del métode de Riemann per ’equacié deter-
minista analoga a (1.1.1). Considererem l'operador diferencial de segon ordre £ definit

per
82 S, 0 S, a 3
Lf(s,t)= -—a];(—at-t—z —ai(s,t) —Jf% —az(s,t) -f—ézﬁ (1.1.8)

i indicarem per 7, ¢(u,v), 0 < u < s, 0 < v < ¢ la funcié de Green associada a aquest
operador.
Definirem aleshores la solucié de ’equacié (1.1.1), com un procés X = {X, 4, (s,¢t) € ]R_z*_}
continu i F, ;-adaptat que satisfaci I’equacié integral

Xot=Xo + / ¥s,t(u,v) [ag(X,u, v) AWy, + as(X,u,v) du dv] . (1.1.9)

s,t .

Aquesta expressio és un generalitzacié de la (1.1.2).
A les diferents seccions d’aquest capitol s’estudia la solucié de (1.1.1) des d’aquest nou
punt de vista.

A la segona seccid, es demostra I’existéncia i unicitat de la solucié (Teorema 1.2.1) utilitzant
I'expressié (1.1.9) sota el conjunt d’hipotesis (H,), una mica més fort que el conjunt (H,).
Es comprova que la nova solucié coincideix amb la solucié feble, és a dir, és la solucid si
ens ho mirem com distribucions (Proposicions 1.2.3 1 1.2.4). Per aquesta rad, anomenarem
solucid feble a aquest nou procés. S’estableix després que les dues nocions de solucié, la
feble i la forta, sén equivalents (Proposicié 1.2.5).

La representacié (1.1.9) sera més apropiada que la (1.1.4) per ’estudi de les propietats del
procés solucié de (1.1.1), de manera que, a partir d’aquest moment s’utilitzara basicament
la nova representacio de la solucié.

A la tercera secci6, s'estableix un resultat d’aproximacions de la solucié (Teorema 1.3.5).
A partir d’aquest resultat, seguint el métode presentat a [M-S 1] i [M-S 2], obtenim un
teorema del suport pel procés solucié (Teorema 1.3.4).

A la quarta, s’apliquen les eines del calcul de Malliavin per deduir I’existéncia i regularitat
de la densitat de la llei de X, 4, s-t # 0 (Teorema 1.4.4). Per a; = a; = 0 i X multidi-
mensional, aquest problema ha estat estudiat a [N-S 1] i [N-S 2]. L’existéncia de densitat
també ha estat provada a [F 2] a partir de la representacié (1.1.4), perd usant la ( 1.1.9),
aquesta quiestié esdevé més senzilla.
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A la cinquena seccid, s’estableix un principi de grans desviacions per la familia {X¢, € > 0}
de solucions de (1.1.9) obtingudes per pertorbacions del soroll blanc (Teorema 1.5.6).
Per a; = a; = 0 i X multidimensional, aquest resultat ha estat estudiat a [D-D]. En
comparacié amb aquest article, la nostra equacié presenta la dificultat que el procés
{me ¥s,t(u,v) az(X,u,v) dWy 4, (s,t) € IRi} no és una martingala, de manera que
cal desenvolupar desigualtats exponencials per aquests tipus de processos. El principi de
grans desviacions pot obtenir-se també a partir de la representaci6 (1.1.4), pero la feina a
realitzar és molt més llarga.

Finalment, a la darrera seccid, es desenvolupen algunes propietats de la funcié de Green
associada a ’operador (1.1.8) que s’utilitzen al llarg de tot el capitol.

Al llarg d’aquesta capitol les constants que apareixen a les demostracions sén anomenades
C o C, (si depenen de p), encara que puguin variar d’'un lloc a un altre. Els punts de IR}
els indicarem usualment per z = (s,t), 7 = (u,v) 0o a = (r,w).

1.2. EXISTENCIA I UNICITAT DE LA SOLUCIO

Preliminars

L’objectiu d’aquesta secci6 és demostrar que sota el conjunt d’hipotesis (Hz ), que explicita-
rem més endavant, I'dnic procés continu i adaptat que satisfa ’equacié estocstica integral
(1.1.9) coincideix amb la solucié feble de (1.1.1), és a dir, la solucié en el sentit de distribu-
cions. A més a més, la solucié de (1.1.9) satisfa (1.1.4). Per tant, ambdues interpretacions
de I’equacié d’evolucié (1.1.1) —a través de (1.1.4), tal com ha estat proposada a [F-NJ, o
utilitzant (1.1.9)- seran equivalents.

Resultats

Sigui T = [0,1]® amb l'ordre parcial usual definit coordenada a coordenada i sigui C =
C(T; R), Vespai de les funcions continues definides sobre T'.

Considerem funcions a; : T'— IR, ¢ = 1,2 i funcions mesurables a; : CxT — R, i = 3,4,
causals, és a dir, per cada z € T', a,(-, z) és mesurable respecte la o-algebra generada per
les funcions continues g : [0, z] — IR. Sobre aquest tipus de coeficients, definim el conjunt
d’hipotesis (H2) amb els que treballarem tota aquesta seccid.
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(H21) a3 i a4 sén funcions globalment Lipschitz en f € C i satisfan una condicié de
restriccié en el creixement. Es a dir, existeix una constant C > 0 tal que, per tot
f,fleC(s,t)eTi1=3,4

|ai(f’37t)_ai(f’73’t)| <C If(s’t)_f,(s’t)l’
lai(f,5,)| < C (1+]f(s,0)]),

(H22) ai, t =1,2, sén derivables, afitades, amb derivades afitades.

Sota la hipotesi (H22) i fixat (s,t) € T, sigui ‘y,t(u v) la funcié definida en {(u,v) :
(0,0) < (u,v) < (s,t) } que satisfa

0o (wv) 9 (a1(u,v) ¥st (u,v)) . 0 (az(u, ) ¥s,¢ (u,v))

®) Ou Ov 50 - =0,
&7_3"(_1_"_U)+a1(u,v) Yot (u,0) =0 si v=t,
Ou
@Ev‘a_(vu’_v) + az2(u,v) 5,4 (v,v) =0 si u=s,

Yot (u,v) =1 si u=s, v=t.

L’estudi de 'existéncia i les propietats d’aquesta funcid esta desenvolupat a la Seccié 1.6.
Com ja s’ha comentat a la introduccié i com s’explica a la Seccidé 1.6, 7, +(u,v) serd la
funcié de Green associada a l'operador £ definit a (1.1.8).

El primer pas, consistira en estudiar l'existéncia i la unicitat de la solucié de I’equacié
integral (1.1.9). El metode utilitzat és estandard i estd basat en les aproximacions de
Picard.

Teorema 1.2.1. Suposem que els coeficients a;, 1 = 1,2, 3,4, satisfan les hipotesis (H; )
i que X, és una variable aleatoria Fy g-mesurable que pertany a L??(Q) per algun p > 1.
Aleshores, existeix una unica solucié continua i adaptada X = {X, ., (s,t) € T} de (1.1.9)
que esta afitada en L?P(Q).

Prova. Definim les aproximacions de Picard

X© = x, . | (1.2.1)
XH(s,1) = Xo + / Vo,o(t,0)as (XM, u,v) dudv

st

+ / 73,‘(“””)(13 (X(n),u’v)qu,v .
R,

Els processos X (™ estan ben definits per tot n > 0.
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Utilitzant (1.6.7), que ens diu que la funcié de Green esta uniformement afitada, les desi-
gualtats de Burkholder i de Hélder, i la hipotesi (H,1) obtenim facilment

E(IX(""'I)(s,t) - X(")(s,t)|2p) <Gy / E(|X(")(u,v) — X(r=V(y, v)|?)dudv
R,
per n > 1,1 per tot (s,t) € T. De la mateixa manera,

E(IXW(s,t) = XO(s,8)|?) < C,E (/ (1+ |X0|2)”dudv) <GCp.

R,

I combinant les dues darreres desigualtats

n+1
E() X5, 1) — XM (s,1))%P) < %),)%

Aleshores, utilitzant arguments estandards, obtenim que X (")(s,'t) convergeix en L2P(Q)
i que la convergencia és uniforme en T. Sigui X(s,t) = L? — lim X™)(s,¢). Es facil
n—oo

comprovar que X (s,t) és una solucié de (1.1.9) i que esta afitada en L2P(Q).

Per demostrar la unicitat, considerem dos processos X,Y tals que

sup {E(|X(s,t)|*?) + E([Y(5,)*")} < +o0
(s,0)ET

1 que satisfacin I’equacié integral (1.1.9). Aleshores, la propietat d’isometria, la desigualtat
de Schwarz, (1.6.7) i la hipotesi (H21) ens donen

E(IX(s,t) = Y(5,8)]2) < C /R E(I1X(u,) — Y(u,v)]2)dudv, (s,t) € T.

I aplicant el lema de Gronwall obtenim
E(|X(s,t)=Y(s,t)]*) =0
de manera que la unicitat queda provada. : .

Utilitzant el criteri classic de continuitat de Kolmogorov (veieu, per exemple, el Corol.lari
1.2 de [W]), es pot demostrar facilment el segiient resultat.

Proposicié 1.2.2. Suposem que se satisfa (H,) i que Xy € LP(Q) per tot p > 2. Ales-

hores, quasi segurament, les trajectories de X, solucié de (1.1.9), sén a-Hélder continues -

per cada a € (0, %)
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Prova. N’hi ha prou amb demostrar

E(|X(s,t) = X(s + h,t + k) [P) < Cp (VB2 + £2)P7D),

per tot p > 1. Aleshores, escollint p prou gran i aplicant el criteri de Kolmogorov finalitzem
la demostracié. .

El soroll blanc {Ws,t, (s,t) € T} és la derivada formal del drap brownia (que no és
diferenciable en cap punt). Es pot donar un altre significat a I’expressié formal (1.1.1)
mitjangant una formulacié feble. Precisarem ara aquesta nova formulacié i provarem alguns
resultats que expliquen perqué podem anomenar solucié feble de (1.1.1) a ’inic procés que
satisfa (1.1.9).

Sigui C? el conjunt de les funcions ¢ : T — R tals que existeixen a‘p;:’t) , a“’(.g:’t) , a’{;,; (a’t’t) .

Multipliquem els dos costats de (1.1.1) per una funcié ¢ de C? i integrem sobre R, ¢,

/ [as(X,u,v) ¢ (u,v) AWy + as(X,u,v) ¢ (u,v) du dv)
Ra,t
02X 0X 0X
= /R” (m —a;(u,v) By — az(u,v) 50 ) ¢(u,v)dudv.
Integrant per parts el costat dret d’aquesta igualtat obtenim
/ [a3(X,u,v) @ (u,v) dW, » + a4(X,u,v) ¢ (u,v) du dv]
Ra,t

= X(s,t) ¢ (s,t) — Xo¥(0,0) + Xo /09 ai(u,0) ¢ (u,0)du

+ Xo / az(0,) ¢ (0,v)dv — | " X(ut) (a—‘p%ﬁ +a1(u, ) cp(u,t))du
/ X (3 M + az(s,v) go(s,v)) dv + R X (u7v) (%Z
(al(U,g)vSO(u’v)) + (a2(uag)u‘r° (u,v))) dudv. (1.2.2)

Podem plantejar ara el segiient resultat.

Proposicié 1.2.3. Suposem (H31) i (H22). Aleshores, existeix com a maxim un dnic
procés continu {X, ¢, (s,t) € T} que satisfa (1.2.2) per tot ¢ € C?, i tal que X5t = Xo si
s-t=0.
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Prova. Fixem (s,t) € T. A la Proposicié 1.6.1 demostrem que la funcié de Green 7, ¢,
associada a 'operador L, pertany a C2. Sigui X un procés que satisfaci (1.2.2) per tot
¢ € C%, amb X(s,t) = X, sobre els eixos. Per ¢ = v, i a partir de les propietats (P)
obtenim :

/ Vot (1, v) [a3(X,u,v) dW,,, + a4(X,u,v)] du dv
R,,¢

t

= X(s,t) — X0 7s,:(0,0) + Xo [/: a1(u,0)ys,:(u,0) du + /(; a2(0,v) vs,: (0,v) dv] .
(1.2.3)

Siguin X' i X? dos processos amb les mateixes propietats que X. La identitat (1.2.3)
implica
X1(s,t) — X%(s,t) = / 73,,(u,v)[(a3(X1,u, v) — a3(X2,u,v)) AWy, v

+ (aa(X1,u,v) — as(X?,u,v)) dudv].

La propietat d’isometria de la integral estocastica, la desigualtat de Holder, (1.6.7) i (H22)
impliquen

E(]1X(st) = X%(s, 1)) < C /R E (| X' (u,v) — X*(u,v)}*) dudv.

Aleshores, utilitzant el lema de Gronwall i la continuitat de X! i X? obtenim X1(s,t) =
X?(s,t) per tot (s,t) € T, g.s. "

Per la proposicié seglient obtindrem que la solucié de ’equacié integral (1.1.9) és en realitat
la soluci6 feble de ’equacid.

Proposicié 1.2.4. Suposem que se satisfan (H,1) i (H,2). L’inica solucié de (1.1.9)
satisfa (1.2.2).

Prova. Sigui {X(s,t),(s,t) € T} la solucié de (1.1.9). Donada una funcié test ¢ € C?
qualsevol, sigui

V(s,t) = /1; ¢ (u,v)[as(X,u,v) dWy,u + as (X, u,v) du dv]
_ [X (s,t) ¢ (s,t) — Xo [(p(0,0) — /: a1 (u, 0) tg(u,O) du —/(; az2(0,v) ¢ (0,v) dv]
| 9¢(u,t) ai(u u u
- [ x @ (2w ewn)d

t 9¢(s,v) az(s,v) ¢ (s v
- [ Xe0) (Fr2 Heae ) o)) d

Pp(u,v) | 9(ar(u,v)p(u,v)) | (aa(u,v)p(u,v))
Oudv + ov + Ou )dudv].

+ .. X(u, v)(
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L’equacié (1.1.9) i el teorema de Fubini impliquen

V(s,t) = XoVO(s,t) +/ Vst (u,v)[ aa (X, u,v) dudv + a3(X,u,v) dWy,.],

a,t

Vo i(u,v) = o(u,v) — 7,,:(u,v) ¢(s,t) + /: r(u,v) (a—wgf—g + ay(r,t) ga(r,t)) dr
+ /t ¥s,w(, V) (M + as(s, w) go(s,w)) dw

ow
/ / 71‘ w(u ’U) asi(;ww) (a’l (T', Il‘;z)vso(ra U)))
2eslr 20 ar (1.2.4)

VO(s,t) = —p(s,t) +¢(0,0) - 08 ay(u,0) ¢(u,0)du — /0 a2(0,v) ¢ (0,v)dv

+ /0 (090(" Lo t)) du + / (a‘p(s 29 1 gy (s, v)els, v)) dv
~ /R | (32 (u,v)+ (a1 (u,v) o(u,v)) + 9 (az(u,v) cp(u,v)))dudv.

Ou Ov Ov Ou
Integrant per parts (1.2.4) (utilitzem aqui la Proposicié 1.6.2),

Vs, t(u,v) = /u3 o(r,v) (al(r, v) Yrp(u,v) — &Yr’—vas‘ml)l) dr

+ /t e(u,w) (az(u W) Yu,w(t,v) — %L(UU’U)) dw

/ / go(r,w) 0? ’yarrwa(s , V) al(r,w)gﬁg—wl—az(r,w)-@%w) dw dr .

Les propietats (1.6.11), (1.6.12) 1 (1.6.13) de la funcié de Green garanteixen que V; ,(u,v) =
0 per tot (0,0) < (u,v) < (s,t). Els mateixos arguments demostren que VO(s,t) = 0.
D’aquesta manera V = 0. I per tant, el procés X satisfa (1.2.2). .

L’Gltim resultat d’aquest capitol presenta I’equivaléncia entre les nocions de solucié feble
i forta de (1.1.1).

Proposicié 1.2.5. Sota les hipdtesis (H;) la solucié de (1.1.9) satisfa (1.1.4).


file:///drdw
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Prova. Sigui X un procés que satisfa (1.1.9), 61(w; u,v), B2(u,v;r) definits com a (1.1.5)

i (1.1.6), respectivament. L’equacid integral (1.6.1) satisfeta per la funcié de Green, (1.1.5)
i (1.1.6) impliquen

/ Vst (u7v) as (-Xa u,v) qu,v = / as (X, U,U) [1+
Rs,t

8t

s t
/ ay (r,v) ¥s,¢ (r,v) dr +/ az (u,w) vs,¢ (u,w)dw] dWa,v, (1.2.5)

/tag, (X, u,v) az (u,w) 7, (u,w) dw
= At (,31 (w;u,v) — az (u, w) '/Ow Br (w';u,v) dw’) Voot (u, w) dw
= '/vt B (w;u,v) (’ys,t (u,w) — /: as (u,w') Vs 1 (u,w')dw') dw
= /: B1 (w;u,v) (1 + /us aj (r,w) ¥s,e (r,w) dr) dw
= /Ot B1 (w; u,v)dw + /us /vt ay (ryw) Yo,e (r,w) B (wiu,v)drdw, (1.2.6)

i de manera analoga

/ as (X’ u, 'U) a (7‘, U) Vs t (7‘, v) dr

= /: B2 (u,v;r)dr + /u’ /; az (r,w) ¥s,e (r,w) B2 (u,v5r)drdw. (1.2.7)

Substituim la integral estocastica de (1.1.9) pel costat dret de (1.2.5). Aleshores, utilitzant
(1.2.6) 1 (1.2.7) obtenim

X(s,t) = X +/ Ys,t (u,v) ag (X, u,v)dudv +/ az (X,u,v) dWy,,

a,t Ra,t

+/I; L/Ot 5 (w;u,v)dw +/: ﬂ2(u,v;r)dr]qu,v
+L ([j /vt Yot (ryw) ay (r,w) P1 (w;u,v)drdw

+ /}; (/: /vt Ys,t (ryw) az (r,w) B2 (u,v;r)dr dw) dWy,p . (1.2.8)

qu,v

SN—”
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Sigui
a(X,u,v) = a4 (X,u,v) + a1 (u,v) / B (vir,w) dWy 4
’ Ru,v

+ as (u,v) / Ba (ryw;u) AWy 4 .
Ry,v

L’equaci6 (1.2.8) es pot escriure com

X(s,t)=X0+/ [ag(X,u,v)-i-/Ot 51 (w;u,v)dw—*—/os ﬁz(u,v;r)dr] dWy,»

R,

+/ Ys,t (u,v) a(X,u,v)dudy. (1.2.9)
R,

Sigui

Z(s,t):/ Yot (u,v) a(X,u,v)dudv.
Rc,t

Els resultats sobre la funcié de Green demostrats a la Seccié 1.6 demostren que q.5. w €
Q, Z(s,t) és la solucié de 'equacié diferencial en derivades parcials

0*Z 0Z 07z
'é;—a_g - a(X,s,t) +a (S,t) E + az (S,t) 5;,

Z(s,t)=0sis-t=0. La funcié ¢ (s,t) = gs—zgt- satisfa

e (s,t) =a(X,s,t)+ay(s,t) /Oscp(u,t)du-{-ag(s,t)/o‘ ¢ (s,v)dv,

que és una expressio del tipus (1.1.7).

Consequentment, (1.2.9) demostra que X satisfa

X(s,t) = X +/ [a;; (X,u,v)+/0t B1 (w;u,v)dw+/03 ,th (u,v;r)dr] dWy,»

st

+/ o(u,v) dudv.
Rl,t

Per tant, X és la solucié forta de (1.1.1). .
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Observacié. Com ja hem comentat a la Seccié 1.1, Farré i Nualart van demostrar a
[F-N] Pexisténcia i unicitat de la solucié de (1.1.3) sota les hipotesis (H;), que sén més
febles que les (H3) utilitzades per demostrar I’existéncia i unicitat amb la nova formulacio.
Com que el procés { fR. Vst (u,v) a3 (X, u,v) dW, 4, (s,t) € T} no satisfa les propietats
de martingala, no podem utilitzar les desigualtats maximals per estimar els seus moments,
de manera que la-hipotesi (H;2) no ens serveix per estudiar ’existencia i unicitat de la
solucié feble.

1.3. TEOREMA DEL SUPORT

Preliminars

Aquesta seccié esta dedicada a estudiar el suport de la llei de la solucié de 'equacié (1.1.1).
El métode que utilitzarem sera el que caracteritza el suport a partir d’aproximacions de
la solucié obtingudes mitjangant els anomenats “esquelets”. Dins d’aquesta seccié podem
distingir tres parts: a la primera es donen les definicions generals 1 es recorda breument
la base del métode que utilitzarem, a la segona part s’obté el resultat d’aproximacié i la
tercera 1 ultima part esta dedicada a obtenir el teorema del suport per la nostra equacié.

Definicié 1.3.1. Donada una variable aleatoria F' : 0 — IB que pren valors en un espai
de Banach separable (B, || ||), anomenarem suport topologic de la llei de probabilitat de F
al més petit tancat A de B tal que Po F71(A) = 1.

Stroock i Varadhan van desenvolupar ’anomenat Teorema del Suport per les difusions.
Considereu ’equacié diferencial estocastica

t
X: =Xo +/ [0(s,X,) 0 dW, + b(s, X,) ds], t€]0,7],
0

definida en un espai de probabilitat (2,7, P) amb condicié inicial determinista Xo, o :
[0,7]xR™ — R™®R? b: [0,7]xIR™ — R™ funcions mesurablesi W = {W,,t € [0, 7]}
un procés de Wiener estandard d-dimensional.

El teorema del suport ens déna una caracteritzacié del suport topologlc de la proba-
bilitat P o X~ a l'espai C([0,7];R™), és a dir, una descripcié del tancat més pe-
tit F' de C([0,7);IR™), amb la topologia associada a la convergéncia uniforme, tal que
(Po X~1)(F)=1.

Sigui Hyp el conjunt de les funcions regulars sobre R?. Per cada h € Hy considerem la
soluci6 de 'equacié diferencial

t
ot = X, +/ [o(s, @) dh, + b(s, ®")ds], t€]0,7].
0
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Suposant o € C; 2 i b uniformement Lipschitz en la segona variable i afitada, Stroock i
Varadhan van provar que l'adheréncia del conjunt {®* h € Ho} en C([0,7];IR™) és el
suport de X, supp(P o X~1).

Posteriorment, el resultat de Stroock i Varadhan ha estat estés a espais més generals,
com per exemple a espais de Hélder o de Besov ([BA-G-L], [G-N-S], [Me]). Altres visions
alternatives s’han presentat a [Gy-P], [Mac] o [M-S 1].

Anem a recordar una proposicié que sintetitza un dels métodes coneguts, basat en la uti-
litzacié d’esquelets, per obtenir teoremes del suport. A partir d’aquest moment, (2, F, P)
denota ’espai canonic associat al procés de Wiener multiparametric d-dimensional W =
{W.,z € [0,7]*} (en el nostre cas k sera 2) i H l’espai de Cameron-Martin corresponent.

Proposicié 1.3.2. Sigui F' : @ — IB un vector aleatori que pren valors en un espai de
Banach separable (IB, || ||) i sigui Hy C H.

(a) Sigui &, : Hy — 1B una funcié mesurable tal que existeix una successié de variables
aleatories H, : 2 — Hy tals que per tot € > 0,

lim P{[|F(w) = & (Ha())]| > €} =0. (1.3.1)

Aleshores,
supp(P o F~1) C &(Ho). (1.3.2)

(b) Sigui & : Hy — IB una funcié mesurable tal que per cada h € H, existeix una
successié de transformacions mesurables T" : Q — Q tals que per qualsevol n > 1,
P o (T}?)~! és absolutament continua respecte P. Si

limsup P{||F(T(w)) — &(R)|| < €} >0, €>0. (1.3.3)
Aleshores,
£2(Ho) C supp(P o F71). (1.3.4)

La notacié () indica I’adheréncia en la norma || ||

Prova: [M-S 1] La condicié (1.3.1) ens déna la convergeéncia en probabilitat de la successié
{é1(Hp),n > 1} cap a F. El Teorema de Portmanteau implica

1= limnsup [P o (ﬁl(Hn))—l] (ﬁl(Ho)) <(Po F_l) (61(Ho)),

1 per tant, per la definicié del suport, (1.3.2) queda demostrat.
Suposem ara (1.3.3). Existira un n > 0 tal que :

P{|F(T3(w)) - &2(R)]| < €} > 0.
Com que P o (T*)~! és absolutament continua respecte P, s’obté que
P{||[F(w) = &(h)| <€} >0

i per tant, £3(h) € supp(P o F~!). Aleshores, (1.3.4) queda provat, ja que h € Hy és
arbitraria i supp(P o F~!) és un conjunt tancat. "
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Utilitzant aquest métode, Millet i Sanz [M-S 2] han caracteritzat el suport de la llei de
la solucié d’una equacié diferencial estocastica hiperbolica en derivades parcials. De la
mateixa manera, el cas parabolic ha estat estudiat per Bally, Millet i Sanz a [B-M-S].

Recordem també un lema técnic que ens caldra utilitzar.

Lema 1.3.3. [B-M-S] Sigui {V,(z), z € T} una successié de processos estocastics a valors
en IR ip € (1,00) que satisfan

(i) Per tot z € T,
lim E(|V.(2)|?)=0.

(ii) Existeix v > 0 tal que per qualssevol z i Z

sup E(|Va() — Va(2)P) < C d(z,2)+".

Aleshores, per tot a € (0, J) ir € [1,p),

lim E(||[Vall) =0.

Resultats

Volem aplicar la Proposicié 1.3.2 per tal d’establir la caracteritzacié en norma Holder
del suport topologic de la llei del procés {X,, z € T}, solucié6 de l'equacié diferencial
estocastica hiperbolica (1.1.1) quan els coeficients a;, ¢ = 3,4 sén del la forma a;(f, z) =
ai(f:), f €C, z € Ti Xy és una variable aleatoria Fy g—mesurable.

Sota aquestes condicions, segons els resultats de la Seccid 1.2, en realitat podem considerar
I’equacio

Xo=Xot [ aaEin+ [ ame)ar, (13.5)
z€T.

A més a més, al llarg d’aquesta seccié considerem el conjunt d’hipotesis (Hj) sobre els
coeficients:

(H31) a;, ¢ = 3,4 soén funcions Lipschitz i afitades definides sobre IR. A més a més, a3
és de classe C® amb derivades afitades fins tercer ordre.
(H22) a;, t =1,2 sén derivables, afitades amb derivades afitades.
Com que les hipotesis (H3) sén més fortes que les hipotesis (Hz), 'equacié (1.3.5) esta ben
definida i te solucié tnica.
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El cas a; = 0,¢ = 1,2 ha estat estudiat a [M-S 2]. En aquest cas la funcié de Green
corresponent és v,(n) =1g,(n). En el cas més general que estudiem aqui, les dificultats
addicionals que apareixen es resolen a partir de ’estudi de la funcid de Green i els resultats
que sobre ella s’obtenen a la Seccié 1.6.

Sigui H el conjunt de les funcions h : T — IR absolutament continues amb derivada de
quadrat integrable. Es a dir, si h denota la derivada parcial creuada de segon ordre g:é't
aleshores, h, = [p hydn i h € L*(T;R). H s’anomena l'espai de Cameron-Martin associat
a W. Per cada h € H sigui ||[R||}, = J; |h2|?dz .

Fixat h € H, considerem ’equacié diferencial

St = X, +/R 7z(n)(a4 (S,’,') +as (5,’,’) h,,) dn, zeT. (1.3.6)

L’objectiu fonamental d’aquesta seccié és demostrar el teorema segiient.

Teorema 1.3.4. Suposem que els coeficients de I'equacié (1.3.5) satisfan les hipotesis
(Hs). Aleshores, per qualsevol a € (0,1), Padheréncia del conjunt {S*,h € H} en la
topologia de la norma a—Holder és el supp (P o X™1).

Com en altres exemples d’equacions diferencials estocastiques en derivades parcials
(per exemple, [B-M-S] i [M-S 2]), el Teorema 1.3.4 sera la conseqiiéncia d’un resultat
d’aproximacions en norma Holder per la solucié de (1.3.5).

Introduim ara la notacié que utilitzarem en aquesta seccid.

Donats dos punts z = (s,t) i 2’ = (s',t') de T, notarem per z ® 2’ el punt (s,t').
Fixat un enter positiu n, considerem la particié diadica de T,

P" ={z; =(27",527"), 0<4,5 <2" -1}
isigui A;; = (z,-,j,z;+1,j+1],0 <1,7 £2" —1. Donat z € T, considerem z, = z;_;, j_; si
z € Ajj amb ¢.j #0 iz, =0, altrament. Direm també 2, = z; ; si z € A; j.
Sigui f : T — R i A un rectangle en T, aleshores f(A) denota l'increment de f en el
sentit d’una funcié de distribucid.

Considerem la segiient successié d’aproximacions pel drap brownia:

w™(2)=0, si z€A;; amb #.j=0

w? —W?®2n - w?n®z +w?n = 22"W(A'_1r1_1) (S N _) (t - —]—->’
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si z € A;j amb i.j # 0. Les transformacions w +— w" defineixen una successi6 de variables
aleatories {H,,n > 1} a valors en ‘H. Observem

n_ |0, si z€A;; amb .;=0,

W T\ 22"W(Ais1,j-1), si z€A;; amb ij#0.
A més amés,pern >11ipe€]|l,o0)

sggE(M?lm’) < Cp2tmP, (1.3.7)

Abans de res, donarem un resultat per aproximar la solucié d’un tipus d’equacié integral
estocastica més general que la definida a (1.3.5). Fixada h € H, considerem els processos
adaptats {Y,,z € T} i {Y*, 2 € T} solucions de

Y7 =Y, + /R e () F(Y;)dW, + /R Y2 ()G(Y.Yhndn (1.3.8)

+ /R , YA H (Y, )wydn + /R , v:(n)B(Y;')dn,

Yo=Yor [ v(lF + BYY)W,+ [ )Gty )hadn (1.39)

+ [ ) (BOG) + B W) F() + B (V) B(Y)) ()

on Y; és una variable aleatoria Jq g—adaptada i els coeficients satisfan el conjunt d’hipotesis
(Hj) seglient
(H31) F,G,H i B s6n funcions Lipschitz i afitades definides en IR,
(H}2) F és de classe C! amb derivada afitada i H és de classe C* amb derivades afitades
fins les de tercer ordre.

L’existéncia i la unicitat de les solucions de (1.3.8) 1 (1.3.9) sota les hipotesis (H3) es poden
demostrar facilment utilitzant aproximacions de Picard i fent uns calculs analegs als del
Teorema 1.2.1.

El primer objectiu que tenim és demostrar un resultat d’aproximacions que ve donat pel
teorema segiient.

Teorema 1.3.5. Per qualssevol p € [1,00), a € (0,1),
lim E(|Y -Y.|2) =0,

n-—oo

on || ||« denota la norma a-Hélder a I’espai de les funcions a valors reals definides sobre
T.

La demostracié d’aquest teorema sera una conseqiiéncia immediata del Lema técnic 1.3.3
i de les Proposicions 1.3.6 1 1.3.7.
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Proposicié 1.3.6. Per qualssevol z,z' € T, p € [1, 00)

sup E(|Y? — Y2?) + E(|Y, = Y. |*?) < G, d(2,7'), (1.3.10)
on d és la distancia euclidiana en T.

Proposicié 1.3.7.  Per qualssevol z € T, p € [1,00) in > 0,

E(|Y] -Y,|??) <Cp27™. (1.3.11)

Les demostracions de les Proposicions 1.3.6 1 1.3.7 estan basades en els segiients lemes,
corol.laris i proposicions.

Lema 1.3.8. Sigui

{Ai,.;: Z ak,tbk,e,i=0,...,i0—1;j=0,...,j0_1}

0<k<i—1
0<t<j~1

un procés estocastic 1 {F; j, t,j > 1} una filtracié que satisfd les condicions usuals. Su-
posem que ay ¢ €s una variable aleatoria Fi p12 V Fi42,—mesurable i que by ¢ és una va-
riable aleatoria centrada Fi4q 1+2—mesurable independent de f:,e = Frjo V Fig,es k =
0,...,%0—2, £=0,...,j0 — 2. Aleshores, per tot p € [1,00)

E(14:1?) S Cp(i-i)P™" > E(larel*) E(|bk,e|??) - (1.3.12)

0<k<i~1
0<¢<j—1

Prova. Siguin I ={0,1,..., i—-1}, J={0,1,..., j —1}. Podem considerar la descom-
posicid
4
=1

on

= Y e, A= Y o

(k.l)EIX.J (k,'l)GlXJ
k=2, t=2 k=2,l=i+l

Af,sj) = Z Q¢ blc,t’ y AS:) = Z ag.¢ bk,[ .

(k,)ETXT (k, 0)EIXJ
k=241, £=2 k=241, (=341
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Establirem (1.3.12) per cada AEPJ), p =1,...,4. Com que els raonaments que utilitzarem
pels quatre termes seran semblants donarem només els detalls per p = 3. En definitiva,

provarem que
i-1 j—1

M(a) Z Z a2k+1,2¢ b2ky1,2¢,

k=0 ¢=0
satisfa (1.3.12) per tota parella d’enters positius (z,j) amb 27— 1 <47 —~2125 -2 < jo —2.
SlgLIl Gi,j = Fait1,2; - El procés {M” y Gijy (1,7) €IN?, 2 -1 <ip~2,2§—-2< j, -2}
és una martingala discreta a dos parametres.
Veiem-ho. Clarament, MS) és G; j-mesurable. A més a més,

=1
E (M,(i)l g M(3)/gz,1> = (Zazi+1,2l bzi+1,2z/f2i+1,2j)
=0

1—1

= Z (E (azit1,2¢ bzi+1,2e/.7"3‘.-+1,u)/.7-'2,-+1,2,-)
=0
j=1

= Z E (‘12i+1,2t E (bzi+1,2e)/-7"2i+1,2,') =0.
=0

De manera analoga podem veure que
3
E (Mz(i)-i-l _M( )/g's]) =V,

i establim aixi la propietat de martingala.
Al tractar-se d’una martingala, podem aplicar la des1gualtat de Burkholder. Utilitzant
que ag ¢ i bg ¢ sén independents i la desigualtat de Holder obtenim

11
E(IM{) 1) < C, (1.5 S 5 B (loue??) E (bucl®)
k=0 £=0
que és el resultat que voliem provar. "
Sigui F 1= F, +(0,5) Y Fin+(53,0)- El Lema 1.3.8. ens sera til per obtenir majoracions

de les normes L? d’integrals respecte de {w},z € T} de processos Fy-adaptats. Els dos
corol.laris segiients sén dues formulacions abstractes de s1tuac1ons que trobarem diverses
vegades en aquesta seccio.

Corol.lari 1.3.9. Fixem z € T. Sigui g una funcid determinista definidaen T i {F(n),n €
T} un procés F; —adaptat. Aleshores, per qualsevol p € [1,c0)

E(I/R g(n)F(n)oy dn|™*) < G, sup lg(m)* sup E(|F(n)[*").

n221,1 n221,1
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Prova. Diem M, = [, g(n)F(n)wydn. Es evident que

M= Y EW(ag) [ g(n)F(n)ds.

0<ag2m -1 Bot1,6+1NR;
0<p<2n -1

Fixat n, sigui

ap 5 =22" / g(n)F(n)dn.
Aat1,5+1NR;

Aleshores, el Lema 1.3.8 implica

B(M.P?) < C, 2070 3~ B(W(8ap)P)E(2 | s(n)F()in|™)

0<a2M -1 Aa+1,p+1ﬁRz
0<p<an -1
<Cp, sup lg(m)|?? sup E(|F(n)|2”). -
n221,1 ’ nz2z21,1

Corol.lari 1.3.10. Fixats z,z' € T, 2/ > 211, 2/ = (s,t), z = (s + b,t), b > 0. Sigui g
una funcié determinista definida en T i {F(n),n € T} un procés F; —adaptat. Aleshores,
per qualsevol p € [1,00)

E(|/R _RIQ(W)F(TI)LZJ;dnlzp) < Cpb? sup lg(m)?2 sup E(lF(W)|2p), (1.3.13)

n2z1,1 n2z1,1

Prova. Suposem que z' € Ay j,, z € Ay, jo, amb i; > 49 + 1. Els casos i3 = i9 + 11
i1 = ip es poden tractar de manera semblant. Direm M™(z,z2') = fR,—R , 9(n)F(n)wy dn.
Clarament,

3
M™(z,2") =) M{(z,2"),
k=1

on .
M (z,2") = / g(m)F(m)ar dn,
R(io+1)2—",:—Rz' ’
Mp(z,7') = /R g(n)F(n)r dn,

;12-",:_R(.‘0+1)2—",c

M3 (z2,2') = / g(n)F(n)wy dn.

'_R-'lz-",z
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El Lema 1.3.8 implica

E(MMz2)PP) =E( ) 2"W(Ai-1,8-1)

1<p<2m -1

/ g(m)F(n)dn|*?)
Aio.ﬂn(R(i0+1)2-",z"R2’)

<Cp 2TV N PE(|W(Aig-1,6-1)1)
ISﬂszn-l

E(| g(m)F(n)dn|*?) < Cb? sup |g(n)[** sup E(|F(n)*).

Big, s R 41y2-n, e~ Rer) N2z, n221,1
De manera analoga,

E(M7(z,2)7) =E(l 3. 2"W(Aa-14-1)

fg+i<agliy
0<p<2m ~1
/ o(n)F(n)in[*?)
Da,pMR; 5on =R 11y2-n )
< Cpl(in — (i +1))2")" > E(W(Aap)?) sup lg(m)*P sup E(|F(n)*?)
io+1Sagiy n221,1 n>z1,1
ogg<2m—1
< Cpb? sup |g(n)|*P sup E(JF(n)[*?).
n221,1 n2z1,1

Podem obtenir la mateixa fita per E(|MJ(z,2')|??). D’aquesta manera (1.3.13) queda

provat.
Observem que podem intercanviar els papers de les coordenades s i t. "

Lema 1.3.11. Per qualssevol p € [1,00), n >0,

sup E[|Y™(zn,2]|*?] < Cp 27277, (1.3.14)

z_>_z1.1

Prova. Per z > z; 1, descomposem el rectangle R, en quatre rectangles,
4
RZ = U Rj(z)’
i=1
amb

Ri(z)=R.,, Ra(2)=(2®0, 28 2z],
Ri(2) = (2ny2] Ry(z) = (0® zp, 2, @ 2] .
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Definim
hD () = 7:(1) = Y202 (1) — Venwz (1) + 720 (1)
h(z2)(77) = 72(77) - Y0z, (),
r¥ () = 7:(n),
K1) = 7:(n) = Veaw:(n)-

La Proposicié 1.6.3 implica

sup [AD(m)| < C 272 i sup [R®(n)| +sup |hP(n)| < C 27",
n n n

(veieu (1.6.9) i (1.6.10), respectivament). Aleshores, podem escriure

4
Y™ (2] = VY, ~ViaA YD = 3 (Thr(2)+ T (2)+ Ta(2) +T05(2)) , (1.3.15)

=1
on
TPe(z) = / B (n) FY)dW,y,
R;(2)
Tro(z) = / B (n) GO hdn,
R;(2)
Tu) = [, ) B b,

n (2} = (¥) n )
™ (2) /R'_(Z) hO(n) B(Y})dn

Anem ara a comprovar que

E (|T7p(2)1? + |T26 () + | T0a(2) PP + |TE5(2)PP)
< Cp(1+[|AlI37) 2722, (1.3.16)

per i = 1,---,4. Recordem que |||, = [r.|h.|* dz.
Les desigualtats de Burkholder i de Holder impliquen,

E(T2p(2)) < G B /R PP EaP) < 6 2.

Per la desigualtat de Holder obtenim

z(mam) <& (|( [ woemrewma)( [ har))

2{2

< Gy |IAll37 27°7



1.3 Teorema del suport 27

B(Thp(2)) < Gy B (2700 [ OB (vy)dn)

R4(2)
< Cp274P,
Aplicant les desigualtats de Burkholder i de Holder i utilitzant ’estimacié (1.3.7), obtenim

E(Tu(2)) < Gy B (2720 [

Ria(z)

(B ()PP B2 (Y, |0 [Pdn)

< Cp27 (1) / E (Jwp[*P)dn < Cp 27272
R3(z)

De manera analoga a aquests termes, és facil veure que la resta d’ells, és a dir, tots els del
tipus I°p, T, I'y 1 T'g i = 1,...,4 es poden afitar per C »(1+ ||h||2p) 2~ 2np . Aleshores,
la identitat (1.3. 15) con_]untament amb (1.3.16) impliquen (1 3.14). .

Podem donar ara ja les demostracions de les Proposicions 1.3.6 1 1.3.7.

Prova de la Proposicié 1.3.6. Suposem primer z' = (s,t), z = (s + b,t). Considerem la

descomposicid
4
!
= E M;(z,2"),
i=1
on

M= [ FOA [ 3.6k

(z'®0,z]
/ v:(n)B(Y;")dn,
'®0,z)
My(z,2') / (12(1) = 72+ () F (Y)W, + / (ve(1) = 72+ () G¥ Yhgdly
/ 72(7) = 7 (7)) B(Y.")dn,
My(z,2') = /R (y2(1) = 7or () H(Y,P Yo,

z!

My(z, ') = / () H(YM)o7 d.
(#'®0,2]

Utilitzant les desigualtats de Burkholder i Holder i la propietat (1.6.7) de la funcié gamma,
podem obtenir les estimacions seguients:

BN <G {B(1 [ 2mrteryinf)

E((

V)G ¥;)dn) 1R113) + B(] /( o 1) BEd) ) < Cpp

(2'®0,z2]
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i de manera analoga, pero utilitzant ara la propietat (1.6.9) de la funcié de Green,
E(|M3(2,2")|*?) < Cp b%P,

La férmula de Taylor implica,

H(Yn) = H(Yn) - ( mm@n T+ Yn'ébn ani) + H(Y" @ T anéﬂn Y ) (1.3.17) :
=H' (Ynnnn) (Ynn - 77n®77 - n®nn + Ynn) + H(Yn ®n + 77®71n Ynf:.)

on Y = indica un punt que depen de Y7 i Y? o + Y

2@, — Yo - Aleshores, M3(z,z') =
M;1(2,2") + M;32(2,2'), amb

Ms,l(z,Z')=/ (7=(n) = 72 (m) H' Yy, )Y ™ (115 m)0) d,

z

M3,2(272')=/ (72(77) 7:'(’7)) ( ®n+YnT&>n Y,,':)d;:,‘dn.

z

El Lema 1.3.11, (1.3.7) i (1.6.9) impliquen

B(|Ms 1(z 2)?) < Cp 02722 sup E ([Y"(nm,ll*?)} < G, 477

71221,1
Per altra banda, el Corol.lari 1.3.9 implica
E(|M32(z,2")P) < Cp0%P,

de manera que tenim

E(|M5(z,2")|*?) < C, b?P.
Finalment, utilitzem de nou (1.3.17) i escrivim My(z,2') = My1(2,2") + My2(2,2'), on

Mis(e,#) = [ (g Y i,
(2'®0,2]
M, (2, 2') = /(z,®0,z] 1=(m)H (Y7, men T Yogn, = Yo )Lb:;d?].
Aleshores, com abans, és facil veure
E(IMy1(2,2")*?) < Cp b?%*
mentre que el Corol.lari 1.3.10 implica
E(|My2(z,2")??) < CpbP.

I aixi, tenim

E (|My(z,2")[??) < C, bP.
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D’aquesta manera hem obtingut
B (¥~ YIP?) < G
Com que el paper que juguen les dues variables és simeétric, és clar que
E (|Y s = Yiul?) S Cp b7,

I per tant,
sup E(|Y] = Y2*) < Cpd(z,2').

Observem que ’equacié que defineix Y, es pot considerar un cas particular de la que
defineix Y. Per tant, (1.3.10) queda també provat. =

Prova de la Proposicié 1.3.7. Utilitzarem la notacié segiient
1
¥(2) = H'()F(z) + TH'(z)H(z).

Observem que 1 és Lipschiti.

Siguin

(=) = /R e ((F(YR) = F(Y,) + H(Y") = H(Y,))dWy,

Ip(z) = /R 7o () (G(Y™) = G(¥y))ho di,

Ip(z) = /R () (BYP) = B(Yy) + $(¥) = $(¥y))dn,

Ip(z) = /R ) H (Y7o ~ /R L E )Wy /R T
Aleshores,

4
YRV, =Y IP2).
=1
Les desigualtats de Burkholder i Holder impliquen

E(IF(2)?) < Cp / E(|Y] - Y, dn,i=1,3,
R,

E(IF(2)??) < C, ||A]2 /R E(|Y — Y, P?)dn.

z

Tenim, per tant

E(|Y? — Y.["?) < C,E(II}(=)P") + Cy(1 + [A]120) /R E(|Y" — Y PP)dy.
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I utilitzant un lema tipus Gronwall,

E(|Y; - Y.[*?) < Cpsup E(|I}(2)|™).
2€T
A la Proposicié 1.3.15 establirem la propietat segtent
sup E(|I3(2)|??) < Cp27 ™, : (1.3.18)
2€T
de manera que s’acaba aixi la prova d’aquesta proposicio. ]

La propietat (1.3.18) és la clau pel resultat d’aproximacions que cerquem. La demostracié
d’aquest resultat és bastant llarga i técnica, de manera que presentem separadament en
els tres lemes seglients algunes estimacions auxiliars.

Lema 1.3.12. Per qualssevol z€ T, p € [1,00),n > 1,

(] rwmonee

- [ v ") < g, (1:3.19)
R,

dW + H(Y;") / Gof de)op di

Nn,1)

Prova. Suposem que z € A; j,. Considerem

Tl(n)(z) = / ’)’z('ln)H’(Ynt) (F(ani) / dWe + H(Yn:) / cb?d.f)cb,';dn ’
R.- Zig.io (ﬂn)n] (7771:77]
1@ = [ B ) () [ amer B [ opd)sgdn
Zig.do (n,m] S (Mn 1)
- [ ) an
%ig.io
) =~ [ T )b (¥ ) d.
R.—Rq; 5,
Aleshores
[ ot ) (Fg) [ awerm(v) [ apde) o
R, (ﬂm"] (ﬂns’ll

3

- /I; 7z(7ln)¢(yn1:.) dn = ZT;'(“)(Z)-

1i=1

Es evident que,
E (IT7(2)?P) < ¢, 272",
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Per les desigualtats de Holder i de Schwarz obtenim

1
2
E(IT™M (2)[?P) < Cp 272" 227 sup E(|F(Y,;; ) / dWe + H(Y") / a)gd§|4”>
17221,1 (ﬂmfl] ('Imﬂ]
< Cp27me,
I com que el costat esquerra de la desigualtat (1.3.19) esta afitat per
3
Cp Y E(TV(2)),
=1
nomeés ens cal demostrar
E (T (2)P) < ¢, 2727, (1.3.20)

Per cada n € A, g amb a.f # 0 descomposem el rectangle (1, 7] en quatre rectangles, de
la manera segient

(nm,m) = | Ri(n),

j=1
amb
Ri(n) = Aac1,p-1, Ra(n) = (za,p-1, 1 ® 2a,8],
R3(n) = (za7ﬂ’n] ) R4(17) = (za_lvﬂ ? Za’ﬂ ®TI] ¢
Per z = zj, j,, 2' € Ay jo 17 =1,...,4 definim

Ur = / o () H' (Y2 ) F (Y / AW, ) o dn
R, (n) (n)( Ry (n) €) !

ve= [ wom eEe) ([

GF d€) Gy dip.
R.(n)

Aleshores, la demostracié de (1.3.20) es redueix a comprovar les desigualtats seglients

E (IU{‘ - / ve(ma)H' (Y2 )F (V) dn|2”) < ¢, 27 (1.3.21)
Rz
1
E (]V.;’ -1 /R v(na)H' (Y )H (YY) dn|2”) < Cp27imp (1.3.22)
E(|[U*) <Cp272" per r=2,3,4, (1.3.23)
E(|JVP*?) <Cp27%" per r=1,24. (1.3.24)

Anem a veure primer (1.3.21). Tenim

Uln = Z 7z(2¢]-1,ﬂ—1)H,(Y;:_l'ﬂ_-l)F(Y;:_l‘ﬂ_l)W(Aa—l,ﬂ—l)W(Aa—l’ﬂ—l)

1€agig—1
1<8<jo—-1
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1 que
/}; 72(77n)H,(YnT: )F(Y‘r;:‘ )dn = Z 7Z(za—lyﬂ"l)H,(YZ7:_1,ﬂ_1)F(YZT:,_I'ﬁ_l)z_zn
’ 1550

+7:(0)H'(Y§)F(Ys)27* (4o + jo — 1) .

Aplicant la desigualtat de Burkholder podem afitar el costat esquerra de la desigualtat
(1.3.21) per

G E(] Y lans) B, P, (W (Bam ) = 2727)[)

1<a<fig=-1
1<8<jo-1
+ Cp 2—2np S CP{E( Z “W(Aa-—l,ﬂ—l)lz - 2—2n|2)p + 2—2np}
EE
<G {20 3 {B(|IW(Banr,p-)| +274]) 42727} L < Gy 272,
1<a<ip-1
1<8<io-1

La prova de (1.3.22) és semblant. En aquest cas,

%n = Z 7z(za_lyﬂ—1)H’(YzT:_1,g_1)H(Yzz_l'ﬂ_l)W(Aa—laﬂ_l)W(Aa_lyﬂ"l)

1€agig=-1
1<8<jo-1

<2 /Aa,ﬂ </(za.ﬁ.n] dé)dn ‘

i utilitzant els mateixos arguments que abans la fita que obtenim és

1
GE(] > 3 eCamis)H (Y, , VHEE_,, J(W(Aamspor)? = 272)[7)

1<a<ig—-1
1<8<jo~1

+Cp272P < Cp272P

Passarem ara a demostrar (1.3.23). El raonament és el mateix pels diferents valors de r,
de manera que només donarem els calculs explicits per r = 2.

' U; = Z 7z(za_lyﬂ"‘l)H,(Yz7l_1.ﬁ_1)F(Y;:_)_,p_l)W(Aa_l,ﬂ_l) 22"

1<a<ig=-1
128%ip-1

X / W (Rs(n))dn
Aa,p
i per tant, Burkholder implica

B(U3) < G200 S 2P B(W(Aausg- P)E(] [ W(Ra(n))in])

1<a<ig~1
1<A<ip-1

< Cp272mP,
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Per acabar comprovem (1.3.24). Com abans, farem només el cas r = 2,

V= Y ve(facis-)H'(YE_, VHET . IW(Aao1,8-1)W(Aae1,p-2)

1<a<ipg—1
1<A<ig—1

x24"/ / dé dn .
Aa,ﬂ RZ(’I)

I com en el cas anterior

2p
E Ivn|2p < C 22n(p—1) 98np / / df d77
( : ) ’ 1< Z ( Aq,p Y Ra(n) )

afig—1
1<8<jo-1

X E([W(Aa-1,6-2)"P) E(IW(Aa-1,6-1)|?") < Cp 2727
Aixi, (1.3.20) queda demostrat i per tant també (1.3.19) és cert. "

Lema 1.3.13. Per qualssevol z € T, p € [1,00), n > 1,

E( l /R, ’)’z(77)H’(Y,,’f')Y"(nn,77]4;;:71 dn — /Rz 72(”)¢(Yn")d77 |2p) <C,2m. (1.3.25)

Prova. Utilitzant la notacié introduida a (1.3.15), recordem

Y™(zn,2] = ) (T0p(2) + T{6(2) + Tiu(2) + Tp(2))-

=1
Definim
Trya(n) = Y (Tp(n) + Te(n) + Ty(n) + Tlp(n)) -

i=1,2,4

Aleshores, podem escriure

E(l./R, 7z(77)H,(Yn1:.)Y"(77n,77]¢b; dn—/R 7z(n)¢(ynn)dn|2p)

< CP i U;’(z),
Up) = B(| [ ) )T (mfanl”")
03@) = E(| [ E T etngin™)
03() = B(| [ 1B ) T3an)7dn[”)
(

0p) = (| [ - H () e ) + Tenn)igan = [ aeas(vpyan)
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Al Lema 1.3.11 hem comprovat
(T4 (n)?) < Cp27™ .

Per altra banda, és clar que T7'; 4(n) és F,-mesurable (veieu Corol.lari 1.3.9 per la notacid).
Aplicant el mateix Corol.lari 1.3.9 obtenim

Ur(z) < Cp27277
També el Corol.lari 1.3.9, (1.6.10) 1 la Proposicié 1.3.6, ens donen

U (z) = E(I/R 7z(n)H’(Y,,'f,)(/(n ; 1o(€)G(YE)he dﬁ)w,',‘ dnlz”)
< CP{E<| /};Z 7:(77)H,(Y171:)G(Yn':,)(](‘ﬂm”] 71;(§)ilg df)ww:; dnlzp)

+E (l /R ' 1-(mH'(Yy.) ( /( . 1a(E)(G(Yi) = G(YE)) he dg)w;; d7,|2") }

: 3
< Cp I3} 277 +Cp 2 sup E(| [ m@®GYp) - GYF)he de|*)

, (7 17}
< Cp(L+IIRlIFF) 2777
Utilitzant B( IT3 5(n)]*?) < Cp 27%"7, la desigualtat de Holder i (1.3.7), és facil comprovar
UR(z) < Cp27277 .
D’aquesta manera, la prova de (1.3.25) es redueix a demostrar
Ul(z) S Cp277P,

Definim

U= B(| [, (el =1l HOT[ [ @O Iawme

7}

SO H(YMoRdE|&? dn|*P),
+/(M]v(£) (Y )opde]or dn|*”)
U3a(2) = B() [ womB 03[ [ @0 - Parg)aw
+ [ O HE) = T opde]y dnf”),
Uls(2) = E(l fR OB WP [ dWe+ HE) e &)

X L:J,T;dn - L 'Yz(nn)w(yn’:,)dn,zp)a

U2 = B(| [ (e napbl¥2) = 2:pv)anf”).
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Utilitzant arguments semblants als del Lema 1.3.11 obtenim

1
Uli(2) < Cp 272 22" sup E(|T3p(n) + T3 g(m)]*?)*
n>2z1,1

< C, 27,
Observeu que per tot £ € (n,,7]

E(lra(O)FF) - FYR)P?) < CE(l27" + [Y¢ - Y |[*P)
f; (jp 2-np’

aleshores el Lema 1.3.11 i la desigualtat de Burkholder impliquen
n n n T 4
Uza(z) < G2 sup { /( WOFCF) = F7)awe] )
N

eB(| [ o) - 1)) )

(7 m
< Cp 22np(2—6np + 2—6np)-§ < Cp 9~ np,

També és facil comprovar
E(l7:(na)e (V) = v:(Me(YIP) < CE(|27" + [V - Y|*) < Cp27™?

de manera que
Ugy(z) SCp277P,

Finalment, al Lema 1.3.12 hem demostrat que
Ugs(z) S Cp277P.
Icomque Ul(z) £ C Z;;l Ul i(2), el resultat queda provat.

Lema 1.3.14. Per qualssevol z € T, p € [1,00),n > 1,

B(] [ wn(EE) - BE)sp dn= [ remucryyn[”) < 6,27
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Prova. La férmula de Taylor ens déna
HY?)-H(Y; ) =H Y )Y -Y)+5 H"( m(Yy =Y )

+ 6HIII(Y" r)n)( _ Yn )3

>N . . . oy . oy
onY,  indica un punt entre Y;* i Y;". Utilitzant la descomposici6

Yr’n - Y,,'l =Y" ((Um’?]) ( NQ@n0n Yr;:.) + (Yr;:.@n - an:.)’

podem escriure
B(| [ i (HE) - BOP)s5dn - [ vnwryinl™)

5
YD PRHE)
i=1

T re=5( [ Y o izin = [ ueinl®),
I3(=) = B(| / T (H (V) (Vg = V) + (Yon = Y )]epdn|™?),
72 =E(] [ 7:na05) i panl”)

72 = B(] [ B0 G0 hanl”),
7@ =B(] [ Sl BTy 05 - Y505 ).
amb

G3(n) = —Y"(nn,n]2 + Y (10,1 [V, — You) + (Yoton — Yoo )l
n n n 2
G (77) = §((Y7I®7In - an) + (Yn®77 - Yq,, )) .

Pel Lema 1.3.13 sabem que J*(z) < Cp27 7P,
El Corol.lari 1.3.9 i la Proposicié 1.3.6 impliquen

J3(z) £ Cp sup E(l
n2z1,1
<Cp277P,

Ji(z) £Cp sup E( IGZ(n)IZ”) <G, 9-2np,

n221,1

ﬂ%nn - Yn: |2p + |Y n®n Yn': |2p)

36



1.3 Teorema del suport
Finalment, utilitzant la Proposicié 1.3.6 i el Lema 1.3.11 es pot comprovar que
E(|G3(m)|*) < G277,

E(|Y; — Y |'?P) < Cp270m,

de manera que s’obté

JMz) S Cp2¥™P 27372 < C, 27", §=3,5
I el lema queda demostrat.
Proposicié 1.3.15. Per totp € [1,00),n > 1,

sup E(|I£(z)|2p) < Cp277,
z€T

on

Ip(z) = /R RROLARELE /R A E ()W, - /R ).

Prova. Considerem la descomposicié:

E(I}(2)1*) < G (J7(2) + J5(2) + J5'(2) + J{(2))

amb
=B(| [ v () - B )SRan - [ amuermanl™),
E(| [ e = ) B ) ),
~:;‘(z)=E(| [ sz = [ mE ),
Jz)=B(] / (7=(m) = () H¥) + 7:(n) (H(Y) = H(Y) ) dWy 7).

Al Lema 1.3.14 hem demostrat )
Ji(z) =Cp 27",

El Corol.lari 1.3.9 implica )
J3(z) = Cp 27277,

Utilitzant la desigualtat de Burkholder, la Proposicié 1.3.6, (1.6.7) i (1.6.8) tenim

37

5 < CB(| [ (retn) =) B ) + 22 (H() - HE)dnl”) < G2,
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Per tant, la prova de la proposicié es redueix a demostrar

JR2) < Cp27P, 1.3.26
p

Sigui z € A, j,, aleshores,

/R e () HY Yoomdy — /R 2 (1) H(Y )W,

foa

e (1) H(Y (@ dn — dW,) + / () H (Y (&2 dn — dW,).

%ig.do Zig.jo

La desigualtat de Burkholder implica

A més a més

Zig.do

Es clar que,

E(I/R R 'Yz(nn)H(Y,;:‘)(u'J:;dn _de)|2P) < Cp 9-np.

ZigJo

b

V(1) H (Y, J(wydn — dWy)

= > Yelzam1,8-0)HYZ ) (W(Aac1,8-1) = W(Aap))

1<a<ig~1
1<a<ig—1
= Y OHYMOW(Aa)— Y. 1:(0)HIT)W(Ag )
1<agio—1 1<B< o1
= Z W(Aa,ﬂ)(vz(za,ﬂ)H(Yzﬁ,p)—7z(za—1,ﬂ—'1)H(Yz'Z,_l,ﬂ_l))
1<a<ig—2
1<8<jo~2
- Z W(Aio—x,ﬁ)72(21'0—2,/3-1)H(Yz?o_l,ﬁ_1)
1<8<jo~1
- Z W(Aa,jo—l)72(20!—'1,1'0—2)H(Yz:,-l,,'o_z)
1<a<io—2
+ Y W(Aap)(1x(2a0) — 7:(0) H(YS)
1<a<io—2
+ Z W(Ao,8)(7:(20,8) — 7:(0)) H(YS")
1£8<j0—2

— (W(Do,jo-1) + W(Aig-1,0))7:(0)H(YS) .

E (l (W (Lo,50-1) + W(Aio—l,o))’)’z(O)H(Yon)|2p) < Cp 27,
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La desigualtat de Burkholder, la Proposicié 1.3.6 i les propietats de v impliquen

E(| Y Whap)(r:(ap BV ) = 7:(zam1,s-) B, ,_ )I7)

1€a<gipg—-2
158<jo-2

<SG E(] Y IW(an) (1:(za0) HEYE ) = 7e(zam1,8-) B, )))

1<aig—-2
1<A<jo-2

<Cp 22D N B(W(Aap)P)E(|27 Y2, =Y )

1<afipg—2
1<8<jo-2

<C, 27",

De manera semblant

B(] Y Wi-1o)r:(Zi2s-)HYE, ,, )I7)
1<p<jo—-1

< CPE( Z IW(Aio—l,ﬂNzP) SCp27

1£8<50—1

Mitjancant calculs del mateix tipus podem afitar la resta de termes per C,27"P, aixi
demostrem (1.3.28) i finalitzem la prova de la proposicié. n

Entrem ja a I'dltima part d’aquesta seccié: la demostracié del Teorema 1.3.4, és a dir, el
teorema que caracteritza el suport. Abans de passar a la demostracié ens cal introduir una
mica més de notacid.

Fixat h € H, a € IR considerem ’equacié diferencial
S(h) = Xo + /R 72() (as (S3(1) — aal (S3(R))as (S3(1)) ) dn
+ [ e aa(S30) i, (1.3.27)

z € T. Observem que (1.3.27) és un cas particular de ’equacié (1.3.8).

Direm p® a l'adheréncia respecte la topologia a-Holder (o € (0, 1)) del conjunt
2

{S*(h), h € H}.

Fixat h € H, sigui T?(w) = w—w"+h. Una extensi6 del Teorema de Girsanov per processos
a dos parametres (veieu [Gu-P 2]) ens diu que la mesura P o (T}*)~! és absolutament
continua respecte P, per tot n > 1. '

Observem, que els processos {S¢(w"), z € T} i {X,(w — w™ + k), z € T} s6n solucions
particulars de (1.3.8). Per exemple, sigui X*(w) := X(w — w™ + h), h € H. Aproximant
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les integrals estocastiques per sumes de Riemann, és facil veure que X™ satisfa la segilient
equacio diferencial estocastica

X7 =X, + / e (M) [0a(XD) + as(X Yy — as(XM)i] dy + /R yo(m)as(XT) dW, .

zZ

Podem donar ja la prova del teorema del suport.

Prova del Teorema 1.3.4. El nostre objectiu és comprovar les convergencies segiients per
tot o € (0, 1), € > 0,

lim P(w: ||X(w) - Si(w™)la>¢€) =0 (1.3.28)

lim P(w: | X(w—w"+h)—Si(h)|a>e) =0, heH, (1.3.29)

n=oco
que, d’acord amb la Proposicié 1.3.2, asseguren les inclusions
p% Csupp(PoX1) Cpt.
Finalment, veurem que p® = p°® per tot a € IR, de manera que
| supp (PoX™1)=p".
A les expressions (1.3.8) i (1.3.9) escollim Yy = X i els coeficients

1
F=G=0, H=a3 i B=a4-—za§a3.

1
Aleshores, Y* = §#(w") 1 Y; = X,. D’aquesta manera obtenim la convergencia (1.3.28)
com un cas particular de la Proposicié 1.3.2.
Escollim ara

F=G=Clg, H=—-a3 i B=a4,

3
aleshores, Y = X (w—w"+h) 1Y, = §}(h). En aquest cas obtenim (1.3.29) directament
de la Proposicié 1.3.2.

Per finalitzar, ens cal demostrar, que per tot a € IR,

(S°(h), h e H} = {S°(h), h e H]}. (1.3.30)
Fixat h € H, sigui S%(h) la solucié de (1.3.27). Definim ¢ € H de la manera segiient:
§:=h —aa}(S%(R)). Aleshores, el procés S°(g) satisfa
S2(g) = Xo + /R 75(n) a4 (S3(9)) + as (S3(9)) (bn — a iy (S2(h)) ) | dn.

La unicitat de la solucié de (1.3.27) implica S%(g) = S2(h). Per tant,
{S%(h), he H} C {S°(R), h € H}.

L’altre inclusié es pot demostrar de la mateixa manera. Aixi, queda demostrat (1.3.30) i
finalitzem la prova del teorema. "

MATEMATIQUES
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1.4. REGULARITAT DE LA LLEI

Preliminars

Sigui E = {z = (s,t) € T : s -t = 0}. Aquesta secci6 esta dedicada a obtenir condicions
suficients que assegurin ’existéncia i la regularitat de la densitat de la llei de probabilitat
de X, solucié de ’equacié (1.1.1) pels z ¢ T\ E.

Els resultats que obtindrem estan basats en la utilitzacié del Calcul de Malliavin. Re-
cordarem ara breument les seves bases per poder plantejar amb precisié els teoremes que
necessitarem.

Siguin (2, F, P) Pespai canonic associat amb el drap brownia W i IE un espai de Hilbert
separable. Un vector aleatori F': 2 — IE direm que és regular si

M
F=Y fi(We,..., W, )vi, (1.4.1)
i=1
on fi € C(R™), 21,..., 2n €T, v1,..., vy € E. On C{°(IR") denota el conjunt de

les funcions f : R™ — IR, de classe C* que s6n afitades amb totes les derivades afitades.
Denotarem per S el conjunt de les variables aleatories regulars.

La derivada de Malliavin de F' (donada per (1.4.1)) sera el vector aleatori que pren valors
a l'espai L? (T, IE), definit per

n

0 f
DnF = Z ﬁ (Wzl"“a Wzn) l[o,z.-] (77) Yi.

i=1 k=1

Definirem la k-éssima derivada de F' per iteracié, DX = F =D, (... (D, F)).
Per cada p € [1,00) i qualsevol nimero natural N, denotarem per DV'? (IE) la completacié
de S respecte la norma

N
IFIR, 5 = IFIE s @my + D E ID* Fllh g g, -
k=1

Definim ID*° (IE) = m DY?(IE). SiE = IR escriurem D i D™"? en comptes de ID*® (IE)
N

i DY'? (B), respectivament.

Donem ara els resultats fonamentals que utilitzarem. El primer teorema és 1til per de-

mostrar ’existéncia de la densitat d’una variable aleatoria. El segon, a més de 'existencia,

déna també la regularitat de la densitat.
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Teorema 1.4.1. [B-H] Sigui F': @ — IR una variable aleatoria que satisfa les condicions
seguents,

(i) Fe D!

loc?
(ii) / |D, F|*dn >0 g.s..

T
Aleshores, la llei de F és absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue sobre IR.

Teorema 1.4.2. [Mal] Sigui F': Q@ — IR una variable aleatoria que satisfa les condicions

seguents:
(i) F e D%,

@) ([ 1D, Fitd)™ e () 2.
T p21
Aleshores, la llei de F' és absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue sobre IR

i la densitat és continuament diferenciable.
Recordem també un lema técnic que haurem d’utilitzar.
Lema 1.4.3. [L-N-S] Sigui {F,, n > 1} una successié de vectors aleatoris en

ID'? (E), p € [2,00), que convergeixen en L? (Q; IE) cap a una variable aleatoria F.
Suposem que la successié {D F,, n > 1} és afitada en L? (; L*(T;IE)), és a dir,

»/2
sup E(/j: | D, Full% dn) < 0o.

Aleshores, F € D'? (E).
Resultats
Dins d’aquesta seccié considerarem Xy = z9 € R i que els coeficients de I'equacié (1.1.1)

satisfan el segiient conjunt d’hipotesis (Hy)

(H4l) ai : R x T — IR, ¢ = 3,4, sén mesurables, infinitament diferenciables respecte
la primera variable amb derivades de qualsevol ordre uniformement afitades. A
més a més,

sup |ai(z,2)| < C(1+]z|).
z€T

(H22) a; : T — IR, i =1,2, sén derivables, afitades amb derivades afitades.

Sota aquestes hipotesis, pels resultats de la Seccié 1.2, sabem que la solucié de ’equacié
satisfa també I’equacid integral estocastica

X. =Xo +/ vz (1) [as (Xy, n) AW, + a4 (X4, 1) dn].

z
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Introduim també algunes hipotesis addicionals que necessitarem per plantejar el resultat
fonamental d’aquesta seccid.

(H43) sup |as(z,u,v) —az(z,u',v")| < C(|Ju—-u|+v="2"), u,u,v,v' €[0,1],
z€RR

(H44) sup |a4(z,u,v)—aq(z,u',v)| <Clu—1|, u,u' €]0,1],
z€R

v€{o,1]
sup |0 a3 (z,u,v)— 8 az(z,u,v)| < Clu—-1'|, u,u' €[0,1],
vefon)
sup |6%a;(z,u,v)|<C,
E€ER

(uafv)ET
on per 9; a3 (z,u,v), j = 1,2, entenem la derivada parcial de a3 (z,u, v) respecte

de z 1 de u, respectivament.
Fixat z = (s,t) € T\ E,

(H45) as (XO, Oat) 7é 0 ’
(H46) a3 (Xo,0,v) =0, per qualsevol v € (0,1], i

R t
8y as (Xo,0,t) + 8y a3 (Xo,0,2) / 0.t (0,w) ag (Xo,0,w)dw # 0.
0

L’objectiu basic d’aquesta seccié es demostrar el teorema segiient.

Teorema 1.4.4. Suposem que se satisfan les hipdtesis (Hy4l), (H22) i (H43). Fixem
z = (s,t) € T\ E i suposem que es compleixen o bé (H45) o bé (Hs4) 1 (H46). Aleshores,
la llei de X, és absolutament continua respecte la mesura de Lebesgue en IR i la seva
densitat és infinitament diferenciable.

Observacié. La conclusié d’aquest teorema també es pot obtenir intercanviant els papers
de les variables t i s a les hipotesis (Hs4), (H45) i (H46).

A [F 2], Farré va demostrar, utilitzant el Teorema 1.4.1, l'existéncia de densitat sota les
hipotesis seglients
(H3l) a; : RxT — R, ¢ = 3,4, sén mesurables, afitades 1 derivables respecte la primera
variable amb derivada afitada. A més a més, a3 és uniformement continua respecte
la primera variable.
(H42) a; : T — IR, ¢ =1,2, sén mesurables, afitades i Lipschitz.
(H‘;3) a3(X0a0at) 7é 0. .
La demostraci6 la va fer utilitzant la representacié (1.1.4) de la solucié com una semi-
martingala representable. Aixo fa que la prova sigui técnicament complicada i que sembli
dificil plantejar-se el problema de la regularitat de la densitat.

Aqui utilitzarem la representacié feble de la solucié a partir de la funcié de Green. Encara
que imposen hipotesis més fortes que les de [F 2], ens permeten demostrar 'existéncia i la
regularitat de la densitat utilitzant el Teorema 1.4.2.



1.4 Regularitat de la llei 44

Com que X, és unidimensional i la funcid v,(-) és regular i estrictament positiva en u = s
ien v =t (veieu la Secci6 1.6), la demostracié no presenta les dificultats teécniques de [N-S
1] o [N-S 2]. De totes maneres, el métode utilitzat ens ofereix una aproximacié alternativa
al teorema de Hormander, tant amb hipotesis restringides com amb no restringides, per a
processos biparameétrics en dimensié 1.

La prova del Teorema 1.4.4 vindra donada per un conjunt de proposicions auxiliars.

La primera proposici6 estara dedicada a obtenir la condicié (i) del Teorema 1.4.2. Neces-
sitarem presentar primer un lema técnic que és una generalitzacié del Lema 1.4.3.

Lema 1.4.5. Sigui {F,, n > 1} una successié de variables aleatories en D™P, N >
1, p € [2,00). Suposem que existeix F' € DN-1? tal que {DN-'F,, n > 1} convergeix
cap a DN=1 F en L? (Q; L> (TV')) quan n tendeix cap a infinit, i que, a més a més, la
successi6 {DN F,, n > 1} és afitada en L? (Q; L*(TV)). Aleshores, F € D"?.

Prova. Per conveni, direm ID°? = LP(Q). Per N = 1, el Lema 1.4.5 es redueix al Lema
1.4.3 amb IE = IR.

Per N > 1, diem G, = DN71F,, G = DN7! F. La successié {G,, n > 1} i el vector
aleatori G satisfan les hipotesis del Lema 1.4.3 amb IE = L? (TV~!). Per tant DV-1 F ¢
D' (L2 (TN-1)) i aixi, F € DV, .

Utilitzant el Lema 1.4.5 podem ara ja provar la proposicid segiient.

Proposicié 1.4.6. Suposem (H1)i(H,2). Pertotenter N > 1ip € [2, 00), X, € DN?,

Prova. Considerem les aproximacions de Picard definides en (1.2.1), que en aquest cas
seran

X =X,
X = X, + /R 7: (1) [as (X§V, m) AWy + ag (X{™, m)dn], n20. (14.2)

Comprovarem ara que la successié {F, = X S > 1} satisfa les hipotesis del Lema 1.4.5.
Ho veurem fent induccié sobre la N.

Fem primer el cas N = 1. Al Teorema 1.2.1 hem demostrat la convergéncia de les aproxima-
cions de Picard {X,.E") , n >0} cap a X, en L? (), per qualsevol p € [2, 00). Demostrarem
ara les dues propietats segiients

(i) per tot n >0, XM e Db,

(i) sup sup E(|Da X{M|P) < + 0.

n  o,z€T

Observem que si es satisfan les dues propietats, tindrem que {X ;(,n), n > 1} satisfa les
hipotesis del Lema 1.4.5 per N = 1 (en realitat haurem demostrat unes hipotesis més
fortes que les del lema) i per tant X, € ID!?,
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La propietat (i) es comprova fent induccié sobre n, utilitzant les regles de la derivaci6
estocastica, la regularitat dels coeficients i (1.6.7). A més a més, per les mateixes regles
de derivacio, obtenim que les derivades satisfan I’equacié

D, X =0
D, X£”+1) =v.(a) ag(X,(,"), a)

+ /( 72(1) Da Xr(,n) [01a3 (X1(7n)a n) dWy, + 81a4(X1(,n)a n)dnl, (1.4.3)

0<a<z
Sigui Cop = sup sup E (}X{™|P). Aleshores (1.4.3) i (1.6.7) impliquen
€T

n z

E( |Da Xgl)lp) =F ( |7Z(a) a3(X0,a) Ip) S Cp CO ]
B(ID.XOP) <Gy {Cot [ B(DXOp)dn), 22,

(@,2]

I per tant, (ii) queda demostrat.

Per tal de treballar facilment amb les derivades de qualsevol ordre de X £") i X,, utilitzarem
la notacié introduida a [B-P].

Sigui o = (ay,..., ay) € TV; notarem per |a| la longitut de «, és a dir, N. Direm &; =
(ary---, @im1, @ig1,...,an), ¢ = 1,..., N. Donada una variable aleatoria ¥ € DN
escriurem com DY YV la derivada iterativa Doy Day_, --- Do, Y. Sigui f € C;° (R x T),
l’espai de les funcions continues definides en IR x T', infinitament diferenciables respecte la
primera variable 1 amb derivades afitades. Posarem

N m
TolfiXe2) =Y Y. f™ (X.,2) [[ D& X., (1.4.4)
m=1 =1
on el segon sumatori s’estén sobre totes les particions py,..., pn de longitut m d’ « i

f(™) denota la m-&ssima derivada de f respecte la primera variable. De manera analoga,
definirem To(f, X, 2).

Suposem ara que {F, = Xg"), n > 0}, F = X, satisfan les hipotesis del Lema 1.4.5 per
N —-1(N >1)ipE€ [2,00), 0 més precisament, que satisfan el conjunt d’hipotesis

(Hny-1) (a) {Xg") , n>0}C DN-1p
(b) DN-Zx(™ —— DV’X en IP(Q, IX(TY7?),

(c) sup sup sup E(|DN'XMP)< +o00.
n z2€T |a]=N-1

Aleshores, pel Lema 1.4.5, X, € IDY=1?_ Volem comprovar per tant (Hn).
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La prova de (a) de (Hy) es fa per induccié sobre n. A més a més, s’obté
DY x" =0,
N
D‘I’V X£n+l) = Z P&i (a'37 a, ’az)'Yz (az)

i=1

+/( | v:(n) [Ta(as, X5V, 1) dW, + T (as, X5, n) dn] (1.4.5)
sup a,z

onsup a:=a; V...V apn.
La convergencia (b) de (H N) es pot comprovar facilment si s’observa que DN X; (") n >
1,1 DN-1 X, satisfan equacions del mateix tipus que (1.4.5).

Deﬁnim
Ao (fr XM, 2) =To (f, XM, 2) = FN (XM 2) DN XM .

Per n > 0, podem escriure

N
DY X = 37 Ty, (as, X, ) 72 (i) + / 7e(7) [Dalas, X, 7)dW,

i=1 (sup a,z]

+ Aa (‘14, X(n)a 7’) d’?]
w0 DY X [ (X, W, + (X0, ) da]. (14.)
(sup a,z}

Observem que, en els dos primers termes, al costat dret de la igualtat (1.4.6) només
apareixen derivades de X ™ Q’ordre menor o igual a N — 1. D’aquesta manera, la condicié
(c) de (Hy—;) implica

sup sup sup E(IA (a,,X("),n)lp)<Cp, j =34,

no o=
sup sup sup E (|T4; (a3, Xc(,?), a;)|P) < C,p. (1.4.7)
ni o=

I ajuntant (1.4.6) i (1.4.7) s’obté

E(IDY XPP) <6,
B(IDY X p) <, {1+ |

(sup a,z]

E(|DY X{™P) dn},

pertot n > 1, z € Ti|a] = N. Aixi es demostra la condicié (c) del conjunt d’hipotesis
(Hn) i es completa la prova de la proposicié. n



1.4 Regularitat de la llei 47

La derivada de Malliavin de X, satisfa I’equacio
Doz Xz = 7z(a) a;;(Xa,a) + Z | 7z(77) Da Xn [ala3(X7n 77) de + 61a4(X117 77) d’?] ’

0<a<Lz

Definim {Y.(a), 0 < a < 2 <(1,1)} com la solucié de

Yi(a) = 7.(a) + / 7o) Yo(@) [0105(Xgy ) AWy + Oraa(Xoy ] . (14:8)

(a,z

Utilitzant aproximacions de Picard i els arguments del Teorema 1.2.1, és facil demostrar
Pexisténcia i la unicitat de la solucié de P’equacié (1.4.8). Com a conseqiiéncia obtenim
també la desigualtat segiient

sup E (Y, (a)]??) < C,.
0<a<z "
Per la unicitat de solucié de ’equacié que satisfa D, X,, tenim la igualtat

Dy X, = a3 (X4, a) Y(a).

Fixats €,6,6 € (0,1), z = (s,t) € T\E, definim els conjunts D3(¢) = (0,e?) x
(O’t) ’ 05,6(6) = (0,€ﬂ) x (t - é6at)'

El lema segiient ens donaré unes estimacions per p € [1,00) que ens seran 1itils la resta de
la seccid.

Lema 1.4.7. Per qualsevol p € [1, c0),

sup  E(|Xo— Xo|??) < Cpef?, (1.4.9)
aEDE(a)

sup  E(|Yi(a)—7:(a)]??) < Cpel?. (1.4.10)
aGCéys(e)

Prova. Per demostrar (1.4.9) utilitzem les desigualtats de Burkholder i de Holder, (1.6.7),
el creixement lineal d’a;, ¢ = 3,4 i I'afitacié en L2 del procés {X,, z € T}. De manera,
que obtenim '

E(|Xo — Xo|?) < Cp(|Ral?P™ + IRGIP“)/R E(|Xy|*)dn,

que ens déna (1.4.9).

De manera analoga, utilitzant que hem vist que el procés {Y,(a)} esta uniformement afitat
en L??(Q), (1.4.10) s’obté facilment a partir de ’expressié (1.4.8). n
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La proposicid segiient ens donard la condicié (ii) del Teorema 1.4.2 sota les hipotesis (Hy3)
i (H45). Aquesta dltima correspon a la condicié de Hoérmander restringida.

Proposicié 1.4.8. Suposem (H,1), (H;2) i (H43). Fixat z = (s,t) € T\ E suposem
(H45). Aleshores, (/ |Dg X |2 doz)_1 € LP(Q), per qualsevol p € [1, o).

z

Prova. N’hi ha prou amb demostrar
P {/ |a3(Xa, @) Ye(a) > da < s} <eP, pell, o0), (1.4.11)
R,

per tot € < g9, on €y depén de p, z i dels coeficients de ’equacié (1.1.1).

Fixem € € (0,1) i escollim 8 € (3, 3). Aleshores,

P{ /R las(Xay ) Ye(e) da < e} <pie,8) + pa(e, ) (1.4.12)

amb

ef t ’
n(e,B)=P { [) /t , a3( Xy wyryw) Y2(r,w)drdw < ¢,
ef t
/ / a3(Xo,0,t) v2(0,t) dr dw >4€},
0 t—ef

e t
pa(e,B) = P {/ / a2(Xo,0,t) v2(0,¢) dr dw < 45} .
0 t—ef A
Volem comprovar que per qualsevol g € [1, 00),

sup E ( laz(Xrw, 7, w) Y,(r,w) — a3(Xo,0,t) 7,(0,1) |2q) <C, ehe
(r,w)€(0,eP) x(t—ef ,t)

(1.4.13)
En efecte. Les hipotesis (H41) i (H43) sobre el coeficient a3 impliquen

|a3(X w7y ) Ya(r, ) = as(X0,0,2) 7:(0,8) | < C {14 Xl ) [Valr,w) = 72(0,9)|
+ |7z(0,t)l [IXr,w “X0|+ ITI+ Iw—tl]},

on observem que per (1.6.8)
Y.(r,w) — 7:(0,8)] £ C{|Ya(r,w) — 7:(r, w)| + |r| + |w — t]},

de manera que (1.4.13) s’obté de les estimacions (1.4.9) i (1.4.10) amb 8 = 6.
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Aleshores, per la desigualtat de Txebixef,

e? t
pi(e,8) < P {/0 /t_ | [as(Xr,myw) Ya(r,0) - ax(X0,0,) 7:(0,£)]? dr dw > e}

< 5q(2ﬂ_1) sup E ( |a3(Xr,w, r, 'Ll)) Yz(ra w) - a3(XOa 0, t)7z(0’t) |2q)
(r,w)€(0,e°)x(t—ef t)

<C, g1(38-1)

Com que 3 > %, existira g1 > 0 tal que p; (e, B) < €P, per tot ¢ < ¢;.
Diem K := | a3(Xo,0,t) 7,(0,t) |. Per la hipdtesis (H45) i (1.6.14), K > 0. Aleshores

p2(e,B) = P{K?e? < 4e}.

Com que § < existira £, > 0 tal que py(e, B) = 0 per tot € < 5.
La desigualtat (1.4.12) i els resultats demostrats per pi(e, §), .pz(e, B) impliquen (1.4.11).=

La demostracié del Teorema 1.4.4 amb hipotesis de Hormander no restringides vindra
donada per la proposicié segiient.

Proposicié 1.4.9. Suposem (H, 1), (H32) i (H43). Fixat z € T\ E suposem que se
satisfan (H44 )1 (H46). Aleshores, (/ |Da X |? doz)_1 € LP(2), per qualsevol p € [1, o0).
R.

Abans de demostrar la proposicid, presentarem uns resultats auxiliars, recollits en un lema
técnic, que es compleixen sota les hipotesis de la Proposicié 1.4.9.

Fixat z = (s,t) € T\ E definim

ZZ = Xo +/R & 70,t(0av) [a3(Xna77) aw, +a4(Xm77) dﬂ] y CET, n=(u,v).
(MK,

Observem que { %0,:(0,v) a3(X,,n) dW,, ¢ < z} és una martingala biparamétrica
R(nR,
respecte la filtracié generada pel drap brownia. A més a més, és facil comprovar que

sup E(|Z{[P) < C,.
¢<z
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Lema 1.4.10. Sota les hipotesis de la Proposicié 1.4.9 i per p € [1,00) es compleix

sup  E (|2 — Xo|*" + X — Xo[*?) < C,p €277 (1.4.14)
¢eDj(e)
sup E(|X;— Zi|*") < C, 2P (1.4.15)
¢eD} ()
sup B (|X¢ = ZEPP) < C, { 3PP + (20+A)pY (1.4.16)
CECS 5(2) |

Prova. (H46), la propietat de Lipschitz d’a; i (1.4.9) impliquen, per ¢ € D(¢),

E (12§ - Xo|??) < Gy {E(I/R 70,:(0,v) (as(Xyp,n) — as(Xo, 1)) dW,|*
+ | /R 70,t(0’v) (aé(X(hn) - a'3(X0’0’v)) dWﬂ|2p + I/I; ’Yo’t(o,v) G4(X,,,T]) dnl2p)}

<G {e? 0 ( /R E(|X, — Xo[*®)dn + / 7 dn) +¥7} < C, 27
<

R¢

De manera analoga, E (|X¢ — Xo|??) < C, €2P?. 1 aix{ hem demostrat (1.4.14).
Utilitzant la desigualtat triangular, (1.4.15) s’obté facilment de (1.4.14).
Per comprovar (1.4.16), apliquem les desigualtats de Burkholder i de Hélder i obtenim

B (X - 2) < 6 { B(] /R (¢(n) = 70,4(0,)) as( Xy, m) dW, ")
+E ( , /R (v¢(1) = 70,:(0,v) ) as(Xy, 1) d77|2p)}

<Gy { |R<I”"/ [7¢(1) = 70,4(0,0) [P E (1 + | X,[) dn}. (1.4.17)

R¢

Les propietats (1.6.8) 1 (1.6.9) de la funcié 4, (-) impliquen
l7¢(m) = 70,:(0,0) | < C (1G] + |¢2 = £] + |u]),
on { = ((1,(2). Per tant, per ¢ € Cj 4(¢),

|7¢(1) = 70,:(0,0) | < C (e +¢°),

1 combinant aquesta darrera estimacié amb (1.4.17) obtenim (1.4.16). -
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Prova de la Proposicié 1.4.9. Volem demostrar (1.4.11). Per ¢,3,6 € (0,1), tenim

P { L, la3(X g, @) Y,(a)|? da < s} <P { /;z © las(Xq, ) Y:(a) P da < 6}

< Q1(€,,8,5)+Q2(€,,3,5), (1418)
amb
wepd)=P{ [ lamnYo)Pase,
05,5(5)
L. lea@ug v P> 4<),
C3,4()
w80 =P{ [ laa(Z5ut) nu )P < se],
Cg'é(e)
n = (u,v).

Anem a veure que

sup B (Jas(Xpyn) Ya(r) — as(Z2,0,2) 7:(u,8) ) < Cy (51 +639).  (1.4.19)
'lecé,g(e) :

En efecte. (1.4.10), (1.6.7), (1.6.8), (1.4.16) i (H43) impliquen, per n € C} 4(¢)
E (1as(Xy,n) Ya(n) — as(Z5,u,1) 7:(u, £) [*) < Cq B { (1 + | X4 *) [Y2(n) — 72 (n) [
+ (14 X529 [72(n) = 7a(u, 1) P+ bra(w, )7 |X, - Z51%

+17:(u, 1) [** | a3(Z7,m) — as(Z7,u,1) "7}
<G, {Eéq + 289 4 3Ba | [(26+B)g 4 28q } <C, (€6q + 6:31341)_

I per la desigualtat de Txebixef

q1(e,8,6) < P{ Lz © [ag(X,,,n) Y.(n) - a3(Z3,u,t) 'yz(u,t)]2 dn > 6}
8.6'¢
<e B () [ Toa(Xnm) Yala) = as(Z5,u,t) () i)
C3 4()
< C, (e9R8HA-D | ca(E+45-1)) (1.4.20)

Apliquem ara la férmula d’It6 al procés {Z] ,, u € [0,1] },

a3(Z; , u,t) = as(Z5 , u,t) + / 01 a3(Z; ,,ust) 70,:(0,w)

u,v

X { a3(Xr,w,m,w) AWy o + as( Xy o, 7, w) dr dv}

1
+ —2-/ 3 as(Z},,u,t) 76,40, w) a3(Xr w,r, w)drdw.
Ru,u
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Fent un desenvolupament de Taylor obtenim

2
ag(Xo,u,t) =0 a;;(Xo,O,t)u + ag a;;(Xo,T_‘,t) u? R

per algun 7 € (0,u), ja que a3(Xy,0,t) = 0. Podem per tant escriure,

aa(Zu v U t) - u<82 ag(Xo, O,t) + 81 ag(Xo,O,t) / 70,,,(0, ’Ll)) a4(X0, 0, U)) dw)
0

4
=Y M;(u,v) (1.4.21)
=1
on,

Mi(u,v) = / 01 a3(Z; ,,u,t) 70,60, w) a3(Xrw,r, w) dWry ,
Ruu

M, (u,v) = / 70,6(0,w) [ 81 a3(Z} ,,u,t) as(Xrw, T, w)
Ruvy
- 01 (13(X0,0 t) (14(X0,0,’LU)] dr dw )

Ms(u,v) = / 32 a3(Z; ,,u,t) 7§ (0, w) a3(Xr,w,r w)drdw,

My(u,v) = 82 az(Xo, 7, t)

Aleshores, per = (u,v) € Cj 4(¢),
4
> E(IM;(n)*) < Cp %, g€l o). (1.4.22)
j=1

Veiem-ho. Com que a3(Xy,0,w) =0, per qualsevol w < t, la propietat de Lipschitz d’a3 1
(1.4.14) impliquen

E (|Mi(n)|*) = E(I/R das(Z; ,,u,t)70,1(0, w) [as(Xrw, 7, w)
— a5(Xo,0,0)] dWr,,,,|2")
<, P / (E(1Xrw = Xol2) + 12 dr dw < C, 0
Ruu

Per altra banda, les propietats de Lipschitz de 0; a3 i a4, (H44), (1.6.7) 1 (1.4.14) impliquen
E (|My(n)*7)

<, {( [/R 10,400, 0) 4 (X 7 0) [Or03( 27, t) — By a3(Xo, 0, ) ] dir o |

+ l / 70,:(0, w) 81 a3(Xo,0,%) (a4(Xr w7, w) — ag(Xo,0,w)) dr dw Izq)}
Ruv

<G, gthe
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Introduint també a3(X,,0,t) com a Uestudi de M;(n), és facil obtenir
E (|Ms(n)*1) < Cq %P9 (E(| X0 — Xol*9) +Ir[*9) < C, %P1
Finalment E (|My(n)|??) < C, €*$7 i (1.4.22) queda completament provat.
La identitat (1.4.21) implica
72(¢,8,6) < qa(e, B,6) + q22(e, B, 6), (1.4.23)

amb

g21(¢, B, 6) =P{/Cz © 73 (u,t) (i Mj(n))2dn >46},

B.é

a6 8,8) = P{ [ ut)e? [Bras(Xe,0,0) + 01 aa(X0,0,0) [ 10.(0,)
0

C3 4(o)

X a4(X0,0,w)dw]2dudv < 166}.

Utilitzant la desigualtat de Txebixef, (1.6.7) i (1.4.22) tenim
Q21(E,ﬂ,6) < Cq E(6+4ﬂ—l)q . (1424)

Definim ara

(1221(€n3,5)=P{/

t
vi(u, t)u? (O ag(Xo,O,t)/ ¥0,¢(0, w) a4(X0,O,w)dw]2
C v

5,6(c

xdudv>16e},

Q222(€7ﬂ36) = P{L' ( )73(u7t)u2[02 a3(X0’0at) +al (13(X0,0,t)
8,6\

t
X / ¥0,:(0, w) as(Xo,0,w) dw]zdu dv < 64¢ } ,
0

de manera que

g22(¢, B,6) < g221(¢, B, 6) + q222(e, B, 6). (1.4.25)
Per Txebixef, és facil veure que
q221(€, B,68) < Cp eB0F38-De, (1.4.26)

t
Per altra banda, sigui K = I 02 a3(Xo,0,t) + 01 az(Xo,0,1) / Y0,t(0, w) a4(Xo, 0, w) dw l .
0

Com que per (1.6.16), v.(u,t) = exp (/ ay(r,t)dr), i per tant, v.(u,t) > C, tenim que

u

t
/ 12 (u,t) u? [62 a3(Xo,0,t) + 0y a3(Xo,0,¢) / Y0,¢(0, w) aq(Xo,0,w) dw]2 dudv
C;,6(€) 0

"2
.
- 3
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I per tant,
K?C?

q222(€,B,6) < P{ < 6451‘(3"”)} : (1.4.27)

Escollim ara 8,8 € (0,1) que satisfacin les desigualtats 26 + 3 —1>0, 6 +48—-1>01

1-38—6 >0 (per exemple, § = 3, 8 = }). Aleshores, per (1.4.18), (1.4.20), (1.4.23),
(1.4.24), (1.4.25), (1.4.26) i (1.4.27) obtenim l’existéncia d’un €9 € (0,1) tal que (1.4.11)
es compleix per tot € € (0,&¢). I aixi s’acaba la prova. "

Prova del Teorema 1.4.4. Aplicarem el Teorema 1.4.2 a la variable aleatoria F = X,.
Els resultats establerts a les Proposicions 1.4.6, 1.4.8 i 1.4.9 demostren que es satisfan les
hipotesis del Teorema. =

Observaci6. Si els coeficients a;, ¢ = 3,4, no depenen de z € T, el Teorema 1.4.4 es
pot donar sota el seglient conjunt d’hipotesis: (Hyl), (H22) i, o bé a3(Xo) # 0, o bé
ag(Xo) =01 ag(Xo) a4(X0) ?é 0.

1.5. GRANS DESVIACIONS

Preliminars

L’objectiu d’aquesta seccié és estudiar les petites pertorbacions de (1.1.1). Es tractara
d’establir un Principi de Grans Desviacions (que escriurem de manera abreujada com
PGD) per les solucions de I’equacié (1.1.1) quan considerem petites pertorbacions del
brownia que governa 1’equacio.

La primera part d’aquesta secci6 esta dedicada a recordar que diu un PGD i a presentar
el meétode que utilitzarem en el nostre cas per obtenir-lo. Provarem després un PGD
utilitzant la formulacié (1.1.9) de la solucid. Per acabar, indicarem breument com obtenir
el PGD utilitzant la representacié (1.1.4). Les hipotesis necessaries en aquest iltim cas
sén més febles que les anteriors, pero la demostracié és molt més llarga i complicada.

Sigui (IE, £) un espai metric separable i complet amb la o-algebra de Borel corresponent.
Sigui (P, ).>o una familia de mesures de probabilitat en (IE,£)i I : IE — [0, co) una funcié
semi-continua inferiorment, anomenada funcional d’accié , tal que els conjunts {I < a}
sén compactes per qualsevol a € [0, 00).
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Definicié 1.5.1. Direm que (P:).>o satisfa un PGD amb funcional d’accié I si es com-
pleix

e? log P. {0} > — A (O), per cada obert O,
e? log P.{F} < —A (F), per cada tancat F,
on, donat un subconjunt A CIE, A(A) = irelg1 I(z).

Aquesta definicidé es pot donar també pel cas en que la familia de probabilitats és una
successio.

Tenim diferents técniques per construir nous PDGs a partir de families de probabilitats
que ja en satisfan un. Un dels métodes basics és conegut com el Principi de Contraccid.
El podem anunciar en el seglient teorema.

Teorema 1.5.2. Sigui (P,).»o una familia de probabilitats que satisfa un PGD en (IE, £)
amb funcional d’accié I. Suposem que existeix una funcié continua ® : IE — IE', on [E'
és un espal meétric complet i separable. Aleshores, la familia de mesures de probabilitats

Q. = P. o 1, definides en IE', satisfa un PGD amb funcional d’accié J, on
J(y) = inf {I(z), ®(z) = y}.

Ara bé, en molts casos la funcié ® que sabem construir no és continua. Aquest és, per
exemple, el cas d’un procés de difusié quan definim la funcié a partir de ’esquelet de la
solucié. Per exemple, considerem els processos {Z¢, € > 0}, solucions de

dZ¢ = eo(Z5)dW, + b(Z5)dt,

Z§ = z9 € R, on b1 o s6n funcions reals prou regulars.

Si volem obtenir un PGD per la llei de la familia {Zf, ¢ > 0} podriem intentar aplicar el
Teorema de Contraccié. Pel Teorema de Schilder sabem que la familia {eW, € > 0} satisfa
un PGD a l’espai de les funcions continues C([0,%o],IR) amb funcional d’accié

I(f) = { 1 [ |h(s)[?ds, sif e My
00, altrament,
on H; és l’espai de Cameron-Martin, és a dir, ’espai de les funcions reals absolutament
continues definides a [0, ¢], que s’anul.len a ’origen i tenen derivada de quadrat integrable.
Podem definir la funcié que ve donada per ’esquelet i que a cada f € H; li fa correspondre
la soluci6 de

d®(f)e = o(®(f)e)dfe + b(B(f)e)dt,
®(f)o = 20-

Observem que ®(eW) = Z¢. Per tant, si la funcié fos continua, aplicant el Principi de
Contraccié obtindriem un PGD pel procés de difusié. Aquesta funcid, pero, en general no
és continua.
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Per solucionar aquest problema, Azencott va establir un meétode basat en una propietat
que podem anomenar de quasi-continuitat. Aquest meétode el presentem en el segilient
teorema.

Teorema 1.5.3. [A] Siguin (E;,d;), 1 = 1,2 dos espais métrics complets i separables i
X{: Q- E;, >0, :=1,2, dues families de variables aleatories. Suposem que {X7 , € >
0} satisfa un PGD amb funcmnal d’accié I : By — [0, o). Sigui F : (I < +0} — E,
una funcié tal que las seves restriccions als conjunts compactes {I < a}, a € [0, o), sén
continues en la topologia d’E;. Per g € E,, diem

I(g) =inf {I(f): F(f) = g}.

Suposem que per qualssevol R,p,a > 0 existeixen a > 0 i g9 > 0 tals que per f € E;
satisfent I(f) < aie < ep tenim

€ € R
P{dy(X5, F(f)) 2 p, da(X, ) < a} <exp (- 5—2) . (1.5.1)
Aleshores, la familia {X§, ¢ > 0} satisfa un PGD amb funcional d’accié I
Resultats

Considerem el conjunt d’hipotesis (Hs) sobre els coeficients de ’equacié (1.1.1),

(Hsl) a;:IR — IR, i = 3,4 sén funcions Lipschitz afitades.
(H22) a; : T — IR, 1=1,2, sén derivables, afitades amb derivades afitades.

Sota aquestes hipotesis i amb zy € IR, considerem la familia {X*, ¢ > 0} de processos
indexats en T que satisfan I’equacid estocastica

X: =1, +/R 7:(n) [e as(XE) AW, + ag(X3) dn] . (1.5.2)

1 que corresponen a les solucions de

X,
dsot

+ as(s t) 3 +5a3(X s,t) Wst+a4(X 5, 1),

(s,t) € T, X, ¢ = z sobre els eixos.
Establirem un PGD per {X¢, ¢ > 0} a l'espai C,,(T) de les funcions reals continues
definides en T que prenen el valor zq sobre els eixos. El nostre objectiu sera aplicar el

resultat d’Azencott a les variables aleatories X{ = eWW 1 X§ = X* donades a (1.5.2).

El cas particular a; = a2 = 0 ha estat estudiat a [D-D] seguint aquest mateix meétode.
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Per poder obtenir ’estimacié (1.5.1) ens calen dos tipus d’eines: desigualtats exponencials
i un lema tipus Gronwall. Donarem primer de tot aquests resultats. Obtindrem una
desigualtat exponencial per un tipus d’integral estocastica que no sera una martingala.
Aquest mateix problema ha estat estudiat a [So] en el context de les equacions diferencials
estocastiques en derivades parcials paraboliques.

Proposicié 1.5.4. Sigui g.(n) una funcié real definida en T? amb go(-) = 0. Suposem
que existeix una constant positiva K, tal que per tot z, 2/ € T,

/T (9:(n) = g=+(n)) dn < K, d(2,2"),

on d denota la distancia Euclideana en T. Sigui 0 = {o(z), z € T} un procés estocastic
F.-adaptat. Aleshores, existeixen constants positives K; 1 Ky tals que

2

P { sup | gz (n) o(n,w) dW,,] > L} < exp ( KLK2 Kg) (1.5.3)

pertot L>0amb —£— >K;,onK,= sup |o(z,w)]
K2 Kq z€T, weN

Prova. Diem
Iz = /; gz(n) U(U,w) dW’l .

Suposem que sabem provar ’existéncia de constants positives C; i C; i d’una variable
aleatoria B tals que

E(B) < V2, (1.5.4)

sup |I,] < C, K; K, [(tny BT + Gy, (1.5.5)
z€T

on #ny z = max {fn z, 0}. Aleshores, de (1.5.4) obtenim l’estimacié
E(exp(fnyB)) <1+ V2

i utilitzant (1.5.5) i la desigualtat de Txebixef exponencial tenim

P{sup 1112 L} < P{(tn. B) 2 (—L—A— -a)’)

C, K7 K,
et - ()
Sexp{—(__L—" 2) +€n(1+\/_)}

C K} K,

=exp { - Kf;{g [(Cil B I’Q%LI’G SEE \l{g) = Kg] J s

> Cy Cs.

si

K} K,
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Diem K := , Ky :=max{2C1Cs, V8 (In(1 +\/§))Ji C:1}, i suposem —— > K;.
KK

g -4

El darrer terme de (1.5.6) és igual a
L2
exp { - K, K2 8 K, [(1—

i esta afitat per

o { ~ gz 5 [(-3) 5l =e { - o)

Per tant, (1.5.3) queda demostrat.

KfLK, tn(1+V2) K, K? ci])

C 01)2 =

Veurem ara les demostracions de (1.5.4)1(1.5.5). El metode utilitzat és semblant a ’emprat
a [So]. Utilitzant la desigualtat de Burkholder observem primer

E(|L L) = /T (4:(n) — 92:(m) )* E (0*(m,0) ) d
<K,K!d(z2').

Diem p(y) = y3 2% K} K,, y 20, ¥(z) = exp (T) z € R. Sigui

// o (d(z, zli/x/‘))dzdz

Anem a comprovar que B realment satisfa (1.5.4). Diem

= — a(n) .
9(z,21y (1) = (9=(n) = g=(n)) 6. J5)

Si considerem la martingala continua

Mf‘ = / 9(z,2") (77) dW'l

er

respecte la filtracié F,,, amb variacié quadratica associada
(M)T = /R g?z,z‘) (17) d77 <1 ’

és conegut que existeix un moviment brownia Z tal que M,=2 (W), D’aquesta manera,
per les propietats del moviment brownia

Bl ( p(d{zz,;;;\/i) )| =E [exe (%)]
<E [exp {% ( sup |Zr'2) }J = V2,

0<r<1

i per tant E(B) < + oo.
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Podem aplicar ara el Lema de Garsia-Rodemich-Rumsey (veieu, per exemple, Teorema
1.1 de [W]), per cada w-q.s. i 2, 2' € T. Obtenim

d(z,z") B
L-zi<s [ 07 (3) o),

i com que Iy =0,

d(z,0) B
-1
wer = e |8/0 v (y4 ) 4|

vz
<2t | [T ((naB) + e y™)3) dolo)|. (15.7)

Fent calculs és facil comprovar

V2 1 _1
/ (Iny y=4)7 y~2 dy = 2V 2.
0

Finalment, (1.5.5) és una conseqiiéncia de (1.5.7), ja que

V2 41 1
/0 (bnypy™*)2 y=2 dy]

N =

sup |L| < 2% | (tny B)} p(V2) + K] K, 24
Z€T
<9 K} K, [(€n+ By} yo-% \/zvr]
1 1
=C, K¢ K, [(fny B)? + (3]
amb Cy = 2°i Cp = 27%2m. .
El lema tipus Gronwall que necessitem és el segtient.

Lema 1.5.5. Sigui h: T — R una funcié integrable no negativa que satisfa

h(z) SK+/R B(n) h(n)dn, z€T,

on K >201ip:T — IR és una funcid integrable no negativa. Aleshores, per qualsevol
z€T,

h(z) < K exp {/R B(n) dn}.

Prova. Es igual a la del Lema 4.13 de [L-S]. .
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Denotarem per H,, €l conjunt de les funcions absolutament continues f € C;,(T) amb

Jr | f(2)|2dz < 4 o0, on f(z) indica la derivada %%%. Recordem que {e¢W, ¢ > 0}
satisfa un PGD a Cy(T') amb funcional d’accié

itf) = {% /13,5 si f € Ho;

+00, altrament.

Per cada f € Hy, considerem la funcié { S(f)(z) z € T } que satisfa

S(f)(z) =m0 +/R v:(n) [aa (S(F) () + as (S(f) (m)) £(n)] dn. (1.5.8)

Siguin f,g € Ho, ||fll#, + llgll7, < a. Pel Lema 1.5.5 i (Hs1),
| 5(f) = 5(9) lleo < Clleflco s

on

a@) = [ mmas(Sta) () (Fn) - () dn.

z

Suposem primer que a3 és una funcié de classe C?, afitada i amb les derivades afitades.
Integrant per parts i utilitzant (1.6.7) es pot demostrar

lallee < CIf = glloo (1.5.9)
on la constant C depén de ||as|loo + ||@}]lco + ||a%||co- En el cas general, (1.5.9) continua
essent certa, com es pot comprovar facilment regularitzant a3 mitjancant una convolucié i

passant al limit.

Fixem-nos que (1.5.9) ens indica que f — S(f) defineix una funcié continua de { || f||#, <
a} cap a C,,(T) respecte la topologia de la convergéncia uniforme.

L’objectiu d’aquesta seccid és la demostracié del resultat segtient.

Teorema 1.5.6. Sota les hipotesis (Hs ), la familia de processos {X¢, € > 0} solucié de
(1.5.2) satisfa un PGD a l'espai C,,(T) amb funcional d’accié6

Ho)=int {5 [ 1fGIPdz, =50, f€Man},

on S(f) esta definida a (1.5.8).

Com que ja tenim la continuitat de la funcié f — S(f), obtindrem el resultat transferint
les estimacions de Ventzell-Freidlin, tal com ho presentem en el teorema segtient.
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Teorema 1.5.7. Suposem (Hs). Per tot f € Hy, R, p> 0, ¢ € [0,1], existeix un a > 0
tal que

P{IX = S(llw >, I6W = flo <0} Sexp (= 32).  (L510)

Sigui {Y}, z € T} el procés definit per

YE =z + / ev:(n) as (Y)W, + / 7e(n) (aa(¥E) + as(¥2) f(n) ) dn.  (L5.11)
R, R,

- La demostracié del Teorema 1.5.7. es redueix a demostrar el resultat seglient.
Teorema 1.5.8. Per tot f € Ho,R, p > 0, existeix un a > 0 tal que, per qualsevol
e€[0,1]
. R
P{IY* = S(Dllew > pr |eWlloo < @} S exp (= 55). (1.5.12)

Veiem-ho. Sigui Wf =W, - % f(z). Pel Teorema de Girsanov sabem que {W¢, z € T}

és un procés de Wiener respecte la probabilitat P¢ donada per

X /T f(2)dW, — 5 /T F(2)P dz}.

Per cada p,a,e > 0, direm

B = {|1X* = S()lleo > p, €W = flloo <},
e _ l ¢
U® =exp { - /Y:f(z)sz} .
Aleshores,

P(B%) < P{BC n (Us < exp (%)) } +P{U€ > exp (%) }

< exp (A; ) P‘(BE)—l-P{ _ /T F(z)dw, > -;_\- } (1.5.13)

ona=|fll},i)€R.
Considerem la martingala forta continua { / f,, aw,, z € T}. La desigualtat exponen-
R,

cial per martingales fortes establerta a la Proposicié 5 de [D-D], implica I’existéncia de
constants positives K, K> tals que

P{I/Tf'(z)sz|>g}_<_I~{1 exp(— ~/\2 ),

K2 €2a




1.5 Grans desviacions 62

per qualsevol A > 0. Escollim A2 > a K, (R+4n Kl), aleshores
: A R
P{I/Tf(Z)sz|>;}Se><p(—€—2). (1.5.14)

A més a més, en termes de w® =w — 1 f, el procés X*(w) el podem escriure de la manera
seguient

Xi(w)=X; (w“5 +-i—f) = +/ e'yz(n)ag(Xf, (w® +%f))dW,f

e(, . € 1 £, 1 3
b [l (a0 (35 0 + 2 1) + aa(X5 0 + £ 1) Fm) .
Diem Y*(w®) = X¢(w® + 1 f). Aleshores,
P(B*) = P{[IY* = S(Nllec > P> eWlleo <},
amb Y* complint (1.5.11).
D’aquesta manera, (1.5.13), (1.5.14) i (1.5.12) ens completen la demostracié del Teorema
1.5.7.

La demostracié del Teorema 1.5.8 esta dividida en un seguit de lemes i proposicions.

Lema 1.5.9. Fixem f € Ho, ||flln, £ a. Aleshores, existeix una constant no negativa
K depenent només dels coeficients i de a tal que, w-q.s.

1Y =S e <K || [ entmay)awy . (1.5.15)

Prova. Les identitats (1.5.11) i (1.5.8) impliquen
Y7 - S5(f)(2)] < ||/R ev:(n) as(Yy) dWy|| , +C /R 1Yy = S(H) )| |1+ f(n)|dn.

Aplicant el Lema 1.5.5 obtenim l'estimacié (1.5.15) amb K = exp (C(1 + a)). n

Anem ara a plantejar una discretitzacié del procés Y¢. Necessitem pero introduir primer
una mica de notacio.

Pern € N, k,j = 0,1,--+,n— 1, direm sf = £, 47 = L, 0. = (s}, t1) i A}, =

n
[s%>$%+1) X [t7,t741). Definim ara Y2 = Y;;.j si (s,t) € Af ;.
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Proposicié 1.5.10. Per tot R > 0 i p > 0 existeix ng € IN, depenent de R i p tal que
pertotn > ng ie € (0,1]

R
P{IY* =Yoo >u} Sexp (- 5).

Prova. Fixem nidiem F® = {||Y* -~Y*"|o > p }, aleshores

FeC U (Frg UFSS UFS), (1.5.16)
k,j=0
amb
r={oe 1f _, enmetpan)>L},
kj zEA" 3

= gg: | / )~ 1)) 4] > 4,

Fyys = 2 |/ @R,(n)vz(n) ~ry (1) 7:p,(0) (@a(¥5) +as(¥7) fo) dn| > 5 }

Volem obtenir fites exponencials per les probabilitats P (ka';), t = 1,2,3 per k,; fixats.
Per z = (s,t), signi £ = (2, L),

Definim
~1 _ .
g:(n) = 1R,zj+%\R,:j () Yzp,+2(n)-

Aleshores

wp | [ enn) ()@ | = sup| [ egin) aa(¥)aw, .

zGA:j
Es evident que §} = 0. A més a més, per (1.6.9)

[ @ - an <02 dz,2).

Aleshores, la Proposicié 1.5.4 implica ’existéncia de constants positives K; i K, tals que
2

&,n un
P(Fyy;) Sexp (- 5553 K2)»

1
quan £ > K.
3C2¢
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De manera analoga

sup | & (7:(m) = vs5,(n) ) as(Yy) dWy | = sup I/ eg2(n) as(Yy)dWy |,
ZEAL; Rz;:j z€T T

amb
g2(m) =1r,y (1) (vep,+5 (1) = 125, (m))-

Aleshores §2 = 01 per tot z, 2' € T,

| @m-2m)asc g de.

La Proposicié 1.5.4 implica ’existéncia de constants K; 1 K; tals que

. 2 n?
P(Fpy;) Sexp (= gz K2
. T > e .
si 3—27%—5 > K,
La desigualtat de Schwarz ens déna

sup I/T (. (1) 7= () =1rep (M) 727, () (as(¥;E) +as(Yy) f(n) ) dn| <

slo

ZEA;:J.
D’aquesta manera, 2c? Fyp, és buit i P(Fy) = 0.
Finalment, per (1.5.16)
2 e 2 2 pin p?n?
e’ log P{F°} <¢&* log {n (exp ( 903 21\2) + exp (—9—03—[_:-5}{2))}
K

< e?(log n? +1og 2)— L0 K2 < _p
< e” (log n® +log 2) Y

per n prou gran i € € [0,1]. Aixo completa la prova de la proposicié. n

Proposicié 1.5.11. Per tot R> 0, p >0, n € IN, existeixen po > 0 (que no depén de
n)iag > 0 (depenent de n) tals que, per tot u < po, a < ag i€ € (0,1],

P [ ermatamll, > o Wl <a, V="l < )

< exp (— 6—13) . (1.5.17)
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Prova. Podem escriure

PI[ ertnas(¥)aWyll,> o Wl <@y ¥ =¥l < 1}
<Pl [ ertm (a8 - as%) W, [ > 5 1Ye = Yoo < 1)

+P{I [ entmazmam, > 5, Wl <o},

Observem que

| [ emmasrmyaw, | =) T ca(vy [ T

7,k=0
SCE |/ a 7z(n)del-
]k 0

A la Seccié 1.6 es demostra que 'yz(-) té derivades parcials de primer ordre i creuada de
segon ordre afitades (Proposicié 1.6.1). Aproximant la integral estocastica per sumes de
Riemann i fent un pas al limit, de manera analoga a una integracié per parts en el cas
determinista, s’obté

/ / Y:(n) AWy = W, 1, 72(82,82) — Wiy 1, Y2(51,t2) = Way ey 12(52,11)

+ Ws1 k2 72(51 3 tl)
67, 92 6‘7,,

32

- Wat, = (u,t2)du + Wat, = (u t1) du
31 81
t2 t2

- W32)v aa (327,0) dv + WSI, az;z (51, ‘U) d’U

t

/2/ Wa,v 3 % (u,v)dudv.

Aleshores, per tot € € (0,1], o in tals que a < gdroz tenim
PUIL[ entmaman,> 5, oWl <a} =0.

Considerem finalment g.(n) = 1g,(n)~v:(n). La Proposicié 1.5.4 implica l’existéncia de
constants K; i K, tals que

P{IL [ emtn) (axlV) = as(Ky™) aii, > &, 1¥° =Yoo < 1)
2
P
S exp ( T 4203 p? K2) ’

si p < ——.
202K1
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2
I aixi, (1.5.17) es compleix per a < & i pu? < £5%. =

Ara ja és possible donar la demostracié del Teorema 1.5.7.
Prova del Teorema 1.5.7. Diem
A= {IY* = S(f)lleo > p, W] < @} .
La desigualtat (1.5.15) implica que per tot n € IN, u >0, A® C UL, A%, amb
A= {lIY* =Y oo > p},

& & p € &,n
A= {1l [ enmas) Wl > £, Wl <y IV =Yoo < s}

Els resultats de les Proposicions 1.5.9 1 1.5.10 completen la prova del teorema, i estableixen
per tant el PGD per la familia {X¢, ¢ > 0}. "

Com ja hem comentat, podem demostrar un PGD sense utilitzar la funcié de Green, és a
dir, treballant amb la representacié (1.1.4) de la solucié. Aixd ens permet treballar amb
unes hipotesis més febles que les que hem utilitzat fins ara en aquesta seccid, pero, per altra
banda, fa que la demostracié del PGD sigui més llarga i técnicament més complicada. Com
que 'estructura de la demostracid és semblant a la que ja s’ha donat, indicarem breument
les eines necessaries i algun punt especialment significatiu, sense donar les demostracions

(veieu [R-S 1]).

El conjunt d’hipotesis (H{) que suposarem sobre els coeficients sera el segiient:

(Hil) ai:IR — IR, 7= 3,4 sén funcions Lipschitz afitades.
(H{2) a;:T — IR, i=1,2 sén funcions Lipschitz afitades.

Com abans, ens calen desenvolupar unes desigualtats exponencials i un lema tipus Gronwall
adaptats a ’expressi6 actual. Necessitem primer definir una nova classe de processos.

Definicié 1.5.12. Siguip > 2 i L}, el conjunt dels processos B : [0,1] x T x @ — R
que sén B[0,1] ® B(T) ® F—mesurables tals que

(i) A (t; U, v, ) és JFy,—mesurable i s’anulla si t < v,

(i) 118illzs,, == B fio 1y BT (8 m)dtdn < oo.
De manera analoga, L, denotara el conjunt dels processos B(T) ® B|0, 1] ® F—mesurables
B2: T x[0,1] x @ — R tals que

(1) PB2(u,v;s,-) és F,,—mesurable i s’anullasi s <u,

(i) NBellZs = E [rxjo 1) P2(mis)dnds < +oco.
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Fixat w € 2, direm
181115 := W61l Le 0,11 x7)-

Ens cal desenvolupar desigualtats exponencials per dos tipus de processos diferents. Estan
recollides en les dues proposicions seglients.

Proposicié 1.5.13. Sigui p € [1,00), p1 € [,f{,’V. Existeixen constants positives K; 1
K, , depenent només de p, tals que

L2
P{J Bi(wiu,0)dWopdwvlloo > L, |B1llzp < B} < exp (= Z5 Ko
[0,¢]x R. o}

pertot,@>0iL20amb%2K1.
Pels processos By € L%, definim I (s,t) = fR“ B1(t;51,t2)dWs, .

Proposicié 1.5.14. Sigui f; € L, tal que
(i) Bi(t;u,v, ) és Fu,-adaptada,
(ii) pp esta afitada, és a dir

sup sup |Bi(t;n,w)| == B < + o0,
(t,mEOIXT we

(iii) existeix K > 0, que no depén de w, tal que per tot r,t € [0,1]
/ lﬂl(t; u,v) — Pi(r;u,v) |2 dudv < K|t —r|.
T

Aleshores, existeixen constants positives Ky 1 Ko, tals que

L2
P { “Il“oo > L} < €xXp (—— ml\’g)

per tot L > 0 tal que
K ni de f.

—_— > K;. A mé s, K d K d 1
(K-}-ﬁz)‘% 2 45 mes a mes, K; an 2 no depenen ni de

{ i
Ti- . "

i
]

P [

7!

Vi
-d

R
&Derlme“‘y’{b
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Les demostracions de les desigualtats exponencials de les Proposicions 1.5.13 1 1.5.14, es
poden fer seguint el metode de la Proposicié 1.5.4.
També ens cal un lema tipus Gronwall. La formulacié adient a la situacié actual és la

seguent.

Lema 1.5.15. Sigui h € LY(T,IR) una funcié no negativa tal que

h(s,t) < a(s,t) + K/t h(s,v)dv + K/s h(u,t) du

(s,t) € T, amb K > 0 i a : T — IR integrable i no negativa. Aleshores, existeixen
constants positives K, K2, que depenen només de K , tals que per qualsevol (s,t) € T,

h(s,t) < a(s,t) + Ky [/Ot a(s,v)dv + /08 a(u,t)du + /0‘ /03 a(u,v) du dv]

t s t 3
/ / h(u,v)dudv < Kg/ / a(u,v) du dv.
o Jo 0o Jo

Definirem D'esquelet de la manera seglient. Donada f € My, considerem la funcié

{S(f)(2), z € T} tal que

S(f)(z) =m0 + /R az(S(f)(u,v)) F(u,v)dudv +/ ﬂlf(w; u,v)f(u,v)dudvdw

[0,(]xR,

+/ ﬂ{(u,v;r) f(U,U)dUdvdT-+/ ol (u,v) dudv,
[0,s]xR.

R,
amb

Bt w,) = aa() 1y (as (SN ) + [ (w5 u,0)dw)

1,03 5) = a1(6,0) 1w (a0(S(Aw o) + [ Bf(u,vi )
@f(s,t) = as (S(F)(s,1)) + ar(s,1) /0 o (u,£) du + a5, ) /0 0/ (s,v) dv
+ ai(s, t) /R ﬂif(t; u,v) f (u, v)dudv +02(3,t)/R 8L (u,v; s) f(u,v)dudv .

Aleshores, la funcié Ho — Cz,(T), f — S(f) restringida als conjunts {||f|#, < a}

a € (0,00), és continua amb la topologia uniforme.
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El problema de transferir les estimacions de Friedlin-Wentzell, es redueix a estudiar la
probabilitat
P{IY*=S(f)lleo > p, |eW |loo < a },

on Y ¢ és el procés que satisfa

t
Y5, =20 +/ eaz(Yy ,) AWy +/ / G5 (w; u,v) dw dWy, ,
R, R (4]

t[ [ Bund bt [ oo dudo
R“t 0 Ra,t

on 3%, B5 i ¢° corresponen a les expressions (1.1.5), (1.1.6) i (1.1.7), per I'equacié (1.1.1)
pertorbada. El procés Y¢ l’escriurem de forma abreujada com

Ys=zo+a3 W5 - tW+ 65 - Ws+¢°- 2.

Recordem també la notacid

Ilf(s7t) = /R Bf(t;slitz)dwsl,tza Ig(s’t) =/R ﬂ§(517t2;3)dW31ytz'

Aleshores, es demostra que existeixen dues constants no negatives K; 1 K, , depenent
només dels coeficients i de a, tals que

1Y —=S(Flloe SKa{llas Wloo+ |8t W lloo + | B5 - W ||oo
+ Ko || I§ |p + EKa || I )2 }

q.s.

Definint el procés Y*", a base de discretitzar el procés Y¢, tal i com ja hem fet abans,
tenim per tot n € N, v >0,

5
{17 =S(Hlleo>p, IeWw<a} c | 45

i=0

amb . on
A ={lY" =Y [lo>71},

p e n
At = {lla5 - Wlleo > 57 1eW lloo <, |¥*=Y*" [l <7},

P £ e,n
A5 = {1185 tWlleo > g5 s Wl <0, [V = Y*" oo 7}
£ £ p 4 &,n
A5 = (195 Wslloo > 5 |eW o < @, [Y* =Y | <7} ,
€ p ’
A= {1 > 55 Wl < [V =Y*" | <7},

p e ,
A ={I5lw > sz IeWlleo <o, Y=Y oo <7} .
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Aleshores, només cal demostrar que per tot € € (0, 1]
e R .
P(A,-)Sexp(—g) :1=0,..,5,

la qual cosa es fa de la manera segient. ¢ s’estudia tallant-lo amb els conjunts
Bf = {||If]lec £ C}iBj§ = {||I5]lcc £ C} 1 afitant la probabilitat mitjancant la desigualtat
exponencial donada a la Proposicié 1.5.13 i una desigualtat exponencial per martingales
fortes (veieu Proposicié 5, [D-D]). Els complementaris dels conjunts Bf, ¢ = 1, 2, s’estudien
amb la desigualtat exponencial de la Proposicié 1.5.14. Utilitzant la desigualtat per mar-
tingales fortes [D-D], es tracta Aj. Els conjunts A§ i A s’afiten gracies a la desigualtat de
la Proposicié 1.5.13. Finalment, per tractar els dos tltims conjunts cal aplicar la férmula
d’Ité de manera que el problema es redueix a estudiar les probabilitats de dos conjunts:
una que es pot afitar per la Proposicié 1.5.14 i una altra que es tracta amb la desigualtat
per martingales fortes.

1.6. LA FUNCIO DE GREEN

Preliminars

En aquesta secci6 es donen alguns resultats sobre la funci6é de Green v;(n) que s’utilitzen
al llarg del primer capitol d’aquesta memoria. Recordarem primer de tot com es defineix
la funcié de Green associada a un operador diferencial en el cas determinista.

Considerem 'operador diferencial de segon ordre definit a (1.1.8)

2f (s s s
Lf(s,t)= QgT(a;i) —aj(s,t) (9f_ét,_tl — az(s,t) —af—éslt—)

Resultats classics sobre equacions en derivades parcials ens diuen que si utilitzem la funcié
de Green « associada a l'operador £, podem escriure, sota certes condicions de regularitat
dels coeficients, 1'inica solucié de 'equacié diferencial en derivades parcials

Lf(s,t) =b(s,t)

(s,t) €T, f(s,t) =0, o €R,sis-t=0,com

f(s,t) =0 +/ ¥s,t (4, v) b(u,v)dudv.

a,t

La funcié de Green associada a l'operador L es defineix de la manera segiient (veieu, per -
exemple, [Sn]). Fixat (s,t) € T = [0, 1], sigui 7s,¢(u,v) la funcié definida en {(u,v) :
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(0,0) < (u,v) < (s,t)} que satisfa les propietats (P) descrites a la Seccié 1.2. Recordem-
les:

6273,t(uav) + 6(al(u’ v)7s,t(uav)) + a(aZ(u,v)'Ys,t(u’v)) =0

(P) Ou Qv Ov du
M = —ai(u,v)ys,:(u,v) quan v=t,
Ou ’
@3—’2’(5’—1)) = —ag(u,v)vs,:(u,v) quan u=3$§,
Yo, t(u,v) =1 quan u =3, v==1.
Resultats

Suposarem que els coeficients a; 1 a; satisfan la hipotesi

(H22)  ai,1=1,2, sén afitats, derivables i amb derivades afitades.

Sota aquesta hipotesi establirem 'existéncia d’una funcié 7, ¢ (u, v) que satisfara la relacié

s t
Vs,t (u, ’U) =1 + / al(r7 v) Vs,t (7‘, 'U) dr + / a2(u, w) Vs, t (u1 w) dw ) (1-6-1)

(0,0) < (u,v) < (s,t). Comprovarem també 'existencia de derivades parcials de primer
ordre respecte u i v i de segon ordre creuada. La derivabilitat de la funciéi (1.6.1) impliquen
clarament les propietats (P), de manera que es tractara de la funcié de Green associada a

L.

Per finalitzar demostrarem un seguit de propietats de la funcié vy que utilitzarem per estu-
diar les diferents propietats del procés solucié de ’equacié diferencial estocastica (1.1.1).

La funcié v,(.) no la sabem donar de forma explicita. La construirem a partir d’una
serie definida de forma iterativa. Aquesta representacié ens permetra estudiar les seves

propietats d’una manera bastant senzilla.

Considerem les funcions
Hy (s, t; u,v) =1,

3 t
Hpp (S,t; u,v) = / al(r, v) Hn(sat; T ‘U) dr +/ a2(uvw) Hﬂ(svt; uvw) dw, (162)
u v

(u,v) < (s,t), n > 1. Definim aleshores

vo,t (U, v) = Z H,(s,tu,v), (u,v)<(s,1). (1.6.3)

n=0
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Proposicié 1.6.1. La série (1.6.3) que defineix la funcié v és absolutament convergent
i satisfa (1.6.1). A més a més, per tot (s,t) € T, ~vs,+(-) té derivades parcials de primer
ordre respecte u i v i de segon ordre creuada, uniformement afitades sobre { (u,v) : 0 <
u<s,0<v<t}.

Prova. Veurem amb un raonament inductiu que per tot n > 0, (u,v) < (s,t),

Ha(s,tu,0) < C Y (Z) (s ;!“)a (t(;f):)—!a . (1.6.4)

Per n = 0 és evident. Si suposem que és cert per n, tenim, aplicant la hipotesi d’induccié
8 t
|Hn41(s, tiu,v)| = | / ay(r,v)Hp(s,t;r,v)dr + / az(u, w)Hn(s, t; v, w) dw|
u v

<55 () S S 5 0) S )

a=0 a=0

— ol 1§ (n + 1) (s —u)® (t—v)r+i-e |

a a! (n+1-a)

a=0

Aleshores és facil comprovar

Etnofsory (Nt ceop pe (L1

= \a al (n—a)! a€{0,-,n} J(n —-a)!
on
1 ’
1 1 W quan n és parell,
max {-—' —_—f} = 2 1
a€fo,,n} Lal (n—a)! quan n és senar.

) )

Per tant, la série definida a (1.6.3) és absolutament convergent i la funcié v estd ben
definida. A més a més, (1.6.2) i el teorema de Fubini, ens donen

Z Ho+1(s,tu,v) = /8 al(r,v)( Z Hn(s,t;r,v))dr

n>0 u n>0
+ /t az(u, w)( Z H,(s,t;u, w))dﬁ)
v n2>0

que implica clarament (1.6.1).
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Volem comprovar ara la derivabilitat de la funcié 4. N’hi ha prou amb demostrar que
H,(s,t;u,v) és derivable per tot n > 0 i que la série de les derivades és absolutament con-
vergent. Comprovem primer, mitjangant un raonament inductiu, la derivabilitat respecte
la u. Evidentment Hy és derivable i (1.6.2) 1 la hipotesi (H22) impliquen

aHn+1(S t u v)
Ju

= —a(u,v) Hp(s,t;u, v)+/ MH (s, t;u, w)dw

t
+/ ax(u, w) OH,(s,t;u,w) dw
v Ou

(1.6.5)

D’aquesta manera és clar que H,(s,t;u,v) és derivable respecte u per tot n > 0. Compro-
vem ara que per tot n > 0, (u,v) < (s,t)

s <o 3 (5 () [y + )

a=0 \ =«

Per n = 0 és evident. Suposem que és cert fins al pas n. De (1.6.4) i (1.6.5), tenim

l@Hn.H (s,t;u,v)

t
S| < 15,5, 0)| + C [ sty w)]

6H(3tuw)|d

<o Z ( ) = (t(; j);)! rem ; ( )(s - ((tn_+vin:r 1ot)c'v
o8 (S 0)) S et (e
o g (£ 0) Rl ey

oa=0 =a

Per tant,

lBHn+1(s £ u, v)i <Cn+1z (Z( )) i’ [(n+11—a)' +(n_1a)!]

a=0

1 1
( C) aE{Oa,D,(n} {a' (n - a)' }

D’aquesta manera, la série és absolutament convergent i tenim

0s,1(u,v) o~ OH (s, t;u,v)
Ou - Z Ou ’

a=0
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i per tant

la'y”(u v)l <cC,

per tot (u,v) < (s,t).
Fent servir aquest mateix metode, podem estudiar la derivabilitat de v respecte v i la
derivada parcial creuada de segon ordre. "

Observacié: Per continuitat podem estendre les derivades parcials sobre {(u,v) : 0 <
u<s,0<v<t}

Proposicié 1.6.2. Fixat (u,v) € T, la funcié (s,t) — 7, ¢(u,v) té derivades parcials
de primer ordre respecte s i t i de segon ordre creuada, uniformement afitades sobre
{(s,)eT:u<s<l,v<t<1}.

Prova. Utilitzarem un métode semblant al de la proposicié anterior. Es a dir, comprovarem
que la derivabilitat de H,(s,t;u,v) es compleix per cada n i que la série de les derivades
és absolutament convergent.

Primer comprovarem que Hy(s,t;u,v) és derivable respecte s per tot n > 0. Formalment
(1.6.2) implica

6Hn+1gss,t;u,v) = ay(s, 0) Ha(s, ;5,0) + / as(r,v) W dr
“ 1.6.
t OH,(s,t;u,w) (1.6.6)
+ [ ax(u,w) P d

Aixi, per induccié podem veure que, H,(s,t;u,v) és derivable respecte s per tot n > 0.
També podem comprovar que

lBH a(s,t;u, v)| < an (n) (s —u)*~! (¢ —p)n—@

(a=1)! (n—a)

a=1

Per n = 0 és evident. Si suposem que és cert fins el pas n, (1.6.6) i (1.6.4) impliquen

st comn () (5o £ ()5 iy
. (z) L

n+1
n+1 n+1\ (s —u)*! (¢ —o)rtl-a
=¢ Z( @ ) (-1 (n+l-a) "’

a=1

Per tant

(3 tu, ”)I <o) ae{l,,n}{(a—ll)! (n—la)!}
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que assegura la convergéncia absoluta de la serie de les derivades i

678 t(uv v)
| Os sC

De manera analoga podem demostrar que

g cc

2
Finalment, volem estudiar la derivada parcial crevada 22:£{:%) Formalment, la igualtat
p 9501 g

(1.6.6) implica
O?Hpy1(s,t;u,v)

OH,(s,t;u,t)

aHﬂ ,t; b
(s,t;8,v) +

psor et /5 a2(ut) =5,
s 0%H,(s,t;7m,v) t 0%H, (s, t;u,w)
+’/1; ay(r,v) EPET dr -|~/v az(u,w) e dw

Com abans, per un procediment inductiu podem comprovar que,

O0s Ot = (a=1)! (n—1-a)!
1 1
<(20)" }
s (26) aE{lI??‘,)fz—l} (a=Dl(n-1-a)!
Per tant, i T30 gt' ) , existeix i satisfa
858t -

Observaci6. Per un procediment de continuitat podem estendre les derivades parcials de
la proposicié anterior a {(s,t) € T; u < s, v < t}.

Per acabar aquest apartat donarem algunes propietats de la funcié v, .(u,v). Algunes
d’elles sén conseqiiéncies dels resultats que acabem de provar.

Proposici6 1.6.3. Existeix una constant universal C > 0 tal que

sup sup | 7., (u,v)| < C, (1.6.7)
(s,)ET (u,v)<(s,2)
sup | 7s,¢ (¥, v) — 75,0 (&,9) | S C(|u—a| +|v —7]), (1.6.8)
(s,0)eT
pertot (u,v),(%,7) < (s,t),
( su)pTlvs,t (u,v) = 735,21 (w,v) | S C (s — 3] + |t - 1]), (1.6.9)
u,v)E

pertot (s,t),(5,%) > (u,v),

(su)% [7s,6(u, v) — 75, (1, v) — 7, 3(w, v) + 153(u,v)| < C(|s - 3[]t —7|), (1.6.10)

pertot  (s,8),(5,2) > (u,0).
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Prova. La propietat (1.6.7) és una conseqiiencia de

| Hn (s,tu,v) ] <(2C)" max } {-—1———1——}

a€{0,...,n al (n—a)!

Els resultats (1.6.8), (1.6.9) i (1.6.10) sén corol.laris de les Proposicions 1.6.111.6.2. =

Proposicié 1.6.4. Sigui 7, (u,v) la funcio definida per la série (1.6.3). Es compleixen

07t (u,
ai(s,t) Ys,t (u,v) = —’)—/—ta—‘(sﬁ—l)- quan t=wv, (1.6.11)
6 3 )
az(s,t) ve,¢ (u,v) = —’-y—taiﬂ)—)— quan s =u, (1.6.12)
82 3 b 3 S
—————76;;‘ 2 ay(s,2) ———-——7 (00) (g1 D2nt:0) *(“7 Yoo,  (1613)
Yo,t(8,0) >0, v5¢(u,t) >0, 0<v<t,0<u<s. (1.6.14)

Prova. Comprovem primer (1.6.11). El primer pas consisteix en demostrar que

O Hpt1(s,t;u,v)
0s ’
per induccid sobre n. Per n = 0 el resultat és evident. Suposem que (1.6.15) és cert per
tot § < n — 1. Aleshores, la igualtat (1.6.2) implica
O Hpi1(s,v;u,v)
Os

=a1(s,v)Hn(s,v;s,v)+/ ay(r,v)

u

a](S,t) Hﬂ (S,t;u,'U) =

t=v,n>0, (1.6.15)

—a1(s,v)Hp(s,v;u,v)
0H, (s v;T, v)

—al(s,v)/ a(r,v)Hu—1(s,v;r,v)dr

’ Hy(s,v; 1,
= / a(r,v) (5_%:_7‘1) —ay(s,v)Hp_1(s,v;r, v))dr =0.

i (1.6.15) és cert per tot n > 1. Aixo implica

ay(s,v) Z H,(s,v;u,v) = Z 0 Hpti(s,v5u,v) ,

n2>0 n>0 s

i per tant (1.6.11) queda demostrat.
La prova de (1.6.12) és analoga. La igualtat (1.6.13) es pot comprovar establint primer

O%Hpyq (s, tu,0 0H, (s,t;u, OH, (st
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n > 0. Es demostra facilment a partir de (1.6.2), (1.6.15) i el seu analeg

0 Hpy (s,t;u,v)
ot ’

as(s,t) Hy (s,t;u,v) = s=u, n=>0,

fent servir, com abans, un raonament inductiu sobre n. Aixi, es pot comprovar

0% Hpq2(s,t;u,v) O Hpi1(s,t;u,v) 0 Hpyi(s,t;u,v)

250t —ais?) ot —a(st) 35
_ /u o) [az Hn_gs(;;t; 1) _geit) aHn(z; 610) o aH,,(g,s t;r,v)] -
. /,,t o (u,w)[a2 Hn_:;s(2t tuw) aHn(sa,tt;u,w) — ax(ot) aH,,(sé;e;u,w)] o
n al(s,v)[aH"“g;’t;s’”) - ag(s,t)Hn(s,t;s,v)]
+ ag(u,t) [aH"“g’t; wt) _ al(s,t)Hn(s,t;u,t)] = 0.

Finalment volem veure (1.6.14). Si resolem l'equacié diferencial satisfeta per 7, ¢ (u,v)
(veure (P)),

09,1 (u,v
2904 () (1) youlww) =
¥s,e(u,v) =1 , u=s,v=t,

obtenim

Vs,t (8,v) = exp (/vt as(s,w) dw)

i, per tant ¥, ¢(s,v) >0, 0 < v < t. De la mateixa manera,

Vs,¢(u, t) = exp (/ ay(r,t) dr) , (1.6.16)

u

i per tant v, ¢(u,t) >0, 0 <u <s. ‘ "



REGULARITAT DE LA DENSITAT DE LES
SOLUCIONS D’EQUACIONS DIFERENCIALS

ESTOCASTIQUES ANTICIPATIVES

Capitol 2.

2.1. INTRODUCCIO

Aquest capitol esta dedicat a determinar condicions suficients per ’existéncia de densitat
regular per la llei de probabilitat de la solucié de I’equacié diferencial estocastica anticipa-
tiva

P
X, = x0+/ (3 4;(X,) 0 dWi + Ag(X,)ds), teo,1], (2.1.1)

i=1

a un instant de temps ¢ > 0 fixat. Aquesta equacié és un cas particular d’una classe general
d’equacions diferencials estocastiques anticipatives analitzada a [O-P].

Suposem que (2.1.1) esta definida a I'espai de probabilitat candnic associat al procés de
Wiener estandard k-dimensional, W = {W,,t € [0,1]}, i que els coeficients A4;, j =
0,1,---,k, sén funcions definides en IR? que prenen valors en IR? i que satisfan

(C) 45,57 = 0, L. ,k sén de classe C* amb derivades parcials afitades, i
E;;l E:'i=1 A’ ;A té derivades parcials afitades de primer ordre,

Xo és una variable aleatoria arbitraria i la integral estocastica és una integral de Strato-
novich anticipativa.

78
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L’objectiu és continuar el treball comengat a [Mas] i a [C-F-N]. Fixat z € IR?, considerem
les hipotesis classiques

(H(z)) (condicié de Hormander no restringida)
L’algebra de Lie generada pels camps vectorials A;, [Ag, 4;], 1 < j < k, al punt
z és R,
(Hr(z)) (condicié de Hérmander restringida)
L’algebra de Lie generada pels camps vectorials Aj, 1 < j <k, al punt z és R%.

A [Mas], Masuda demostra que si (H(z)) es compleix per tot z € IR?, aleshores la variable
aleatoria X, t € (0,1}, té densitat. En realitat, el resultat que obté és valid per una classe
d’equacions més general que (2.1.1).

A [C-F-N] s’estudien condicions suficients per la regularitat de la densitat. El resultat
principal (Teorema 5.2) estableix ’existéncia de densitat regular per les variables X,, t €
(0,1], si els coeficients de ’equacié satisfan (C) i es compleixen les hipotesis segiients
(i) Xo € D*(RY),
(i) sup,eq |Xo(w)| £ K, per alguna constant K > 0,
(iii) existeix A € (0, 1] i una variable aleatoria positiva ¢ € Np>1 LP(€2), tal que

|D,Xo — DeXo| < C |t — s,

per tot s,t € [0,1].
(iv) (HRg(z)) es compleix per tot |z| < K.

L’objectiu d’aquest capitol és estendre aquest ultim resultat en les direccions seglients. Per
un costat, volem eliminar la hipotesi d’afitacié sobre X 1 poder treballar amb condicions
de Hormander no restringides. Per altra banda, volem estudiar la regularitat de la densitat
de X, sota el punt de vista presentat per Bell i Mohammed. A [B-M 1], Bell i Mohammed
han demostrat una extensid i refinament del Teorema d’hipoel.lipticitat de Hormander.
En particular, el seu resultat permet que la condicié (H (:z:)) no es satisfaci, de manera
controlada, en una col.leccié de superficies.

La hipotesi (Hg(z)) admet una formulacié equivalent. Considerem la matriu E,,(z),
amb columnes els camps vectorials A;,1 < 7 < k, [Ai, 4], 1 < 4,7 < k,---,
[Aiy, [Aiyy o [Aimo1s Ai) 7]y 1 < 81,0+ im <k, al punt z. Sigui A,(z) el valor propi
més petit de Em(2z)E%(z), on “ *” denota la transposada. Es clar que, (Hg(z)) és equi-
valent a A,(z) > 0 per algun enter m > 0. De la mateixa manera, es pot obtenir un
resultat andleg per (H(z)). La formulacié de les condicions de no degeneracid, les escriu-
rem utilitzant A, i el seu analeg per (H (.1:)), Km. D’aquesta manera, en el cas restringit
suposarem

(Hr) (Am(Xo)) Te MNp>1 LP(R), per algun m > 0.
Observem, que si sup,cq | Xo(w)| < K, la hipdtesi “(Hg(z)) per tot |z| < K” implica
(Hr). ‘
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A la Seccié 2.2, estenem el Teorema 5.2 de [C-F-N] per qualsevol X, € D*®(R?), que
satisfaci (H R) i tal que la seva derivada DX, compleixi les condicions del Teorema 5.2 de
[C-F-N] (Teorema 2.2.2). Una versié apropiada del Lema de Norris (Lema 2.2.1) esdevé
una eina fonamental en la demostracié d’aquest resultat.

A la tercera seccié treballem amb una condici6 no restringida de no degeneracié estricta-
ment més feble que (H r)- Sota aquesta nova condicid, obtenim també la regularitat de la
densitat (Teorema 2.3.2). L’eina fonamental de la demostracié és també una nova versié
del Lema de Norris (Lema 2.3.1), que en aquest cas, és un refinament del demostrat a la
secci6 anterior.

A la Secci6 2.4, suposem, com a [C-F-N], que X esta afitada i generalitzem, sota aquesta
hipotesi, €l Teorema 1.1 de [B-M 1] a Pequacié (2.1.1) (Teorema 2.4.9). En particular,
obtenim aixi una extensié del Teorema 5.2 de [C-F-N] en el sentit que permetem que la
hipotesi (iv) falli d’una manera “controlada”. El fet que el rang de X estigui inclos dins
d’un compacte juga un paper important a la demostracié d’aquest resultat.

Introduim alguns resultats i els convenis basics que utilitzarem. El desenvolupament i la
presentacié detallada d’aquests resultats es pot trobar a [N 1] i a [C-F-N].

Sigui {¢(z), z € ]Rd} el flux estocastic definit per ’equacid estocastica adaptada

t k
o) = o+ [ (X Alpaa) o diWi + Aulpu())ds), t€0,1]

Sota la hipotesi (C), el procés {¢:(Xy), t € [0,1]} és una solucié de (2.1.1) (veieu [N 2],
[M-N-S] o [O-P]). També sota la hlpote51 (C), tenim que el procés {p(Xp), t € [0,1]} és
I"inica solucié continua a ’espai IL21 . (veleu [N 2]). A partir d’ara, quan parlem de X,
solucié de I’equacié (2.1.1) ens referirem a 0¢(Xo).-

Denotem per {Y;(z)} la derivada del flux, { 2L(x)}, i per {Zy(z)} la seva inversa. Aquests
processos satisfan les equacions

. Kk
V@) = I+ [ (L 0Ai(pu)Vila) o dW] + dAulipu()¥i(a) ds),

. Kk
2@) = I= [ (X Z0)04;(pu(e)) 0 W + Z,(2)0Aolipa(2)) ds)
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El Lema 2.1 [O-P] estableix estimacions trajectorials pels processos {p:(z)}, {Yi(z)} i
{Z(x)} i per les seves derivades. Aquestes estimacions sén usades constantment al llarg
d’aquest capitol i per aixod les recordem aqui.

Per qualssevol § > 0, N > 1 existeix una variable aleatoria positiva (4, N) € ﬂle Lr(Q2)
tal que q.s.

- 146
5w (led@) + e (2)]) < ¢ N) (L+1P) T, o e RY,

sup (I%;};—t(w)l + Ia(;xzj (w)l) < ¢(6,N) (1 +[z[?)°, (2.1.2)

0<t<1

0<j<N,zelR%

Per obtenir la regularitat de la densitat utilitzarem el Calcul de Malliavin. Per les defi-
nicions fonamentals ens remetem als Preliminars de la Seccié 1.4. El criteri general per
obtenir regularitat de la densitat que farem servir és el segiient,

Teorema 2.1.1. [Mal] Sigui F = (Fy,---, Fy) un vector aleatori d—dimensional tal que
les seves components sén de ID*°. Suposem que

(det < DF',DFi >)7" € () L*().
p22
Aleshores la llei de F' és absolutament continua i té densitat infitament diferenciable.
Observem que es tracta d’'una versié d—dimensional del Teorema 1.4.2.
Si suposem que X, € D*®(IR?), el Lema 2.3 [C-F-N] implica que ¢;(X,) € D®(IR?) per
tot t € [0,1]. A més a més,
Dilp(Xo)'] = ¥;"(Xo) [DiXg + Yo 4(r) ZEH(Xo) At(r(Xo))],
1<j £k,1<:<d D’aquesta manera, la matriu de Malliavin Q; =< DXy, DX; > ve
donada per Q; = Yy(Xo) C; Yi(Xo)*, on CH/ = ZLI fol I"ff”t' I‘ﬁ:ﬁ dr,1<h,j<d,i

T2y = DLX3 + 110,q(r) Z2*(Xo) AF (0-(X0))-

Fixem t € (0,1]. Volem demostrar que (det @;)™! € (1,5, LP(Q). Perd, per (2.1.2) tenim
que E(|Y(X0)|™?) < oo i E(}Y:(X0)|P) < oo per tot p > 1. Aixi, en tenim prou si veiem
que (det C¢)™! € (,5; LP(R). Pero, pel Lema 2.3.1 [N 1], sera suficient comprovar que

per tot p > 2
sup P(A*Ced < g) <ef
[Aj=1

per tot € < €o(p)-
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I aplicant el Teorema 2.1.1, la llei de X, tindra densitat de classe C* respecte la mesura

de Lebesgue en IR?.

Per acabar, indiquem els convenis basics que s’utilitzen al llarg d’aquest capitol. Les sumes
en indexos repetits s’omitiran i totes les constants es denotaran per C' o C, (quan depenen
de p), encara que puguin anar variant.

2.2. CONDICIONS DE HORMANDER RESTRINGIDES

Preliminars

L’objectiu d’aquesta seccié és estendre el Teorema 5.2 [C-F-N] per condicions inicials X
de ’equacié (2.1.1) no necessariament afitades.

Resultats

Necessitem desenvolupar primer una versié del Lema 5.1 de [C-F-N] que no requereixi la
hipotesi d’afitacidé de la condicié inicial.

Lema 2.2.1. Siguin @ = {ay(z) = (&}(2))i=1,. 0yt € [0,1], 2 € R}, V = {V,, t €
[0,1] } processos mesurables que compleixin
(H1) {a(z),t € [0,1]} és adaptat, per qualsevol z € IR?,
(H2) per tot (t,w) € [0,1] X 2, £ — a¢(z,w) és una funcié de classe C2.
Sigui T € (0, 1],
(H3) existeix un real pu > 0 i una variable aleatdria (1 € (,»; LP(?) tals que, per tot
K>1 -
sup  (lae(2)| + |en(2)| + lof/ (2)[) < &L K*,  qs,
|z|<K,0<t<T ,
(H4) existeix una variable aleatoria positiva (, € Mp>1 LP(2) i X € (0, 1] tal que, per
tot s,t € [0, 7] -
Ve=Vil < Glt =2, gs.
iVo € (V51 LP(Q).
Diem Yi(z) = V; + fot a,(z)dW,, t € [0,T],z € R? i sigui X, una variable aleatoria d-
dimensional que pertany a ﬂpzl L?(Q). Aleshores, per qualssevol 8,7 > 0, amb 6§\ >
(2\ + 1), per tot a,b > 0ip € [2,00) existex un €9 > 0 depenent de §,7,a,b,p, T i dels
moments de (i, (2, tal que

S S
p( / 1Y Xo)|Pdt < ac®, / Joe(Xo)Pdt > be) < e?, (2.2.1)
0 0

per qualssevol S : Q@ — [0,T] i e € (0,¢).
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Comparant-lo amb el Lema 5.1 [C-F-N], aqui només ens cal suposar que Xo € (1,5, L?(£).
La nova hipotesi (H3) és més forta que (H3) a [C-F-N] i té en compte el compacte {Jz| < K}
on s’obté la fita. Tal com ja's’ha dit a la Seccié 2.1, el Lema 2.1 [O-P] ens diu que el
flux estocastic ¢,(z), la seva inversa @;'(z) i les seves derivades respecte z satisfan la
hipotesi (H3). A la demostracié que donem, la nova hipotesi sobre X i (H3) es combinen
mitjangant un argument de localitzacié, perd la idea de fons és la mateixa que la de [C-F-N].

Prova del Lema 2.2.1. Per simplificar suposem k£ = 1. Fixem 71, 72, € > 0 i diem G =
{¢ e}, G2 = {{2 < e}, p= A+ 1. Seguint les idees de la demostracié del Lema
4.2 [N-S 1] (veieu també Teorema 8.26 [St] i Pas 1 del Lema 5.1 [C-F-N]) obtenim

S S
P({/ |Yt(:c)|2dt§a66,/ ()Pt > b} N G N G2)
0 0

< nv2exp ( —277p( (ab_l)%nK"e:%"’“"Y1 + TPn—rtig—12—% )_2), (2.2.2)

per qualssevol n > 11 [z] < K. Com en el Lema 5.1 de [C-F-N], la demostracié de (2.2.2)

consisteix en realitzar un canvi de temps de la martingala M;(z) = fot as(z)dW, de manera
que obtenim un moviment brownia pel qual es coneixen desigualtats exponencials (veieu

Lema 8.6 [I-W]).

Com que é\ > (2A+1)n, podem escollir 41, 42, ¢, w > 0 de manera que %—n—’yl—wu—q >
0,\q—%—7>0. Signin K=¢"",w>0in>1ambn <e"?<n+1. El costat dret
de (2.2.2) esta afitat per

€~9v/2exp ( —277b((ab 1Y) ReF 1M WA= 4 TeRA M T—] )“2), (2.2.3)

i, per tant, (2.2.1) es compleix per Xo = z amb |z] <e v
Fixem 8, w > 0. Existeixen z; € R?, i € {1,2,---, N#*} tals que

N
{lal<e™}c | {le— =il <€)
i=1
Observem que NF* < Ce~(*P) Definim A; = {w : |Xo(w) — ;| < e?},i €

{1,2,---,NF*}, By = Ay, B; = ;N (UiZ] B))", i € {2,--+, N#¥}, i la variable aleatoria

NEw

X.(w) = Z z;1p,(w).

Diem H. = {|Xo| £ ¢™*}. Aleshores, és clar que H, C {| X, - X.| < eﬂ}.
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Considerem la desigualtat

p( /0 " Y0Pt < ac’, /0  e(Xo) Pt > be") < jX:T,-(s), (2.2.4)
amb
Ti(e) = P((GY)), Tu(e) = P((G2)), Tu(e)=P(H c)
T(e) = P(§ / V(X)) [2dt < 3ac’, / (X2 dt > ba"} naingG?),
Ty(e) = P({/ o (X.) — a2 (Xo)ldt > 2he"} N GL N AL ),
To(e) = ({/ Yi(X.) — Yi(Xo)[dt > %ass} neing,).

La desigualtat de Txebixef implica, per qualsevol ¢ > 1
ZT (6) S e™ME(]) +eM™IE((]) + ™ E(1Xo]?) < Ce™™, (2.2.5)

amb I' = min{ y1,72, w }.

Els resultats obtinguts a la primera part de la prova (veieu (2.2.3)) impliquen

NP

[

Ty(e) < Z P {/ |Yt(a:,)|2dt < 3ae ,/ loe ()2 dt > bs"}ﬂB NGl nGz)

< Ce‘<"’+ﬂ)ds-q\/§ exp ( —270p((6ab~ V)21 wn=a 4 TR AI-T2~3 )"2),
(2.2.6)

El teorema del valor mig i la hipotesi (H3) impliquen

2 _ S 4
Ts(e) < '56 "E (lG}nH. /(; Ia?(Xe) - a?(Xo)ldt) < ETE_"_271—2'“"+’3. (2.2.7)

Finalment, utilitzant les desigualtats de Txebixef i de Sobolev, la propietat local de la
integral estocastica i els resultats sobre derivacié d’integrals estocastiques que depenguin
d’un parametre (veieu, per exemple [K]),
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) <2 B(( [ 1] a@Weor, = ([ au(eaWiems ) Leyom,

525-6 /OTE( sup I/Ot (as(z) — Ozg(y))alW3|2 IGE)dt

a |z—y|S€”, 'zlylylSE—w

2 T t

S—ezﬂ_‘s/ E( sup I/ o (z)dW,|? lgé)dt < Ceth—8-tm—2wp—dw
a 0 jz]<e~w Jo

(2.2.8)

Fixem p € [2,00). Aleshores, d’acord amb (2.2.4)—(2.2.8), i escollint 8 > max{p + 1 +
271 + 2pw, (6 + 271 + 2wy + dw + p)}, obtenim (2.2.1). .

Podem ara demostrar el resultat de regularitat de la densitat per la solucié de (2.1.1).
Amb aquest objectiu, introduim primer la notacié necessaria. Considerem els conjunts de
camps vectorials

Zo :{Ai’ i = 1,""k}a
ZJ‘ ={[A5,V],i=1,...,k,Vezj_l}, le
Per qualssevol enter no negatium > 01z € R?, sigui E,.(z) la matriu amb columnes els

camps vectorials de ¥;, 0 < j < m, al punt = € R?. Sigui Am(z) el valor propi més petit
de E,.(z)E%(z), z € RY, m > 0, és a dir,

Am(z) = mf Z > V(). (2.2.9)

j=0 VET;
Observem que A, () és creixent respecte de m.
El teorema segiient és el resultat fonamental d’aquesta seccid.

Teorema 2.2.2. Suposem que els coeficients Ay, A1, -+, Ar de I’equacid (2.1.1) satisfan
(C). Sigui Xo € ID*®°(R?) una variable aleatoria tal que
(i) existeix A € (0, 3] i una variable aleatoria positiva € 5, L?(9) tal que,

ID,Xo — DeXo| < Clt—sPHE, st €0,1],
(ii) DoXo = 0 per alguna versié de DX,
(iii) per algun jo > 0,

(M(X0) ™" € ) 7).

p2>1

Aleshores, la variable aleatoria X; solucié de (2.1.1) té densitat regular per qualsevol
t€(0,1].
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Observacié. Suposem que |Xp| < K per alguna constant K > 01 que existeix jo > 0
tal que per tot |z] < K, span( UJ° °0 Z;) al punt z és R%. Es clar que la condicié de no
degeneracié (iii) es compleix. Per tant el teorema anterior estén el Teorema 5.2 de [C-F-N].

Prova del Teorema 2.2.2. Per qualssevol A € R%, |A| =11 > 0 definim

Eo _{Z / (X Z4(Xo)An(0s(X0)) L j0,q(s) + A" D Xo)?ds < e},

h=1

Bi={Y / (X*Zu(Xo)V (pu(Xa)) "ds < "D}, 521,

VeL;

ambm(j)=71,0<7<-2-,\-);_—1,F=E00Eln»--ﬂEjo,Ae={CSE'F},I‘>0.

Volem veure que, per tot p > 1ie < €o(p), P(Ep) £ €P. Com hem explicat a I'dltima part
de la Seccid 2.1, aquesta desigualtat és suficient per establir el teorema.

Utilitzant Ey C U]_I(Ej—l NES)U(FN AU AS i la desigualtat de Txebixef, la prova es
redueix a comprovar
P(FNA,) <e?, (2.2.10)

P(E;.1NE§)<e?, 1<) <o (2.2.11)
p>1ie <ego(p).
Definim
5> [ 02V xop) s + Z / (" Z,(Xo)An(+( X))
J=1VeL;
+ A*D"X,) ds.

Les hipotesis (i),(il) impliquen, sobre el conjunt A,

A >-Z 3 / (A" Z4(Xo)V (5(Xo))) ds—-Z / IA* D" X, 2ds

J=0 VE€L;

%Z ) / (A" Z,(Xo)V (ps(X0))) ds — Ce2M+DA-2r, (2.2.12)

=0 Vex;

Definim H, = {|Xo| < e™%}, e,w > 0, i els temps aleatoris

. 1
Sy = inf{s >0 :ozup |Z6(Xo) - I| 2> E}’ (2.2.13)
S; = inf{s >0 : sup |ps(Xp)—~ Xo| > €3 }, B,e > 0. (2.2.14)

0<o<s
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Per Sobolev, la desigualtat de Txebixef i el Lema 2.1 [O-P] obtenim
P({S; <e’InH,) < s_%qE( sup sup |ps(z) —z|9)
0<|z|<e~w 0<s<eP

C-%q E( su () —= E( su Y.(z Il"))dz
<ce$i([ (B mp lps(e) el + B( swp V(&) = 119)d)

0<s<LeP 0<s<er

<C efimtwamvd g5,
De manera analoga,
P({S; <f}NH,) < Cefr2wi—wi g5,
Per tant, per qualsevol ¢ > d,
P({S5; <ef}nH.) +P({S1 <f}nH.)+P(H) <C (53w 4 gwa) (2.2.15)
De (2.2.12) i, escollint B, T’ amb m(jo) < 2(A + 1)§ — 2I', obtenim
P(FN 4.0 {8 >’ }n{S; >€’}) <pile) +pa(e),

amb

|A*Zs(X0)V (2s(Xo))I? , m(jo
mi(e) = P ZV‘%;/ el ds < 4(C+ 200 +1)em0,

M Zo(Xo )V (Xo)? |
/ A" Z(Xo)V(Xo)| ds > 16(C +2(jo + 1)U, 55 > ¢),

DI N GO
" Zy(Xo)V (Xo)P e
pale) = P( Z Z/ T4 S 16(C +20n +1)em0).

j=0 VEx;

Pel teorema del valor mig, la hipotesi (C) i X € (1,5, LP({2), podem trobar una variable
aleatoria positiva ¢ € ﬂp>1 Lr(Q), tal que

[V(¢s(Xo)) — V(Xo)| £ (lps(Xo) — Xol,

per qualssevol s € [0,1),V € Uj:?:o Z;. Aleshores, utilitzant la desigualtat de Txebixef,
per qualsevol ¢ > 1

" 1N Z4(X0) (V(s(Xo)) = V(X0)) I m(io) qe
e =F Z;v%; [ " Z.(Xo) ds > Cen), 55 > <f)

< P(Cz ei8 S C&.m(jo)) < Ce(%ﬂ—m(jo))qE(@q). (2.2.16)
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Suposem, a més a més, m(jo) > ; la hipotesi (iii) ens déna, per qualssevol p > 1 i € prou
petit '
p2(e) < P(Njo(Xo) < CemUo)=Fy < e, (2.2.17)

Siguin T, 8, w > 0 complint les restriccions segiients: 8 > 18w, m(jo) < 2(A+1)8-2T, B <
m(jo) < 2B. Aleshores, les estimacions (2.2.15), (2.2.16) i (2.2.17) impliquen (2.2.10).

Per la demostracié de (2.2.11) ens remetem a [C-F-N] (Pas 2 a la prova del Teorema 5.2).
Per exemple, per j = 1, apliquem la férmula d’It6 a Z,(z)Ax(ps(z))

k s
22 An(ou(e) = 4n(@) + 3 [ 2o Aulipn(o)aW,

l\Dln——l

k
/ 26 (1o, 441+ 5 3 s[4 Aul) o

Aleshores (2.2.11) és un corol.lari del Lema 2.2.1. aplicat a

ai(m) = )‘*Zt(m)[Al’Ah]((Pt(x)) I= 11"'1k7

k
Ve = X*(44(Xo) + DI Xo + / Z4(Xo)([40, 41] + Z o [Aes Anl]) (p4(X0))ds),

l\)l»—-t

amba=6=1,b=1,7=m(1).
La hipotesi (i) i el Lema 2.1 de [O-P] ens asseguren la validesa de les hipotesis necessaries.

Per 1 < j < jp apliquem els mateixos arguments a
ai(.’L‘) = A*Zt(x)[AI, V](Sot(.’lt)) l:: 1’...’k’

Ve=AV(Xo)+ /\*/ Zs(Xo)([A0, V] + = E[Ag’ [4e, V1) (ps(Xo))ds,

g—
Vel "

Exemple 2.2.3. Sigui £ = d = 2. Considerem els camps vectorials

Ay(z) = (2;:1), Ay(x) = (cos2x2),

[A1, As)(z) = (—2m1 sinx2) |

z = (z1,z2). Aleshores

—2cosxy
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Sigui y = (z1,0), en aquest cas

2 2z +2
Ei(y)Ei(y) = <2x1 ) 4x% +8>-

Fent uns calculs prou sencills, es veu
inf{A1(y); y = (¢1,0), 1 € R} > 0.

Considerem qualsevol coeficient Ag : R? — R? infinitament diferenciable amb derivades
parcials afitades i una condicié inicial aleatoria Xo = (X¢,0) que satisfaci les hipotesis
(i),(ii) del Teorema 2.2.2. La hipotesi (iii) d’aquest teorema es compleix, i per tant, X, t €
(0,1] té densitat regular.

Per exemple, podem considerar X] = W(h), on W(h) és la integral d’Itd d’una funcxo

h € L?([0,1]) que satisfaci hg = 01i |k — k| < C|t — 3|7, ¢,s € [0, 1], per alguna 7 € (0,1).

2.3. CONDICIONS DE HORMANDER NO RESTRINGIDES

Preliminars

Aquesta seccid esta dedicada a demostrar l’existéncia de densitat regular per la llei de la
solucié X; de (2.1.1), t € (0, 1], sota una condicié de no degeneracié, formulada en termes

dels camps vectorials A, j = 0,1,-:-,k. Tindrem per tant una hipotesi més general que
la (iii) del Teorema 2.2.2.

Resultats

Com en el cas adaptat, ens cal una versié més refinada del Lema 2.2.1.

Lema 2.3.1. Siguin & = {a(z) = (ei(@i=1,- 4}, B = {Be(2)}, 7 = {m(e) =
(vH(2))i=1,-k}, t €[0,1], z € IR?, processos mesurables que satisfacin les segiients condi-
cions:
(H1’) per qualsevol z € RY, {au(2)}, {Be(z)} i {1:(2)}, t € [0,1] sén adaptats,
(H2’) per tot (t,w) € [0,1] x ,z — oay(z,w) és una funcié de classe C?; z —
Bi(z,w), T — Yi(z,w) sén de classe C*.
Considerem la familia de variables aleatories h = {h(z), z € ]Rd} tals que ¢ — h(z) és C1.

Sigui ai(z) = h(zx) + fot Bs(z)ds + [vs(z)dW,, t € [0,1]. Suposem



2.3 Condicions de Hérmander no restringides 90

(H3’) existeix un real u > 0 i una variable aleatoria positiva (1 € (1,5, LP(2) tals que,
per qualsevol K > 1

sup  (lae(@)] + |a(z)] + laf ()] + la(z)| + |ay(z)]
|z|<K,0<t<T
+ Be(z)| + |ve(z)]) < G K*,

q.s., per algun T € (0, 1].
Sigui @ una variable aleatéria de (\,5; LP(?). Diem Yi(z) = @ + [ja.(z)ds +

fot as(z)dW,, t € [0,T),z € R? i sigui Xo una variable aleatoria d—-dimensional que per-
tanyi a ﬂp)l LP(Q). Aleshores, per qualssevol é,n > 0, amb é§ > 8n, per tot a,b > 0 i
P € [2,00) existeix un €y > 0 depenent de §,1,a,b,p, T i dels moments de (; tal que

to to
P(/ [Y:(Xo)|%dt < ae®, / (Jae(Xo)I? + lae(Xo)|?)dt > bs") <e?, (2.3.1)
0 0

per tot € € (0,&q) 1t € [0,T].
Prova. Per simplificar suposem k = 1. Fixem 73, € > 0 i sigui GL = {¢; < e~"}. Fixem

z € R%ip> 2. Alaprimera part de la prova, comprovarem P’existéncia de w > 0 i després
de g9 > 0, depenent de a, b, 6,n,w, T, p, tals que, per qualsevol |z| < ™% i per tot € < ¢

P({/0 ° [Ye()?dt < ae?, /0 0 (lee(2)? + |ae(z)|?)dt > be™} N G;) < P, (2.3.2)

En efecte. Siguinr = £(6—8p)iq =4 - 3+ Definim

to to
R = P({[ Wi@Pdt <o, [ laz)Pdt > 57} 0 6Y),
0 0
to to to
R(e) = P({/ Yy (2)[2dt < ae’, / las(z)|2dt > ge", / lae(z)|?dt < e} Gi),
0 0
to to ’
R3(e) = P({/ |Yy(z)|%dt < a€®, / lag(2)]2dt > e} N G:)
0 0

Aleshores, la demostracié de (2.3.2) es redueix a comprovar les estimacions per cada
R,‘(S), 1= 1,2,3.

El procés V; := & + fot as(z)ds, |z| < e~ satisfd la hipotesi (H4) del Lema 2.2.1 amb
= 7 i (2 = (1€7#*. Observem, que (H3') implica

Vi—Vo|<|t—s| sup l|as(z)| < [t —s|Cie™™.

-_w )
|IIS5 \)\{\VER‘S\,’
\?o”’ﬂ' &0%:?)
e G 0
«cQ i B
(&) < a\i [ = >
W2 N N D
\/O%E' o '\'&*/7?
7 *perlme‘o'\
Grg —yw

MATEMATIQUED
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Com que § > max{47n,4q}, la primera part de la demostracié del Lema 2.2.1 (veieu (2.2.3))
ens déna ’estimacié que cercavem per R;(¢), Rs(¢).

Estudiarem ara Ry(¢). Ens cal introduir nova notacié. Definim
t t ' t
My(z) = / ay(2)dW,, Al(z) = / ay(z)ds, Qu(z)= / A, (2)7,(2)dW,,
0 0 0
t € [0,T], i considerem els conjunts

to to to
F={[ m@rasat, [ la@pasde, [Clagpasen),
0 0 0

F = {< M(IC) >, < p1, sup |M3(.'L')l 2> 61}7
Osssto

F2 = {< Q(.’L‘) >to< p2, Ssup IQs(x)} 2 62}’
OSsSto

on < . > denota la variacié quadratica,

Q

146
— N § = =%t = (= —
P1L=E&, 1 I o\1 7‘),

[3V)

T2

b
p2 = 36a’c?, & = 3¢ ©=2n+r, z2=7.

Volem veure que

FNG; C FUFR, (2.3.3)
per r = 27 + 2uw.

Suposem que hem demostrat (2.3.3). Aleshores, la desigualtat exponencial per martingales
implica

2 2
Ry(e) = P(FNG}) < P(F)+ P(F) < 2eXp(——%) +2exp(—2—6;—-)
2
2

sa8a2C )

2
< 2exp(—-ci8-s_§) +2exp(—

de manera que ens completa 'estimacié de Ry(¢).

Anem per tant a demostrar (2.3.3). Fixem w ¢ F; UFy, w € G! tal que foio [Yi(z)]2dt <

as",“]z° |a(z)]?dt < e9'. Com que w & Fy, SUPg<i<t, |fot as(z)dW,| < 6; = 2. A partir
d’ara, algunes vegades ometem la dependéncia dels processos en z. Denotem per X la
mesura de Lebesgue en IR. Per la desigualtat de Txebixef,

to
Mt e (0,8 : [Va(w)| > %) < =30 / [Vi(w)|2dt < ac’
0
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1 per tant,
Mt € [0,to] 1 [V(w)] 2 676 + 2e™)

= Mt €[0,t0] : |Vi(w) — My(w)| > eT6° + geﬁ} < act.

Per € < €¢(to), podem suposar que acs < 1to. Aixi, per qualsevol ¢ € [0,to] existira
) 7 2
s € [0,t0] tal que |s — ¢| < aet i |V,(w)| < €15% + L1, En conseqiiéncia, utilitzant (H3')
obtenim
t
s @
Vi) S V()] + JAuw) = A)] £ %+ Zemr 4| [ adr
3
<eTel 4 ge”‘ + agsMTAY < 3ge3(4T),
En particular, per t =0, |®(w)| < 3ae3(4-7 i la desigualtat triangular implica
|A¢(w)] < 6ac¥(E-7),
Aleshores,
to s
< Q(z) >4= / |As(2)* |75 (2)[*ds < 36a%e5 7% = 36?72 < p,.
0

Com que w € Fy, |Q¢,(z)| < 62 = 2¢%2. Utilitzant la férmula d’Ité obtenim

to

/Oto |la:(z)|2dt = /oto ai(z)dA; = as,(2)Ar, () _ /0 As()Bu(z)dt
- [ aderuizram,

I per tant, com que % -r>n,
to b
/ lag(z))?dt < 1206377 4+ —¢%2 < —bs".
0 3 2
Aixo ens demostra (2.3.3) i completa la prova de (2.3.2).

Procedirem ara com a la demostracié de la segona part del Lema 2.2.1. Utilitzarem també
la mateixa notacié. Considerem la descomposicié

P Wxo)Pat < ae®, [ (o Xo)l + o o) P)dt > be7) < YT,

Jj=1
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amb
Ti(e) = P((GY)),  To(e) = P(H?),
. to to b
fue) = P({ | WXt < 30e?, [ ()P +laXIP)et > 3eyn 6L,
0
a 2 b 1
Ty(e) = ( / of(Xo) — af(Xo)|dt > 7e"}NGLN H,,,),
% 2 b 1
Ts(e) = ({ / |a3(Xo) — a3(Xo)ldt > 36"} N GEN HE),
Ts(e) = ({/ [Yi(Xo) — Yi(X.)|2dt > -5 }nGlnH)
Els termes T(¢), Ty(¢) s’afiten a partir de la desigualtat de Txebixef. Per afitar T(e)

utilitzem el resultat obtingut a la primera part de la demostracié. Ty(e) i Ts(¢) es tracten
com Ts(€) a la demostracié del Lema 2.2.1. Finalment,

T6(5) < Tﬁ,l(e) + T6,1(5),

amb

Toa(e) = P({ /0 ’ I( / oy (2)AW,) ,_ .~ ( /0 tas(x)dWS)lz.___Xolzdt> S€’}nGing,),

Ts.2(e) = P({/Oto I/: (as(Xe) — as(Xo))ds|?dt > %66} NGin He).

Per tractar Ts 1(¢) utilitzem els arguments aplicats a Ts(¢) a la demostracié del Lema 2.2.1.
Ts.2(¢) s’analitza com Ts(¢).

Aleshores, escollint § > max{p + 7 + 271 + 2pw, 3(p + § + 27 + 2pw + dw)} obtenim
Iestimacié (2.3.1). .

Considerem els conjunts de camps vectorials

£h =% = {4i,i=1,,k},
k
- 1 1
Z; ={ [A,‘,V],Z = 1,"',ka [AO’V] + 5 Z[AQ’ [AQ’V]]’ 14 € E.Ii"l}’_ J 2 1.

e=1
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Per qualssevol enter no negatiu m > 01 z € R, sigui Lx(z) la matriu amb columnes els
camps vectorials de E'j, 0 < j £ m, al punt z. Denotem per p,,(z) el valor propi més petit
de L, (z)L}, (x), és a dir,

pm(@) = inf > 3 V@), (2.3.4)

~j=0VeEg,
Es evident que, A (z) < pm(z) (veieu (2.2.9)).

Podem donar ara ’analeg del Teorema 2.2.2 sota una condicié de no degeneracié menys
restrictiva.

Teorema 2.3.2. Suposem que els coeficients Ay, Ay, -, Ay de I'equacié (2.1.1) satisfan
(C). Sigui Xy € D®°(RY) tal que
(i) existeix tg € (0,1] tal que, per alguna versié de DXy, D, Xo = 0 per tot s € [0, 20],
(ii) per algun enter jo > 0,
-1
(n5(X0) ™ € (] L7(9).

p21

Aleshores, per qualsevol t € (0,1), la solucié X, de (2.1.1) té densitat infinitament diferen-
ciable.

Prova. L’esquema de la prova és el mateix que el de la prova del Teorema 2.2.2. Per
completar la demostracid, es donaran només els detalls que destaquin les diferéncies entre
les dues. Considerem els conjunts

tAto
B={Y [ O ZXaVieXo)'ds <), 20
ves; V0
amb n(j) = 37%, F' = nI2, B!,
De manera analoga a la demostracié del Teorema 2.2.2, i utilitzant la hipodtesi (i) en tenim
prou demostrant P(Ey) < e? per tot p>11ie < go(p).
Aixi, la demostracio es redueix a comprovar
P(F") < ¢?, (2.3.5)
P(E; N(Ej)°) <e?, 1<) <o (2.3.6)
per qualssevol p > 1 i e < &(p).

Per comprovar (2.3.5), considerem els temps aleatoris S;, S5 i ’estimacié (2.2.15), reduint
el problema a trobar la fita desitjada per pi(e) = P(F' N {S; > e} N {55 > eﬂ}) per un
B > 0 apropiat. Es comprova que

pi(e) < P(pjo(Xo) < Ce™i9)=F),

Utilitzant ara la condicié de no degeneracié (ii), (2.3.5) s’obté escollint, en aquest pas
intermig, 8 < n(jo) < 28.
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PerlSijO,

P(E;—IH(E;‘)C) < Z P(/Mto IN*Zo(Xo0)V (ps(Xo))ds < en—1)
vez;, 70 |
tALo k
/0 (D2 IV Zu(Xo0) A1, VI(pa(X0))F + [A*Z4(Xo0)([Ao, V]

=1

k n(j)
+3 >l o VIO ) 2 ).

Aplicarem ara el Lema 2.3.1 al procés Yy(z) = & + fot as(z)ds + fot as(z)dW,, amb

3 = \'V(Xo),
k
as(2) = N Z,(@)([40, V] + 5 Y Ao [4e, VI]) (24(2)),

al(@) = N Z,(@) AL Vi(pa(a),  1=1,-,k.

Ho podem fer ja que la férmula d’It6 implica

M Z(2)V (ps(2)) = X*V(z) + ,\*( /0 t Zs(z)[A1, V](ps(z))dW}
t k
+ /0 Zy(2) (140, 71+ 3 3[4 [ Ao, V1) (p0(2))ds), (23.7)

per qualsevol funcié C®, V : RY — R, i aixi, Yy(X,) = A*Z(Xo)V(pe(Xo))-
A més a més, (2.3.7) per V = [4,, V] + 1 Z’;=1 [Ag,[A,, V] ens déna la descomposicié
as(z) = h(z) + J; Bo()ds + [} 7o(z) dW, amb

h(z) = MV (z),
k
Bu(@) = X Z,(2) (140, V14 5 D[40 [4g, V) (=),

7s(@) = N*Z5(2)[A1, V(s (2))-

Clarament, les hipotesis del Lema 2.3.1 es compleixen. En particular, (H3') és conseqiiéncia
del Lema 2.1 [O-P]. Per tant, (2.3.6) queda provat. -
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Exemple 2.3.3. Siguin k = 1, d = 2. Considerem els camps vectorials

40 = (o, )+ Aele) = (72,

r = (z1,22). En aquest cas, ¥ = {A4;} 1 X; = {0}, per qualsevol j > 1. Per tant A,(z) =0
per qualsevol m > 0 i la condicié (iii) del Teorema 2.2.2 no es compleix.

El paréntesi de Lie [Ag, A1] en el punt z és
-2z, coszy
2sinz, — 1 /°
Sigui y = (z,0), aleshores

. 4z? 41 4z
nwzw = (L 5.

i, suposant que z; > 0, py(y) = 4% — 4z, + 1. Aix{

inf{#l(y); y= (11,‘1,0), zy 2 1} =1

L?([0,1]). Aleshores, les hipotesis del Teorema 2.3.2 es compleixen i per tant, X, té densitat
regular, per qualsevol ¢ € (0, 1).

Observacié. La hipotesi (i) del Teorema 2.3.2 s’ha imposat per tal de poder aplicar
el Lema 2.3.1. Si s’estengués aquest lema permetent que ® fos un procés estocastic, la
hipotesi (1) es podria afeblir.

2.4. UN CAS DEGENERAT

Preliminars

Aquesta seccié esta dedicada a estudiar lexisténcia de densitat regular per la llei de la
soluci6 de (2.1.1) quan la condicié de Hérmander no es compleix. El nostre objectiu sera
establir una versi6 anticipativa del Teorema 1.1 [B-M 1].

Utilitzarem la notacié introduida a la secci6 anterior. Seguint [B-M 1}, tenim les definicions
i els resultats segiients.
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Definicié 2.4.1. Un vector z € R? s’anomena un punt de Hormander si existeix un
enter no negatiu m > 0 tal que pm(z) > 0.

Clarament pi,,(z) > 0, si i només si, 'envoltura lineal dels camps vectorials de U7 %} al
punt z és IR%.

Sigui Hpm = {2 € R?: pp(z) > 0}, H = UX_yHm. H és el conjunt de tots els punts de
Hormander.

Definicié 2.4.2. [B-M 2] Un punt ¢ € R? satisfa la propietat (ED)(p,m) (condicié de
degeneracio exponencial) si existeixen m > 1, un entorn obert U de z, una funcié6 de classe
C?,¢:U—-Ripe (-1,0) tals que

(61) ¢($) =01 (Vd)(x))*A,(a:) '_}6 07 per algun i= 1, e 7k,

(e2) pm(y) 2 exp (= |$(y)IP), per tot y € U.

Sota certes restriccions geomeétriques, les propietats introduides a les Definicions 2.4.1 i
2.4.2 sén disjuntes. Considerem les seglients hipotesis, suposant que H¢ # 0,
(h1) HE estd inclos a una C2-subvarietat N de R? de codimensié 1 i, per cada & € H®
almenys un dels camps vectorials Aj,---, A és transversal a N,
(h2) per qualsevol z € H¢, existeixen m > 0, un entorn obert U; de z i p € (—1,0) tals
que pm(y) > exp (— [d(y, N)J?), Vy € Uy, on d denota la distancia euclidiana.

Al Lema 3.4 [B-M 1] es demostra que, sota (k) i (hy), per qualsevol z € IR? existeix un
m > 0 tal que, o bé p,,(z) > 0 o bé z satisfa (ED)(p, m) per algun p € (—1,0).

Abans d’establir els nous resultats, recordem-ne alguns de {B-M 1] encara no massa difosos.
Comengarem amb els Lemmes 3.1, 3.2 1 3.3 de [B-M 1]. Aquest ltim serd una eina basica
a la demostracié del nostre teorema, mentre que els altres dos sén necessaris per plantejar
Iiltim amb precisié. Donarem també una versié del resultat fonamental de [B-M 1].

Definicié 2.4.3. [B-M 1] Una variable aleatoria no negativa X s’anomena exponenci-
alment positiva si existeixen constants positives ¢ i1 ¢z (a les que anomenarem les carac-
teristiques de X ) tals que P(X <€) < exp(—ci1e™!) per tot € € (0, cz).

Lema 2.4.4. [B-M 1] Sigui y: [0,T] x @ — IR? un procés d’Ité de la forma

k
dy(t) = > a;(t)dWi + b(t)dt, 0<t<T,

i=1

onay,---,ak,b: [0,T] x @ — IR? sén processos adaptats i afitats q.s. per una constant
determinista c3. Sigui r > 0 I definim

T:=inf{s>0: |y(s) —y(0)|=r} AT

Aleshores T és un temps d’atur exponencialment positiu, i les caracteristiques de T només
depenen de r,c3, k id.
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Lema 2.4.5. [B-M 1] Sigui y: [0,T] x @ — R* un procés d’Ité com el del Lema 2.4.4.
Suposem que 7 < T és un temps d’atur exponencialment positiu tal que almenys un dels
coeficients a; de la difusié satisfa la condicié: |a;| > 6, per tot 0 < s < 7, per algun
6 > 0. Aleshores, per tot m > 2, existeixen constants positives c3,cq 1 Ty tals que per tot
t €(0,Tp) i ¢ € (0,cqt™*!), es compleix

P(/0 le(u)]mdu <€) < exp{—cse"mH). (2.4.1)

Les constants ¢4 1 cs5 es poden escollir de manera que només depenguin de m,c3,6 i les
caracteristiques de 7. La constant Ty depén només de les caracteristiques de .

Lema 2.4.6. [B-M 1] Sigui 7 un temps d’atur exponencialment positiu i p € (—1,0).
Suposem que y és un procés d’Ité6 com el del Lema 2.4.4. Suposem que y i T satisfan una

estimacié com la (2.4.1) per algun m > —;ﬁ. Aleshores, existeixen constants positives

Ty,ce,c7 1 g > 1 tals que pertot t € (0,T1) ie < exp{—cst_%},

P(/(; rexp(|y(u)|”)du < g) < exp{ — cr|logel?}.

A més a més,v les constants Ty,cg,c7 1 ¢ queden completament determinades per c3 del
Lema 2.4.4, cy,c5 i m de (2.4.1), p i les caracteristiques de 7.

Donarem per acabar una versi6 probabilistica del Teorema 1.1 de [B-M 1] aplicat a ’equacié

(2.1.1).

Teorema 2.4.7. [B-M 1]Suposem que els coeficients A, j = 0,-- -,k de I'equacié (2.1.1)
estan afitats i sén de classe C* amb derivades parcials afitades de tots els ordres. Sigui
Xo = zo € IR? tal que existeix un m > 0 tal que, o bé tm(zo) > 0 o bé zq satisfa
(ED)(p,m) per algun p € (—1,0). Aleshores X, té densitat regular per qualsevol t € (0, 1].

Quan x¢ satisfa um,(29) > 0 es tracta del cas adaptat ja conegut. En canvi, quan z, satisfa
(ED)(p, m), ens trobem amb un cas degenerat, ja que p,,(z9) = 0. En el métode presentat
per Bell i Mohammed, s’utilitza que en un entorn de g, gm(.) = exp(—|#(.)|?). Aleshores,
mitjancant la formula d’It6 es comprova que se satisfan les hipotesis del Lema 2.4.5 i per
tant, aplicant el Lema 2.4.6 podem obtenir el resultat desitjat.

L’objectiu fonamental d’aquesta seccid sera generalitzar al cas anticipatiu el Teorema 2.4.7.

Resultats

El nostre objectiu és establir una versié anticipativa del Teorema 1.1 [B-M 1]. Comencem
donant un petit lema técnic.
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Lema 2.4.8. Si C és un compacte inclos a H, existeixen un enter jo > 01 5o € (0,00)
tals que pj,(z) > no, per tot =z € C.

Prova. Percadaz € C,existeixen m, > 0in, > 0 tals que g (z) > 7n,. Per la continuitat

de la funcié y — pm, (y), existeix 6, > 0 tal que, per tot y € Bs,(z), ptm,(y) = %. La

familia {Bs, (z), = € C} és un recobriment del compacte C. Sigui {Bs, (z), I =1,---,lp} un
-1

subrecobriment finit. Diem 7y = 5 min{n,,, ! = 1,--+,l}, jo = max{mg, I = 1,---,l}.

Aleshores, donat z € C, existeix z; tal que z € Bs, (21), i com que pi, creix amb la m,

n
Hio(®) 2 fim,, () 2 24 2 0.

Podem donar ja el resultat fonamental d’aquesta seccié.

Teorema 2.4.9. Suposem que els coeficients Aj, j = 0,--+,k de equacié (2.1.1) estan
afitats i sén de classe C* amb derivades parcials afitades. Sigui X, € ID*®(IR?) tal que

(i) |Xo| £ K, per alguna constant positiva K,
(ii) existeix to € (0,1] tal que, per alguna versié de DXy, D, Xy = 0 per tot s € [0, t,].

Si, a més a més, es compleixen (hy) 1 (h;), X, té densitat regular per qualsevol t € (0, 1].

Observacid. Pel teorema anterior sabem que l’existéncia de densitat regular de la variable
X, t € (0,1], es pot assegurar en exemples on la hipotesi segiient no és certa:
(A) existeix jo > 0 tal que Penvoltura lineal de Ujf__o ¥’ a qualsevol punt z del com-

pacte By (0) és IR?.

Prova del Teorema 2.4.9. Suposem primer B g(0)N'H® = (. En aquest cas, Bg(0) és un
compacte inclos a ‘H. Pel Lema 2.4.8, sabem que existeixen jo > 01i 79 > 0 tals que

inf u; (z)> no.
lzl%KuJo(w) > 1o

D’aquesta manera, la hipotesi (i) implica que pj,(Xo) = 70, g.s. Com que es satisfan les
hipotesis del Teorema 2.3.2, X, té densitat regular per qualsevol ¢ € (0, 1].

Suposem ara By (0)NH® # 0. Com que HC és un tancat, B (0) N'HE és compacte. Fixem
x € H°. Les hipotesis (hy) i (hg) impliquen ’existéncia d’entorns oberts de z, U, 1 V; i
d’una funcié de classe C2%, ¢, : U, — R tals que
o ¢,.(z) = 0, |(V¢x(y))*A,-c (y)| > %I(Vq&,(x))*Aiz(x)I > 0, per algun i, €
{1,---,k} i per qualsevol y € V,,
e existeixen un enter m; > 01 p; € (=1,0) amb pm_ (y) > exp ( — |¢=(y)|P=), per
tot y € U,.



2.4 Un cas degenerat 100

Sigui 6; > 0 tal que Bs,(z) C Uz N V;. Considerem un recobriment finit {Bzs, (i), ¢ =

1,---,n} de Bg(0) N H°. Per simplificar la notacid, escriurem By, (z;) en comptes de
Bgs, (zi),i=1,---,n. Diem W = UL, Bs;(z:). Com que W° N Bk(0) és compacte i esta
inclos a H, pel Lema 2.4.8 existeixen un enter xo > 01 un real o > 0 tals que

Byo(Z) =m0, per tot = € W N Bg(0).

Diem jo = max{ xo,mz;,2 = 1,---,n }. Observem que
pio(x) =10, per tot z € W N Bk(0), (2.4.2)
I‘Ljo(y) Z €Xp ( - l(ﬁxi(y)lp"), per tot yEe U::,-,i = 1’ AR (D (2‘43)

Procedim ara com a la demostracié del Teorema 2.3.2. Considerem el temps aleatori Sy
definit a (2.2.13) que satisfa
P(S1<e) < Ce??, g¢>d

Aquesta desigualtat es pot obtenir utilitzant els arguments emprats per deduir (2.2.15).
Aqui, pero, gracies a la hipotesi (i), no és necessari introduir el conjunt H,.

Aleshores, utilitzant el Lema 2.3.1, la demostracié es redueix a comprovar la desigualtat
seguient

Jo tALGAS) .
p(e) := P( >N /0 IA*V (p4(X0))|%ds < C’e"(“)) <e?, (2.4.4)
j=0 VeEx;

per qualssevol A € B1(0), p > 11 ¢ < g(p).

A la demostraci6 del Teorema 1.1 [B-M 1], es comprova (2.4.4) per X, determinista. Aqui,
la idea és, com a [C-F-NJ, aproximar X, per una variable discreta.

Sigui ¥ > 01 {Bev(2i), zi € Bg(0),i = 1,--+, N} un recobriment finit de B (0). Ob-
servem que NY < C(K,d)e~7¢. Definim els conjunts 4; = {w : |Xo(w) —2zi] < &7},i =
1,2,---,N), By = A, B; = A;N (U;;l Bj)c, i € {2,---,N}, i la variable aleatoria

N/
X7 (w) = Z z; 1p,(w).

i=1
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Es clar que

sup | Xp(w) — X"(w)| < &7 (2.4.5)
wEN

Aleshores, p(¢€) < pi(€) + p2(¢) amb

P(Z Z / IA*V (ps(X7%))|2ds < an(]()))

Jj=0 Vez'

S3 .
pa(e) = P(Z > / IN*(V(0s(Xo)) = V(s (X)) [ds > Ce"(“)),

j=ovez; V0
on Sz =tAtyAS;.
La definicié de X ¢ implica

pi(e) < ZP(Z 3 / V(e Pds < Cenlio)).

Jj=0 Vex;
Observem que la propietat (2.4.2) implica l'existéncia de 77 > 0 tal que pj,(y) > 2no per
qualsevol y tal que d(y, W* N Bk(0)) < 7. Definim § = I min{é,,,--,6,, } in =8 A4
Fixem ara i € {1,2,---, N2}. Definim el temps d’atur
1(n) = inf{s > 0: |ps(zi) — zi| > n} AL

Suposem primer que z; € W N EK(O). Aleshores

71( 3
Z > / NV (s(2:))Pds < Ce"(“)) < p( / A io(o(zi))ds < Cen0)

Jj=0 vez'

< P(ri(n) € Ce™U9) + P(S; < Ce™U0)),

A més a més,
n(

P(ri(n) < Ce")) < ™51, ¢ > 2.

Suposem ara que z; € W N B(0). Existeix j € {1,---,n} tal que z; € Bjs;(z;). Aleshores
Bs(z;) C Bs,, (z;) C Uz; NV, i(2.4.3) implica

< S3 . r1(1)ASa |
P(Z Z / NV (ps(2:))Pds < CEH(JO)) < P(/O o (ps(zi))ds < C'e"(”))

7=0 Vex, 0

T1(n)AS3 .
< P( / ! exp (= |z, (ps(2:))[P% )ds < Ce"(”)). (2.4.6)
0 J

Pel Lema 2.4.6, el costat dret de (2.4.6) esta afitat per exp ( — C|log e|?),perg>1,C >0
independents de z; i € prou petit.
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Recollint les diferents estimacions obtingudes, tenim que p;(¢) < eP, per qualssevol p > 1
ie <eo(p).

Finalment, com que els camps vectorials V(z) sén C*® amb derivades afitades, (2.4.5) i
(2.1.2) impliquen

[V(pa(X0)) = V(pao(XTNISC  sup  oo(z) — 9s(y)]
lz—y|<e?,|z|<K

<C sup |Veu(z)|e? < C(K) (e,
|2|<K+1

on ¢ és una variable aleatoria de Mp>1 LP(S2).

Aleshores, per la desigualtat de Txebixef

Aixi, escollint vy > n(jo), obtenim la fita que voliem per py(¢) i, d’aquesta manera, (2.4.4)
queda provat. "

Observacid. La compacitat i les fites exponencials del Lema 2.4.6 sén els ingredients
claus de la demostracié del Teorema 2.4.9. Per aplicar aquest lema, necessitem que els

coeficients A, j =0, - -, k, siguin afitats. No esta clar com poder evitar aquesta restriccid.

Exemple 2.4.10. [K-S] Siguin k¥ = d = 3. Considerem els camps vectorials

1 0 0
Al((L') = 0 , A2(.’L‘) = 0’(1‘1) , A3(.’II) = 0 )
0 0 1

Ay =0, z = (21,22,23),0n 0(z) = exp(—|z|P ), p € (-1,0). La condicié de Hérmander no
es compleix a 'hiperpla N = {z; = 0}. Pero, aquests punts satisfan (k) i (h3). Veiem-ho,
#o(y) = o%(y1) = exp ( — [d(y, N)]?), per qualsevol y € R®.
Sigui X, un vector aleatori en R® amb X} =0 i complint (i) i (ii) del Teorema 2.4.9; per
exemple,

lWl _ ‘/Viol2
14 Wy — Wy, |2

X, = (0,1, ) to € (0,1).

Aleshores, la solucié corresponent X, de (2.1.1) té densitat regular per qualsevol ¢ € (0, 1].



UNA EQUACIO ANTICIPATIVA GOVERNADA

PER UN MOVIMENT BROWNIA DE
DIMENSIO INFINITA

Capitol 3.

3.1. INTRODUCCIO

Aquest capitol esta dedicat a estudiar I’existéncia i regularitat de la densitat de la solucié
de ’equacié

X: = Xo +/t (iA,-(Xs)ode + Ao(X,)ds), te[0,1], (3.1.1)

a un instant de temps ¢ > 0 fixat. Els coeficients A;, I > 0, sén funcions definides en IR?
que prenen valors en IR? i X és una variable aleatoria arbitraria.

Definim fié‘” = Ag + -,i; Z{Zl AQA;per M > 11 Ay = Ag + % Zf_’;l A;0A;. De manera
analoga a la hipotesi (C) de la Seccié 2.1, al llarg d’aquesta seccié suposarem que els
coeficients satisfan el conjunt d’hipotesis (H)

(Hy) Ay, 1> 0 sén de classe C*,

(H‘2) per qualSeV01 multifndex (n17 “e . 7n]) amb n=ny + e + nj) n Z 1
m .
2 0" Aj 2
= i Aom . a.n; ,
K1 zsélmpd; [Z'@.’L‘nl, ax J )I +|3$Z"--3mij’ (Il:)i ] < 00
anA , 2
K= _L‘F < o0.
S ) > g @ <o

103
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El nostre treball seguira els esquemes de [N-N-S] i de la Secci6 2.2 d’aquesta memoria. A
[N-N-S] s’estudia l’existéncia i regularitat de la densitat pel cas en que Xy = zo € R,
tractant-se per tant d’una equacié no anticipativa. El meétode emprat es basa en obtenir
una successié que aproxima la solucié en IDz’l(]Rd) i que permet transferir a la solucié X,
condicions suficients per obtenir la regularitat de la densitat.

A la Seccié 3.2 demostrem l’existéncia i regularitat de la densitat de la solucié de (3.1.1)
(Teorema 3.2.10).

Com en els altres capitols, denotarem totes les constants per C' o C, (quan depenguin de
p), encara que puguin variar d’un pas a un altre.

3.2. REGULARITAT DE LA DENSITAT

Preliminars

Definim el flux associat a I’equacié (3.1.1),

oul@) = 2 [ (3 Ai(eu@) 0 dW] + Apn(e) ), (3.2.1)

j=1
zeR tel0,1].

Sota les hipotesis (H), és facil demostrar que la funcié ¢ — @¢(z) té una versié que és
un diffeomorfisme de classe C™ per tot ¢t € [0,1]. La demostracié d’aquest resultat és
com la de Kunita a [K] pel cas en que hi ha una suma finita d’integrals estocastiques,
amb la diferéncia que cal utilitzar la desigualtat de Burkholder per integrals hilbertianes.
Anomenarem Yi(z) = %%L(x) i Zy(z) a la seva inversa. Aquests processos satisfan les
segiients equacions estocastiques lineals

Yi(z) = I+/O (D 0A;(0s(2))Ys(2) 0 dW] + DAo(s(2))Ys(2) ds),  (3.2.2)

i=1

Zy(z) = I—/O (ZZs(a:)aAj(gos(x))ode + Z4(z)0A0(ps(x))ds), (3.2.3)

=1

t €[0,1].
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Considerem també la successié de fluxos {pM(z), z € R%, t € [0,1]} M>1, definida per les
equacions

t M
oMia) = ot [ (A @) odW] + el @)ds),  (3:24)

i=1

z € R4, t € [0,1]. Es ben conegut (veieu [K]) que per cada M la funcié z — ©M(z) és
un C*-difeomorfisme. De manera analoga a (3.2.2) i (3.2.3) podem definir els processos

2ol () = YM(z) i ZM(z).

Acabem els preliminars recordant tres lemes. El primer és un lema técnic que utilitzarem
diverses vegades. Els altres dos ens donen les eines que necessitarem en aquesta seccid.

Lema 3.2.1. [N 2, Lema 5.3.1] Sigui {¥,(6),6 € ]Rd}nZI una successié de processos que
convergeixen en probabilitat cap a {Y(6), 8 € R?} per cada 8 € R?%. Suposem que

E(|Ya(0) — Ya(6')P) < C(p, K)I6 — '],

per tot 16],16'| < K,n > 1, K > 0 i per algunes constants p > 0 i a > d. Aleshores, per
qualsevol vector aleatori d—dimensional F es compleix

P — lim Y,(F)=Y(F).

Lema 3.2.2. [N-N-S] Sigui {Fm, M > 1} una successié de vectors aleatoris d-
dimensionals de ID*(IR%), tal que Fyy — F en D**(IR%). Denotem per T'p; (respecti-
vament I') la matriu de Malliavin de Fyr (resp. F). Sisuppsspg, E({detI'm}~?) < oo per
tot p > 2 i algun My > 1, aleshores E({detI'}P) < oo per tot p > 2.

Lema 3.2.3.  [N-N-S] Sigui {Cp, M > 1} una successié de matrius simétriques no
negatives d’ordre d. Suposem que existeix My > 1 tal que

(i) supp>m, E(ICMIP) < o0, per tot p > 2,
(ii) per tot p > 2 existeix go(p) tal que per tot £ < go(p)

sup sup P(v*Cpv <) < CeP,
M2>Mo |v|=1

per alguna constant C > 0.
Aleshores, sup s> a1, E({detCapr}~?) < co per tot p > 2.
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Resultats

El nostre objectiu és demostrar la regularitat de la densitat de la solucié de (3.1.1). Veurem
primer que ¢;(Xy) és una solucié de I’equacié. No estudiarem el problema de la unicitat
de la solucid, perd quan parlem de la solucié X; de (3.1.1) ens referirem sempre a ¢¢(Xo).
De la mateixa manera, parlarem indistintament de XM o de oM (X)).

Obtindrem l’existéncia i la regularitat de la densitat mitjangant el Teorema 2.1.1. Haurem
de comprovar per tant les dues condicions suficients, que ¢,(Xo) € ID*®°(R?) i que la
matriu de Malliavin associada a X, que notarem per I, satisfa E({detI:} ?) < oo
per qualsevol p > 2. Seguint el metode utilitzat a [N-N-S|, considerarem la successié de
variables {0} (Xo)}m>1 que aproximara X; = ¢:(Xo) de manera convenient.

Comencem estudiant ’existéncia de la solucié.

Proposicié 3.2.4. Suposem que els coeficients Ay, | > 1 sén de classe C* amb derivades
parcials afitades i Ay és de classe C!. A més a més, suposem que satisfan, per tot j €

{1,...,d}

sup Z [Z|0Al( )l + |6A0 I ] < oo, (3.2.5)

aAMI
w2 15 <o

Aleshores, per qualsevol vector aleatori Xo € Np>1 LP(§2), el procés X = {p:(Xo), t € [0,1]}
satisfa I’equacié diferencial estocastica anticipativa (3.1.1).

Prova: En tenim prou comprovant

Z [ Aenanoant) i [ tonxay o am

Clarament, sota les hipotesis (3.2.5), el costat dret de I’expressié anterior té sentit. Per
tant, si demostrem

_"}Enoo Z/ Ai(ps()) odW’) x Z/ Al(cp,(:z:))odWI) ex? (3.2.6)

0

ja haurem acabat.

MATEMATIQUED
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En efecte. A partir de la desigualtat de Burkholder, el lema de Gronwall i el teorema del
valor mig es comprova

E(|Ai(pi(z)) — Aie:(w))IF) < Cplz ~ yl?,

per tot z,y € R, s, € [0,1], I > 1. Utilitzant aquest altim resultat i aplicant la férmula
d'Itd a Ai(pe(z)) és facil comprovar

E(|Ai(pu(2)) = Ai(pe(v)) — Ai(ps(2)) + Ai(s(@))IF) < Cplz — ylP|t — s,
per tot |z|,|ly] < K, K > 0,s,t € [0,1],! > 1. I d’aquesta manera, com que @(z) és

Fi-mesurable, podem aplicar una férmula de substitucié (veieu per exemple Teorema 5.3.3
de [N 2]) i obtenim per tot m > 1

2 / Apu(@)0dW)) = Z / Ailpa(Xo)) 0 AW,

Aleshores, si comprovem (3.2.6), per la unicitat del limit obtindrem el resultat que
cercaverm.

La demostraci6 de (3.2.6) s’obté a partir del Lema 3.2.1. Definim

Yule) = 3 [ Ao odWl i Y(@) =Y [ Adeida))oaWl,
=1 =1

Per tal d’aplicar el lema ens cal comprovar que
E(|Ym(2) = Ya(y)I?) < Cple - yl%,

per tot z,y € R? amb |z|, |y] < K, on la C, no depén de la m, i que Y;,(z) convergeix
en L? cap a Y(z) per tot z € R®. Aquests resultats s’obtenen facilment utilitzant les
desigualtats de Holder i de Burkholder. "

Estudiarem ara propietats de la successié de fluxos {¢™} i de les seves derivades. Comen-
cem amb un lema técnic, adaptacié del Lema 2.1 de [O-P].

Lema 3.2.5. Sigui yM = {¥M(z), z € R?, t € [0,1]} el procés solucié de
. t M
B = o+ [ (Lol @)aw] + ao(ult(e)ds)
j=1

z € R% t € [0,1]. Suposem que els coeficients a;,j = 0,---,M sén de CH{R%RY) i
satisfan

s 35 (1L + 155 +13

1—11 0

o? 0, ool

@ +13

(x)lz] = Kp < o0.
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Aleshores, existeix una versié de ¥ (z) que és continua conjuntament en (t,z) i per tot
6 > 0 existeix una variable aleatoria positiva (pr(6) € Np>1LP(2) tal que per tot p > 2

iq.s. per tot x € R?

+6

2 WM (@) < Cu(8) (1+[a) ™, (3:2.7)
sup [(#8)7(@)| < Carl6) (14 o), (3.2.8)
- %bfw -1 216

sup |( 6 (:c)| < Cm(8) (1+|:c| ) (3.2.9)
0<t<1 L

o‘i‘iﬁll f (@) < (& (1 +1)’, i=1,2, (3.2.10)
sup la - (6’“ @) < @ @+, i=12 (3.2.11)
0<t<1 0O

Prova: Es la mateixa que la del Lema 2.1 [O-P]. Només cal tenir en compte que les fites
que obtenim no depenen directament de M, sind que ho fan mitjancant la constant Kps. »

Observacié. Segons el lema anterior, els moments de la variable {3s(6) depenen només

de 6§ i de Ks (i per tant, no depenen directament de M). D’aquesta manera, si tenim uns
coeficients o, j > 0 que satisfan

oo}

d oo
s DY [ +GR @ + 153+ 15

z—ll 0

(:z)|2] =K < oo,

i considerem, per cada M, ¥} () el procés definit al Lema 3.2.5 i {31(6) la variable aleatoria
corresponent, els seus moments d’ordre p, per p > 2, tindran fites uniformes que dependran
només de p, 6 1 K. Recollim aquest resultat en el corol.lari segiient.

Corol.lari 3.2.6.  Considerem la successié de fluxos {¢M(x)}p>1 definida per (3.2.4).
Suposem que els coeficients A;, j > 0 satisfan les hipotesis (H). Fixat é6 > 0, sigui {ap(9)
la variable aleatoria definida al Lema 3.2.5 per cada M > 1. Aleshores, per tot p > 2

sup E(|¢m(8)IP) < C(p, 6, K). (3.2.12)
M>1
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Proposicié 3.2.7.  Suposem que els coeficients Aj, j > 0 satisfan (H). Aleshores, per
qualssevol p > 2, K >0

A}gnwljllir;(f?(oggl o (2) — pel2)| ) =0, (3.2.13)
lim sup E( a o1 (z) — » ‘Pt( ) ) i=1,2,  (3.2.14)
M—oo 4 1<K t<1 Oz

lim sup E( atpt _1( )_(_5_91 ( )I ) (3.2.15)
M—ooz1<K <t<1

dim, 2 5 iy - S ) 0. G219

Prova:  Els fluxos (3.2.1) i (3.2.4) els podem escriure com
t oo
ou@) = 2+ [ (3 Adpu(@)aW! + do(ios(=))ds),
=1

t M
M@ = ot [ (L Ao @)Wl + Al (oM ()ds).
0 =1

Demostrarem primer (3.2.13). Fixem K > 0, p > 2. Donat z, |z| < K, per les desigualtats
de Holder i de Burkholder obtenim

B(sup e2(2) = a(@) <Gy [ B sup oM (2) = prl@)p)ds

+E( / ICM (pula))Pds|*) + B / CHpo(@))ds|F)),

on

0A X =
M(e) = Z @)@ 1 )= Y )l
I_.M+1 I=M+1
i on la constant C, no depen de la x. Si demostrem

t 2
lim sup E l/ lew(gos(x))lzds]’) =0, (3.2.17)
M—o0 |21<K 0

t 2
lim sup E l/ Céw(gos(x))d.sl’) =0, (3.2.18)
M—oo o 1<K 0

aplicant el lema de Gronwall obtindrem (3.2.13).
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Demostrarem primer (3.2.18). Sota les hipotesis (H), a [N-N-S] estd demostrat
sup|. <k E(supg<ict lpe(z)IP) < Cp.

Per un argument de compacitat tenim que per tot K' > 0, ¢ > 0, existeix Mg . tal que
per tot M > Mg .

sup Z |4i(2)]? <.

lZISK" 1= p141

Per les desigualtat de Txebixef i de Holder, tenim per qualssevol M*, K* > 0,

B( sup ( S AR

0t M4

<
2\%
SE((OSSggl(h;H |[Ai(pe(2))?)*) 1{supos,51|mz)|>x'})

— 2\%
+E((ossligl(1=;+1.|AI(SW($))I) ) l{sup°S‘$1|‘*"(z)lsK-})
<Gy (1+E( sup o))’ (P swp o)l > K) 4 (sp Y )
=P 0<t<1 0<t<1 l2|<K* 1= pge 41

Cy 2 2p\\\ ? = 2\ %
<E (B, @0+ B g @)+ (s 30 14"

Podem agafar ara supj,|<x als dos costats de la desigualtat anterior. Aleshores, fixat
¢ > 0, escollim K* > 0 de manera que el primer sumant sigui menor o igual que 5. Un

cop escollit K*, determinen M* de manera que per tot M > M™*

swp (> @R <,

[z|SK*VE _jpreqq

A partir d’aqui obtenim clarament (3.2.18). (3.2.17) es pot demostrar de manera semblant.

Les demostracions de (3.2.14), (3.2.15) i1 (3.2.16) es fan utilitzant raonaments analegs. Cal
fer servir perd les representacions (3.2.2) i (3.2.3) i les equivalents per Y;M(z) i ZM(z). =

Lema 3.2.8.  Suposem que els coeficients Aj, j > 0 satisfan (H) i que Xy € ﬂp>1 Lr(92).
Aleshores, per qualsevol p > 2 -

M ? 3()0%\4 P M | «
o, [z, ol o) + B zup, 15500+ E( g, [2050))] < 05

sup_ [E(lpdXo)l") + B(Z2 (X)) + B(|2(X0))] < G
0<t<1
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Prova: El primer resultat s’obté a partir de (3.2.7), (3.2.9) i (3.2.10), combinats amb el
Corol.lari 3.2.6. Per exemple, per (3.2.9) amb § = } obtenim,

B(_sup 12M(X0)P) < E(IGu(3)P(1+ PXof")?)

i pel Corol.lari 3.2.6, com que X € (1,5, LP(Q)

sup E( sup |ZM(Xo)[P) < co.
M>1  0<t<1

Per obtenir la segona desigualtat utilitzarem el Lema 3.2.1. Per exemple, és facil comprovar
que el podem aplicar a la successié {¢M(z)}, M > 11 a la variable ¢(z), de manera que
obtenim

P— lim o (Xo) = w(Xo)-

Per tant, hi haura uns sub-successié (que denotarem igual que la successié inicial) que
convergira quasi-segurament. Aleshores, pels resultats obtinguts a la primera part d’aquest
lema i utilitzant el Lema de Fatou

E(|p((Xo)IP) = E(lim )" (Xo)I?) < limi]r\lde(ISOﬁ"(Xo)l”')

< sup E( sup |o(Xo)[?) < C,p.
M>1  0<t<i

A més a més, com la C, no depén de ¢, tenim

sup E(loi(Xo)?) < Cp.
0<t<1

La resta de termes es tracten de la mateixa manera. .

Podem comprovar ara ja el primer resultat que ens donara l’existéncia i regularitat de la
densitat.

Proposici6é 3.2.9. Suposem que X, € D*®(IRY) i que els coeficients Aj,7 2 0 de
Pequacid (3.1.1) satisfan les hipotesis (H). Aleshores, per tot t € [0,1], p:(Xo) € D®(IRY)
i

Di[pi(Xo)] = Y;"(Xo) [DiX] +110,9(r) ZpM(Xo) A} (1 (X0))), (3.2.19)

1<j,15¢<4d.
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Prova: S’ha d’aplicar el Lema 2.3 de [O-P] de la mateixa manera que al Lema 2.3 de
[C-F-N]. Pel Lema 3.2.8, ¢;(Xo) té moments de tots els ordres. Per arguments semblants
als d’aquest ultim lema es demostraperp >213>1

22 [E( G + 1G] < 6.

Podem ara demostrar el resultat de regularitat de la densitat per la solucié de (3.1.1). Amb
aquest objectiu, introduim primer la notacié necessaria. Considerem, per cada k£ € IN els
conjunts de camps vectorials

Eg ={Aiai=1"”?k}5
E,’; ={[Ai7V]ai=1v"'7k? VEE.,;—I}’ jzl

Per qualssevol enter no negatiu m > 0iz € RY sigui Ep, x() la matriu amb columnes
els camps vectorials de 2 ,0 < j <m,al punt ¢ € R% Sigui A x(z) el valor propi més
petit de By, x(z)Ey, (), z € R, m >0, és a dir,

mk(:c)— 1nf Z > V()P

J =0 ver;
L’objectiu fonamental d’aquesta seccié és demostrar el teorema segiient.

Teorema 3.2.10. Suposem que els coeficients Aj, j > 0 de I'equacié (3.1.1) satisfan les
hipotesis (H). Sigui Xo € D*®(IR?) una variable aleatoria tal que
(i) existeix A € (0, %] i una variable aleatoria positiva ¢ € Np>1 LP(Q) tal que,

IDsXO - DtXOI S Clt - SII\+%a S’t € [Oa 1],

(ii) DoXo = 0 per alguna versié de DX,
(iii) existeixen jo, ko enters no negatius tals que

( Jo,ko(XO G ﬂ LP(Q
p2>1

Aleshores, la variable aleatoria X; = ¢¢(X,) té densitat regular per qualsevol t € (0, 1].

Observacié. Si suposem que la condicié inicial esta afitada, és a dir, que |Xo| < K per
alguna constant K > 0, si span( U5, Ti(z)) = R? per tot |z| < K, aleshores la condicié
(iii) es compleix.

En efecte. Fixat z, existeixen enters no negatius j, i k, tals que span( Uj”_o Ef’ (z)) =

Per continuitat podem determinar é; > 0,7, > 0 tals que Aj, x.(y) = n, per tot
y € B;s (z). Per un argument de compacitat, podem obtenir un subrecobriment fi-
nit del compacte {z,|z] < K} format per les boles Bs,  (z1), -+, Bs, (zn). Diem
N = min{ne,-Ne, by jo = Max{jar,e-sjen}s bo = max{ke,,--sks. }. Aleshores
Ajo,ko(y¥) = 7, per tot vy, |y| < K, i per tant Aj, x,(Xo) > 71 i es compleix (iii).
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Prova del Teorema 3.2.10 La demostracié consisteix en comprovar les condicions del Te-
orema 2.1.1 per la variable X; = ¢(Xjp).

Per la Proposicié 3.2.9 tenim que ¢4(X,) € ID*°.

Per comprovar que E({detl"t}‘ ) < oo per tot p > 2, aplicarem els Lemes 3.2.2 i 3.2.3
a les variables F' = ¢4(X) i Far = »M(X,). Seguint el métode presentat a [N-N-S], la
demostracié es redueix a comprovar

(i) @M(Xo) — pi(Xo) en D¥(RY) quan M — oo,
(i) suppr>; E(supogtgl |ZM(X0)IP) < oo, per tot p > 2,
(iii) per cada p > 2, existeix g9(p) > 0 tal que per tot € < go(p)

sup sup P(A*Cp(t)A <€) < CeP.
M>ko |A|=1

(on Cp(t) és la matriu definida a la Seccié 2.1 després del Teorema 2.1.1).
Per (ii) i (iii), aplicant el Lema 3.2.3, obtenim

sup E({detCum(t)}~?) < 0.

M>ko

Aquest resultat implica

sup E({detTM}~?) < oo,
M>ko

on I'M és la matriu de Malliavin associada a XM. Aleshores, aquest tltim resultat combinat
amb (i) ens déna, gracies al Lema 3.2.2,

E({detT';}™?) < o0,
per tot p > 2.

Prova de (i) Per demostrar la convergéncia en ID**(IR?) en tenim prou provant les dues
convergencies seglients:

(1) XM — X, en L?(Q;R?) quan M — oo,

(i) DXM — DX, en L*(; RN @ R?) quan M — 0.
Comprovem primer (7;). Fixat K > 0, utilitzant les desigualtats de Holder, de Txebixef i
de Sobolev, obtenim

E(1xM - X)) < E(IXY - Xo* 1xo>k)) + B(XY — Xol* 1(x01<k))
1 1
< (P(|Xo] > K))2E(IXM — X,*)? +E(IS|up lod(z) — pe(z)|?)

< C(ZB(XoP) E(XM) +1%,/4)F

2 3g0t a‘Pt
B o) = o) + | F (o) - o))

Utilizant (3.2.13), (3.2.14) i el Lema 3.2.8, prenent limits obtenim
C

=K

Com que podem agafar K tan gran com vulguem, obtenim (z;).

Jlim E(IXM - X% <
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Per comprovar (iz) utilitzem la representacié (3.2.19) i la seva equivalent per D, [pM(Xo)].
En aquest cas tenim

Y Xo)DiXE + 1o g(r) ZM™(Xo) AM (oM (Xo))], sij < M;

DJ Xo)'] = : .
Ao (Xo)] = {YtM"'(Xo)DiXé, sij > M.

Volem demostrar

Jim E[/l(if:wf[so (Xo)] - DilodXo)']I?)dr| = 0.

j=1i=1
Es facil veure que en tenim prou comprovant els segiients resultats per p > 2
Jim E(JY(Xo) - Yi(Xo)l") =0,
A}i_r.nooE(/ol 1ZM (X0) — Z.(Xo)|Pdr) =0,
A}EnmE(/ol o (Xo) — @r(Xo)[Pdr) =0,
E([Y(Xo)I?) < Cy,

E( [ ledXo)Par) < G,
sup E( sup IZM(XO)[”) < Gy,

M2>1 0<t<

sup B( sup. lsoM(Xo)l”) < Cp,

M2>1 0<

Jim B % Z V(X0 )1po,0(r) 22 Xo) Al (o (Xo))? ) dr| = 0.
j= i=1

Els tres primers resultats s’obtenen a partir de (3.2.13), (3.2.14), (3.2.15), (3.2.16) i del
Lema 3.2.8. El primer d’ells s’obté de manera semblant a la demostracié de la convergencia
(71). Pels altres dos, s’utilitzen el mateix tipus d’arguments, ja que per Fubini i con-
vergencia dominada en tenim prou demostrant

Jim E(127(Xo) - Z:(Xo)IP) =0,
Jim E(le (Xo) — or(Xo)lP) =

per tot r € [0, 1].
Les quatre desigualtats seglients les hem obtingudes al Lema 3.2.8.
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Finalment, la prova de I"iltima convergeéncia es pot reduir a demostrar

Jm B[ [ (S Z|Ah(sor<xo))|) r| =0

j=M+1 =1

per p > 2. Ara, per convergencia monotona en tenim prou si veiem

Jim E[( i Xd:IA?(sor(Xo))Iz)p]:
J=M+1 i=1

per tot r € [0,1]. La demostracié d’aquest ltim resultat és igual que la de (3.2.18).
Prova de (ii) Veieu el Lema 3.2.8.

Prova de (iii) L’estructura de la demostracié és la mateixa que la del Teorema 2.2.2,
utilitzant les estimacions uniformes que hem demostrat al Corol.lari 3.2.6. Per M > kg
tenim

M
PO Cu®r <) = P [ (O ZH (XAl (X)) 1) + 7D Xo) ds < )
0
ot
< P( Z/ (A ZM(Xo) A} (X0)) + /\*DiXo)zdS < 5),
0
per qualssevol A € R?, [\| =11 ¢ > 0. Definim

ko t
B =3 [ (22 (XA (X)) + XD Xo)ds < ),

EM ={ Z / (A ZM(Xo)V(pM(Xo))) ds < ™D}, j>1,
VGE
FM=EMNnEMNn...nEM, A, ={¢<e T}, T >0.

amb m(j) =47, 0< v < 2,\_*_1,

Com en la demostracié del Teorema 2.2.2, utilitzant la desigualtat de Txebixef, la prova
es redueix a demostrar

sup P(FMn4,)<e?, (3.2.20)
M2>kg
sup P( N (EM) ) < €P, 1<j <. (3.2.21)

M>ko

p22ie<eo(p)
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Anem a demostrar primer (3.2.20). Fixat M, definim

-3 Y [ ez ) ds+2 [ ez et o)

j=1 VEE“’

+ A*D!X,)%ds.

Sobre el conjunt A., tenim

-
iv[ - 2 E Z / (’\*Ziw(XO)V(gD‘?/I(XO)))2dS — 062(A+1)ﬂ_2p,

7=0 Vezko
on la C no depeén de la M.
Definim H, = {|Xo| < €7}, e,w > 0, i per cada M els temps aleatoris

SM = inf{s>0: sup |ZM(Xy)-1|> }

0<o<s

SMe = inf{s>0: sup |pM(Xo) - Xo| > 5},  Be>0.
0<o<s

Per les desigualtats de Sobolev 1 de Txebixef, per ¢ > d tenim

“SB( sup sup |oM(z) —2)7)
0<jz|<e~ " 0<s<ef

<Ce 50 E( su M)y —z|)+ E( sup |YM(z)-1I|9))dz
sceb([[ (B sup lol(e) =)+ B sup 1Y)~ 1))

0<s<eP 0<s<eP

P({sM* <ef}nH,) <e

L g—2wg—wd
SC ge™owamwe

on pel Corol.lari 3.2.6, (3.2.7) i (3.2.10), la constant C' no depén de M. Per exemple,

& M

B, sup_l2(2) ~=I") < G5 [ v +| [ Bl @)
< C’;,eﬂ(%‘”E(/oe (14 ¥ (2)|7)ds) < Coeft (1+1;1;;l>co E(oilip e (2)]9)).

De manera analoga, utilitzant (3.2.7) i (3.2.9) obtenim

sup P({S}! <e’}nH,) < C Fa-2wg—wd 0> d.
M2>ko
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Per tant, per qualsevol ¢ > d,

sup [P({S]"* <P} N H.) + P({SM < e’} N H.) + P(H)| < € (57201 4 ¢v9),
M>ko

(3.2.22)
Escollint 3, I' amb m(jo) < 2(\ + 1)3 — 2T, obtenim
P(FMNA.n{SM > e} n{S;"* > ef}) < pM(e) + 3 (e),
amb
M _ I’\*ZM(XO V(Sos (XO))|2 < . m (o)
P () = > [ e < e+ 20+ 1)em),

—0 VEE

"2 (X)) : m(jo) oMe _ @
Zo z:k / [A*ZM(Xo)|? ds >16(C'+2(jo +1))e y 53 T > € ),
Ve 2 °

M 2 .
2 (e) = Z Z / A |ZA ;ﬁ"()j{”(jlﬁ")‘ ds < 16(C +2(jo +1))e™09).
i=0 yexko s \ 0 : '

Pel teorema del valor mig, la hipotesi (H) 1 X, € ﬂp>1 L?(), podem trobar una variable
aleatoria positiva { € ﬂp>1 L?(Q), que no depén de M, tal que

V(¥ (X0)) = V(Xo)| < ¢ ¥ (Xo) — Xol,

per qualssevol s € [0,1),V € U;‘_’__O Zf°. Aleshores utilitzant la desigualtat de Txebixef,
per qualsevol ¢ > 1

pM(e) < P E > / |IA*ZM( Xo)l/\*(zj((;o))&—V(Xo))lzds > Cemio)| gMe s, eﬂ)
J Ovexsjo

= P(CQE%ﬂ > C’s'"(j°)) < Cg(gﬂ‘“m(jo))QE(CZq),

1 per tant
Sup P} (e) < Cel3F—mlos, (3.2.23)
M

Suposem, a més a més, m(jo) > f; aleshores la hipotesi (iii) ens déna, per qualsevol p > 1

1 € prou petit
Sup P2 Me) € P(Xjg ke (Xo) < Cemo)=h) <P, (3.2.24)
0
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Siguin I, 8, w > 0 complint les restriccions seglients: 8 > 18w, m(jo) < 2(A+1)8-2T", f <
m(jo) < 2. Aleshores, les estimacions (3.2.22), (3.2.23) i (3.2.24) impliquen (3.2.20).

Per la demostracié de (3.2.21) utilitzarem el Lema 2.2.1. Per j =1, tenim
ko t ) _
P(Ey"n(EM)) < P(z/ (A*ZM(Xo0)Ai()! (Xo)) + A* Dy Xo) ds < ¢,
=170

> /t (A*ZM(Xo)V (oM (Xo))) ds > sm(jl))
vezyo

ko t
< ZP( / (A*ZM(Xo) Ai(M(Xo)) + A*D! Xo) de < e,
I=1 0

L ) gm(in)
> [ Oz ol el a2 ST,

Apliquem la férmula d’'Ité a ZM (z)Ai(¢M(z)) i obtenim
M s
2@ @) = 4@+ [ 22 @lAn ANY @)W
h=1

M
s 1
+ [ 22 @10 A+ 5 DA [ AN @)
o=1
Aleshores apliquem el Lema 2.2.1 a

Ol?(l‘) = ’\*thw(x)[Ah7Al](90y(m))’ h = 1a tee ,M,

t M
Vi=A" (A,(Xo) + DiXo +/0 Z(Xo)([Ao, Ad] + % > Ao (40 A1) (‘Pﬁw(XO))ds),

e=1

amba=6=1,b= kio, n = m(1). Pel Lema 2.2.1 sabem que ¢y depén també dels moments
de dues variables (1, (2 relacionades amb els processos a i V. Com que pel Corol.lari 3.2.6
i el Lema 3.2.8 els moments de ZM(z), pM(z) i les seves derivades tenen fites uniformes
en M, existira o(p) tal que per tot € < g(p)

sup P(EM n(EM)?) <eP.
M>ko
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Per 1 < j < jo apliquem els mateixos arguments a
ai(x) ’\*ZM(:B)[AI’V](<P (3:)) I=1,---,M,

1 M
V= MV(Xo) 4+ A° / 2 (40 V] + 5 D e (A VI (Ko

k
VEEJO_I. L]

Observacié. Com en el Capitol 2 es pot demostrar una versié del Teorema 2.3.2 en
la situacié considerada en aquest capitol. En aquest cas, utilitzariem una funcié u; en
comptes de la A; ; del Teorema 3.2.10.

VIATEMATICUED
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