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PROLOGO

Esta memoria es una aportacidn al estudio de medidas que
generalizun los Indices de distanciacibn entr® poblaciones co
minmente utilizadas en anflisis de datos. La idea y posterior
desarrollo de la memoria va Intimamente ligado a los trabajos
realizados por Burbea y Rao (1982) y a las sucesivas visitas
del Dr. Burbea a la antigua unidad docente de Bioestadistica

de la Facultad de Biologia.

En la primera parte (cap. 1, 2 y 3), se presentan las dis%in-
tas divergencias, se estudian inter-relaciones y se analiza

la convexidad.

En la segunda parte (cap. 4) se estudian las métricas diferen
ciales asociadas a divergencias invariantes frente a cawbios

no sigulares de parémetros y variables aleatorias.

En la tercera parte (cap. 5 y 6) se analizan las relaciones

entre la J-divergencia y las entropias cominmente utilizadas.

s

Finalmente, en los anrxos I y II se presentan los programas

utilizados en el cap. 6.

Enero, 87




CAPITULO 1

CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE LAS MEDIDAS DE
DIVERGENCIA ENTRE POBLACIONES

RESUMEN i

En este capitulo se presentan distintas formas de cons-
truccidn de medidas de distanciacidn entre poblaciones, y se

observa la necesidad del estudio de medidas que generalizen

| | las distancias cominmente utilizadas en anf8lisis de datos.

Planteamos en primer lugar las distancias entre poblacio
nes que provienen de distancias entre los individuos, determi
namot en segundo lugar las que provienen de funciones de en-

tropla, y finalmente, presentamos a2%t.ntas formas de distan-

ciacibn que provienen de consideraciones empiricas.




1. INTRODUCCION

Un problema interesante que se plantea en andlisis de da
tos es la eleccibn de medidas adecuadas que pivinitan cuantifi
car las analogias y diferencias entre poblaciones ¢ entre in-
dividuos de una misma poblaci®n. En este sentido gran varie~
dad de Indices de similaridad o disimilaridad se han plantea-
do en los numerosos trabajos relacionados con la representa-

cibn o clasificaci®sn de poblaciones,

De forma general, podcmos decir que los Indices de simi-
laridad entre poblaciones pueden basarse en: 1) las diferen-
cias intrinsecas entre los individuos de cada poblacibn, tal
como se observa en los trabajos de Simpson (1949), Nei (1978)
o Agresti (1978); 2) consideracicnes relacionadas con funcio-
nes de entropla, siendo interesante entre otros los trabajos
de Shannon (1948), Renyi (1961), Havrda y Charvat (1967),
Mathay y Rathie (1974) o Burbea y Rao (1982); 3) consideracio
nes empiricas alejadas de la naturzleza del problema, pudién-
dose relacionar entre otros los trabajos de Rao (1945), Wald
(1950), Brattacharyya (1946), Jeffreys (1948), Kullback y

Leibler (1951) o Matusita (1964).

En la mayoria de los casos, los indices gque provienen de
las diferencias intrinsecas entre los individuos, suelen ajus
tarse bien a las condiciones experimentales, pero al carecer,
por lo general, de buenas propiedades matem&ticas, resulta di
ficil la representacibn geométrica de las poblaciones a tra-

v8s de la distancia obtenida. Por el contrario, los iIndices




que provienen de funciones de entropia tienen atractivas pro-
piecades tebricas de diffcil interpretacibn. Finalmente, los
fndices que provienen de consideraciones cmpiricas no suelen
ajustarse excesivamente a las condiciones experimentales, pues
por lc general, son ajenos a la naturaleza del problema, si
b.en al haber sido introducidos directamente como iIndices de
distanciacidn, suelen reflejar con mayor claridad las condi-

ciones experimentales que los Indices asociados a entropias.

En este capitulo introductorio de la memoria presentare-
mos las medidas de dispersibn y distanciacidn m&s usadas en
andlisis de datos y expondremos las propiedades m&s generales

de cada medida.

2. MEDIDAS DE ENTROPIA

En muchos trabajos experimentales en que las poblaciocones
han sido determinadas por caracteristicas cualitativas, resul
ta de gran inter&s la obtencidn de medidas cuantitativas que
reflejen las diferencias. Por lo general, se nan considerado
categorias disjuntas y se han obtenido las frecuencias relati
vas de aparicibn, de forma que el problema se ha reducido a
determinar medidas en el conjunto de distribuciones de proba-
bilidad multinomiales. En este sentido, las medidas de entro-
pia que analizaremos seguidamente proporcionan un indice de

la informacién contenida en una distribucibn.




2.1. DEFINICIONES PREVIAS

n
Dado el conjunto s = {(p1,...,pn)e R" t.q z pi=1,
i=1
Py 2 0 Vi},se dice que una funcidn H de s” a valores reales

es una funcibn le entropia si cumple las condiciones:

E.1: H(p) = 0 si y solo si todas las componentes de p,

p = (p1,...,pn) son todas cero, salvo una de ellas.

E.2: H(p) es una funcién cbncava de s”

En trabajos experimentales, las medidas de entropia mis

usadas son las que relacionamos a continuacidn:

n
i =- I p, log p, (Shannon)
. 5 . i i
i=1
1 n o
H = == (1= I p. ) a0, az1 (Havrda-Charwvat)
c a-1 j=q 1
1 n o
HR =73 log 151 Py a>0, a=1 {(Renyi)

n
1 /v,y
HY = 7T (1 —(' Py )') ¥>0, vy#1 (y-entropla)
1=-2 i=1
n l . '
= - 1 - - - s e
Hp .2 p; log p, ‘Z (1 pi) log (1 pi) {Shannon modificada)
l=1 l=1 :
n 2 n
H, =1~ I p b3 2 2
L jeq i = 4.1 Py O=py) (Latter)

2 titulo ilustrativo de la utilidad de estas medidas,

Patil y Taille (1972) y Pielou (1975) interpretan estos Indi-
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ces desde una perspectiva ecolbgica, Lewontin (1972) usa la

entropia de Shannon en estudios de biologia, Agresti y Agresti
(1978) usan el Indice de Havrda-Charvat de grado 2 en estudios
sociolbgicos, al igual que Lieberson (1969) en estudios de eco

nomfa o Greenberg (1956) en linglifistica.

2.2. PROPIEDADES E INTERRELACIONES

Hc' HR y HY no estén definidas para a=1 § y=1, pero apro

%ximando por limites se comprueba

Proposicibn 2.2.1.

1
(1) lim H_ = lim H_, = H (2) lim H, = == H
a1 a1 R S Y1 Y log2 s

Hallando miximos y minimos condicionados, se obtiene para

tcdas las medidas el siguiente resultado.

Propesicién 2.2.2.

Los seis indices son simétricos, no negativos, tienen el
miximo para la distribucibn en la que todos los sucesos son
equiprcbables y tienen minimos en las distribuciones degenera

das.

También, sin excesivas dificultades, puede observarse:




1"

Proposicidn 2.2.3.

Fijada una distribucibn p = (p1,...,pn), Hc Yy HR son fun

ciones decrecientes en o y HY es creciente en Y.

De considerar la desigualdad (1-x) (x-1-logx) 2 0, se

tiene de forma inmediata

Proposicibn 2.2.4.

. +
(a=1) Hs z (a-1) HR 2 (a-1) Hc para todo aeR

De observar que HR' Hc Yy HY son todas funciones de
n
) pia + Y de manipulaciones calculisticas sencillas se ob-
i=1
tiene

Proposicidn 2.2.5.

Fijado un o y fijadas dos distribuciones de probabilidad,

P = (pi,...,pn) y g = (ql""'qn)' se tiene

>

> >
HR (p) . HR (q) &= .-Ic (p) . Hc (g) <==-——'§I~IY (p) HY (q)

Finalmente, vale la pena mencionar que los seis Indices

k .
presentados son Schur-céncavos en § , ya que son sim&tricos y

cdncavos.




2.3. ENTROPIA CUADRATICA

Rao (1982) introduce una medida de entropia gque tiene en
cuenta la distancia entre los sucesos disjuntos que determi-
rian la distribuci6fn multinomial. En este sentido, dados
A1,...,An sucesos mutuamente excluyentes de probabilidades

Pqie++sPpr ¥ dada la matriz D = (di.), en la que di

J J
ta la distancia entre la categorfa i y la categoria j, se de-

represen

fine la entropia cuadritica como

n n

H = L I 4a,. . . = p*Dep!
p () = I I a4 Py =D

Rao (1982) demuestra que H. (p) cumple la condicidn E.1

D

si y sclo si d11 = ... = dpn = 0, y cumple la condicibn E.2

si la matriz

* %* - - -
D* = (dij) - (din * djn dij dnn)

es semidefinida positiva.

Adem8s, si se toma la matriz D = (dij) de forma que

d,.=1-6 . siendo o,. la 6 de Kronecker entonces
17 1J 13

HD (p) =1 - L p, (Hc para o = 2)

Tambi&n, combinando en la matriz D los valores 0, 1y 2,

se obtiene HL.

Una caracterizacibn de la entropfa cuadré&tica a partir
de entropiss completamente cbncavas, ia podemos encontrar en

Ka-Sing-Lau (1985).

12
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3. MEDIDAS QUE PROVIENEN DE DIFERENCIAS INTRINSECAS ENTRE

INDIVIDUCS

Una forma de distanciar poblaciones muy usada en trabajos
aplicados, consiste en determinar la distancia media entre los
individuos de cada poblacibn y aplicar la diferencia de Jensen
a la distancia media entre individuos pertenecientes a pobla-
ciones distintas. Es decir, se parte de una medida de distan-
ciacibn entre individuos 4 (x,y), que es simétrica, no negati

va y cdepende de la naturaleza pr&ctica del problema a estudiar

y se calcula . valor de los Indices:
H. = [ d(x,y) d F.(x) & F.(y)
J J J
Hij = [ dix,y) & Fi(x) d Fj(x)

donde Fk(x) es la distribucidn correspondiente a la poblacibn

k, con ke {i,3j}.

Finalmente, se calcula la distancia enire la poblacidn

Ty “j a partir de la diferencia de Jensen:

1
Dij = Hij -3 (Hi + Hj)

Resulta inmediato comprobar gue Dij 2 0 siy solo si H es ¢bn

cava.

i
!
i
!
:




(
i
{
.
!
[

3.1,

a)

b)

14

CASOS PARTICULAREE MAS SIGNIFICATIVOS

Cuandc las poblaciones T vienen daterminadas por vecto-
res aleatorios n-dimensionales X ~ (y,L), y se toma por
i

distancia entre indidivuos la distancia

a(x,y) = (x=y)' "' (x-y)
entonces, la distancia Dij se reduce a la distancia Maha-

lanobis

T (-

D.. = (u=-p)' Z
i3 i3

i3

Cuando las poblaciones L vieren determinadas por vecto-
res aleatorios n-dimensionales X = (x1,...,xp), de fcrma
que cada variable X, sdlo puede tomar un nlmero finito
de valores con probabilidad no nula, determinados por

P (x_) =P con s ¢ {1,...,kr} , Y la distancia entre

rs irs

individuos se ha definid» como

1 si Xr () = X, (y)

0 si Xr (x) = X, (y)

entonces la distencia Dij se reduce a la distancia de Nei

s }gr(p p._ )2
=1 s=1 irs “4rs

1
D,. = =
ij 2 r 3
adem8s, cuando X es unidimensional, Hi se reduce a la
entropfa de Havrda-Charvat de grado dos (iIndice de Gini-

Simpson)
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k
H = 1 had Z pzis 3

s=1

y la distancia Dij se reduce a la distancia euclidea mSdulo

dos.

3.2. DESCOMPOSICION LDE L\ DIVERGENCIA

Rao (1962, 71, 82) propone la descomposicibn de la dis-
tancia inicial entre individuos en una suma de distancias. En

este sentido toma

d(x,y) = d1(x,y) +o.o0+ A (x,Y)

y obtiene de forma jnmediata por l1la linealidad de la integral

-

i s 1
i

+eeot Hi 2) H,. = H,. +...+ H?.

M oHy = H ij i3 ij

1 [
3) Dij = Dij taoe.t Dij

El inter&s de esta descomposicidn se observa al aplicar-
lo en los casos particulares anteriores, pues en ellos se cb-

tiene:

a) Cuando cada poblacidn L viene determinada por
x v (y, Z), los valores propios de I son @1 P-4 em y
L1,..%,Lm son sus vectores propios normalizados, entonces
la distancia Dij definida & partir de la expresibn

G(x,y) = (x~y) 2'1 (x-y) se reduce a
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m
Diy = 1 -él- L'y (- )2
k=1 %k i j
y cuando se toman m vectores arbitrarios {v1,...,vm} cumplien-
do:
1) v,' v, =38 ) v, = (o' 2=V o) 7 o
i j ij 1

donde ¢ es el vector de desviaciones standard, entonces

2 2 2 2
D.. = (v,' (b =w)" .0 (v ' (W=-w)"=D__ +D
ij 1 i 3 m i j st sf
donde Dit = (v1' (w - u))z representa la componente de la dis

i
tancia Mahalanobis debida al tamafio y Di. representa la com-

-
e

ponente debida a la forma.

b) Si en lugar de tomar la distancia Mahalanobis, tomamos

la distancia euclidea, entonces de d(x,y) = (x,y)"'(x-y)
resulta
m m
1) H,=2 T © 2) D,. = I ' (u - )
7 ke K 1357 .l e Y j

obteniéndose en este caso Hi como la variabilidad total

-
en términos de las componentes principales.

QA

4. MEDIDAS QUE PROVIENEN DE FUNCIONES DE ENTROPIA

En esta seccibn, piantearemos medidas de distanciacidn
concebidas directamente sobre el espacio de las funciones de

distribucibn de probabilidad. Estas medidas resultardn de apli

?




|
H
.
|
:
?
i
i

17

car las consideraciones de la seccibn 3, a las funciones de la
seccibn 2. Es decir, consideraremos las distancias

Dij = Hij - A1 Hi - xz Hj con Az = 1->\1 Yy A1,A25 (o, 1)

donde Hk representar& la entropia de la poblacibn Ty Y H,. la

ij

entropfia de la poblacibn A1 LR Az Hj.

Al igual que en el caso anterior, se comprueba sin difi-

cultad que Di'

3 es positiva o cero cuando Hk es cbncava.

El estudio general de estas medidas lo abordaremos en su-
cesivos capitulos al antlizar las J-divergencias generaliza-
das, pero pese a gue el estudio lo realizaremos m&s adelante,
nos parece conveniente plantear dos casos particulares de gran
importancia en trabajos tebricos y aplicados.

.

a) Cuando tomamos la entropia de Shannon, entonces

Pir

pir+>‘2 pjr

Djj =X I Py, log X,

pjr

1 Pip*hy Pyy

| Pir log 3

que es el radio de informacidn de Jardine-Sibson (1971).

¥

b) Al tomar el iIndice de Havrda-Charvat de grado 2, entonces

Dij = 2 X1 AZ

[ e I =]
he)
!
C

que es la distancia euclidea mddulo 2 A1 AZ‘
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5. MEDIDAS QUE PROVIENEN DE CONSIDERACIONES EMPIRICAS

En esta seccidn presentaremos algunas medidas de distan-
ciaciln entre poblaciones, que resultanr de consideraciones em
piricas sobre las poblaciones. Obviamente, no pretendemos ana
lizar todas las medidas que provienen de consideraciones empl
ricas, tan solo gueremos presentar algunas que utilizaremos

en la memoria.

5.1. DISTANCIA GEODESICA (DISTANCIA DE RAO)

Cuando se tienen una familia paramé&trica de funciones de
densidad de probabilidad p(x,0) con x € x espacio medible y
g = (61,...,8n)es subconijunto de Rn, puede definirse la mé-
trica diferencial asociada a la matriz de informacibn de Fishér

por el procedimiento siguiente

1) Se define el tensor covariante de 22 orden 945 (6) como

o _ 13p 3p

2) Se considera el elemento de linea como

2 n n
ds® = I r g,. (8) do, de.
121 o1 i3 o) 959

3) Se calcula la distancia entre las poblaciones determina-

das por p(x,® ))rp(x,ez) a partir de la expresidn
1
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S(e1l "2) =

t2 Frn n a0, de,
: i 3
T [.i ji 9;5(8) 3¢ 'a%] dt

siendo la curva que une los puntos 81 y 62 la que resulta

de las ecuaciones de Euler-Lagrange.

Este método propuesto por Rao (1945) y estudiado posterior
mente por Atkinson y Mitchell (1981), Amari (1982), y Cuadras
y Oller (1985), es aconsejable en estudios de cardcter evolu-
tivo donde las cambios se producen con el paso del estado 6

1
al estado 62.

5.2. DISTANCIA DE WALD

Una alternativa no paramétrica para distanciar dos funcio
nes de densidad de probakilidad, definidas en un espacio medi-

ble X, fue propuesta por Wald (1950) a partir de la exrresibn

D (pi,pj) = 22; IR (py (x) - pj(x)) dx

Esta distancia que fue introducida por razonamientos de
teoria de la decisibn, puede expresarse en los siguientes tér

minos:

1

D (Pi:pj) = IR (pi(x) - pj(x)) dx = 3 fx pi(x) - pj(x) dx =

1

= fR pi(x) ax + IR

p.(x) dx - 1
1 2

donde R, = {xex t.q. P, (x) 2 pj(x)} Y R, = X - R,
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Esta medida de distanciacidn que varia entre 0 y 1, alcan
za el minimo cuando pi(x) = pjﬁx) y €l miximo cuando sop P; N
sop pj = @. Propiedades y relaci .es de esta medida con otras
distancias vtilizadas en andlisis 2 datos, pueden encontrarse

en Jeffreys (1948) o Rao (1977).

5.3. INVARIANTES DE JEFFREYS

Para distanciar dos poblaciones determinadas por pi(x) Yy

pj(x), Jeffreys (1948) propone las medidas

"
[y

Il/ rl% nax para n > o

Tn (Pyr Py = Sy 1 p ) - Vet

I, (Pi: Pj) = fx (pi(x) - pj(x))‘(log pi(x)-log pj(x))dx

Casos particulares de estas medidas han sido muy utiliza-

das en an8lisis de datos, siendo muy destacables los Indices

H
&
i
:
H
;
i
;
|

gque provienen de n=0, n=1 y n=2, En este sentido se tiene:

a) Para n=o0, Io es la suma de los nfimeros de informacidn de

Kullback-Leibler correspondientes a I(p,q) e I(q,p)

b) Para n=1, I, es el doble de la distancia de Wald.

1

c) Para n=2, 12 es la expresidn de la distancia Matusita muy

utilizada en problemas de inferencia.
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6. INTERES DE LAS DIVERGENCIAS EN ANALISIS DE DATOS

Con los pocos datos presentados en este capitulo, ya se
observa la complejidad en la eleccifn de la medida de distan-
ciacidn a utilizar cuvando se tienen datos experimentales. Por
ello, un problema interesante en anfilisis de datos es el estu-
dio de medidas gque generalicen las presentadas en los aparta-

dos anteriores.

En este sentido, Burbea y Rao (1982) presentan las J-di-

vergencias
A
J¢ (p,q) = H¢ (Ap+(1=-2)q) -AH¢ (p)=(1=2) H¢ (q)
con H¢ (p) = -fx ¢ (p) du, como una generalizacidn de la mayo-

ria de medidas que provienen de consideraciones intrinsecas en
tre los individuos y de las que provienen de funciones de en-

tropia.

Tambi&n presentan las K, L y M divergencias

- ' _ ¢(p) _ ¢lq)
K¢ (p,q) = fx (p-q) ( o g ) du

= o P
L¢ (p,q) fx (po (p) + g ¢ q)) du

2 2
Moy (pr@) = Sy Vo) o Yo(q))” du

como una generalizacibdn de medidas gue provienen de considera-

ciones empiricas.
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CAPITULO 11

CONVEXIDAD Y SIMETRIA DE LA J-DIVERGENCIA GENERALIZADA

RESUMEN

En este capitulo caracterizamos la convexidad y simetria

de la J-divergencia generalizada en los siguientes té&rminos:

1) Determinamos la simetrfa de la J-divergencia gereralizada
atendiendo a los valores del par&metro y al tipo de fun-

cibn ¢(t) que la determina.

2) Analizamos la convexidad de la J-divergencia generalizada
respectc del parfmetro una vez fijadas las funciones ¢-
integrables que intervienen y relacionamos la derivada
de la J-divergencia generalizada respecto del parémetro

con la medida de informacidn de Kullback-Leibler.

3) Caracterizamos la convexidad de la J-divergencia genera-
lizada respecto de las funciones ¢~integrables en t&rmi~
nos de concavidad y convexidad de las funciones ¢(t) y

(o™ (£)) .
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1. INTRODUCCION

Un problema interesant2 gue se plantea en andlisis de da-
tos es la eleccibn adecuada de medidas que nos permitan cuanti
ficar la diferencia entre poblaciones o entre individuos de
una misma poblacién. En este sentido, las J-divergencias gene-
ralizadas pueden entenderse como medidas que cuantifican la di

ferencia entre distribuciones o poblaciones.

Como una primera aproximacibén a las divergencias, analiza-
remos en este capitulo las condiciones para la convexidad y si
metria de la J-divergencia generalizada, completando y genera-
lizando los trabajos sobre J-divergencias realizadas por Bur-

bea vy Rao (1982).

Estudios en este sentido resultan muy adecuados’para abor
dar aspectos relacionados con la teoria de la informacidn e in
ferencia estadistica tal como podemos ver en Matusita (1955,
1957, 1964), Pituran (1979), wWald (1949) o Shaked (1977), y en
otro orden, Burbea y Rao (1982, 1984), clasifican las entro-

pias de grado o atendiendo a la convexidad de la J-divergencia.

Las relaciones entre las J, K, L y M divergencias las
abordaremos en capitulos sucesivos al analizar la convexidad

de las K, L y M divergencias.

2. DEFINICIONES PREVIAS

Dada una medida positiva y,caditiva y o finita definida

en una c-algebra de subconjuntos de un espacio medible X, ¥
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una funcién a valores reales ¢(t), dos veces diferenciable
con continuidad y definida en un intervalo T¢ , con [0,1]C

cCT, C [D,M), se define el espacio de las funciones ¢-integra

¢

bles como

Definicibn 2.1.

L; = {p; p:X » R t.q.1) Jfy lp(x)|du(x) < + =

2) p(x)€ T, para todo x¢€ X}

¢

Para diferenciar dos funciones ¢-integrables p(x) y q(x)

definimos la J-divergencia generalizada como

PDefinicidn 2.2. . : .

3 (pyq) =t

o (A6 (p) +(1=2) ¢ (@) =0 (Ap+ (1-2)g) ) du(x) para A€ (0,1)

X

Donde si u(x) es una medida atbmica, la J-divergencia genera-

lizada se reduce a

A
J 1 =
¢(PIQ) {

W g
-

a, (Ao (x,)+ (1=2) (¥ ) =0 (kg + (1=0) ¥ ;) )

3. PROPIEDADES PREVIAS

De forma inmediata sustituyendo en la definicidn 2.2. se

tiene
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Proposicidn 3.1.

T, (@) = A1-0) Sy [¥e1-¥(@ |2 utn para 6(x) = x%ox

resultando en particular para VY(p) = )

J2(VPR, /) = 2x(1=2) (1- fx Vp.q du(x) = 2A(1-2) (1-cos (p,q))

A
¢
con pi(x), . ) funciones de densidad y <p,qg> =fx‘/pix5-qix)du(x).
Asi, en este caso, c;(/ﬁ,/a) se expresa en funcibn de la

distancia Hellinger y a su vez de la distancia Bhattacharyya.

Proposicibn 3.2.

J;(p,q) 2 0 para todo pi(x), g(x) de L; si v solo si ¢(x)
es convexa en T¢.
Demostracidn

Si ¢ (x) no fuera convexa en un punto xoeT , entonces existi

¢

ria ctro punto X, e T¢> cumpliendo
A¢(XO)+(1-k)¢(x1)<¢(xxo+(1-k)x1)

1% t017ndo para un KCX con 0 # (k)< + o

i
Xp para x e K x1 para x & K
p(x) = q(x) =
0 para x ¢ K |0 para xé¢ K

se tendrfa Jg(p,q)< 0.
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El reciproco resulta evidente al ser la integral de una

funcibn positiva.

4. CONDICIONE3S PARA LA SIMETRIA DE L2 J-DIVERGENCIA GENERALI-

ZADA

En esta seccidn vamos & desarrollar las condiciones que
debemos imponer al par&metro » para gue fijada una Ifuncidn
¢(t), la J-divergencia generalizada resulfe sim&trica. En es-
te sentido, estudiaremos previamente las funciones gque cumplen
la condicibn ¢ (Ax+(1=2)y) = ¢(ly+(1-2)x) para todo x,v€&1I,

I=[a,b] C kK vy demostraremos en el anexo del capitulo.

Lema 4.1.

Si tomamos X fijo, A&(0,4) y ¢:I - R una funcidn cumplien

do ¢(Ax+(1=A}y) ¢(Ay+(1-2)x) para todo x,y€ I, entonces se

cumple que ¢(x) cte para todo X &(a,b).

La demostracibn del lema 4.1., la realizaremos en tres

partes distribuidas -en los lemas A1, A2 y A3.

Lema A.1

Si a2 las condiciones del lema 4.1., afiadimos la condi-

cidn

{
|
n,
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min {x-a, b=y} > é—}g—’;—L > 0 para X,y € (a,b)

entonces ¢(t) = cte para té& Ec,y].

Demostracibn:

De tomar los elementos s y t de I en la forma

Aly=x) Aly=x)
= x - i s =y« R

se tiene el diagrama

. ‘hA—"Q——-—R-——)“—&——)‘ A
a t X Yy s b
A D+A
con A =m y 1 -« 2 =m‘

A:i, de la descomposicibn de x e y en funcibfn de s y t en

la forma
X = As + (1=A)t y = (1=-1) s+ At

se obtiene la igualdad ¢(x) = ¢(y) de aplicar la hipOtesis del

lema.

Adem&s, para todo t€& (x,y) se tiene:

min {t-a, b-t} > Ai_zg)

resultando asi de la consideracidn anterior ¢(y) = ¢(t) para

todo te& (x,y).
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Lema A.2.

En las condiciones del lema 4.1., ¢(t) = cte para todo

t € (a,4(a+b)]

Demostracibn:

Si Y, s un valor arbitrario perteneciente al intervalo
(a,% (a+b)) y {yk}ke{1,...,n} es la sucesibn de valores defini

da por la expresibn:

1=2)
Yo = ¥o * X TFX %
1
cony. . < 3 (a+b) = Yg Yy tO =Y, -2

entonces se obtiene:
A .
min {Yj"a, b"Yj+1} > T:-ﬁ (Yj+1-yj-) para 35{0,...,1’1-1}
de considerar la desigualdad b-a > 2(yj-a)
Asf, de aplicar el lema A.1, resulta

$(t) = cte para t € (a,yn]

Lema A.3.

En las condiciones del lema 4.1. ¢(t) = cte para

t € [(a+b),b).

S ——



Demestracidn

De tomar la sucesibn {xk} , de forma simétrica

k£{1,...,n,
a la considerada en e: lema A.2., es decir,

X = X, - k l%%% t, con to = b - Yo
se tiene:
min {x. .=-a, b=x_.} < 2 (X=X, .)
J+1 3 1=21 T3 T34
obteniéndose de forma anfloga a la anterior

¢(t) = cte para t€& [x_,b)

Asi, con estos tres lemas hemos demostrado:

Lema 4.1.

Si una funcibn ¢:I - R cumple la condicibn ¢ (Ax+{(1=-A)Y)=
¢(Ay+(1=-2)x) para todo x,y€ I y para un A€(0,4), entonces

¢(x) = cte para todos los valores xé& (a,b).

Proposicibn 4.1.

A
¢

o(x) = ax2+bx+c.

a) J  (p,g) es simétrica en p y g para toda ¢(x) de la forma

b) Jé (p,qg) es simétrica en p y g para ¢(x) = ax2+bx+c siy

solo si A= 4.




Demostracidn a)

Para ¢(x) = ax2+bx+c, Jz(p,q) = IX ak(1-X)(pz+q2) du(x)

que es simé&trica en p y g.

Demostracidn b)

A
De J¢(p,q) sim&trica para tcda p(x), g(x) & L; y de tomar

Il s para x € K S para x i&xf
p(x) = q(x) = con 0=u (K) <4

’ 0 para x ¢ K 0 para x ¢ K
se tendr& pera todo s, t € T¢.
(A0 (s)+(1=2) d(t) = (As+(1=A) t)) U(K) =,
= ((1=2)0(8) +2d(£) =9 ((1-2) s+At) ) U (K)
y operando

(22-1) (d(s) =0 (t)) = O(As+(1-2)t)=0((1-2)s+rt) = F(s,t)

-

resultando de derivar respecto a s y t

2
0 = 0" (Ase (1=A) £) A(1=3) =6% ((1=3) s4he) A (1-1) = S ELE5LE)

S t

lo que equivale a
¢" (As+(1-A)t) = 0" ((1-2)s+At) para todo s3,t €T,

y por el lema 4.1, ¢"(x) = cte para todo x € T¢ cuando A * i,

obteniendo asf la simetrfa solo para A = %,
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5. CONVEXIDAD DE LA J-DIVERGENCIA GENERALIZADA RESPECTO DEL

PARAMETRO

Prosiguiendo con el estudio de la J-divergencia generali-
zada atendiendo a los valores que toma el pardmetro, analizare
mos a continuacidn las condiciones exigibles a la funcibn ¢(t)
para que J-divergencia sea convexa en funcibn del parimetro.
Para _ello, consideraremos gque J;(p,q) es dos veces derivable
bajo el signo integral y que el soporte de \¢(p)+(1-A)¢(g) -

- {Ap+{1-A)g) no depende del par&metro.

Proposicibn 5.1.

JA(p,q) es convexa (cbncava) en (0,1) respecto de A pare

¢
todas las parejas p(x), gl{x)& I

- e
1

o fijadas si y solo si ¢(t) es

cbncava (convexa) en T

¢ .
Demostracibn
De Ji(p,q) convexa respecto de A se tiene

Ig6" DR + (1= a(x)) (p(x)-a(x)) % dulx) <0 (1)

Si¢"(t) fuerapositiva en un punto "a" de T,, por la continui-

¢I
dad de ¢"(t) se tendria ¢"(t) > 0 para t € (a-§, a+8) y tomando

a 2a+8

5 &1 x€ K - si x &K
p(x) = 2 q(x) =¢{ A con 0=u(K)< + =
0 si x4K 0 si xé¢ K |
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resultaria
140" (AR(x) + (1=1) @ (x)) (p(x) =g (x)) *du(x) =

" 8§, , @& 2a+6 2
= fx¢ (a+“4"') (i'x - 4=4 ) )

du(x) > 0

contradiciendo (1).

El reciproco es evidente, pues de la concavidad de ¢(t)

se deduce (1) y a su vez la convexidad de Jg(p,q).//ﬂ

Proposicidn 5.2.

(é% Jg(p,q))(x) = K(p, Ap +(1=2)g) - K(g, 2p + (1=2)q)

siendo ¢(t)=t.logt, ¥(p,qg)la diferencia de informacidn entre
- p{x) vy q(x) en el sentido de Kullback-Leibler, y de forma que
las funciones p(x) y g(x) cumplen la condiciér || VBl = || VG|l = 1
Y pix).qg(x) du (x)

para el producto escalar <p,g> = fx

Demostracidn

) -r}' 3
(=5 o (p,q)) (A) =

=fx Ep.log p-g.log g-p.log(ip+(1=A)g) + q.log(xp+(1-k)q)] dyp

-
=/ [b.log 7§:T§:TT§ - g.log XE:T%:TTE ] du =
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Corolario 5.1.

En las condiciones de la proposicibn 5.2., se tiene de

forma inmediata los resultados siguientes:

a) (& 33(p,a)) (0) = K(p,)
0 LA
b) (F 3)(p,@)) (1) = - K(a,p)

Corolario 5.2.

En las condiciones de la proposicibn 5.2., existe un Gni-

co Ao tal que cumple la condicidn:

K (s Agp + (1-23)q) = K (g, A p + (1-2,)q)

Demostracién

A
¢

A,por aplicacién de la proposicibn 5.1. y al tomar distintos

Al ser la funcibn é% J (p,q9) una funcibn decreciente en

signos en los extremos del intervalo [b,1], resulta inmediata

la existencia de un nico Ac,e (0,1) cumpliendo

2 g

condicibn que equivale a

K (p, Agp + (1= 2)q) = K (g, Ap + (1= A))q)
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Proposicibn 5.3.

o

La simetrizacidn sJé(p,q) = Jg(p,q)+J¢1-x(p,q) alcanza su

miximo en A = & cuando ¢(t) es convexa estricta

Demostracidn

Al ser la funcibn ¢(t} una funcidn conversa es-
tricta, las funciones Jz(p,q) Yy J;"A(p,q) son: cdncavas en (0,1).
Asi, la funcidn simetrizada es tambi&n c&bncava estricta en

(0,1) v el m&ximo respecto de A es {nico.
Por otro lado al cumplirse las condiciones

1) > (53

= (P,@)) () = 0

A
¢
32 s.a
2) 2= (%3, (p,q)) (3)< 0

PN ¢

el md&ximo de ng?p,q) se alcanza en X = %.

6. CONVEXIDAD DE LA J-DIVERGENCIA GENERALIZADA RESPECTO DE

p(x), gq(x)

En esta seccibn analizaremos las condiciones que debemos

A

¢(p,q) sea convexa en funcibn de p(x)

imponer a ¢(t) para que J

y q(x).
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Proposicifn 6.1.

J;(p,q) es convexa (cdncava) en L; XL; si y solo si ¢(t)

es convexa (cbncava) en T¢ y (cb")"1 es c8ncava (convexa) en
T -
¢

Demostracidn

1 1

Para que Jx(p,q) sea convexa en L X L¢, la matriz de la

¢ ¢
forma cuadritica que define el Hessiano debe ser semidefinida
positiva.

En nuestro caso

a%3,((p,@) 5 (£,9), (£,9)) =Ty (a1 (@) £+2,(Pya) g +2b (2, 9) £.9) du (x)

con
a,(ps@) = A¢"(p)-1%6" Op+(1-A) q)
2,(p,@) = (1-1) " (@) =i1=2) 26" Op+ (1-A) @)
b (p,q) = X(1=2)¢" (Ap+(1=2)q)

Y

semidefinida positiva.

a (p,@)  blp,al
M(p,q) =

b (p,9) az(Prq)//

De tomar p = g se tiene

1
¢

0$a1(p,q) = X¢"(p)-kz¢"(p) = (X-A2)¢“(p(x)) para todo p(x)& L




{
i
]
1
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resultando asf ¢"(t) 2 0 para todo t.

Por otro lado, de a1(p,q)a2(p,q)-—(b(p,q))2 2 0, se obtie-

ne

A(1=2) 9" (p) ¢" (q) ¢" (Ap+(1=-A) Q) ((d>“)'1 (>xp+(1->\)q)--(d>")’1 (p) -
(=0 (6M7 (@) 2 0

y de la convexidad de ¢"(t) es inmediata la concavidad de

(¢>")"1

1

Reciprocamente, de la concavidad de (¢")” ' y la convexi-

dad de ¢ se obtiene de forma inmediata
2
a1(p,q)a2(r.q)-(b(p,q)) 20

y de tomar

A i - 1"}\ i - " i -
r1 = (m) ’ r2 = (¢"(q)) ’ 51 = ()‘¢ (P)) ’ 52 =0
se tiene

2 2_ A +1-AS
1 2 = ®"(p) " (q)

1
9 (Ap+ (1=4)q)

y sustituyendo e1 14 desigualdad de Cauchy

1 . " 2
e e 2 A

de donde

a,(p,@) = A" (p)= A% 6" (Ap+(1-A)q) 2 O




37

Corolario 6.1.

La divergencia de Jensen definida por

3, (pra) = Sy (3o +0(@)-0(B5)) au

es convexa (cbncava) en L1 X L1 si y solo si ¢(t) es convexa

¢ ¢
(cbncava) y (‘p")"1 es cbncava (convexa) en T¢.
Corolario 6.2.
J; (p,q) es convexa en L; X Lé) si y solo si aé[‘,Z]U
a a a
\J{0} y no es nunca cbncava en L; X L; para
a a

(0—1)'1 (x%-x) para o =1
¢ _(x) =
X log x para a = 1

Proposicibn 6.2.

Si ¢(t) es cuatro veces diferenciable con continuidad,
A

J¢(p,q) es convexa (cbncava) si la matriz
(cb"(t) 2 ¢"‘(t))
A (t) =
¢ V2 6" (t) ¢ (t)

es semidefinida positiva (negativa).

Demostracidn

Jg(p,q) es convexa (cbncava) si y solo si ¢"(t) 2 O

(¢"(t) = 0) y
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n

) 2 -1
S0 (4" ()™ H T 20)  (2)

((¢"(t))-1)" = - ¢(t) ¢ (t)*§(¢ (t)
(e"(tl)

condicidn que se cumple cuando la matriz A¢(t) es semidefinida

posiziva (negativa).

De forma inmediata, al integrar la expresidn (2) se obtie

ne el siguiente resultado

rroposicibn 6.3.

La condicibn det A¢(t) = 0 se cumple para las funciones

de lz forma ¢ (t) ='J§ (at+b)In(at+b)+ct+d y ¢ (L) = et2+ht+k,
a
obtreniéndose la convexidad de J;(p,q) para a > 0ybz220, 56

e 2 0.

Observemos que la funcibn ¢..t) = t log t se obtiene para
a=1, b=c=3d=0 y la funcibn ¢2(t) = tz-t se obtiene para e=1,

h=1 y k=0
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CAPITULO I11

ANALISIS COMPARATIVO ENTRE DIVERGENCIAS

RESUMEN

En este capitulo realizamos un estudio comparativo de las

K, L y M divergencias. En este sentido, el estudio realizado

se compone de las siguientes partes:

1)

2)

3)

4)

23]
~

Estudio de relacicnes de igualdad entre divergencias,

atendiendo a las distintas funciones que las determinan.

Caracterizacidn de relaciones de desigualdad entre la J,
X y M divergencia, atendiendo a la convexidad de las fun-

ciones gque las determinan.

Extensibn de las medidas de divergencia a medidas loga-
ritmicas y obtencibn de relaciones andlogas a las obteni-

das entre la entropia de Renyi y Havrda-Charvat.

Relacidn entre las medidas de entropia cominmente utili-

zadas y las medidas de Cciszar.

Estudio de la convexidad y no negatividad de las diver-

gencias atendiendo a las funciones que las determinan.




1. INTRODUCCION

Para un estudic global de las medidas de disimilaridad en
tre poblaciones o grupos de poblaciones, presentamos en este
capitulo las K, L y M divergencias que generalizan la mayor
parte de las medidas comlinmente utilizadas en estudios relati-
vos a distintos campos: biologia, economia, teoria de la comu-
nicacidn, cibernética, ...., como podemos ver en Bhattacharyya

(1946), Matusita (1957, 64) o Nei (1978).

En este capitulo, partiendo de los trabajos de Burbea Y
Rao (1982, 84), analizamos, en primer lugar, relaciones de
igualdad y desigualcdad entre divergencias, atendiendo a las
funcicnes gque las determinan. En segundo lugar, extendemos
las medidas de divergencia de forma an&loga a la realizada por
Renyi a partir de la entropia de Havrda-Charvat. En tercer lu-
gar presentamos las medidas de entropia com@nmente utilizadas
como medidas de Csiszar entre una distribucibn y la distribu-
cibn en la que todos los sucesos son equiprobables. Finalmente,
analizamos condiciones para la convexidad y no negatividad de

la XK, L y M divergencia.

2. DEFINICIONES PREVIAS

Al igual que en el capitulo anterior, consideraremos una
medida y positiva,caditiva y ¢ finita definida en una o-alge-
bra de subconjuntos de un espacio medible X, una funcifn a va-

lores reales ¢(t) definida en T, dos veces diferenciable con

¢
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continuidad, y el conjunto de las funciones ¢--integrables con
valores en T¢ gue denotaremcs por L;.

Para diferenciar a las funciones ¢-integrables, definire-
mos en este capitulo tres tipos de divergencia utilizados en

numerosos problemas pré&cticos.

Definicibn 2.1.

A las expresiones:

_ _ ¢(p) _ o(q)

a) K¢(p,q) = fx (p~-q) ( 5 3 ) du(x)
_ q P

b) Lyte,a) = Jy (oD + qo(B) aue

o) My(p,@) = (/, (VFTB) - /ET@) % autxn?

las llamamos respectivamente las K, L o M divergencia que sepa

ra pi(x) y g(x).

Es obvio, que al tomar una medida atomica finita, en la
que todos los elementos tengan el mismo peso, p(x) Yy 49(x) ven-
drdn representadas por p=(p1,...pn) y g = (q1,...,qn), de for-

ma gue las expresiones anteriores se reducirdn a

n ¢(pi) ¢(qi)
a) K¢,n(?.q) = 121 (pi-qi) { By - q; )

2 9y Pi,
b) Ltb,n(p'q) = i:‘l (Pi¢ (‘5;) + 49y ¢ (-q—iy)

n

n
(I AT - Irn
=1

C) M¢’n(PrCI)
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3. RELACIONES DE IGUALDAD ENTRE DIVERGENCIAS

En esta primera seccidn presentaremos a2lgunos casos parti
cvlares, en los que la J, K, L o M divergencia coinciden. En
este sentido, las relaciones de igualdad con mayor interé&s son

las que presentamos & continuacidn.

Proposicidn 3.1.

Para ¢(p) = p log p, K¢(p.q) =L (p,q)

¢

es decir, el invariante de Jeffreys lo podemos considerar in-

distintamente como K o L divergencia.

Proposicibn 3.2.

L, (4(p), 0(q)) = M2

o (P@) para ¥(t) =t - %

Demostracidn

De las definiciones de L y M divergencia se tienen las si

guientes igualdades inmediatas.

) ola) _ Aol ¢(p) _/o(p)
Ix®) Gy - ) ¢ 0@ Gy R au)

Ly (6(p), ¢(q))

1, VETB) = /ET@) duix) = Mé (p,q)
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Corolario 3.1.

Para ¥(t) = t - /&, o(t) = t, <p,g> = [y /B(X).q(xX) du(x)

y p{x), g(x) funciones de densidad se tiene:

2 1

Ly(p,q) = 4 sen con & = cos = <p,q>

Nja

Demostracibn

Por la proposicibn 3.2.
L,(p,@) = fy (VB = /D% autx)
Yy operando

= LW(PrQ) = 2 (1—fx /P(x).q(x) duix)) = 2 (1-cos (p,q)) = 4 sen

(1T

Proposicidn 3.3.

Kn (Vo(p), vo(q)) = Mz (p,q) para n(t) = £? -t

Demostracidn

De las definiciones de K y M divergencia se tienen las

igualdades

-/¢(p)  ¢(q)=V¢(q)
K_(/3TP), /31@)) = S (/o (P -v31q)) (HRL=r - ) dy (x)
" X /5 (p) /6 1q)

Iy VBTB) -/6T@)® au (x) = M2 (p,q)
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Coroclario 3.2.

L, (p%,q%) = —— 3\ (p,q) = K, (p,q) para
‘? P Iq hnd )\(1_k) ¢ P:q - ¢ Prq

Y(t) = t=Vt y ¢(t) = tz-t.

La demostracifn es inmediata al considerar las proposiciones
3.2 y 3.3 de este capitulo y la proposicidn 3.1 del capitulo

II.

4. MEDIDAS LOGARITMICAS ASOCIADAS A DIVERGENCIAS

Por analogia a la extensi6tn de la entropia de Havrda-Char-

vat a la entropia de Ré&€nyi podemos considerar para la familia

%(t) = &%T t® con a & (1, =) las siguientes medidas:
IMp,q) = == log (1+(a=1) 3 (p,q))
o o1 o
K (p,q) = = log (1+(a=1) K (p,q))
ia(p,q) = == log (1+(a=1) L (p,q))
ﬁi(p,q) = a%— log‘(1+(a-1) Mi (p,q))

Proposicibn 4.1.

A A
a) (a=1) (Ja(p,q) - Ja (p,q)) 2 0
b) (a=1) (K (p,a) = K, (P,q)) 2 0
c) (o=1) (La(p,q) - La (p,q)) 2 0
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@ (-1 o (p,@) - M2 (p, @) 20

| Demostracidn

Para Da representando Jé, KQ, La o} Mi se tienen las igual

dades
(a=1) (D (p,q) = Dy (p,@)) = (a=1) D (p,@) - log (1+(a=1)D_(p,q))=
= ¥ - log (1+x) para x = (a=1) D (p,q)

resultando en todos los casos

]
r’-

X = D¢(p.q) cen ¢ (t)
y obteniendo zn los cuatro casos x 2 0, ya que:
en aj, Jz(p,q) 2 0 por ser ¢(t} convexa

en b), Ka(p,q) 2 0 por ser Q%EL creciente

en c) y d), La(p,q) 20 vy MZ (p,g) 2 0 .por ser las integra-

les funciones positivas.

Asi, en los cuatro casos, la3 expresiones Da estén bien
definidas y las diferencias expresadas por x-log (1+x) resul-
tan positivas al alcanzar la funcifn f(t) = t-log (1+t) el mi

nimo en t = 0.

1 a
Observemos gue si en lugar de tomar la familiach}t) = E:Tt
tomiramos la familia Wa(t) = E%T (ta-t), entonces se cCuli=-

plirian las igualdades:
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A A A A

’ = ’ J ’ = . ’
J%,(p q) J%‘(p Q) 0, (p,q) J\Ya (p,q)
K¢a(p,q) = Kwa(p,q) K¢Q(p,q) = KWQ(P.q)

y al pasar al 1limite cuando a -+ 1, tendrfiamos ia funcibén conve-

xa ¢(t) = t log t, de ia gue se ortiene de forma inmediata.

Proposicifn 4.2.

a) (a=1) (Jg (P,q) - 3g<p.q)) 2 0

b) (a-1) (R, (p,u) - K. (p;g)) 2 0

¢

Para finalizar con las relaciones de las extensiones, es

—

f&cil observar que para la funcién nz(t) = -3 Wz(t) se tiene

la igqualdad:

an(p,q) = log cos @

para p({x) y g(x} funciones de densidad, & = cc>s_1 <p,g> Yy

<p,g> = fx VPI(X) *q(x) du(x).

5. RELACIONES DE DESIGUALDAD ENTRE DIVERGENCIAS

En esta seccidn analizaremos algunas relaciones de desi-
gualdad entre la J, K y M divergencia, atendiendo a la conve-
xidad de las funciones que las determinan. En este seatido,

o (t)
t

hemos obtenido para la funcibn VY (t) = la siguiente

igualdad.
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Proposicidn 5.1.

A ) N N
J¢(p,q) - A(1=3) h¢(p,q; =

= Iy (Ap+(1=2)q) (AY (p) + (1=-2) ¥ (g) =¥ (Ap+ (1-A) q) du (x)

Demostracidén

De las definiciones de J y K divergencia se tienen las si

guientes igualdades

Jg(P:Q) - I (Ap+ (1=3) Q) (AY(p) + (1=A) ¥ (q) =¥ (Ap+(1-A) g)du(x) =

Iy (02D 0(p)+(1-1) Ae(@-2(1-0 g HBL a1y ptidhau) -

A1-2 Sy (oip) s (@ -pHE - gt Blyau i = 2ok, (pi).

De la jgualdad obtenida, se deducen de forma inmediata

los siguientes resultados

Corolario 5.1.

a) Cuando Y(t) es céncava, Jg(p,q) - A{1=-2) K¢(P:q) <0

A
¢

b) Cuando ¥(t) es convexa, J, (p,g) - A(1-1) K (p,q) 2 O

¢

Corolario 5.2.

(a=2) (J;(PIQ) - A(1=2) K. (p,q)) 2 0 para la familia de

¢
funciones .
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1 (t%-t) con a &(0,1) U (1,®)

a=1
¢a(t) =
t log t para o = 1
Demostracibn
0, ()
Las funciones Wa(t) = T son convexas para ¢ - 2 2 0

y cbncavas para a- 2 § 0. Asi

A

¢(P:Q) - A(1-2) K

para a-2 2 0, J (p,q) 2 0

¢

para a-2 £ 0, Jg(p,q) = A(1=}) K¢(p,q) £0

de donde resulta

(a=2) (J;(p.q) - A(1-3) K, (p,q)) 2 0

Coroclario 5.3.

2
T3P, = A(1-A) K,(p,q) para ¢(t) = t° - ¢
Finalmente, para relacionar la M divergencia con la J divergen
cia con A=}, debemos considerar previamente el siguiente resul

tado

Lema 5.1.

¢(t) es una funcibn log-convexa (log-cbncava) continua de

3

Ien R* siy solo si (¢(x)-0(yD? 2 o(h(xey)) ((6(x)-0ly)) s

¢(% (x+y))) parz todo x e y de I.
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Demostracidn

La desigualdad
% (¢(x)-¢(y))§ p- ¢(%(x+y)) para todo x,y de I
equivale a
log ¢(x) +loge(y) 2 2 log¢(-12-(x+y)) para todo x,y de I

y &sta a su vez a la condicibn de log-convexidad de la funcibn

% $(t) que se expresa como

% {(logd(x) + log ¢(y)) - log ¢(% (x+y)) 2 0 para todo x,y de I

roposicibn 5.2.

Si ¢(t) es una funcibn a valores positivos, entonces ¢(t)

es log-cornvexa (log-concava y continua en T¢ si y solo si

Mi (p,q)s2 Ji(p,q) (Mi (p,q) 2 2 Ji (p,q)) para toda pareja de

funciones p(x) y q(x) ¢-integrables.

Demostracidn

De la definicidn del cuadrado de la M-divergencia

2

M2 (p,q)=2 £y (3o (R eo(a)) - (o(p)-ola)?

) du(x)

' y de la log-convexidad de la funcidn ¢(t) se tiene

M2 (p,a) $ 2 Sy (5(6(P)+0(@) = olz(p+a))) du(x)




Asf, cuando ¢(t) es log-convexa
M2 (p,q) €235 (p,@)

Reciprocamente, de tomar un KCX con 0 # u(K) < + «, y de consi

derar las funciones

Xq cuando x € K X cuando x € X
p(x) = a(x) =
0 cuando x € K 0 cuando x 4 K

para todos los valores Xg Y X, se tendré:

M2 (@) = (80xg)+0(x))-2(60xg) 002 ) ) Au)

23} (p,a) = (0lxg) volx)) =20 (Flx ex,))) du(x)

{p,q) ¢ 2J5 (p,q) resultard la condicibn

y de imponer M2 o

¢

4 1
(¢(x0)-¢(x1)) 2 ¢(5 (x0+x1))

desigualdad que equivale a la log-convexidad de la funcibn

¢(t).

Corolario 5.4.

Las finicas funciones 2-veces diferenciables a valores po-

3

sitivos qgue cumplen Mz(p,q) = 2 J¢

(p,q) son las funciones de

la forma ¢(t) = eax+b.
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Demostracidn

Las Gnicas funciones que cumplen la condicidén (log ¢(x))"=0

son las funciones de la forma ¢(t) = eax+b

Corolario 5.5.

Si ¢(t) es una funcibn log-convexa a valores positivos y

¥(t) = ét) es una funcidn cbncava, entonces

] 2
K¢(p,q) 2 4 J¢ (p,q) 2 2 M¢ (p,q) 2 0

Demostracidn

De aplicar la proposicidbn 5.2. a la funcidén ¢(t) log-con-

vexa a valores positivos se tiene:

43 (p,q) 2 2 M2

¢ (p:q) 2 0

y de aplicar el corolario 5.1. a A= § se tiene:

3
K¢(PIQ) 2 4 J¢ (p,9q)

ya que: 1) v(t) = 91%1 es una funcibn céncava

2) ¢"(t) 2 0 por cumplirse (log ¢(t))" 2 0 y ¢(t) 2 O
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6. LA L-DIVERGENCIA COMO MEDIDA DE CSISZAR

En Csiszlr (1963) se definen las medidas de la forma
Iglpse) = fy prEE) du (x)

para funciones f(t) dos veces diferenciables con continuidad y

definidas en R”.

De forma inmediata se tienen los siguientes resultados:

Proposicidn 6.1.

Si If(p,q) es simétrica en p vy g, para todas las funcio-
nes p(x), q(x) ¢-integrables, entonces Ifip,q) = L¢(p,q) para

o(t) = 3 £(6).

Demostracidn

Si I (z,q) es simétrica en p y ¢, entonces
Te(p,q) =5 /y (pf (%) + gf (B)) duix) = L, (p,q)
£ 2°x P q o 'Pr

para ¢(t} = % £(t)

Proposicibn 6.2.

Toda L¢(p,q) se escribe como una medida de Csiszar para

£(t) = 6(t) + t 03
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Demostracifn

De las iguaidades

@ = g P i
L¢(P:Q) fx (p ¢(p) + q ¢(q)) duy (x)

. 9) . 9 48 - g
s rgped 2 o@) a0 = sgp 8D w0

para £(t) = ¢(t) + t ¢(t"1), se obtienen las L-divergencias co

mo medidas de Csiszar.

; Proposicibn 6.3.

51 If (p,q) es simétrica en p y q, para toda p(x), g(x) de

-

- Lé, entonces f(t) = t £ .

Demostracidn

Para todo t & R*,de considerar las funciones

t cuando x € K 1 cuando x €& K
p(x) = qlx) =
0 cuando x 4 K 0 cuando x & K

para KCX con 0 = p(K) < + « se tiene:

I, (@) = tof (g)+ WK

[

If {q,p) £(t) u(K)
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As{, de la simetria de I¢ (p,g) se tiene
£(t) = tof (£71)

Reciprocamente, si se cumple ia condicidn anterior, entonces

se tienen las igualdades
I(py@ = Sy P E (D qux) = sy af (B auw = 1, (ap)

Y para finalizar esta seccibn, presentaremos una serie de medi
das de Csiszar muy utilizadas en distintos campos, tales como

la genética, psicologfia o economia.

1) Para f(t) = - logt, If(p,q) = fx P log g du(x) que es la

medida de informacidn de Kullback-Leibler.

2) Para £(t) = t log t, If(p,q) = fx g log g du(x) que es la

medida de informacibn de Kullback-Leibler modificada.

3) Para f(t) = (t=-1) log t, If(pyq) = fx(q-p)(logq—logp)du(X)

que es el invariante de Jeffreys.

4) Para f£(t) = (1~ /E)z, If(p,q) = fx (JE-/E)Z du(x), que es
la distancia Hellinger de grado 2, cominmente conocida co

mo distancia Matusita.

1o o
5) para £1t) = t [1-¢|®, Iepi@) = Sy q !1—§| du(x), que
es la medida de Vajda de grado o, cbteniéndose como caso
2
particular para o = 2, Ic(p,q) = fx iﬂéﬂl du(x), que es

la medida de Kagan.
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Obsérvese que en realidad esta medida no es una medida de
Csiszar, pues f(t) no es 2-veces diferenciable, pero pue-

de entenderse como una medida de Csiszar generalizada.

7. RELACION DE LA MEDIDA DE CSISZAR CON LAS ENTROPIAS

En esta seccibn, de considerar la media de Csiszar como
una medida que cuantifique las diferencias entre las distribu-
ciones multinomiales p = (p1,...,pn) Yy q = (n"1,...,n'1), he-

mos obtenido.

Proposicidn 7.1.

Para la familia de funciones

1=a
f (x) = ‘ ET:: (x1—gna-1) para o = 1
* log X + log n para a = 1

;Jp) la entropia de Havrda-

Charvat de grado o para a1 y Hn .{p) la entropia de Shannon.
R

If(p,q) = Hn'a(P), siendo H

Demostracibn

En el caso finito, en el que el peso de cada suceso viene

determinado por su probabilidad, la medida de Csiszar se redu-

ce a
I (pyq) = I £ (o)
Pig) = P -_
f i=1 * Py

oObteni&ndose para la familia propuesta las siguientes igualdades
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a) Para o # 1:

1 a=1 _o=1
I.(p,q) = I p.E(z=)=1I p *((np.) - ) =
f sy Pittmp 7 o, PL T i
n
1 o
=orli= Ipy ) = By (P
b) Para o = 1:
n n n
Ieph@) = & pf(zs-)= I (-p;lognp,+f, logn=-1 p, logp =H_ ,(p)
£ f=1 1 PPy oy H i =1 1 i
Proposicibn 7.2,
n n
I.(p,q) = —i£1pi log P, - 151‘1‘pi) log (1~pi), para la

funcibn definida como £(x) = nx log nx + (1-nx) log (nx-1).

Demostracibn

De las igualdades

(p; log p, + (1-p,) log (1-p,)

I.(p.,q) = 2 P, £ (-—~—) I p [é— log — + log ﬂ =
£ i=1 * APy 49 "1 LRy P Py Py
n
= I

i=1

Es decir, la entropia de Shannon modificada la hemos obte

nico a través de las medidas de Csiszar.

Y de forma inmediata, las relaciones de la y-entropia y
la entropia de Renyi con las medidas de Csiszar las tenemos a

partir de las siguientes igualdades.
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Proposicidn 7.3.

n
La entroplia de Renyi HR (p) = — leg I pa y la
n,c 1;0 i=1 i
1 a, 77 1
y-entropia H;’a(p) = ;:;TT7ET:T (1—(1-}51 Py )1/a ) con o = 7

se Obtienen a partir de las siguientes igualdades:

8’ (p) = ! (1=(1=(e-1H. _(p)) V%
n,ép - 1_21170.)-1 n,o P

R (p) = == log (1-(a=1)H_ _ (p))

n’a p - 1"a g n,a p

8. CONVEXIDAD Y NO NEGATIVIDAD DE LAS DIVERGENCIAS

En esta seccibn analizaremos en primer lugar las condicio
nes para la no negatividad de las divergencias y en segundo lu
gar estudiaremos su convexidad. En este sentido, se Lan obteni

do los siguientes resultados:

Proposicibn 8.1.

a) K¢(p;q) 2 0 para toda p(x), g(x) € L1 si y solo si

¢

¥{t) = ét) es creciente en T¢

b) L¢(p,q) 2 0 para toda p(x), q(z) & L;

f(t) = t.¢(t-1)+¢(t) es no negativa en R'.

si y solo si

c) M¢(p,q) 2 0 para toda p(x), qg(x)& L; .
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Demostracidn

a) De tomar K, {p,qa) 2 0 para las funciones

¢

tO cuando x € K ~t1 cuando x € K
qgix) =

p(x)=
0 cuando x & K 0 cuando x & K

siendo K C X, con 0zu(K}< + = y to,t:1 G.T¢, se tiene:

(tO-tT) (‘P(to) - ‘l’(t1)) 2 0 para todo to,t16T¢

de donde se deduce el crecimiento de ¥Y¥(t) en T¢.

El reciproco es evidente por ser la integral de una fun-

cibn positiva.

- b} De forma anfloga a la anterior, tomando para todo toé rR*

las funciones

é 1 para x €K t, para x € K
p(x) = a(x) =
0 para x € K !0 para x&K
se tiene:

0 s Lq)(P:CI) = f(to)-u(x)

resultando asi la no negatividad de la funcibn f(t) en

R*. E1 reciproco es también evidente por ser la integral

de una funcidn positiva, al igual que M¢(p,q).
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Proposicibn 8.2.

LN

L; (p,q) = fx Y(p) £ (!iﬁl) du(x) es convexa (céncava) en

, ¥(p) a(p,@)  bip,a)
L, x L, siy solo si la matriz M = | es semi-
¢ ¢ \b(p,q) alq,p)/
definida positiva (negativa), pura
2
_ ¥(p) " w Y(pP), (¥'(p))
a(p,q) = f' (w(q)) ¥"(p) + £ (w(q)) )
w (Y(g) ¥'(p) ¥'{g) ¥(q)
b(p,q) = = £" (grar) L
¥(p) (¥(p))*
Demostracifn
Para que L; (p,g) sean convexa (cbncava) en L; X L;, la

matriz de la forma cuadré&tica que define el Hessiano debe s=r
semidefinida positiva (negativa). En nuestro caso

2, 2 2
d L¢((p.q):(f,g),(f,g)) = [ylalp,q)£7+2b(p,q) f.g+a(q,p)g")du(x)

con a(p,q) y b(p,q) definidas en el enunciado.

Corolario 8.1.

1 1 ,
L,(p,g) es ,convexa (cbncava) en Li x L, siy solo si la

¢ ¢
funcidbn £(t) = t.¢(t'1)+¢(t) es convexa (cdncava) en RY.

Demostracidn

Para ¥Y(t) = t, la matriz M viene determinada por

_ ¢w (P l = - £" g
alp,@) = "Dz vy blpa) £ ;95




60

resultando en este caso del M = 0.

Asi, la convexidad de L (p,q) depender& exclusivamente

¢

del signo de a(p,q), y como &ste depende del signo de f"(t),
la convexidad de L¢(p.q) solo se tendr& cuando f(t) sea conca-

va.

Corolario 8.2.

e (ta—t) cuando o # 1

4 -
Para la familia ¢a(t) ={¢ L
t log t cuando o = 1
L¢ (p,q) es convexa en L; X L; para todo valor a ERY.
a
Demostracidn

-

Para todo valor positivo de @,£f"(t)

v

0, va que

] - -
§ a(t T-a -2 para a =1
k f"(t) = -2 -

| t + t para a =1

Corolario 8.3.

1 . ' .
Son convexas en L¢ X L; las funciones que relacionamos a

continuacibn:

a) La medida de Kullback-Leibler

b) La medida de Kullback-Leibler modificada
c) La medida de Jeffreys

d) La medida de Vajda

e) El cuadrado de la distancia Matusita
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Demostracibn

Es inmediato comprobar que las medidas que hemos citado
son todas convexas en L; X L;, pues son medidas de Csiszar de~-

terminadas por funciones convexas.

De considerar finalmente la forma cuadrdtica gue define

el Hessiano correspondiente a la K-divergencia se tiene:

Proposicibn 8.3.

K¢(p,q) es convexa (cSncava) en L; X L1 si y solo si la

)
a (p,q) b (p.q)>
M =
b (p,q) a (g,b)

es semidefinida positiva (negativa) para

:

matriz

a(p,q) = ¢"(p) - q ¥"(p), b(p,q@ = - (¥'(p) + ¥'(q)) ¥

v(p) = LB

Corolarioc 8.4.

Si ¢(t) es convexa en T ¥(t) es concava en 7, y se cum=-

¢’ ¢
ple la condicibn d(x,y) = a(x,y) aly,x) - b(x,y))2 2 0, para

(p,gq) es convexa en L1 X L;.

todo X,Y€T P

, entonces K

¢

¢




CAPITULO 1V

METRICAS RIEMANIANAS ASOCIADAS A DIVERGENCIAS PARA

FAMILIAS DE DISTRIBUCIONES PARAMETRICAS

RESUMEN:

En este capftulo planteamos las métricas diferenciales
asociadas a divergencias definidas en una familia paramétrica
de funciones de densidad de probabilidad, y determinamos las
funciones que nos proporcionan las divergencias que tienen
asociadas méiricas diferenciales invariantes frente a trans-
formaciones no singulares de par&metros y de variables aleato

rias.
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1. INTRODUCCION

Al analizar la distanciacifn de objetos a partir de fun-
ciones de densidad de probabilidad, distintos autores han plan
teado la necesidad de la invariancia para la distancia al va-
riar la forma de tomar las medidas de los objetos, es decir,
la distancia no debe alterarse al efectuar un cambio no singu-
lar de variables aleatorias. En este sentido Kullback (1959)
plantea la invariancia para las métricas diferenciales asocia-
das a las medidas de Kullback-Leibler y de Jeffreys, asi como
para la matriz de informacidn de Fisher, Amari (1985) plantea
la invariancia en el estudio de las a-conexiones y Cuadras y
otros (1985) plantean la invariancia para la esperanza del cam

bio infinitesimal de informacidn.

En este capitulo planteamos las métricas diferenciales
asociadas a divergencias para furciones de densidad de probabi
lidad pertenecientes a la misma familia de funciones paramé-

tricas y determinamos las divergencias que a nivel diferencial

resultan invariantes frente a cambios no siﬁgulares de paréme-

tros y variables aleatorias. Finalmente, presentamos la inva-
riancia para el funcional ¢-entropia a partir de la métrica di

ferencial asociada a la J-divergencia generalizada.

2. DEFINICIONES PREVIAS

Al igual que en capitulos precedentes, consideraremos una
medida u positiva,caditiva y ¢ finita definida en una o-algebra

de subconjuntos de un espacio medible X, una funcibn a valores
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/
/

reales ¢(t) definida en T¢ tres veces diferencialbe &on conti=-

nuidad, y el conjunto de las funciones ¢-integrables con valo-

1

res en T, que denotaremos por L¢.

¢

Tenemos tambi&n la familia paramétrica de funciones de
densidad, de probabilidad p=p(x,0) con x€X y 6 = (81...,6n)€0,

siendo © un subconjunto de R".
Denotaremos por FQ el conjunto:

Fq = {p(x,8); p: X>Rtqg 1) S, [p(x,8) ] du(x) =1

2) pix,0) € T, para todo x€ X}

y finalmente, exigiremos a la funcibn £(x,6) que sea dos veces

diferenciable respecto de las componentes del paré&metro.

3. CONDICIONES GENERALES PARA UNA DISTANCIA

En andlisis de datos, el concepto de distancia se utiliza
para expresar de forma cuantitativa las semejanzas y diferen-
cias entre objetos, siendo de especial interé&s las caracteri-
zaciones de los objetos a partir de té&rminos matemdticos sus-
ceptibles de ser tratados. En este sentido, con frecuencia se
determir.an los objetos a partir de un conjunto de medidas que
pueden ser consideradas como una muestra aleatoria de una po-
blacidn estadistica, de forma que la caracterizacifn puede rea

lizarse a través de la funcibn de densidad.

—




:
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Plantearemos en este capitulo la distanciacidn de obje-

tos que vienen caracterizados por funciones de densidad para-

métricas p(x,68), pertenecientes a la misma familia, a partir

de la m&trica diferencial definida por el Hessiano de la se-

gunda derivada en la direccibn del espacio tangente al espacio

paramétrico.

Exigiremos que las distancias consideradas en las familias

de funciones paramétricas verifiquen las siguientes condicio-

nes:

1)

2)

3)

La distancia entre los objetos debe depender de las fun-

ciones de densidad.

la distancia entre dos funciones de densidad debe ser in-
dependiente de la parametrizacidn utilizada, es decir, de
be ser invariante frerte a transformaciones no singulares
de los par&metros, enterdiendo como tiales las transforma-
ciones biyectivas defin.das a través de funciones diferen
ciables con continuidad. Ello es debido a que los paréime-
tros juegan en nuestro caso el papel de las coordenadas

en la variedad de las funciones de densidad de probabili-

dad.

La distancia entre dos funciones debe ser invariante fren
te a transformaciones no singulares de las variables alea
torias, ya que dichos cambios no afectan a los objetos a

distanciar, sino a la forma de tomar las medidas.
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4) Finalmente, la distancia entre los objetos a comparar de-
be aumentar al agregar variables aleatorias estoc8stica=-
nente independientes, ya qgue aumenta la informacidn sobre

las diferencias.

4. METRICA RIEMANIANA ASOCIADA A LA J-DIVERGENCIA GENERALIZADA

Para la J-divergencia generalizada

To(pi@) = S 00(R) + (1=1)6(a) ~6(rp+ (1-1)q)) du

consideraremos a continuacibn la métrica definida por el Hes-

siano en la direccibn del espacio tangente a F, cuando g -+ p.

Q
En este sentido, el c8lculo del elemento diferencial de arco

resulta de las siguientes igualdades.

2 Y - 32 7 (b.o) =
ds¢ = A J¢(p,p) = 4 J¢ (p/p) =

2
—95 fx (X¢(P)+(1-A)¢(P+tdp)—¢(kp+(1uk)(p+tdp)))du't_0 =
Jdt =

L]

= & (1= £, (6" (p+tdp) =¢" (Ap+(1-2) (p+tdp)) )dp)du|,_q =

(1-3) 74 (16 (p+£dp) 6" (Ap+ (1-1) (p+tdp)) (1-2)) {dp)2) Qul,_g =

A(1-A) Sy 6" (p) dp)? du.

u

n
3p_ d6,, el elemento diferencial de arco

Y puestc que dp = Y
i

i=1
se¢ expresari como
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. n
as? A (1o I Uy () 2B B ay) ae, ae,
i,3=1 i3 ]
expresidn que se reduce a
n /
2 ¢ /
As® = A(1=1) I gl. de, de.
¢ i,9=1 1) i773

dornde

s, o"(p) B 2D ]
95y = Jx o"(P) 35- g5 4w Y P=P(X,0)€F

1 J &

De forma inmediata, se comprueba el siguiente resultado:

Proposicifn 4.1.

a) lLa matriz (gij) deﬁine un tensor covariante de segundo or

den

¢

b) La métrica definida por la matriz (giﬁ) es Riemaniana sa

y solo si 4(t) es convexa en T¢.

Demostracibn

a) Al efectuar un cambio no singular en los parimetros,

(61,...,6n) i (31,...,§n), se tendri:

53 = g 0" (® 2P 2P gy .

aé’i aej
n 38 n 35
] r 3
= [, ¢"(p) (L m@R —) (Z ) du
X r=1 9 r °gi s=1 a85 o8
n 08_ 96 n 96_ 3¢
L) ap r s ) r s
= I (S, o"(p) =B du) — = I g =
r,s:1 X aex 865 363 ggj r,s=1 rs 394 363

|
|




68

ya que p=p, pues la funcibn de densidad es invariante en
FQ.

b! Es evidente que el elemento diferencial de arco es positi

ve para todo p(x)é.L; si y solo si ¢"(t) 2 0 en T¢.

Una alternativa a la expresifn del elemento diferencial
de arco y al de las componentes del tensor que define la métri
ca, la obtenemos a partir del concepto de esperanza con las

igualdades

¢ _ " vnm.d 109 p 2 log p

dsi = A(1=)) By (¢" (p) *p+ (d log p)z)

Relaciones entre la matriz que define la métrica y las ma
trices informativas, que com@nmente utilizamos en an&ilisis de

datos, las obtznemos a partir de la familia

(oz--1)°1 (t%-t) para o = 1
¢ (t) =

t log t para o 1

En este sentido, la matriz (ggj) definida por

o a=1 3 log p 3 log p
9i5 = @*Eg (P 36, R )

coincide con la matriz de informacidn de orden a mddulo o y el

elemento de linea

a=-1

dsi = Ao (1=L)eqe Ee (p (d log P)z)
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con la distancia geodé&sica de orden o , m&dulo A (1=-1) a.

Es interesante seflalar que para o = 1, la matriz (glj)
coincide con la matriz de informacibn de Fisher y que ds% es

el diferencial de la distancia de Rao mddulo A(1-A).

5. METRICAS RIEMANIANAS ASOCIADAS A LA K, L v M DIVERGENCIAS

De consideraciones andlogas a las del apartado anterior,
calcularemos la métrica definida por el Hessiano en la direc-

cibn del espacio tangente a F. cuando q + p para la K, L y M

Q
divergerncias. En este sentido, para la K-divergencia definida

por

(¢ép) - o)y 5

K. (p,q) = fx (p-q) g

¢

se obtiene el elenento de linea a partir de las siguientes

| § igualdades
2 2 d ¢ (p) (p+tdp) =
dsy = &% Ky(pip) = —5 Iy (-tap) (SR - Eehau Iy, =

d ¢ (p+tdp ¢' (p+tdp) | .. _4(p+tdp) ... . =
“dt X( p+tdp * p+dp te dp (p+tdp)2 t-dp) dp d“'tzc N

- $'(p) _9o(p) 2 5 _ ¢ (p) 2
=2/, 5 D ) (dp)” dulx) = 2/ 5 )' (dp) "~ du

de forma gue la matriz que define la métrica se reduce a

¢ . (p)y: _9p D
af; = Iy (&EBL 5 ggg au
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y el elemento diferencial de arco se expresa como

2 T
ds® = 2 z y:. d 6, 4 8,

para L-divergencia definida por

e [ 1 B .
L¢(p,q) jx (p ¢ (p) + g9 (q)) dy

el elemento de linea se obtiene como resultado de los célculos.

2 ; ps

asy = a® L (p,p) = =5 Ix 2o *2IB) 4 (petap) ¢ (R anl o
d [l *’td p p ' p

=g Iy 0 BFR  0gh) - mite ¢ Grkap)) P duleno

20" (1) sy 3 (@p? au,

es decir, la matriz gue define la métrica se reduce a la ma-

triz de informacibn de Fisher.

¢ 1 _3p _3p - , 9 1log pdlogp
9i5 = 'x p 53? 70, du = fy P* =3 CH 3 0, du

y el elemento de linea es el diferencial de la distancia de Rao

mbédulo 2 ¢"({1).
. n 0
ds; = 2 ¢"(1) b 94 dae

Para el cuadrado de la M-divergencia definida por

Mz (p/q) = J, (Ve(p) =~ /ﬁlq))z du

¢ X

el elemento de lfnea lo obtenemos como resultado de la segunda

derivada
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as® = a® M2 (p,p) = 2= s (/F(B) - Jelpetam)  Qul, , =
s ) dtz X t=0

d - ¢'(p+tdp) o .,
- & sy 2 (ATD - JATEvedn)) TR eap - an |, -
=2 0y Bl ? (ap? A = 2 1 (TN ? (@ an

asf, la matriz que determina la métrica se reduce a

¢ w2 dp d
9ady =y (WATRT N - F5- au

1 994
y el elemento de linea se expresa como

as? = 2 ¢ 49

1 243 a9

i J

M

i,
A la vista de los resultados obtenidos, es inmediato com-
probar que para la familia

(a-1"1 (£%¢) para a # 1
¢ (t) =

@ t log t para a = 1
las métricas que definen la J y la K divergencia coinciden sal

vo constantes multiplicativas. En este sentido, tenemos la re-

lacibn

2 ) 1 2
d Ja (p,p) = 3 A(1=A)a +d Ka {(p,p)

Asi, la m&trica definida por K-divergencia para la fami-
lia ¢a(t) coincide, salvo constantes multiplicativas, con la

métrica asociada a la matriz de informacibn de orden a.
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Pararla misma familia, va que ¢;(1) = 0 para cualquier va
lor de o, la métrica que define la L-divergencia coincide con

la que define la matriz de informacibn de Fisher mbdulo 2a.

Finalmente, la métrica que define la matriz de informacifn
de orden o se obtiene tambi&n para la M-divergencia, salvo la

2
constante multiplicativa %?, para la familia Va(t) = t%,

6. METRICAS DIFERENCIALES INVARIANTES FRENTE A TRANSFORMACIOMES

NOQ SINGULARES DE VARIABLES ALEATORIAS

En esta seccibn determinaremos las funciones ¢(t), que a
nivel diferencial, para la medida Lebesgue, nos proporcionan dig
tancias invariantes frente a transformaciones no singulares de
las variables aleatorias. En este sentido, es interesante demos

trar previamente el siguiente resultado:

Lema 6.1.

Si f(x) es una funcibn diferenciable con continuidad a va
lores reales y cumpliendo la condicibn f(x.y).y = £(x) para to
do x,y€R, cony # 0, entonces f(x) = %.

Demostracibn

Derivando la condicibn f£(x.y).y = f(x) respecto x e y se-

paradamente, obtenemos las ecuaciones:
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£' (x.y). y2 = £' (x) (1)
£' (x.y).x.y + £(x.y) = 0 (2)
f (x.y).y = £(x) (3)
Ya que de (1) £'(x.y) = EL%EL, y de (3) £ (x.y) = f;x)‘ la ecua

y
cidn (2) se transforma en:

£'(x). % +

condicibn equivalente a

£'(x)
£(x)

e - 1
- X

y de integrar la ecuacidn diferencial resulta

f(X) =

Xlo

Cuando realizamos un cambio no singular de variables alea
torias, es decir, cuando transformamos p=p (x1,...,xk,91,---,3n)

enp=p (Yqreeer¥yr 840.0.,8), el tensor métrico se transfor
ma para la J, K, L y M divergencia segfin las siguientes relacio

nes:

a) Para la J-divergencia generalizada

¢' " a E a E " {oe B_E B-E -
955 = Ix ¢"(P) 36, 38, dx + [y ¢"(p) 36, 36, dy =

) . 3P 3P <2 4 . o 4m ? ) _z ¢
=/, ¢"(p.J) 355 555 3% dy = Jy ¢" (p.3) I 355 3@? ax = 3,3

con J = |det (%%)!.
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a) Para la K-divergencia

g. 4 =
j

¢ _ ¢o(p},, 3 P3P N (B),y 3
Io > ) dx fx ( 3 )! 8

P3p
954 = d
i3 % ’x 98, 90, L9

ap -
5, 30, dx = gy4

_ ¢(pP,J)yv 3 P3P 25,1 ($(p,J) ap
= Iy ) 30, 96, L G - 0

w

¢) Para la L-divergencia

¢
g¥. =/ 103 p3 1 3 p3 _ =
ij X3 55? 355 ax > [y = <R ——? dx = g’.

d) Para la M-divergencia

o _ 23p3d . 23 p3d ¢
9357 Ix (VAN D7 557 55§ dx > [ ((/(p.IN") ggf 33? dx=g{,

Asi, para la obtencibn de distancias invariantes frente a
! transformaciones no singulares de variables aleatorias, debe

cumplirse para todo x,y&€R, con x > 0 e y # 0 las condiciones:
a) Para la J-divergencia generalizada: ¢"(x) = ¢"(x.y).¥y

b) Para la K-divergencia: (Qﬁﬂl)' = (QQXQX)) y

c) Para la L-divergencia: % = %
d) Para la M-divergencia: ((/3(x))')2 = ((455333)')2.y

Y a partir del lema 6.1., se tiene el siguiente resultado:




Teorema 6.1.

Las funciones ¢ (t) que determinan metricas diferenciales
invariantes frente a transformaciones no singulares de varia-

bles aleatorias se relacionan a continuacidn:
a) Para la J-divergencia generalizada: ¢(t) = at.log t+bt+c
b} Para la K-divergencia: ¢{t) = at-log t + bt

¢) Para la L-divergencia: todas las funciones ¢ (t) determinan

invariancia

d) Para la M-divergencia: V9 (t) = a/t + b

Demostracidn

Es irmediatoc del lema 6.1., que para la J-divergencia ge-

neralizada ¢"(t) = %, para la K-divergencia (iéﬁl)- = % y para
la M-divergencia (v¢(t))'* =v/§. Asi, integr&ndo una o dos ve-

ces obtenemos las funciones de teorema.

Observemos adem8s que las familias de funciones que deter-
minan invariancia a nivel diferencial, cumplen las siguientes

condiciones a nivel global:

a J$ (p,g) con ¥(t) = t log t

A
(M J¢(P:Q)

(2) K¢(p,q) = a K, (p,q) con ¥(t) = t log t
3 o tpoa) = 8% s V- /D7 A

!
!
|




es decir, la métrica diferencial invariante viene determinada

por la funcibn ¥(t) = t log t para la J-divergencia generalizz
da y para la K-divergencia y para la M-divergencia, la métrica
invariante es la que proviene del cuadrado de la distancia Ma-

tusita.

Finalmente, las mé&tricas invariantes vienen determinadas,
para todas las divergencias, por el tensor correspondiente a
la matriz de informacidén de Fisher mb8dulo una constante,
= E (;% 3p3p )

ij p aei aej

9

y en este caso, si x e y son variables aleatorias vectoriales

estoc8dsticamente independientes, se verifica

p(x,y,8) = Px (x,6) py(Yre)

de donde se deduce

dp, 9P 4 ©oP, 9P, .
Si5 = £ 5 35 *E (3 35~ 550 - 9?3- + 915
py 173 Py 01 %73

Asi, la forma cuadrdtica diferencial que define el elemen
to de linea es la suma de las formas cuadr&ticas correspondien

tes a las variables x e y separadamente, es decir
ds” = d32 + d52
X Y

N&6tese que esta descomposicifn asegura el incremento en
la distancia estudiada al afiadir variables aleatorias indepen-

| dientes. '
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7. INVARIANCIA PARA EL FUNCIONAL ¢-ENTROPIA

Finalmente, procediendo de forma an&loga a la realizada
en las secciones anteriores, se tendrd para el funcional ¢-en-

tropia definido por
H(p) = /y ¢ (p) du

el elemento de linea como resultado de las igualdades

2
2 2 d
ds® = d“ H (p) = — /
¢ at?

. 2
- "
x ¢ (p+tdp)au | o = /4 0"(p) (dp)© Qu
Asi, la m&trica diferencial asociada al funcional ¢-entro
pia coincide con la m&trica diferencial correspondiente a la
J-divergencia generalizada, salvo la constante multiplicativa

A(1=2).
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CAPITULO V

MEDIDAS DE INCERTIDUMBRE ASOCIADAS A J-DIVERGENCIAS

Resumen

En este capitulo introducimos el concepto de medida de
incertidumbre asociada a J-divergencia y analizamos la conca-
vidad y no negatividad de los Indices, atendiendo a las funcio

nes y constantes gue los determinan.

Planteamos las entropias m&s comunes (Shannon,cuadritica,
Havrda-Charvat) como casos particulares de las medidas ante-
riormente definidas y relacionamos la entropfa de Renyi y la

y-entropia con las medidas antericres.
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1. INTRODUCCION

Un problema interesante que se plantea en teoria de la in
formacidn, es la eleccidn adecuada de medidas de incertidumbre.
En este sentido, las funciones de incertidumbre m&s usadas pro
vienen de Indices de entropfia, tal como podemos ver en Lindley
(1956), Renyi (1961), de Grood (1970), Havrda-Charvat (1967),

Theodorescu (1977) y Boekee (19%80).

Una alternativa a estas medidas de entropia la tensmos en
los Indices de incertidumbre basados en la distancia a una dis
tribucidén fijada. En este sentido, analizaremos en este capitu
lo la J-divergencia entre una distribucibdn y la distribucidn

en la que los sucesos son equiprobables.

Hemos dividido el capitulo en dos partes: en la primera
analizamos la pérdida de incertidumbre y la concavidad de la
medida, atendiendo a la funcidn que la determina; en la segun-
da planteamos la entropia de Shannon, la entropia de Havrda-
Charvat y la entropifia de Shannon modificada como casos parti-
culares de medidas de incertidumbre asociadas a J-divergencias,
y adends relacioramos la entropia de Renyi y la yY-entropila con

las medidas anteriores.

2. DEFINICIONES PREVIAS

Dados A1,A2,...,An sucesos mutuamente excluyentes de pro-

babilidaces PqresesPp respectivamente y verificando la condi-
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cibn: Pqteso+P, = 1, definimos como funciones de incertidumbre

asociadas a J-divergencias a las funciones del tipo

Ht13

Io(pyreerPy) = I (3(0(py)+0(2))=0(z(pyec))) ek (1)

i=1

donde ¢ es una funcidn de I = EL1] en R dos veces diferencia-

ble con continuidad, ¢ = %, k es una constante y de forma que

1¢(p1.”pn)sea cdncava y no negativa en 17,

Ademfs, se dice gque una funcibn de incertidumbre I¢(p1...pn)

es decisiva si cumple que I¢(1,0,...,0) =I (0,7,00..,0) = «¢¢

¢

= I (0,0--,0,1)"‘ O

¢

3. CONDICIONES PARA LA CONSTANTE K

En esta seccibn encontraremos los puntos P = (p1,...,pn)
,ara los que la funcibn I¢(p1,...,pn) alcanza los valores mé-
ximo y mirimo. Asi, de forma inmediata, el valor de la constan
te k quedard determinado por la funcién ¢(t) y por el nimero
de sucesos n al imponer la condicidn decisiva o la no negati=-

vidad a la funcién cbncava I¢(p1,...,pn)

En este sentido, hemos obtenido los siguientes resultados.

Proposicidbn 3.1.

Si se produce una transferencia de probabilidad de un su-
| ceso m&s probable a otro menos probable conservéndos¢ el orden,

t la incertidumbre crece, es decir




I¢(p1’oo-'pipoo¢;pj,ooo'pn) S I¢(p1p;tolpi'f*é;ccnlpj"éy-n.,pn)

para Py < p; ¢+ g < pj - § < pj Yy con I¢(p1...ph) cOncava del ti

-po (1).

Demostracidn

Por ser -*¢(x1,...,xn) cdbncava y simé&trica, -I¢(x1...xn) es

shur-convexa, es decir, cumple la propiedad

ax 4

8, 28I .
- —¢._¢
(xi xj) { axj) £ 0 para todo xi,xj de I

Al ser I¢(x1.“xn)del tipo (1), la condicidn anterior se

reduce a la desigualdad
(-%5) (16" (x;)=¢" (F(x;+)))= (4" (x;) =0 (3 (x4+4¢)))) 5 O

ASi, para todo 517 52 € (0,¢), para xi = Pi + €1 Y

X: = Py = se tendri la condicidn

j TPy T %2
c1 ] 1 .
(@'(pi+c1)-¢ (5(pi+61+6)))-(¢ (p;-sz)-¢'(3(pj-22+c) 0
de la gue se deduce (por el teorema del valor medio)

(6 (B, +8) = (P +6+¢) ) ) =(6(p) =¢ (3(p,+c}))
' 1

1 1 R .
(@(Pj"¢‘5‘pj+°)));(¢(p3'6"¢‘?‘pj‘“*°li;

y de la reordenacibn de los factores resulta la condicién de-

seada




|
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I¢(p1}-.|'pi+6'0..'pj-§'oo'pn) 2 1¢(p1'o|h,pn’

De esta desigualdad se deduce de forma inmediata los si-

guientes resultados

Corolario 3.1.

I¢(p1,...,pn) alcanza el méximo en el punto (¢,...,C) ¥y

el minimo en los puntos (1,0,...,0),...,¢0,...,0,1).

Corolario 3.2.

Las medidas de incertjidumbre asociadas a J-divergencias

son decisivas si la constante k toma el valor

Ky=0 (3(14c)) +(n=1)0(3 ) =3+n¢(c) =5(6(1)+(n=1)$(0))

Corolario 3.3.

Para k 2 ko' las medidas cbncavas I (p1,...,pn) definidas

¢

en (1) son siempre medidas de incertidumbre.

4. CONDICIONES PARA LA FUNCION ¢

En esta seccibdn encontramos condiciones suficientes para

la concavidad de I (Pq”'Pn) atendiendo a la concevidad y con-

¢
vexidad de 6(t) y (¢")” (t).
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En este sentido hemos enconirado el siguiente resultado:

Proposicibn 4.1.

Si ¢(t) es una funcibn cbncava en I =[b,{] y (¢»)-1 (t)

n
es convexa en I, entonces I¢ (p1...pn) es céncava en 1 .

Lemostracidn

De la convexidad de (¢") (t) en I, se tiene la sigﬁien-

te desigualdad

1 <1 R
¢“(§(pi+¢)) 2 5"(pi) 2 9" (c)

desigualdad que por la concavidad de ¢(t) se reduce a la expre

sisdn

1 1

1
o" (3 (p +c)) ~ 2 o"(p,)

y ésta a su vez se escribe en la forma L

6" (py) - 5 ¢" (3 (p +c)) £ 0 (2)

ns8i, de i1a condicibn (2), se deduce de forma inmediata

la velacibn
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= = % .¢"(pi) - % ¢"(%(p1+c)) s 0 para todo pi'éi I

2
0" .
W = 0 para todo pi,pje.I con i = 4

J

deduciendo asi la concavidad de I¢(p1...pn) en 17,

De forma inmediata obtenemos los siguientes resultados

Corolario 4.1.

Una medida I¢(p1,...,pn) definida por una funcibn ¢(t)
cbncava con (¢“)"1(t) convexa y por la constante ko es una me

dida de incertidumbre decisiva.

Corolario 4.2.

Para ¢(t) = t log t y ko = log (n) - % (1+c) log (n+1), la

medida I¢(p1,...,pn) es una medida de incertidumbre decisiva

5. LA ENTROPIA DE SHANNON COMO MEDIDA DE INCERTIDUMBRE ASCOCIADA

4 J-DIVERGENCI2ZS

Analizadas previanente algunas propiedades teblricas, es in
terrn:sante plantear las medidas de entropfa conmunmente usadas
comc medidas de incertidumbre asociadas a J-divergencias. En es
te sentido, determinaremos en esta seccidn una funcidn ¢ (x) que

proporciona la entropia de Shannon.
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Obviamerite, una funcibn ¢ (x) quf determine la entropia de

Shannon, debe cumplir la ecuacifn funcioral

% o(x) - ¢ (% (x+c) = - X log x + ax + b
para cualquier valor de a y b, y para todo xe[o,ﬂ .

En esta seccibn, hemos determinado la funcidn ¢(x) en un
entornc de "c" a partir del desarrollo de Taylor en el punto
"e" de la furcibn f(X) = - X log X + ax + b Yy hemos extendido
la expresién de ¢(x) al intervalo [b,[] a través de la re'la-

i

cidn

e(x) = 2 ¢ (% (x+c) - 2x log x + 2zx + 2b

En nuestro caso, la expresidn encontrada pcr este método

se expresa en la forma

k

+1

. |
olx) ==2 £ (x+(28-1)c)log(x+ (2-1)c)-2%0* P (x)
i=0o
i ; 21 s A
con P(x) = £ (—-1)l T ( i-iz )‘+‘
i=0 (234721 1ie1) (442)  2%0*%C

donde ko~1 es la parte entera de log2 (n=1)-1.

Este método que hemos utilizado para la entropiz de Shannon
es general para todas las funciones f(x) analiticas en el punto

"o N
c'
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Para comprobar gue efectivamente la solucidn hallada es
una solucién df la familia de ecuaciones planteada, demostrare
mos en primer lugar, gue la serie de potencias que caracteriza
la funcibén ¢(t) est& bien definida, y en segundo lugar, com-
probaremos gue es una solucibn de la ecuacidn

P

%(¢(X)+¢(C}) - ¢(% (x+¢)) = - x log x + (1+logc) x +k
para una constante k que determinaremos posterioruente.

Finalmente , en la proposicidn 8.2, se comprobaré que
las soluciones de la familia de ecuaciones proplesta se obtie-
nen afiadiendo una funcidn lineal a la soluc.6n particular encon

trada.

Proposicién 5.1.

® : i
La serie de potencias (-n?t 1 2 ( i:;g )1*2
i=0 (2 -1) (i+1(i+2)270 "¢
K_+2 k _+2

converge absolutamente en el intervalo ((-270 “+1)c, (270 “+1)c).

Demostracibn

El radio de convergencia de la serie viene determinado por

(21*2.2) (141)
iee | B4 ive (23%20795 (143)

Asi, la serie ser@ absolutamente convergente para los va=-

lores que cumplen la condicidn
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desigualdad que resulta equivalente a

2

x€ ((-2X0%2:1) ¢, (20*%+1) ¢)

Proposicidn 5.2.

w _ i .
La funcién £(x) I (-1*? e 2 (-X=C yi+2
i=0 (21%'=1) (1+1) (i+2) 2%0*“c

estd bien definida para los valores x € [_0,1] .

Demostracidn

Basta demostrar

2

a) 1 < (2Ko*%+1)e b) (-2%6*241) ¢ < 0

En este sentido, son evidentes las siguientes desigqualda-

des:

a) (*2,1) ¢ - (2[}ogz(n—1)—1]+3+1)c s p1+log,(n=1) 5 ,

b) (-2%0*%41)c < 0 va que k, 20

Proposicibn 5.3.

i (t~1)i+2
t log t = t=1 + (-1) I+ (1s3) bara te[é,Z]

i

w18

Q

Demostracidn

Para comprobar la condicibn propuesta demoztraremos que

el desarrolilo de Taylor de la funcibn £(t) = t log t es con-
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vergente en [b,z] y que el resto de Lagrange se aproxima a ce-

ro cuando el desarrollo se hace infinito.

El desarrollo de Taylor de la funcifn f(t) = t log t en
el punto t=1 viene dado por la expresibn
t=-1 + ; ("1)1'-(-?-'(%3(-')1%—)2-
120 i+
Es evidente gque la serie de potencias es absolutamente
convergente en el intervalo [0,2], ya que la convergencia en

lt-1| < 1 es consecuencia inmediat:. del valor del radio de con

vargencia
1 a, )
5= lim i1 = lim%‘:-;-= 1
i i i -0 +

y la convergencia en t=0 y t=2 resulta de la comparacidn con

la serie hipergeométrica de grado 2.

© i+2 @ o

i t-1) . 1 1
» (_1)1._.'!.____.__ = I =——— " I — para t=0,2
=0 AN (E+2) ) 400 1243142 420 12

Finalmente, vamos a demostrar que el restc i-essimo de

Lagrange, que viene dado por la expresidn:

(-1) ! i+l
. Ry (t) = — 55— (t-1) con k€ (1,t) 6 k& (t,1)
kP (i+n i
cumple la condicibn
lim R (t) = 0 para t € [},2] (4)

b e
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En este sentido, es fdcil comprobar:

a) |-t-;-;-;-l| < 1 para t € [&,2]

(_1)i+1 1

= (t-1)i+1 es absoluta-
1 k (i+1}14

b) Que la serie

"1 8

i

mente convergente para 13§l| <1

Asi, al ser Ri(t) para t € B,Z] el valor del té&rnino ge=-
neral de una serie absolutamente convergente, queda probada la

condicibn (4).

Proposicidbn 5.4.

x+(2ko+2-1)c

ez €[4,2] para xe[o,1] (5
o C

Demostracidn

Para x e.[p,1] se tiene la desigualdad

(2k o+2

~-1)c
2ko+2c

x+(280*21) ¢ ' 1.2%0"21)c
Kot 2, Ko+2

s

y por las desigualdades

k +2 i
(2707 "=1)c _ 1 1
a) 2<0+2c =1 - ;E;:5 2 3+ Ya que ko 2 0
k.+2
O - -
b 1+(i +2 e .y 1+c <2, ya que (2k°+2+1)c > 1 tal
20 "¢ 20 "¢

y como hemos visto en la proposicibn 4.2. a), se tiene la

condicibn (5).
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Corolayio 5.1.

‘1)

X=C Cc~-X _x+(2-0 -1}, 1cn;9‘ +(2

1
(-1) (i+1(i+2)( K +2, )2 2.t Jkgel,

k+
Mot %o 2Xo0 *2

™~ 3

i=0

para x € [0,1]

Demostracibn

X+ (2ko*2-1 )€ ¢ [& . 2]

Basta aplicar la proposicibn 4.3. a t = X
2Ko*2¢

Proposiciébn 5.5.

$(¢(x)+¢(c))=¢{d(x+c)) =-x log x + x(1+ log c)+ k para

kK _+1 . ,
la funcibn ¢(x) =~ 2 °z (x+(2*-1)c) log (x+(2*-1)c) -
1i=0
kotd > i 23 X=C i+2
-2 . ¢ o i+ ( X +2 ) s
i=0 (2 ~-1){i+1)i+2) 270 “c
Demosiracifn .

;,
|
E
;
l
)

En primer lugar, calcularemos separadamente los valores

de las expresiones: a) $(¢(x)+$(c)) y b) ¢(¥(x+c))

k+1 ko1 i
a) $(d(x)+d(c))== "1 (x+(2 -1)C)log(x+(21-1)c) - I 2clog2c-
i=0 i=0

(__33_____) i+2
: b
0 (23*7121) (i+1) i+2) 270% %




|
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kqa+1
b) ¢(dixsc)) == 2 (x+(2¥*1=1)c) log 3 (xw2H*'q)e) -
i=0

© i
i - 1
- Xo c I (_1)1 2 ( i}c i+2 Y

i=0 Y121y (141) (142)  2Fo*ec 2

+2 . , ‘ ko +2
(x+(21=1)¢) log (x+(21=1)c)H(log 2 T  (x+(2i=1)c) -

1 i=1

(o]
- %

i 1

- X=-C )i+2
0 23121) (141) (142)

Zko*zc

1
2
Asf, el valor de la expresibn deseada resulta de la forma
5 [4x)+0(c)]-¢ (3 (x-c)) = - x Log x + (x+(250%*2_1)¢) log (x+(2% *2-1)¢)

+k = ((k +2) log 2)x--2ko+3 c+ P(x)

@ i : i+l
cen B(x) = [-Z (-1 * i+11 ( i“iz )1*2} (2_3_:1)
i=0 (2 -1} (i+1) (i+2) 270 ‘e

-xlogx + (x+(2%0*%-1)c) log (x+(2%0*2-1)c) = ( (K +2) log 2) x=ce+x~

2 k,+2

o+

(x+(2%6*%-1)¢) log (x+ (2%0*2-1)c) + (x4 (2%0*2-1)c) log 2¥0*2eak, =
=-X log x+x +xlogc + k, donde k1 y k son constantes.

Asi, de lo expuesto anteriormente se deduce el siguiente

resultado

Teorema 5.1.

Py

LI o B |

I (p1,...,pn) == log p; para la funcibn ¢(x) defi-
l=

nida en la proposicibn 5.5. y kK = ko del corolario 3.2.




i
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6. LA ENTROPIA DE HAVRDA-CHARVAT COMO MEDIDA DE INCERTIDUMBRE

ASOCIADA A J-DIVERGENCIAS

Por consideraciones andlogas a las realizadas para la en-

tropia de Shannon, hemos obtenido los siguientes resultados:

Proposicibn 6.1,

i-2

[ ~]
lLa serie de potencias = afa=1)...(a=i+7) _2 (—2=¢ )i
i=1 il 21-1_1 2k°+2c
K _+2 kot2
converge absclutamente en el intervalo ((=2"0 “+1)c, (2 +1)c)
IS
Proposicibn 6.2,
® (owl)...(a=i+1) 2¥7%  x_e i
La funcidbn f(x) = 1 R~

- - ( )
il 21—1 k +2

i=1 -1 270 "¢

esté bien definida para los valores de x é,[b,?].

Proposicibn 6.3.

I ala=1)...(c=1i+1) (X=C )i ) (X-+(2ko*2-1)c)“__ Xec

il 2k0+2c 2k0+2c 2ko+2c

i=1

para x & [0,1:].

Froposicidn 6.4.

§(0(x)+6(c)) =0 (3 (x+c))=x" = = (x-c)+k para la funcién
270 "¢

ko‘(“! : by k +4
e(x) = ¢ 2% (E:iET:lLE)H +2 9 c. P(x)
i=0 2
® a(a=1)...(c=i+1) 2377 %= i
siendo P(x) = = . — ()
i=1 L 23701 2%0tce
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Asi, para la funcidbn ¥(x) = T%E ¢(x) y k=k, se tendrd la entro

pia de Havrda-Charvat expresada de la forma siguiente.

Teorema 6.1.

n
1 a
I‘y (pn‘l"'lpn) = o1 (1-i_§0 pi )
Analogamente, para la funcibn ¢(x) = (21-a_1)-1 $(x) y ksko,

se tendrd la entroria de grado o en la forma que sigue

Teorema 6.2.

n
1-a - ol
I, (Pqre-erpy) = (27721) (L p; -1
Nota: Cuando o es un nlmero natural, a veces, resultarf inte-
resante no utilizar la funcibn ¢ (x) propuesta anteriormente pa
ra los casos gererales, ya que funciones de expresibn mis sen-

cilla nos darén el mismo resultado. En este sentido, y a titu-

lo ilustrativo, podemos comprobar que para la funcidn ¢(x) =

z - 4x2, obtenemos la entropia cuadritica (entropia de Havrda-
Charvat de grado 2), y para la funcidn (%) = = % t3 - % tz,

obtenemos la entropia de Havrda-Charvat de gradc 3.

7. ENTROPIAS ADICIONALES ASOCIADAS A J-DIVERGENCIAS

e

Para finalizar este capitulo, presentaremos a continua-
cidn la entropia de Shannon modificada como medida de incerti- |

dumbre asociada a J-divergencias y relacionaremos la entropia
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de Renyi y la y-entropia con la medida encontrada en la sec-
cibn anterior. En este sentido, los resultados obtenidos son

los siguientes:

Proposicifén 7.1.

La entropia de Shannon modificada -
i

[ e I=

: p; logp, -
n

- I (T-pi) log (1—pi) resulta, una medila de incertidumbre
i=1

asociado a J-dGivergencia al tomar n(t) = ¢(t} + ¢(1-t), siendo

¢(t) la funcidn definida en la pronosicibn 5.5.

Demostracidn

De la igualdad

3 (n(x) + n(e)) - n(% (x+c)) =

T8 (%) +6.427) =0 ((x+€) ) +53(6 (1-X) ¢ (1-C) ) =¢ (3 (1=x) + (1=c))

se tiene:

Fel

In (p1,...,pn) =—ii1 pilogpi--i

n 13

, (T-pi)log(1~pi)+k
y tomando como k la constaite definida en el corolario 3.2.,
la medida de incertidumbre In (p1,...,pn) coincide con la en-

tropia de Shannon modificada.




95

Proposicibn 7.2.

n
La entropia de Renyi HR (p)s—l— log I p.u Yy la y-en-
n,a 1-0 j=1 *
tropia HY (p) = S (1=( % pa )1/%)con a = 1 se Ob-
n,a 1_2(1/oz)--1 i=1 i Y
tienen a partir de las igualdades
gR (p) = — leg (1-(a=1) I, (p))
n,o 1=a ¢
Y _ 1 1 (o 1/a
Hn,a (p) = ;:577737:7 (1=(1=(0 1)I¢(P)) )

siendo I¢(p) la medida de incertidumbrc definida en la seccibn

6 a través de la funcibn presentada en la proposicibn 6.2.

Proposicibn 7.3.

Para la funcidn ¢(t) = az t2 + 0.3 t3 + a,4 t4 con CL2 =

g 2 16 32 16
=—8+8c—7c, a,3=-§-+-2—1-cy a4=—7—-yparalaconstante

k = ko definida en el corolario 3.2., se tiene

n n
2
I, fFqreeespy) = 1= I pi= = I

i=1 % i

2 2

es decir, la entropja de Latter tambiéin resulta un caso parti-

cular de medida de incertidumbre asociada a J-divergencia.

8. LOS FUNCIONALES ¢-ENTROPI2Z COMO MEDIDAS DE INCERTIDUMBRE

ASOCIADOS A J-DIVERGENCIAS

Analizadas algunas entropias particulares, es interesante

plantear los funcionales ¢-entropia como medidas asociadas a
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J-divergencias. En este sentido, los funcionales ¢-entropia re
sultarin como medidas de incertidumbre asociadas a funciones

¢(t) cumpliendo la condicidn

% ¢(x) - ¢(%(X+C)) = f£(x)+ex+0=9(X) (6)

para a y b ~onstantes reales y x€1I = [a,ﬁ] intervalo cerrado

de K. En la resolucifn de la ecuacidn (6) hemos encontrado.

Proposicifi 8.1.

La ecuacidn (6) para a = - f'(c) y b = - £{(c) - ac, tiene

por solucibn ¢(x) = (x=-c) ¢'(c) + I 2l+1
i=0

es una funcibn 2 veces diferenciable en I.

g(c+§:%) cuando f(x)
2%

Demostracidn

De forma iterativa,

n
1 - i+ -
¢(x) = 2¢(X;C)+2 g(x) =...= 2n+ ¢(C+—2%-+—c,!i)+‘z 2 + g(c+.>£-§
i=0 2
y pasando al limite,
2 il
$(x) = (x-c)¢' (c) + I 2** g(c+5:%)
i=0 2
ya que por ¢(c) = O
1 sler 553 - ¢(c)
. n+ X=C : 2
lim 2 ¢ (C+—) = lim ¢ (x=c) =
n->o Zn"'1 n--w X-C‘
2n+.

= lim ¢' (8_) (x-c) = (x=-c) ¢' (c)
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X X=l
< — € s
con & < (c,C+2n*1) & & (°*2n+T' c)

N&tese que la funcidn ¢ (x) estd8 bien definida, pues del
desarrollo de Taylor de grado 2 de la funcibn g(x).

gic D) = g(e)eg' () B+ g"(eni-;—%)z

2

con B € (c, c+x;§) o sE (c+-x—"-§-) , ©)
2

se tiene que la serie

; lzi+1

X glc +§:%)|
i=0 2

estd dominada por la serie absolutamente convergente

con M = (B—GF sup {g"(x) |
Xxe 1

Proposicibn 8.2

Si ¢1(x) y ¢2(x) son funcaiones diferenciables con conti-
nuidad y son soluciones de la familia de ecuaciones
% ¢(x) - ¢(%(x+c)) = f(x)+ax+b, con f(x) diferenciable en el
punto ¢, entonces ¢1(x) Yy ¢2(x) difieren en una aplicacidn li-

neal.
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Demostracibn

De derivar y sustituir en el punto "c" las expresiones

1 1
5 ¢1(X) - ¢1(§(X+C))

x+b1

f(x).+a1

f(x)+a.x+b

1 1
3 0,(%) = 6,(5(x+c)) ,X+b,

se tiene a, = a2 = - f£f'(c).

Asi, de derivar la diferencia de las expresiones anterio-

res se tiene de forma inmed:.ata
nix) - n(%(x+c)) = 0 para todo x €. 1
] )
siendo n(x) = ¢1 (x) = ¢2 {xV.
De forma iterativa,

nix) = nle + 55 =...= nic 4+ 3‘-‘-2’-3)

Yy pasando al limite

n(x) = lim n(c +3‘-'-‘%) = nic) = k,
N~ 2

de donde se deduce

¢1(X) = ¢2(X) + k1x + kz
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CAPITULO VI

CARACTERISTICAS MUESTRALES DEL INDICE DE INCERTIDUMBRE
ASOCIADO A LA J-DIVERGENCIA CORRESPONDIENTE A LA
FUMCION ¢(t) = t log t

RESUMEN

En este capitulo se han comparado las caracteristicas
muestrales del Indice de incertidumbre asociado a la J-diver-
gencia para ¢(t) = t log t, atendiendo en primer lugar a dos
estadisticas de dispersidn (uno estandarizadc y otro no), y

en segundo lugar al coeficiente de correlacidn de Spearman.

Hemos obtenido para el indice de incertidumbre asociado
a la J-divergencia propiedades de estimacibn comparables a los
indices comlinmente usados, condicibén que unida a las buenas
propiedades tebricas analizadas en el capitulo anterior, ha-
cen pensar en la necesidad de un an&lisis mis profundo de los

Indices correspondientes a la familia de las J-divergencias.
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1. INTRODUCCION

Analizadas algunas propiedades teSricas de los Indices de
incertidumbre asociados a J-divergencias, nos ha parecido inte
resante realizar un estudio comparativo de los iIndices comine
mente usados con un iIndice de incertidumbre asociads a J-diver
gencia. En c3te sentido hemos tomado el iIndice correspondiente
a la funcibn ¢(t) = - t log t, pues para esta funcibn, la
J=-divergencia resulta invariante a nivel diferencial frente a
transformaciones no singulares de las variables aleatorias y

de los parimetros.

La comparacibn se ha realizado en dos partes: =n la prime
ra se han analizado conjunta y separadamente dos estadisticas
de dispersidn, uno estandarizado y otro sin estandarizar; en
la segunda parte se ha comparado la incertidumbre muestral con

la tebrica a partir del coeficiente de correlacibn de Spearman.

Para realizar las simulaciones de los puntos, se ha cons-
truido un vector de prcbabilidades acumulados a partir de las
frecuencias relativas de los sucesos, siguiendo la metodologia

descrita por Bratley, Fox y Schrage (1983).

2. INDICES A COMPARAR

Para A1, Az,..., An sucesos mutuamente excluyentes con pro
babilidades PqsPyreessPy respectivamente y verificando la con-
dicibn p1+p2+...+pn = 1, consideramos las doce medidas de in-

certidumbre que relacionamos a continuacibn:
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n
H, = = L Py log Py (entropia de Shannon)

i=1
T2
Hy = 1 - z Py (entropfa cuadréitica)
i=1

con i=3 para o = &

H, = —= (1=( g o‘)1/0‘ con i=4 a = 2
1= a1 =02 Py ) =4 para a =

= con i=5 para a = 3

(Y-entropia de grados &, 2 y 3 respectivamente)

1 - max {p1,...,pn} (medida m&xima)

n
z piB) (entropia de Havrda~Charvat de grado 3)

i=1

e
~
]
™l
)

con i=8 para a
a

]
(SRS

con i=9 para a

n
Ay =g 1os 2By
1= con i=10 para a

(entropia de Renyi de grados 4, 2 y 3 respectivamente)

n
(»/7-1)"1 (£ Vp,-1) (entropia de Havrda-Charvat modifi

Hyg = P!
cada de grado %)
1,5 1 1+n
312 = 5 (.E (lOg(pi+ﬁ)"pi log pi))+log n - =, log (n+1)

i=1

(medida de incerticdumbre asociada a la J-divergencia determina-
da por la funcibn ¢(t) = t log t).

Los estimadores de estas doce medidas los obtenemos sus—
tituyendo las probabilidades te’Sricas p; por las frecuencias

relativas de las observaciones en las particiones Ai'
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3. METODOLOGIA EMPLEADA

Como primera aproximacidén a la comparacidn de la bondad
de los estimadores, planteamos una simulacidr por el mé&todo de
Mor‘.ecarlo con los estadisticos:

1
k |
i

k
o) , V=g T (=
=1 H

donde o0(H) es la desviacidn tipicea muestral de H;Eﬁ:es el va-

-

lor tebrico de H; Ymax

es el valor mdximo tebrico que puede
alcanzar H; H; es el valor de H en la muestra "i"; y k es el

nlimero de mueccras.

La razbn de tomar un estadistico de dispersibn estandari-
zado proviene de considerar que la comparacibn entre Indices
sblo es posible cuando se han realizado las medidas en las mis
mas unidades. En este sentido, distintos autores han planteado
la necesidad de normalizar las medidas con distinto recorrido
y comparar posteriormente. La razdn de considerar tambié&n un
estadistico de dispersifn no estandarizado, proviene de compro
bar que en diversas situaciones la estandarizacibn no es de-
seable por el efecto de los sucesos residuales. Asi, nos ha
parecido conveniente en este trabajo realizar en primer lugar
una comparacidn atendiendo solamente al valor de V, y en segun-

do lugar, comparar considerandc conjuntamente los dos Irndices.

Los puntos de la variedad pardmetrica de las distribucio-
nes multinomiales en los gque hemos estudiado las caracteristi-

cas muestrales, son los siguientes:
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PO _ M (1/n,...,1/n:N) eV oM (1,0,...,0:m;

(2) (2)

P(z) M(p1 reeetPy :N) siendo:

pi(z) (1/n) + ((n/2)+1-i)e para 2i £ n

Pi(z) = (1/n) + ((n/2)=-i)e para 2i > n

-3

con n par y e=2/n2 (1-10 )

p3) _ (P1(3),---,pn(3):N) siendo:
‘Pi(B) = (1/n)+§ para 2i £ n
Pi(B) = (1/n)-§ para 2i > n

connpary 6 = 0,8/n.

i 2
o) e-u du,

a

(4) (4) (4) (4)

P =M (p1 e Py ;N) siendo Py = 7lrf

y los extremos

a; = - 44+8(i-1)/n y bi = - 4+8i/n

(0) (1)

Los puntos P corresponden respectivamente a

y P

las distribucicnes qgue determinan mixima y minima incertidum-

(2)

bre, P corresponde a una distribucifn con escalcnamiento

(3)

viene asociada a un salto

5 (4)

gradual en las probabilidades, P
brusco entre dos grupos de particiones, y F corresponde a
realizar n particiones en el intervalo [}4,4] y asignar a las
probabilidades tebricas Py los valores correspondientes a

P(-4+8(i-1)/n s X s -4+8i/n), siendo X una variable aleatoria

gue sigue una distribucidn N (0,1).
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Gr&ficamente, los puntos descritos corrxesponden a las dis

tribuciones que representamos a continuacibn.

oy
P .

Adem&s de estos cinco modelos de puntos hemos estudiado
puntos intermedios calculados a trav&s de las geodésicas del
espacio paramétrico de las distriiuciones multinomiales. Asi,
si P =(p1,...,pn; N) es el punto inicial y Q = (q1,...,qn;N)
el punto final, los puntos intermedios R(s) = (r1(s),...,rn(s);N)
en el arco de la geod&sica que enlaza P y Q los hemos obtenido

de considerar las relaciones:

/El-/i; cos (d/2/N) 5
r,(s) = (/51 cos (s/2/N)+ —/g¢ CYETLL . sen (s/2VN;)

n
d = 2 /O arcos (
i

E1¢pi q;)
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siendo 4 la distancia geodé&sica entre Py Qy s € [b,d] la dis
tancia entre P y R (s). En nuestro caso, hemos elegido dos pun

(0) Yy los restantes P(i)
(3).

tos intermedios entre P
(2)

, Yy tambi&n otros

d0os puntos entre P y P

Para cada modelo de punto y para las distribuciones inter
medias hemos tomado el niimero de sucesos n recorriendo el con-
junto {6, 20, 100, 400} , y para cada vaior de n hemos genera-
do N = min {20n, 1200} valores aleatorios para determinar el
vector de probabilidades y calcular el valor de Hi' Finalmente,
hemos repetidc el proceso 5000 veces y hemos calculado el va-

lor de las estadisticas OZ(H) y V.

Hemos realizado también ur ceguimiento del procesy ante-
rior para N recorriendo el conjunto {min (n,50), min (2n,200),
min(5n,400), min {(10n,800)}, calculando como en el caso ante-
rior el valor de los estadisticos cz(H) y V una vez realizadas

5000 repeticiones.

En la construccién del algoritmo de programacidn hemos
considerado un generador de variables aleatorias con distribu-
cibn multinomial siguiendo la metodologia descrita por Bratley,
Fox y Schrage (1983), en el que se construye un vector de pro-
babilidades acumuladas a partir de las frecuencias relativas
de los sucesos, obtenidas &stas a través de un generador con-
gruencial de la distribucibdn uniforme en [p,f]. Para acelerir
el proceso de asignacién de frecuencias, hemos adoptado el mé-
todo de Ahrens y Korht, descrito tambi&n en Bratley, Fox y

Scharage (1983), y hemos afiadido al generador congruencial un
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segundo generador (generador de Transworthe) para suministrar

las 5000 semillas aleatorias independientes.

4. RESULTADOS OBTENIDOS

Realizadas las simulaciones para N = min {20n,1200} y ana

lizadas conjuntamente los resultados obtenidos para los esta-

disticos cz(H) y V, hemos obtenido:

1)

2)

3)

4)

(0) (2)

En los puntos P , P ’ P(3), P(4)

y lus intermedios

que los enlazan, los iIndices H, ¥y H2 son los que tienen

7
mejor estimacidn, teniendo en cuenta sobre todo que el va
lor del estadistico V es muy inferior al de los restantes

indices.

En los puntos mencionados, el estimador del indice Hy es
notablemente inferior a los restantes, asi como los de H9
y H10 cuando el nimerc de parémetros es inferior o igual

a 100.

El resto de los Indices presentan resultados similares,
altern&ndose la mejor eficacia de los estimadores al va-

riar los puntos.

(0) (1

En la geodésica que enlaza P no se obhservan di-

y P
ferencias significativas entre los estimadores de los in-

dices.
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Estos resultados provienen de considerar para cada valor

de n los distintos valores gque toman los estadisticos GZ(H) y

V a lo largc de las geod&sicas gque enlazan dos o md&s puntos.

A titulo ilustrativo presentamos a continuacibn varias gréfi-

cas en las que podemos observar la variacibn de los estadisti-

cos al variar el punto.
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Por Gltimo, al realizar el siguimiento del proceso ante-
rior para valores de N variando en el conjunto {min(n,50),
min(2n,100), min(5n,400), min(10n,800)} , hemos observado que
el orden en los valores de los estadisticos tiende a estacio-

narse para N=min (5n,400).

5. NOTA COMPLEMENTARIA

Para complementar el estudio realizado con los estadisti-
cos oz(H) y V, nos ha parecido conveniente realizar una compa-
racifn con los doce indices expuestos a partir de un Indice de
asociacifn por rangos. En este sentido hemos calculado el valor
del coeficiente de correlacibfn de Spearman entre los valores
tebricos y los valores que resultan por simulacidn, obteniendo

por este proczso la tabla 1 que presentaremos a continuacidn.

La tabla se ha.realizado escogiendo al azar 100 y 200 pun
tos dentro de la familia de las distribuciones multinomiales y
considerando para cada uno de ellos un vector acumulativo, pro
cedente de 100 extracciones aleatorias a partir de un genera-
dor congruencial de la distribucidn uniforme en !0,1]. Para ca
da vector acumulativo se ha hallado el valor de la incertidum-
bre y se ha repetido el proceso 4000 veces, siendo el valor me
dio de la incertidumbre de estas 4000 repeticiones el que he-
mos correlacionado con el valor tebrico. El proceso de ha re-
petidc para valores del parfmetro recorriendo el conjunto

{5,10,20}.




VALOR DEL PARAMETRO
5 10 20
p = 100 | 0,7104 | 0,7451 | 0,2252
M- 200 | 0,7810 0,5558 | 0,3216
p = 100 | 0,9364 | 0,8273 | 0,5775
"2 p = 200 (0,8328 | 0,6675 | 0,3602
p = 100 | 0,6357 | 0,2599 | 0,1480
3 - 200 | 0,524 0,2767 | 0,0583
p = 100 | 0,9853 | 0,8207 | 0,5473
" T 200 | 0,852 0,6571 | 0,3787
p = 100 | 0,8260 | 0,4048 | 0,4928
5 o - 200 | 0,692 | 0.9087 | 0,2585
p = 100 | 0,4529 | 0,2087 | 0,0425
i p = 200 | 0,1838 | 0,0282 | 0,1420
p = 100 | 0,8375| 0,5696 | 0,6055
"7 52 200 [0,7910 0,5024 | 0,3075
p = 100 [0,5851 | 0,3044 | 0,1708
K p = 200 |0,5245| 0,3080 | 0,0683
p = 100 | 0,9566 | 0,8141| 0,6549
% p = 200 | 0,8059 | 0,6692 | 0,3991
p = 100 [0,7318 | 0,2875| 0,4009
f10 p = 200 |0,5094 | o 0636 | Or1939
p = 100 | 0,5873 | 0,2961] 0,1715
11 p = 200 | 0,5182 | 0,2826 | 0+0831
p = 100 | 0,8906 | 0,7371| 0,2745
f12 p = 200 | 0,7655 ] 0,3037 | 0r1959

Tabla 1

113
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A la vista de los resultados para el coeficiente de co-

rrelacidn, podemos dividir los Indices en cuatro grupos:

G.1 = {H,,H, Hg} G, = {H;/H,,/Hg,Hq,H, 4}

G.3 = {H3,H8,H11} Gy = {HG}

es decir, los indices afectados por potencias de grado dos,

agrupados en el bloque primero, tienen mayor coeiicien. le

correlacibn, los Indices afectados por funciones logarftmicas
o potencias de grado 3 agrupados en el blogque segundo, se ha-
llan en una zona intermedia, y los Indices afectados por rai-
ces cuadradas, agrupados en el tercer bloque, son los que pre-
sentan menor correlacidn. Finalmente, el Indice HG se observa

totalmente separado con muy baja correlacibn.

A la vista de los resultados, nos parece interesante pro-
fundizar en el estudio de iIndices de incertidumbre asociados
a J-divergencias, ya que, por unlado, la familia de las J-di-
vergencias contiene los Indices m&s usados, y por otro, la fa-
milia aporta nuevos Indices con propiedades de convexidad y de

estimacidn comparables a los cominmente utilizados.




ANEXO 1

PROGRAMA INDICES o Y V
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SUBROUTINE OUTP(C,W)
Escritura en el fichero de szlida de la matriz W con el titulo 'C'

COMMON /E/ ETIQUE(18)
REAL*8 W(18,5)
CHARACTER*17 C
CHARACTER*10 ETIQUE

WRITE (6,1) C
DO 100 I = 1,18

WRITE (€,2) ETIQUE(I),(W(I,J),J=1,5),ETIQUE(I)
CONTINUE

FORMAT(/,' - ',Al7,/)
FORMAT(1X,A10,5(2X,G20.10),2X,A10)

RETURN
END

BLOCK DATA INITI
Inicializaciones de variables common

COMMON /E/ ETIQUE(18)

COMMON /CHISQ/ CHMEAN(S5),CHMAX(5)
REAL*4 CHMEAN,CHMAX

CHARACTER*10 ETIQUE

DATA ETIQUE /‘'Shannon :','Cuadrati.:','Gamma 1/2:','Gamma 2 :’,
'Gamma 3 :', ‘'Max. p(i):’',
'Havrda 2 :','Bavrda 3 :',
'Renyi 1/2:','Renyi 2 :',‘'Renyi 3 :°,
'B.ord.1l/2:','E.orden 2:','E.orden 3:',
‘J-diverg.:','J-diver 2:','J-diver 3:','J-div. -1:'/

WY B W RS e

DATA CHMAX /5%0./,CHMEAN /5%0./

END

000000

SUBROUTINE ITAUSW(LL,IX)

Generador de Tausworthe modificado de numeros aleatorios.
Entrada:
- LL = entero empleado como semilla
Salida
- LL = IX = entero seudo-aleatorio (ver main utilidad ix)

..

Referencia: Bratley et alt. “A Guide to Simulation®" - Springer-Verlag

INTEGER*4 I,ICOMP,IX,J,JCOMP,LL
LOGICAL A,B,ACOMP,BCOMP

116
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EQUIVALENCE(I,A),{J,B),(ACOMP, ICOMP), (BCOMP,JCONP,
PARAMETER (N = 262144,M = B192,K = 2147483647}
I=1IL
J=I/M

ICOMP = K -~ 1
JCOMP = K ~ J

-}

= A .AND. BCOMP .OR. ACOMP .AND. B

i=J
J=J*N
ICoMp = K - I
JCoMP = K - J

A = A .AND. BCOMP .OR. ACOMP ,AND. B

IX=1
LL =1
RETURN
END
C Su a2 o o i e o S S S R A s . e U . . i V.l S O S A O S U D O S e . ] T . o U P S s B
FUNCTION UNIF(IX)
. c Generador de numeros aleatorios, utiliza la formula recursiva:
C IX = 16807 * IX MOD (2**31 ~-1)
C Entrada:
C - IX = semilla del generador, 0 < IX <= 2147483647
C Salida:
C - UNIF = real seudo-aleatorio entre 0 y 1.
C Referencia: Bratley et alt. “A Guide to Simulation" - Springer-Verlag
INTEGER*4 IX, K1
Kl = IX / 127773
IX = 16807 * (IX - K1 * 127773) - K1 * 2836
IF (IX .LT. 0) IX = IX + 2147483647
UNIF = IX * 4.65661287/5E-10
RETURN
END
C - - - -
FUNCTION IVDISC(U)
c Invierte una funcion de distribucion discreta utilizando un
c vector de indices.
c Entrada :
c - Common /INTERN/
Cc - U = real tal que: 0 < U <=1
C Salida : !
c - IVDISC = F inversa de U. !
C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation" - Springer-Verlag !
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COMMUN /INTERN/ N,M,L(1500),COF(500)
REAL*4 CDF,U
INTEGER L,M,N,NDX,JVDISC

IF (U .GE. CDF(W)) THEN
IVDISC = N
RETURN

END IF

NDX =U *M+ 1.
JVDISC = L(NDX)

IF (JVDISC .GT. 0) THEN
IVDISC = JVDISC
RETURN

END IF

JUDISC = ~ JVDISC
100 IF (CDF(JVDISC) .LT. U) THEN
JVDISC = JVDISC + 1
GOTO 100
END IF

IVDISC = JVDISC

RETURN
END
C - - PR —
SUBROUTINE VDSETP
C Inicializa el vector de probabilidades acumuladas CDF y el vector
Cc de pointers L para la inversion de la funcion de de distribucion
C discreta CDF, realizada mediante la funcion IVDISC.
C Entrada: mediante el common /PROBAB/
C - N2 = numero de sucesos (tambien tamafio util de P)
Cc - P = vector de probabilidades
(o Salida: ccnstruccion del common /INTERN/
o - CDF = vector de probatilidades acumuladas
[o) - L = vector de pointers.
c - M = tamafio util del vector L
o - N = tamafio util de CDF = N2
C Referencia: Bratley et alt. “A Guide to Simulation" - Springer-Verlag

COMMON /INTERN/ N,M,L(1500),CDF(500)

COMMON /GLOBAL/ N2,IX,RIN,D,S,P(500),A(500),B(500),F(500)
REAL*4 COF,D,P,S,RIN,A,B,F

INTEGER I,1X,J,L,},N,N2,NDX,ND1,NOLD

N = N2
M =2 *N
CDF(1) = P(1)

DO 100 I = 2, N
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CDF(I) = CDF(I-1) + P(I)
100 CONTINUE

DO 200 I =1, M
- L(I) = 1
200 CONTINUE
IF (N .EQ. 1) RETURN

NOLD
I

M
N

DO 400 J = 2,N

I=1I-1

NDX = CDF(I)*M + 1
L(NDX) = - 1

ND1 = NDX + 1

IF (ND1 .LE. NOUD) THEN
DO 300 K = ND1,NOLD

L(K) =1 +1
300 CONTINUE
END IF
NOLD = NDX - 1

400 CONTINUE

RETURN
END

SUBROUTINF. ENTROP(N,Y,H)

(o]

Calculo J-divergencia y entropias.

Entrada:
~ Y = vector de probabilidades (o frecuencias relativas)
- N = tamafio util del vector Y (N <= 500)
Salida:
- H =

OO0

vector que contiene las entropias y la J-divergencia

REAL*4 Y(500)

REAL*8 P,Q,AUX,H(18),58QRrR2,C1D3,C71,C73,L02,DN,DRIN
PARAMETER(C1D3 = 1.D0/3.D0,C73 = -4.D0/3.DO,

1 SQR2 1.41421356237309515,C71 = 2.41421356237309448,
2 Loz 0.301029995663981212)

c -~=-= SQR2 = sqgrt(2), C71 = 1/(sqgrt(2)-1), LO2 = logl0(2)
INTEGER I,N

DN
DRIN

DFLOAT(N)
1 .DC / DFLOAT(N)

DO 100 I = 1,18
H(I) = 0.D0
100  CONTINUE
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¢ eeme———— Calcuio en acumuladores

DO 200 I = 1,N
P = DBLE(Y(I))
Q =P + DRIN
IF (P .NE. 0.) THEN

AUX = (P * DLOGLO(P) - Q * DLOGLO(Q)) / LO2
H(1) = H(l) =~ P * DLOGLO(P) / LO2
B(2) = H{2) + p**2
H(3) = H(3) + DSQRT(P)
H(5) = H(5) + P**3
H(6) = DMAX1(H(6),P)
H(1S5) = B{15) + AUX
H(16) = H(16) + AUX**2
H(17) = H(17) + AUX**3
ELSE
AUX = Q * DLOG10(Q) / LO2
H(15) = H(15) - AUX
H(16) = B(16) + AUX**2
H(17) = H(17) =~ AUX**3
END IT

200  CONTINUE

C emem————— calculo definitivo coeficientes
H(4) = H{2)
) H(2) = 2.D0 - 2.D0 * H(2)
H(6) = 1.D0 - H(6)
H(18) = 1.D0/(H(15) + DLOG10(S5.*DRIN) / LO2)
H(15) = -=.5DO*H(15) + (DLOCGlO(DN)~-(.5+.5*DRIN)Y*DLOGL10(DN+1))/ LO2
H(7) = 1.D0 - H(4)
H(8) = .SDO*(1.D0 -~ H(5))
B(9) = 2.D0 * DLOG{H(3))
H(10) = -LOG(H(4))
H(11l) = -.SDO*LOG(H(5))
H(12) = C71*{H(3)-1.D0)
H(13) = -2.D0*(H(4)-1.D0)
d(14) = C73*(H(S5)-1.D0)
H(3) = H(3)**2 - 1.D0
H(4) = 2.D0*(1.D0 - DSQRT(H(4)))
E(5) = 1.5D0*(1.D0 - H(5)**ClD3)
RETURN
END
c
FUNCTION CHISQU(P,X,N)
(o Bfectua un test ji-cuadrado asumiendo distribucion multinomial
Cc de parametros (p(l),....,p(N)).
c Ertrada
c -~ P = vector de probabilidades
[of - X = vector de frecuencias relativas observadas
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- N = tamafio util de los vectores P y X (N <= 500)
Salida :
- CHISQU = valcr del estadistico ji-cuadrado

00

REAL*4 P(500),X(506G),CH
INTEGER I,N

DO 100 I = 1,N
CH = CH + (X(I) - P(I))**2/P{I)
100 CONTINUE

CHISQU = CH
RETURN
END
c —— - -
SUBROUTINE MULTIN
c Caicula la suma y la suma al cuadrado de entropias y J-divergencia
7 correspondientes a una muestra de tamafio TM de N variables aleato-
2 rias con distribucion conjunta multinomial Ae parametros (p(l).,p(2),
C  ,...,p(N),T™).
C La muestra se simula mediante extraccion de numerss aleatorios.
i C TM se hace variar desde POPSIZ(l) hasta POPSIZ(5), evaluando en cada
C caso las entropias. Si se desea un test ji-cuadrado de la muestra
C para verificar su distribucion, quitar ias marcas de comentario
(o C*** en las lineas 382 a 384.
c Funciones y subrutinas utilizadas:
C - UNIF, IVDISC (CEISQU si se guita C***#)
c Entrada: mediante los common /GLOBAL/ y /F/
o - N = tamzio del vector X
C - I¥ semilla del generador UNIF
(o ~ POPSIZ = vector con el rangn muestral
c Salida : mediante el common /F/
C - MEANH = matriz con las sumas de los 18 estadisticos en las §
C extracciones.
Cc - VARH = jidem con la sumaz al cuadrado.
< mediante el common /CHISQ/
C ~ CHMEAN = vector acumulado de estadisticos ji-cuadrado para
c cada tamafio muestral.
C - CHMAX = vector con el valor maximo hallado en TODAS las re-
Cc plicas (no solo en esta ilamada) para cada TM.

COMMON /GLOBAL/ N,IX,RIN,D,S,P(500),A(500),B(500),F(500)
COMMON /F/ POPSIZ(6),HT(18),RANK(18),MEANH(18,5), VARH(18,5),
1 VINDEX(18.°

CCMMON /CHISQ/ CHMEAN(5),CHMAX(5)

REAL*4 U,RIN,P,S,A,B,F,CHEMEAN, CHMAX,RTM, X(500)
REAL*8 HT,RANK,MEANH,VARH,VINDEX, H(18)
INTEGER COUNT(500),DF,I,N,IX,POPSIZ,START




|
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100

200

300

400

Cert
Cerx
Cer*

500

START = 1

DO 100 1 = 1,N
COUNT(I) = 0

CONTINUE

DOS00I =1,5

DO 200 J = START,POPSIZ(I)

U = UNIF(IX)

LOCATE = IVDISC(U)

COUNT (LOCATE) = COUNT(LOCATE) + 1
CONTINUE

----=> gl bucle 200 simula una muestra de tamafio POPSIZ(I)

RTM = REAL(POPSIZ(I))
DO 300 J = 1,N

X(J) = REAL(COUNT(J)) / RTM

————— > paso a frecuencias relativas
CONTINUE

CALL ENTROP(N.X,H)
--=-=-=> calculo entropias y J-Divergencia muestralszs
DO 400 J = 1,18

MEANH(J,I) = MEANH(J,I} + H(J)
VARH(J,I) = VARH{J,I) + H(J)**2
VINDEX(J,I) = VINDEX(J,I) + ((H(J) - HT(J))/RANK(J))**2

----- > sumar al acumulado
CONTINUE

START = POPSIZ(I) + 1
----> gsiguiente punto de arranque

CH = CHISQU(P,X,N)
CHMEAN(I) = CHMEAN(I) + CHE
CHMAX(I) = MAX(CHMAX(I),CH)

CONTINUE

SUBROUTINE FCALCU(KIND)

Construccion del punto F, punto final de la geodesica
REAL*4 D,P,RIN,S,2,B,F,DELTA

REAL*8 HT,RANK,MEANH,VARH, VINDEX

INTEGER I,KIND,N,M,POPSIZ

COMMON /CLOBAL/ N,IX,RIN,D,S,P(500),A(500;,B(500),F(500)

COMMON /F/ POPSIZ(6),HT(18),RANK(18),MEANH(18,5), VARH(18,5),
1 VIRDEX(18,5)

IF (2*(N/2) .LT. N) N =N + 1
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C ~--=> las particiones han de ser pares

M = N/2
RIN = 1. / REAL(N)

DELTA = 2, * RIN**2
o} -w-==> delta maximo posible en los casos 2 y 3
DELTA = DELTA - DELTA/1000.

DO 100 I = 1,N
P(I) = RIN
100 CONTINUE
C ---=~> ge asigna inicialmente el punto O = mult. equiprobable
CALL ENTROP(N,P,RANK)
c -----> punto de maxima entropia.

F(l) = 1.
DO 206 I = 2,N
F(I1) = 3.
200 CONTINUE
CALL ENTROP(N,F,HT)
C  em— > punto de minima entropia, tambien valido como punto final
c en el caso 1.

DO 300 T = 1,18
RANK(I)= RANK(I) - HT(I)
300 CONTINUE

IF (KIND .EQ. 2) THEN

DO 400 I = 1,M
F(I) = RIN + (M+1-I)*DELTA
F(I+M) = RIN - I*DELTA
400 CONTINUE

ELSE IF (KIND .EQ. 3) THEN

DO 500 I = 1,M
F(I) = 1.8 * RIN
F(I+M) = .2 * RIN
P(I) = RIN + (M+1-I)*NELTA
P(I+M) = RIN - I*DELTA
500 CONTINUE

ELSE IF (KIND .EQ. 4) THEN
CALL NORMAL
END IF

RETURN
END

SUBROUTINE NORMAL

C Tipo de problema 4: particion de la normal (0,1) en N intervalos
C de probabilidad f(i)

J U ———
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REAL*{ D,P,RIN,S,A,b,F
REAL*16 ISIZE,STEP,AUX,CAUX,SQR2
INTEGER I,IX,N

COMMON /GLOBAL/ N,IX,RIN,D,S,P(500),A(500),B(500),F(500)

AUX = 0.Q0

STEP = 0.QC

SQRZ = QSQRT(2.Q0)

ISIZE = 4.Q0 / QFLOAT(N/2)

DO 100 I = 1,N,2

STEP
CAUX
F(1)
F(I+1l
AUX

STEP + ISIZE

QERF (STEP/SQR2)
SNGLG(5.Q-1* (CAUX-AUX))
= F(I)

CAUX

N~ 0 u n

100 CONTINUE

RETURN
END
c - - -
SUBROUTINE DISTAN(KIND)
C Calcula la distancia entre el punto O = (p(l),...,p(n)) y 21 punto
(o} F en el espacio parametrico de las distr. multinomiales, asi como
c las constantes de integracion A y B.

COMMON /GLOBAL/ N,IX,RIN,D,S,P(500),A(500),B(500),F(500)

REAL*4 RIN,D,P,S,A,B,F,AUX,BUX
INTEGER I,KIND

AUX = 0.
D = 0.

DO 100 I = 1,N
AUX = AUX + SQRT(P(I)*F(I))
100 CONTINUE

S = ACOS(AUX)
c - > s = distancia(O-F) / (2 * SQRT(Tamafic muestral))

BUX = SQRT(1. -~ AUX**2)

DO 200 I = 1,N
A(I) = SQRT(P(1))
B(I) = (SQRT(F(I)) - SQRT(P(I))*AUX) / BUX
200 CONTINUE

RETURN
END

124
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SUBROUTINE GEODES

[ Desplaza el punto P = (p(l),....p(n),N) a lo largo de la curva G
Cc una distancia s. La curva G es la geodesica que une en la variedad
C parametrica los puntos O y .

c Entrada:

c - § = incremento de arco en la direccion 0 - F en la geodesica G
Cc y mediante el common /GLOBAL/

C - P = vector de probabilidades (punto P)

Cc - N = n, numerc de variables aleatorias observadas

c - D = Jdis*ancia 0 - € / sqrt (tamafio muestral)

Cc Salida:

C - P = vector Pen D + §

Cc -D=D+ S

COMMON /GLOBAL/ N,IX,RIN,D.S,P{500),A(500),B(500),F(500)
REAL*4 RIN,D,P,S,A,B,F,AUX,BUX
INTEGER IX,N

f D
AUX
‘~ BUX

D+8§
SQRT(RIN)*COS(D)
SIN(D)

wonou

DO 100 I =1.N
P(I) = (AUX + B(I)*BUX)**2
100 CONTINUE

) RETURN
END

PROGRAM MAIN

Estudio, mediante simulacion, de algunas propiedades muestrales

de ciertas entropias (ver BLOCK DATA INIT1) en una serie de puntos
, elegidos por el usuario, de la variedad parametr.ca asociada

a las funciones de densidad multinomiales.

0OO0O0On0n

Entrada:
- N = numero de sucesos
_ NR = numero de replicas
_ ISG = numero de pasos intermedios entre los puntos O y F
_ KIND= tipo de problema.
Salida : para cada punto
- HT = entropias y J-divergencia teoricas
- MEANH = media de las NR entropias y J-divergencia muestrales
- VARH = varianza de las idem
SIGTIP = desviacion tipica de las idem
SESGO = sesgo tipificado de las idem

OO0O00O0000000

COMMON /GLOBAL/ N,IX,RIN,D,S,P(500),4(500),B(500).F(500}
COMMON /F/ POPSIZ(6),HT(18),RANK(18),MEANH(18,5), VARH(18,5),
1 VINDEX(18,5)

COMMON /CBISQ/ CHMEAN(5),CHMAX(5)
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COMMON /E/ ETIQUE(18)

REAL*4 A,B,F,D,P,RIN,S,CHMEAN,CHMAX

REAL*8 MEANH,VARH,H(18),HT,RNR,RANK,SIGTIP(18,5),5E8G0(18,5),
1 VINDEX

INTEGER I,LL,N,NR,POPSIZ,STP

CEBARACTER*17 C

CHARACTER*10 ETIQUE

WRITE(S5,1)
1 FORMAT (' Entra tamafio del vector.')
READ(S,*) N

IF ((N .GT. 500) .OR. (N .LE. 1)) THEN
WRITE(S,2)
2 FORMAT (' Numero de parametros incorrecto: 1 < N <= 500')
sToP
| END IF

WRITE(S,3)

3 FORMAT (' Entra numero de replicas.')
READ(5,*) NR
WRITE(S5,4)

4 FORMAT (' Entra tipo de problema escogido.')
READ(5,*) KIND

IF ((KIND .LT. 0) .OR. (KIND .GT. 4)) THEN
- WRITE(S5,5)
5 FORMAT (' Tipo de problema incorrecto (solo 0, 1, 2, 3, 4)')
STOP
END IF

IF (KIND .GT. 0) THEN

WRITE(5,6)
6 FORMAT (' Entra numero de saltos en la geodesica.')

READ(S,*) ISG
IF ((KIND .EQ. 1) .AND. (ISG .EQ. 1)) STOP

ELSE
IsG = 1

END IF

WRITE(6,7) KIND,NR,N

RNR = DBLE(NR)

POPSIZ(1) = MINO(N,100)

POPSIZ(2) = MINO(2*N,200)

POPSIZ(3) = MINO(S5*N,400)

POPSIZ(4) = MINO(10*N,800)

POPSIZ(5) = MINO(20*N,1200)

CALL FCALCU(KIND)
j cC - > asignaciones iniciales puntos inicial (O) y final (F).
i CALL DISTAN(KIND)
f cC @ mm—— > calcula distancia (O-F), y la ctes. A y B

IF (ISG .GT. 0) § = S / REAL(1SG)
cC eeme- > s = distancia(0~F) / isg / (2 * SQRT(TM))
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IF (RIND .EQ. 1) ISG = ISG - 1
(o -====> no tiene sentido el caso (1,0,....0)

DO 800 sTP = 1,1SG

IF (KIND .GT. 0) CALL GEODES

cC  mee—- > Desplazar el punto actual P hacia F 's' unidades
LL = 524287
c - > valor inicial para el generador de Tausworthe
CALL VDSETP
c  e—— > inicializar tabla de indices
i CALL ENTROP(N,P,HT)
; cC  eeee- > calculo entropias y J-divergencia teoricas

DO 2001 = 1,18
DO 200 J = 1,5
MEANH(I,J) = C.
VARH(I,J) = 0.
VINDEX(I1,J) = 0.
200 CONTINUE
c - > inicializacion media y varianza

DO 300 J = 1,NR
CALL ITAUSW(LL,IX)

c = > LL es empleada como semilla inicial de cada replica
CALL MULTIN
= cC e > simulacion muestra 'J' y calculo entropias
300 CONTINUE

IF (KIND .NE. 0) TEHEN
WRITE(6,8) D,STP
ELSE
WRITE(6,*)
END IF

DO 400 I = 1,18
WRITE(6,9) ETIQUE(I),HT(I)
400 CONTINUE
WRITE (6,10) (POPSIZ(I),I=1,5)

DO 600 J = 1,5

: : DO SO0 I = 1118

| : MEANH(I,J) = MEANH(I,J) / RNR

| VARH(I,J) = VARH(I,J) / RNR - MEANH(I,J)**2
VINDEX(I,J) = VINDEX(I,J) / RNR
IF (VARH(I,J) .LT. 0.DO) VARH(I,J) = 0 DO

SESGO(I,J) = (HT(I) - MEANH(I,J))/ HT(I) * 100.D0

SIGTIP(T,) = DSQRT(VARH(I,J)) / HT(I) * 100.D0

S00 CONTINUE

600 CONTINUE

C = ' Media (m) de:’
CALL OUTP(C,MEANH)
C = ' Varianza de:'
CALL OUTP(C,VARH)
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C = ' Sigma tipi. de:'
CALL OUTP(C,SIGTIP)
C="' (E-m) / E de:'
CALL OUTP(C,SESGO)

C = ' Nuevo indice:'
CALL OUTP(C,VINDEX)

800 CONTINUE

7 FORMAT(/,30X,' Tipo de problema ----->',G§,
1 /+30X,' Numero de simulaciones:',G6,
2 /+»30X,' Numero de paramecros :',G6)

8 FORMAT (/,3(X,' Distancia:',F6.3,' ~---> salto num. ', G3,
1 /.’ Valor teorico de'/)

9 FPORMAT(1X,A10,5(2X,G20.10))

10 FORMAT(// ' Tamafio poblacicnal :',/,10X,5(10X,G4,8X))

STOP
END

R ———
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SUBROUTINE ITAUSW(LL,IX)
C Generador de Tausworthe modificado de numeros aleatorios.
C Entrada:
C - LI = entero empleado como semilla
C Salida :
(o} - LL = IX = entero seudo-aleatorio (ver main utilidad ix)
C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation" - Springer-Verlag
INTEGER*4 I,ICOMP,IX,J,JCOMP,LL
LOGICAL A,B,ACOMP,BCOMP
EQUIVALENCE(Z,A),(J,B),(ACOMP,ICOMP), (BCOMP, JCOMP)
PARAMETER (N = 262144,M = 8192,K = 2147483647)
I=1LL
J=1I/M
ICOMP = K - 1
JCOMP = K - J
B = A .,AND. BCOMP .OR. ACOMP .AND. B
I=J
J=J*N
ICOMP = K - 1
JCOMP = K - J
A = A .AND. BCOMP .OR. ACOMP .AND. B
IX = I
LL = I
RETURN
END
C =~ - - -
FUNCTION UNIF(IX)
C Generador de numeros aleatorios, utiliza la formula recursiva:
Cc IX = 16807 * IX MOD (2%*31 ~1)
(o Entrada:
c - IX = semilla del generador, 0 < IX <= 2147483647
C Salida:
c - UNIF = .eal seudo-aleatorio entre 0 y 1.
C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation® - Springer-Verlag

INTEGER*4 IX, Kl

Rl = IX / 127773

IX = 16807 * (IX - K1 * 127773) - K1 * 2836
IF (1X .LT. 0) IX = IX + 2147483647

UNIF = IX * 4.656612875E-10

RETUR™
END

§
{
i
!
!
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C -

FUNCTION IVDISC(U)
Invierte una funcion de distribucion discreta utilizando un
vector de indices.

non

o Entrada :
: C - Common /INTERN/
; c - U = real tal que: 0 < U <=1
. c Salida :
Cc - IVDISC = F inversa de U.
C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation" - Springer-Verlag

! COMMON /INTERN/ N,M,L(1500),CDF(500)
REAL*4 CDF,U
INTEGER L,M,N,NDX,JVDISC

IF (U .GE. CDF(N}) THEN
: IVDISC = N
! RETURN

END IF

NDX
JVDISC

* M+ 1.
(WDX)

" n

U
L

: IF (JVDISC .GT. 0) THEN
- IVDISC = JVDISC
RETURN
END IF

JVDISC = - JVDISC
100 IF (CDF(JVDISC) .LT. U) THEN
JVDISC = JVDISC + 1
GOTO 100
END IF

IVDISC = JVDISC
RETURN

END

SUBROUTINE VDSETP

Inicializa el vector de probabilidades acumuladas CDF y el vector
de pointers L para la inversion de la funcion de de discribucion
discreta CDF, realizada mediante la funcion IVDISC.

O0no0n

Entrada: mediante el common /PROBAB/
- N2 = numero de sucesos (tambien tamafic util de P)
- P = vector de probabilidades
Salida: construccion del comaon /INTERN/
- CDF = vector de probabilidades acumuladas
- L = vector de pointers.
- M = tamafio util del vector L

OOO0000
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- N = tamafio util de CDF = N2

C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation" - Springer-Verlag

100

200

300

400

COMMON /INTERN/ N,M,L(1500),CDF(500)
CGMMON /GLOBAL/ N2,IX,P(500)

REAL*4 CDF,P

INTEGER I,IX,J,L,M,N,N2,NDX,ND1,NOLD

N~ N2
M =2 *N
CDF(1) = P(1)

DOlOOI'Z,N
CDF(I) CDF(I-1) + P(I)
CONTINUE

DO 200 I =1, M
L(I) =1
CONTINUE
IF (N .EQ. 1) RETURN

NOLD
I

DO 400 J = 2,N

NDX
L(NDX)
ND1

CDE(I)*M + 1
-1
NDX + 1

nowon

IF (ND1 .LE. NOLD) THEN
DO 3090 K = NDi,NOLD
L(K) =1 +1
CONTINUE
END IF
NOLD = NDX - 1
CONTINUE

RETURN
END

(9]

(s e Nes NeNe]

SUBROUTINE ENTROP(N,Y,H)
Calculo J-divergencia y entropias.

Entrada:
-Y
- N
Salida:
- H = vector que contiene las entropias y la J-divergencia

vector de probabilidades (o frecuencias relativas)
tamafio utili del vector Y (N <= 5(0)

REAL*4 Y(500)

REAL*8 P,Q,AUX,H(18),SQR2,C1D3,C71,C73,L02,DN,DRIN
PARAMETER(C1D3 = 1.D0/3.D0,C73 = -4.D0/3.D0,

1 SQR2 = 1.41421356237309515,C71 = 2.41421356237309448,
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2 IC2 = 0.301029995663981212)
c -~--~ SQR2 = sqrt{2), €71 = 1/(sqrt(2)-1), LO2 = 1logl0(2)
INTEGER I, N

DN = DFLOAT(N)
DRIN =1 .D0 / DFLOAT(N)

DO 100 I = 1,18
H(I) = 0.DO
100  CONTINUE

C  emmm———— Calculo en acumuladores

PO 2001 = 1,N
P = DBLE(Y(I))
Q = P + DRIN
IF (P .NE. 0.) THEN

AUX = (P * DLOGLlO(P) - Q * DLOG10{Q)) / LO2
H(1) = H{l) - P * DLOGlO(P) / LO2
H(2) = B(z) + p**2
H(3) = H(3) + DSQRT(P)
H(5) = H(5) + P**3
H(6) = DMAX1(H(6),P)
H(15) = H(1S) + AUX
H(16) = H(16) + AUX**2
. H(17) = H(1l7) + AUX**3

ELSE
AUX = Q * DLOG10(Q) / LO2
H(15) = H(15) - AUX
H(16) = H(16) + AUX**2
H(17) = H(17) - AUX**3

END IF

200 CONTINUE

C  =meme—e——- calculo definitivo coeficientes
H(4) = H(2)
H(2) = 2.D0 - 2.D0 * H(2)
H(6) = 1.D0 - H(6)
H(18) = 1.D0/(H(15) + DLOGl0(5.*DRIN) / LO2)

H(15) = -.5DO*H(15) + (DLOG10(DN)~-(.S5+.5*DRIN)*DLOGL0(DN+1))/ LO2
B(7) = 1.D0 - H(4)

H(8) = .5D0*(1.D0 - H(5))

H(9) = 2.D0 * DLOG(HE’3))

B(10) = -LOG(H(4))

H(11) = -.SDO*LOG(H(5))

H(12) = C71*(H(3)-1.D0)

H(13) = -2.D0*(H(4)-1.D0)

H(14) = C73*(H(5)~1.D0)

H(3) = H(3)**2 - 1.D0

H(4) = 2.D0*(1.D0 - DSQRT(H(4)))
H(5) = 1.5D0*(1.D0 - H(5)**C1D3)
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RETURN

100

200

SUBROUTINE GENERA(SEMGEN)
Genera un vector aleatorio de N componentes con suma = 1.
COMMON /GLOBAL/ N,IX,P(500)

REAL*4 P
INTEGER SEMGEN, I

CDF = 0.
CALL ITAUSW(SEMGEN,IX)

DO 100 I = 1,N

P(I) = UNIF(IX)
CDF = CDF + P(I)
CONTINUE

DO 200 I = 1,N
P(I) = P(I) / CDF
CONTINUE

RETURN
END

OO0OO0OO0000n0

100

SUBROUTINE SORT(NPOINT,E,IE)

Ordcna el vector de indices IE de acuerdo a la orcenacion
ascendente del vector E.
Entrada:
- NPOINT = numero de objetos a ordenar, NPOINT <= 500
- E = vector de objetos a ordenar

- IE = vector de indices (inicializado a 1,2,...,NPOINT)
Salida :
- IE = posicion de menor a mayor valor de los elementos de E

REAL*8 E (500,18)
INTEGER*4 NPOINT,IE(500,18)

DO 100 NH = 1,18
DO 100 I = 1,NPOINT-1
DO 100 J = 1,NPOINT-I
IF (E(IE(J,NH),NH) .GT. E(IE(J+1,NH) NH)) THEN

IAUX = IE(J,NH)
IE(J,NH) = IE(J+1,NH)
IE(J+1,NH) = IAUX
END IF
CONTINUE

RETURN
END

134
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SUBROUTINE SPEARM(NPOINT,I1,I2,S)

Calcula la correlacion de Spearman entre los indices Il e I2.
Entrada:
- NPOINT = numerc de elementos de Il e I2
- Il vector de indices 1.
- I2 vector de indices 2.
Salida
- 8

e ¥ W

OO0 0n0n

gorrelacion de Spearman

REAL*8 S(18),RAUX
INTEGER*4 I1(500,18),I12(500,18),NPOINT

RAUX = DFLOAT(NPOINT**3-NPOINT)
DO 100 I

S(I)
100 CONTINUE

]
o N
.
Q-
O -

DO 206 I =1
DO 200 J = 1,NPOINT
S{X) = S(I) + DFLOAT(Il(J,I) - I2(J,I))**2
200 CONTINUE

PO 300 1 = 1,18
S(I) = 1.D0 - (6.D0*S(I))/RAUX
300 CONTINUE

RETURN

END
c

SUBROUTINE MULTIN
c Calcula la suma de entropias y J-divergencia correspondientes a
(o una muestra de tamafo POPSIZ de N variables aleatorias con distri-
C bucion conjunta multinomial de parametros (p(l),p(2),...,p(N),POP).
c La muestra se simula mediante extraccion de numeros aleatorios.
c Funciones y subrutinas utilizadas:
c -~ UNIF, IVDISC
o Entrada: medicnte los common /GLOBAL/ y /F/
c - N = tamafo del vector X
c - IKX = semilla del generador UNIF
c Salida : mediante el common /F/
(o - ACUMU = matriz con las sumas de los 18 estadisticos

COMMON /GLOBAL/ N,IX,P(500)
COMMOR /F/ POPSIZ,II,ACUMU(18)

REAL*4 U,P,RTM,X(500)
REAL*8 ACUMU,H(18)
INTEGER COUNT(500),.,N,IX,POPSIZ
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DO 100 I = 1,N
COUNT(I) = 0
CONTINUE

DO 200 J = 1,POPSIZ
U = UNIF(IX)
LOCATE = IVDISC(U)
COUNT (LLOCATE) = COUNT(LOCATE) + 1
CONTINUE
~~~~~ > el bucle 200 simula una muestra de tamafio POPSIZ

RTM = REAL(POPSIZ)
DO 300 J = 1,N

X(J) = REAL(COUNT(J)) / RTM

----- > paso a frecuencias relativas
CONTINUE

CALL ENTROP(N,X,H)

----- > calculo entropias y J-Divergencia muestrales
DO 400 J = 1,18

ACUMU(J) = ACUMU(J) + H(J)

----- > sumar al acumulado
CONTINUE

RETURN
END

OO 000n

OO0 0

PROGRAM MAIN

Estudio, mediante simulacion, de la correlacion de Spearman entre
las esperanzas muestral y teorica de una coleccion de entropias
(ver DATA ETiQUE), calculadas en una cerie de puntos elegidos

al azar en .. variedad parametrica de las funciones de densidad
multinomiales.

Entrada:
- N
_ NR
_ POPSIZ
_ NPOINT

numero de sucesos

numero de replicas (en cada punto).

tamafio poblacional (numero de extraccicnes)
numero de puntos exiraidos al azar en el espacio
de las multinomiales.

Salida :
- 8 = vector con los coef. de correlacion de Spearman

COMMON /GLOBAL/ W,IX,P(500)
COMMON /F/ POPSIZ,II,ACUMU(18)

REAL*4 P

REAL*8 ACUMU,HT(18),RNR,ET{500,18),EM(500,18),5(18)

INTEGER I,LL,N,NR,NPOINT,POPSIZ,SEMGEN,IM(500,18),IT(500,18),
1 15(18)

CHARACTER*10 ETIQUE(18)

DATA ETIQUE /'Shannon :','Cuadrati.:','Gamma ./2:','Gamma 2 :',
1 ‘Gamma 3 :','Max. p(i):'.

136
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2 ‘Bavrda 2 :','Havrda 3 :°',
3 '‘Renyi 1/2:','Renyi 2 :','Renyi 3 :',
4 ‘E.ord.1l/2:','E.orden 2:','E.orden 3:°',
& ‘J-diverg.:','J~diver 2:','J-diver 3:','J-div. ~1:'/
WRITE(S,1)
1 FORMAT (' Entra tamafio del vector.')
READ(5.*) N
IF ((N .GT. 500) .OR. (N .LE. 1)) THEN
WRITE(S5,2)
2 FORMAT (' Numero de parametros incorrecto: 1 < N <= 500')
STOP
END IF
WRITE(S5,3)
3 FORMAT (' Entra numero de replicas.')
READ(S5,*) NR
WRITE(5,4)
4 FORMAT (' Entra tamafio poblacional.’)

READ(5,*) POPSIZ

IF (POPSIZ .LE. 0) THEN
WRITE(5,5)
5 FORMAT (' Tamafio poblacional incorrecto')
STOP
END IF

WRITE(5,6)
6 FORMAT (' Entra numero de puntos.')
READ(5,*) NPOINT

IF (POPSIZ .LE. 0) THEN
WRITE(5,7)
7 FORMAT (' Numero de puntos incorrecto')
STOP
rn IF
WRITE(6,8) NR,N,POPSIZ,NPOINT

RNR = DBLE(NR)
SEMGEN = 572586

DO 800 NPO = 1,NPOINT

CALL GENERA(SEMGEN)

Cc ----~> genera un vector aleatorio con suma de componentes = 1
LL = 524287

c e > valor inicial para el generador de Tausworthe
CALL VDSETP

C - > inicializar tabla de indices
CALL ENTROP(N,P,HT)

C -----> calculo entropias y J-divergencia teoricas-

DO 200 I =1,18
ET(NPO,I) = HT(I)
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IT(NPO,I} = NPO
ACUMU(I) = 0.DO
200 CONTINUE

DO 300 J = 1,NR
CALL ITAUSW(LL,IX)

c mmee— > LL es empleada como semilla inicial de cada replica
CALL MULTIN

c e > simulacior muestra 'J' y calculo entropias

300 CONTINUE

DO 400 I = 1,18
EM(NPO,I) = ACUMU(I) / RNR
IM(NPO,I) NPO
400 CONTINUE

800  CONTINUZ

CALL SORT(NPOINT,ET,IT)
CALL SORT(NPOINT,EM,IM)

CALL SPEARM(NPOINT,IT,IM,S)

DO 900 I = 1,18
IS(I) = 1
900 CONTINUE

N DO 1000 I = 1,17
DO 1000 J = 1,18-1
IF (S(IS(J)) .GT. S(IS(J+1))) THEN
IAUX = IS(J)

IS(J) = I§(J+1)
IS(J+l) = IAUX
END IF

1000 CONTINUE

WRITE(6,*)

WRITE(6,9) (ETIQUE(IS(I1)),S(IS(I)),I=1,18)
8 FORMAT(/,30X, ' Numero de simvlaciones:',G6,

1 /:30X,' Numero de parametros :',G6,

2 /,30%X,' Tamafio poblacional :',G6,

3 /+30X,' Numero de puntos :',G6)
9 FORMAT(1X,A10,2X,G20.10)

STOP

END




VII. RESUMEN DE RESJULTADOS
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En la realizacidn de esta memoria hemos obtenido los si-

guientes resultados:

1)

2)

3)

4)

Hemos caracterizado la simetria de la J-divergencia gene-
ralizada en el siguiente sentido:

A
¢

de la forma ¢(t) = at2+bt+c

a) J (p,q) es simétrica en p y g para toda funcidn ¢(t)

A
¢

o(t) = at2+bt+c si y solo si XA = 4

b) J, (p,q) es simétrica en p y g para toda funcién

Hemos caracterizado la convexidad de la J-divergencia ge-

neralizada respecto del par@metro x en el sentido:

Jg(p,q) es convexa (cbncava) en (0,1) respecto de X pera
todas las parejas de funciones (p,q) si y solo si ¢(t) es

cbncava (convexa) en TO'

Hemos relacionado la variacidn de la J-divergencia genera
lizada respecto del parfmetro para la funcibn ¢(t) =tlogt

con la informacidn de Kullbach-Leibler en el sentido

<-3-37 Jé(p.q))(k) = k(p, Ap+(1=-X)q) = k(g,Ap+(1=2)y)

con || /Bl =l gl =1
Hemos observado que la simetrizacibn SJg(p:Q)=J2(p,q)+
+ Jé"x (p,q) alcanza su miximo (minimo) para X = % cuando

¢(t) es convexa (cbdncava) estricta.




5)

6)

7)
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Hemos obtenido relaciones de igualdad y desigualdad entre
divergencias para distintas funciones ¢(t), y en particu-
lar, atendiendo a propiedades de concavidad hemos obteni-
do

3

2
o (p,9) 2 2 M

k , 4
(p,g) 2 J 0

' 2 0
0 (p.,q)

cuando ¢(t) es una funcibn log-convexa a valores positi-

vos ¥y ¢(t) = ét) es una funcidn cbncava.

Hemos extendido las medidas de divergencia a medidas lo-
garitmicas, obteniendo relaciones anilogas a las que a las
que se obtienen entre la entropia de Renyi y la entropia

de Havrda-Charvat.

Hemos hallado una relacidn entre la medida de Csiszar y

las medidas de entropia comunmente usadas, en el sentido:

n
1
If(P,Q) = 507 (1 - .Z pia) para o = 1
i=1
n
If(p,1) = - 151 Py log 1 para o = 1
n n
Ig(Piq) = - 151 P; log p; - 2 (1-p;)1log(1-p;)
siendo:
1=a
n1_a (x1% - na-1) para o # 1

fa(X) =
log x + log n para o # 1




8)

9)
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g(x) = nx lognx + (1=-nx) log (nx-1)

P=(py..opy)) ¥ q@=1(n ..oy n )

Tras plantear las m&tricas diferenciales asociadas a di=-

vergencias que vienen definidas en familias paramétricas

de funciones de densidad de probabilidad, hemos estudiado
la invariancia a nivel infinitesimal respecto e los cam-
bios no singulares de par@metros y variables aleatorias.

En este sentido, la invariancia la hemos obtenido para

las siguientes funciones:

a) Para la J-divergencia generalizada: ¢(t)=zat logt +bt +c¢
b) Para la K-divergencia: ¢(t) = at log t + bt

c) Para la L-divergencia: Tcdas las funciones dan invarian

cia.

d) Para la M-divergencia: vV§(t) = a /t + b

Hemos planteado las medidas de incertidumbre asociadas a
J-divergencias y hemos analizado la convexidad y no nega
tividad de tales medidas, atendiendo a las funciones y
constantes que la determinan. En este sentido, hemos ob-
servado que las medidas introducidas cumplen la condicidn
de Dalton y hemos determinazdo el valor de la constante gue

proporciona incertidumbres decisivas.
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10) Hemos obtenido como medidas de incertidumbre asociadas a

M)

J-divergencias las medidas siguientes: la entropia de
Shannon, la entropia de Havrda-Charvat, la entropia de
grado o« , la entropia de Shannon modificada y la entropia
de Latter. También hemos relacionado la entropia de Renyi

y la y-entropia con las medidas anteriores.

Hemos comparado, por métodos de Monte Carlo, caracteristi
cas muestrales de los Indices de incertidumbre cc.nunmente
utilizados, con el Indice que proviene de la J-divergencia
para ¢(t) = t log t. Hemos observado que el indice propues

to tiene propiedades similares a los ya estudiadcs,
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