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PROLOGO 

Esta memoria es una aportacifin al estudio de medidas que 

generalizan los índices de distanciación entre poblaciones co 

múnmente utilizadas en análisis de datos. La idea y posterior 

desarrollo de la memoria va Intimamente ligado a los trabajos 

realizados por Burbea y Rao (1982) y a las sucesivas visitas 

del Dr. Burbea a la antigua unidad docente de Bioestadística 

de la Facultad de Biología. 

En la primera parte (cap. 1, 2 y 3), se presentan las distin­

tas divergencias, se estudian inter-relaciones y se analiza 

la convexidad. 

En la segunda parte (cap. 4) se estudian las métricas diferen 

ciales asociadas a divergencias invariantes frente a ca;ubios 

no sigulares de parámetros y variables aleatorias. 

En la tercera parte (cap. 5 y 6) se analizan las relaciones 

entre la J-divergencia y las entropías comúnmente utilizadas. 

Finalmente, en los anexos I y II se presentan los programas 

utilizados en el cap. 6. 

Enero, 87 



CAPITULO I 

CONSIDERACIONES GENERALES SOBRE LAS MEDIDAS DE 

DIVERGENCIA ENTRE POBLACIONES 

RESUMEN 

En este capítulo se presentan distintas formas de cons­

trucción de medidas de distanciación entre poblaciones, y se 

observa la necesidad del estudio de medidas que generalizen 

las distancias comúnmente utilizadas en análisis de datos. 

Planteamos en primer lugar las distancias entre poblado 

nes que provienen de distancias entre los individuos, determi 

namoe en segundo lugar las que provienen de funciones de en­

tropía, y finalmente, presentamos o5&'t¿ntas formas de distan­

ciación que provienen de consideraciones empíricas. 



1. INTRODUCCIÓN 

ün problema interesante que se plantea en análisis de da 

tos es la elección de medidas adecuadas que pcrrítan cuantifi 

car las analogías y diferencias entre poblaciones o entre in­

dividuos de una misma población. En este sentido gran varie­

dad de índices de similaridad o disimilaridad se han plantea­

do en los numerosos trabajos relacionados con la representa­

ción o clasificación de poblaciones. 

De forma general, podemos decir que los índices de simi­

laridad entre poblaciones pueden basarse en: 1) las diferen­

cias intrínsecas entre los individuos de cada población, tal 

como se observa en los trabajos de Simpson (1949), Nei (1978) 

o Agresti (1978); 2) consideraciones relacionadas con funcio­

nes de entropía, siendo interesante entre otros los trabajos 

de Shannon (1948), Renyi (1961), Havrda y Charvat (1967), 

Mathay y Rathie (1974) o Burbea y Rao (1982); 3) considerado 

nes empíricas alejadas de la naturaleza del problema, pudién­

dose relacionar entre otros los trabajos de Rao (1945), Wald 

(1950), Brattacharyya (1946), Jeffreys (1948), Kullback y 

Leibler (1951) o Matusita (1964). 

En la mayoría de los casos, los índices que provienen de 

las diferencias intrínsecas entre los individuos, suelen ajus 

tarse bien a las condiciones experimentales, pero al carecer, 

por lo general, de buenas propiedades matemáticas, resulta di 

fícil la representación geométrica de las poblaciones a tra­

vés de la distancia obtenida. Por el contrario, los índices 



que provienen de funciones de entropía tienen atractivas pro­

piedades teóricas de difícil interpretación. Finalmente, los 

Índices que provienen de consideraciones ampíricas no suelen 

ajustarse excesivamente a las condiciones experimentales, pues 

por le general, son ajenos a la naturaleza del problema, si 

bj.en al haber sido introducidos directamente como Índices de 

distanciación, suelen reflejar con mayor claridad las condi­

ciones experimentales que los índices asociados a entropías. 

En este capítulo introductorio de la memoria presentare­

mos las medidas de dispersión y distanciación más usadas en 

análisis de datos y expondremos las propiedades más generales 

de cada medida. 

2. MEDIDAS DE ENTROPÍA 

En muchos trabajos experimentales en que las poblaciones 

han sido determinadas por características cualitativas, resul̂  

ta de gran interés la obtención de medidas cuantitativas que 

reflejen las diferencias. Por lo general, se nan considerado 

categorías disjuntas y se han obtenido las frecuencias relati 

vas de aparición, de forma que el problema se ha reducido a 

determinar medidas en el conjunto de distribuciones de proba­

bilidad multinomiales. En este sentido, las medidas de entro­

pía que analizaremos seguidamente proporcionan un Índice de 

la información contenida en una distribución. 
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2.1. DEFINICIONES PREVIAS 

n n n 

Dado el conjunto S * {(p1,...,p ) eR t.q Z p,=1, 
n i«1 

p. i 0 V.}, se dice que una función H de S a valores reales 

es una función le entropía si cumple las condiciones: 

E.1: H(p) = 0 sí y solo si todas las componentes de p, 

p s (p1,...,p ) son todas cero, salvo una de ellas. 

E.2: H(p) es una función cóncava de S 

En trabajos experimentales, las medidas de entropía más 

usadas son las que relacionamos a continuación: 

n 
ti a - I p, log p. (Shannon) 
£ i=1 1 x 

1 n 

H - —-r (1 - Z p.a) a>0, a*1 (Havrda-Charvat) c ex*™ i . * x 

1 n a H
D = rh lo9 l P4 a>0' a*1 (Renyi) R 1_a i.1 x 

H . — L - ¡ . (1-( Z p.1/Y)Y) Y>0, Y*1 (Y-entropía) 
T 1-2T-1 1=1 1 

J n n 
H = - Z p. log p. - Z (1-p.) log (1-p.) (Shannon modificada) 
p i=1 x x i=1 x 

n - n 
H L = 1 " i.1 Pi ~ i-1 p i 2 ( 1"Pi ) 2 (Latter) 

A título ilustrativo de la utilidad de estas medidas, 

Patil y Taille (1972) y Pielou (1975) interpretan estos indi-
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ces desde una perspectiva ecológica, Lewontin (1972) usa la 

entropía de Shannon en estudios de biología, Agresti y Agresti 

(1978) usan el índice de Havrda-Charvat de grado 2 en estudios 

sociológicos, al igual que Lieberson (1969) en estudios de eco 

nomía o Greenberg (1956) en lingüística. 

2,2. PROPIEDADES E INTERRELACIONES 

H , H_ y H no estfin definidas para a=1 6 Y=1> pero apro 
C R. Y """ 

ximando por limites se comprueba 

Proposición 2.2.1 

(1) lim H = lim HD = H_ 
ct+1 C a-1 R S 

(2) lim H 
Y-1 

Y J log2 Hs 

Hallando máximos y mínimos condicionados, se obtiene para 

tedas las medidas el siguiente resultado. 

Proposición 2.2.2. 

Los seis índices son simétricos, no negativos, tienen el 

máximo para la distribución en la que todos los sucesos son 

equiprobables y tienen mínimos en las distribuciones degenera 

das. 

También, sin excesivas dificultades, puede observarse: 
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Proposición 2.2.3. 

Fijada una distribución p > (p1#...,p ), H y HD son fun 
i n c K " 

ciones decrecientes en ot y H es creciente en Y. 

De considerar la desigualdad (1-x) (x-1-logx) 2 0, se 

tiene de forma inmediata 

Proposición 2.2.4. 

(a-1) H ü (a-1) HD £ (a-1) H para todo aeR+ 

S K C 

De observar que HR, Hc y H son todas funciones de 
n 
I p. , y de manipulaciones calcullsticas sencillas se ob-

tiene. 

Proposición 2.2.5. 

Fijado un a y fijadas dos distribuciones de probabilidad, 

p = (pi,...,pn) y q = (qt,...,qn), se tiene 

HR (P) < HR (q) ««*• Hc (p) l Hc (q) «=*• Hy (p) * ñy (q) 

Finalmente, vale la pena mencionar que los seis Índices 

presentados son Schur-cóncavos en S , ya que son simétricos y 

cóncavos. 
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2.3. ENTROPÍA CUADRÁTICA 

Rao (1982) introduce una medida de entropía que tiene en 

cuenta la distancia entre los sucesos disjuntos que determi­

nan la distribución multinomial. En este sentido, dados 

A-,...,A sucesos mutuamente excluyentes de probabilidades 

p11-. ..,p , y dada la matriz D = id..) , en la que d.. represen 

ta la distancia entre la categoría i y la categoría j, se de­

fine la entropía cuadrática como 

n n 
H^ (p) s Z Z d.. p. p. = p'D'P* 
D KF i=1 j=1 ID Fi FD F * 

Rao (1982) demuestra que H_ (p) cumple la condición E.1 

si y solo si d.. = .., = d = 0, y cumple la condición E.2 

si la matriz 

D* = (d* ) . (d. + d. 13 in jn 

es semidefinida positiva. 

Además, si se toma la matriz D = (d..) de forma que 

d. .ss 1-6 . siendo o. . la 6 de Kronecker entonces 
ID 13 13 

n 2 
HD (p) = 1 - Z p ^ (H para a « 2) 

i« 1 

También, combinando en la matriz D los valores 0, 1 y 2, 

se obtiene Hr . 

Una caracterización de la entropía cuadrática a partir 

de entropías completamente cóncavas, xa podemos encontrar en 

Ka-Sing-Lau (1985). 

- d.. - d ) 
íj nn 
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3. MEDIDAS QUE PROVIENEN DE DIFERENCIAS INTRÍNSECAS ENTRE 

INDIVIDUOS 

Una forma de distanciar poblaciones muy usada en trabajos 

aplicados, consiste en determinar la distancia media entre los 

individuos de cada población y aplicar la diferencia de Jensen 

a la distancia media entre individuos pertenecientes a pobla­

ciones distintas. Es decir, se parte de una medida de distan-

ciación entre individuos d(x,y), que es simétrica, no negatî  

va y depende de la naturaleza práctica del problema a estudiar 

y se calcula . valor de los índices: 

Hi « / d(x,y) d Fi(x) d Fi(y) 

H. = / d(x,y) d F4(x) d F.(y) 
J J J 

Hij -- ¡ d(x,y) d Fi(x) d F^(x) 

donde F (x) es la distribución correspondiente a la población 

k, con ke {i, j}. 

Finalmente, se calcula la distancia entre la población 

ir. y TT . a partir de la diferencia de Jensen: 

Dij " Hij " I (Hi * Hj> 

Resulta inmediato comprobar que D. . i 0 si y solo si H es con 

cava. 
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3.1. CASOS PARTICULARES MAS SIGNIFICATIVOS 

a) Cuando las poblaciones TT vienen daterminadas por vecto­

res aleatorios n-dimensionales X ^ (y,I), y se toma por 
i 

distancia entre indidivuos la distancia 

d(x,y) = (x-y)' i"1 <x-y) 

entonces, la distancia D.. se reduce a la distancia Maha-

lanobis 

D±i - (y-y)' Z"
1 (u-y) 

i j i j 

b) Cuando las poblaciones ir. vienen determinadas por vecto­

res aleatorios n-dimensionales X = (X.,,...,X ), de forma 

que cada variable X sólo puede tomar un número finito 

de valores con probabilidad no nula, determinados por 

P íx„J = P.̂ ., con s e {1,...,k } , y la distancia entre 
ta lia i 

individuos se ha definido como 

m 1 si X (x) . x (y) 
d(x,y) « m - I 6 con 6 ' 

r-1 ¡0 si X (x) * x (y) 

entonces la dist?.ncia D, . se reduce a la distancia de Nei 

- m k 0 

además, cuando X es unidimensional, H. se reduce a la 

entropía de Havrda-Charvat de grado dos (índice de Gini-

Simpson) 
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y la distancia D.. se reduce a la distancia euclldea módulo 

dos. 

3.2. DESCOMPOSICIÓN DE LA DIVERGENCIA 

Rao (1962, 71, 82) propone la descomposición de la dis­

tancia inicial entre individuos en una suma de distancias. En 

este sentido toma 

d(x,y) = d1 (x,y) +...+ ds(x,y) 

y obtiene de forma inmediata por la linealidad de la integral 

1) H i - l·l/' + ...+ H i
S 2) H±j - H^ •...• Hjj 

3) D.. - D ^ •...•DJ 

El interés de esta descomposición se observa al aplicar­

lo en los casos particulares anteriores, pues en ellos se ob­

tiene: 

a) Cuando cada población TT . viene determinada por 

X ̂  (y, I), los valores propios de Z son 0- *....£ 0m y 

L-,...,L son sus vectoras propios normalizados, entonces 

la distancia D ., definida a partir de la expresión 
-1 

a(x,y) B (x-y) I (x-y) se reduce a 
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m 
D. . = Z 1 ._ , , , . 2 

k-1 uk * i j 

y cuando se toman m vectores arbitrarios {vi,...,v ) cumplien-•* i m 

do: 

1) vi' Z v . 6 2) v = (a' Z"1 o) E~1 o 

donde o es el vector de desviaciones standard, entonces 

D.. - (v/ (y - y))2 + ...+ (vj (y - y))2 = D2 • D2 

1] 1 i . i j St Sf 

2 2 
donde D * (v.' (y - y)) representa la componente de la di¡s 

s i j 2 

tancia Mahalanobis debida al tamaño y D - representa la com­

ponente debida a la forma. 

b) Si en lugar de tomar la distancia Mahalanobis, tomamos 

la distancia euclldea, entonces de d(x,y) = (x,y)'(x-y) 

resulta 

m m 
Z 0 2) D . Z 

k=1 K 1J k=1 ~ i j 
1) Hi=2 i Ẑ  8k 2) Dij ^ E ^ 1 (y - y) 

obteniéndose en este caso H. como la variabilidad total 

en términos de las componentes principales. 

4. MEDIDAS QUE PROVIENEN DE FUNCIONES DE ENTROPÍA 

.En esta sección, plantearemos medidas de distanciación 

concebidas directamente sobre el espacio de las funciones de 

distribución de probabilidad. Estas medidas resultarán de apl¿ 
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car las consideraciones de la sección 3, a las funciones de la 

sección 2. Es decir, consideraremos las distancias 

DjL· • Hi· - X1 H i - X2 H con X2 = 1-X.j y X^XjC (o,1) 

donde H. representará la entropía de la población ir, y H, . la 

entropía de la población X^ ir.. + X„ H.. 

Al igual que en el caso anterior, se comprueba sin difi-

cuitad que D ^ es positiva o cero cuando H]ç es cóncava. 

El estudio general de estas medidas lo abordaremos en su­

cesivos capítulos al analizar las J-divergencias generaliza­

das, pero pese a que el estudio lo realizaremos más adelante, 

nos parece conveniente plantear dos casos particulares de gran 

importancia en trabajos teóricos y aplicados. 

a) Cuando tomamos la entropía de Shannon, entonces 

n pir 
D,. » X, Z P. log r =f + 
ID 1 r=1 ir X1 p i r +X 2 P j r 

n p. 
+ X- Z p. log T 2£ 

2 _ 1 *jz y X, P4T.+X- p. r=i J 1 ir 2 jr 

que es el radio de información de Jardine-Sibson (1971). 

b) Al tomar el índice de Havrda-Charvat de grado 2, entonces 

DiJ- J i1 H j, <Pir-'V2 

que es la distancia euclídea módulo 2 X1 X_< 
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5. MEDIDAS QUE PROVIENEN DE CONSIDERACIONES EMPÍRICAS 

En esta sección presentaremos algunas medidas de distan-

ciaciSn entre poblaciones, que resultan de consideraciones em 

píricas sobre las poblaciones. Obviamente, no pretendemos ana 

lizar todas las medidas que provienen de consideraciones empjt 

ricas, tan solo queremos presentar algunas que utilizaremos 

en la memoria. 

5.1. DISTANCIA GEODÉSICA (DISTANCIA DE RAO) 

Cuando se tienen una familia paramétrica de funciones de 

densidad de probabilidad p(x,9) con x e x espacio medible y 

8 = (8..,..., 6 )eS subcon junto de R , puede definirse la mé­

trica diferencial asociada a la matriz de información de Fisher 

por el procedimiento siguiente 

1) Se define el tensor covariante de 2e orden g.• (8) como 

2) Se considera el elemento de linea como 

- n n 
ds = Z Z g. , (6) d9. de. 

i-1 j»1 J d 

3) Se calcula la distancia entre las poblaciones determina­

das por p(x,8 ) yp(x,6J a partir de la expresión 
1 z 
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s(er :2) 
t2 rn n 

t1 

d6. &B.-\ 
l L g..(6) ... JT 

_Ís1 j = 1 XJ 

J dt 

siendo la curva que une los puntos 6 y 62 la que resulta 

de las ecuaciones de Euler-Lagrange. 

Este método propuesto por Rao (1945) y estudiado posterior 

mente por Atkinson y Mitchell (1981), Amari (1982), y Cuadras 

y 011er (1985), es aconsejable en estudios de carácter evolu­

tivo donde los cambios se producen con el paso del estado 8 

al estado 6-. 

5.2. DISTANCIA DE WALD 

Una alternativa no paramétrica para distanciar dos funció 

nes de densidad de probabilidad, definidas en un espacio medi-

ble X, fue propuesta por Wald (1950) a partir de la expresión 

D (p,,P^) = max 
x -> RCX 

/R (Pi(íc) ~ Pj<x>> <** 

Esta distancia que fue introducida por razonamientos de 

teoría de la decisión, puede expresarse en los siguientes tér 

minos: 

D (pl,Pj) * /R (P^x) - Pj(x)) dx . 1 fx |pi(x) - Pj(x)| dx . 

« / p,{x) dx + / p. (x) dx - 1 

R1 1 R2 3 

donde R1 = {xéX t.q. p±(x) £ p. (x) } y R2 > X - R1 
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Esta medida de distanciación que varia entre 0 y 1, alean 

za el mínimo cuando p^x) » p. (x) y el máximo cuando sop p ¿ f\ 

sop p. • 0. Propiedades y relaci es de esta medida con otras 

distancias utilizadas en análisis da datos, pueden encontrarse 

en Jeffreys (1948) o Rao (1977). 

5.3. INVARIANTES DE JEFFREYS 

Para distanciar dos poblaciones determinadas por p.(x) y 

p. (x), Jeffreys (1948) propone las medidas 

Tn (P±, Pj) = /x T / ^ 7 , . n / ^ 7 7 , I" dx para n > o 

I Q (pif p.) = /x (pi(x) - p. (x))*(log pi(x)-log p.(x))dx 

Casos particulares de estas medidas han sido muy utiliza­

das en análisis de datos, siendo muy destacables los índices 

que provienen de n=0, n=1 y n=2. En este sentido se tiene: 

a) Para n=o, I es la suma de los números de información de 

Kullback-Leibler correspondientes a I(p,q) e I(q,p) 

b) Para n=1, I. es el doble de la distancia de Wald. 

c) Para n=2, I~ es la expresión de la distancia Matusita muy 

utilizada en problemas de inferencia. 
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6. INTERÉS DE LAS DIVERGENCIAS EN ANÁLISIS DE DATOS 

Con los pocos datos presentados en este capitulo, ya se 

observa la complejidad en la elección de la medida de distan-

ciación a utilizar cuando se tienen datos experimentales. Por 

ello, un problema interesante en análisis de datos es el estu­

dio de medidas que generalicen las presentadas en los aparta­

dos anteriores. 

En este sentido, Burbea y Rao (1982) presentan las J-di-

vergencias 

J X (p,q) . H^ (Xp+(1-X)q) - X H^ (p)-(1-X) H^ (q) 

con H. (p) = -/ <J> (p) dy, como una generalización de la mayo-
m X 

ría de medidas que provienen de consideraciones intrínsecas en 

tre los individuos y de las que provienen de funciones de en­

tropía . 

También presentan las K, L y M divergencias 

% <P,q> « /x (p-q) ( ̂  - ̂  dy 

L. (p,q) • / (P4> (|) + q 4 ¡j)) dy 

M\ (p'q) = ;
x

 ( / ^7) - ^ ) ) 2 dy 

como una generalización de medidas que provienen de considera­

ciones empíricas. 
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CAPITULO II 

CONVEXIDAD Y SIMETRIA DE LA J-DIVERGENCIA GENERALIZADA 

RESUMEN _ 

En este capitulo caracterizamos la convexidad y simetría 

de la J-divergencia generalizada en los siguientes términos: 

1) Determinamos la simetría de la J-divergencia generalizada 

atendiendo a los valores del parámetro y al tipo de fun­

ción <j>(t) que la determina. 

2) Analizamos la convexidad de la J-divergencia generalizada 

respecto del parámetro una vez fijadas las funciones <J>-

integrables que intervienen y relacionamos la derivada 

de la J-divergencia generalizada respecto del parámetro 

con la medida de información de Kullback-Leibler. 

3) Caracterizamos la convexidad de la J-divergencia genera­

lizada respecto de las funciones 4>~integrables en térmi­

nos de concavidad y convexidad de las funciones <Mt) y 

(•"(t)f1. 
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1. INTRODUCCIÓN 

Un problema interesante que se plantea en análisis de da­

tos es la elección adecuada de medidas que nos permitan cuanti 

ficar la diferencia entre poblaciones o entre individuos de 

una misma población. En este sentido, las J-divergencias gene­

ralizadas pueden entenderse como medidas que cuantifican la d_i 

ferencia entre distribuciones o poblaciones. 

Como una primera aproximación a las divergencias, analiza­

remos en este capítulo las condiciones para la convexidad y s_i 

metría de la J-divergencia generalizada, completando y genera­

lizando los trabajos sobre J-divergencias realizadas por Bur-

bea y Rao (1982) . 

Estudios en este sentido resultan muy adecuados para abor 

dar aspectos relacionados con la teoría de la información e in 

ferencia estadística tal como podemos ver en Matusita (1955, 

1957, 1964), Pituran (1979), Wald (1949) o Shaked (1977), y en 

otro orden, Burbea y Rao (1982, 1984), clasifican las entro­

pías de grado a atendiendo a la convexidad de la J-divergencia. 

Las relaciones entre las J, K, L y M divergencias las 

abordaremos en capítulos sucesivos al analizar la convexidad 

de las K, L y M divergencias. 

2. DEFINICIONES PREVIAS 

Dada una medida positiva y, a aditiva y o finita definida 

en una a-algebra de subconjuntos de un espacio medible X, y 
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una función a valores reales ¡Mt) , dos veces diferenciable 

con continuidad y definida en un intervalo T. , con [o,1JC 

C I . C [p,m) , se define el espacio de las funciones <f>-integra 

bles como 

Definición 2.1. 

I? * {p; p:X -*• R t.q.1) f^ |p(x)|dy(x) < + » . 

2) p(x)£ TV para todo xéX} 

Para diferenciar dos funciones (¿¡-integrables p(x) y q(x) 

definimos la J-divergencia generalizada como 

Definición 2.2. 

J* (p,q) = /x (A4>(p) + (1-X)<Mq)-<MXp+(1-X)<à))dy(x) Para X€<0,1) 

Donde si y(x) es una medida atómica, la J-divergencia genera­

lizada se reduce a 

J*(P,q> - I a, (X(j>(x.) + (1-x)<My.)-<MXx. + (l-X)y,)) 
(p ,_.Xi i X 1 

3. PROPIEDADES PREVIAS 

De forma inmediata sustituyendo en la definición 2.2. se 

tiene 
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Proposición 3.1. 

jj(¥(p)»1'(q)) = M1-X) /x !ï(P)-<Hq) |
2 dy(x) para <Mx) = x2-x 

resultando en particular para f(p) = /p 

A/p,,^) * 2X(1-X)(1- /x /pTq dy(x) = 2X(1~X) (1-cos (p,q)) 

con p(x), , :) funciones de densidad y <p,q> *./*„ /p(x) *q(x)dy(x) 

Así, en este caso, C. A¿V,Sq) se expresa en función de la 

distancia Hellinger y a su vez de la distancia Bhattacharyya. 

Proposición 3.2. 

X 1 
JJP/q) £ 0 para todo p(x) , q(x) de L si y solo si 4¡(x) 

es convexa en TA. 
<p 

Demostración 

Si <Mx) no fuera convexa en un punto x.gTi( entonces existi 
u <p — 

ría ctro punto x., £ T cumpliendo 

X$(x0)+(1-X)4>(x1)<4>('Ax0+(1-A)xl) 

y tomando para un KCX con 0 * y(K)< + » imane 

x n para x fe K \ x 1 pa ra x £. K 
P(x) = { U q(x) - ) 1 

0 para x -̂ K 10 para x ^ K 

se t e n d r í a <Jj)(p,q)< 0. 
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El recíproco resulta evidente al ser la integral de una 

función positiva. 

4- CONDICIONES PARA LA SIMETRIA DE LA J-DIVERGENCIA GENERALI­

ZADA 

En esta sección vamos a desarrollar las condiciones que 

debemos imponer al parámetro X para que fijada una función 

4>(t), la J-divergencia generalizada resulte simétrica. En es­

te sentido, estudiaremos previamente las funciones que cumplen 

la condición <MXx+(1-X)y) = <MXy+(1-X)x) para todo x,yél, 

I=[a,b] C R y demostraremos en el anexo del capitulo. 

Lema 4.1. 

Si tomamos X fijo, X6.(0,§) y $:I •*• R una función cumplien 

do (í {Xx+(1-X; y) s <MXy+(1-X)x) para todo x,y€I, entonces se 

cumple que ep (x) = cte para todo x£(a,b). 

La demostración del lema 4.1., la realizaremos en tres 

partes distribuidas «en los lemas A1, A2 y A3. 

Lema A.1 

Si a las condiciones del lema 4.1., añadimos la condi­

ción 



min {x-a, b-y} > {j^x > ° para x' y^ U,b) 

entonces <j>(t) = cte para tfe [x,y]. 

Demostración; 

De tomar los elementos s y t de I en la forma 

t _ x . ilizil s _ v + *(y-x> 
z - * 1-2X s _ y + 1-2X 

se tiene el diaqrama 

t < \ 'i 1-
a t x y s 

A . , D+A 
con x * 2A7D y 1 " x " 2À7ÏÏ 

A^í, de la descomposición de x e y en función de s y t en 

la forma 

x = As + (1-X)t y « (1-X) s+ Xt 

se obtiene la igualdad 4>(x) = <My) de aplicar la hipótesis del 

lema. 

Además, para todo t£ (x,y) se tiene: 

min {t-a, b-t} > ̂ j f f 

resultando asi de la consideración anterior $(y) • 0(t) para 

todo t 6 (x,y). 
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Lema A.2. 

En las condiciones del lema 4.1., <Ht) s cte para todo 

t £ (a,i(a+b)] 

Demostración: 

Si y es un valor arbitrario perteneciente al intervalo 

(a,i (a+b)) y íŷ Jjçg/i n\
 es la sucesión de valores definí 

da por la expresión: 

yk = yo + k ¥ l fco 

c o n yn-1 < I (a+b) " yn y fco * yo " a 

entonces se obtiene: 

min {y^-a, b-yj + 1} > -~y (yj + 1-y..) para jé{0,...,n-1} 

de considerar la desigualdad b-a > 2(y.-a) 

Así, de aplicar el lema A.1, resulta 

<J>(t) = cte para t € (a#yn] 

Lema A.3. 

En las condiciones del lema 4.1. $(t) = cte para 

t€ [}(a+b),b). 



Deméstración 

De tomar la sucesión ÍX. } . ,,, „, de forma simétrica 
k k£í1,...,nj 

a la considerada en el lema A.2., es decir, 

x. • x - k —:—r- t con t • b - y k o 1-A o o Jo 

se tiene: 

min íxj + 1-a, b-x..} < ̂  (Xj-xj + 1) 

obteniéndose de forma análoga a la anterior 

$(t) c cte para t é Exn'b) 

Asi, con estos tres lemas hemos demostrado: 

Lema 4.1. 

Si una función 0:1 -*• R cumple la condición $ (Xx+(1-X)y) 

$(Ay+(1-A)x) para todo x,y£ I y para un X€(0,i), entonces 

0(x) •* cte para todos los valores x£ (a,b) . 

Proposición 4.1. 

a) J (p,q) es simétrica en p y q para toda <f¡(x) de la forma 
2 

4i(x) m ax +bx+c. 

X 2 
b) J (p,q) es simétrica en p y q para <Mx) * ax +bx+c si y 

solo si A= §. 
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Demostración a) 

9 X *) *} 

Para <Mx) • ax +bx+c, J^(p,q) • ¿x aX(i_X)(p +q ) dy(x) 

que es simétrica en p y q. 

Demostración b) 

X 1 
De J^íp/q) simétrica para toda p(x), q(x) é L, y de tomar 

p(x) • 
I s para x £ K 

0 para x $. K 
q(x) . 

s para x fi J T 
S con 0*V (K)<+c 

0 para x 4 K 

se tendrá pera todo s, t £ TA. 

(X<Ms) + (1-A)<Mt)-<M*s+(1-A)t))y{K) = 

((1_A)$(s) + X<|>(t)-*( (1 -A) s + Xt) ) y (K) 

y operando 

(2X-1) (<Ms)-*(t)) = • (As+(1-Mt)-*((1-A)s+At) = F(s,t) 

resultando de derivar respecto a s y t 

2 
o « •"(A8+n-X)t)Mi-X)-4>

,,((i-A)8+xt)A(i-X) • 8 ^ ( s ^ ) 

lo que equivale a 

4>H(As+(1-A)t) e 4>"( (1-A)s+Xt) para todo s,t « T • 

y por el lema 4.1, 4>"(x) s cte para todo x € T^ cuando A* $, 

obteniendo así la simetría solo para A = $. 
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5. CONVEXIDAD DE LA J-DIVERGENCIA GENERALIZADA RESPECTO DEL 

PARÁMETRO 

Prosiguiendo con el estudio de la J-divergencia generali­

zada atendiendo a los valores que toma el parámetro, analizare 

mos a continuación las condiciones exigibles a la función <Mt) 

para que J-divergencia sea convexa en función del parámetro. 

Para^ello, consideraremos que J¿(p,q) es dos veces derivable 

bajo el signo integral y que el soporte de ̂ <Mp) + O-A) <j)(q) -

-<HAp+(1-A)q) n o depende del parámetro. 

Proposición 5.1. 

J (p,q) es convexa (cóncava) en (0,1) respecto de A pare 

todas las parejas p(x) , q(x) € I' fijadas si y solo si <j>(t) es 

cóncava (convexa) en T, . 
4> 

Demostración 

De J^(p,q) convexa respecto de A se tiene 

/Y4»"<Ap(x) + (1-A)q(x))(p(x)-q(x))* dy(x) < 0 (1) 

Si0"(t) fuera positiva en un punto "a" de TA, por la continui-

dad de 4>"(t) se tendría 4¡"(t) > 0 para t €. (a-ó, a+6) y tomando 

P(x) 
77 si x € K ( |SJ| si x & K 
¿K q(x) « < con 0*y(K)< + » 
0 si x 4 K / 0 s i x ^ K 
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resul tar ía 

/x4>"(Xp(x) + (1-A)q(x)) (p(x)-q(x))
2du(x) 

- • r x * , , ( a + ! ) ( À - l = í x ) 2 dv(x) > ° 

contradiciendo (1). 

El reciproco es evidente, pues de la concavidad de <Mt) 

se deduce (1) y a su vez la convexidad de J (p,q). /^ 

Proposición 5.2. 

t 

(A J*(p,q)) (X) . K(p, Xp +(1-X)q) -K(q, Xp+ (1-X)q) 
tí A $ 

siendo $(t) = t.log t, K (p,q) la diferencia de información entre 

p(x) y q(x) en el sentido de Kullback-Leibl^r, y de forma que 

las funciones p(x) y q(x) cumplen la condición || *̂ p|| * \\¿q\\ « 1 
para el producto escalar <p,q> • /Y /p(x) .q(x) dy (x) 

Demostración 

(T̂ T J* (p,q)) (X) 

=/ x [p.log p-q . log q-p.log(Xp+(1-X)q) + q.log(Xp+(1-X) q)] dy 

s / x &-log X p + ( ? . A ) q - q . log l i T n n r q J d v = 

* K ( p , Xp + (1-X)q) - K(q , Xp • (1 -X)q) 
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Corolario 5.1. 

En la<? condiciones de la proposición 5.2., se tiene de 

forma inmediata los resultados siguientes: 

a) (^ jj(p,q))<0) - K(p,q) 

b) (JJ- J*(p,q>) (D - - K(q,p) 

Corolario 5.2. 

En las condiciones de la proposición 5.2., existe un úni< 

co X tal que cumple la condición: 

K (p, X0p + (1-X0)q) = K (q, X Q P + (1-X0)q) 

Demostración 

3 X Al ser la función T-T Jé(P»q) una función decreciente en 

X,por aplicación de la proposición 5.1. y al tomar distintos 

signos en los extremos del intervalo [Ò,l]], resulta inmediata 

la existencia de un único XQ € (0,1) cumpliendo 

< & J$ <P,q))U0> - 0 

condición que equivale a 

K (P, Xop + (1- XQ)q) . K (q, XQp + (1- XQ)q) 
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Proposición 5.3. 

La simetrización SJ (p,q) = J (p,q)+J "* (p»q) alcanza su 

máximo en X = i cuando <Mt) es convexa estricta 

Demostración 

Al ser la función (|>(t) una función conversa es­

tricta, las funciones J (p,q) y J ~ (p,q) son*cóncavas en (0,1) 

Así, la función simetrizada es también cóncava estricta en 

(0,1) y el máximo respecto de X es único. 

Por otro lado al cumplirse las condiciones 

1) JÍ (SJ^(P,q)) (i) = 0 

2) - ^ (SjSp,q)) (*)< 0 
3X2 • 

el máximo de J,fp,q) se alcanza en X = $ 

6. CONVEXIDAD DE LA J-DIVERGENCIA GENERALIZADA RESPECTO DE 

En esta sección analizaremos las condiciones que debemos 

imponer a <Mt) para que J (p,q) sea convexa en función de p(x) 

y q(x). 
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Propos ic ión 6 . 1 . 

•y 1 1 

J*(P»q) es convexa (cóncava) en L XL s i y so lo s i é ( t ) 
ç <p (p 

es convexa (còncava) en T. y (<(>")" es cóncava (convexa) en 

V 

Demostración 

X 1 1 

Para que JA(p,q) sea convexa en L x L . la matriz de la 

forma cuadrática que define el Hessiano debe ser semidefinida 

positiva. 

En nuestro caso 

d2J(j)((Prq);(f,g)Mf,g))=/x(a1(p,q) f2+a2(p,q)g
2+2b(p,g)f.g)dv(x) 

con 

ai(p,q) = X<p
n(p)-X2<p"(Xp+(1-X)q) 

a2(p,q) = (1-X)<pn(q)-i1-X)2<p,,(Xp+(1-X)q) 

b (p,q) u X(1-X)<pH (Xp-t-d-X)q) 

/ a . . (p ,q ) b ( p , q A 
M(p,q) = J j semidef in ida p o s i t i v a . 

\ b (p,q) a - ( p , q ) / 

De tomar p * q se t i e n e 

Oáa.jtPfq) = X<pM(p)-X2<pM(p) = (X-X2)<p"(p(x)) para todo P ( X ) 6 L J 
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resultando así <$>" (t) i 0 para todo t, 

2 
Por otro lado, de a., (p,q)a2 (p,q)-(b(p,q)) £ 0, se obtie­

ne 

A(1-A)$"(p)4>" (q)*n (Ap+(1-A)q) ( (<¡>M) ~1 (Ap+(1-A) q) - U n ) ~ 1 (p) 

(1-A) (4)")~1 (q)) * 0 

y de la convexidad de 4>"(t) es inmediata la concavidad de 

_1 

Reciprocamente, de la concavidad de (41") y la convexi­
dad de 4> se obtiene de forma inmediata 

2 
a1(p,q)a2(r/q)-(b(p,q)) * 0 

y de tomar 

' i - ' ^ 1 * ' - 2 = ««¿TiT1*' S1 " <x*"««"»*- s2 = ° 

se tiene 

2 2 A 1. A < 1 
ri + r2 = 4>"(p) + 4>"(q) " <l»"(Ap+(1-A)q) 

y sustituyendo ei xa desigualdad de Cauchy 

1 2 
, . ! . • A*"(D) 2 A 
4)"(Ap+(1-A)q) V KP' 

de donde 

a.,(p,q) = X4»"(P)- A2 <¡>"(Ap+(1-A)q) £ 0 
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Corolario 6.1. 

La divergencia de Jensen definida por 

J^ÍPrq) • /x(!(^(p)+<í>(q))-^(
£52)) dy 

es convexa (cóncava) en L, x L, si y solo si <Mt) es convexa 

(cóncava) y (4>")~ es cóncava (convexa) en T,. 

Corolario 6.2. 

X 1 1 r ~i 
J

á (P»C¿) e s convexa en L, x L, s i y so lo s i a £ \J , 2J U 
^a ^a ^ a 1 

U { 0 } y no e s nunca cóncava en L, x L, para 
^a a 

(a-1) (xa-x) para ct*1 

1 x log x para a = 1 

Proposición 6.2. 

Si <Mt) es cuatro veces diferenciable con continuidad, 

J (p,q) es convexa (cóncava) si la matriz 

/<*>»'(t) n $M{t)' 

• \/2 <|)"(t) *-(t) 

es semidefinida positiva (negativa). 

Demostración 

J
é<P»q) es convexa (cóncava) si y solo si <p"(t) ¿ 0 

(#"(t) i 0) y 
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(U"(t))"V - " *(t) »"(t)4?^"'{t)i so U(*"(t))"V 20) (2) 
(0"(t;)J 

condición que se cumple cuando la matriz A (t) es semidefinida 

positiva (negativa). 

De forma inmediata, al integrar la expresión (2) se obtie_ 

ne el siguiente resultado 

Proposición 6.3. 

La condición det A (t) = 0 se cumple para las funciones 

1 2 
de le. forma 4>(t) « —j (at+b)ln(at+b)+ct+d y <Mt) « et +ht+k, 

obteniéndose la convexidad de JJp,g) para a > 0 y b £ 0 , Ó 
v 

e i 0. 

Observemos que la función $„ ,t) = t log t se obtiene para 

2 
a»1, b«c*d«0 y la función <j>2(t) = t -t se obtiene para e«1, 

h=1 y keO 
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CAPITULO III 

ANÁLISIS COMPARATIVO ENTRE DIVERGENCIAS 

RESUMEN 

En este capitulo realizamos un estudio comparativo de las 

K, L y M divergencias. En este sentido, el estudio realizado 

se compone de las siguientes partes: 

1) Estudio de relaciones de igualdad entre divergencias, 

atendiendo a las distintas funciones que las determinan. 

2) Caracterización de relaciones de desigualdad entre la J, 

K y M divergencia, atendiendo a la convexidad de las fun­

ciones que las determinan. 

3) Extensión de las medidas de divergencia a medidas loga­

rítmicas y obtención de relaciones análogas a las obteni­

das entre la entropía de Renyi y Havrda-Charvat. 

4) Relación entre las medidas de entropía comúnmente utili­

zadas y las medidas de Csiszar. 

5) Estudio de la convexidad y no negatividad de las diver­

gencias atendiendo a las funciones que las determinan. 
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1. INTRODUCCIÓN 

Para un estudio global de las medidas de difiimilaridad en 

tre poblaciones o grupos de poblaciones, presentamos en este 

capitulo las K, L y M divergencias que generalizan la mayor 

parte de las medidas comúnmente utilizadas en estudios relati­

vos a distintos campos: biología, economía, teoría de la comu­

nicación, cibernética, ...., como podemos ver en Bhattacharyya 

(1946), Matusita (1957, 64) o Nei (1978). 

En este capítulo, partiendo de los trabajos de Burbea y 

Rao (1982, 84), analizamos, en primer lugar, relaciones de 

igualdad y desigualdad entre divergencias, atendiendo a las 

funciones que las determinan. En segundo lugar, extendemos 

las medidas de divergencia de forma análoga a la realizada por 

Renyi a partir de la entropía de Havrda-Charvat. En tercer lu­

gar presentamos las medidas de entropía comúnmente utilizadas 

como medidas de Csiszar entre una distribución y la distribu­

ción en la que todos los sucesos son equíprobables. Finalmente, 

analizamos condiciones para la convexidad y no negatividad de 

la K, L y M divergencia. 

2. DEFINICIONES PREVIAS 

Al igual que en el capítulo anterior, consideraremos una 

medida y positiva, a aditiva y a finita definida en una 0-alge-

bra de subconjuntos de un espacio medible X, una función a va­

lores reales $(t) definida en T, dos veces diferenciable con 
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continuidad, y el conjunto de las funciones 0-integrables con 
1 

valores en T. que denotaremos por L,. 

Para diferenciar a las funciones (̂ -integrables, definire­

mos en este capitulo tres tipos de divergencia utilizados en 

numerosos problemas prácticos. 

Definici6n 2.1. 

A las expresiones: 

a) K^(p,q) - /x (p-q) l*j&- - 1 M ) d»(x) 

b) L,(p,q) = /„ (P0(J) + qy(£)) dw(x) 
y A P q 

c) M^íp^) . (/x (/?Tp) - /?Tq))2 dy(x))* 

las llamamos respectivamente las K, L o M divergencia que sepa 

ra p(x) y q(x). 

Es obvio, que al tomar una medida atómica finita, en la 

que todos los elementos tengan el mismo peso, p(x) y q(x) ven­

drán representadas por p«(p1,...pn) y q = (q.,...,q ), de for­

ma que las expresiones anteriores se reducirán a 

y(P¿) «Mq^ 
a> *•,»<**> - ¿ <Pi-*i> '~pf q¡ 

n q, p. 
b) L. n(p,q) * I (pH y (—) + q4 y (;̂> ) 

c) M^n<p,q) . ( I (/HPI) - S¥Tq¡)2)h 

i« 1 
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3. RELACIONES DE IGUALDAD ENTRE DIVERGENCIAS 

En esta primera sección presentaremos algunos casos parti 

culares, en los que la J, K, L o M divergencia coinciden. En 

este sentido, las relaciones de igualdad con mayor interés son 

las que presentamos a continuación. 

Proposición 3.1. 

Para <¡>(p) « P log p, K^(P#q) = L (p,q) 

es decir, el invariante de Jeffreys lo podemos considerar in­

distintamente como K o L divergencia. 

Proposición 3.2. 

Ly (<MP), <Mq)) = M^ (p,q) para <F(t) = t - /t 

Demostración 

De las definiciones de L y M divergencia se tienen las si. 

guientes igualdades inmediatas. 

• fx(/Hp) - /Hq))2 ^(x) . M^ <p,q) 
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Corolario 3.1. 

Para <F(t) » t - /t, <p(t) * t, <p,q> - /„ /p(x) .q(x) dy(x) 
X 

y p(x), q(x) funciones de densidad se tienes 

Lf(P/q) = 4 sen ~ con 6 » eos"1 <p,q> 

Demostración 

Por la proposición 3.2. 

V P , q ) = ;x (,/5 " ̂  dy(x) 

y operando 

Ly(p,q) « 2 (1-/x /p(x).q(x) dy(x)) = 2 (1-cos (p,q)) = 4 sen
2 | 

Proposición 3.3. 

K (/<MP) , /<|>(q)) • M2 (p,q) para n(t) = t2 - t 

Demostración 

De las definiciones de K y M divergencia se tienen las 

igualdades 

Kn(/$Tpi, /57q)) - /Y(/?TF)-/^))(
$(p)~/^--^(ql2^)dy(x) 
/il?) 

• /x i^Típ) -/Hq))2 dy (x) . M2 (p,q) 

't(g) 
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Corolario 3.2. 

S(p2'q2) * X(i-x) V p , q ) - V p ' q ) para 

¥(t) * t-/t yíltl = t2-t. 

La demostración es inmediata al considerar las proposiciones 

3.2 y 3.3 de este capítulo y la proposición 3.1 del capitulo 

II. 

4. MEDIDAS LOGARÍTMICAS ASOCIADAS A DIVERGENCIAS 

Por analogía a la extensión de la entropia de Havrda-Char-

vat a la entropia de Rényi podemos considerar para la familia 

1 a <t>a(t) = — y t con a 6.(1, •) las siguientes medidas: 

Ĵ <P,q> - ~ T loa d + (a-1) JX
a (p,q)) 

KQ(p,q) = ¿ log (1+(a-1) K Q (p,q)) 

La(p,q) - ¿ y log (1 + (o-1) L Q (p,q)) 

M*(p,q) = ¿ y log (1 + (a-1) M^ (p,q)) 

Proposición 4.1. 

a) (a-1) (J*(p,q) - ? (p,q)) i 0 

b) (a-1) (KQ(p,q) - KQ (p,q)) i 0 

C) (a-1) (La(p,q) - L a (p,q)) * 0 
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d) (a-1) (M* (p,q) - M* (p,q)) S 0 

Demostración 

X 2 Para D representando J . K . L o íí se tienen las igual a a' a a a ' — 

dades 

(a-1) (Da(p,q) - DQ(p,q)) = (a-1) D0(p,q) - log (1+(a-1)DQ(p,q)) 

» x - log (1+x) para x = (a-1) D (p,q) 

resultando en todos los casos 

x s D. (p,q) ccn 4>(t) = ta 

y obteniendo sn los cuatro casos x i 0, ya que: 

en a), J¿(p,q) 2 0 por ser <j>(t) convexa 

en b), K (p,q) 2 0 por ser sl-L creciente 
CX T-

2 
en c) y d) , L (p,q) £ 0 y M (p,q) £ 0 .por ser las integra-

VA wt 

les funciones positivas. 

Así, en los cuatro casos, Ihs expresiones D están bien 

definidas y las diferencias expresadas-, por x-log (1+x) resul­

tan positivas al alcanzar la función f(t) = t-log (1+t) el mí 

nimo en t « 0. 

1 j.a 
Observemos que si en lugar de tomar la familia 4>a(t) = ~^IJt 

1 a 

tomáramos la familia ¥ (t) = —-* (t -t) , entonces se cum­
plirían las igualdades: 
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J. (p,q) - Jy (P,q) J. (p,q) = Jf (p,q) 

K* (P»q) « *w (p,q) K (p,q) = Ky (p,q) 

y al pasar al limite cuando a •+• 1, tendríamos ia función conve­

xa <Mt) = t log t, de ia que se obtiene de forma inmediata. 

Proposición 4.2, 

a) (ot-1) (jj (p,q) - jj(p,q)) * 0 

b) (o-1) (K^ (p,q) - K^lp/q)) * 0 

Para finalizar con las relaciones de las extensiones, es 

fácil observar que para la función n-(t) » - j W-ít) se tiene 

la igualdad: 

n (p,q) = log eos 6 

para p(x) y q(x) funciones de densidad, 6 = eos <p,q> y 

<p,q> = / \/p(x) *q(x) dy(x) 

5. RELACIONES DE DESIGUALDAD ENTRE DIVERGENCIAS 

En esta sección analizaremos algunas relaciones de desi­

gualdad entre la J, K y M divergencia, atendiendo a la conve­

xidad de las funciones que las determinan. En este sentido, 

hemos obtenido para la función f(t) = £±_L ia siguiente 

igualdad. 

—.i 
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Proposición 5.1 

jj(p,q) - M1-X) K$(p,q) 

= / x (Xp+(1-X)q)(XY(p) + (1-X)y(q)-*(Xp+(1-X)q)dv(x) 

Demostración 

De las definiciones de J y K divergencia se tienen las si 

guientes igualdades 

J*(p,q) - /„ (Xp+(1-X)q) (XV(p) + (1-Xmq)-¥(Xp+(1-X)q)dy(x) = 

- / x {(X-X2)<Mp) + 0-X) X*(q)-X(1-X)q i M -X(1-X)p^3Í-)dy(x) 

- X(1-X) /x(<Dip)+<{)(q)-p
Í^--q1^-)ciy(x) - X(1-X) K^(prq). 

De la igualdad obtenida, se deducen de forma inmediata 

los siguientes resultados 

Corolario 5.1. 

a) Cuando ¥(t) es cóncava, J*(p,q) - X(1-X) K,(p,q) ú 0 
<p <P 

b) Cuando f(t) es convexa, J*(p,q) - X(1-X) K (p,q) 2 0 

Corolario 5.2. 

(a-2) (J*(p,q) - X(1-X) K,(p,q)) i 0 para la familia de 

funciones 



48 

-^r (ta-t) con a €(0,1) U (1,~) 

1 t log t para a = 1 

Demostración 

•0(t) 
Las funciones * (t) = — - — son convexas para a - 2 i 0 

y cóncavas para a- 2 S 0. Así 

para a-2 * 0, J*(p,q) - X(1-X) K,(p,q) * 0 

para a-2 $ 0, jj(p,q) - X(1-X) ^(p,q) * 0 

de donde resulta 

(a-2) (J*(p,q) - X(1-X) K^íp^q)) * 0 

Corolario 5.3 

jJ(P»q) • X(1-X) K^(p,q) para 4>(t) = t2 - t 

Finalmente, para relacionar la M divergencia con la J divergen 

cia con X=i, debemos considerar previamente el siguiente resul̂  

tado 

Lema 5.1. 

<j>(t) es una función log-convexa (log-cóncava) continua de 

I en R+ si y solo si ($(x)»$(y))* i 4>(l(x+y)) ((• U) »*(y)) S 
1 

4>(-j (x+y))) para todo x e y de I. 
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Demostración 

La desigualdad 

i 1 
U(x) *(j)(y)) ti (M-sríx+y)) Para todo x,y de I 

equivale a 

1 
log 4>(x) +log<My) * 2 log4>(-̂ (x+y)) para todo x,y de I 

y ésta a su vez a la condición de log-convexidad de la función 

<j>(t) que se expresa como 

i (log<j>(x) + log <My)) - l°9 ^(j <x+y)) * ° Para t o d o x»y àe I 

Proposición 5.2. 

Si <J>(t) es una función a valores positivos, entonces ${t) 

es log-convexa (log-concava y continua en T, si y solo si 

(p,q)) 

funciones p(x) y q(x) 4>-integrables. 

H2 (p,q)*2 J*(p,q) (M2 (p,q) £ 2 J* (p,q)) para toda pareja de 

< 

Demostración 

De la definición del cuadrado de la M-divergencia 

M2 (p,q)=2 /x(-|(<Mp)+<Mq>) - (4>(p)'*(q))*) dy(x) 

y de la log-convexidad de la función 4>(t) se tiene 

M* (p,q) < 2 /x(̂ (<|.(p)+<|>(q)) - «M^íp+q))) dV<x> 



Asi, cuando <Mt) es log-convexa 

M* (p,q) < 2 J* (pfq) 

Recíprocamente, de tomar un KCX con 0 * p(K) < + », y de cons¿ 

derar las funciones 

xn cuando x € K x. cuando x € K 
P(X) . s q(x) - • 

0 cuando x ^ K /O cuando x f K 

para todos los valores xQ y x- se tendrá: 

M* (p,q) = (•(x0)+«(x1)-2(*(x0)·^(x1))
i) du(x) 

y 

' 2JÍ (P»q) • (•(x0)+(j»(x1)-2*(-j(xo+x1))) dy(x) 

2 4 
y de imponer M, (p,q) á 2J* (p,q) resultará la condición 

( « M X Q W U . , ) ) * * <M-j (XQ+X.,)) 

desigualdad que equivale a la log-convexidad de la función 

<Mt). 

Corolario 5.4. 

Las únicas funciones 2-veces diferenciables a valores po-

2 i 
sitivos que cumplen M,(p,q) = 2 JI (P»<3) s o n l a s funciones de 

la forma é(t) . e a x + b. 
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Demostración 

Las únicas funciones que cumplen la condición (log 4>(x))"x0 

son las funciones de la forma <Mt) * e + . 

Corolario 5.5. 

Si 4> (t) es una función log-convexa a valores positivos y 

¥(t) = ^2. es una función cóncava, entonces 

K ^ q ) Z 4 J* <p,q) Z 2 M* (p,q) Z 0 

Demostración 

De aplicar la proposición 5.2. a la función <Mt) log-con­

vexa a valores positivos se tiene: 

4J* (p,q) Í 2 M 2 (p.q) Z 0 

y de aplicar el corolario 5.1. a X= i se tienes 

K^íp^q) 2 4 J* (p,q) 

ya que: 1) ¥(t) « * es una función cóncava 

2) 4>"(t) Z 0 por cumplirse (log 4» (t)) " Z 0 y $(t) Z 0 
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6. LA L-DIVERGENCIA COMO MEDIDA DE CSISZAR 

En Csiszár (19635 se definen las medidas de la forma 

If(P»q) = /x P'f(^) dy (x) 

para funciones f(t) dos veces diferenciables con continuidad y 

definidas en R . 

De forma inmediata se tienen los siguientes resultados: 

Proposicifin 6.1. 

Si I.(p,q) es simétrica en p y q, para todas las funcio­

nes p(x), q(x) ^-integrables, entonces I^ípjq) = L¿(p,q) para 

*(t) = \ f(t). 

Demostración 

Si If (p,q) es simétrica en p y q, entonces 

If(p,q) - \ fx (pf í3) + qf (|)) dy(x) . I^(p,q) 

para $(t) = j f(t) 

Proposición 6.2. 

Toda L,(?,q) se escribe como una medida de Csiszar para 

f(t) . <Mt) + t •(¿). 
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Demostración 

De las igualdades 

L.(Prq) - /x (P <M|J) + q <M|)) à\i (x) = 

- /XP(<M||> • * <M*)) dy(x) - /x p «*> dy (x) 

—1 para f(t)»$(t)+t$(t ), se obtienen las L-divergencias co 

mo medidas de Csiszar. 

Proposición 6,3 

Si I- (p,q) es simétrica en p y q, para toda p(x), q(x) de 

1 -1 
L,, entonces f(t} = t f (t ). 

Demostración 

Para todo t fe R+,de considerar las funciones 

t cuando x 6. K ( 1 cuando x € K 
p(x) . { q'x) « l 

0 cuando x ^ K /O cuando x f. K 

para KCX con 0 * y(K) < + » se tiene: 

If (p,q) . f £ (•£>• y(K) 

If (q,p) * f(t) y(K) 
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Así, de la simetría de Ix (p,q) se tiene 
0 

f(t) - t.f <t~1) 

Reciprocamente, si se cumple la condición anterior, entonces 

se tienen las igualdades 

If(P/q) - / x P f <*) dw(x) - / x q f (|) du(x) = I f (q,p) 

Y para finalizar esta sección, presentaremos una serie de medi 

das de Csiszar muy utilizadas en distintos campos, tales como 

la genética, psicología o economía. 

1) Para f(t) = - logt, If(p,q) = / x p log | dy(x) que es la 

medida de información de Kullback-Leibler. 

2) Para f(t) = t log t, I-(p,q) * /„ q log 3 dy(x) que es la 

medida de información de Kullback-Leibler modificada. 

3} Para f(t) « (t-1) log t, If(p,q) » /x(q-p) (log q-log p) dy (x) 

que es el invariante de Jeffreys. 

4) Para f(t) > (1- v ^ ) 2 , If(p,q) « / x (v^-Zq)2 dy(x), que es 

la distancia Hellinger de grado 2, comúnmente conocida co 

mo distancia Matusita. 

5) Para f(t) . t | l - ~ | a , I£(p,q) - I% q h - | | a à\x{%) , que 

es la medida de Vajda de grado o, obteniéndose como caso 
2 

particular para o. = 2, If(p,q) - /„ (3~E/ dy(x), que es 

la medida de Kagan. 
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Obsérvese que en realidad esta medida no es una medida de 

Csiszar, pues f(t) no es 2-veces diferenciable, pero pue­

de entenderse como una medida de Csiszar generalizada. 

7. RELACIÓN DE LA MBDIDA DE CSISZAR CON LAS ENTROPÍAS 

En esta seccifin, de considerar la media de Csiszar como 

una medida que cuantifique las diferencias entre las distribu-

-1 -1 

ciones multinomiales p ¡= (p.,...,p ) y q « (n ,...,n ), he­

mos obtenido. 

Proposición 7.1. 

Para la familia de funciones 

i 1 — o t 

f (x) . j H ^ (x1~2na~1) para a * 1 
a / log x + log n para a * 1 

I .̂(Pf(3) * H„ ., (p) , siendo H Jp) la entropia de Havrda-
i n ,ot n,& 

Charvat de grado a para ot*1 y H_ , (p) la entropia de Shannon. 
n, i 

Demostración 

En el caso finito, en el que el peso de cada suceso viene 

determinado por su probabilidad, la medida de Csiszar se redu­

ce a 

n q. 
if (p»q) - r p, f (-i) 

i-1 pi 

obteniéndose para la familia propuesta las siguientes igualdades 
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a) Para a * 1: 

If(P»q) « 2 pifíñp"~)m l p i "~fZa*^npi* ~ ~ n " > 
i«1 *i i=1 ~" 

Ï P T ( 1 - , Z
1

p i a ) " Hn,a (P) 

b) Para a • 1: 

n . n n 
if(p#qi • í. p i f ( Hp" ) s . z ("p i 1 ° 3 n p i + p i l o g ^ s : - z p i l °9 p i x í H

n r 1 
A » l A A * I A™" I 

(p) 

Proposición 7.2. 

n n 
If(P»q) * - Z p± log p i - Z (1-pi) log (1-Pi), para la 

i»1 i=1 
función definida como f(x) = nx log nx + (1-nx) log (nx-1). 

Demostración 

De las igualdades 

if(p,q> » z p. f ( ~ ) = z p 
r i.1 x "?i i-i í 

••i , i pr1 . i - p i ] 
__ iog - ~ + —-—log—r— 

LP± Pi Pi PiJ 

n 
• £ (Pi log Pi + (i-p±) iog d-Pi) 

Es decirf la entropía de Shannon modificada la hemos obte 

niC.o a través de las medidas de Csiszar. 

Y de forma inmediata, las relaciones de la y-entropía y 

la entropía de Renyi con las medidas de Csiszar las tenemos a 

partir de las siguientes igualdades. 
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Proposicidn 7.3 

La entropía de Renyi Hn a (p) > -^zj log 2 p" y la 

Y-entropia l·ll „(p) • PTJn\ 1 <*•-< I p , a ) 1/a ) con a • -
' 1-2 i-1 ^ 

se obtienen a partir de las siguientes igualdades: 

H í > » - ^ ( 1 / a ) - ! (1-n-(a*-1)Hn/a(p))
1/a) 

Hn,a <*> = l4i l o9 < 1 - ^ ) H n , a <*»> 

8. CONVEXIDAD Y NO NEGATIVIDAD DE LAS DIVERGENCIAS 

En esta sección analizaremos en primer lugar las condició 

nes para la no negatividad de las divergencias y en segundo lu 

gar estudiaremos su convexidad. En este sentido, se han obten_i 

do los siguientes resultados: 

Proposición 8.1. 

1 
a) K íp;q) £ 0 para toda p(x), q(x) £ L. si y solo si 

<P <P 

W(t) = $1 es creciente en T, 
t (J> 

b) L,(p,q) £ 0 para toda p(x), q(x) €. Lx si y solo si 

f(t) = t.<Mt~ )+<Mt) es no negativa en R+. 

1 
c) M (p,q) 2 0 para toda p(x), q(x)<£L . 



Deroost ración 

a) De tomar K (p,q) i 0 para las funciones 

t cuando x G K l-t cuando x €. K 
P(x). { ü q(x) - j 1 

0 cuando x Ç. K /O cuando x ^ K 

siendo K C X, con 0*y(K)< + » y t0,t. 4 T , se tienes 

(tQ-t.j) (*(tQ) .- Vft,)) 2 0 para todo t ^ t ^ T ^ 

de donde se deduce el crecimiento de V (t) en T,. 

El recíproco es evidente por ser la integral de una fun­

ción positiva. 

b) De forma análoga a la anterior, tomando para todo t_€R 

las funciones 

p(x) * 
tQ para x £. K 1 para x C K 

q(x) -( 
0 para x f K /O para x «£ K 

se tiene: 

0 < L (p,q) - f(t0)«y(K) 

resultando así la no negatividad de la función f(t) en 

R+. El recíproco es también evidente por ser la integral 

de una función positiva, al igual que Mx(p/q). 
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Proposición 8 .2 . 

ur (Q) 
L? (p,q) » /v *(P)

 f (¿)3\ > dy(x) es convexa (cóncava) en 
i i " /a(p,q) b(p,q)\ 

L'I x L ) si y solo si la matriz M • ( ) es semi-
* * \b(p,q) a(q,p); 
definida positiva (negativa), p^ra 

2 
a(p,q) - 1 l¥(q)) Ï (Pl + í ly(q)) y(q) 

b(p,q) - - f" (f|ff) T'<P> ' ' « ^ ' W 
* ( p ' (w(p)r 

Demostración 

1 1 Para que L* (p,q) sean convexa (cóncava) en L. x L,, la 

matriz de la forma cuadrática que define el Hessiano debe ser 

semidefinida positiva (negativa). En nuestro caso 

d2L*((p,q);(f,g),(f,g)) = /x(a(p,q)f
2+2b(p,q)f.g+a(q,p)g2)dy(x) 

con a(p,q) y b(p,q) definidas en el enunciado. 

Corolario 8.1. 

1 1 
L,(p,q) es,convexa (cóncava) en L, x L, si y solo si la 

<P i <P 
función f(t) * t.4i(t~ )+4>(t) es convexa (cóncava) en R+. 

Demostración 

Para W(t) = t, la matriz M viene determinada por 

a(p,q) = f"(§)¿ y b(p,q) . - f" (f-) -% 
H q p p£ 



resultando en este caso del M « 0. 

Así, la convexidad de L,(p,q) dependerá exclusivamente 

del signo de a(p,q), y como éste depende del signo de fH(t), 

la convexidad de L.(p,q) solo se tendrá cuando f(t) sea conca-

va. 

Corolario 8.2. 

Para la familia <{> (t) = 
a 

1 a -—r (t -t) cuando a * 1 

t log t cuando a = 1 

L.L (P»q) es convexa en L, x L, para todo valor a€R+. 

<¡>a • • • 

Demostración 

Para todo valor positivo de ot,f"(t) > 0, ya que 

a(t~1~a + ta"2) para a *1 

t'W - -2 -1 
t + t para a =1 

Corolario 8.3. 

1 1 Son convexas en L x L, las funciones que relacionamos a (j) 4> 

continuación: 

a) La medida de Kullback-Leibler 

b) La medida de Kullback-Leibler modificada 

c) La medida de Jeffreys 

d) La medida de Vajda 

e) El cuadrado de la distancia Matusita 
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Demostración 

Es inmediato comprobar que las medidas que hemos citado 

1 1 
son todas convexas en L. x L., pues son medidas de Csiszar de­
terminadas por funciones convexas. 

De considerar finalmente la forma cuadrática que define 

el Hessiano correspondiente a la K-divergencia se tiene: 

Proposici6n 8.3. 

1 1 K,(p,q) es convexa (cóncava) en L. x L si y solo si la 

matriz 

fa. (p,q) b (p,qr 
M = 

\b (p,q) a (q,b)( 

es semidefinida positiva (negativa) para 

a(p,q) = 0"(P) - q *"(p), Mp,q) . - (<P (p) + V'(q)) Y 

V(p) .*ÜL • p 

Corolario 8.4. 

Si <Mt) es convexa en T,, W(t) es concava en T. y se cum-
2 

pie la condición d(x,y) e a(x,y) a(y,x) - b(x,y)) £ 0, para 
1 1 

todo x,y£T , entonces K, (p,q) es convexa en L x L,. 



CAPITULO IV 

MÉTRICAS RI EMANI ANAS ASOCIADAS A DIVERGENCIAS PARA 

FAMILIAS DE DISTRIBUCIONES PARAMETRICAS 

RESUMEN: 

En este capítulo planteamos las métricas diferenciales 

asociadas a divergencias definidas en una familia paramétrica 

de funciones de densidad de probabilidad, y determinamos las 

funciones que nos proporcionan las divergencias que tienen 

asociadas métricas diferenciales invariantes frente a trans­

formaciones no singulares de parámetros y de variables aleato 

xXclS • 



1. INTRODUCCIÓN 

Al analizar la distanciación de objetos a partir de fun­

ciones de densidad de probabilidad, distintos autores han plan 

teado la necesidad de la invariancia para la distancia al va­

riar la forma de tomar las medidas de los objetos, es decir, 

la distancia no debe alterarse al efectuar un cambio no singu­

lar de variables aleatorias. En este sentido Kullback (1959) 

plantea la invariancia para las métricas diferenciales asocia­

das a las medidas de Kullback-Leibler y de Jeffreys, así como 

para la matriz de información de Fisher, Amari (1985) plantea 

la invariancia en el estudio de las a-conexiones y Cuadras y 

otros (1985) plantean la invariancia para la esperanza del cam 

bio infinitesimal de información. 

En este capitulo planteamos las métricas diferenciales 

asociadas a divergencias para funciones de densidad de probabjL 

lidad pertenecientes a la misma familia de funciones paramé-

tricas y determinamos las divergencias que a nivel diferencial 

resultan invariantes frente a cambios no singulares de paráme­

tros y variables aleatorias. Finalmente, presentamos la inva­

riancia para el funcional $-entropia a partir de la métrica ái 

ferencial asociada a la J-divergencia generalizada. 

2. DEFINICIONES PREVIAS 

Al igual gue en capítulos precedentes, consideraremos una 

medida y positiva,0aditiva y o finita definida en una o-algebra 

de subconjuntos de un espacio medible X, una función a valores 
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reales <Mt) definida en T. tres veces diferencialbe àon conti­
nuidad, y el conjunto de las funciones ^¡-integrables con való­

'l 
res en T. que denotaremos por L!. 

Tenemos también la familia paramétrica de funciones de 

densidad, de probabilidad pep(x,8) con x£X y 8 * (8......8 )GQ, 

siendo 0 un subconjunto de R . 

Denotaremos por F„ el conjunto: 

Fn . {p(x,9)j p: X + R tq 1) ¡^ |p(x,8)| dy(x) = 1 

2) p(x,6) €. T, para todo xés) 

y finalmente, exigiremos a la función f(x,8) que sea dos veces 

diferenciable respecto de las componentes del parámetro. 

3. CONDICIONES GENERALES PARA UNA DISTANCIA 

En análisis de datos, el concepto de distancia se utiliza 

para expresar de forma cuantitativa las semejanzas y diferen­

cias entre objetos, siendo de especial interés las caracteri­

zaciones de los objetos a partir de términos matemáticos sus­

ceptibles de ser tratados. En este sentido, con frecuencia se 

determinan los objetos a partir de un conjunto de medidas que 

pueden ser consideradas como una muestra aleatoria de una po­

blación estadística, de forma que la caracterización puede rea 

lizarse a través de la función de densidad. 
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Plantearemos en este capitulo la distanciacifin de obje­

tos que vienen caracterizados por funciones de densidad para-

métricas p(x,8), pertenecientes a la misma familia, a partir 

de la métrica diferencial definida por el Hessiano de la se­

gunda derivada en la dirección del espacio tangente al espacio 

paramétrieo. 

Exigiremos que las distancias consideradas en las familias 

de funciones paramétricas verifiquen las siguientes condicio­

nes: 

1) La distancia entre los objetos debe depender de las fun­

ciones de densidad. 

2) La distancia entre dos funciones de densidad debe ser in­

dependiente de la parametrizaci5n utilizada, es decir, de 

be ser invariante frente a transformaciones no singulares 

de los parámetros, entendiendo como tales las transforma­

ciones biyectivas definidas a través de funciones diferen 

ciables con continuidad. Ello es debido a que los paráme­

tros juegan en nuestro caso el papel de las coordenadas 

en la variedad de las funciones de densidad de probabili­

dad. 

3) La distancia entre dos funciones debe ser invariante fren 

te a transformaciones no singulares de las variables alea 

torias, ya que dichos cambios no afectan a los objetos a 

distanciar, sino a la forma de tomar las medidas. 
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4) Finalmente, la distancia entre los objetos a comparar de­

be aumentar al agregar variables aleatorias estocástica-

mente independientes, ya que aumenta la información sobre 

las diferencias. 

4. MÉTRICA RIEMANIANA ASOCIADA A LA J-DIVERGENCIA GENERALIZADA 

Para la J-divergencia generalizada 

jJ(P#q> • /x(A*{p) + n-A)4>(q) -<MAp+(1-A)q)) dy 

consideraremos a continuación la métrica definida por el Hes-

siano en la dirección del espacio tangente a FQ cuando q - p. 

En este sentido, el cálculo del elemento diferencial de arco 

resulta de las siguientes igualdades. 

ásl * á0 Ji<P'*> • " d 2 J* {P'P} -

,2 
= ~^2 fX <x<MP>+<1-A)<MP+tdp)-<HAp+(1.A) (p+tdp)))dy|t-Q 

* dV 1~ X ) /X ( (* , { p + t d p )~ ( í ) , UP + ( 1" X ) (P+tdp)))dp)dy|t=0 = 

(1-A)/x(íd»
,,(p*tdp)-4»"(Xp+(1-X)(p+tdp)) (1-A))(dp)2) dy|t=0 

* A(1-A) /x $"(p) *dp)2 dy. 

y puesto que dp = I -rf— d0., el elemento diferencial de arco 
i«1 39i ± 

se expresará como 



6? 

así -M1-A) I (/v *"<P> "al2 al2 d w) d64 de-i 
• i,j.1 X 3ei 3 9j i D 

ion que se reduce a 

ds? - X(1-X) E g* de d6. 
* i,j«1 X3 i D 

donde 

gíj - 'x **'(p) Ti 2 if2 dy y p = p(x'e) & Fü 
x 3 

De forma inmediata, se comprueba el siguiente resultados 

Proposición 4.1 

a) La matriz (gf .) define un tensor covariante de segundo or 

den 

b) La métrica definida por la matriz (g|.,) es Riemaniana S Í 

y solo si 4¡(t) es convexa en T • ' 

Demostración 

a) Al efectuar un cambio no singular en los parámetros, 

(6..,...,6n) -*• (?•,,...,!))# se tendrá: 

gii ~ "̂x ^'Mp)*—*- ~—*- dy « 
i j 

r=1 r oWi s=1 s 3 

n 36 36 n 39^ 36„ 
3D 3D r S é r s 

- I </x *»(P) j | * ^ d y ) — — - I g r s -=- jç-
r,s*1 r s áei «^D r,s=1 °®í 3 

-- . -,.soáf.^Jf^ „ -̂ . - - - .^^•rife^a.^^^:-^a^fa=f^gag^ap.J&ri^l·,-^STOB&^.^ 



68 

ya que p»p, pues la función de densidad es invariante en 

b¡ Es evidente que el elemento diferencial de arco es positi 

1 
vo para todo p(x)6L. si y solo si $"(t) i. 0 en T . 

Una alternativa a la expresión del elemento diferencial 

de arco y al de las componentes del tensor que define la métrjL 

ca, la obtenemos a partir del concepto de esperanza con las 

igualdades 

<i°*e «••<P>·p·Vf?-B¥i?-E> 
1 3 

dsjj - XÍ1-X) E (<j)"(p)'P'(d log p)2) 

Relaciones entre la matriz que define la métrica y las ma 

trices informativas, que comúnmente utilizamos en análisis de 

datos, las obtenemos a partir de la familia 

<¡> (t) . 
(ot-1)~1 (ta-t) para a * 1 

t log t para a = 1 

En este sentido, la matriz (g^) definida por 

„ a ' ~ v ¡rfi-i 9 log P a log p> g i j " a * E e ( p 3 &[ y 3 e!¡ } 

coincide con la matriz de información de orden a módulo a y el 

elemento de linea 

ds2 . X.(1-A)-o« EQ (p
a~1 <d log p)2) 
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con la distancia geodésica de orden a , módulo X (1—X) a. 

i 
Es interesante señalar que para a * 1, la matriz (g^) 

coincide con la matriz de información de Fisher y que ds? es 

el diferencial de la distancia de Rao módulo X(1-X). 

5. MÉTRICAS RIEMANIANAS ASOCIADAS A LA K, L y M DIVERGENCIAS 

De consideraciones análogas a las del apartado anterior, 

calcularemos la métrica definida por el Hessiano en la direc­

ción del espacio tangente a FQ cuando q •*• p para la K, L y M 

divergencias. En este sentido, para la K-divergencia definida 

por 

K. (P,q> - /Y (P-q) (^ - à7TÚ-) du(x) 
<p x p q 

se obtiene el elemento de linea a partir de las siguientes» 

igualdades 

«•i • *2 V P . P > - -ti ;x «-**' « ^ - 4 ¿ s g E L ' * i*.. • 

A. 
!dt 

d t2
 JX ' "**" * P p+tdp 

/ (f(p+tdp jMp+tdp) d p - ^ P ^ ^ P ^ f d p ) dp.duL r 

X p+tdp + p+tdp * a p
 ( p + t d p ) 2

 C a p ' °P aylt=C 

2 r (illPl.ilPlj (dp)2 d y ( x ) m 2 . j i lp l j , ( d p )2 d y 
A p p A p 

de forma que la matriz que define la métrica se reduce a 

«íl "'x ̂  • ïü # a" P „., ^ 
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y el elemento diferencial de arco se expresa como 

ds2 . 2 z gj. a e d e, 
i,j«1 *J x J 

para L-divergencia definida por 

L^(p,q) - /x (p $ (3) + q <j) (|)) dy 

el elemento de linea se obtiene como resultado de los cálculos. 

ds2, . d2 L.(p,p) . A¿ fx < P < M ^ ) • (P+tdp) * (pf^))dp|tsB( 

• à 'x <•' ( E ± F E ) * *<p7fdp> " pTfdp •' <p7Ïdp» dP dylt»o-

• 2 <j>« (1) /x | (dp)2 dy. 

es decir, la matriz que define la métrica se reduce a la ma­

triz do información de Fisher. 

g*. = / I -|£ -i£ dy - / p.
 8 l o? P 9 lo9 P dy 'ij Jx p 3l~ ae, -•* " 'x r" 3 e, 9 e. 

y el elemento de línea es el diferencial de la distancia de Rao 

mfidulo 2 $"(1) . 

ds¿ - 2 4,-<D 2 g*. ádi de. 
i,j=i "- J 

Para el cuadrado de la M-divergencia definida por 

MjJ <p,q) = /x (/ÏÏTp) - /elq"))2 dy 

el elemento de línea lo obtenemos como resultado de la segunda 

derivada 
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d s 2 « d2 M2 (p,p) - - % / v <«/i7p) - /<Mp+tdp)2 d y | . . 

- É ;x 2 ( | / ^ " ^<P+fcdP>> ¡ ?¡ ip t t lp ) , d p * du It-o * 

. 2 / x ( ^ | p | ) 2 ( dp ) 2 dy . 2 / x ( ( / U p ) ) ' ) 2 ( dp ) 2 dy 

Así, la matriz que determina la métrica se reduce a 

gt¡ - /x ( ( v W )
2 f|- ff- du 

i j 

y el elemento de línea se expresa como 

ds2 » 2 * «• l g* d9. d6. 

A la vista de los resultados obtenidos, es inmediato com­

probar que para la familia 

*a (t) - i 
(a-1)"1 (ta-t) para a * 1 

t log t para ot • 1 

las métricas que definen la J y la K divergencia coinciden sal. 

vo constantes multiplicativas. En este sentido, tenemos la re­

lación 

d2 jj (PrP) « i* X(1-X)o -d2 K (p,p) 

Asi, la métrica definida por K-divergencia para la fami­

lia $ (t) coincide, salvo constantes multiplicativas, con la 

métrica asociada a la matriz de información de orden a. 
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Paradla misma familia, ya que 0"(1) « a para cualquier va 

lor d€¡ a, la métrica que define la L-divergencia coincide con 

la que define la matriz de información de Fisher módulo 2a. 

Finalmente, la métrica que define la matriz de información 

de orden a se obtiene también para la M-divergencia, salvo la 
2 

constante multiplicativa %-, para la familia fa(t) • t
a. 

6. MÉTRICAS DIFERENCIALES INVARIANTES FRENTE A TRANSFORMACIONES 

NO SINGULARES DE VARIABLES ALEATORIAS 

En esta sección determinaremos las funciones <{>(t), que a 

nivel diferencial, para la medida Lebesgue, nos proporcionan dijs 

tancias invariantes frente a transformaciones no singulares de 

las variables aleatorias. En este sentido, es interesante demos_ 

trar previamente el siguiente resultado: 

Lema 6.1. 

Si f(x) es una función diferenciable con continuidad a va 

lores reales y cumpliendo la condición f(x.y).y » f(x) para to 

do x,y€.R, con y * 0, entonces f (x) * —. 

Demostración * 

Derivando la condición f(x.y).y » f(x) respecto x e y se­

paradamente, obtenemos las ecuaciones: 
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f (x.y). y2 m £' (x) (1) 

£• (x.y) .x.y + f(x.y) * 0 (2) 

f (x.y).y - f(x) (3) 

Ya que de (1) £• (x.y) . f ' l x ) , y de (3) £ (x.y) « í^i-, la ecua 
y¿ y — 

ci6n (2) se transforma en: 

f'(x). | + í M « o 

condición equivalente a 

f'(x) 1 
£(x) " " x 

y de integrar la ecuación diferencial resulta 

f(x) * -
x 

Cuando realizamos un cambio no singular de variables aleja 

torias, es decir, cuando transíox-mamos p=p (x1,... ,xk, 9-,#••• #3n) 

en p « p (y1(...,y.( 8 1,...,6 n) / el tensor métrico se transfor 

ma para la J, K, L y.M' divergencia según las siguientes relació 

ríes: 

a) Para la J-divergencia generalizada 

<i - 'x •'<*» ïij ïij *• * 'x *"<5» ïif ïi? * -

- /x •»(P.J) 1 ^ I^E J2 ay =. /x •• (p.J) J |,E IsÇ dx = 5±* 

con J « | det (-r-) |. 
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a) Para l a K-d ivergenc ia 

a* - / (URL I ÍLE L·R dx * / (Mil) • 1-2 1_I dy » g i j " JK l p ' 3 6 t 36^ a x JX { p ' 3 9 i 36^ u y 

• 'x « ^ ' Sï? le* ^ = V ^ > * * iï? fe? * • 5Ji 

c) Para l a L-d ive rgenc ia 

13 x p JQI Te~ *" J x p a| s e . 0 " " 9 i j 

d) Para l a M-divergencia 

g i i " • ' Y U ' t P ' ' ' 36. 36. °* J X U ¥ , p " ' 36, 36. y i ; j 

Así, para la obtención de distancias invariantes frente a 

transformaciones no singulares de variables aleatorias, debe 

cumplirse para todo x,y£ R, con x > 0 e y * 0 las condiciones: 

a) Para la J-divergencia generalizada: $" (x) = <t>"(x.y).y 

b) Para la K-divergencia: (*£Ü.) • = (<j>iX'y-) y 

i 1 

c) Para la L-divergencia: — = — 

d) Para la M-divergencia: ((/$Tx*))')2 » ((/4>(x.y)) ')2-y 

y a partir del lema 6.1., se tiene el siguiente resultado: 
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Teorema 6.1. 

Las funciones (f>(t) que determinan métricas diferenciales 

invariantes frente a transformaciones no singulares de varia-

bles aleatorias se relacionan a continuación: 

a) Para la J-divergencia generalizada: <f¡(t) « at.log t+bt+c 

b) Para la K-divergencia: ¡}¡(t) » at«log t + bt 

c) Para la L-divergencia: todas las funciones <j)(t) determinan 

invariancia 

d) Para la M-divergencia: /<{> (t) « a»7! + b 

Demostración 

Es inmediato del lema 6.1., que para la J-divergencia ge­

neralizada 4>"(t) . |, para la K-divergencia (̂|-̂-) ' • | y para 

la M-divergencia (/0(t))' = /§. Así, integrando una o dos ve­

ces obtenemos las funciones de teorema. 

Observemos además que las familias de funciones que deter­

minan invariancia a nivel diferencial, cumplen las siguientes 

condiciones a nivel global: 

(D jJ<P,q) - a J* (p,q) con V(t) • t log t 

(2) K (p,q) - a Kw (p,q) con W(t) . t log t 

Í3) M^ (p,q) . a ¡^ (/"p - Sq)¿ dp 
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es decir, la métrica diferencial invariante viene determinada 

por la función f(t) • t log t para la J-divergencia generaliza 

da y para la K-divergencia y para la M-divergencia, la métrica 

invariante es la que proviene del cuadrado de la distancia Ma-

tusita. 

Finalmente, las métricas invariantes vienen determinadas, 

para todas las divergencias, por el tensor correspondiente a 

la matriz de información de Fisher módulo una constante, 

gij = E (pT fe^ fe* > 

y en este caso, si x e y son variables aleatorias vectoriales 

estocasticamente independientes, se verifica 

p(x,y,6) = px (x,6) py(y,6) 

de donde se deduce 

w 1
 3px x̂., p i ^ 5 , x y rij - E{^ 36" 36"' +E <¡2 J^ jtf * *ij + n-j 

Así, la forma cuadrática diferencial que define el elemen 

to de linea es la suma de las formas cuadráticas correspondien 

tes a las variables x e y separadamente, es decir 

2 2 2 
ds = ds + ds 

* y 

Nótese que esta descomposición asegura el incremento en 

la distancia estudiada al añadir variables aleatorias indepen­

dientes. » 
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7. INVARIANCIA PARA EL FUNCIONAL 0-ENTROPIA 

Finalmente, procediendo de forma análoga a la realizada 

en las secciones anteriores, se tendrá para el funcional <|>-en-

tropía definido por 

H (P) - /x • (P) dy 

el elemento de linea como resultado de las igualdades 

....,,,„.¿ ,,.„.*.,,.„.,,.-»,»,.. 
Así, la métrica diferencial asociada al funcional <¡)-entro 

pía coincide con la métrica diferencial correspondiente a la 

J-divergencia generalizada, salvo la constante multiplicativa 

X(1-X). 



CAPITULO V 

MEDIDAS DE INCERTIDUMBRE ASOCIADAS A J-DIVERGENCIAS 

Resumen 

En este capítulo introducimos el concepto de medida de 

incertidumbre asociada a J-divergencia y analizamos la conca­

vidad y no negatividad de los Índices, atendiendo a las funció 

nes y constantes que los determinan. 

Planteamos las entropías más comunes (Shannon,cuadrática, 

Havrda-Charvat) como casos particulares de las medidas ante­

riormente definidas y relacionamos la entropía de Renyi y la 

Y-entropía con las medidas anteriores. 
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1. INTRODUCCIÓN 

ün problema interesante que se plantea en teoria de la in 

formación, es la elección adecuada de medidas de incertidumbre. 

En este sentido, las funciones de incertidumbre más usadas pro 

vienen de índices de entropía, tal como podemos ver en Lindley 

(1956), Renyi (1961), de Grood (1970), Havrda-Charvat (1967), 

Theodorescu (1977) y Boekee (1980). 

Una alternativa a estas medidas de entropía la tenemos en 

los índices de incertidumbre basados en la distancia a una dis 

tribución fijada. En este sentido, analizaremos en este capítu 

lo la J-divergencia entre una distribución y la distribución 

en la que los sucesos son equiprobables. 

Hemos dividido el capítulo en dos partes: en la primera 

analizamos la pérdida de incertidumbre y la concavidad de la 

medida, atendiendo a la función que la determina; en la segun­

da planteamos la entropía de Shannon, la entropía de Havrda-

Charvat y la entropía de Shannon modificada como casos parti­

culares de medidas de incertidumbre asociadas a J-divergencias, 

y adecás relacionamos la entropía de Renyi y ia Y-entropía con 

las medidas anteriores. 

2- DEFINICIONES PREVIAS 

Dados A..,A»,...,A sucesos mutuamente excluyentes de pro­

babilidades p-,...,p respectivamente y verificando la condi-
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ción: p-+...+p„ * 1, definimos como funciones de incertidunbre r i n 

asociadas a J-divergencias a las funciones del tipo 

n 1 „ . ,.1 
Iè(p1'···'pn) * l <^<* <Pi> +*<«)>-•<Í<PA

+C> > > +k <1> • ' " i.1 

donde <J> es una función de I « [p,l] en R dos veces diferencia-
1 

ble con continuidad, c s —, k es una constante y de forma que 

I,(p,..-Pn)sea cóncava y no negativa en I
n. 

Además, se dice que una función de incertidumbre I(i)ÍPi·*·Pn) 

es decisiva si cumple que I (1,0,...,0) « I, (0,1,0...,0) » ••• 

. 1^(0,...,0,1)- 0 

3. CONDICIONES PARA LA CONSTANTE K 

En esta sección encontraremos los puntos P - (p, pn) 

tara los que la función I,(p^,...,p ) alcanza los valores má­

ximo y mínimo. Así, de forma inmediata, el valor de la constan 

te k quedará determinado por la función <Mt) y por el número 

de sucesos n al imponer la condición decisiva o la no negati-

vidad a la función cóncava I.(p.,...,p ) 

En este sentido, hemos obtenido los siguientes resultados. 

Proposición 3.1. 

Si se produce una transferencia de probabilidad de un su­

ceso más probable a otro menos probable conservándose el orden, 

la incertidumbre crece, es decir 
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^A ̂ Pl ' * • * 'Pj/ • * * 'Pj' * * # 'Pfl' ~ "̂é 'P-J ' * * * 'P^ + fi* * * * »P^~fi# • • • 'PjJ 

para p ¿ < p ¿ + 6 < p. - 6 < p. y con
 I*(Pi···Pn) cóncava del ti 

po (1). 

Demostración 

Por ser - I , ( x . , . . . ,x ) cóncava y s imétr ica , - I , ( x . . . . x ) es 
< E i n •* < p i n 

Shur-convexa, es dec i r , cumple l a propiedad 

31. 31, 
( x ^ x . ) (g3p"§jj7) í ° P a r a to<3o x i # x . de I 

Al ser I .(x. . . .x_) del t i po (1) , l a condición an te r io r se $ 1 n 

reduce a la desigualdad 

( x f x . ) í (4>* (x±)-0· (^(x i +c) ) ) - ( • • (Xj í -^M^Xj+c)))) ¡S 0 

A S Í , para todo c^, e,, 6. (0,¿), para x « p. + e 1 y 

x. s p, - c, se tendrá la condición 
J J £m 

(*.' (p^CjJ-ffs* (•|(pl+c1+c) ))-(#' (p.-ej)-*' (~(p.-e2+c) 

de la que se deduce (por el teorema del valor medio) 

{$(pi+6)-4){I{pi+ó+c)))-(#Cpi)-#(-J{pi+c))) 

1 1 
(<Mp .)-¡M-^(p -+c)) )-(#{p.-6)-#(-j(Pj-5+c) 1 ; 

6 

y de la reordenación de las factores resulta la condición de­

seada 
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De esta desigualdad se deduce de forma inmediata los si­

guientes resultados 

Corolario 3.1. 

I (p-,...,p ) alcanza el máximo en el punto (c,...,c) y 

el mínimo en los puntos (1,0,...,0),...,(0,...,0,1). 

Corolario 3.2. 

Las medidas de incertidumbre asociadas a J-civergencias 

son decisivas si la constante k toma el valor 

lt0»í(J(1+e)) + (n-1)*(J c) -l.nsMc) -^(•(1) + (n-1) •iO)) 

Corolario 3.3, 

Para k Z k , las medidas cóncavas I (p..,...,p ¡ definidas 

en (1) son siempre medidas de incertidumbre. 

4. CONDICIONES PARA LA FUNCIÓN 0 

En esta sección encontramos condiciones suficientes para 

la concavidad de Ii(p,···P„) atendiendo a la concavidad y con-
<p * i n 

_i 

vexidad de <Mt) y (•") (t) . 
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En este sentido hemos encontrado el siguiente resultados 

Proposición 4.1. 

Si •(t) es una función cóncava en I *£o,f] y ($") (t) 

es convexa en I, entonces L (p.,..'Pn) es cóncava en I
n. 

Demostración 

-1 
De la convexidad de (<t>") (t) en I, se tiene la siguien­

te desigualdad 

1 < 2 1 1 1 
• •(iíPi+cTT 2 **'fpi)

 + 2 <P"(c) 

desigualdad que por la concavidad de <)>(t) se reduce a la expre 

sión 

J < 1 1 
WTilPi+c)) " 2 "«"(Pi) 

y ésta a su vez se escribe en la forma 

*" (P^ " \ *" (i (P¿+c)) S 0 (2) 

\sl, de ia condición (2), se deduce de forma inmediata 

la relación 
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A . _ 1 . * • ! - * i A* ti 

3 p ¿ 

2 3 J 

f •••(P1) - 4 •"(5<P i*c)> S O para todo p ^ I 

3 •-g-- « 0 para todo p^p, £1 con i * j 

a-«ci«*,..1i.c«,„iarta.s,p1...pnl«i». 

De forma inmediata obtenemos los siguientes resultados 

Corolario 4.1 

Una medida I(Í)(P1, . • . /Pn) definida por una función <Mt) 
_ i 

cóncava con ($") (t) convexa y por la constante k es una me 
o — 

dida de incertidumbre decisiva. 

Corolario 4.2. 

Para <Mt) = t log t y kQ = log (n) - j H+c) log (n+1), la 

medida I.(p^,...,pn) es una medida de incertidumbre decisiva 

5. LA ENTROPÍA DE SHANNON COMO MEDIDA DE INCERTIDUMBRE ASOCIADA 

k J-DIVERGENCIAS 

Analizadas previanente algunas propiedades teóricas, es in 

terosante plantear las medidas de entropía conmunmente usadas 

come medidas de incertidumbre asociadas a J-divergencias. En e£ 

te sentido, determinaremos en esta sección una función #(x) que 

proporciona la entropía de Ghannon. 
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Obviamente, una función $(x) quS determine la entropia de 

Shannon, debe cumplir la ecuación funcional 

1 1 
w $ (x) - <£ (» (x+c) « - x log x + ax + b 

para cualquier valor d e a y b , y para todo x£[0,f|. 

En esta sección, hemos determinado la función $(x) en un 

entorno de "c" a partir del desarrollo de Taylor en el punto 

"c" de la función f(x) * - x log x + ax + b y hemos extendido 

la expresión de <js(x) al intervalo [o,lJ a través de la rela­

ción 

<Mx) » 2 4» (j (x+c) - 2x log x + 2ax + 2b 

En nuestro caso, la expresión encontrada por este método 

se expresa en la forma 

<Mx)«-2 I (x+(2i-1)c)log(x+(2i-1)c)-2ko+4·c·P(x) 
ÍaO 

con P(x) = I (-1) 
i=0 

x-c . Í+Í. 

(2 
i + 1-1) (i + 1) fi+2) 2 

ko +V o c 

donde k -1 es la parte entera de log2 (n-1)-1 

Este método que hemos utilizado para la entropía de Shannon 

es general para todas las funcionas f(x) analíticas en el punto 

H M w d U I I M i l i a H 



Para comprobar que efectivamente la solución hallada es 

una solución de la familia de ecuaciones planteada, demostrare 
i ~* 

mos en primer lugar, que la serie de potencias que caracteriza 

la función <f>(t) está bien definida, y en segundo lugar, com­

probaremos que es una solución de la ecuación 

1 1 
M$(x) +4>(c)) - $(j (x+c)) * - x log x + (1+logc) x + k 

para una constante k que determinaremos posteriormente. 

Finalmente , en la proposición 8.2, se comprobará que 

las soluciones de la familia de ecuaciones propuesta se obtie­

nen añadiendo una función lineal a la solución particular encon 

trada. 

Proposición 5.1. 

00 f Í 

La serie de potencias I (-1) —r—s ( . ~0 ) 
i -0 ( 2 1 -1) ( i + l ( i + 2 ) 2 K o + ¿ c 

k +2 k +2 
converge absolutamente en el intervalo ((-2 o +1)c, (2 o +1)c). 

Demostración 

El radio de convergencia de la serie viene determinado por 

— = ixm |—-—| = iim — i — * = i 
p i-*» i i+» (2 1 -1) (i+3) 

Asi, la serie será absolutamente convergente para los va­

lores que cumplen la condición 

x - c 
2*̂  ̂ ^ ~« o c 

< 1 

*a^HM^iaÉferi iM 
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desigualdad que resulta equivalente a 

x€ (<-2ko+2+1) c, (2ko+2+1) c) 

Proposición 5.2. 

ce ¿ 

La función f(x) I (-1)1 —j-s - ( £~^ ) **2 

i»0 (2X -1)(i+1)(i+2) 2*o+'c 

está bien definida para los valores x €. [o,"fj. 

Demostración 

« 

Basta demostrar 

a) 1 < (2ko+2+1)c b) (-2ko+2+1) c < O 

En este sentido, son evidentes las siguientes desigualda­

des: 

a) (2ko+2
 + 1) c = (2&

o g2 ( n- 1 )- 1> 3
 + 1)c i 2

1+lo92
 {n~1) > 1 

b) (-2ko+2+1)c < O ya que kQ i O 

Proposición 5.3. 

°° • ít 15 i*2 

t l o g t . t-1 + : (-1)1 jj^fjjTfT p a r a fc^D'2] 
ÍsO 

Demostración 

Para comprobar la condición propuesta demostraremos que 

el desarrollo de Taylor de la función fit) = t log t es con-
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vergente en [0,2] y que el resto de Lagrange se aproxima a ce­

ro cuando el desarrollo se hace infinito. 

El desarrollo de Taylor de la función f(t) » t log t en 

el punto t=1 viene dado por la expresión 

» , ,. ..i+2 
t-1 + I (-D , • ,7, 0> 

Es evidente que la serie de potencias es absolutamente 

convergente en el intervalo [u,2], ya que la convergencia en 

|t-1| < 1 es consecuencia inmediata del valor del radio de con 

vargencia 

~ = lint 
a. . i+1 
a, 
i 

= liB |4 - 1 

y la convergencia en t=0 y t=2 resulta de la comparación con 

la serie hipergeométrica de grado 2. 

I 
i=0 

M ) i (t-l)1*2 

(i+1)(i+2) 
1 1 

-y % i —- para t=0,2 i=o i +3Í+2 isO i 

Finalmente, vamos a demostrar que el resto i-essimo de 

Lagrange, que viene dado por la expresión: 

R, ( t ) . . ( " 1 ) ( t - 1 ) l + 1 con k € ( 1 , t ) fikfi|t(1) 
k l + ¿ ( i + 1 ) i 

cumple l a condic ión 

l im R, ( t) s 0 para t € [è /2] (4) 
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En este sentido, es fácil comprobar! 

a) | ^ | < 1 Para t € [i, 2] 

b) Que la serie I (-1)i+ . »¿ (t-1) +1 es absoluta-
i=1 kl+*(i+1)i 

1 1 - 1 i 
mente convergente para |-r—I < 1 

Así, al ser R±(t) para t £ [},2[[ el valor del término ge­

neral de una serie absolutamente convergente, queda probada la 

condición (4). 

Proposición 5.4. 

X + (^ f2 ~1)C € [i,2] para x £ [o,l] (5) 
2 o c 

Demostración 

Para x €. [o,l] se tiene la desigualdad 

(2ko*2-1)c < x-i-(2
ko*2-Dc \ U(2ko+2-1)c 

2ko+2c ' 2ko+2c ' 2ko+2c 

y por las desigualdades 

a )
 ( 2 ? " 1 ) c = 1 - - J - - ^ L ya que k n ^ 0 

2Iío+2c 2ko+ 2 2 ° 

b) l t í | _ i _ r l i £ B 1 + k
1 - ^ <2, ya que (2k°+2+1)c > 1 t a l 

2 o c 2 o+ c 

y como hemos visto en la proposición 4.2. a), se tiene la 

condición (5). 
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Corolario 5 . 1 . 

r r n 1 1
 ( x-c it-2 c-x x+(2ko+2-lj< r l_x+(2ko*2-p 

¿Q < 1 ) ( i+1 ( 1 + 2 ) ^ 2 ^ V 0 + 2 c
+

 2kC)+2c ° 1 C g ^ - 2 k 0 . 2 c 

para x £ [o, 1̂  

Demostración 

Basta aplicar la proposición 4.3. a t = ? °V " £[*,2l 
2 Ko + 2

c 

Proposición 5.5. 

è (0(x)+0(c) )-<Mè(x+c)) =-x log x + x(1+ log c)+ k para 
k +1 

la función «|>(x)'--2 °Z (x+(2l-1)c) log (x+(2l-1)c) -
1=0 

k o + 4 ' Z i 2* x-c i+2 

-2°, c Z (-D1 i+1
 {^Ú~) 

i=0 (2l+,-1)(i+1)i+2i 2Ko+¿c 

Demostración * 

En primer lugar, calcularemos separadamente los valores 

de las expresiones: a) i (<J> (x) +<J> (c)) y b) <|>(i(x+c)) 

V1 i i V1 i i 
a) i(*(x)+<Mc))«- l (x+(2i-1)c)log(x + (2l-1)c) - Z 2 c log 2*0 

i=0 i«o 
00 , i 

- 2ko+3 c I (-1)1—r-s—- (-r-"^-)1+2 

i=0 (21+-1)(i+1)i+2) 2"o+¿c 
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k +1 
b) <Mi(x+c)) - - ° ( x + ( 2 i + 1 - 1 ) c ) log è (x+(2 i + 1_i)C ) _ 

i«0 

- 2 k o + 4 c I ( -1)X-
,i+1 

, x~c , i+2 L . 
1 X«+2j 2

i + 2 
i .O (2* T ' - 1 ) (i+1) (i+2) 2 'voT ' c 

- ? (x+(2 i -1 )c ) log (x+(2 i -1 )c )+( log 2) Z (x+(2 i -1 )c ) 
i»1 i«1 

- 2 k o + 3 c 2 ( - 1 ) 1 

i - 0 
1 i x - c t i + 2 

( 2 i + 1 - 1 ) ( i + 1 ) ( i + 2 ) 2 2 k o + 2 c 

As í , e l v a l o r de l a expres ión deseada r e s u l t a de l a forma 

1 [<Mx)+<Mc)]-<Mè (x-c) ) = - x l o g x + ( x + ( 2 k o + 2 - i ) C ) log (x+(2ko + 2 - 1 ) c ) 

k +3 +k 1 - ( (k Q +2) log 2) x-2 o+ c P(x) 

con P(::) = Z ( - 1 ) 1 ( X ^ G » X + ¿ 

l-i=0 ( 2 1 + 1 - 1 ) ( i + 1 ) ( i + 2 ) *2 k o + 2 c 

2 i + 1 - 1 

r—r-1) 
Jc_+2 k „ + 2 - x l o g x + (x+(2Ko -1 )c ) log (x+(2 o + z - i ) c ) - ( ( k _ + 2 ) l o g 2)x-c+x-

- ( x + ( 2 k o + 2 - 1 ) c ) log ( x + ( 2 k o + 2 - i ) c ) + ( x + ( 2 k o + 2 - l ) c ) log 2 k o + 2 c+k 1 = 

= - x log x + x + x log c + k, donde k . y k son c o n s t a n t e s . 

As í , de l o expues to an t e r i o rmen te se deduce e l s i g u i e n t e 

r e s u l t a d o 

Teorema 5 . 1 . 

I (p,,...,p_) =- I p. log p, para la función <Mx) defi-

nida en la proposición 5.5. y k = k del corolario 3.2. 
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6. LA ENTROPÍA DE HAVRDA-CHARVAT COMO MEDIDA DE INCERTIPDMBRE 

ASOCIADA A J-DIVBRGEHCIAS 

Por consideraciones análogas a las realizadas para la en­

tropía de Shannon, hemos obtenido los siguientes resultados: 

Proposición 6.1. 

La serie de potencias Z o(a-1)...(a-i+1) _ 2 — ( *-c .i 
. i l 1—1 le *? ' 

i«1 x* 2 -1 2 o+,¿c 
k +2 k o + 2 

converge absolutamente en el intervalo {{-2 o+ +1)c,(2 +1)c) 

Proposición 6.2. 

La función f(x) - I ( ° " 1 ) ¿j ' (a'U'> -^T~ ("TT^ ' 
1=1 2 -1 2 O C 

está bien definida para los valores de x é [o,\]. 

Proposición 6.3. 

00 k +2 a 
Ï a( t t -1) • • • (tt-i»1) < *-<= \ í

 fx + (2 o - D e . x -c 
i . 1 i ] W V " 2 k o + 2 c ~ 2 k o + 2 c 

pa ra x C JjD, i ] . 

Proposición 6.4. 

\ (0(x) +4> (c) )-4>U íx+c)) =x r—s— (x-c)+k para l a función 
o c 

i=0 2X 

s iendo P(x) . I M a - l ) . . . ( a - i + 1 ) ¿ ! l l - ( - g = V l 1 

i « 1 x ' 2 1 - 1 2 K o + ¿ c 



93 

Así, para la función ï(x) = -r—- <Mx) y k=k0 se tendrá la entro 

pía de Havrda-Charvat expresada de la forma siguiente. 

Teorema 6.1. 

1 n 

Z¥ (P1 Pn> " Ó=T " ' ¿ Q O 

1 - o t - 1 Análogamente, para la función $ (x) * (2 -1) 4>(x) y k=k0, 

se tendrá la entropía de grado a en la forma que sigue 

Teorema 6.2. 

I6 (Pw...,P_) - (2
1_a-1)"1 ( I p" -1) v i n i = 0 i 

Nota: Cuando a es un número natural, a veces, resultará inte­

resante no utilizar la función ${x) propuesta anteriormente pa 

ra los casos generales, ya que funciones de expresión más sen­

cilla nos darán el mismo resultado. En este sentido, y a titu­

lo ilustrativo, podemos comprobar que para la función <$>{x) = 
2 

= - 4x , obtenemos la entropía cuadrática (entropía de Havrda-
4 3 2 2 

Charvat de grado 2), y para la función i[x) - - =• t - - t , 
obtenemos la entropía de Havrda-Charvat de grado 3. 

"• ENTROPÍAS ADICIONALES ASOCIADAS A J-DIVERGENCIAS 

Para finalizar este capitulo, presentaremos a continua­

ción la entropía de Shannon modificada como medida de incerti- , 

dumbre asociada a J-divergencias y relacionaremos la entropía 



de Renyi y la y-entropía con la medida encontrada en la sec­

ción anterior. En este sentido, los resultados obtenidos son 

los siguientes: 

Proposición 7.1. 

n 
La entropía de Shr.nnon modificada - l p. logp. -

i s 1 " * 
E (1-p.) log (1-p.) resulta, una neda. la de incertidunbre 
i-1 1 

asociado a J-áivergencia al tomar n(t) -- <p(t) + <)>(1-t), siendo 

$(t) la función definida en la proposición 5.5. 

Demostración 

De la igualdad 

~ (n(x) + n(c)) - n(I (x+c)) -

se tiene: 

a n 
In (Pr---rPn) •" } Pilogpi-• Z (1-pi)log(1-pi)+k 

y tomando como k la constai.te definida en el corolario 3.2., 

la medida de incertidumbre I (p , ...,p ) coincide con la en­

tropía de Shannon modificada. 
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Proposición 7.2. 

n 
La entropía de Renyi H ^ ( P ) = T T log Z p.a y la Y-en-

tropía H ^ 0 (p) - (]/tt)-i
 n~ (." P* ) 1 / a * c o n ot = 1 se ob­

tienen a partir de las igualdades 

Hn,« (p) = TZ lo3 I1"'0-1» V p l ) 

" l . (pl • ,_2lh»t-i n-d-i-ni.iPi)1^) 

siendo Ié(p) la medida de incertidumbrc definida en la sección 

6 a través de la función presentada en la proposición 6.2. 

Proposición 7.3. 

2 3 4 Para la función <f (t) = d- t + ¿L t + &.. t con CL- = 

8 2 1 6 3 2 16 
s -8+8c - •=• c , CL3 = j-

 + 2T c y ^4 = "7̂  v Para l a constante 

k = kQ definida en el corolario 3.2., se tiene 

h '•*! Pn> " ^ ^ P i " ¿ . Pi ( 1 " P i r 

es decir, la entropía de Latter también resulta un caso parti­

cular de medida de incertidumbre asociada a J-divergencia. 

8. LOS FUNCIONALES »-ENTROPÍA COMO MEDIDAS DE INCERTIDUMBRE 

ASOCIADOS A J-DIVERGENCIAS 

Analizadas algunas entropias particulares, es interesante 

plantear los funcionales ¡t>-entropia como medidas asociadas a 
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J-àivergencias. En este sentido, los funcionales $-entropia re 

sultarán como medidas de incertidumbre asociadas a funciones 

<Mt) cumpliendo la condición 

j $(x) - 0(^(x*c)) = f(x)+sx+o=g(x) (6) 

para a y b constantes reales y xfcl = [a,3] intervalo cerrado 

de R. En la resolución de la ecuación (6) hemos encontrado. 

Proposición 8.1. 

La ecuación (6) para a = - f'(c) y b = - f(c> - ac, tiene 
00 

i+1 x—c 
por solución 4>(x) = (x-c) 4»' (c) + 1 2 g(c+—r) cuando f(x) 

ixO 2 
es una función 2 veces diferenciable en I. 

Demostración 

De forma iterativa, 

<Mx) - 2 < M ^ ) + 2 g(x) = ... = 2 n + 1 *(c+-|=f) + I 2 i + 1 g(c+2£=|) 
¿ 2 n + l i=0 2 1 

y pasando al límite, 

• (x) = (x-c)*' (c) + I 2 1 + 1 g(c+*^j) 
i=*0 2 

ya que por 4>(c) = O 

lim 2 n + 0(c+x^c-1^ = lim -!— • (x-c) . 
n-*>« — - — j 

~n + i 

• lim •' (6n) (x-c) * (x-c) 4>' (c) 
n^« 
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con e n* ( C ( c ^ ) 6 en£ (C+2=ST, O 
2 *• 

Nótese que la función $(x) está bien definida, pues del 

desarrollo de Taylor de grado 2 de la función g(x). 

g{c+£=f) = g(c)+g' (c)(2=f) + g"(6)(^f)
2 

2X 2X 2 

con 6£(c, c+^^f) ó 6£(c+£=f), c) 
21 21 

se tiene que la serie 

Z |2 i + 1 g(c +2=|) 
i=0 2 

está dominada por la serie absolutamente convergente 

M Z -]—r con M r (0-a)? sup |g"(x)| 
1 = 0 2 xci 

Proposición 8.2 

Si 4>. (x) y 4>-(x) son funciones diferenciables con conti­

nuidad y son soluciones de la familia de ecuaciones 

1 1 

•* 4>(x) - 4>(̂ (x+c)) * f(x)+ax+b, con f(x) diferenciable en el 

punto c, entonces $.. (x) y 4>2(x) difieren en una aplicación li­

neal. 
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Demostración 

De derivar y sustituir en el punto Hc" las expresiones 

•j *•,(*) - ^(^(x+c)) • f(x)+a1x+bl 

1 1 
j 4>2(x) - 02(^(x+c)) = f(x)+a2x+b_ 

se tiene a1 * a- » - f' (c) . 

Asi, de derivar la diferencia de las expresiones anterio­

res se tiene de forma inmed. ata 

n(x) - nt-jíx+c)) = 0 para todo x €. I 

siendo n(x) = <¡> (x) - $_ (x> 

De forma iterativa, 

n(x) = n(c + * ~ ) «...= n(c + 2£=£) 
2 2n 

y pasando a l l i m i t e 

n(x) = l i m n(c + 2Sz£) * n(c) = k1 
n-w 2 

de donde se deduce 

4>1 (x) = 4>2(x) + k.,* + k2 
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CAPITULO VI 

CARACTERÍSTICAS MUÉSTRALES DEL ÍNDICE DE INCERTIDUMBRE 

ASOCIADO A LA J-DIVERGENCIA CORRESPONDIENTE A LA 

R'MCION 4>(t) « t l o g t 

RESUMEN 

En este capítulo se han comparado las características 

muéstrales del índice de incertidumbre asociado a la J-diver-

gencia para <Mt) = t log t, atendiendo en primer lugar a dos 

estadísticas de dispersión (uno estandarizado y otro no), y 

en segundo lugar al coeficiente de correlación de Spearman. 

Hemos obtenido para el índice de incertidumbre asociado 

a la J-divergencia propiedades de estimación comparables a los 

índices comunmente usados, condición que unida a las buenas 

propiedades teóricas analizadas en el capítulo anterior, ha­

cen pensar en la necesidad de un análisis más profundo de los 

índices correspondientes a la familia de las J-divergencias. 
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1 INTRODUCCIÓN 

Analizadas algunas propiedades teóricas de los índices de 

incertidumbre asociados a J-divergencias, nos ha parecido inte 

resante realizar un estudio comparativo de los índices común­

mente usados con un Índice de incertidumbre asociado a J-diver 

gencia. En c^te sentido hemos tomado el índice correspondiente 

a la función <¡>{t) = - t log t, pues para esta función, la 

J-divergencia resulta invariante a nivel diferencial frente a 

transformaciones no singulares de las variables aleatorias y 

de los parámetros. 

La comparación se ha realizado en dos partes: an la prime 

ra se han analizado conjunta y separadamente dos estadísticas 

de dispersión, uno estandarizado y otro sin estandarizar; en 

la segunda parte se ha comparado la incertidumbre muestral con 

la teórica a partir del coeficiente de correlación de Spearman. 

Para realizar las simulaciones de los puntos, se ha cons­

truido un vector de probabilidades acumulados a partir de las 

frecuencias relativas de los sucesos, siguiendo la metodología 

descrita por Bratley, Fox y Schrage (1983). 

2. ÍNDICES A COMPARAR 

Para A.., A.,..., A sucesos mutuamente excluyentes con pro 

babilidades p1»P2»···/Pn respectivamente y verificando la con­

dición p +P2+«'-+Pn • 1» consideramos las doce medidas de in­

certidumbre que relacionamos a continuación: 
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n 
H1 B - Z p log p, (entropía de Shannon) 
1 i=1 1 

n 2 H, • 1 - Z p, (entropía cuadrática) 

/ con i=3 para a = J 

I. - ~ r d-( Ï p.a)1/a) I con i=4 para a = 2 

( con i=5 para a = 3 

(Y-entropÍ£\ de grados i, 2 y 3 respectivamente) 

H, = 1 - max {p.,/.../P„} (medida máxima) o i n 

1 n 3 H7 = -x (1- Z p. ) (entropía de Havrda-Charvat de grado 3) 
i-1 

con i=8 para a = ¿ 
1 a H, = j-£ log Z p. ' con i=9 para a = 2 

( con i=10 para a = 3 

(entropía de Renyi de grados i, 2 y 3 respectivamente) 

1 n 

H.. B (/I-1) ( Z /p^-1) (entropía de Havrda-Charvat modif¿ 
1* cada de grado $) 

1 1 I , « 
H 1 2 ~ 1 ( l í l o 9 ÍPi+ÏJ* ~ Pi l o 9 p J J + l o g n JJJ log (n+1) 

i=1 

(medida de incertidumbre asociada a la J-divergencia determina­

da por la función <Mt) = t log t). 

Los estimadores de estas doce medidas los obtenemos sus­

tituyendo las probabilidades teóricas p. por las frecuencias 

relativas de las observaciones en las particiones A,. 
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3, METODOLOGIA EMPLEADA 

Como primera aproximación a la comparación de la bondad 

de los estimadores, planteamos una simulación por el método de 

Mor/.ecürlo i:on los estadísticos: 

2 i k Hi~Ht 2 

a (H) , V . ¿ l (-£—-) 
i«1 max 

donde o(H) es la desviación tipien muestral de H; H es el va­

lor teórico de H; t'm3íX es el valor máximo teórico que puede 

alcanzar H; H. es el valor de H en la muestra "i"; y k es el 

número de muestras. 

La razón de tomar un estadístico de dispersión estandari­

zado proviene de considerar que la comparación entre Índices 

sólo es posible cuando se han realizado las medidas en las mis 

mas unidades. En este sentido, distintos autores han planteado 

la necesidad de normalizar las medidas con distinto recorrido 

y comparar posteriormente. La razón de considerar también un 

estadístico de dispersión no estandarizado, proviene de compro 

bar que en diversas situaciones la estandarización no es de­

seable por el efecto de los sucesos residuales. Asi, nos ha 

parecido conveniente en este trabajo realizar en primer lugar 

una comparación atendiendo solamente al valor de V, y en segun­

do lugar, comparar considerando conjuntamente los dos índices. 

Los puntos de la variedad parSmetrica de las distribucio­

nes multinomiales en los que hemos estudiado las característi­

cas muéstrales, son los siguientes: 
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P(0) = M (1/n,...,1/n;N) P(1)= M (1,0,...,0;Nj 

P(2) . M(p1
(2),...,pn

(2);N) siendo: 

p.(2) = (1/n) + ((n/2)+1-i)e para 2i í n 

^p.*2* = (1/n) + ((n/2)-i)e para 2i > n 

2 -3 
con n par y e=2/n (1-10 ) 

P(3) . M (p1
(3),..·,Pn

(3);N) siendo: 

' p.(3) = (1/n)+6 para 2i ¿ n 

^ >p i
( 3 ) = (1/n)-6 para 2i > n 

con n par y 5 = 0,8/n. 

P(4) . N (P/
4) Pn

(4);N) siendo P.<
4 ) - ̂ L / f e"^ d^' 

y los extremos 

ai s - 4+8(i-1)/n y bi = - 4+8i/n 

Los puntos P y P corresponden respectivamente a 

las distribuciones que determinan máxima y mínima incertidum-

¡2) 
bre, P corresponde a una distribución con escalonamiento 

(3) 
gradual en las probabilidades, P viene asociada a un salto 

(4) 

brusco entre dos grupos de particiones, y F corresponde a 

realizar n particiones en el intervalo £-4,4J y asignar a las 

probabilidades teóricas p. los valores correspondientes a 

P(-4+8(i-1)/n ¿X S-4+8i/n), siendo X una variable aleatoria 

que sigue una distribución N (0,1). 
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Gráficamente, los puntos descritos corresponden a las dis 

tribuciones que representamos a continuación. 

%A 

,10) 

1 í 

>«.«> 

.tf> 

* a a 

>«> 

i i "^ 

»<*> 

Además de estos cinco modelos de puntos hemos estudiado 

puntos intermedios calculados a través de las geodésicas del 

espacio paramétrico de las distribuciones multinomiales. Así, 

si P =(p1»...#Pn; N) es el punto inicial y Q = (q1,... »
cln;N) 

el punto final, los puntos intermedios R(s) = (r*(s),... ,r (s);N) 

en el arco de la geodésica que enlaza P y Q los hemos obtenido 

de considerar las relaciones: 

/q. -v'p*. eos (d/2v/Ñ) -
r^s) = (/p¡ eos (s/2/ff)+ Sen (á/2^T)

 s e n <s/2^' > 

d = 2 /Ñ arcos ( I /p.q,) 
i-1 
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siendo d la distancia geodésica entre P y Q y s £ [pr&} la dis¡ 

tancia entre P y R (s). En nuestro caso, hemos elegido dos pun 

tos intermedios entre P* y los restantes P , y también otros 

dos puntos entre P ' y P . 

Para cada modelo de punto y para las distribuciones inte£ 

medias hemos tomado el nú-tiero de sucesos n recorriendo el con­

junto {6, 20, 100, 4 00} , y para cada valor de n hemos genera­

do N s min {20n, 1200} valores aleatorios para determinar el 

vector de probabilidades y calcular el valor de H.. Finalmente, 

hemos repetido el proceso 5000 veces y hemos calculado el va-
2 

lor de las estadísticas a (H) y V. 

Hemos realizado también ur seguimiento del proceso ante­

rior para N recorriendo el conjunto {min (n,50), min (2n,200), 

min(5n,400), min (10n,800)}, calculando como en el caso ante-
2 

rior el valor de los estadísticos o (H) y V una vez realizadas 

5000 repeticiones. 

En la construcción del algoritmo de programación hemos 

considerado un generador de variables aleatorias con distribu­

ción multinomial siguiendo la metodología descrita por Bratley, 

Fox y Schrage (1983), en el que se construye un vector de pro­

babilidades acumuladas a partir de las frecuencias relativas 

de los sucesos, obtenidas éstas a través de un generador con-

gruencial de la distribución uniforme en [0f\3- Para acelerar 

el proceso de asignación de frecuencias, hemos adoptado el mé­

todo de Ahrens y Korht, descrito también en Bratley, Fox y 

Scharage (1983), y hemos añadido al generador congruencial un 



L - . 

106 

segundo generador (generador de Transworthe) para suministrar 

las 5000 semillas aleatorias independientes. 

4. RESULTADOS OBTENIDOS 

Realizadas las simulaciones para N * min {20n,1200} y ana 

lizadas conjuntamente los resultados obtenidos para los esta-

2 
dísticos a (H) y V, hemos obtenido: 

1) En los puntos P ( 0 ), P ( 2 ), P ( 3 ), P ( 4 > y los intermedios 

que los enlazan, los índices H 7 y H_ son los que tienen 

mejor estimación, teniendo en cuenta sobre todo que el va 

lor del estadístico V es muy inferior al de los restantes 

índices. 

2) En los puntos mencionados, el estimador del índice H-, es 

notablemente inferior a los restantes, así como los de H„ 

y H 1 Q cuando el numere de parámetros es inferior o igual 

a 100. 

3) El resto de los índices presentan resultados similares, 

alternándose la mejor eficacia de los estimadores al va­

riar los puntos. 

(0) (1) 

4) En la geodésica que enlaza P ' y P ' no se observan di­

ferencias significativas entre los estimadores de los ín­

dices. 
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Estos resultados provienen de considerar para cada valor 
2 

de n los distintos valores que toman los estadísticos o (H) y 

V a lo largo de las geodésicas que enlazan dos o más puntos. 

A titulo ilustrativo presentamos a continuación varias gráfi­

cas en las que podemos observar la variación de los estadísti­

cos al variar el punto. 



108 

E-Oí 

i £-05 

Hívr 3 

Sf.inn; 

\ \ ^ _ , — «* 

S * . 

B n . J / 2 R»n 2 E.a.1/2 

Gamm 2 

j - d l v t r j 

Nun.par. • 100. N • 20C 

»Uftt» 

,iE-W 

íE-05 

¡1-06 

1E-07 ~l \ „ — - * — "* 

""*~ H»vr I 

Shíftio 

i ~*~ ín,:/2 
1 _ ^ 
[ ' ; .»dra 

i "" * • * « - 2 

: 3a» : '2 

| ""*"" E .a .1 '2 

i ~ ° " Saw» 2 1 ~ * ~ 1»«. •" ¡ 



Nusi.oar. • 100. H m 1200. 

109 

1E-03 

!E-Oi 

1E-05 

¿!E-06 

¡E-07 

1E-08 

-39 U -
Havf ï Rn.1/2 (Un 2 E.a.1/2 J-di.var) 

Shanno Cuadra Sa* 1/2 San» 2 fia». P 



N.í«r« ï . ou«;s 3 , N«!3C 

110 

c.oxo 

3.3CS0 

3.00E3 

3.00¿0 

0.0020 

^ 

H.x *H6 

*H 
12 „H5 

H8*H2 

xHr 

xH 
10 

11 

KH, 

HH, 

0.30C0 "^ , 1 
1E-04 

'«r!,an2» 

i 

1E-03 

! 
>£-C2 

Nu». »»r. • 20. lunte 0 

IE-W " 

IE-05 " 

IE-0S ~ 

1E-07 " 

ií-08 " 

iz-oa ~. 
i 

.», 
r l 1 

HjX 

1 1 1 

Hr-. H9 * 

1 1 1 1 

« 3 * 

1 
1E-11 1E-10 1E-09 1E-08 IE-07 IE-0S 1E-OS ÍE-Oi IE-03 1E-02 

. k 



111 

I t -OÏ 

i t -04 

l t -03 

lE-Ot 

lt-07 

i cas 

H, 

MM», M C . • 100. »wftU 3 

H X 2 * 

Hg * 

H. X 

H, X * " l 

* H . 

h* 

«3 * 

i i i i i i i """1™"""""mm"7™""™""™""i"™™""™™» 

l ï - 10 !E-QS iE-CS ¡E-07 ¡S-OS 1E-0S 1E-04 1E-0J !£-02 IE-01 IT.00 

V»rU«!t 

IE-02 " 

>IE-0J " 

• 
c 

1E-04 " 

" H 1 2 

" 7 

X n „ 

« H 6 x H ^ 4 

* 9 
ïíin 

IE-03 

N.P»r.400. Punto I . N.I200 

xH
8 

xH l 

1 1 

IE-02 IE-DI 
Vir lami 

X l · l n 

"' '1 " 
1E»00 

1 " 
IE»0I 

x H
3 

• 



112 

Por Último, al realizar el siguimiento del proceso ante­

rior para valores de N variando en el conjunto {min(n,50), 

min(2n,100), min(5n,400), min(10n,800)} , hemos observado que 

el orden en los valores de los estadísticos tiende a estacio­

narse para N=min (5n,400). 

5. NOTA COMPLEMENTARIA 

Para complementar el estudio realizado con los estadísti-

2 

eos o (H) y V, nos ha parecido conveniente realizar una compa­

ración con los doce Índices expuestos a partir de un índice de 

asociación por rangos. En este sentido hemos calculado el valor 

del coeficiente de correlación de Spearman entre los valores 

teóricos y los valores que resultan por simulación, obteniendo 

por este proceso la tabla 1 que presentaremos a continuación. 

La tabla se ha realizado escogiendo al azar 100 y 200 pun 

tos dentro de la familia de las distribuciones multinomiales y 

considerando para cada uno de ellos un vector acumulativo, pro 

cedente de 100 extracciones aleatorias a partir de un genera­

dor congruencial de la distribución uniforme en ¡0,1|. Para ca 

da vector acumulativo se ha hallado el valor de 1» incertidum-

bre y se ha repetido el proceso 4 000 veces, siendo el valor me 

dio de la incertidumbre de estas 4 000 repeticiones el que he­

mos correlacionado con el valor teórico. El proceso de ha re­

petido para valores del parámetro recorriendo el conjunto 

{5,10,20}. 
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S
 

H1 

H2 

H 3 

H4 

H 5 

H6 

H — 

H8 

H9 

H10 

H11 

H12 

p = 100 

p = 200 

p = 100 

p = 200 

p = 100 

p • 200 

p = 100 

p . 200 

p = 100 

p = 200 

p = 100 

p = 200 

p = 100 

p = 200 

p = 100 

p = 200 

p = 100 

p « 200 

p = 100 

p = 200 

p = 100 

p = 200 

p • 100 

p = 200 

VALOR DEL PARÁMETRO 

5 

0 ,7104 

0 ,7810 

0 ,9364 

0 ,8328 

0 ,6357 

0 ,5243 

0 ,9853 

0 , 8 5 2 5 

0 ,8260 

0 ,6392 

0 ,4529 

0 ,1838 

0 , 8 3 7 5 

0 ,7910 

0 ,5851 

0 , 5 2 4 5 

0 ,9566 

0 ,8059 

0 ,7318 

0 ,5094 

0 , 5 8 7 3 

0 , 5 1 8 2 

0 ,8906 

0 , 7 6 5 5 

10 

0 ,7451 

0,5558 

0 ,8273 

0,6675 

0 ,2599 

0,2767 

0 ,8207 

0,6571 

0 ,4048 

0,3687 

0 ,2087 

0,0282 

0 ,5696 

0,5024 

0 ,3044 

0,3080 

0 ,8141 

0,6692 

0 , 2 8 7 5 

0,2636 

0 ,2961 

0,2826 

0 ,7371 

0,3037 

20 

0 , 2 2 5 2 

0 ,3216 

0 , 5 7 7 5 

0 , 3 6 0 2 

0 ,1480 

0 ,0583 

0 ,54 73 

0 ,3787 

0 ,4928 

0 ,2585 

0 ,0425 

0 ,1420 

0 ,6055 

0 ,3075 

0 ,1708 

0 ,0683 

0 ,6549 

0 ,3991 

0 ,4009 

0 ,1939 

0 , 1 7 1 5 

0 ,0831 

0 , 2 7 4 5 

0 ,1950 

Tabla 1 
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A la vista de los resultados para el coeficiente de co­

rrelación, podemos dividir los índices en cuatro grupos: 

G.1 «s {H2»H.,Hg} G., • {Ĥ  ,H.| 2'Hc»H^ ,H-«} 

G.3 * {H3,Hg,Hl1} G4 > {Hg} 

es decir, los índices afectados por potencias de grado dos, 

agrupados en el bloque primero, tienen mayor coexn-iei.. ,1e 

correlación, los índices afectados por funciones logarítmicas 

o potencias de grado 3 agrupados en el bloque segundo, se ha­

llan en una zona intermedia, y los índices afectados por rai­

ces cuadradas, agrupados en el tercer bloque, son los que pre­

sentan menor correlación. Finalmente, el índice H, se observa 

totalmente separado con muy baja correlación. 

A la vista de los resultados, nos parece interesante pro­

fundizar en el estudio de índices de incertidumbre asociados 

a J-divergencias, ya que, por un lado, la familia de las J-di-

vergencias contiene los índices más usados, y por otro, la fa­

milia aporta nuevos índices con propiedades de convexidad y de 

estimación comparables a los comunmente utilizados. 



ANEXO I 

PROGRAMA ÍNDICES O Y V 

fcfMilLMhmali 
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SUBROOTINE OUTP(CW) 

C Escritura en el fichero de salida de la matriz W con el titulo 'C 

COMMÜN /E/ ETIQUE(18) 
REAL*8 W(18,5) 
CHARACTER*17 C 
CHARACTER*10 ETIQUE 

WRITE (6,1) C 

DO 100 I « 1,18 
WRITE (6,2) ETIQÜE(I),(W(I,J),J=1,5),ETIQÜE(I) 

100 CONTINUÉ 

1 FORMAT(/,' - ',A17,/) 
2 FORMAT(1X,A10,5(2X,G20.10),2X,A10) 

RETURN 
END 

BLOCK DATA INITI 

Inicializaciones de variables common 

COMMON /E/ ETIQÜE(18) 
COMMON /CHISQ/ CHMEAN(5),CHMAX(5) 
REAL*4 CHMEAN,CHMAX 
CHARACTER*10 ETIQUE 

DATA ETIQUE /'Shannon 
1 'Gamma 3 
2 'Havrda 2 
3 'Renyi 1/2 
4 'E.ord.1/2 
5 'J-diverg. 

,"Cuadrati.¡ 
,'Max. p(i): 
,'Havrda 3 : 
,'Renyi 2 : 
,'E.orden 2: 
,'J-diver 2: 

,'Gamma 1/2:','Gamma 2 

,'Renyi 3 
,'E.orden 3 
,'J-diver 3 ','J-div. -I:'/ 

DATA CHMAX /5*0./,CHMEAN /5*0./ 

END 

SUBROUTINE ITAUSW(LL,IX) 

C Generador de Tausworthe modificado de números aleatorios. 
C Entrada: 
C - LL » entero empleado como semilla 
C Salida : 
C - L·L * IX = entero seudo-aleatorio (ver main utilidad ix) 
C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation" - Springer-Verlag 

INTEGERM I,ICOMP,IX,J,JCOMP,LI, 
LOGICAL A,B,ACOMP,BCOMP 
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EQUIVALENCE(I,A),{J,B),(ACOMP,ICOMP),(BCOMP,JCOKP) 
PARAMBTER (N • 262144,M = 8192,K = 21<S?463647¡ 

I - ri, 
J • I / M 
ICOMP « K - I 
JCOKP * K - J 

B * A .AND. BCOMP .OR. ACOMP .AND. B 

I • J 
J • J * N 
ICOMP = K - I 
JCOMP * K - J 

A = A .AND. BCOMP .OR. ACOMP .AND. B 

IX * I 
LÏ. • I 

RETORN 
END 

FUNCTION UNIF(IX) 

C Generador de números aleatorios, utiliza la formula recursiva: 
C IX - 16807 * IX MOD (2**31 -1) 
C Entrada: 
C - IX • semilla del generador, 0 < IX <= 2147483647 
C Salida: 
C - UNIF « real seudo-aleatorio entre 0 y 1. 
C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation" - Springer-Verlag 

INTEGER*4 IX, Kl 

Kl « IX / 127773 
IX « 16807 * (IX - Kl * 127773) - Kl * 2836 
IF (IX .LT. 0) IX * IX + 2147483647 

UNIF • IX * 4.656612875E-10 

RETURN 
END 

FUNCTION IVDISC(U) 
C Invierte una función de distribución discreta utilizando un 
C vector de Índices. 

C Entrada : 
C - Common /INTERN/ 
C - U * real tal que: 0 < U <* 1 
C Salida : 
C - IVDISC * F inversa de U. 
C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation" - Springer-Verlag 
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COMMON /INTERN/ N,M,L(1500),CDF(500) 
REAL*4 CDF,U 
INTEGER L,M,N,NDX,JVDISC 

IF (0 .GE. CDF(W)) THEN 
IVDISC = N 
RETORN 

END IF 

NDX * O * M + 1. 
JVDISC = L(NDX) 

IF (JVDISC .GT. 0) THEN 
IVDISC = JVDISC 
RETORN 

END IF 

JVDISC * - JVDISC 

100 IF (CDF(JVDISC) .LT. O) THEN 
JVDISC = JVDISC + 1 
GOTO 100 

END IF 

IVDISC » JVDISC 
RETORN 

END 

SUBROUTINE VDSETP 

C Inicializa el vector de probabilidades acumuladas CDF y el vector 
C de pointers L para la inversión de la función de de distribución 
C discreta CDF, realizada mediante la función IVDISC. 

C Entrada: mediante el common /PROBAB/ 
C - N2 - numero de sucesos (también tamaño útil de P) 
C - P = vector de probabilidades 
C Salida: construcción del common /INTERN/ 
C - CDF - vector de probabilidades acumuladas 
C - L = vector de pointers. 
C - M * tamaño útil del vector L 
C - N - tamaño útil de CDF * N2 
C Referencia: Bratley et alt. MA Guide to Simulat ion" - Springer-Verlag 

COMMON /INTERN/ N,M,L(1500),CDF(500) 
COMMON /GLOBAL/ N2,IX,RIN,D,S,P(500),A(500),B(500),F(500) 
REAL*4 CDF,D,P,S,RIN,A,B,F 
INTEGER I,IX,J,L,i:,N,N2,NDX,NDl,NOLD 

N 
M 
CE 

« N2 
- 2 

F ( l ) 
* 
-

N 
P ( D 

DO 100 I = 2, N 
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CDF(I) « CDF(I-l) + P(I) 
100 CONTINUÉ 

DO 200 I - 1, M 
L(I) « 1 

200 CONTINUÉ 
IF (N .EQ. 1) RETURN 

NOLD « M 
I - N 

DO 400 J * 2,N 
1 = 1 - 1 

NDX = CDF(I)*M + 1 
L(NDX) * - I 
ND1 - NDX + 1 

IF (ND1 .LE. NOT.D) THEN 
DO 300 K - NDl,NOLD 
L(K) * I + 1 

300 CONTINUÉ 
END IF 
NOLD - NDX - 1 

400 CONTINUÉ 

RETURN 
END 

SUBROUTINF ENTROP(N,Y,H) 

C Calculo J-divergencia y entropías. 

C Entrada: 

C - Y = vector de probabilidades (o frecuencias relativas) 
C - N = tamaño útil del vector Y (N <• 500) 
C Salida: 
C - H = vector que contiene las entropías y la J-divergencia 

REAL*4 Y(500) 
REAL*8 P,Q,AUX,H(18),SQR2,C1D3,C71,C73,L02,DN,DRIN 
PARAMETER(C1D3 = 1.D0/3.D0,C73 « -4.D0/3.D0, 
1 SQR2 - 1.41421356237309515,C71 = 2.41421356237309448, 
2 L02 = 0.301029995663981212) 

C SQR2 - sqrt(2), C71 = l/(sqrt(2)-l), L02 = logl0(2) 

INTEGER I,N 

DN = DFLOAT(N) 
DRIN = 1 .DO / DFLOAT(N) 

DO 100 I = 1,18 
H(I) • 0.D0 

100 CONTINUÉ 
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Ci ucuio en acumuladores 

DO 200 I • l,N 
P * DBLE(Y(I)) 
Q • P + DRIN 
IF (P .NE. 0.) THEN 
AÜX 
H(l) 
H(2) 
H(3) 
H(5) 
H(6) 
H(15) 
H(16) 
H(17) 

ELSE 
AOX 
H(15) 
H(16) 
H(17) 

ENU IF 

* (P * DLOGIO(P) - Q * DLOGIO(Q)) / 
« H(l) - P * DLOGIO(P) / L02 
• H(2) + P**2 
= H(3) + DSQRT(P) 
= H(5) + P**3 
= DMAX1(H(6),P) 
= H(15) + AUX 
• H(16) + AUX**2 
- H(17) + AUX**3 

- Q * DLOGIO(Q) / L02 
» H{15) - AUX 
= H(16) + AUX**2 
= H(17) - AUX**3 

L02 

200 CONTINUÉ 

C calculo definitivo coeficientes 

H(4) = H(2) 
H(2) = 2.DO - 2.DO * H<2) 
H(6) = 1.D0 - H(6) 

H(18) = l.D0/(H(15) + DLOG10(5.*DRIN) / L02) 
H(15) = -.5D0*H(15) + (DLOG10(DN)-(.5+.5*DRIN>*DLOG10(DN+l))/ L02 

H(7) = 1.D0 - H(4) 
H(8) = .5D0*(l.DO - H(5)) 
H(9) = 2.DO * DLOG(H(3)) 
H(10) = -LOG(H(4)) 
H(ll) = -.5D0*LOG(H(5)) 
H(12) - C71*(H(3)-1.D0) 
H(13) * -2.D0*(H(4)-1.D0) 
H(14) = C73*(H(5)-1.D0) 
H(3) = H(3)**2 - 1.D0 
H(4) = 2.D0*(1.D0 - DSQRT(H(4))) 
E(5) = 1.5D0*(1.D0 - H(5)**C1D3) 

RETURN 
END 

FUNCTION CHISQU(P,X,N) 

C Efectua un test ji-cuadrado asumiendo distribución multinomial 
C de parámetros (p(l),...,p(N)). 

C Ertrada: 
C - P = vector de probabilidades 
C - X = vector de frecuencias relativas observadas 
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C - N « tamaño útil de los vectores P y X (N <= 500) 
C Salida : 
C - CHISQU * valor del estadístico ji-cuadrado 

REALM P(500),X(50G),CH 
INTEGER I,N 

CH • 0. 

DO 100 I * 1,N 
Cl = CH + (X(I) - P(I))**2/P(I) 

100 CONTINUÉ 

CHISQU * CH 

RETORN 
END 

SUBROUTINE MU/TIN 

C Calcula la suma y la suma al cuadrado de entropías y J-divergencia 
". correspondientes a una muestra de tamaño TM de N variables aleato-
C rías con distribución conjunta multinoraial ñe parámetros (p(l),p(2), 
C ,,..,p(N),TM). 
C La muestra se simula mediante extracción de números aleatorios. 
C TM se hace variar desde POPSIZ(l) hasta ?OPSIZ(5), evaluando en cada 
C caso las entropías. Si se desea un test ji-cuadrado de la muestra 
C para verificar su distribución, quitar las marcas de comentario 
C C*** en las lineas 382 a 384. 

C Funciones y subrutinas utilizadas: 
C - UNIF, IVDISC (CKISCU si se quita C****) 
C Entrada: mediante los common /GLOBAL/ y /¥/ 
C - N = tamaño del vector X 
C - IX semilla del generador UNIF 
C - POPSIZ = vector con el rango muestral 
C Salida : mediante el common /F/ 
C - MEAKH = matriz con las sumas de los 18 estadísticos en las 5 
C extracciones. 
C - VARH = idem con la suma al cuadrado. 
C mediante el common /CHISQ/ 
C - CHMEAN = vector acumulado de estadísticos ji-cuadrado para 
C cada tamaño muestral. 
C - CHMAX * vector con el valor máximo hallado en TODAS las re-
C plicas (no solo en esta llamada) para cada TM. 

COMMON /GLOBAL/ N,IX,RIN,D,S,P(500),A(500),B(500),F(500) 
COMMON /F/ POPSIZ(6),HT(18),RANK(18),MEANH(18,5), VARH(18,5), 
1 VINDEX(18.f) 
COMMON /CHISQ/ CHMEAN(5),CHMAX(5) 

REALM ü,RIN,P,S,A,B,F,CHMEAN,CHMAX,RTM,X(500) 
REAL*8 HT,RANK,MEANH,VARH,VINDEX,H(18) 
INTEGER COUNT(500),DF,I,N,IX,POPSIZ,START 
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START « 1 

DO 100 I • 1,N 
COONT(I) * 0 

100 CONTINUÉ 

DO 500 I • 1,5 

DO 200 J - START,POPSIZ(I) 
O = UNIF(IX) 
LÓCATE = IVDISC(U) 
COüNT(LÓCATE) - COUNT(LÓCATE) + 1 

200 CONTINUÉ 
C > el bucle 200 simula una muestra de tamaño POPSIZ(I) 

RTM * REAL<POPSIZ(I)) 
DO 300 J = 1,N 
X(J) * REAL(COÜNT(J)> / RTM 

C > paso a frecuencias relativas 
300 CONTINUÉ 

CALL ENTROP(N,X,H) 
C > calculo entropias y J-Divergencia muéstralos 

DO 400 J - 1,18 
MEANH(J,I) * MEANH(J,I) + H(J) 
VARH(J,I) = VARH{J,I) + H(J)**2 
VINDEX(J,I) = VINDEX(J,I) + (<H(J) - HT( J) )/MNK(J) )**2 

C > sumar al acumulado 
400 CONTINUÉ 

START « POPSIZ(I) + 1 
C > siguiente punto de arranque 

c*** CH = CHISQU(P,X,N) 
C*** CHMEAN(I) = CHMEAN(I) + CH 
C*** CHMAX(I) = MAX(CHMAX(I),CH) 

500 CONTINUÉ 

RETURN 
END 

SUBROUTINE FCALCU(KIND) 

C Construcción del punto F, punto final de la geodésica 

REAL*4 D,P,RIN,S,A,B,F,DELTA 
REAL*8 HT,RANK,MEANH,VARH,VINDEX 
INTEGER I,KIND,N,M,POPSIZ 

COMMON /GLOBAL/ N,IX,RIN,D,S,P(500),A(500),B(500),F(500) 
COMMON /F/ POPSIZ(6),HT(18),RANK(18),MEANH(18,5), VARH(18,5), 
1 VINDEX(18,5) 

IF (2*(N/2) .LT. N) N « N • 1 
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C -> las particiones han de ser pares 

M • N/2 
RIN * 1„ / REAL(N) 

DELTA • 2. * RIN**2 
C > delta máximo posible en los casos 2 y 3 

DELTA * DELTA - DELTA/1000. 

DO 100 I * 1,N 
P(I) « RIN 

100 CONTINUÉ 
C > se asigna inicialmente el punto O • mult. equiprobable 

CALL ENTROP(N,P,RANK) 
C > punto de máxima entropia. 

F(l) * 1. 
DO 200 I * 2,N 
F(I) * 0. 

200 CONTINUÉ 
CALL ENTROP(N,F,HT) 

C > punto de minima entropia, también valido como punto final 
C en el caso 1. 

DO 300 I = 1,18 
RANK(I)= RANK(I) - HT(I) 

300 CONTINUÉ 

IF (KIND .EQ. 2) THEN 

DO 400 I = 1,M 
F(I) = RIN + (M+l-I)«DELTA 
F(I+M) = RIN - I*DELTA 

400 CONTINUÉ 

ELSE IF (KIND .EQ. 3) THEN 

DO 500 I = 1,M 
F(I) * 1.8 * RIN 
F(I+M) = .2 * RIN 
P(I) = RIN + (M+l-I)«DELTA 
P(I+M) » RIN - I*DELTA 

500 CONTINUÉ 

ELSE IF (KIND .EQ. 4) THEN 
CALL NORMAL 

END IF 

RETORN 
END 

SUBROUTINE NORMAL 

C Tipo de problema 4: partición de la normal (0,1) en N intervalos 
C de probabilidad fíi) 
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REAL*4 D,F,RIN,S,A,b,F 
REAL*16 ISIZE,STEP,AOX,CAUX,SQR2 
INTBGER I,IX,N 

COMMON /GLOBAL/ N,IX,RIN,D,S,P(500),A(500),B(500) ,F(500) 

AOX * 0.Q0 
STEP * O.QC 
SQR2 * QSQRT(2.Q0) 
ISIZE * 4.Q0 / QFLOAT(N/2) 

DO 100 I « 1,N,2 

STEP • STEP + ISIZE 
CAÜX • QERF(STEP/SQR2) 
F(I) = SNGLC(5.Q-1*(CAÜX-AÜX)) 
Fíl+l) « F(I) 
AUX = CAÜX 

100 CONTINUÉ 

RETORN 
END 

SUBROÜTINE DISTAN(KIND) 

C Calcula la distancia entre el punto O = (p(l),...,p(n)) y si punto 
C F en el espacio parametrico de las distr. multinomiales, asi como 
C las constantes de integración A y B. 

COMMON /GLOBAL/ N,IX,RIN,D,S,P(500),A(500),B(500),F(500) 

REAL*4 RIN,D,P,S,A,B,F,AÜX,BUX 
INTEGER I,KIND 

AÜX * 0. 
D * 0. 

DO 100 I * 1,N 
AOX « AÜX + SQRT(P(I)*F(I)) 

100 CONTINUÉ 

S = ACOS(AÜX) 
C > s = distancia(O-F) / (2 * SQRT(Tamaño muestral)) 

BOX * SQRT(1. - AÜX**2) 

DO 200 I « 1,N 
A(I) • SQRT(P(I)) 
B(I) - (SQRT(F(I)) - SQRT(P(I))*AUX) / BÜX 

200 CONTINUÉ 

RETORN 
END 
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SUBROUTINE GEODES 

C Desplaza el punto P = (p(l),...,p(n),N) a lo largo de la curva G 
C una distancia s. La curva G es la geodésica que une en la variedad 
C parametrica los puntos O y ?. 

C Entrada: 
C - S * incremento de arco en la dirección 0 - F en la geodésica G 
C y mediante el common /GLOBAL/ 
C - p a vector de probabilidades (punto P) 
C - N = n, numero de variables aleatorias observadas 
C - D * v2if*ancia 0 - C / sqrt (tamaño muestral) 
C Salida: 
C - p = vector P en D + S 
C - D - D • S 

COMMON /GLOBAL/ N,IX,RIN,D,S,P(500),A(500),B(500),F(500) 
REAL*4 RIN,D,P,S,A,B,F,AÜX,BUX 
INTEGER IX,N 

D * D + S 
AUX = SQRT(RIN)*COS(D) 
BUX * SIN(D) 

DO 100 I « I.» 
P(I) = (AÜX + B(I)*BOX)**2 

100 CONTINUÉ 

RETURN 
END 

PROGRAM MAIN 

C 
C Estudio, mediante simulación, de algunas propiedades muéstrales 
C de ciertas entropias (ver BLOCK DATA INITI) en una serie de puntos 
C , elegidos por el usuario, de la variedad parametr¿ca asociada 
C a las funciones de densidad multinomiales. 

C Entrada: 
C - N - numero de sucesos 
C _ NR * numero de replicas 
C _ ISG * numero de pasos intermedios entre los puntos O y F 
C _ KIND= tipo de problema. 
C Salida : para cada punto 
C - HT • entropias y J-divergencia teóricas 
C - MEANH • media de las NR entropias y J-divergencia muéstrales 
C - VARH « varianza de las idem 
C - SIGTIP * desviación tipica de las idem 
C - SESGO = sesgo tipificado de las idem 

COMMON /GLOBAL/ N,IX,RIN,D,S,P(500),ñ(500),B(500).F(500) 
COMMON /F/ POPSIZ(6),HT(18),RANK(18),MEANH(18,5), VARH(18,5), 
1 VINDEX(18,5) 
COMMON /CHISQ/ CHMEAN(5),CHMAX(5) 
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COMMON /E/ ETIQUE(18) 

REAL*4 A,1,F,D,P,RIN,S,CHMEAN,CHMAX 
REAL*8 MEANH,VARH,H(18),HT,RNR,RANK,SIGTIP(18,5),SESGO(18,5), 
1 VINDEX 
INTEGER I,LL,N,NR,POPSIZ,STP 
CHARACTER*17 C 
CHARACTER*10 ETIQUE 

WRITB(5,1) 
1 FORMAT (' Entra tamaño del vector.') 

READC5,*) N 

IF ((N .GT. 500) .OR. (N .LE. 1)) THEN 
WRITE(5,2) 

2 FORMAT (' Numero de parámetros incorrecto: 1 < N <= 500') 
STOP 

END IF 

WRITE(5,3) 
3 FORMAT (' Entra numero de replicas.') 

READ(5,*) NR 
WRITE(5,4) 

4 FORMAT (' Entra tipo de problema escogido.') 
READ(5,*) KIND 

IF ((KIND .LT. 0) .OR. (KIND .GT. 4)) THEN 
WRITE(5,5) 

5 FORMAT (' Tipo de problema incorrecto (solo 0, 1» 2, 3, 4)*) 
STOP 

END IF 

IF (KIND .GT. 0) THEN 
WRITE(5,6) 

6 FORMAT (' Entra numero de saltos en la geodésica.') 
READ(5,*) ISG 
IF ((KIND .EQ. 1) .AND. (ISG .EQ. 1)) STOP 

ELSE 
ISG • 1 

END IF 

WRITE(6,7) KIND,NR,N 

RNR • DBLE(NF) 

POPSIZ(l) = MIN0(N,100) 

POPSIZ(2) « MINO(2*N,200) 
POPSIZ(3) = MINO(5*N,400) 
POPSIZ(4) • MINO(10*N,800) 
POPSIZ(5) * MINO(20*N,1200) 

CALL FCALCÜ(KIND) 
C > asignaciones iniciales puntos inicial (O) y final (F). 

CALL DISTAN(KIND) 
C > calcula distancia (O-F), y la ctes , A y B 

IF (ISG .GT. 0) S * S / REAL(ISG) 
C > s « distancia(O-F) / isg / (2 * SQRT(TM)) 
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IV (KIND .EQ. 1) ISG » ISG - 1 
C > no tiene sentido el caso (1,0,...,0) 

DO 800 STP • 1,ISG 

IF (KIND .GT. 0) CALL GEODES 
C > Desplazar el punto actual P hacia F 's' unidades 

LL » 524287 
C > valor inicial para el generador de Tausworthe 

CALL VDSETP 
C > inicializar tabla de Índices 

CALL ENTROP(N,P,HT) 
C > calculo entropías y J-divergencia teóricas 

DO 200 I = 1,18 
DO 200 J = 1,5 
Í4EANH(I,J) « 0. 
VARH(I,J) * 0. 
VINDEX(I,J) • 0. 

200 CONTINUÉ 
C > inicializacion media y varianza 

DO 300 J * 1,NR 
CALL ITAUSW(LL,IX) 

C > LL es empleada como semilla inicial de cada replica 
CALL MULTIN 

C > simulación muestra 'J' y calculo entropías 
300 CONTINUÉ 

IF (KIND .NE. 0) THEN 
WRITE(6,8) D,STP 

ELSE 
WRITE(6,*) 

END IF 

DO 400 I * 1,18 
WRITE(6,9) ETIQUE(I),HT(I) 

400 CONTINUÉ 
WRITE (6,10) (POPSIZ(I),I*l,5) 

DO 600 J = 1,5 

DO 500 I * 1,18 
MEANH(I,J) « MEANH(I.J) / RNR 
VARH(I,J) * VARH(I,J) / RNR - MEANH(I,J)**2 
VINDEX(I,J) = VINDEX(I,J) / RNR 
IF (VARH(I,J) .LT. 0.D0) VARH(I,J) - 0 DO 

SESGO(I,J) * (HT(I) - MEANH(I,J))/ HT(I) * 100.DO 
SIGTIP!I,J) « DSQRT(VARH(I,J)) / HT(I) * 100.DO 

500 CONTINUÉ 

600 CONTINUÉ 

C * ' Media (m) de:' 
CALL OUTP(CMEANH) 
C * ' Varianza des' 
CALL OUTP(CVARH) 
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C » ' Signa tipi. de:' 
CALL OUTP(CSIGTIP) 
C • ' (E-m) / E de:' 
CALL OOTP(C,SESGO) 
C * ' Nuevo índice:' 
CALL OüTP(CVINDEX) 

800 CONTINUÉ 

7 FORMAT(/,30X,' Tipo de problema >',G6, 
1 A30X,' Numero de simulaciones:',G6, 
2 /,30X,' Numero de parámetros :',G6) 

8 FORMAT (/,3CX,' Distancia:',F6.3,' > salto num. ', G3, 
1 /,' Valor teórico de'/) 

9 FORMAT(1X,A10,5(2X,G20.10)) 
10 FORMAT(// ' Tamaño poblacicnal :',/,10X,5(10X,G4,8X)) 

STOP 
END 



ANEXO I I 

PROGRAMA ÍNDICE CORRELACIÓN SPEARMAN 

;-Hmm,<t~*m**»~m¿10rHIUl. J M ^ Í I . —ja^Jt ~~M-. í, 
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SOBROOTINE ITA0SW(LL,IX) 

C Generador de Tausworthe modificado de números aleatorios. 
C Entrada: 
C - LL * entero empleado como semilla 
C Salida : 
C - LL * IX * entero seudo-aleatorio (ver main utilidad ix) 
C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation" - Springer-Verlag 

INTEGERM I,ICOMP,IX,J, JCOMP, LL 
LOGICAL A,B,ACOMP,BCOMP 
EQUIVALENCE(I,A),(J,B),(ACOMP,ICOMP),(BCOMP,JCOMP) 
PARAMETER (N = 262144,M = 8192,K = 2147483647) 

I * LL 
J = I / M 
ICOMP » K - I 
JCOMP • K - J 

B = A .AND. BCOMP .OR. ACOMP .AND. B 

I « J 
J = J * N 
ICOMP • K - I 
JCOMP = K - J 

A = A .AND. BCOMP .OR. ACOMP .AND. B 

IX « I 
LL « I 

RETURN 
END 

FUNCTION UNIF(IX) 

C Generador de números aleatorios, utiliza la formula recursiva: 
C IX = 16807 * IX MOD (2**31 -1) 
C Entrada: 
C - IX * semilla del generador, 0 < IX <« 2147483647 
C Salida: 
C - ONIF = ¿eal seudo-aleatorio entre 0 y 1. 
C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation" - Springer-Verlag 

INTEGER*4 IX, Kl 

Kl - IX / 127773 
IX • 16807 * (IX - Kl * 127773) - Kl * 2836 
IF (TX .LT. 0) IX = IX + 2147483647 

ÜNIF = IX * 4.656612875E-10 

RETUR»: 
END 
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FONCTION IVDISC(O) 
C Invierte una función de distribución discreta utilizando un 
C vector de Índices. 

C Entrada : 
C - Common /INTERN/ 
C - O = real tal que: 0 < U <= 1 
C Salida : 
C - IVDISC - F inversa de ü. 
C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation" - Springer-Verlag 

COMMON /INTERN/ N,M,L(1500),CDF(500) 
REAL*4 CDF,U 
INTEGER L,M,N,NDX,JVDISC 

IF (U .GE. CDF(N)) THEN 
IVDISC = N 
RETURN 

END IF 

NDX * O * M + 1. 
JVDISC * L(NDX) 

IF (JVDISC .GT. 0) THEN 
IVDISC • JVDISC 
RETURN 

END IF 

JVDISC = - JVDISC 

100 IF (CDF(JVDISC) .LT. U) THEN 
JVDISC = JVDISC + 1 
GOTO 100 

END IF 

IVDISC = JVDISC 
RETURN 

END 

SUBROUTINE VDSETP 

C Inicializa el vector de probabilidades acumuladas CDF y el vector 
C de pointers L para la inversión de la función de de distribución 
C discreta CDF, realizada mediante la función IVDISC. 

C Entrada: mediante el common /PROBAB/ 
C - N2 * numero de sucesos (también tamaño útil de P) 
C - p * vector de probabilidades 
C Salida: construcción del comuon /INTERN/ 
C - CDF = vector de probabilidades acumuladas 
C - L « vector de pointers. 
C - M = tamaño útil del vector L 
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C - N = tamaño útil de CDF = N2 
C Referencia: Bratley et alt. "A Guide to Simulation" - Springer-Verlag 

COMMON /INTERN/ N,M,L(1500),CDF(500) 
CCfMON /GLOBAL/ N2,IX,P(500) 
REAL*4 CDF,P 
INTEGER I,IX,J,L,M,N,N2,NDX,NDl,NOLD 

N - N2 
M * 2 * N 
CDF(l) = P(l) 

DO 100 I - 2, N 
CDF(I) = CDF(I-l) + P(I) 

100 CONTINUÉ 

DO 200 I = 1, M 
L(I) = 1 

200 CONTINUÉ 
IF (N .EQ. 1) RETURN 

NOLD = M 
I = N 

DO 400 3 - 2,N 
1 = 1 - 1 

NDX = CDF(I)*M + 1 
L(NDX) = - I 
ND1 = NDX + 1 

IF (ND1 .LE. NOLD) THEN 
DO 300 K - NDi,NOLD 
L(K) = 1 + 1 

300 CONTINUÉ 
END IF 
NOLD « NDX - 1 

400 CONTINUÉ 

RETURN 
END 

SUBROUTINE ENTROP(N,Y,H) 

C Calculo J-divergencia y entropias. 

C Entrada: 

C - ï = vector de probabilidades (o frecuencias relativas) 
C - N - tamaño útil del vector Y (N <= 5ü0) 
C Salida: 
C - H = vector que contiene las entropias y la J-divergencia 

REAL*4 Y(500) 
REAL*8 P,Q,AÜX,H(18),SQR2,C1D3,C71,C73,L02,DN,DRIN 
PARAMETET.(C1D3 - l.D0/3.D0,C73 = -4.DÜ/3.D0, 
l SQR2 • 1.41421356237309515,C71 = 2.41421356237309448, 
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2 LC2 = 0.301029995663981212) 

C SQR2 - s q r t ( 2 ) , C71 = l / ( s q r t ( 2 ) - l ) , L02 = l o g l 0 ( 2 ) 

raJEGER I ,N 

DN = DFLOAT(N) 

DRIN = 1 .DO / DFLOAT(N) 

DO 100 I * 1,18 
H(I) = 0.D0 

100 CONTINUÉ 

C Calculo en acumuladores 

DO 200 I = 1,N 
P = DBLE(Ï(I)) 
Q - P + DRIN 
IF (P .NE. 0.) THEN 
AUX 
H(l) 
H(2) 
H(3) 
H(5) 
H(6) 
H(15) 
H(16) 
H(17) 

ELSE 
AUX 
H(15) 
H(16) 
H(17) 

END IF 

= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 
= 

= 
= 
= 
« 

(P * DLOG10(P) - Q * DLOGIO(Q)) / L02 
H(l) - P * DLOG10(P) / L02 
H(2) ••• P**2 
H(3I + DSQRT(P) 
H(5) + P**3 
DMAX1(H(6),P) 
H(15) + AUX 
H(16) + AUX**2 
H(17) + AUX**3 

Q * DLOGIO(Q) / L02 
H(15) - AUX 
H(16) + AUX**2 
H(17) - AUX**3 

200 CONTINUÉ 

C calculo definitivo coeficientes 

H(4) 
H(2) 
H(6) 

H(18) 
H(15) 

H(7) 
H(8) 
H(9) 
H(10) 
H(ll) 
H(12) 
H(13) 
H(14) 
H(3) 
H(4) 
H(5) 

= 
= 
~ 

= 
* 

s 

= 
s 

s 

s 

s 

« 
= 
s 

* 
= 

H(2) 
2.DO - 2.DO * H(2) 
1.D0 - H(6) 

l.D0/(H(15) + DLOG10(5.*DRIN) / 1,02) 
-.5D0*H(15) + (DLOG10(DN)-(.5+.5*DRIN)*DLOG10(DN+l))/ L02 

1.D0 - H(4) 
.5D0*(1.D0 - H(5)) 
2.DO * DL0G(H(3)) 
-L0G(H(4)) 
-.5D0*LOG(H(5)) 
C71*(H(3)-1.D0) 
-2.D0*(H(4)-1.D0) 
C73*(H(5)-1.D0) 
H(3)**2 - l.DO 
2.DO*(l.D0 - DSQRT(H(4))) 
1.5D0*{1.D0 - H(">)**C1D3) 
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RETORN 
END 

SÜBROÜTÏNE GENERA(SEMGEN) 

C Genera un vector aleatorio de N componentes con suma = 1. 

COMMON /GLOBAL/ N,IX,P(5001 

REAL*4 P 
INTEGER SEMGEN,I 

CDF = 0. 
CALL ITAUSW(SEMGEN,IX) 

DO 100 I * 1,N 
P(I) = ÜNIF(IX) 
CDF « CDF + P(I) 

100 CONTINUÉ 

DO 200 I = 1,N 
P(I) = P(I) / CDF 

200 CONTINUÉ 

RETORN 
END 

SUBROUTINE SORT(NPOINT,E,IE) 

C Oraría el vector de índices IE de acuerdo a la ordenación 
C ascendente del vector E. 
C Entrada: 
C - NPOINT = numero de objetos a ordenar, NPOINT <= 500 
C - E = vector de objetos a ordenar 
C - IE - vector de Índices (inicializado a 1,2,...,NPOINT) 
C Salida : 
C - IE = posición de menor a mayor valor de los elementos de E 

REAL*8 E (500,18) 
INTEGER*4 NPOINT,IE(500,18) 

* DO 100 NH « 1,18 
DO 100 I = l,NPOINT-l 

DO 100 J = l,NPOINT-I 
IF (E(IE(J,NH),NH) .GT. E(IE{J+1,NH) NH)) THEN 

IAUX « IE(J,NH) 
IE(J,NH) = IE(J+1,NH) 
IE(J+1,NH) » IAUX 

END IF 
100 CONTINUÉ 

RETORN 
END 
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SUBROUTINE SPEARM(NPOINT,Il,I2,S) 

C Calcula la correlación de Spearman entre los índices II e 12. 
C Entrada: 
C - NPOINT = numero de elementos de II e 12 
C - II * vector de Índices 1. 
C - 12 * vector de índices 2. 
C Salida : 
C - S * correlación de Spearman 

REAL*8 S(18),RAÜX 
INTEGER*4 II(500,18),12(500,18),NPOINT 

RAÜX * DFLOAT(NPOINT**3-NPOINT) 

DO 100 I * 1,10 
S(I) • 0.D0 

100 CONTINUÉ 

DO 200 I = 1,18 
DO 200 J = 1,NPOINT 
S(I) = S(I) + DFLOAT(Il(J,I) - I2(J,I))**2 

200 CONTINUÉ 

DO 300 I = 1,18 
S(I) = 1.D0 - (6.D0*S(I))/RAUX 

300 CONTINUÉ 

RETORN 
END 

SUBROUTINE MULTIN 

C Calcula la suma de entropías y J-divergencia correspondientes a 
C una muestra de tamaño POPSIZ de N variables aleatorias con distri-
C bucion conjunta multinomial de parámetros (p(l),p(2),...,p(N),POP) 
C La muestra se simula mediante extracción de números aleatorios. 

C Funciones y subrutinas utilizadas: 
C - UNIF, IVDISC 
C Entrada: mediente los common /GLOBAL/ y /F/ 
C - N « tamaño del vector X 
C - IX * semilla del generador UNIF 
C Salida : mediante el common /F/ 
C - ACUMU = matriz con las sumas de los 18 estadísticos 

COMMON /GLOBAL/ N,IX,P(500) 
COMMOU /F/ POPSIZ,II,ACUMU(18) 

REAL*4 U,P,RTM,X(500) 
REAL*8 ACUMU,H(18) 
INTEGER COUNT(500),:.,N,IX,POPSIZ 
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DO 100 I • 1,N 
COUNT(I) • 0 

100 CONTINUÉ 

DO 200 J = 1,POPSIZ 
O • ÜNIF(IX) 
LÓCATE * IVDISC(O) 
COüNT(LÓCATE) - COÜNT(LÓCATE) + 1 

200 CONTINUÉ 
C > el bucle 200 simula una muestra de tamaño POPSIZ 

RTM • REAL(POPSIZ) 
DO 300 J » 1,N 

X(J) - REAL(COUNT(J)) / RTM 
C > paso a frecuencias relativas 
300 CONTINUÉ 

CALL ENTROP(N,X,H) 
C > calculo entropias y J-Divergeneia muéstrales 

DO 400 J • 1,18 
ACUMU(J) • ACUMU(J) + H(J) 

C > sumar al acumulado 
400 CONTINUÉ 

RETURN 
END 

PROGRAM MAIN 

C 
C Estudio, mediante simulación, de la correlación de Spearman entre 
C las esperanzas muestral y teórica de una colección de entropias 
C (ver DATA ETIQUE), calculadas en una serie de puntos elegidos 
C al azar en *« variedad parametrica de las funciones de densidad 
C multinomiales. 

C Entrada: 
C - N » numero de sucesos 
C _ NR = numero de replicas (en cada punto). 
C _ POPSIZ = tamaño poblacional (numero de extracciones) 
C _ NPOINT = numero de puntos extraídos al azar en el espacio 
C de las multinomiales. 
C Salida : 
C - S = vector con los coef. de correlación de Spearman 

COMMON /GLOBAL/ N,IX,P(500) 
COMMON /F/ POPSIZ,II,ACUMU(18) 

REAL*4 P 
REAL*8 ACÜMU,HT(18),RNR,ET(500,18),EM(500,18),S(18) 
INTEGER I,LL,N,NR,NPOINT,POPSIZ,SEMGEN,IM(500,18),IT(500,18), 
1 IS(18) 
CHARACTER*1Ü ETIQUE(18) 

DATA ETIQUE /'Shannon :•,'Cuadrat i.:','Gamma 1/2:','Gamma 2 :', 
1 'Gamma 3 :','Max. p(i):'« 
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2 'Havrda 2 :','Havrda 3 :', 
3 'Renyi 1/2:','Renyi 2 :','Renyi 3 
4 'E.ord.1/2:','E.orden 2:','E.orden 3 
5 'J-diverg.:*,'J-diver 2:','J-diver 3 •,'J-div. -1:'/ 

WRITE(5,1) 
FORMAT (* Entra tamaño del vector.') 
READ(5-*) N 

IF ((N .GT. 500) .OR. (N .LE. 1)) THEN 
WRITE(5,2) 
FORMAT (' Numero de parámetros incorrecto: 1 < N <* 500') 
STOP 

END IF 

WRITE(5,3) 
FORMAT (' Entra numero de replicas.') 
READ(5,*) NR 
WRITE(5,4) 
FORMAT {' Entra tamaño poblacional.') 
READ(5,*) POPSIZ 

IF (POPSIZ .LE. 0) THEN 
WRITE(5,5) 
FORMAT (' Tamaño poblacional incorrecto') 
STOP 

END IF 

WRITE(5,6) 
FORMAT (' Entra numero de puntos.') 
READ(5,*) NPOINT 

IF (POPSIZ .LE. 0) THEN 
WRITE(5,7) 
FORMAT (' Numero de puntos incorrecto') 
STOP 

r*0 IF 

WRITE(6,8) NR,N,POPSIZ,NPOINT 

RNR = DBLE(NR) 
SEMGEN = 572586 

DO 800 NPO = 1,NPOINT 

CALL GENERA(SEMGEN) 
C > genera un vector aleatorio con suma de componentes • 1 

LL * 524287 
C > valor inicial para el generador de Tausworthe 

CALL VDSETP 
C > inicializar tabla de Índices 

CALL ENTROP(N,P,HT) 
C > calculo entropias y J-divergencia teóricas-

DO 200 I * 1,18 
ET(NPO,I) • HT(I) 
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IT(NPO,I¡ * NPO 
ACUMU(I) « 0.D0 

200 CONTINUÉ 

DO 300 J • 1,NR 
CALL ITAUSW(LL,IX) 

C > LL es empleada como semilla inicial de cada replica 
CALL MULTIN 

C > simulación muestra 'J' y calculo entropias 
300 CONTINUÉ 

DO 400 I * 1,18 
EM(NPO,I) « ACUMU(I) / RNR 
IM(NPO,I) « NPO 

400 CONTINUÉ 

800 CONTINUS 

CALL SORT(NPOINT,ET,IT) 
CALL SORT(NPOINT,EM,IM) 

CALL SPEARM(NPOINT,IT,IM,S) 

DO 900 I = 1,18 
IS(I) = I 

900 CONTINUÉ 

DO 1000 I = 1,17 
DO 1000 J « 1,18-1 

IF (S(IS(J)) .GT. S(IS(J+1))) THEN 
IAUX * IS(J) 
IS(J) = IS(J+1) 
IS(J+1) = IAUX 

END IF 
1000 CONTINUÉ 

WRITE(6,*) 
WRITE(6,9) (ETIQUE(IS(I)),S(IS(I)),I=1,18) 

8 FORMAT(/,30X,' Numero de simulaciones;',G6, 
1 /,30X,' Numero de parámetros :',G6, 
2 /,30X,' Tamaño poblacional :',G6, 
3 /,30X,' Numero de puntos :',G6) 

9 FORMAT(1X,A10,2X,G20.10) 

STOP 
END 
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En la realización de esta memoria hemos obtenido los si­

guientes resultados: 

1) Hemos caracterizado la simetría de la J-divergencia gene­

ralizada en el siguiente sentido: 

a) J (p,q) es simétrica en p y q para coda función 4>(t) 

2 
de la forma <p(t) = at +bt+c 

b) J (p,q) es simétrica en p y q para toda función 

2 
0(t) * at +bt+c si y solo si À s j 

2) Hemos caracterizado la convexidad de la J-divergencia ge­

neralizada respecto del parámetro X en el sentido: 

J (p,q) es convexa (cóncava) en (0,1) respecto de X p?ra 

todas las parejas de funciones (p,q) si y solo si 4>(t) es 

cóncava (convexa) en T.. 

3) Hemos relacionado la variación de la J-divergencia genera 

lizada respecto del parámetro para la función <Mt) = t log t 

con la información de Kullbach-Leibler en el sentido 

(j£ jj(p,q))(M = k(p, Xp+(1-X)q) - k(q,Xp+(1-X)q) 

con || / p | | = || /q | | = 1 

s X X 4) Hemos observado que la simetrización J (p,q)=J (p,q)+ 

1 X + J (p,q) alcanza su máximo (mínimo) para X = è cuando 

4>(t) es convexa (cóncava) estricta. 
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5) Hemos obtenido relaciones de igualdad y desigualdad entre 

divergencias para distintas funciones <Mt) , y en particu­

lar, atendiendo a propiedades de concavidad hemos obteni­

do 

k <p,q) * 4 J* (p,q) 2 2 M* (p,q) i 0 

cuando 4>(t) es una función log-convexa a valores positi­

vos y <|>(t) = ^ es una función cóncava. 

6) Hemos extendido las medidas de divergencia a medidas lo­

garítmicas, obteniendo relaciones análogas a las que a las 

que se obtienen entre la entropia de Renyi y la entropia 

de Havrda-Charvat. 

7) Hemos hallado una relación entre la medida de Csiszar y 

las medidas de entropia comunmente usadas, en el sentido: 

1 n a 
If(P»q) = r-T d - S Pt ) Para a * 1 

n 
If(p,1) = - l p. log p para a * 1 
x i = 1 i i 

n n 
Ia(P»q) = - 2 Pi log p - I (1-pJlogd-p.) 
g i=1 x i=1 a 1 

siendo: 

n
1 - a (x1""a - na_1) para a * 1 

log x + log n para a * 1 

f (x) 
a 
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g(x) = n x log n x + (1-nx) log (nx-1) 

-1 -1 
P - (P1 • • -Pn) Y q = (n , ..., n ) 

8) Tras plantear las métricas diferenciales asociadas a di­

vergencias que vienen definidas en familias paramétricas 

de funciones de densidad de probabilidad, hemos estudiado 

la invariancia a nivel infinitesimal respecto ^e los cam­

bios no singulares de parámetros y variables aleatorias. 

En este sentido, la invariancia la hemos obtenido para 

las siguientes funciones: 

a) Para la J-divergencia generalizada: <$> (t) =at log t + bt + c 

b) Para la K-divergencia: <Mt) = at log t + bt 

c) Para la L-divergencia: Tedas las funciones dan invarian 

cia. 

d) Para la M-divergencia: /<í>(t) = a /T + b 

9) Hemos planteado las medidas de incertidumbre asociadas a 

J-divergencias y hemos analizado la convexidad y no nega 

tividad de tales medidas, atendiendo a las funciones y 

constantes que la determinan. En este sentido, hemos ob­

servado que las medidas introducidas cumplen la condición 

de Dalton y hemos determinado el valor de la constante que 

proporciona incertidumbres decisivas. 
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) Hemos obtenido como medidas de incertidumbre asociadas a 

J-divergencias las medidas siguientes: la entropia de 

Shannon, la entropia de Havrda-Charvat, la entropia de 

grado a , la entropia de Shannon modificada y la entropia 

de Latter. También hemos relacionado la entropia de Renyi 

y la Y-entropia con las medidas anteriores. 

) Hemos comparado, por métodos de Monte Cario, carácteríst_i 

cas muéstrales de los Índices de incertidumbre ccnunmente 

utilizados, con el índice que proviene de la J-divergencia 

para <$>(t) * t log t. Hemos observado que el Índice propue^ 

to tiene propiedades similares a los ya estudiados. 
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