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A mus padres,
madre, tu alma y la mia son una,
padre, tu eres el viento que agita mis alas.

A mis hermanos,
mis huesos,
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que avanza por caminos que no llevan
a ningun sitio. El éxito

de todos los fracasos. La enloquecida
fuerza del desaliento...

Angel Gonzilez
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Capitulo 1

Introduccion

El transporte de radiacion en medios materiales ha sido objeto de estudio desde
principios del siglo XX. Este problema ha sido tratado por algunos de los fisicos mas
brillantes del siglo pasado, tales como Rutherford, Bohr, Bethe, Fermi o Landau (ver, por
ejemplo, Ahlen, 1980). La relevancia de la fisica de radiaciones reside en sus miltiples
aplicaciones, entre las que destacan el diseno de detectores de radiacion, las espectrosco-
pias de electrones (AES, ESCA o XPS, EPES, EELS y EPMA) y de particulas pesadas
(RBS y PIXE), la microscopia electrénica, la fisica médica (dosimetria, radioterapia y
medicina nuclear), la fisica de particulas y la astrofisica.

Cuando una particula cargada rapida se mueve en el seno de un material, interacciona
con éste mediante colisiones elasticas, colisiones ineldsticas y emision de Bremsstrahlung
o radiacién de frenado (Salvat y Fernandez-Varea, 2009b). Por definicién, las interac-
ciones elasticas son aquellas en las que el estado cuantico del a&tomo blanco permanece
inalterado en el transcurso de la interaccion. Estas colisiones son las principales res-
ponsables, pero no las tnicas, de las deflexiones angulares de la particula a lo largo de
su trayectoria. En los choques elésticos se produce una transferencia de momento del
proyectil al blanco, que se traduce en una ligera pérdida de energia del primero, y en el
retroceso del segundo. En el caso de colisiones de electrones y positrones, la pérdida de
energia es muy pequena, por lo que normalmente es ignorada.

Las colisiones inelasticas producen excitaciones electronicas en el medio, y la emi-
sion de Bremsstrahlung es el resultado de la aceleracién del proyectil por el campo
electrostatico del atomo. Como consecuencia de ambos procesos, el proyectil pierde de
manera progresiva parte de su energia y se genera una cascada de particulas secundarias.
Los choques inelasticos son el mecanismo dominante de pérdida de energia para electro-
nes y positrones con energias cinéticas inferiores a unos pocos MeV, y para particulas
pesadas de cualquier energia, mientras que la emisién de radiaciéon de frenado repre-
senta la contribucion principal al frenado del proyectil en el caso de particulas ligeras
(electrones o positrones) de muy alta energia (ver la Figura 1).

En este trabajo nos centraremos en el estudio de las interacciones de particulas car-
gadas (especialmente electrones, positrones y protones) con atomos. Hemos reformulado
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Figura 1.1: Poder de frenado (es decir, la pérdida de energia promedio por unidad de reco-
rrido) para colisiones de electrones con atomos de Ar en funcién de la energia cinética E. Las
colisiones inelasticas son la contribucién mayoritaria al poder de frenado por debajo de unos
pocos MeV. La emisién de Bremsstrahlung es, en cambio, el mecanismo dominante a altas
energias.

la aproximacién de Born con ondas planas, a la que nos referiremos como PWBA (del
inglés “plane wave Born approximation”), evitando ciertas aproximaciones introducidas
en las formulaciones habituales de ésta (Fano, 1963). En la PWBA, la interaccién entre
el proyectil y el 4&tomo (o molécula) blanco se trata a primer orden de teoria de pertur-
baciones, y los estados inicial y final del proyectil se describen mediante ondas planas
de Dirac. En principio, la PWBA es realista sélo cuando la velocidad del proyectil es
mucho mayor que las velocidades de los electrones atomicos. En la practica, ésta resulta
aplicable en condiciones algo menos restrictivas, y sus resultados son correctos siempre
que la velocidad v del proyectil sea mayor que unas pocas veces la velocidad promedio
del electrén activo en su estado inicial (ver, por ejemplo, Mott y Massey, 1965; Inokuti,
1971). En el caso de ionizacién de capas internas de atomos por impacto de electrones
o positrones, los cdlculos de Bote y Salvat (2008) muestran que la diferencia entre las
secciones eficaces calculadas con la PWBA y con otras aproximaciones més elaboradas
es menor que el 1% cuando la energfa cinética del proyectil supera 30 veces la energia
de ionizacion del electrén activo.

La PWBA es la base de la teoria convencional del poder de frenado de particulas
cargadas rapidas (Bethe, 1932; Fano, 1963; Inokuti, 1971). En principio, los resultados
de la PWBA para dtomos neutros e iones son apropiados para describir el frenado de
particulas cargadas en gases monoatémicos poco densos. En general, la PWBA propor-
ciona una descripcion realista de la ionizacién de capas atomicas internas, ya que los
electrones muy ligados son poco sensibles al estado de agregacion. La generalizacion
a moléculas y medios densos se complica debido, en parte, a la presencia de dtomos



3

vecinos que distorsionan las funciones de onda de los electrones libres (Rehr y Albers,
2000). Ademds, para proyectiles relativistas en medios densos, la polarizabilidad del me-
dio apantalla el campo del proyectil, dando lugar al efecto de densidad de Fermi (Fano,
1963; ICRU, 1982). Con todo, la PWBA constituye un punto de partida adecuado para
disenar modelos semiempiricos para las interacciones inelasticas de particulas cargadas
en materia condensada (ver, por ejemplo, Fernandez-Varea et al., 2005).

En nuestro planteamiento, describimos los estados del atomo mediante la aproxi-
macién de particulas independientes, es decir, suponiendo que los electrones atémicos
se mueven en un potencial comun, y tomamos este potencial igual al potencial auto-
consistente Dirac-Hartree-Fock-Slater (DHF'S). Para garantizar la ortogonalidad de las
funcionas de onda monoelectrénicas, utilizaremos el mismo potencial para describir los
estados inicial y final del blanco. Con este esquema, hemos deducido expresiones exac-
tas para la seccién eficaz doblemente diferencial (SEDD), dependientes de la pérdida
de energia y de la energia de retroceso (o del angulo de dispersion). Nuestra SEDD se
escribe como la suma de dos términos, cada uno de los cuales es el producto de un factor
cinematico y de una funcién. Estas funciones son, respectivamente, las intensidades de
oscilador generalizadas (“generalized oscillator strength”) longitudinal (GOS) y trans-
versal (TGOS), y caracterizan la respuesta del atomo. La GOS longitudinal da cuenta de
la interaccion instantanea de Coulomb entre el proyectil y el electrén de la capa activa.
La TGOS describe las transiciones inducidas por la interaccién transversal (intercambio
de fotones virtuales). Hemos deducido expresiones compactas para estas dos funciones
adecuadas para su calculo numérico, y desarrollado ademés algoritmos y herramientas
de calculo para evaluar la GOS y la TGOS, y a partir de éstas, la SEDD, la seccion
eficaz diferencial en pérdida (SED) de energia, y las secciones eficaces integradas (total,
de frenado y de dispersién de energia).

Las expresiones de la SEDD en términos de la GOS y la TGOS constituyen el punto
de partida para la deduccién de las férmulas de Bethe para la seccién eficaz total y la
seccién eficaz de frenado. Estas férmulas son vélidas asintéticamente, es decir, aplican
solo en el limite de alta energia. Las desviaciones de las secciones eficaces exactas,
que se obtienen de integrar numéricamente la SEDD, causadas por las aproximaciones
adoptadas en la deduccién de estas formulas se conocen como correcciones de capas
(Fano, 1963). Los calculos existentes de correcciones de capas propuestos hasta la fecha
se basan, o bien en modelos hidrogenoides, corregidos parcialmente para dar cuenta del
apantallamiento de la carga nuclear por los electrones atémicos (Bichsel, 2002, y las
referencias que en él se dan), o bien en la teorfa del gas de electrones libres (Bonderup,
1967). En esta tesis, calcularemos las correcciones de capas como la diferencia entre
las secciones eficaces integradas numéricamente y los valores de las correspondientes
formulas asintéticas.

Nuestro trabajo no tiene por objetivo calcular secciones eficaces realistas, ya que
el modelo de electrones independientes y el potencial DHFS que estamos utilizando
son demasiado simplistas para reproducir correctamente los detalles del espectro real
de excitaciones de atomos aislados. Este esquema proporciona resultados realistas sélo
para la ionizacion de las capas mas internas por impacto de particulas de alta energia. A
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pesar de estas limitaciones, nuestro planteamiento permite el calculo de GOSs atémicas
“exactas”, a partir de las cuales se pueden obtener la SED en pérdida de energia, las
secciones eficaces atomicas totales, y las correcciones de capas. En particular, incluyendo
el cdlculo de todas las excitaciones posibles del dtomo (hacia estados tanto ligados como
libres), nuestro esquema permite verificar la consistencia de la regla de suma de Bethe,
que afirma que la integral de la GOS sobre la pérdida de energia es igual al niimero de
electrones del atomo o ion blanco. Esta regla de suma juega un papel fundamental en la
deduccion de las formulas asintoticas del poder de frenado, pero sélo se puede demostrar
para el caso no relativista, es decir, aplica tinicamente a atomos con un nimero atomico
bajo. Como tanto las correcciones de capas como las desviaciones relativistas de la regla
de suma de Bethe se originan principalmente en las capas internas, es de esperar que
los valores de estas dos cantidades calculados con nuestro esquema sean realistas.

En las colisiones inelasticas, la mayoria de las excitaciones involucra electrones de las
capas externas (las menos ligadas) de los 4&tomos. Aunque la ionizacién de capas internas
es mucho menos probable, son éstas las que originan la emision de rayos x y de electrones
Auger. En consecuencia, se necesitan secciones eficaces de ionizacién realistas para el
andlisis cuantitativo en las técnicas de espectroscopia con haces de electrones (EPMA,
AES y EELS) y para la simulacién Monte Carlo del transporte acoplado de electrones
y fotones. A pesar de esta necesidad, la informacién experimental existente es escasa, y
frecuentemente esta afectada por incertidumbres importantes. La falta de informacion
experimental ha motivado el uso de férmulas semiempiricas (ver, por ejemplo, Casnati
et al., 1982), basadas en modelos simples y/o ajustadas a los datos experimentales, y
que por lo tanto, estan afectadas por las mismas incertidumbres que éstos.

Tampoco la PWBA es confiable en el rango de energias de interés, ya que la PWBA
no tiene cuenta los efectos de distorsiéon del potencial atémico en las funciones de onda
(inicial y final) del proyectil. Ademds, en el caso de colisiones con electrones, la PWBA
no permite describir de manera consistente los efectos de intercambio (que resultan de
la indistinguibilidad entre el proyectil y los electrones atémicos).

La aproximacion de Born con ondas planas distorsionadas (en inglés “distorted wave
Born approximation”, DWBA), representa una descripcién tedrica més elaborada que
permite dar cuenta de estos efectos (distorsién e intercambio) de manera consistente.
Tanto en la PWBA como en la DWBA, la funcién de onda del estado final del electrén
activo se describe con una onda plana distorsionada, es decir, con una solucién exacta
de la ecuacién de Dirac con el potencial central V(r). Mientras que en la PWBA la
perturbacion H’ incluye la interaccion completa, en la DWBA la perturbacion se toma
como la diferencia H” = H' — V(r), lo que permite describir las funciones de onda del
proyectil con ondas planas distorsionadas, y dar cuenta de la distorsiéon del potencial
V(r) en el proyectil de manera exacta. La eficacia de la DWBA reside en el hecho de
que H” es tipicamente menor que H’, por lo que es de esperar que ahora un tratamiento
perturbativo a primer orden sea mds realista. Segui et al. (2003) y Colgan (2006) han
presentado una versién semi-relativista de la DWBA cuyos resultados para atomos neu-
tros estan en buen acuerdo con las medidas experimentales recientes de Llovet y Merlet
(por ejemplo, Llovet et al., 2000; Merlet et al., 2004; Merlet et al., 2006) para la ioniza-
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cion de las capas K, L y M. Desafortunadamente, debido a la lenta convergencia de las
series de ondas parciales, y a que estas dos versiones de la DWBA ignoran la interaccion
transversal, los calculos de estos autores se restringen a energias del proyectil de hasta
unas 10 veces la energia de ionizacion de la capa activa, y a elementos ligeros.

En esta tesis, hemos desarrollado un esquema de cédlculo que combina la PWBA
completa (incluyendo tanto la interaccién longitudinal como la transversal), con la ver-
sion semi-relativista de la DWBA de Segui et al.. Nuestro esquema nos permite calcular
secciones eficaces de ionizacion con una precision equivalente a la DWBA, pero para pro-
yectiles con energias cinéticas arbitrariamente altas. La clave de nuestro planteamiento
reside en que los efectos de distorsién causados por el potencial atomico del blanco de-
crecen cuando aumenta el momento angular orbital del proyectil. Podemos considerar
la diferencia entre las secciones eficaces diferenciales de la DWBA y de la PWBA como
una correccion a la iltima, con la esperanza de que los términos de la serie de ondas
parciales de la diferencia decrezcan mas rapido con el momento angular orbital que la
correspondiente serie de la DWBA. Los calculos numéricos confirman este hecho, y re-
velan que esta correccion puede ser evaluada para energias de hasta 25F,, siendo E, la
energia de ionizacion del electron activo, es decir, 2.5 veces el intervalo de convergencia
numérica de las series DWBA. Con la ayuda de este método, hemos calculado secciones
eficaces de ionizacion en la DWBA para proyectiles con energias que van desde el umbral
de ionizacion hasta 16 F, y para las capas K, L y M de todos los atomos comprendidos
entre el hidrégeno (Z = 1) y el einstenio (Z = 99). Para energfas entre 16E, y 25E,
el programa converge, pero los calculos son muchos mas lentos. La diferencia entre las
secciones eficaces de ionizacion de la PWBA y de la DWBA varia suavemente con la
energia del proyectil, y para energias bien por encima de la posiciéon del méaximo de la
seccion eficaz, su magnitud decrece rapidamente cuando aumenta la energia.

Hemos encontrado ademads, que para energias mayores que ~ 16F,, las secciones
eficaces de la DWBA pueden ser aproximadas fielmente por secciones eficaces PWBA
multiplicadas por un factor de escalado de la forma E/(E + bE,), donde el parametro
b es independiente de la energia, y se determina empalmando la seccién eficaz DWBA
calculada en £ = 16F, con la PWBA “escalada”. Este tipo de correcciéon (ver, por
ejemplo, Mayol y Salvat, 1990; Kim et al., 2001) da cuenta de manera aproximada
del incremento efectivo de la energia cinética del proyectil causado por el potencial
atémico, y nos permite calcular de manera sencilla las secciones eficaces de ionizacion
para proyectiles con energias superiores a 16 F,.

Hemos implementado este esquema de calculo en un conjunto de programas For-
tran, con los que hemos generado una base de datos de secciones eficaces realistas de
ionizacion de las capas K, L y M, por impacto de electrones y positrones con energias
comprendidas entre 50 eV y 1 GeV. Esta base de datos, que se hara publica en breve, ha
sido incorporada al programa de simulacién PENELOPE (Salvat et al., 2009). Con la ayu-
da de este programa, hemos simulado rendimientos de rayos x, y los hemos comparado
con medidas experimentales para varios elementos, energias y angulos de incidencia del
haz de electrones. En las simulaciones hemos utilizado secciones eficaces de ionizacion
DWBA y PWBA. Los resultados ponen de manifiesto que el acuerdo entre la simula-
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cién y experimento es mejor cuando se usan secciones eficaces DWBA. Para facilitar
el uso practico, la base de datos numérica ha sido parametrizada mediante expresiones
analiticas simples, los coeficientes de las cuales han sido determinados mediante ajustes
de minimos cuadrados (Bote et al., 2009a).

Para la simulacion del transporte de electrones, también es necesaria una buena des-
cripcién de las colisiones elasticas. Normalmente, el scattering eldstico e ineldstico se
consideran como procesos independientes, cuando en realidad existe un flujo de particu-
las del canal elastico hacia canales inelasticos, lo que provoca una reduccion global de la
SED elastica. Este efecto se conoce con el nombre de absorcion ineldstica (Salvat, 2003).
Para evaluarlo utilizamos un modelo semiempirico de potencial 6ptico, que incluye una
componente imaginaria que da cuenta de la absorcién. La intensidad de este término
depende de un parametro empirico e independiente de la energia. En el caso de atomos
libres, el valor de este parametro se puede determinar ajustando los valores tedricos a las
SEDs experimentales para angulos intermedios y grandes. Cuando determinamos asi el
valor del parametro de intensidad, la seccién eficaz de absorcion calculada a partir del
teorema Optico concuerda razonablemente con la prediccion de la férmula asintética de
Bethe para la seccion eficaz inelastica total, lo que justifica el uso de esta féormula para
ajustar la intensidad de la componente imaginaria del potencial 6ptico, en aquellos casos
en los que no se disponga de informacién experimental.

Esta tesis estd estructurada como sigue. En el Capitulo 2 introducimos de manera
detallada el calculo de secciones eficaces inelasticas en la primera aproximacion de Born.
El tercer Capitulo esta dedicado a la descripcion de las herramientas y los algoritmos
de calculo que hemos desarrollado para evaluar numéricamente tanto las GOSs como
las secciones eficaces integradas. En el Capitulo 4 presentamos nuestra deduccion de las
férmulas asintéticas, y describimos el calculo de correcciones de capas. El Capitulo 5
presenta nuestro esquema combinado de calculo de secciones eficaces DWBA | asi como la
base de datos numérica que hemos generado, y las férmulas analiticas. En los Apéndices
A y B podemos encontrar, respectivamente, una descripcién de la cinematica de las
colisiones ineldsticas, y un resumen de las funciones de onda de Dirac que se utilizan
en nuestros calculos. El trabajo que describimos a continuacion ha dado lugar a cuatro
publicaciones en revistas internacionales, un documento interno de 150 paginas y varias
comunicaciones a congresos. El apéndice C presenta una lista de todo ello.



Capitulo 2

Colisiones inelasticas en la primera
aproximacion de Born

En este Capitulo, presentamos una deduccién detallada de la seccion eficaz doble-
mente diferencial (SEDD) en la pérdida de energia W y en la energia de retroceso @,
para las colisiones inelasticas de particulas cargadas con atomos neutros libres o iones
positivos. Describiremos los estados del &tomo blanco mediante un potencial central y un
modelo de particulas independientes, es decir, como determinantes de Slater; y el campo
electromagnético expresado en el gauge de Coulomb (Fano, 1963). De este modo, tratan-
do la interaccion entre el proyectil y el blanco como una perturbacién a primer orden,
los elementos de matriz se reducen a la suma de integrales monoelectrénicas, de acuerdo
con el escenario intuitivo que recibe el nombre de aproximacion de “un-electron-activo”.
La SEDD que se obtiene de este esquema se expresa en términos de dos funciones,
la intensidad generalizada de oscilador, “generalized oscillator strength” longitudinal
(GOS), que caracteriza la respuesta del dtomo blanco a la interaccién instantédnea de
Coulomb; y la intensidad transversal generalizada de oscilador (TGOS), que da cuenta
de la interaccién transversal (intercambio de fotones virtuales). La introduccién de esta
funcion, la TGOS, es uno de los aspectos originales de esta tesis.

2.1. Aspectos generales

Consideraremos la colisiéon de un proyectil (0) de masa M, carga Zye con un atomo o
ion de nimero atémico Z y con N electrones (I = 1,..., N), en su estado fundamental.
La teorfa presentada aqui es aplicable tanto a dtomos neutros (N = Z) como a iones
positivos (N < Z). Todos los célculos se desarrollarédn en el sistema de referencia del
laboratorio, considerando que el nticleo del atomo blanco se encuentra en reposo. La
Figura 2.1l muestra la cinematica de este proceso. Antes de la colisién, el proyectil se
mueve con velocidad v, momento lineal p = hk y energia cinética F; las cantidades
correspondientes después de la colision, denotadas por primas, son, respectivamente, v’,
p’ = hk' y E'. En adelante, consideraremos que la energia cinética del proyectil es mucho
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mayor que la energia cinética promedio de los electrones atémicos, de modo que resulte
justificado utilizar la primera aproximacion de Born.

€ €

Excitacion Tonizacién

Figura 2.1: Cinematica de las colisiones ineldsticas. Las cantidades €, y €, son, respecti-
vamente, las energias de los estados inicial y final del electréon blanco. 6 es el angulo polar
de dispersién del proyectil, y, en el caso de colisiones ionizantes, 6 es el angulo polar de la
direccién de emisién del electrén secundario.

El hamiltoniano total del sistema es la suma de los hamiltionanos del proyectil (Hp),
del &tomo blanco (Hr), y una perturbacién (H') que representa la interaccién del pro-
yectil con los N electrones atémicos. Es decir,

H(0,1,...,Z2)=Hr(1,...,Z) + Hp(0) +Hl(0,1,...,N). (2.1)

Considerando que las interacciones entre los electrones y el niicleo estan dominadas por
la interaccion de Coulomb, el hamiltoniano del dtomo blanco se puede aproximar por

N 2

He =Y [epuuc(r) + KD+ Y (2.2)

I=1 I<J

donde e es la unidad de carga elemental (es decir, el valor absoluto de la carga del
electrén), r; los vectores de posicién de los electrones atémicos, y @nue(r) €l potencial
electrostatico del nicleo. En la expresién ([2.2)) esta implicito que la distribucién nuclear
de carga posee simetria esférica y estd centrada en el origen de coordenadas. Ademas, en
la préctica, el efecto del tamano finito del nicleo sobre las funciones de onda atémicas,
y sobre la energia de ligadura de cada capa, es pequeno, por lo que podemos tomar el
nicleo como puntual sin introducir errores apreciables, y escribir

Pnuc = ZG/T. (23)

IC es el operador de “energia cinética” de la teoria de Dirac, es decir,

]C(I) = Ca[‘p[ + (ﬁ[ — 1)111662, (24)

donde m, es la masa en reposo del electrén, y a; y §; son las matrices de Dirac para el
electrén I. En lo que sigue consideraremos el caso concreto de un proyectil con spin 1

27
descrito por la ecuacién de Dirac, es decir,

Hp(0) = K(0) = caro-po + (B — 1) M2, (2.5)
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donde oy y EO son igualmente matrices de Dirac, pero en este caso, correspondientes
al proyectil. Es importante notar que este tratamiento sélo es correcto para electrones
y muones (y sus respectivas antiparticulas), pero que, en cambio, para otras particulas
cargadas, tales como protones, particulas alfa o iones pesados, los resultados tedricos
obtenidos a partir del presente esquema, sélo serdn correctos cuando las cantidades de
interés dependan débilmente de los detalles de las funciones de onda del proyectil. La
perturbaciéon H’ viene dada por la expresién

N
H'(0,1,...,N) = Zoeonue(ro) + Y Hins(0,1), (2.6)

I=1

donde el primer término corresponde a la interaccién de Coulomb del proyectil con el
ntcleo atémico, mientras que el operador Hin (0, ) representa la interaccion efectiva del
proyectil con el electréon I-ésimo.

La perturbacién H’ induce transiciones entre los autoestados ¢(0) U(1,...,N) del
hamiltoniano no perturbado Hrt + Hp. Como Hp es el hamiltoniano de una particula
libre, las funciones de onda del proyectil son las ondas planas ¢(0). Este esquema de
calculo se conoce como la aproximacién de Born con ondas planas o PWBA, de sus
siglas en inglés “plane-wave Born approximation”.

La principal limitacién de la PWBA es que H’ representa la totalidad de la interac-
cién entre el proyectil y el blanco. Resulta mas efectivo reducir la perturbacion, restando
un potencial central Vp(rg) que depende tinicamente de las coordenadas del proyectil, y
escribir el hamiltoniano (2Z1]) como

H(0,1,....,N)=Hr(l,...,N) + [Hp(0) + Vp(ro)] + H". (2.7)

En este esquema, los estados ¢(0) del proyectil antes y después de la colisién, son ondas
planas distorsionadas, ec. (B.20), es decir, soluciones de la ecuacién de Dirac con el
potencial central Vp(ro),

[e@Po+ (Bo — )M + Vi(ro) | ¥(0) = Ev(0), (2.8)

que asintéticamente (lejos del nicleo) se comportan como una onda plana més una
onda esférica entrante (o saliente) (ver, por ejemplo, Breit y Bethe, 1954). Podemos
pues considerar que la perturbacion

N
H” = Zoe(Pnuc(TO) + Z Hint(oa [) - VP(TO) (29)
=1
induce transiciones entre los autoestados ¢(0) ¥(1,..., N) del hamiltoniano no pertur-

bado Hr + [Hp + Vp]. El correspondiente tratamiento perturbativo a primer orden se
conoce como la aproximacién de Born con ondas distorsionadas, DWBA, de “distorted-
wave Born approximation”.

Los resultados de la DWBA son mas realistas que los de la PWBA porque, eligiendo
convenientemente el potencial Vp(rg), que se trata exactamente, la perturbacién H” se
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hace mucho méas pequena que la interaccién original H’. Nétese no obstante que H”
depende de las coordenadas de los electrones atomicos y, por lo tanto, no puede ser
reducida a cero. Evidentemente, cuando hacemos Vp(r) = 0, las ondas distorsionadas
se reducen a ondas planas, y la DWBA se convierte en la PWBA.

2.2. La aproximacién de un-electréon-activo

Con el fin de simplificar los cédlculos, y para facilitar su implementacién numérica,
de ahora en adelante describiremos los estados del dtomo (o ion) blanco utilizando
la aproximacién de electrones independientes (aei) en un potencial central, es decir,
supondremos que los electrones atomicos se mueven de manera independiente unos de
otros en un potencial central comin Vi(r) (por ejemplo, un potencial de tipo Dirac-
Hartree-Fock-Slater). Esta aproximacién es equivalente a sustituir el hamiltoniano (2.2)

por
N

=Y K + Va(ry)] - (2.10)

I=1

Los orbitales monoparticulares 1y, (r) son soluciones de la ecuacién de Dirac

c&-p + (ﬁ — 1)meC2 + VTO”)] wnnm<r> = Ennwnmm(r)a (2'11)

donde €,, es la energia del electrén (descontando la energia en reposo). Los determinan-
tes de Slater ¥,,, que son productos antisimetrizados de IV orbitales distintos, constituyen

ael

una base completa de funciones propias del hamiltoniano H5™".

En estas condiciones, cuando la interaccion con el proyectil se trata a primer orden
de teoria de perturbaciones, las tnicas transiciones permitidas del atomo blanco son
aquellas en las que los estados inicial ¥, (normalmente el estado fundamental) y el
final W,, difieren en un unico orbital, es decir, aquellas excitaciones que involucran un
unico electrén. Se obtiene asi la aproximacién de un-electrén-activo: en las excitaciones
del blanco, el electrén activo sufre una transicion desde el orbital ligado v, hacia un
orbital desocupado (ligado o libre) v, mientras que los orbitales del resto de electrones
atémicos permanecen “congelados” en el transcurso de la interaccion. Es importante
notar que los orbitales 1, y v, son mutuamente ortogonales, porque son soluciones de
la ecuacién de Dirac con el mismo potencial, lo que conduce a simplificaciones notorias
tanto tedricas como numeéricas.

En principio, la teoria se puede liberar de la aproximacién de un-electron-activo sus-
tituyendo los orbitales electrénicos activos por funciones de onda atémicas genéricas. Sin
embargo, el célculo de funciones de onda realistas (tales que, por ejemplo, sean capaces
de reproducir el espectro de excitaciones observado en el rango 6ptico), es sumamente
complejo y complicado, debido a las fuertes correlaciones entre las variables espaciales
y de spin de los electrones ligados. De todas formas, la aproximacion de un-electrén-
activo proporciona una descripcién realista de las excitaciones e ionizaciones de capas
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internas (fuertemente ligadas), debido principalmente a que el potencial efectivo que
“sienten” los electrones en estas capas estd dominado por la interaccién electrostatica
apantallada, y a que los efectos de correlacion entre electrones representan sélo una pe-
quena perturbacion. Por otro lado, esta aproximacién resulta insuficiente para describir
las excitaciones hacia estados débilmente ligados y la ionizacion de electrones de capas
externas, que son mas sensibles a los efectos de correlacion.

En la aproximacién de un electron activo, los orbitales ligados solucion de la ecuacion
de Dirac (2.14]) adquieren la forma (Grant, 1961)

1 P, (T) Hm(f')
nem\X') = — 2.12
Vnwm (T) (1Qm(r) Q_Hm(f)> (2.12)

donde Q,,,(r) son spinores esféricos, n es el nimero cudntico principal y x es el niimero
cuantico relativista de momento angular. La expresion

k= (l—7)(2j+1).

relaciona x con los nimeros cuanticos de momento angular orbital y total, £y j = ¢ :I:%
respectivamente.

Las funciones de onda radiales P,.(r) y Qns(r) satisfacen el sistema acoplado de
ecuaciones

dP,, K €nr — V + 2m,c?
= — - Pnn nK»
dr T + ch @
dQn/@ €nk — V R
= ——— P+ — Quns, 2.13
dr ch + r @ ( )

con las condiciones de contorno P,,;(0) =0y Q,.(0) = 0.

De acuerdo con Segui et al. (2003) y Bote y Salvat (2008), adoptaremos como po-
tencial Vr(r) para los electrones atémicos el potencial autoconsistente, y esféricamente
promediado, de Dirac-Hartree-Fock-Slater (DHFS). Este potencial queda determinado
por la densidad p(r) de electrones atémicodl, v se puede escribir como

Vours(r) = —e@nuc(r) — epa(r) + V;ilater(r), (2.14)

donde @p,.(7) es el potencial electrostatico del nicleo,

a(r) = E/ p(r') dmr? dr’ + e/ p(r') dmr’ dr’, (2.15)
0 r

r

ILa densidad electrénica viene dada por

p(r) = ien)ei(rr),

I

donde la suma recorre todos los diferentes orbitales ocupados de la configuracion del estado fundamental.
En el caso de configuraciones parcialmente ocupadas, queda implicito un promedio sobre los orbitales
de las capas abiertas.
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es el potencial electrostatico de la nube de electrones atéomicos y
VR (r) = —¢* (3/m)1/* )] (216)

es la interaccién de intercambio en la aproximaciéon “local” de Slater (1951). Ademés,
para reproducir el comportamiento correcto del potencial a grandes distancias, —(Z —
N + 1)e?/r, adoptaremos la correccién de Latter (1955) para la cola del potencial. Con
todo, Vpurs(r) adquiere la forma

_eSOHUC(T) - €@e1<7“) + Voilater(r) 17 < TLatter;
Vours(r) = " (2.17)
—(Z — N + 1>€2/T sir > T'Latter

donde el radio de corte riater €8 la soluciéon mas externa de la ecuacién

—eQnue(T) — epa(r) + VIR (1) = —(Z — N 4+ 1)e?/r. (2.18)

A pesar de que existen otros calculos de estructura atémica mas avanzados y realistas,
la eleccion del potencial DHFES se justifica, no sélo por su sencillez, sino también por
la siguiente razon practica. Para capas internas con energias de ionizacién mayores que
unos 200 eV, los autovalores —¢,,. de la ecuacion de Dirac son muy cercanos a los valores
experimentales de la energia de ionizacién, como se muestra en la Figura (para una
descripcién més detallada ver Salvat y Ferndndez-Varea, 2009). Este hecho justifica
ademas que en lo que sigue tomemos la energia de ionizacion FE,, de la capa nk igual
al autovalor autovalor DHFS (con el signo cambiado), es decir, F,, = —€,.

En el caso de colisiones de electrones con atomos, con el fin de garantizar que los
orbitales del proyectil y del atomo blanco sean mutuamente ortogonales, tomaremos el
potencial de distorsién igual al potencial atémico, es decir, Vp(r) = Vi(r) = Vpurs(r).
Esta eleccidén, que simplifica notablemente los calculos, es la habitual en la literatura
(Segui et al. 2003; Bote y Salvat, 2008; y otros). La idea subyacente es que tanto
el proyectil como los electrones blanco interactian del mismo modo con el resto de
electrones atomicos inactivos. Notese que esta eleccion no tiene en cuenta la dependencia
en la velocidad del electrén de la interaccién de intercambio (ver, por ejemplo, Riley y
Truhlar, 1975; y las referencias que se dan ahi). En cambio, para colisiones de positrones,
asi como otras particulas cargadas, parece natural tomar Vp(r) igual a la interaccién
electrostatica con la distribucién de carga atémica,

Ve (r) = Zoeuue(r) + Zoepa (r). (2.19)

Es importante notar, no obstante, que a diferencia de los electrones, en este caso el
potencial alcanza la forma asintética de Coulomb para distancias mucho mayores que
el rratter, 10 que dificulta y enlentece el calculo numérico. Para sortear este obstaculo,
siguiendo a Segui et al. (2003), procederemos de manera paralela al caso de electrones,
y adoptaremos Vp(r) = —ZyVpurs(r), es decir, tomaremos el potencial de distorsién
igual al potencial DHFS, modificado de acuerdo con el signo de la carga del proyectil. Si
bien es cierto que este potencial incluye contribuciones de la interaccion de intercambio,
lo que a primera vista parece inapropiado para otras particulas diferentes del electron,
para distancias radiales suficientemente grandes, —ZyVpurs(r) representa correctamente
la interaccion del proyectil con los electrones atémicos inactivos.
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Figura 2.2: Energias de ionizacion de las capas de atomos neutros. Los simbolos son valores
experimentales (Carlson, 1975). Las lineas representan las energias (cambiadas de signo) de los
orbitales monoparticulares —e,,, del potencial Vpurs(r), ec. (ZI7). Todas las energias estan
en eV.
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2.2.1. Elementos de matriz de transicion

Como veremos mas adelante, las secciones eficaces para las colisiones inelasticas se
expresan en términos de elementos de matriz del operador H” entre los estados inicial
y final del sistema. En la aproximacién de un electrén activo, utilizando las reglas de
Slater-Condon (Condon, 1930), estos elementos de matriz toman la forma

Ty = (s (0) 6n(1) [ i (0. 1) 940, (0) (D)) (2:20)

donde el hamiltoniano H;, (0, 1) describe la interaccién entre el proyectil y el electrén
(+)

activo. ¢y v wl(;r?f son las ondas planas distorsionadas correspondientes a los estados
’ S

inicial y final del proyectil, respectivamente (ver la Seccién B.2 del Apéndice B). En lo
que sigue, adoptaremos el siguiente criterio para la normalizaciéon de las ondas planas
distorsionadas

/ ), )] LU () dr = 60k — K) Syt (2.21a)

es decir, las ondas planas distorsionadas estan normalizadas en la escala del nimero de
ondas. Es también oportuno recordar que los estados ligados ([212)) estdn normalizados
a la unidad, es decir,

/ OF o (O (1) dr = 1 (2.21b)

El hamiltoniano Hjy(0,1) describe la interaccién del electrén activo con el campo
electromagnético del proyectil. En el “gauge” de Coulomb, el potencial escalar es el po-
tencial instantaneo de Coulomb, y el potencial vector es transversal. La parte transversal
de la interaccién, que se conoce como “interaccion de Breit”, describe el “intercambio
de fotones virtuales”, que en electrodinamica cuantica se trata perturbativamente como
un proceso de segundo orden, que corresponde a la emisiéon de un fotén por parte del
proyectil o del blanco, seguida de la absorciéon del mismo por la otra particula. Para
una discusion del significado de la interaccién de Breit y de las diferentes versiones de
la misma utilizadas en la literatura ver, por ejemplo, Mann y Johnson (1971).

En los célculos que siguen, adoptaremos el hamiltoniano de interaccion Hj, (0, 1)
utilizado por Fano (1963) en su estudio sobre el poder frenado de particulas pesadas:

Hint (0, 1) = H“(0,1) + H(0, 1) (2.22a)
con 7 9 7 9 1
L _ 0€ _ o€ L - .
H*(0,1) = o 57 /dq 7 exp[iq-(r; —ro)] , (2.22b)
y
Zoe? ap-a; — (0-q)(a-q) ,
0 =35 faa (PG olat—rl. 22

Noétese que el hamiltoniano Hy (0, 1) asi definido es correcto sélo a primer orden en ez
Para una deduccién detallada del mismo, ver la Seccién 2 de Bote y Salvat (2010).
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Conviene indicar que en la mayoria de estudios de colisiones inelasticas de proyectiles
relativistas (Mgller, 1932; Bethe, 1933; Arthurs y Moiseiwitsch, 1958; Scofield, 1978) se
utiliza el gauge de Lorenz, en el que la interaccién toma la forma del hamiltoniano
de Mpgller. La ventaja del hamiltoniano ([2.22)) es que separa limpiamente las partes
longitudinal (Coulomb) y transversal (Breit) de la interaccién. Nétese ademds que como
la contribucién de cada a es del orden de v/c (v = |v]| es la velocidad de la particula)
los efectos de la interaccién transversal (2.22D) sélo son apreciables para velocidades
relativistas tanto del electron activo como de proyectil, es decir, para electrones de
capas internas de elementos pesados y proyectiles muy energéticos. En el caso de la
PWBA, como veremos més adelante, los resultados obtenidos a partir de ([222)), y a
partir del hamiltoniano de Mgller son equivalentes.

Mientras que los calculos con la PWBA son factibles para proyectiles con energias
arbitrariamente grandes, debido a problemas de convergencia los estudios basados en la
DWBA son posibles sélo para electrones y positrones con energias menores que unas 10
veces la energia de ionizacion de la capa del electrén activo. Como para estas energias la
contribucién de la interaccién transversal es pequena, en los cdlculos DWBA (Segui et
al., 2003; Colgan et al., 2006) se considera sélo la interaccién (longitudinal) de Coulomb,
es decir,

Hine (0,1) = H%(0,1).

Esta simplificacion establece un limite superior para el rango de energias donde la DWBA
es aplicable. De hecho, la comparacion de medidas experimentales de la seccién eficaz
triplemente diferencial de ionizacion por impacto de electrones con célculos tedricos,
indica que sélo se consigue un acuerdo satisfactorio entre la teoria y los experimentos
cuando se toma el hamiltoniano completo (2.22)) (ver Nakel y Whelan 1995). Este hecho,
junto con las dificultades numéricas de los calculos con la DWBA, motivaron el esquema
de calculo que se describe en el Capitulo 5 de la presente tesis, que combina la DWBA

con la PWBA.

Introduciendo el hamiltoniano (2.22) en los elementos de matriz transicién (2.20])
obtenemos

Tpi = (e (0) (1) [P (0, )| 45, (0) v (1)

— Zoe /dq/dro /dr1 [ ro] Wy (r1)

" <q_ -5 —<<v5/23:§a1 q))

x exp [ig- (1 = 7o)] Ui (¥o) da(r1). (2:23)

que son los elementos de matriz de transicién en la version relativista completa de la
DWBA. Nétese que el estado final del electrén activo, v, se representa por un orbital
esférico: e, x,m, €n el caso de ionizacion (e, > 0) ¥ ¢, u,m, €n €l caso de excitaciones
hacia estados ligados discretos (e, < 0).
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2.2.2. La aproximacion de Born con ondas planas

Los elementos de matriz de transicion en la PWBA se obtienen, como ya hemos
dicho, reemplazando las ondas planas distorsionadas wl((i")ls (r) en la expresién (2Z23),

por ondas planas de energia positiva [ecs. (B.4)) vy (B.5al)],

eik~r
¢k7ms7+l(r) = WUk,ms,—H (2.24)
con
E+2M2 "2 h
Ukms 41 = [QE + QMCQ] ch(o-k) [ Xms: (2.25)

E+2Mc?

En principio, el uso de ondas planas para describir los estados del proyectil esta justifica-
do sélo cuando las energias de éste, antes y después de la colision, £y E' = F— W, son
suficientemente grandes como para que la distorsiéon causada por el potencial atémico
sobre las funciones de onda del proyectil sea despreciable. En la préactica, la PWBA es
aplicable bajo condiciones mucho menos restrictivas, dando resultados realistas siempre
que la velocidad v del proyectil sea mayor que unas pocas veces la velocidad promedio
del electrén activo en su estado inicial (ver, por ejemplo, Mott y Massey, 1965; Inokuti,
1971). En el caso de ionizacién de capas internas de atomos por impacto de electrones
o positrones, los cdlculos de Bote y Salvat (2008) muestran que la DWBA y la PWBA
difieren en menos de un 1% cuando la energia cinética del proyectil supera las 30 veces
la energia de ionizacion del electrén activo.

Introduciendo las ondas planas (2.24), el elemento de matriz de 7" toma la forma

Zye?
1= = 2 [aa [ar [arel,, mele)

(=)

X exp [iq-(r — 1o)] Prms,+1(T0) Vnarama (T)- (2.26)

La principal ventaja de la PWBA reside en que las integrales sobre el espacio de coorde-
nadas ry pueden realizarse manera analitica. Esta integral da lugar a la delta de Dirac
d(q —k+k'). Entonces, q = k — K’ pasa a ser la transferencia de momento en unidades
de h.

Nuestra formulaciéon de la PWBA es estrictamente equivalente a la de Bethe (1932,
1933). Esta afirmacion puede probarse de manera sencilla haciendo uso de la ecuacién
de Dirac para las ondas planas [ec. (B.3) con V' = 0], que implica

[Ca'P + (go — 1)me02] Ukmg,+1 = E Uk g +1, (2.27)



2.3. Secciones eficaces 17

y, por lo tanto,

(it Q) Uimg +1 = Kcnao-k + (8- 1)mec2> - (ch&o-k’ —(B- l)meCQH U 41

= (E = E) Ukmss1 = W Ukmg 11 (2.28)
Asi,
1 apar—(a-q)(a-q) 1—apa
L el = O (2,29
{q2 q2 . (‘[}[f/hc)2 k,mg,+1 q2 _ (”r/hc)g k,mg,+1 ( )

con lo que el elemento de matriz de transiciéon se puede expresar como

Zoe? 1
PW _ 0 t
Ty~ = - 212 2 — (W/hc)? /drwewbmb(r)
X (Ao + A-a)exp (iq-1) Y, wam, (T), (2.30)
donde
Ao = Uls s 11 Uiems 11, (2.31a)
y
A=—Ul . 18 Ukms 41 (2.31b)

La expresién (230) es idéntica a la utilizada por Bethe [ec. (5) de Bethe, 1932; y ec.
(50.1) de Bethe, 1933].

En nuestro caso, resulta més conveniente escribir los elementos de matriz (2.20]) en
la forma

Zg€2

1
TPW Ut U,
fi 2’7'('2 { k/’mlS7+1 k,ms,+1 q2 <wb

exp(iq-r)

wnaﬁama >

gl

K/ mg,+1

(gt R

2.3. Secciones eficaces

La seccién eficaz diferencial (SED) para la excitacién de un electrén activo desde el
orbital 1, hasta un orbital ligado desocupado v, viene dada por la expresién (ver, por
ejemplo, Bethe, 1932; Fano, 1963; Joachain, 1983)

(2m)*

d exc —
7 hv

T5|? 0(E — E' — e, + ¢,) dK/, (2.33)
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donde TY; son los elementos de matriz de transicion (2.20). De acuerdo con el convenio
de normalizacion (2.21]) para las funciones de onda, la ec. (Z33)) se deduce directamente
de la regla de oro de Fermi. Utilizando la relacion

(chk')? = E'(E' + 2m.c?),

tenemos A PR
dk' = K” k' dk' = K = dE'dk' = K % dE' K/, (2.34)
c
y, por lo tanto,
2m)t E M -
do®™¢ = (hﬂ) K + c | Ti> (W — € + €,) AE' dK'. (2.35)
v

En esta expresion mantendremos la funcién delta, que expresa la conservacion de la
energla, a pesar de que puede ser integrada de manera sencilla, para poder considerar la
SED de excitacién como una funcién de la deflexiéon angular k’ y la pérdida de energia
W =FE — E' = ¢ — ¢, del proyectil. Es decir, tenemos que

2o (2m)t ,E—-W + Mc?

o k 0 - a Tiz 2.
dvdk a5 (W — &+ ea) | Tl (2.36)

donde los elementos de matriz T; estan en la capa de energfa (“on the energy shell”),
es decir, los estados inicial y final (del proyectil y del electrén activo) tienen la misma
energia, £ + ¢, = E' + €.

La SED para ionizacién (es decir, para transiciones donde 1, es un orbital libre)
viene dada por

- 2
dO_IOH — ( 7T)

| TH> 6(E — E' — €, + ¢,) dK' dk,,, (2.37)
donde 7k, es el momento lineal del electrén emitido. Utilizando la relacién (2:34]) y su
analoga para ky,

€ + me02

S devdk, (2.38)

dk, = ky,
e integrando respecto E’, obtenemos

(2m)4 E—W + Mc? eb+me

d ion — k?lk’
“ hv b c2h?

|sz|2 dk dEb dkb (239)

Por lo tanto,

d?gion B (2m)4 E—-W+Mc e + me

—— = K'k Tril?, 2.40
dwdk'dk, v 0 R i (240)

donde hemos utilizado que €, = ¢, + W. Frecuentemente, por ejemplo en los calculos de
poderes de frenado para gases, solo necesitamos describir los efectos de la interaccion
sobre el proyectil. En tal caso, la seccién eficaz doblemente diferencial (SEDD) que
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interesa se obtiene después de integrar la ec. ([2.40) respecto la direccion k; del electrén
emitido,

o /
dw dk  hw Wy c2h? c2h?

Noétese que las ecs. (2.30) y (2.41]) s6lo son validas cuando se adopta el criterio de
normalizacion ([2.27]).

En la deduccién de las SEDDs dadas por las ecs. (230]) y (2.41]), hemos tomado
transiciones desde un estado inicial dado i —{1/Jk ms( )y Ynaram, (1)} hacia un estado

d2 ion 2 4 E—-W M2 e2 .
o (2m) + Mc* e, + mec /|Tfi|2dkb. (2.41)

final bien definido f :{wk’,m’s (0), ¥»(1)}. En todo lo que sigue, supondremos que los
atomos del blanco estan orientados al azar, que el haz incidente es no polarizado, y
que los estados finales magnéticos y de spin no se observan. En estas circunstancias,
la SEDD se obtiene promediando sobre los estados iniciales degenerados magnéticos y
de spin, y sumando sobre todos los estados finales degenerados. Asi pues, en el caso de
excitacion hacia estados ligados la SEDD viene dada por
2 _exc 4 2
d®o ‘ :(27r) k,E—W—i—Mc i, (2.49)
AW dk’ ho c2h?

donde

Ifi = 5(W_€b+€a Z Z ’sz

ma ;1S my, ms

(W — e + €
_ <2(2ja611€ S (e P [H

Ma,Ms my, mS

int

Vs wnaﬁama>]2 L (243)

La SEDD para la ionizacién se puede expresar también en la forma (2:42]),

2o @2n)t E—W + M
_ K 5 9.44
awdk A 2h? Tri (244)

con

. eb—l—me
Tpi = by =57 22] — Z > /dkb|TfZ (2.45)

ma ms mgyp, ms

eb—l—me
=k 2(2J, +1 > 2

Ma,MS Mgy, ms

x / i | (0 Ve M

Notese que el orbital final del electron activo esta descrito por una onda plana distor-
sionada.

2

(2.46)

int

1/11((—;7)18 wna/‘@ama >

Introduciendo la energfa de retroceso @, definida como [viende de la ec. (A.H)],

Q(Q +2m.c®) = 1’ (k — K')* = 2r* (K* + K — 2kk cos 0) (2.47)
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y considerando que

2m(Q + mec?)

dk’ = 27 d(cos ) = TEINY
¢

dQ, (2.48)

las SEDDs para la excitacién y la ionizacién toman las formas

d*o™°  (2n)° E—-W 4+ Mc?

AWVdQ ~ hv?  E+ M (Q + mec®) Iy (2.49)
' 2 _ion 5 )

ddV[;TdQ B 522;)1;2 : ;;sz\?i\fc (Q +mec®) Ty (2.50)
respectivamente.

Con la ayuda del desarrollo (B.20) de las ondas planas distorsionadas

_ 1 eb + 2m,c?
wlibq)n% = k_b Eb +m, 02 Z i eXp _16"‘%) {Qibmb(kb)meb}waﬁbmb7 (2'51)
Kp,Mp

podemos escribir Jy; como

€p + mec? eb+2me
L=k dl,
jf b C2h2 2 2] + 1 Z Z / Eb —|—H1 02)

mava me’mS

X Z Z i~ exp [i (0, — 0] {ngm;(f(b)Xme} {XInSbQHbmb(f(b>}

Kp,Mp ng,mg

X <w1(<7:7)n/s webﬁbmb

wk ,ms wnaﬁama> <wl((:l;))’l,s ¢naﬁama H

(-)
int int ¢k/’m/s webmgmé .

Utilizando la relacién de clausura de los spinores esféricos, ec. (B.10),
Z / dkb Qmeb (kb)Xme XI}’LSbQ : ,(kb) 5”;,751) 6m§,7mb’ (252)
msp

obtenemos

k 1
7= 2 e 300X (ks v

maamS ms Kb,y

1nt

U Yo )| (253)

Vemos que, exceptuando un factor trivial y un sumatorio adicional, J; tiene la misma
estructura que Zy;, ec. ([Z43). O, lo que es lo mismo, cuando la direccién final del
electréon emitido no se observa, podemos describir su estado final de manera indistinta
bien con una onda plana distorsionada, bien con una onda esférica. Obviamente, el
calculo numérico utilizando ondas esféricas es mucho mas sencillo.
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2.4. Secciones eficaces en la PWBA

En la PWBA, los elementos de matriz de transicién estan dados por la expresion
([232)). El calculo de los cuadrados |TFEY|? se simplifica mucho observando que los opera-
dores en los términos longitudinal y transversal tienen paridad diferente bajo reflexiones
respecto a cualquier plano que contenga el vector q. Como las ondas esféricas tienen
paridad definida bajo reflexiones, se sigue que, para una transicién dada, los términos
longitudinal y transversal no pueden ser diferentes de cero simultdneamente. Es decir,
las interacciones longitudinal y transversal excitan el electron desde un orbital ligado
inicial hasta orbitales finales con paridades diferentes (aunque, quizas, con las mismas
energias). Por lo tanto,

2 2

4
|TPW2 _ Zge L
4

(01 |explian)| Ynmam. )

fi 4mh g K/,mf,+1 Uk,mg,+1
Zg€4 1 + ~ %74 2
ul, - D Uy . (2.54
1t (@ wjenp |V (807 g @) D Gomern| -+ (254)
con
D = (4 |& exp(ia-)| Unm, ) - (2.55)

La separacion en dos términos independientes entre si, uno longitudinal y uno transver-
sal, s6lo se da cuando el electrén activo se mueve en un potencial esférico. En cambio,
cuando se rompe la simetria esférica, aparece un término de interferencia entre las partes
longitudinal y transversal (Schattschneider et al., 2005).

Introduciendo la ec. ([2.54]) en (2.43)) y en ([2.53]), obtenemos respectivamente

IV = 6(W — e + €npn,) T5Y (2.56)
y
A" 2.57
Iri c2hkym eb7r Z ( )
Kb
donde

Tel = ZZ > T (2.58)

mp Ma ms,ms

Para evaluar estos elementos de matriz, es conveniente seleccionar un sistema de refe-
rencia con el eje z en la direccién q y el eje x paralelo a k (ver la Figura B]). Utilizando
proyectores para expresar las sumas de spin como trazas de productos de matrices de
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Dirac, hemos obtenido que

Zget 1 (2B — W + 2Mc*)? — (chq)?
Te'f — Z0 ‘ )
P T 4t G A(BE+ M) (E - W + M) ZZ <w” exp(iqr)

wna/{ama >

L Zget 1 E+ Md?
47t ¢ — (W/ch)?)? E — W + Mc?

<ﬁ2sm 0, + (?Zq+M 5 >ZZ |D,|*. (2.59)

mp Mq

Para una deduccién detallada de este resultado, véase el report de Bote y Salvat (2010).

v

Figura 2.3: Sistema de referencia empleado para la evaluacion de los elementos de matriz de
transicion en la PWBA.

La SEDD para la excitacién y la ionizaciéon de una capa cerrada se obtiene intro-
duciendo los elementos de matriz (2.59) en las ecs. (2.49) y (2.50). En el caso de capas
abiertas, con ¢, < 27, + 1 electrones, la SEDD se obtiene multiplicando la SEDD de
la capa cerrada por la ocupacién fraccional, ¢,/(2j, + 1). Escribimos a continuacion,
a modo de recopilacion, las ecuaciones para las SEDD de excitacién e ionizacién que
hemos obtenido (véase Bote y Salvat, 2010).

e Excitacion.
La SEDD para excitacion de los electrones de la capa cerrada n,x, hacia estados ligados
npkyp viene dada por [ver la ec. (2.49)]

d?o®  (2m)° E—W + Mc?
dWdQ  ht?  E+ Mc?

(Q 4+ me?) IV, (2.60)
con

"Z-PZW = 5(W — € + Ena”a) Tfi‘f’exc' (261)
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donde ’]}eif’exc es el cuadrado del elemento de matriz promediado, ec. (2.59), con el orbital
final del electrén activo 1), reemplazado por un orbital esférico ligado, ¥n, x,m, -

e Ionizacion.
La SEDD para ionizacién de la capa nyk, estd dada por la ec. (2.50),

d®o™  (2m)° E—-W + Mc?
dWdQ  2h?  E+ Mc?

(Q + mec®) Tp, W, (2.62)
donde

k
jP:W — €b;— Z Tef jon: (263)

Kb

En este caso Tfeif’ion es el cuadrado del elemento de matriz promediado ([2.59), donde
ahora 1), es una onda esférica libre, ¥, 5,m, (€5 = €a + W).

La SEDD para la totalidad de excitaciones (excitacién a niveles discretos e ioniza-
cién) es pues

d?o, (2n)> E—W + Mc? )
g ~ e Bt e (@Fme)
ef exc kb ef jon
X (5(W — €npry T Enura) T eb7r Z sz ) (2.64)

Después de algunas manipulaciones algebraicas simples, la ecuacién anterior se puede
escribir como

d?%o, B 27TZ§e4 2m,c?
dWdQ  me? | WQ(Q + 2mec?)
[ QE—W +2M)? — Q(Q + 2mec®) | dfu(@, W)
4(E + Mc?)? dw
2m.c*W

+

[Q(Q + 2mc?) — W2]?

y ( R {Q(Q + 2mec?) = W }) dga(Q. W)] (265)

2(E + Mc2)2 dw

con [ver la ec. ([A.g)) del Apéndice A]

F?sin? 6, = 3 — (2.66)

W2 (1+ Q(Q+2mec2)—W2)2
Q(Q + 2mqc?) 2W(E + Mc?)
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En la ec. (Z.65) hemos introducido la intensidad de oscilador generalizada (“generalized
oscillator strength”, GOS) longitudinal, definida por

dfa(Q, W)  W2(Q + mec?) ky

dw T Q(Q+2m?) er
X Z Z ‘<w€bﬂbmb eXp (lq'r> wna'ﬁ?ama> i
Kp,Mp Ma

W2(Q + mec?
ARG S )

2

, (2.67)

< 3 (Y

Ma,Mp

€xp (lqr> ‘ ¢nanama>

y la intensidad de oscilador generalizada transversal (“transverse generalized oscillator
strength”, TGOS), definida como

dga(Q. V) _ 2Q +mec?) ky

dw %74 €pT
2
X Z Z ‘ <¢€b/§bmb ax exp (iq.r) ‘ /lrbna/{aama > ‘
Ma Kp,Mp
+ Hle
+ Q Z 6 Enb’ib + enaﬁa)
np,Kp
2
X Z ‘ <w’nbﬂbmb Oy eXp <1q'r> wna'ﬁ?ama> (268)
Ma, My

Debido a la simetria esférica de las capas cerradas, tanto la GOS como la TGOS de-
penden unicamente de la pérdida de energia W y de la energia de retroceso @ (es decir,
dependen del médulo del vector q, pero no de su direccién).

Los factores numéricos y cinemdticos que aparecen en las ecs. (2.67) y (268) son
tales que, en el limite ) — 0, tanto la GOS como la TGOS se reducen a la intensidad
de oscilador éptica (“optical oscillator strength”, OOS),

df, (W) . df(Q,W) . dgl(Q, W)
- =lim ———> = lim ————~. 2.69
aW eno AW o T aw (2.69)
Si desarrollamos la exponencial
exp (iq-r)

como una serie de potencias en q-r, recordando que el orbital inicial y el final son
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ortogonales, y nos quedamos solo con el primer término no nulo, obtenemos

dfs(W) — W2m, k
aw  R2 Eb_ﬁzz

Kp,Mp Ma

+ Whime Z (W — Enprp T €nara) Z

Np,Kp Ma,Mp

2
I" ¢nanama > ‘

(Al : <¢ebﬁbmb

r’ wnaﬂama>‘2 . (2.70)

q' <wnb“bmb

Podemos comprobar que, efectivamente, en el limite () = 0 la GOS y la TGOS son igua-
les, utilizando la ortogonalidad de las ondas esféricas y la relacién & = i(ch)™" [Hp, ],
donde Hp es el hamiltoniano de Dirac (B.JJ).

La representacion de la GOS y la TGOS como funciones de W y @) se conoce como
la superficie de Bethe. Como acabamos de mostrar, en el limite () — 0 el perfil de estas
superficies coincide con la OOS. En el extremo opuesto, para energias de retroceso ()
mucho més grandes que la energia de ionizacion E, = —¢,,.,, tanto la GOS como la
TGOS difieren de cero sélo en los alrededores de la recta () = W, donde presentan un
maximo que se conoce como “Bethe ridge”. Las transiciones en esta regién representan
colisiones préximas con los electrones blanco, que reaccionan esencialmente como si
estuvieran libres y en reposo. Para un electron blanco estacionario, la GOS y la TGOS
se reducen a (véase el Apéndice C de Bote y Salvat, 2010),

dfhbre(Q, W) dghbre(Q, W)
dWw dWw

respectivamente. De acuerdo con las definiciones ([2.67) y (2.68)), en el limite de Qs
grandes, tanto la GOS como la TGOS satisfacen de manera aproximada la regla de
suma de Bethe,

*dfa(Q,W) N (/”d%@&WU N
/0 T AW = 2]k, e AW =2k, (2.72)

=0(Q-W) vy =0(Q—-W), (2.71)

donde 2|k,| es el nimero de electrones en la capa cerrada activa. En la versiéon no
relativista de la PWBA, Bethe (1930) demostré que la GOS longitudinal (en el caso no
relativista la interaccién transversal se anula) satisface la regla de suma ([2.72]) para todo
Q. Esta regla de suma se utiliza explicitamente en la deduccion de la férmula de Bethe
para el poder de frenado de particulas cargadas de alta energia. Desgraciadamente, las
GOSs relativistas no la satisfacen. Dedicaremos una Secciéon posterior a discutir las
desviaciones relativistas de la regla de suma de Bethe y sus consecuencias en la formula
asintdtica de la seccion eficaz de frenado.

Nuestra deduccién de la SEDD, ec. (260, es similar a la presentada por Fano en su
articulo de revisién sobre el frenado de particulas cargadas pesadas (Fano, 1963). Sin
embargo, Fano considera que la masa del proyectil es mucho mayor que la del electron
activo, o lo que es lo mismo, que la transferencia de momento es mucho menor que el
momento del proyectil. Evidentemente, esta suposicién no se cumple para electrones y
positrones, y tampoco para particulas cargadas pesadas con energias cercanas al umbral
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de ionizacién. Nosotros hemos evitado esta aproximaciéon, por lo que nuestro resultado,
ec. (2.63), es mas general. La expresién de la SEDD deducida por Fano se obtiene
eliminando de (2.65]) los términos entre llaves.

2.4.1. La GOS y la TGOS de capas cerradas

Las GOSs longitudinal y transversal son proporcionales a las cantidades
2

Fra= Y ‘<wemmb exp (iq-r) wnaﬁama> (2.73)
mp,Ma
y
Gro = 3 [(isnsm, [%- 00 (100) [ drmn ) (274

respectivamente, donde X es un vector unitario perpendicular a q. Los orbitales inicial
y final del electrén activo se representan mediante ondas esféricas (B.8)) de la forma

L[ Pulr) Qun(t)
exm\Y) = — . 2.75
Ve (T) <1Qm(r) Qm(f')) (2.75)

Los orbitales ¢, .,m, son ligados, mientras que los ¢, .,m, son ligados en el caso de
excitacién y libres en el de ionizacion. A continuacién elaboraremos estas expresiones
para reducirlas a una forma apta para su evaluacién numérica.

e Interaccién longitudinal

Para evaluar el elemento de matriz
Aba = <webnbmb €xXp (lqr)’ 77Z)eanama> ) (276)

introducimos el desarrollo de Rayleigh de la onda plana (Abramowitz y Stegun, 1974),

exp(iq - r) Z Z (2A + 1) ja(gr) Cau(t) C5,,(q), (2.77)

A=0 p=—-X

donde j,(gr) son funciones esféricas de Bessel y Cy,(f) = [47/(2) + 1)]V/2Y),(f) son
las funciones de Racah. Haciendo uso de las expresiones cerradas para los elementos de
matriz de los tensores de Racah, asi como de sus relaciones de simetria, que se dan en
el Apéndice C de Bote y Salvat (2010), obtenemos que

Foa= D 2N+ 1) (LadjallCV6,350)" [RY .y 0 ra (@] (2.78)
A

Las cantidades (¢;37;||C")||¢53j5) son los elementos de matriz reducidos de los tensores
de Racah. Utilizando métodos relativamente elaborados de dlgebra de momento angular,
se puede demostrar que estos se pueden escribir como (ver, por ejemplo, Grant, 1961)

(i3 l|CH|lagja) = (L, b1, €2) /252 + 1 (Lja05]515) , (2.79)
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donde el factor

1si L+ /0, + /{5 es par

0 en cualquier otro caso,

U(L,Eh&) = { } = % [1 + (_1>L+€1+€2} ’ (2.80)

da cuenta de la regla de seleccion asociada a la paridad. El coeficiente Clebsch-Gordan
en la expresién ([2.79) se puede calcular analiticamente (ver, por ejemplo, Condon y Oda-
basi, 1980). El resultado (2.78)) demuestra que la GOS es independiente de la direccién
del vector q, como hemos indicado mas arriba. Las integrales radiales,

R (0) = / P ()P (1) + Qo (N Qs ()] ia(gr)dr, (281)

son reales e independientes de los nimeros cuanticos magnéticos.
e Interaccién transversal

Los elementos de matriz de transicion de la interaccién transversal, ec. (2.74]), involu-
cran al operador M = {-aexp(igr). Este operador y su hermitico conjugado describen,
respectivamente, la emision y la absorcién de un fotén con vector de ondas q y vector
(unitario) de polarizacién ¢. Asi, los elementos de matriz (274]) no sélo son importantes
para el presente calculo, sino que también son ttiles en otros célculos en electrodindmica
cuantica (por ejemplo, efecto fotoeléctrico, emision de bremsstrahlung por electrones,
produccién de pares electrén-positrén por fotones y aniquilacién del positrén). Los ele-
mentos de matriz que nos interesan son

Mba = C : <¢ebnbmb |a exp(iq-r)| ¢6anama> ) (282)

donde, en general, el vector de polarizacién ¢ puede ser complejo. Resulta ttil introducir

el vector [ver ec. (2.55)]
D = <1/J5b“bmb ’a eXp<1q.r)| 1/}5af'€ama> ) (283)

y escribir

My, = ¢-D. (2.84)

Los cdlculos se simplifican si expresamos todos los vectores en la base esférica (ver, por
ejemplo, Edmonds, 1960)

—1 0 1
1 _ 1 :

£ = Al =101, .= sl (2.85)
0 1 0

En esta base, cualquier vector genérico D se expresa como

D=> (-1)'D,£ ,=> D, (2.86)
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donde las componentes esféricas D, son

D, =¢,D. (2.87)

El célculo de (Z82) se inicia evaluando el vector D, ec. (2.83). De nuevo, como en
el caso longitudinal, introducimos el desarrollo de Rayleigh de la onda plana, ec. (2Z771).
Para facilitar los calculos, escogemos un sistema de referencia con el eje z paralelo a la
direccion q del foton. En este sistema de referencia, C’;‘\“(Q) = 0,0, es decir,

expliq ) =} (24 + 1) ja(ar) Cno(®), (2:88)

y el vector D se puede escribir como

D = ZiA (2A+1) <¢6mmb
A

a ja(qr) CAo(f)‘ weaﬁama> : (2.89)

Siguiendo un método similar al utilizado por Mann y Johnson en (1971) para resolver
un problema relacionado con éste, y después de cierta dosis de dlgebra de momento angu-
lar (ver Bote y Salvat, 2010), obtenemos las siguientes expresiones para las componentes
esféricas del vector D

I & 2J +1
Dy = — iJ—{d‘] Kb, M} Ka, Ma) R,
+1 ﬁ; J(J—|—1) :Fl(b b ) bKbi€aka
+ idil(lib, Mp; — K, Mq) mRernb;eana} (2.90a)
y
D, = Zi‘] dJ (K, My; K, M) IREanb;Eana, (2.90Db)
J=0
donde
250+ 1 . . ) .
d% (ko kems) = v(L, £y, ) Qﬁ " Lo LmaM|jum) (Lja03]3) (2.91)
y hemos introducido las integrales radiales
lebe;EaHa = (ﬁb - K/a) (Fei;bl;eana + G;,b;i;eana) - J<Fei;b£5ana - Gi,f?i;@fm)
+ (’ib - ’ia) (Fei:bl;eana + G;]b—:i;eaﬁa) + (‘] + 1)<Fei:b1;eana - Gi:;;eana)(2'92a)
J(J+1) Ky — K - - - -
epJ _ a -1 J-1 J-1 J-1
Rﬂ)fﬂb;eaﬁa = 2] +1 - J (Fﬁbﬁb;ﬁaﬁa + Gﬁbﬁb;éaﬁa) + (F€bﬁb;€aﬁa - Gebﬂb;eana)
Kb — Ra FJ—H GJ—H FJ+1 GJ—H 2.92%
711 ( €pRbiEaka + ewb;eana) + ( €pkbi€aria 6bnb;eana) ) ( : )

J+1
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y
"R iens = (Fat k) (F s + G o), (2.92¢)
con
Fpare = || Pans0) Qun (1) dslar)
0
Gi”b?”a"ﬁa = / er”b (r) Pnaﬁa (T) ]J(q/r) dr' (293)
0

[P

Los subindices “1”, “e” y “m” denotan, respectivamente, “longitudinal”, “eléctrica” y
“magnética”, porque las mismas integrales aparecen en un tratamiento alternativo ba-
sado en el desarrollo multipolar del campo de radiacién (ver Scofield, 1978).

Finalmente, los elementos de matriz (2.84)) se pueden expresar como

My, = ¢-D =) (-1)"C_,D,. (2.94)

por lo que, para acabar el calculo de (2.74]), sélo nos queda elevar al cuadrado y promediar
sobre los niimeros cuanticos magnéticos,

Goo = 32 |(Yamm |¢-Gesp @) G )| = 3 WM (299

Ma,Mp Ma,Mp

Como en el caso longitudinal, haremos uso de las propiedades de los elementos de matriz

de los tensores de Racah para escribir (los detalles pueden encontrarse en Bote y Salvat,
2010),

Goa = [GI* D DoDj+ ¢ Y. DDy +1Cal* > DD,

Ma,Mp Ma,Mp Ma,Myp

1 : .
= 168 3 5777 [Rlmeane]” (Cadiall OV 10 33)°
J

2J +1 ) . e
+ [|C—1|2 + |C+1|2] Z m {<€a%]a||C(J)||£b%]b>2 [ R:;]bﬁb;eana}Q
7

. S\ 2 2
(a3 ICD N3 "R en )} (2.96)
donde ¢, es el ntimero cudntico de momento angular orbital correspondiente a —r,.
Finalmente, cuando el campo electromagnético se expresa en el gauge de Colulomb, el
vector de polarizacion del fotén, ¢, es perpendicular al vector de ondas q y, en conse-
cuencia, (o = 0. Entonces, el primer término de (2.9¢) desaparece, y

2J +1
Gue = [P P13 557

+ (CadallCONG3) "R )} (2.97)

€pKbi€aka

{<€a%ja| |C(J) | |€b%jb>2 [eRgbﬁbxaﬁa} ’



30 Capitulo 2. Colisiones inelasticas en la primera aproximaciéon de Born

La definicién (2.68) de la TGOS contienen estos elementos de matriz promediados con
¢ = %, lo que corresponde a (41 = €.,-% = F1/V2.

Con las expresiones para los elementos de matriz promediados que acabamos de
presentar, podemos expresar la GOS y la TGOS de una capa cerrada en términos de
integrales radiales. Asi, haciendo uso del resultado (2.78)), la GOS longitudinal, ec. (Z.67),
toma la forma

dfa(Q7W) _ WQ(Q + meCQ) kb

AW T Q(Q 4 2mee?) m
X ZZ (2A+ 1) (L2j.]|CP ||€b2]b> [R2 inara ( Q)]Z

W2(Q + mec?
* Q(Q + 2mec?) 25

— Enyry T €nara)

xZnH (LabiaICONG35)" (R @]+ (298)

De manera analoga, con la ayuda de la expresién (2.97)), la TGOS, ec. (2.68)), se puede
escribir como

dg(Q.W) _ 2Q +me®) ky
dWw w €y

2J +1 . )
XE:ZLUJ+ {%ﬂﬂd”Wﬂ>[R&wm@ﬂ

IO 1045 "R, (@]}

+ me
+ Q— > 3 = ey, + €ngra)

ny,Kb

2J 41 . 2
: ; m {<€a%]aHC(J)H€b%]b> [ sz“b "a“”(q)}

- (CadTalICO ) "R, @]} - (2.99)

Estas formulas son las que se utilizan para el calculo numérico de la GOS y la TGOS.

Finalmente, podemos aprovechar estas expresiones para calcular la OOS, ec. (2.70),
como el limite @) — 0 de la GOS. Utilizando el desarrollo de las funciones esféricas de
Bessel para argumentos pequenos (ver Abramowitz y Stegun, 1974),

xt 22/2 (22/2)2
13520+ | 1@ies) api+seirs ) (100

Je(z) =
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tenemos
A (e%¢]
/. q
}Iﬂ% R onona (@) = m/o [Py (1) P (1) + Qe (1) @n, ()] 7 dr. (2.101)

Debido a la ortogonalidad de los orbitales inicial y final, estas integrales se anulan para
A = 0. Las contribuciones no nulas de orden méas bajo son las dipolares (A = 1), que
dan

dfa(W) Y dfa(Qy W) - WQme kb 1 - (1) 1:\2 2
W = 221511)0 dw — 372 Eb_ﬂ' Z<€a§ja||c ‘|€b§]b> [Debnb;nana] )
Kb
W 2m, . 2
+ 3h2 Z 5<W — & + Ena"ia) <€a%«]a||c(l)||£b%jb> [DanbZnaHa]2 ) (2102)
Np,Kp
Ccon

Dy, = / Pay (1) Pares (1) + Qe (1) Qe ()] - (2.103)

2.4.2. Secciones eficaces integradas

Hasta el momento hemos considerado la SEDD para colisiones con los electrones de
una capa cerrada. La SEDD para todas las colisiones inelésticas con el &tomo blanco es

d?c d?o
— a 2.104
dW dQ Za: dW dQ’ (2.104)

donde el sumatorio se extiende sobre las capas ocupadas, a = n,k,, de la configuracion
del estado fundamental.
Dada una pérdida de energia W, las energias de retroceso permitidas estan restrin-

gidas al intervalo (Q_, Q) con [ec. (A.I0)]

Qr = V(ep £ p)? + m2ct — mec?

— \/[\/E(E +2Mc2) £/ (E-W)(E -W + 2Mc2)] g m2ct — mec? .(2.105)

Reciprocamente, para una energia de retroceso ) < (), la méxima pérdida de energia
permitida es [ver la ec. (A.10)]

Wa(Q) = E + Mc* — \/[\/E(E F2M) — /Q(Q + 2m.?)] TP (2.106)

Noétese que la méxima pérdida de energia permitida Wy, (Q)) crece con la energia cinética
del proyectil, y a muy altas energias, tiende a la energia de la linea de fotones en el vacio

[ver Figura [A.3],

Wo(Q) = VQ(Q + 2mec?). (2.107)
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La SED en la pérdida de energia W se obtiene integrando la SEDD sobre el intervalo
de energias de retroceso permitidas, es decir,
do @ d%
dW o dWdQ

dQ. (2.108)

Evidentemente, esta SED sélo estd definida para pérdidas de energia menores que
Whax = E. Para pérdidas de energia mucho menores que F, tenemos [ver ec. (A.14)],

Q- =W?/(2m.c? 3%), (2.109)

que es independiente de la masa del proyectil. Ademas, (), es mucho mayor que W, por
lo que la GOS es despreciable en el limite superior de la integral. Consecuentemente,
la SED en pérdida de energia para Ws mucho menores que F depende de la masa M
del proyectil sélo a través de los factores que aparecen entre llaves en la ec. (2.65). Sin
embargo, esto deja de ser cierto cuando la pérdida de energia es comparable a E, porque
los valores de ) y ) dependen de M.

A partir de la SED en pérdida de energia, podemos calcular las secciones eficaces

integradas como

®) = /Wmax w47 gy (2.110)
g = — . .
0 dW
Nétese que (@ es la seccién eficaz total ineldstica, o) y o(® son la seccién eficaz de
frenado y de dispersién (“straggling”) de energia, respectivamente. Si tenemos en cuenta

que la densidad de probabilidad de la pérdida de energia W en una colisién es

1 do
n(W) = o0 AW (2.111)

2)

podemos escribir
WII]aX
58 _ 50 / W pr (W) dW = o0 (W) (2.112)
0

donde (W*) es el valor promedio de W* en una colisién.

Supongamos, por un momento, que nuestro proyectil se mueve en un gas monoatémi-
co con numero atémico Z con densidad de masa py;. El nimero de dtomos por unidad
de volumen es

N = szM , (2.113)

donde Ny = 6,023 x 10?3 mol~! es el ntimero de Avogadro y A,, es la masa molar (g/mol)
del elemento. El recorrido libre medio A para colisiones inelasticas estda dado por

A=1/(No®). (2.114)

Su inverso, A™' = No(®_ es la probabilidad de interaccién por unidad de recorrido del
proyectil. El poder de frenado (debido a colisiones) S y el parametro de dispersién de
energia Q2 se definen por

W)

S = 1 —
No 3

(2.115)
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y
2
Q* = No® = @ (2.116)

respectivamente. Evidentemente, el poder de frenado da la perdida de energia promedio
por unidad de recorrido. El producto 2 ds es la varianza de la distribucién de energfa
del haz (inicialmente monoenergético) después de un pequeno recorrido ds en el gas
(ver, por ejemplo, Salvat et al., 2009).
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Capitulo 3

Calculo de secciones eficaces en la
PWBA

En este Capitulo describimos los algoritmos y herramientas numéricas que hemos
desarrollado para el calculo de secciones eficaces para colisiones ineldsticas de particulas
cargadas con atomos libres en la PWBA. Estos algoritmos han sido implementados en
un conjunto de programas Fortran para realizar la secuencia de cédlculos que conduce,
primero a la SED en pérdida de energia, y posteriormente a las secciones eficaces inte-
gradas. El paquete completo de programas se compone de los codigos GOSAT y PWACS.
El programa GOSAT calcula la GOS y la TGOS para excitacion e ionizacion de capas
electronicas cerradas de atomos neutros e iones positivos. El potencial atomico ha sido
calculado con el programa DHFXA (Salvat y Ferndndez-Varea, 2009). La solucién de las
ecuaciones radiales de Dirac se realiza mediante el paquete de subrutinas RADIAL (Salvat
y Fernandez-Varea, 2009). El programa Fortran PWACS calcula la SED en pérdida de
energia, para particulas cargadas pesadas, asi como electrones y positrones, a partir de
la tablas numéricas de la GOS y la TGOS, precalculadas con GOSAT. Para asegurar
la precision de los resultados numéricos, hemos disenado esquemas de interpolacion y
extrapolacion especificos que garantizan la obtencién de valores precisos de la GOS y
la TGOS para cualquier punto del plano (Q,W) a partir de las tablas numéricas de
las GOSs. El programa PWACS calcula ademas secciones eficaces totales, secciones efi-
caces de frenado, y secciones eficaces de dispersién de energia mediante la integracién
numérica de la SED en pérdida de energia.

3.1. Métodos numeéricos

La GOS y la TGOS de capas cerradas se calculan a partir de sus expresiones (2.98]) y
(2.99)). Estas se han implementado en el programa Fortran GOSAT, que utiliza orbitales
de campo central calculados resolviendo numéricamente la ecuacién de Dirac para el
potencial DHFS auto-consistente. Este programa es la extension de uno anterior desa-
rrollado por Segui et al. (2003) que calculaba tinicamente la GOS para ionizacién, que
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hemos mejorado y ampliado para incluir el calculo de la TGOS, y de la GOS y TGOS
para transiciones hacia niveles discretos. Como en el programa original de Segui et al.
las funciones de onda radiales se calculan utilizando el paquete de subrutinas RADIAL
(Salvat et al., 1995; Salvat y Ferndndez-Varea, 2009), que implementa un algoritmo
numérico que evita la acumulacién de errores de redondeo. Comparando los resultados
del programa de Segui et al. con los valores obtenidos a partir de las formulas analiticas
de GOSs hidrogenoides no-relativistas (ver, por ejemplo, Inokuti, 1971; Heredia-Avalos
et al., 2005), se concluy6 que la precisién del programa de Segui et al. ronda las cinco
cifras significativas. Un test similar muestra que la precisién de GOSAT es ligeramente
superior.

Las subrutinas RADIAL (al igual que cualquier otro algoritmo numérico) tienen di-
ficultades para resolver la ecuacion de Dirac para estados muy excitados con energias
de ligadura muy pequenas. Esto se debe a que las ecuaciones radiales (2.13]) se deben
integrar hasta el punto de retroceso mas externo, que esta muy lejos del nicleo cuan-
do el niimero cuantico principal es grande. En principio, las subrutinas de RADIAL son
capaces de determinar la funciones radiales de estados ligados con nimeros cuanticos
principales n;, de hasta aproximadamente 35, si la malla radial es suficientemente den-
sa y se extiende suficientemente lejos. En los calculos actuales, las funciones radiales se
evalian utilizando una malla radial de 10,000 puntos, espaciados de manera no-uniforme
(logaritmica cerca del origen, uniforme a distancias grandes). Sin embargo, incluso uti-
lizando una malla tan generosa como ésta, el calculo de la GOS para transiciones hacia
estados discretos finales con niimero cuantico principal superior a 30, se hace muy dificil,
debido en parte, a las rapidas oscilaciones de las funciones de Bessel esféricas para (s
grandes. Las subrutinas de RADIAL también tienen dificultades para calcular los estados
correspondientes a electrones libres de muy baja energfa, con ¢, < 10~* unidades atémi-
cas, y momentos angulares orbitales moderados, debido a que las ecuaciones radiales
se tienen que integrar hasta distancias radiales mas alla del punto de retroceso clasico
(rrp ~ £/k) antes de poder ser normalizadas correctamente. Resumiendo, ni la GOS ni
la TGOS pueden evaluarse de manera directa para pérdidas de energia W muy proximas
(bien por encima, bien por debajo) a la energia de ionizacién.

El programa GOSAT calcula la OOS y las GOSs para cada capa atémica individual.
El calculo numérico de cada una de estas funciones se restringe a una malla discreta de
valores de W y de () que cubre intervalos limitados de estas variables, a partir de la cual
debemos generar GOS continuas mediante interpolaciones y extrapolaciones adecuadas.
Por lo tanto, la precision de las SEDDs calculadas no depende tinicamente de la precision
de las GOSs numéricas, sino también de cuan precisos son los algoritmos utilizados para
interpolar y extrapolar las tablas. En el diagrama de la Figura[3.1] se muestran las zonas
del plano (@, W) en las que aplicamos los diferentes esquemas de interpolacién que
hemos elegido. Las energias caracteristicas en este diagrama se dan en unidades de la
energia de ionizacién E, del electrén atémico activo. Obsérvese que para @ < 107*E,
podemos aplicar la aproximacion dipolar, es decir, la GOS y la TGOS se pueden tomar
ambas iguales a la OOS.
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Figura 3.1: Esquema de las regiones del plano (Q, W) que se utilizan en las distintas estrate-
gias de interpolacion y extrapolacién descritas en el texto. La franja izquierda, correspondiente
a energias de retroceso pequenas, representa la regién dipolar, donde la GOS y la TGOS se
reducen a la OOS. La figura no estd a escala.

3.1.1. Excitacion hacia estados ligados

La GOS longitudinal para excitaciones desde la capa activa n,k, hacia niveles ligados

con energia €,, ., es [ver las ecs. (2.67) y (2.68))]
df eXC(Q W) = S oW
—a 7 - S(W

Ny K

— €nyry T Enana) fba(Q) (3.1)

con

W2( o
ulQ) = ) S 00+ 1) (il CONki)” (R @] - (32
N A

Por otro lado, la TGOS para estas excitaciones es

exc

Z 5 — €Enyry + €na/{a) gba(Q) , (33)

Ny Ky

con

_2(Q + mec?) 2J+1 ‘ 2 fe 2
7@ = Y 55y (il CON53) R e,

+ (33alICNGE7) "R} (3.4)
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El programa GOSAT calcula estas funciones para transiciones discretas desde la capa
activa hacia niveles con n, < 25 (regién I de la Figura B.I]). Aunque el principio de
exclusion de Pauli prohibe las transiciones hacia estados ocupados, GOSAT calcula tam-
bién las GOSs de las transiciones hacia estados ligados con energias €,,,, menores que
€nyr,, quUe Normalmente estdn ocupados, y para los que tanto fp,(Q) como gy, (Q) son
negativas. La GOS y la TGOS se calculan para mallas logaritmicas de 512 energias de
retroceso, que se extienden desde Q = 10~*E, hasta el maximo valor de Q para el que
las GOSs se pueden calcular utilizando la malla radial de 10,000 puntos; mas alla de
ese punto, la GOS suele ser muy pequeiia, tipicamente ~ 107! veces su valor méximo.
La razon por la que utilizamos una malla logaritmica de energias de retroceso es que
facilita la integracién sobre (), por ejemplo, mediante el método de Simpson.

La Figura muestra ejemplos de la GOS (derecha) y la TGOS (izquierda) para
excitaciones de la capa K (1s1/5) del neén y de la capa M1 (3s;/2) de la plata. Nétese
que los valores numéricos de la GOS y la TGOS coinciden en = 0. En el caso de
transiciones épticamente permitidas (es decir, transiciones con una OOS diferente de
cero), estas dos funciones son préacticamente constantes hasta valores de () préximos
a 0,01F,. Generalmente, para () mayores que ~ 10E, la TGOS es mas grande que la
GOS y, lo que es mas importante desde el punto de vista numérico, decrece mucho mas
lentamente cuando () crece.

3.1.2. Ionizacion

En el caso de colisiones ionizantes, con W > FE,, el programa GOSAT calcula la
GOS y la TGOS para una malla discreta de valores de las variables reducidas t =
Q/E, y w= (W/E,) — 1, a partir de la cual, tanto la GOS como la TGOS deben ser
evaluadas en cualquier punto arbitrario del plano (¢,w), haciendo uso de un esquema
de interpolacién/extrapolacién adecuado. La malla de w es logaritmica, con 20 puntos
por década, v se extiende desde 107° hasta un valor maximo, wyum, del orden de 500;
en este punto, los productos de las funciones radiales y las funciones Bessel oscilan tan
rapidamente que resulta imposible describirlos adecuadamente con nuestra malla radial
de 10,000 puntos. La malla de energias de retroceso reducidas ¢, se determina de manera
independiente para cada valor de w, y cubre el intervalo que va desde 10~* hasta un
valor t,,m ~ 50 (zonas I1 y III de la Figura[3.1]), o mayor, si asi lo requiere el esquema de
interpolacion. Para cada w, la malla de ts consiste en 150 puntos distribuidos de forma
irregular (la concentracién de puntos es mayor cuanto mayor es la curvatura local), para
permitir la interpolacién utilizando un spline ctibico en escala log-log. En la Figura B3]
se muestran la GOS (izquierda) y TGOS (derecha) de las capas K (1s1/2) del neén y
M1 (3s1/2) de la plata para algunos valores de w como funciones de t.

La Figura muestras las superficies de Bethe de la GOS y la TGOS. Tal y como
habiamos dicho en el Capitulo 2, en w ~ t (es decir, en W ~ @) encontramos el Bethe
ridge, correspondiente a las colisiones proximas. A diferencia de la GOS, a la derecha
del Bethe ridge (es decir, para @ > W), la TGOS decrece mas lentamente que la GOS.
Notese que cuando W crece, la posicién del Bethe ridge se desplaza hacia valores mas
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Figura 3.2: GOSs longitudinal (izquierda) y transversal (derecha) para excitaciones de elec-

trones de la capa K (1s; /2) del neén y de la capa M1 (3s; /2) de la plata hacia estados ligados.

Cada curva representa la GOS de la transicién hacia el estado final indicado por cada etiqueta,
como funcién de la energia de retroceso reducida t = Q/E,.
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Figura 3.3: GOSs longitudinal (izquierda) y transversal (derecha) de la capa K (1s;/5) del
neén y de la capa M1 (3s; /2) de la plata, en unidades atomicas. Cada curva representa la GOS
evaluada para cada valor indicado de w = (W/E,) — 1 como funcién de t = Q/E,.
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grandes de t. En consecuencia, cerca del Bethe ridge tanto la GOS como la TGOS
varian muy rapido en las direcciones de los dos ejes, w y t. La forma de las GOSs es una
manifestacion de la estructura de las funciones de onda radiales del estado inicial. Un
rasgo que salta a la vista es que las GOSs puede tener minimos a la derecha del Bethe
ridge. El nimero de estos minimos es igual al nimero de nodos de las funciones de onda
radiales, n, = n, — ¢, — 1, que se conoce habitualmente como nimero cuantico radial.

Con el fin de disenar un esquema de interpolacion eficiente, resulta provechoso intro-
ducir una transformacién que asigne a la posiciéon del maximo de la GOS, asi como de los
posibles minimos, un valor practicamente constante con w, minimizando asi los efectos
de la rapida variacion de la GOS con w. El trabajo previo de Segui et al. (2002), en el que
se relaciona la PWBA con la aproximacion de impulso, muestra que la transformacion
de la GOS en un “perfil Compton” dependiente de W, satisface nuestras necesidades.
Los perfiles Compton longitudinal (L) y transversal (T), definidos por la ec. (55) de
Segui et al. (2002), son

e /Q(Q +2mec?) Q1+ Q/2mec?) dfo(Q, W)
T Q+me@) WA+ W2meE) AW

Tz (W pc) (3.5a)

T Wipe) = Y@@ T2me®) Q1L +Q/2me?) dga(Q. W)

a AT HC (Q+mee®)  W(l+W/2me?) dW
respectivamente. La variable pg, que en la aproximacion de impulso representa el mo-
mento minimo del electréon blanco que satisface las restricciones cinemaéticas impuestas
por la conservacion de la energia y el momento, se define por

(3.5b)

(2mec?)?

Q(Q + 2mec?) — W2

pc = —% (\/Q(Q + 2m.c?) — W\/l + ) siW<Q (3.6a)

b 2Q )V - Q)
2c4/Q(Q + 2mec?)

[Bmec?(Q + mec?) + Q*J(W — Q)
204/Q(Q + 2mc?)(Q + 2mec?)mec?

La Figura [34] muestra las curvas del plano (Q, W) que se corresponden con varios
valores de pc. El drea rayada en el grafico de la izquierda, limitada por las curvas
pc(@Q, W) = —100 y +100, se transforma en el rectdngulo rayado en el plano (Pg, W)
(panel de la derecha). Nétese que la diagonal W = @ del plano (@, W) se corresponde
con la linea vertical pc = 0 del plano (pc, W). Ademads, para valores relativamente
grandes de W, donde el Bethe ridge domina claramente, un intervalo relativamente
estrecho de ) se expande ocupando un intervalo de pc ancho.

siW > Q. (3.6b)

La FiguraB.A muestra los perfiles de “Born-Compton” que se obtienen de las GOSs de
la Figura B3 mediante la transformacién (3.0). La variacién suave de estos perfiles con w
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Figura 3.4: Diferentes curvas para pc constantes en el plano (Q, W) (izquierda) y las rectas
correspondientes en el plano (pc, W) (derecha). El Bethe ridge, Q@ = W, se convierte en la
linea pc = 0. Todas las cantidades estdn en unidades atémicas.

resulta evidente (ver las Figuras B3y 3.5)). Gracias a este hecho, para w € (107° wyum)
y t € (107* tyum) (regiones II y II' en la Figura BJ)), la interpolacién de los perfiles
de Born-Compton introduce errores numéricos mucho mas pequenos que los que se
obtienen al interpolar directamente la GOS y la TGOS. Para obtener las GOSs en
un punto arbitrario del plano (Q, W), calculamos primero el correspondiente perfil de
Born-Compton interpolando segin pc mediante un spline cibico en escala lin-log, y
segin w utilizando el método de Lagrange de 4 puntos en escala log-log; las GOSs se
obtienen invirtiendo las transformaciones (3.0)). Para que la interpolacién segin w sea
precisa, necesitamos tabular los perfiles de Born-Compton numéricos en un rectangulo
(PC mins PCnum) X (0, Whum ), donde los limites de intervalo en pe no dependen de w (como
se muestra en el panel derecho de la Figura B.4). Para w = 1075, las GOSs se calculan
para valores de t que van desde tp,;, = 10~* hasta tnum,0- Este ultimo valor determina el
extremo izquierdo, pc min, del intervalo de pc. Para pérdidas de energia superiores, las
GOSs numéricas se calculan en el intervalo que va desde ¢, (w) = 107* hasta un cierto
valor tuum(w), ligeramente superior a t,um o, para el cual pe(Q, W) se hace igual a pe min.
Noétese que como tpm(w) crece con w, el calculo para t hasta tu,m(w) es posible sélo
para pérdidas de energia reducidas menores que un cierto valor weambio, que el programa
determina de manera automatica; tipicamente Weampio €s del orden de 2t,ym,o-

Para t € (107, thumo) ¥ W € (Weambio, Wnum) [region I en la Figura 3] la GOS y la
TGOS son funciones suaves que crecen lentamente con (). En esta zona, ambas funciones
se evalian directamente a partir de los valores numéricos tabulados, usando un spline
cubico log-log en ¢ y una interpolacion de Lagrange lin-log en w. En las regiones II y
I, estimamos que los errores numéricos introducidos por las interpolaciones en ¢ y en
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w causan variaciones en la SEDD y en la secciones eficaces integradas que son menores
que el 0,01 %.

Como ya hemos mencionado, el calculo numérico de las GOSs (tanto longitudinal
como transversal) para valores de t que cubran el intervalo (0, ¢pum,0) sélo es posible para
pérdidas de energia reducidas hasta una cierta wy,,. Con nuestra malla radial, wpm,
habitualmente es mayor que 1,5¢,,m 0. Para pérdidas de energias reducidas mayores que
Wyum, €l cdlculo de la OOS es aun preciso, debido a que la evaluacién de los elementos
de matriz dipolares, ec. (2I03), es mucho mas robusta que el célculo de la GOS o
la TGOS. Los resultados numéricos indican que la aproximacion dipolar es aplicable
cuando Q/W < 0,01, independientemente de cual sea el valor de la energia de ionizacién
de la capa activa (ver la FiguraB.2]). En consecuencia, para W mayores que (wnum+1)Eq,
y para t € (107 thumyo), la GOS y la TGOS se toman iguales a la OOS.

Este esquema permite el calculo de las GOSs para t < tyumo y para cualquier W,
excepto para un intervalo estrecho alrededor del umbral de ionizaciéon que tiene por
extremos Wy =~ €5, + Eq vy Wo = 1,00001E, (region V en la Figura B.1]). La teoria de
los defectos cuanticos (ver, por ejemplo, Johnson y Chen, 1979; Seaton, 1983) implica que
la GOS para excitaciones hacia estados débilmente ligados (es decir, cerca del umbral
de ionizacién) se puede aproximar por una distribucién “promedio” continua, que en
W = E, empalma de manera suave con la GOS continua de ionizacién. Asi, como la
contribucién de este pequeno intervalo a la regla de suma es pequena (del orden de
107 o menor), supondremos que para W € (W, Ws) tanto la GOS como la TGOS
son constantes con W, es decir, supondremos que df(Q,W)/dW = df(Q,Ws,)/dW y
analogamente para la TGOS.

3.2. La regla de suma de Bethe

Supondremos de manera temporal que los electrones pueden realizar transiciones
desde el nivel inicial €,,,, hacia cualquier orbital mono-particular €,, ., , incluyendo los de
las capas ocupadas. Como es bien sabido, en el caso no-relativista, la GOS (longitudinal)
satisface la regla de suma de Bethe

dfa(@ W) 0
/T dW = 2|Ha‘ VQ, (37)

donde la integral se extiende sobre todas las posibles transiciones, tanto hacia niveles
discretos como del continuo. Esta regla de suma juega un papel esencial en la deduccion
convencional de la férmula asintética del poder de frenado (ver, por ejemplo, Fano, 1963).
Sin embargo, el estudio tedrico de Cohen (2003a,b) muestra que los efectos relativistas
causan desviaciones significativas de la regla de suma que, en el caso de la GOS de
atomica de elementos pesados, son de hasta un 2.5 %. Estas desviaciones implican que
la féormula de Bethe para el poder de frenado deberfa ser modificada (ver la Seccion 4.1).
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Figura 3.5: Perfiles de Born-Compton longitudinal (L) y transversal (T), ecs. (3.3]), de la
capa K (1s1/) del neén y de la capa M1 (3s;/5) de la plata, en unidades atémicas. Cada curva

representa el perfil para el valor indicado de w = (W/U) — 1 como funcién de la variable pc,

ecs. (B.6).
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La generalizacién relativista de la integral (B.7) es la suma de Bethe

dfa(Q, W)
Q)= | —————=dWV. .
SiQ) = [ e (38)
A partir de nuestras tablas numéricas de las GOSs, podemos calcular esta suma como
> dfu(Q, W)
So(a; Q) = g a ——=dW, 3.9

b#a

donde el sumatorio discreto es sobre las posibles transiciones hacia niveles finales ligados
E, # E, con n, < 25, incluyendo los ocupados; las transiciones hacia niveles ligados
altamente excitados (con W > W) se describen extendiendo la GOS del continuo hacia
pérdidas de energia menores que E, (ver Seccién 3.1.2). Nétese que la GOS para tran-
siciones hacia niveles por debajo de €,,,, (con W < 0) es negativa. Para comprobar la
consistencia y la precision de nuestro céalculo de la suma de Bethe, hemos efectuado el
mismo calculo utilizando GOSs “no-relativistas”, que obtuvimos modificando el progra-
ma GOSAT sustituyendo la velocidad de la luz ¢ por un valor 1,000 veces superior. Los
resultados de este test mostraron que, para cualquier () < Qnum, la diferencia relativa
entre el valor calculado y el nimero de electrones de la capa considerada es menor que
~ 107* en todos los casos.

Resulta conveniente escribir la suma (B.8)) en la forma

So(a; Q) = 2[kq| [1 — Ala; Q)] (3.10)

donde A(a; Q) es la desviacion relativista de la regla de suma de Bethe. En las Figura
y B respectivamente, se muestran las funciones Sy(a; Q) para algunas capas del
neén (Z = 10) y del oro (Z = 79), calculadas a partir de las tablas numéricas de la GOS
en funcién de @) en el intervalo que va desde 0 hasta Qnum = thum,0- En el caso de la
capa K (1s1/2) (Figura[3.7), la discrepancia A(a; Q) crece con el niimero atémico Z, esto
es, con la energia de ionizacion de la capa del electrén activo. Los resultados numéricos
de la Figura B muestran que A(a; Q) es mayor para la capa K (1s1/2) y decrece con el
numero cuantico principal de la capa activa. El caso mas extremo que se muestra en las
figuras es el de la capa K del einstenio (Z = 99), en el que la desviacién relativa es del
orden del 30 %, es decir, a la suma (3.9) le falta mas de medio electrén. Nétese que como
So(a; @) incluye las transiciones hacia todos los posibles orbitales monoelectrénicos, la
desviacién observada respecto al numero de electrones 2|k,| se debe exclusivamente
a efectos relativistas; como ya hemos dicho, un calculo equivalente no-relativista da
desviacion nula.

Para @) > Qnum = thum,0E4, donde el calculo numérico de la GOS es demasiado exi-
gente, la GOS longitudinal puede ser aproximada mediante el perfil de Born-Compton,
tal y como se describe en la siguiente Seccién. Para garantizar la consistencia del calculo,
necesitamos estimar la suma Sy(a; Q) para Q > Qnum para normalizar adecuadamente
la GOS deducida del perfil de Born-Compton. Con este fin, tomando como punto de
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Figura 3.6: Sumas normalizadas So(a; @)/2 para la capa K (1s;/3) de los 4tomos indicados,
como funciones de la energia reducida de retroceso t = Q/E,. Cada curva esta dibujada con-
juntamente con su propio eje vertical, que estda desplazado un ntmero arbitrario de divisiones
para poder acomodar en la misma grafica varios elementos. Para mostrar la evolucion de las
desviaciones de la regla de suma con Z, todas las curvas estan representadas con la misma
escala. La longitud de cada divisién se indica en el interior de la figura. Las lineas punteadas
senalan el valor asintético de cada curva, que es la unidad. La flecha indica la posicién de
t = thum,0. Para t menores que este valor, las curvas han sido calculadas de manera numérica
(integrando la GOS); en cambio, para t > thum o la figura muestra el ajuste analitico dado por

la ec. (B.11)).

partida las expresiones perturbativas de Cohen, hemos encontrado que nuestros resulta-
dos numéricos para () proximas a (),um Se pueden describir de manera precisa utilizando
la siguiente expresion analitica,

ai

So(a; Q) = 2|kl [1 T At al?

] , t=Q/E,. (3.11)
Los parametros a; y ag, que son caracteristicos de cada elemento y capa, se determinan
mediante un ajuste por minimos cuadrados de esta féormula a los valores numéricos
de Sp(a; @) en el intervalo entre tyumo — 20 ¥ thumo. La bondad de este ajuste queda
confirmada por la continuidad de las curvas en las Figuras y B.6, que para t > tyumo
representan la férmula ajustada (BI0)). En lo que sigue supondremos que esta férmula
da el valor real de la suma Sy(a; @) para @ > Quum-
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Figura 3.7: Sumas normalizadas Sy(a; Q)/(2|k,|) para varias capas atémicas del oro (Z = 79),
como funcién de la energia reducida de retroceso t = @)/ E,. Los detalles son los mismos que
en la Figura 3.3l Esta figura pone de manifiesto que la desviacién de la regla de suma de Bethe
A(a;Q) =1 — Sp(n;Q)/(2|kq|) decrece cuando el nimero cudntico principal n, aumenta, es
decir, cuando la energfa de ionizacién decrece. El recuadro muestra la suma para la capa 45y,
con la escala ampliada, para poner de manifiesto la presencia y la magnitud de los errores
numeéricos.
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Resulta oportuno observar que cuando las curvas de las Figuras y B se represen-
tan en una escala vertical ampliada, se observan pequenas irregularidades en el intervalo
t < thum,o, donde la suma Sy(a; @) se calcula integrando la GOS tabulada (e interpola-
da). Estas irregularidades son el resultado de la acumulacién de errores numéricos. El
recuadro de la Figura 3.7, que corresponde a la capa 4s; /o del oro, muestra que el error
relativo de la suma calculada es del orden de 10~*. En consecuencia, podemos esperar
que las secciones eficaces que se presentan mas adelante, y que se obtienen calculan-
do integrales similares a las que nos ocupan, estén afectadas por errores de la misma
magnitud.

Consideremos ahora la integral

To(a;: Q) = /D dg“é%w) dw
> dg.(Q, W)
=) gaQ)+ | =AW, (3.12)
; b /W dw

que es andloga a la suma de Bethe, ec. (3.9), para la TGOS. Las Figuras B.§ y
muestran esta suma (3.12) para varias capas del hierro y del oro, respectivamente,
calculadas integrando la TGOS numérica. Para valores intermedios de @, Ty(a; Q) varia
de manera un tanto descontrolada. Este comportamiento incémodo (desde el punto de
vista numérico) se debe a la presencia del factor W en el denominador de la definicién
de la TGOS, ec. (2.68)), que magnifica las contribuciones de aquellas transiciones con
pérdida de energia W pequena. Nétese que en el limite 6ptico, Q@ — 0, Ty(a; 0) = Sp(a;0).
Esto es asi porque en este limite los elementos de matriz al cuadrado en la ec. (2.68)
son proporcionales a W. Las FigurasB.8 y también muestran que el comportamiento
de la suma transversal varia notablemente de una capa a otra, por lo que parece dificil
modelarlo de manera sencilla. Al parecer, este hecho ha pasado desapercibido en muchos
calculos de la seccién eficaz total y de frenado en los que la TGOS es aproximada por
la GOS (Fano, 1963). De hecho, hemos verificado numéricamente que las diferencias
entre la TGOS y GOS afectan de forma manifiesta a las secciones eficaces de frenado de
capas mas internas de los elementos pesados. Es necesario apuntar, sin embargo, que la
contribucion de estas capas al poder de frenado total es mucho menor que la de las capas
débilmente ligadas, por lo que la sustitucion habitual de la TGOS por la GOS no afecta
de manera significativa a las secciones eficaces atémicas. Como las oscilaciones bruscas
de la suma transversal Ty(a; Q) se deben a transiciones hacia niveles ligados vecinos, la
TGOS de ionizacion (es decir, excluyendo las contribuciones de las excitaciones hacia
niveles ligados) varia con ) de una manera més suave, pero no monétonamente (ver las

Figuras 3.1y B.8).

De manera completamente analoga al caso de la GOS longitudinal, para energias de
retroceso () mayores que Qnum, donde el calculo numérico no es factible, obtendremos la
TGOS a partir del perfil de Born-Compton, que debemos renormalizar adecuadamente.
Por razones précticas (véase Bote y Salvat, 2010), supondremos que para @ > Quum la
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Figura 3.8: Sumas transversales normalizadas al nimero de electrones Tp(a; Q)/(2]kq|) (cur-
vas continuas) para varias capas del hierro, como funcién de la energia de retroceso reducida,
t = Q/E,. La curva a trazos representa la contribucién de las transiciones ionizantes (con
W > E,). Las flechas indican el valor ¢t = tyum,. Para valores méas pequenos de t las curvas
han sido calculadas numéricamente. Para ¢t > t,um,0 la curva continua representa el ajuste
analitico (B.I3)). Las lineas punteadas en el diagrama de la capa K (1s;/5) representan la suma

longitudinal Sy(a; Q)/(2|k4l), ec. (BI0).

suma transversal se puede representar en la forma

To(a; Q) = b#za Gba(Q) + 2|Kq] [1 - m} : t=Q/E,, (3.13)

con parametros as y a4 determinados mediante un ajuste por minimos cuadrados de los
valores numéricos de la funcién Ty(a; @), excluyendo la contribucién de las transiciones
hacia niveles ocupados con n, < 25, en el intervalo (tyumo — 1, thumo). Para capas L
y mas externas, la GOS y la TGOS de transiciones hacia niveles ligados de energia
inferior (estados ocupados) se extienden hasta valores de ¢ algo superiores a tyum0, ¥ son
negativas. La diferencia entre las curvas continuas y a trazos en las Figuras B.8 y 3.9
se debe principalmente a esas transiciones hacia niveles inferiores. Notese finalmente,
que en el caso practico del calculo de secciones eficaces inelasticas, las transiciones hacia
estados finales ocupados estan prohibidas por el principio de exclusiéon y por lo tanto,
la TGOS para t > thumo se reduce esencialmente a la contribucién de ionizacion.



50 Capitulo 3. Calculo de secciones eficaces en la PWBA

381/2 551/2

2.0 - — 20 —~
_11.0 ] -11.0 ]
1.0 ; — 1.0 ; oy
O 4? I 1L Ll I 1 IIIIIIII L O ;_I_ITITIII _I_I_I_IITII _I_I INEnin 1 Illllﬂ 1 IIIIIII| 1111
- 2pi; - T P T

0(a;Q)/(2K,|)
— )
o o
L=
—
(en)
\\)
//
//
L
1 |
= =
o o
| T
—_
o |
]
|
1
1
l
\
‘\
N
S
N —
| 1

0 1 |||||||| 1 |||||||| 1 |||||||| 1 |||||||| 1 |||||||| L _1 I I T O T S W N I W71 ' |||||||| L

1.5 N Isy; L 451 A
-10.5 g . 120 -
1.0 ! -11.0

Jl— T
F =/ 1 1.0

/l ,’ T
05 I ’// Au (Z == 79)— F e e e -7 -
1 IIIIIII| 1 IIIIIII| 1 IIIIIII| 1 IIIIIII| 1 IIIIIII| 1 L 1Ll O 1 IIIIIII| 1 IIIIIII| 1 IIIIIII| 1 IIIIIII| 1 IIIIIII| 1 11
102 102 01 1 10 102 10° 10° 102 01 1 10 10> 10°
t t

Figura 3.9: Sumas transversales normalizadas (3.13) Tp(a; Q)/(2|ke|) (curvas continuas) para
varias capas atémicas del oro, como funciones de la energia de retroceso reducida t = Q/E,.
Los detalles son los mismos que en la Figura 3.8

3.3. La estructura del Bethe ridge

Como ya hemos indicado, el calculo numérico de la GOS y la TGOS a partir de las
ecs. (298) y ([2:99) sélo se puede llevar a cabo para valores de ¢ y w hasta tyum o ¥ Waum,
respectivamente (regiones II, II' y III en la Figura B1). Para t > tuumoe y w > 107°
(regiones IV en la Figura B.1]), la GOS y la TGOS adquieren valores significativos sélo
en las proximidades del Bethe ridge (W ~ Q). En esta regién, podemos invertir las
igualdades (3.5al) y (B.5D) y expresar las GOSs en la forma

dfridee(Q, W) (Q 4+ mec?)  W(W + 2mec?) JE(Wietipe)  (3.14a)

dw = Auor(Q) c/Q(Q +2m.c?) Q(Q + 2mec?) °

dgg*(Q. W)
dw

(Q+mec®)  W(W +2mec?) ‘
C\/Q(Q + 2111902) Q(Q + QmeCQ) Ja (WrefapC) 5 (314b)

donde J¥(Wiet; po) v JF (Wiet; pc) son, respectivamente, los perfiles de Born-Compton
longitudinal y transversal evaluados para una pérdida de energia de referencia Wi, que

- Bnorm(Q)
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se toma igual a tuum 0F,. Como los perfiles de Born-Compton J%T(W;pc) varfan lenta-
mente con W, al utilizar los perfiles en W, reducimos las discontinuidades del modelo
compuesto de GOS y TGOS en los alrededores del punto W = @) = W,e. Los perfiles
JET(Weet; pc) se tabulan en una malla de 256 puntos, distribuidos de manera irregular
y con espaciado mas denso en aquellas zonas donde la funcién tiene una curvatura mas
marcada. Los perfiles continuos se obtienen de esas tablas a partir de un spline ctibico
natural en escala lin-log (es decir, la funcién interpolada es del estilo que se muestra
en la Figura B). La extrapolacién hacia valores grandes de pc, donde los perfiles de-
crecen monotonamente, no distorsiona los resultados. Sin embargo, nos abstendremos
de extrapolar hacia valores pequenos de pc, ya que la estructura de los perfiles a la
izquierda del maximo puede no ser cubierta completamente por la tabla numérica, y la
extrapolaciéon puede dar valores descontrolados (por ejemplo, perfiles que divergen para
valores negativos grandes de p¢). En consecuencia, para valores pc menores que el menor
punto calculado, suponemos que el perfil de Born-Compton se anula. Esta modificacion
es equivalente a anular las GOSs para valores de () mucho mayores que W, cosa que es
aceptable porque los factores cineméticos hacen que la SEDD sea muy pequena en esa
region.

Las cantidades A,orm(Q) ¥ Buorm(Q) en las ecs. (814 son factores de normalizacién
dependientes de @), que se determinan de la siguiente forma. En el caso de la GOS
longitudinal imponemos que, para @ > Qnum,

/°° dfa(Q, W)
) dw

donde Sy(a; Q) es la suma de cada capa individual dada por la ec. (B.I1]). Esto es,
/°O dfye(Q, W)

dW = Sp(a; Q), (3.15)

AW = So(a: Q) = > fual@Q). (3.16)
b#a

dw

Como @Quum es del orden de 50F, o mayor, para ) > Quum sOlo las transiciones hacia
niveles €,,,, que estan muy por debajo del nivel inicial contribuyen a la suma sobre
todos los estados ligados de la derecha de la ecuacion, para las cuales W es grande
y negativa; las GOSs correspondientes, fy,(Q), son también negativas. En cambio, las
GOSs de transiciones hacia niveles proximos o algo por encima del nivel inicial, toman
valores muy pequenios para ) > Qnum. El requisito (8.15) es importante para garantizar
la consistencia de la formula asintética del poder de frenado, que deduciremos en la
Seccién 4.1, y de las correcciones de capas calculadas (Seccién 4.3) porque garantiza el
comportamiento de la de suma de Bethe.

Finalmente, consideramos el modelado de la GOS transversal para energias de re-
troceso mayores que Quum, que es mas incierto, debido a la ausencia de una expresion
asintotica precisa para la suma transversal Ty(a; Q). El factor de normalizacion By (Q)

para @ > Quum se fija imponiendo que [ver ec. (312))]

/0“ g (Q. W)

AT AW = Ty(a;Q) — > 3a(Q) (3.17)

b#a
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donde Ty(a; Q) viene dada por la ec. ([B.13). Esto es,

* dgg e (@QW) o as
A TdW—Qhﬁla’ ].—m . (318)

Resumiendo, para definir un modelo completo para la GOS y la TGOS, para valores
arbitrarios de Q = tE, y W = (w + 1) E,, combinamos las tablas numéricas calculadas,
que cubren los intervalos limitados ¢t € (107*, tyumo) ¥ w € (107°, wyum), con modelos
escalados. Especificamente, para w > Wpym ¥ ¢ < tpumo (regiones III de la Figura
BI), la GOS y la TGOS se toman iguales a la OOS, es decir, consideramos que no
varian con (). Esta aproximacién tiene un efecto despreciable en las sumas Sy(a; Q) y
To(a; @), porque tanto la GOS como la TGOS son muy pequenas en esta regién. Para
t > thumo (zona IV en la Figura B.1)) la GOS y la TGOS se obtienen de los perfiles de
Born-Compton renormalizados, ecs. (814]). Las GOSs y las TGOSs calculadas con este
modelo compuesto para la ionizacién de la capa K del neén (Z = 10) y de la capa M1
de la plata (Z = 47) se muestran, respectivamente, en las Figuras y Bl

Las aproximaciones introducidas por nuestros modelos de extrapolaciones, se han
elegido con el objetivo de obtener un modelo de GOS y de TGOS continuo, excepto en
las lineas @ = Quum = thumoEe Y W = (Wpum + 1) Eq, v satisfacer aproximadamente las
sumas de Bethe. Las GOSs extrapoladas asi son mas precisas que las obtenidas con otras
aproximaciones que se emplean frecuentemente en calculos de poderes de frenado tales
como la sustitucion del Bethe ridge por una funcion delta, o por perfiles de Compton
simétricos calculados a partir de orbitales Hartree-Fock (ver, por ejemplo, Segui et al.,
2002).

3.4. Programas de calculo

La teoria que hemos esbozado en el Capitulo 2 permite el calculo numérico de la GOS
y la TGOS en rangos relativamente amplios de pérdidas de energia W y de energias de
retroceso . La informacién de partida se reduce al potencial Vi(r) que “sienten” los
electrones atémicos. En este trabajo utilizamos el potencial DHFS para la configura-
cién del estado fundamental, que hemos calculado con el programa DHFXA de Salvat y
Ferndndez-Varea (2009).

En el calculo de las funciones de onda radiales de los estados de un electréon en
el potencial central Vpurs(r), ec. (214), el paquete de subrutinas RADIAL (Salvat y
Ferndndez-Varea, 2009), utiliza un algoritmo que consiste en representar el potencial
como un spline ctibico natural V(r) que interpola los valores de una tabla V (r;) (r; =
0<ry<---<ry,). Esto es, la funcién V(r) en cada intervalo [r;, ri41] es un polinomio
cubico, y tiene sus derivadas primeras y segundas continuas en el intervalo completo
[ro, 7. Las funciones de onda radiales de Dirac en cada intervalo [r;, 7;41] se expresan
como series de potencias en r, cuyos coeficientes satisfacen relaciones de recurrencia
determinadas por los coeficientes del spline. Estas series se suman hasta converger con
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Figura 3.10: GOS y TGOS para ionizacién de la capa K (1s1/;) del 4tomo de neén (Z = 10),
representadas como superficies de Bethe tridimensionales y como diagramas de color; ver la
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la tolerancia prescrita por el usuario, lo que evita de manera efectiva los errores de
redondeo. Las funciones de onda radiales se calculan para una malla radial arbitraria,
diferente a la malla donde esta tabulado el potencial, de hasta 10,000 puntos.

El programa GOSAT calcula la GOS y la TGOS para capas cerradas utilizando las
formulas dadas en la Seccion 2.4.1 Los elementos de matriz reducidos de los tensores
de Racah, (£1371||C™)[|¢2155), se calculan a partir de sus expresiones analiticas (2.79).
El célculo de las integrales radiales (Z81]) y (2.92)) es delicado, porque los integrandos
oscilan rapidamente. Para asegurar la precision de las integrales, la malla radial se define
de modo que haya como minimo 20 puntos en una longitud de onda de las funciones
radiales y de las funciones esféricas de Bessel. De esta forma, las oscilaciones rapidas
del integrando se reproducen de manera precisa cuando utilizamos una inteporlacion
Lagrange de 6 puntos (Abramowitz y Stegun, 1974) y, en consecuencia, las integrales
radiales pueden ser evaluados con precisién utilizando el método de Lagrange de 6 pun-
tos. Para optimizar el tiempo de calculo, para cada pérdida de energia W, las funciones
de onda radiales del estado final se calculan una sola vez y se guardan en memoria.
Para cada energia de retroceso (), la tabla de valores de las funciones Bessel en los
puntos de la malla se calcula de forma rapida utilizando sus relaciones de recurrencia
(Abramowitz y Stegun, 1974). Nétese que el intervalo de integracion se extiende desde
r = 0 hasta un punto ry donde la funcién de onda radial del estado inicial tiene un valor
despreciable. Cuando la pérdida de energia W crece, la energia ¢, = W — E, del estado
final del electrén activo crece también y, por lo tanto, su longitud de onda decrece. En
consecuencia, como el nimero de puntos en la malla radial no puede exceder de 10,000,
los célculos para un valor dado de () no se pueden llevar a cabo mas alla de una cierta
pérdida de energia Wyum = (Wyum + 1) E,. De manera similar, la longitud de onda de la
funcién Bessel decrece cuando la energia de retroceso @) crece, lo que impide extender los
célculos mas alld de cierta energia de retroceso Quum (W), que depende de la pérdida de
energia WW. Naturalmente, los valores de W, ¥ Qnum s€ pueden aumentar ampliando la
malla radial, a expensas de enlentecer el cdlculo. Los sumatorios de las series de ondas
parciales (Z98) y (2.99) se evaliian sumando términos con valores crecientes de |ry| y
A; la suma se detiene en el momento que la contribucién relativa de los seis ultimos
términos anadidos es menor que 10, En el caso de transiciones ionizantes, el programa
permite el cdlculo de funciones de onda radiales del estado final con valores de |kp| de
hasta 300, valor que puede ser modificado cambiando la dimensién de los vectores y ma-
trices en el cédigo fuente. Como la convergencia de la serie de ondas parciales empeora
cuando @) crece, fijado el nimero de términos de la serie, ésta converge para energias
de retroceso hasta a un cierto valor, que es determinado de manera automatica por el
programa.

Como ya hemos indicado (ver la Seccién 3.1), en el caso de ionizacién GOSAT genera
tablas de la GOS y de la TGOS en una malla logaritmica en la pérdida de energia
reducida, w = (W/E,) — 1, y para una malla no-uniforme de energias de retroceso
reducidas t = Q/E, que se extiende desde ¢ = 107* hasta un valor maximo #,um(w),
determinado por el espaciado y la dimensién de la malla radial. El programa también
genera una tabla de valores de la OOS para la misma malla de pérdidas de energia



56 Capitulo 3. Calculo de secciones eficaces en la PWBA

reducidas, pero que se extiende hasta valores superiores de W, asi como tablas de los
perfiles de Born-Compton longitudinal y transversal para Wiet = thum o, y para una
malla de valores de p¢ suficientemente densa como para permitir la inteporlacién del
logaritmo del perfil utilizando un spline ctibico. Estos perfiles se utilizan para calcular
la GOS y la TGOS para W > tyum oF, (ver la Seccién 3.3). El programa GOSAT genera
también la GOS y la TGOS para transiciones discretas desde la capa n,k, hacia niveles

ligados €,,,, con € # €, y n < 25, incluyendo los niveles que estdan ocupados, que se
necesitan para calcular las sumas de Bethe Sy(a; Q) v To(a; Q), ecs. (B.8) y (B12).

Hemos escrito un segundo programa Fortran, llamado PWACS, que calcula la SED
en pérdida de energfa, asi como las secciones eficaces integradas o) (ver la Seccién
2.4.2) para particulas cargadas a partir de las tablas numéricas de las GOSs generadas
por el programa GOSAT. PWACS calcula la seccion eficaz de cada capa electrénica ng,ky,
y suma los resultados para obtener la seccion eficaz atomica. Las excitaciones hacia
niveles discretos corresponden a resonancias con energias de excitaciéon bien definidas,
Wha = €nyry — €nara- La seccién eficaz total para excitacién de una capa cerrada hacia
un niveles ligados vacios o parcialmente llenos ¢,,,, con n, < 25 se calcula como

2|kp| — @ /Q+ dogxe
oXC — 2 d 3.19
Oba 2|/€b‘ o dQ Qa ( )

donde ¢, es el nimero de electrones en el nivel (= 0 para un nivel vacio), y la SED
dogXe/d@ se obtiene integrando respecto de W la expresién general (Z.65]) con las GOSs
correspondientes a transiciones discretas, ecs. (B.1) a (B.4]). Los limites @_ y @, de
intervalo cinematicamente permitido de energias de retroceso vienen dados por la ec.
(Z108). Nétese que la SED en pérdida de energia para excitaciones a niveles ligados se
puede expresar como

aw = Op O(W — €nymy + €ngna)- (3.20)
La SED en pérdida de energia para excitaciones de la capa cerrada n,k, para pérdidas
de energfa mayores que el umbral efectivo Wy = €g6 , + E, (ver Seccién 3.1.2) se obtiene
utilizando las GOSs continuas, que se evalian a partir de las tablas numéricas genera-
das por GOSAT utilizando los métodos de interpolacién/extrapolaciéon descritos en las
Secciones 3.1 y 3.3. La SED en la pérdida de energia se obtiene como

docont Q+ (2q,

ar =), deQdQ. (3.21)

El calculo de las integrales sobre la energia de retroceso no es trivial debido a la
rapida variacién de la SEDD transversal para (Js cercanas al limite inferior ()_. Para
asegurar la precision del calculo de la integral, dividimos el intervalo de integracion en
como minimo dos partes. En primer lugar, consideramos la contribucién del intervalo
que va desde Q)_ hasta Qnum = thum0l,, donde las GOSs se calculan interpolando las
tablas numéricas que genera GOSAT. En segundo lugar, evaluamos la contribucién del
intervalo que va desde Q.. hasta (), donde las GOSs se representan en términos del
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los perfiles de Born-Compton (ver la Seccién 3.3). Cada una de estas dos contribuciones
se calcula utilizando un algoritmo adaptativo, que combina la férmula de cuadratura
de Gauss de 20 puntos con una estrategia de biseccién para estimar y reducir el error
numeérico. Este algoritmo permite calcular integrales de funciones continuas con una
precision fijada a priori (ver Salvat et al., 2009); pero se bloquea cuando el integrando
o su primera derivada tiene discontinuidades (que no pueden ser aproximadas por un
polinomio). Dividiendo el intervalo de integracién en )y, donde nuestra GOS numérica
es discontinua, nos aseguramos de que sélo entramos funciones suaves a la subrutina de
integraciéon. Finalmente, para W > W, supondremos que los electrones blanco pueden
tratarse como electrones libres y en reposo, y que las GOSs se pueden representar como
2|kq| 0(W —Q), de tal forma que la SED en pérdida de energia viene dada por expresiones
analiticas simples (Bote y Salvat, 2010). Estas dan valores que difieren ligeramente de
los obtenidos numéricamente para W < W,, debido a la anchura finita del Bethe ridge.
Para dar cuenta (y corregir) de manera parcial este efecto para W > W,, y evitar la
discontinuidad de la SED en W,, hacemos

do-ccl?é‘l;>Wa — W da-g,?/?/>wa (3 22)
dw W46 dW 7 '

donde el ultimo factor de la derecha es la SED en pérdida de energia para colisiones con
electrones libres y en reposo (Bote y Salvat, 2010), y el parametro § se fija para que
esta formula reproduzca el valor de la SED en pérdida de energia en W ~ 0,75W, que
se obtiene numéricamente. En el caso de colisiones de electrones o positrones, la SEDD
contiene un factor adicional que da cuenta aproximadamente de los efectos de intercam-
bio; este factor presenta una discontinuidad en ) = FE,, lo que complica ligeramente los
célculos (para detalles, ver Bote y Salvat, 2010).

La Figura muestra las SEDs en pérdida de energia de diferentes capas del oro
para protones con energia cinética de 1 GeV. Las curvas continuas representan SEDs
numéricas, calculadas a partir de las ecs. (B.21) y (3.22)), y las curvas a trazos son las
SEDs en pérdida de energia para colisiones con 2|k,| electrones libres y en reposo. Pa-
ra transferencias de energia cerca del umbral de ionizacién, la variacion de las SEDs
numéricas no es mondtona, y sus fluctuaciones ponen de manifiesto la estructura de
la GOS. Para asegurar una interpolacién precisa, y la posterior integracién sobre W,
consideramos la SED en pérdida de energia como funcién de la pérdida de energia redu-
cida, w = (W/E,) — 1, y utilizamos una malla logaritmica de w que permite reproducir
correctamente las rapidas variaciones de la SED cerca del umbral. Es interesante notar
que la SED correspondiente a electrones libres, se acerca de manera notable al resultado
numeérico para pérdidas de energia mayores que ~ 20F,. Ademas, para W's pequenas, la
SED de electrones libres es siempre menor que la SED numérica, porque la primera no
da cuenta de las interacciones distantes. Esta peculiaridad se puede utilizar para disenar
un modelo de interaccién simplificado (pero ain realista) ttil para la simulacién Monte
Carlo del transporte de particulas cargadas.
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Figura 3.12: SED en pérdida de energia para la ionizaciéon de capas del dtomo de oro por
impacto de protones de 1 GeV, como funcién de la pérdida de energia reducida w = (W/E,)—
La curvas continuas representan las SEDs que se obtienen de integrar numéricamente la SEDD;
las curvas a trazos son las SEDs en pérdidas de energia para colisiones con 2|k,| electrones
libres y en reposo. El recuadro muestra la estructura compleja de la SED numérica de la capa
K (1sy/2) cerca del umbral de ionizacién.

La SED en pérdida de energia del &tomo completo se obtiene como

do.cont -
dW Z 2|Kq| AW + Z T — €nyry T €nara) | 5 (3.23)

donde el sumatorio se extiende sobre las capas ocupadas, y ¢, es el nimero de electrones
en la capa nqk,. La seccién eficaz integrada o®)| ec. (ZI10), viene dada por

U(k’) — Z 4a gont Zaexc o+ enbﬁb)k . (324)

2|Kq| o

con

[O,cont](k) _ /Wmax Wk do.cont dw. (3 25)
a s aw '

Para calcular esta ultima integral, la SED en pérdida de energia do®™ /dW se tabula en
una malla logaritmica de pérdidas de energia reducidas w = W/E, — 1, que incluye los
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puntos de malla w; donde las GOSs numéricas han sido tabuladas. El calculo de la SED
en los puntos de malla w; es mas rapido y preciso, porque no requiere interpolar en w.
Notese que, en caso de haberlos, los errores de interpolacién se pondrian de manifiesto
al representar graficamente la tabla de la SED; los resultados numéricos no muestran
indicios de este tipo de error. Las integrales (3.25]) se evalian mediante la regla de
Simpson (Abramowitz y Stegun, 1974) después del cambio de variable W — Inw, que
multiplica el integrando por un factor wk,.

Como ya hemos comentado, el primer término a la derecha de la ec. (3.23) da cuenta
tanto de la ionizacién (W > E,) como de la excitacién al cuasi-continuo de niveles
altamente excitados €,,,, con n, > 25 (regién V en la Figura B.I]), que empieza en la
pérdida de energia W) = €g,, + F,. Para obtener secciones eficaces de ionizacién (que
corresponden a pérdidas de energia W estrictamente mayores F,) el limite inferior W,
de la integral debe sustituirse por F,. Esto es,

ion da ion
oM™ = m[% J® (3.26)
con W
. max dO-COHt
ion1 (k) _ / Wk o qw. (3.27
o, : .
loa"] - aw )

El cédigo PWACS calcula tablas de secciones eficaces integradas o®) con k =0, 1y 2
para distintos tipos de proyectiles (protones, muones, electrones y positrones) como fun-
ciones de su energia cinética E. El programa también determina las correcciones de capas
C®) (ver la Seccion 4.3) para cada energia. De manera opcional, PWACS proporciona la
SED en pérdida de energia del atomo o ion, o de las capas atémicas individuales.

Para ejecutar PWACS para un atomo o ion dado, necesitamos haber precalculado las
correspondientes GOSs, OOSs y perfiles de Born-Compton. Estas funciones se generan
con el programa GOSAT, que a su vez, necesita los potenciales DHFS que calcula el
programa DHFXA. El paquete de codigos incluye archivos de texto con los potenciales
DHFS para los atomos neutros con Z = 1 (hidrégeno) hasta Z = 99 (einstenio). El
programa GOSAT ha sido ejecutado con estos potenciales para generar la GOS, la TGOS,
la OOS y los perfiles de Born-Compton de todas las capas de la configuracion del estado
fundamental de estos elementos. Con esta informacién en la mano, el programa PWACS
permite calcular las secciones eficaces integradas de una capa cualquiera en un tiempo
asequible, del orden de 10 segundos para cada energia cinética del proyectil y cada capa.

Para finalizar esta seccion, presentamos algunos ejemplos del cdlculo numérico. La
Figura muestra la seccién eficaz total de ionizacién para las capas K y L de atomos
de argoém, niquel, plata y oro por impacto de electrones, tratados estos como particulas
distinguibles de los electrones atémicos. Nuestras secciones eficaces de ionizacion estan
en buen acuerdo con las calculadas por Scofield (1978), quien, recordemos, empled la
PWBA formulada en el gauge de Lorenz, excepto para proyectiles con una energia
cinética menor que aproximadamente 20F,, probablemente debido a diferencias en los
métodos de interpolacion e integracion adoptados en cada uno de los dos calculos. Las



60 Capitulo 3. Calculo de secciones eficaces en la PWBA

curvas continuas en la Figura representan las secciones eficaces calculadas teniendo
en cuenta los efectos de intercambio (ver la Seccién 6.1 de Bote y Salvat, 2010). El efecto
del intercambio representa una reduccion de la seccion eficaz total, apreciable sélo para
energias cinéticas menores que aproximadamente 30F,.

Chen y Crasemann (1985, 1989) calcularon secciones eficaces de ionizacién para las
capas K y L de 28 elementos por impacto de protones con energias comprendidas entre
0.1y 5 MeV, y para capas M de 15 elementos y protones con energias entre 0.06 y 2 MeV,
utilizando la PWBA con un potencial DHFS. En estos cédlculos se ignor6 la interaccion
transversal, que a estas energfas tiene una contribucién despreciable (ver més abajo). En
la Figura B.14] comparamos los resultados obtenidos a partir de nuestro c6digo PWACS
con los valores PWBA de Chen y Crasemann (1985, 1989) para los elementos titanio,
germanio, plata y oro. Nétese que ambos cédlculos se realizaron con el mismo potencial,
por lo que es de suponer que las pequenas discrepancias se deben a diferencias en los
algoritmos de calculo.

La informacion detallada que genera el programa PWACS nos permite ilustrar as-
pectos basicos de la interaccion. Asi, por ejemplo, la Figura muestra las secciones
eficaces integradas para colisiones inelasticas de protones y electrones con atomos de oro
como funcién de la energia cinética del proyectil. La Figura muestra también la contri-
bucién de las interacciones longitudinal y transversal. Resulta interesante observar que
la contribuciéon de la interaccion transversal crece mondtonamente con la energia, y se
hace apreciable para energias del orden de 500 keV para electrones y de 1 GeV para
protones. En general, para proyectiles de masa M, el efecto de la interaccion transversal
es despreciable cuando sus energias cinéticas son menores que ~ Mc2. La dependencia
en la energia de la interaccién transversal (intercambio de fotones virtuales) es similar
a la de otro proceso relacionado, la emisién de bremsstrahlung (ver, por ejemplo, Salvat
et al., 2009).

Como ultimo ejemplo de resultados numéricos, la Figura muestra secciones
eficaces integradas para colisiones ineldsticas de electrones y positrones con atomos de los
gases nobles, como funciones de la energia cinética E del proyectil. La seccién eficaz total,
o© para los dos tipos de particulas son practicamente iguales para energfas mayores
que 1 keV. Por otro lado, para energias de hasta aproximadamente 0.5 MeV, la seccion
eficaz de frenado y la de dispersién de energia para positrones son mayores que para
electrones. Estas diferencias se deben principalmente a que, en las colisiones ionizantes de
electrones, consideramos como “proyectil” al mas rapido de los dos electrones después
de la colision. Tomemos por ejemplo, el caso de una colisién proxima de un electron
con una electréon ligado distinguible, con energia de ionizacion E,, que involucra una
transferencia de energia W mayor que (E + E,)/2. Después de la colisién, tenemos
dos electrones con energias cinéticas £ — W y W — E,. En una colisiéon con la misma
transferencia de energia entre dos electrones indistinguibles, llamaremos primario al
electréon con la energia mayor, W — E,, y consideraremos que la pérdida de energia
es B — (W — E,), que es menor que W. Por lo tanto, seleccionando el més répido de
los dos electrones, reducimos de manera efectiva la pérdida de energia en las colisiones
préximas, lo que afecta principalmente a las secciones eficaces integradas ¢V y o),
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Figura 3.13: Secciones eficaces totales de ionizacion para las capas K y L del argén, el
niquel, la plata y el oro por impacto de electrones como funcién de la energia cinética del
proyectil. Las curvas continuas se han generado con el cédigo PWACS a partir de la SEDD
por impacto de electrones descrita en la Seccién 2.4. Las curvas de trazos fueron calculadas
considerando los electrones proyectil como distinguibles de los electrones blanco; los circulos
denotan los resultados de la versién de la PWBA relativista de Scofield (1978), quien los obtuvo

imponiendo condiciones similares.
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Figura 3.14: Seccién eficaz total de ionizacién para las capas indicadas (K, L y M) del titanio,
el germanio, la plata y el oro por impacto de protones como funcién de la energia cinética del
proyectil. Las curvas han sido generadas por el codigo PWACS. Los circulos se corresponden
con los resultados de la versién de la PWBA de Chen y Crasemann (1985, 1989) utilizando un
potencial DHF'S y despreciando la contribucién de la interaccién transversal.
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Figura 3.15: Secciones eficaces integradas ¢*) para colisiones ineldsticas de protones y elec-

trones con dtomos de oro como funciones de la energia cinética del proyectil. La curva a trazos

y la de punto-trazo representan, respectivamente, la contribucion longitudinal y transversal de

la interaccién.
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Figura 3.16: Secciones eficaces integradas para colisiones ineldsticas por impacto de electrones
(curva continua) y positrones (curva a trazos) con atomos de gases nobles, en funcién de la
energia cinética del proyectil.



Capitulo 4

Formulas asintoticas de Bethe

En los anos treinta Bethe dedujo dos féormulas analiticas, sencillas pero precisas, para
el poder de frenado y para la seccién eficaz total, que son posiblemente las formulas méas
utiles de la fisica de radiaciones. Su utilidad reside en el hecho de que sélo contienen,
respectivamente, uno y dos parametros, que son caracteristicos de cada elemento o ma-
terial. Estos parametros se pueden inferir a partir de medidas experimentales precisas
del poder de frenado y de la seccién eficaz total. Asi, las férmulas de Bethe, con pardme-
tros determinados de manera experimental proporcionan valores realistas de estas dos
secciones eficaces para diferentes tipos de particulas cargadas, y en un amplio rango de
energias, para moléculas y medios materiales para los que no se dispone de célculos de
primeros principios. A pesar de que las formulas de Bethe tienen un caracter asintético
(es decir, son validas s6lo para proyectiles con energias muy altas), proporcionan valores
bastante realistas incluso para proyectiles con energias moderadamente bajas. El limite
inferior de validez crece con el nimero atémico. Para el oro (Z = 79) y elementos més
pesados, las formulas de Bethe son aplicables para energias mayores que unos 10 keV
para electrones y positrones, mayores que unos 2 MeV para muones, y por encima de 20
MeV para protones. Tradicionalmente, se ha dedicado un esfuerzo importante a deter-
minar correcciones y a extender el rango de validez de estas férmulas (ver, por ejemplo,
Fano, 1963; Inokuti, 1971; Ahlen, 1980).

Las féormulas asintoticas proporcionan los términos de orden méas bajo de los desa-
rrollos de o™ (E) en potencias de £~'. Conviene notar que para energfas intermedias
y bajas, pueden ser menos precisas que otras formulas semiempiricas alternativas; sin
embargo, la ventaja de las férmulas asintdticas es que se pueden mejorar de manera
sistemédtica (es decir, ser extendidas a energias més bajas) anadiendo términos de orden
superior en E~1 (ver, por ejemplo, Kim e Inokuti, 1970). En esta seccién, deduciremos
las férmulas asintéticas para ¢® (k = 0, 1 y 2) utilizando un método similar al que
adopté Fano (1963). En nuestra deduccién, sin embargo, evitamos el uso de la regla de
suma de Bethe, es decir, Sp(Q) no se iguala a Z. Por simplicidad, derivaremos primero
las férmulas asintéticas para excitaciones de una capa n.k, por impacto de particulas
pesadas (M > m,) que se mueven con energia cinética £ mucho mayor que la energia
de ionizacion E,, y posteriormente el caso de colisiones con electrones y positrones.
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4.1. Deduccion de las formulas asintoticas

Partimos de la SEDD dada por las ecs. (2.65]). Para proyectiles con E > FE,, las
contribuciones longitudinal y transversal se expresan como

d?oy  2mZ3e! 2m,c? dfa(Q, W)

dWdQ  me? WQ(Q 4+ 2mec?) dW (4.1)
y
d’o,  2nZge 2m. W
dWdQ  me? [Q(Q + 2mc?) — W22
2 w2 dga(@, W)
. (ﬁ - Q(Q+2mec2)) v (42)

respectivamente, donde hemos despreciado términos proporcionales a (E + Mc*)™!, que
no contribuyen en el limite asintotico. Ademas, cuando W < F, la energia de retroceso
minima Q_ estd dada por [viene de la ec. (A.14))]

Q_(Q_ +2m.c?) = W?/52, (4.3)

donde hemos despreciado los términos que contienen factores W/E. Con la misma apro-
ximacion, para pérdidas de energias pequenas y moderadas, la maxima W permitida es

[ver ec. (A.17)]

Wn(Q) = 6v/Q(Q + 2mec?). (4.4)

Cuando la energia del proyectil aumenta, la energia de retroceso minima ¢)_ tiende
a la linea de fotones en vacio, ec. (A.22)). La energia de retroceso en esta linea es

2
Qo(W) = m.c? 1—|—(W> -1

mec?

w2 Wy W\
1— 2 — | 4.5
2mec? [ (21’11862) * <2m602> ] (4:5)

En otras palabras, las colisiones ineldsticas con energia de retroceso menor que Qo(W)
no son posibles. En las excitaciones mds probables, W es mucho menor que 2m.c® y
Qo(W) ~ W?/2m.c?.

12

4.1.1. Aproximacion dipolar-impulso

Para deducir las férmulas asintoticas consideramos un modelo de GOS simple en el
cual las colisiones con energias de retroceso () menores que E, se describen utilizando
la aproximacién dipolar,

dfa(@, W)
dw

df.(W dg.(Q, W df, (W
e T LT
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y las colisiones con () > E, se consideran como colisiones binarias con electrones libres
y en reposo (aproximacién de impulso). La aproximacién “dipolar-impulso” describe co-
rrectamente las colisiones que tienen energias de retroceso muy grandes o muy pequenas
y conduce a férmulas asintéticas sencillas para las secciones eficaces integradas. Més
adelante corregiremos dichas férmulas para dar cuenta de las diferencias entre la SEDD
real (numérica) y la que resulta de la aproximacion dipolar-impulso.

e Colisiones distantes

Cuando las energias de retroceso son menores que (aproximadamente) 0,01 W, la
GOS y la TGOS coinciden practicamente con la OOS, es decir, podemos aplicar la
aproximaciéon dipolar. En este rango de s pequenas, la GOS y la TGOS son practi-
camente constantes con @), por lo que podemos escribir las SEDDs de las interacciones
longitudinal y transversal como

d?opd 2mZiet 1 2m.c?  df, (W)

AWdAQ ~ ma? WQ Q +2me@  dW (4.7a)
y
d?g 1 _ 2w Zz2et 2mc*W (52 B w2 ) df.(W) (4.7b)
dWdQ  mev? [Q(Q + 2m.c?) — W?]? Q(Q + 2m.c?) dw

respectivamente. Para simplificar las férmulas finales, es conveniente multiplicar estas
expresiones por los factores (Q + 2mqc?)/2mec? y (Q + mqc?)/mec?, respectivamente.

Esto es,
d?opd  2mZiet 1 df (W)

AWdQ ~ wme? WQ AW (4.82)
y
d®od 2wZiet  2(Q 4 mecH)W
dWdQ — me? [Q(Q + 2mec?) — W22
W2 df, (W)
X <52 _ 0T 2m602)> W (4.8b)

Nétese que en el dominio de validez de la aproximacién dipolar (@Qs pequenas), los
factores introducidos son practicamente iguales a la unidad. La ventaja de introducir
estos factores consiste en que las integrales sobre ) de las expresiones (8] se pueden
realizar de manera analitica.

Para evaluar la integral sobre @ en (4.8D), Fano (1963) considera el 4ngulo 9, definido
por

w2/
Q(Q + 2mec?)’

Para Q pequeiias, ¥, tiende al dngulo de retroceso 6, [ver la ec. ([A.9)], que es el angulo
entre los vectores p y q. Como

d(cos® ;) _2(Q + mec?)W?/5°
dQ  [Q(Q + 2mec?)]?

cos? VU, = (4.9)

(4.10)
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tenemos que

ot 2nZget [ BY(1 —cos’ ) | d(cos® )] 1 dfa(W)
dAWdQ  mew? (1 — 32 cos?1),)? dQ woodaw

La funcién entre llaves es igual a 1 cuando cos® 1, = 0, que corresponde a valores de )
grandes, y se anula cos?¥,(Q_) = 1. Esta funcién tiene un méximo en cos® 9, = 2 — 372,
cuya anchura decrece cuando la velocidad de la particula aumenta. Para energias altas,
el pico se hace tan estrecho que el célculo numérico de la integral sobre () de la SEDD
transversal se hace dificil. Con la aproximacion dipolar, eliminamos la dependencia en
Q@ de la GOS y la TGOS, y esta integral es analitica.

(4.11)

Supongamos ahora que la aproximacion dipolar es aplicable para energias de retro-
ceso entre 0 y F,. Por supuesto, esta aproximacion es valida solo para (Js pequenas, y
tendremos que corregir la SED en pérdida de energia que obtengamos para dar cuenta
de la variacion real de las GOSs con (). La SED en pérdida de energia en la aproximacion
dipolar para excitaciones con @) < E, se escribe como

dag,Q<Ea _ /E” d20(1;,75<}3a n d20_§,8<Ea dQ — dgg,g<Ea " dazS<Ea (4.12)
dWw 0. dW d@Q dW dQ dWw dw ’
siendo L .
do 2w Z2et © 1 df, (W)
a,Q<FEq 0 a
= 1 — O(E, —Q_ 4.13
dw mev? [ HQ} o W AW (Ea=Q-) (4.13a)
y
dO_Tad 27'(-2264 52 - 1 Fq
a,Q<E, 0 2 2
= — In(1-— R
dWw mev? l 1 — B2 cos? 0, +1n (1 5 cos® ) o
L dfa(W)
— O(E, — Q. 4.13b
< Pl o5, - q.) (4.13b)

las contribuciones de las interacciones longitudinal y transversal, respectivamente. La
funcién escalén O(FE, — @) indica que para Q)_ > E, la SED es cero. Observamos que,
para proyectiles suficientemente energéticos, )_ es mucho menor que 2m.c? y podemos
sustituir el limite inferior de las integrales por Q_ ~ W?/(2m.c* 3?). Ademds, podemos
suponer Q_ < E, y tomar cos? 9,(F,) ~ 0. Estas modificaciones sélo son vélidas para
pérdidas de energia mucho méas pequenas que Wy, (E,); para Ws mayores, equivalen a
extender la integral para valores de () mayores que E,. Con esto, las expresiones (dI3))
se reducen a

d027’5<Ea B 2rZ32et In 2m.c® 2 E,\ 1 df,(W) (4.14a)
AW mg? W2 W dw )
Y T,d
do,; 2w Z2et 1 df.(W)
a,Q<Eq, a
T meZQ -3 —In (1 - 5%)] AT (4.14b)
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La SED en pérdida de energia para interacciones distantes (@) < E,) viene dada por

dod 2r Z3et 2m.c* E, 32 1 df,(W)
a,Q<E, 0 e a _ (32| - Ja —
aw T mae? lln( g >+ln(1—52) 6] W oaw OF @)
(4.15)

Las secciones eficaces integradas para colisiones distantes, con ) < FE,, que se obtiene
de la aproximacion dipolar es

E d d
d (k) . UQ7Q<Ea
[UG7Q<EJ - /0 dw dw

W (Eaq)
— 27723264 {m (2mec® E,) +ln( i )—ﬁQ}/O et YalV) gy

mev 1— 02 dW
onZget (B dfa(W)
- 2 WE InW 222 dw 4.16
mev? /0 " Taw ’ (4.16)

donde Wy, (E,) es la méxima pérdida de energfa permitida para Q) = E, [ec. (2.100)].
Para proyectiles muy energéticos, Wi, (E,) se hace muy grande. Como el integrando es
despreciable para W's mayores que este valor, podemos sustituir el limite superior de la
integral por infinito. Esta modificacion sdlo es licita para los momentos de orden k = 0,
1y 2; para k > 2, el integrando puede divergir.

Por lo tanto, la seccion eficaz de frenado para colisiones distantes en la aproximacion
dipolar vale

o Z2et ’ - 4
[02,Q<Ea}(l) = {ln (2mec® E,) +1n (1 652) _62} /0 %dw

myv?2
2r Z2et 0 df,(W)
— 2 InW dw . 4.17
mev? /0 " dw (4.17)

Utilizando la suma dipolar,

So(a; 0) = /OOO alW) gy

dWw

e introduciendo el potencial medio de excitacion, I,, definido como

1 o df,(W) Lo(a)
Inl, = InW dW = ———, 4.18
! So(a;0) /0 " dW So(a;0) (4.18)

obtenemos
d 1y 2mZjet 2m.c? E, 32 ,

|:0—07Q<Ea:| = m, 02 So((l 0) In [—3 + In 1_—/62 —ﬁ . (419)

La seccion eficaz total para las excitaciones distantes es

d (0) 27TZ364 9 52 ) 00 1 dfa(W)
agen ) = T [ Cmed B) +In (775 ) =5 [ W

_271'23642 * 1 In Wdf(

)
dW.
m,v? o W dw
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La cantidad
ee i df, (W)
o W dW

es la integral del cuadrado del elemento de matriz dipolar [viende de la ec. (Z70)].
Introduciendo la suma (ver Inokuti, 1971)

S_1(a;0) = dw (4.20)

L_i(a) = T In Wdfa(W

)
dw. 4.21
W W (4.21)

podemos escribir

2rZ2et I 2
[02,Q<EJ(O) = ?negs S_1(a;0) {ln (2mec® E,) — 2 #f;()]) +1In (16—52) - 62} (4.22)

De manera similar, la seccion eficaz de dispersion de energia para las colisiones
distantes, descritas con la aproximacion dipolar, es

2.4 9 .
(ot ger]” = o {ln (2mec® E,) +ln( - > N 52] / W-dfgl(;v—) aw
0

mev? 1— 32

QWZQ i / W In Wdf“I(y Vaw (4.23)

Introduciendo la cantidad

Si(a;0) = /OO Wdfgéy) dw, (4.24)
0
y la suma
_ [T dfe(W)
=/ Whw dw 4.25
o= [ wmw L aw, (4.25)

a seccién eficaz de dispersion de energia se puede expresar como

}(2) 2rZ32et

[027Q<Ea
€

— S (a; 0) {m (2mec® E,) — 2 Sf(léaé) +1n (16—262) - 52} (4.26)

e Colisiones préximas

Para describir las interacciones con () > FE, utilizaremos la aproximacion de impulso,
es decir, las trataremos como colisiones con electrones libres y en reposo. La SED para
este tipo de colisiones se obtiene a partir de las ecs. (£.1)) y (£2) reemplazando la GOS
y la TGOS por la funcién delta , 2|k,| §(W — Q). Integrando de manera trivial sobre @
obtenemos

do, o2n Z2et 1 (1-p)
a,Q>E, 0
— 2 — — —————= | O(Wiiqee — F, 4.2

]IIr er |/€a| (1172 2 eCQ 117) ( I'ldge a) Y ( 7)
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La méaxima pérdida de energia permitida viene dada por,

2m,c? 32

1—ﬁ2R con R=

-1
me \ 2 2 m,

Wri e — 1 (_e) _— = . 4.28

dg + M + 1_ 52 M] ( )

Noétese que, cuando M = me, Wyigge = E. Ademds, en el limite de alta energia, £ >

Me?, Wiiage tiende a E, independientemente del valor de M. Para particulas pesadas
(M > m,) con energfas mucho menores que su energia en reposo Mc?, R ~ 1y entonces

272
2mec” 8
1—02
Por supuesto, para energias del orden de M 2o mayores, debemos usar la expresién

completa (A.28).

La contribucién de las colisiones proximas al poder de frenado es

; (1) 27.‘_22 4 ( /82) ndgc
Praon)” = 228 g [y - A=W
E

Wridge ~ (429)

mev 21’[1662
27TZQ ! Wridge 1-— BQ
- mer2 2| a” |: ( Ea ) - Zmec2 (Wridge - Ea):| . (430&)

Para colisiones binarias con Q) € (E,, Whidge), la seccién eficaz total es

2 Z2 4 1 2 rldge
](0) T 026 2|/{a| [__ . /6 In W:|
mev

Ea

2 Z24 1 1 - 2 ridge
:Mmm{—— b n(de)}. (4.30D)

m,v2 E, Wridge 2m,c2 E,

[‘7 ;,Q>Ea

Finalmente, la contribucién de las colisiones préximas a la seccion eficaz de dispersion
es

|: i ](2) 27TZ2 4 2| | 1-— 52 W2 Wiidge
g - Rq
¢.Q>Ea mev? C2mee 2 5
2w Zz2et 1— 52 9
= Hlel) 2| a’ { ridge — Ea 4mec [erdge - Ea:| } . (430C>

e Aproximacion dipolar-impulso

Finalmente, si sumamos las contribuciones de las interacciones distantes y préximas,
obtenemos la secciones eficaces integradas en la aproximacién dipolar-impulso,

(021" = [otgen ] + [ohoon] ™ (4.31)
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Asi, tenemos

. I 72 4 L 52
[03}(0) = Wmef}: S_1(a;0) {ln (2mec® E,) — 2, #c(:())) +1In < ) - ﬁ2}

2mZ2et 1 1 1-— 52 Wiia
9k, ridge ) L 4.32
+ Hle?) | ‘ { a Wridge 2111662 o ( Ea > } ( a)

i 21 Zg et 2m.c’ E, 32
[03]( ) o So(a;0) {ln (T) +1In (1——ﬁ2> _ ﬂ?}

2w Z2et Wri o 1 — (32
+_I7; 28 2|/<aa|{ < dg; ) _ p (Wridge—Ea)}, (4.32b)

e £, 2m,c2
y
di1 (@) _ 27TZO264 2 _ Li(a) 3 2
log]™ = “ma? Si(a;0) < In (2mec® E,) — 2 51(a:0) +1n T 6]
2r Z2et 1-p
0 2t { vidge — Fa — 4m > - [Wiage — Ej]} . (4.32¢)

Estas expresiones son las formulas asintoticas para las secciones eficaces integradas en la
aproximacién dipolar-impulso. Notese que la SEDD correspondiente a esta aproximacion
es

d?ed 2w Zget 2m,c?
dWdQ — me? WQ(Q + 2m.c?)
y Q + 2myc? df, (W)
2mec2 dWw
2rZ2et 2m.*W g _ w2
mev?  [Q(Q + 2mec?) — W22 Q(Q + 2mec?)

" Q + mec® df, (W
mec2 dWw

O(E, — Q) + 2| (W — Q) (@ — Ea>}

) { okl 5 — Q)(Q - Ea>} , (4.33)

donde los factores que multiplican a la OOS son los que hemos introducido en las ecs.
([4.8) para llegar a las férmulas analiticas (d.I3]). Notese ademéds que en el término trans-
versal hemos eliminado la funcién escalén para dar cuenta de que hemos reemplazado
cos® 9, (E,) por 0. Por supuesto, si integramos la SEDD (4.33)) suponiendo que la OOS
es despreciable para W > W, (E,) v utilizando la expresion Q_ = W?/(2m.c? 3%) para
la energia de retroceso minima, obtenemos las expresiones (4.32]).

4.1.2. Foérmulas asintéticas para GOSs realistas

En vez de intentar obtener las formulas asintéticas integrando directamente las ex-
presiones (A1) y (£2), partiremos de las férmulas (£32) obtenidas con la aproximacién
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dipolar y de impulso y calcularemos las correcciones correspondientes a la diferencia
entre la SEDD “real”, ecs. ([d.1]) y (4.2]), y la de dicha aproximacién, ec. (£.33). Es decir,
tenemos que calcular integrales sobre el dominio cineméaticamente permitido del plano
(Q, W) de la diferencia entre estas SEDDs,

d?Ag, d?o, d%—g‘i

AW dQ ~ dwdQ dwdQ’ (4.34)

Las secciones eficaces integradas o) para colisiones inelasticas de proyectiles de alta

energia con los electrones de la capa activa se pueden obtener

o = o] ® 4 Aotk (4.35)
con . o N
+ d“*Ac
AcH = / dw wk / dQ e 4.36
0 0. dW d@) ( )
Podemos escribir estas correcciones en la forma
2 ZQ 4
Ao® = 208 (Ax® 1 Y0y | (4.37)
me¥
donde
E @+ 2m, 2 df.(Q, W)
AX® = / dWW“/ d ° { <R
“ 0 o ¢ Q(Q + 2mec?) dW
Q + 2myc? df, (W)
T v O(E, — Q) — 2|ka| (W — Q) O(Q — E,) (4.38a)
y
E Q+ 2m,c? W32 w?
i dWW’“/ d ) ( 2 >
o /0 Q- @ [Q(Q + 2mec?) — W?2)? b Q(Q + 2mc?)
dgo(Q, W)  Q+mec® df (W)
X { X " i 2|ke| O(W —Q)O(Q — E,) ¢ . (4.38b)

Si el proyectil es suficientemente energético, podemos reemplazar el limite superior Q)
de la integral mas interna por infinito, ya que dada una W dada y Qs grandes, el
integrando decrece rapidamente con (). Ademas, como tanto la GOS como la TGOS se
reducen a una delta [2|k,|d(W — Q)] para @s grandes, el limite superior de la integral
sobre la pérdida de energia puede ser reemplazado por infinito. Con esto, las cantidades
(4.38)) ahora sélo dependen de la energia del proyectil a través del limite inferior @) _de
la integral sobre la energia de retroceso.

En la ec. (£38a)), @Q_ puede sustituirse por su limite asintético Qo(W), porque el
integrando se mantiene finito cerca de Qo(W). De hecho, cuando W es pequena, aplica
la aproximacién dipolar, por lo que la cantidad entre llaves en la expresién (£.38al) tiende
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a cero cuando @ 2 Qo(W); en este caso, al reducir el limite inferior ¢)_ no alteramos el
valor de la integral. Es decir, podemos escribir

0 I 2m..c? df.(Q, W)
AXHF) — / dw Wkt / d c { A
¢ 0 Qo(W) < Q(Q + 2m.c?) dw

_ Q+2mc? df,(W)
2m,c2 dw

O(E, — Q) — 2| (W — Q) O(Q — Ea>} | (4.309)

Vemos que, para proyectiles suficientemente energéticos, X es una cantidad integrada
caracteristica de la GOS, independiente de la energia del proyectil. Desafortunadamente,
el integrando de la ec. (4.380),

w [ w1 [ 2m,c? W2 B w2 )
v = [Cawwer [Ta0 o B (- G e

y {dga(Q, W) Q-+ m.? df,(W)
dw m,c2 dw

k| SV — Q) O(Q — Ea>} - (4:390)

diverge en Qo(W) y, ademads, la dependencia en [ a través de (J_ no se puede eliminar.
Fano (1954, 1963) derivé féormulas asintéticas para ¢(®) y o™ utilizando la aproxima-
cion dipolar para las interacciones transversales distantes, lo que equivale a despreciar
las cantidades yﬁ’“). En lo que sigue, con el fin de obtener formulas asintéticas com-
patibles con las existentes en la literatura, ignoraremos estas cantidades, considerando
que forman parte de las correcciones de capas (ver la Seccién 4.3). Nétese que, para las
capas que mas contribuyen a la SED en pérdida de energia (capas débilmente ligadas),
es valida la aproximacién dipolar y, por lo tanto, las cantidades yé’“’ son pequenas. Por
otro lado, en el caso de proyectiles no relativistas, con 3 ~ 0, no se dan interacciones
transversales, y entonces, y}/” =0.

Ahora las féormulas asintéticas para a((zk) se pueden obtener sumando las cantidades

[@.310) (con VP = 0) a las expresiones (4.32]). Esto es,

o0 — 2nZg¢" {S_l(a;O) {m( s ) — 52] + Xa@)} : (4.40a)

mev? 1— 32

2.4 2 2
oM = QWZOS {QSO(a;O) In (211}60 ) + So(a;0) {ln (16—52) — ﬁQ}

mev a
Wrid e 1-— ﬁQ 1
+2|’€a| [ln (Qme;) - 2me02 Wridge:| + Xa( )
2w Z2et 9m, 2 )
2 o (52)- 2] o 25) ]

42|k [mR (- R)} + X;U} , (4.40b)
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y
2w Z2et 3? 1— 32
2 0 . 9 ) )
0-((1 ) - meU2 {Sl (a’ 0) |:1n <1_—ﬂ2> - ﬂ :| + 2|I{a| |:Wridge - 411’1602 Wridge:| + Xa( )}
2w Z32et 32 m.c? 3
= mer {Sl(a;O) |:11’l(1_62 _62 +2|"€a’ 1_52 R(2—62R) +Xa(2) ,(440(3)

donde R esté definida por la ec. (£2])), y

1
X = S_1(a;0)In (2mec® E,) — 2 L_1(a) + 2|k, = AXO

1 11— 52 Wrid e
— 2|k, 1 g 4.41
|l{ | [Wridge * 2Inec2 N ( Ea >:| 7 ( a)

E 2m,c? 1— 32
1) _ . a € (1
Xa( ) = S()(a, 0) In (QmeCQ) + 2|/€a| In ( X ) + A‘Xa ) + 2|f€a| m an (441b)
y
1 — 2
X2 = Si(a;0)In (2mec® E,) — 2 Li(a) — 2|k,| B, + AX? + 2|k, 1 62 E? . (4.41c)
mMeC

Las cantidades Sg_1(a;0), Lg_1(a) (k =0, 1,y 2) y I, en estas férmulas son cons-
tantes, es decir, independientes de la energia del proyectil. En el limite de alta energia,
los términos proporcionales a (1 — (3%) se pueden despreciar, porque son del orden de
(E+ Mc*)™t, con lo que las cantidades (£41]) también se vuelven independientes de F,

1
X9 =5 (a;0)ln (2mec® E,) — 2L_1(a) + 2|k, oA +AXY (4.42a)
(1) . Eq (1)
X = [So(a, 0) — 2|na|} In (%5 ) +Ax0, (4.42b)
y
X = S(a;0)In (2mec® E,) — 2L1(a) — 2|Kq| Eq + AX? (4.42¢)

De nuevo, los términos que hemos despreciado pasan a formar parte de la correccién de
capas (ver Seccién 4.3).

Las ecuaciones (£40) y (£42) contienen términos que provienen tanto de las coli-
siones distantes como de las préximas; estos términos son proporcionales a Sy_1(a;0) o
Li_1(a) y a 2|k,|, respectivamente. En la deduccién convencional de la férmula de Bet-
he para el poder de frenado (Fano, 1963), se hace uso explicito de la regla de suma de
Thomas-Reiche-Kuhn, Sy(a;0) = 2|k,|. Supongamos, por un momento, que esta regla
de suma se cumple (las desviaciones son pequenas, excepto para las capas més internas
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de elementos pesados), y consideremos proyectiles pesados con velocidades moderada-
mente altas, tales que £ < Mc?, para los que R ~ 1. En estas circunstancias, la ec.
(4.40D)) toma la forma como

ol ~ 2rZge! {250((1; 0) In <2n}662> + [So(a;()) + 2|/<a]] {ln( F ) - ﬁz}

m.v?2 a 1— 32

+ch1)} . (4.43)

El segundo término de la derecha contiene toda la dependencia en la energia de la expre-
sién entre llaves. Es claro que las colisiones distantes y las colisiones binarias (préximas)
contribuyen de igual modo a este término, y tienen, por lo tanto, el mismo poder de
frenado. Esta coincidencia se conoce como la “regla de equiparticién”, y sélo aplica
cuando los proyectiles son particulas cargadas mucho més pesadas que el electrén (ver
la siguiente Seccién). La regla de equiparticiéon tampoco se cumple en el caso de séli-
dos, debido principalmente a que el efecto de densidad de Fermi inhibe las interacciones
distantes de proyectiles relativistas.

4.1.3. Foérmulas asintéticas para proyectiles con masas mode-
radas

En la deduccién de las férmulas ([£42) hemos supuesto que las ecs. (41 y (E2)
describen la totalidad de las interacciones. Sin embargo, estas formulas no llevan a la
SED en W correcta para colisiones préximas con (Js muy grandes. La expresion exacta

de la SED para colisiones con electrones libres y en reposo es (consultar la Seccién 5 de
Bote y Salvat, 2010)

dofree 27TZ§64 1
~ 2|ke| == Fre 4.44
Tt e T sl gz FraV) (1.44)
con
1—-p32  J1-—p2 1-6%_,
Fre =1- — ) 4.4
(W) <2m602 + M c? W+ 2M?2ct i (4.45)

La expresion (4.27) sélo concuerda con este resultado cuando m./M ~ 0. Es decir, las
férmulas ([A42) sélo son vélidas para proyectiles mucho méas pesados que el electron,
siempre que la energia cinética del proyectil ' no sea mucho mayor que la energia en
reposo, M c?. Para corregir este hecho, debemos sustituir las secciones eficaces integradas,
O'a,fgz> g, > Por las que resultan de la SED (#£44), que son un poco méas complicadas (Bote
y Salvat, 2010). En el limite de alta energfa, cuando Wiiaee > FE, y 3* ~ 1, tenemos que

0_ fr—
¢.0>Fa 2m,c? M2 2M2ct

”ridge
2nZ2e 1 1-p6%2 /132 132
o o 2|Kal [ ( ) 1 ]

Eq

12

2 ZQ 4 1 2 2
TLGe 2| Kl {E + mﬁc? ]\H/I[Z R} : (4.46a)
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Wridge
2nZ2et 1— 32 /1 _ 32 1 32 W2
(1) Q0 Oe 2|K/a| lan o ( /6 + ﬁ > W 6 W ]

o — -
@,Q>FEq 2 2m,c? Mc? 2M2c4 2 .

mev

12

2224 2 2 02
;EiiQMJ{m(TEELé_R)_gﬁg

mev?2 1-3?)E,
262 m, gt om?
_\/ﬁMR—l— - MQR (4.46b)
y
Wri ge
@ _27rzge42| w 1-3 J1-p3 W2+1—52 wa] ™
Ca.Q>Fa mev? fa 2m,c? M2 2 2M?2ct 3 .
2w Z2et 1-5% mec? 32 9
~ 2 E:—F 2 —
mqv? #5a] { dmec? ¢ at 1— 02 R( 6°R)
234 m 436 m?
2 e 2 2 e p3
—mMeC W M R+ mecC m WE R (446C)

Para dar cuenta de la correccion debida a la masa finita del proyectil, basta sumar
a las férmulas asintéticas (4.40) las diferencias entre las expresiones (£46) y las que
se obtienen de las (L30) en el limite de muy alta energia. Estas diferencias se reducen
a los términos que contienen el factor M~! en ([£46). Sumando estos términos a las
expresiones (£.40), obtenemos las siguientes férmulas asintéticas,

2.4 2 2 2
o) = 2ndoe {S_l(a; 0) {ln( b > —52} + 2|kl v . R"‘Xéo)} , (4.47a)

mev? 1— 32 mec? M?

o) = 2mZge” {QSO(CL; 0) In <2n;e02> + |:S()(CL;O> +2|/<aa|} [ln( g > —62]

mev? a 1— 32

2 mo B w

201 py me 2 (1)
+2|k,| |In R+ 3%(1 — R) 5 =5 R*| + &, } (4.47D)
y
2nZ3et 3 P
c? = no? {51(a; 0) {hl (1——52 — %] + 2[kq| mec® 1— 32 R(2-"R)
24 Me 5o 45° mi 3 (2)
TaopEprmt Tsgoppan TR (4.47c)

Estas férmulas son validas para proyectiles con masa M arbitraria. Nétese que, a ex-
cepcién del electron y del positron, M > m, y la correccion de masa finita a la seccién
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eficaz total ({.4Tal) es despreciable. En el caso del poder de frenado, y de la dispersién
de energia, la correccién es apreciable sélo para proyectiles con energias cinéticas mucho
mayores que su energia en reposo, Mc?.

4.1.4. Formulas asintoticas para electrones

Para describir las interacciones de electrones debemos tener en cuenta los efectos de
intercambio, que resultan de la indistinguibilidad del proyectil y los electrones atomicos.
En el marco de la PWBA, es dificil dar cuenta de estos efectos, porque las ondas planas
del proyectil no son ortogonales a los orbitales atémicos (para un estudio més detallado,
véase Bote y Salvat, 2010). Siguiendo la préctica habitual, (ver, por ejemplo, Rohrlich
y Carlson, 1954) consideramos que, para electrones de alta energia, las interacciones
distantes no son sensibles a los efectos de intercambio. Las SED en pérdida de energia
para las colisiones proximas (aproximacién de impulso) viene dada por la férmula de
Moller (1932),

dO’M ller 271'64 1
dl/; = s Fgner(W), (4.48)
donde
Fuotee(W) = 14 (" 2—<1_b‘]>w+bow2 (4.49)
Mgller — E_W E_W E2 .
con

E + m.c? v

siendo 7 la energia total del electréon proyectil en unidades de su energia en reposo, ec.
(A.3).

Las contribuciones de las colisiones proximas a las secciones eficaces integradas
052» z,(€7) se obtienen integrando la SED de Mgller. Para energfas tales que E, <

Winax =~ E/1, resulta que

bo = <L>2 - (7—_1)2 - (1 - \/1—7@’2)2 . (4.50)

4 E/2
(0) _ 2me 1 1 1— bo E-W b()W
- gl |—— 1
Peqr(€) = o 2l [ wiE-w T TE "W (B,
2me? 1
~ mer 2|K/a| E s (451&)
2me b2 17"
1) -\ _ 0
Oposp,(87) = " 2|Kq| {an + 7w +(2—by)In(E—W)+ Q(E)2:|Ea
27T€4 E bo
~ ) 5 2|Kal {ln (QEQ> +1—(2—bo)ln2+§} (4.51b)
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y
omet B2 by W37/
2) N 0
LS ACIE " 2|Kal [(3 — bo)W + T +(3—by)EIn(E—W)+ 357 |,
271'64 5 1160
~ meUQ 2|Iia| E |:§ — (3 — bo) 1112 — ﬂ . (451C)

Sumando las contribuciones de las colisiones distantes y de las proximas, obtenemos
las secciones eficaces integradas para electrones en la aproximacion dipolar-impulso. El
siguiente paso consiste en calcular las correcciones que resulten de considerar una GOS
realista, y de tener en cuenta los efectos de intercambio, para energias de retroceso ()
intermediadas. Un calculo similar al de la Seccién 4.1.2 conduce a las siguientes férmulas
asintoticas,

o) = 2T {5_1(a; Q) [m( g ) _ 52] +XCEO)} L (452)

mev?

o) = e {250(a;0) In (2?862) + So(a; 0) [ln (6—2) _ 52}

myv? u 1— 32
+2[kq| |In = +1—(3—b)1n2+@ +x0 (4.52b)
¢ 2m,c? 0 8 S '
y
@) (e7) = 2re” Si(a;0) |In F N g okl E |2 = (3= by m2 — 1L
%a " mee? | 7N 1— 32 b 0 24
+X;2>} . (4.52c)

Las cantidades X" vienen dadas por las mismas expresiones (£.42]) que en el caso de
particulas pesadas, pero con las cantidades AxP reemplazadas por [viene de las ecs.

E34) a @.37)]

27‘(’64 -1 Winax Q+ d20. (e—) d20.d1 (e—)
AX® (e7) = 1If k / ¢ - 4.
2 () (mev2) g AW o | dQaw T TdQaw |’ (4.53)

donde el factor entre corchetes es la diferencia entre la SEDD para electrones (ver la
Seccién 6 de Bote y Salvat, 2010) y la que resulta de la aproximacién dipolar-impulso
(para electrones). Como las integrales (£53]) son dificiles de calcular, y las cantidades
AXP (e7) son relativamente pequenas, en adelante utilizaremos los valores AXP que
obtuvimos para particulas pasadas, y consideraremos las diferencias entre éstas tltimas
y las reales, como parte de las correcciones de capas (ver la Seccién 4.3).
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4.1.5. Foérmulas asintéticas para positrones

En el caso de colisiones con positrones, seguiremos un esquema de calculo completa-
mente analogo al que hemos utilizado con los electrones. En la aproximacién de impulso,
la SED en pérdida de energia correcta para las interacciones proximas con () > F, viene

dada por la férmula de Bhabha (1936),

dJBhabha 271'64 1

WV me W2 Fapapna (W), (4.54)
donde ) ; .
w w w W
Fipapna (W) =1 — blf + by (E) — b3 (E) + by (E) : (4.55)
con
b (11 2oy +1)2—1
1 — 2 _ 3
gl ¢ -1
by = (7— 1)23(v+1)2+1
gl (y+1)?
by — (7— 1)2 2y(y — 1)
gl (y+1)*°
2 2
11\ (v—1)
by = ( 5 ) CESIE (4.56)

Las contribuciones de las colisiones proximas a las secciones eficaces integradas para
proyectiles de alta energia (para los que E, < Wy = F) se expresan

‘7((1?(22>Ea = i:f; 2|Kaql {—% - blln;/ + ng - b?,ZKEZ3 + b43KEi] za
~ fnﬁzz 2|kl Ei (4.57a)
o) = fnﬁzz 21| [mw - blg +522V§2 - bg?gi MJZLE&
~ fnﬁzz 2|k [m (Eﬁa) — by + %2 - %3 + bﬂ , (4.57b)
y
0@ = fn”i 2|kl [W - 512%2 +b2;§ - bgfg, +b4?]/;]za
:%2|KG|E[1—Z—1+I)—;—%+%}. (4.57c)
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Utilizando estos resultados, obtenemos las siguientes férmulas asintéticas para posi-
trones,

2 4 2
Ua?J)r = W‘Zz {S_l(a; Q) [ln (1 fﬁz) —52} + XCEO)} , (4.58a)

- 2 e () st 1 25)

a,l

FE by b3 by
2 1 b+ =22 e xWm 4.58b
+|na|[n(2mecz) 1+ 5 3+4]+ } (4.58b)

1— 32 23 4 5

+X(2)} . (4.58¢)

ome’ 2
o = 7TZQ{Sl(a;O) {ln( & )—ﬁ2}+2|na|E{1—ﬁ+@_@+b_4}

a
. , k
Finalmente, como en el caso de electrones, supondremos que los parametros x son

los mismos que para las particulas pesadas, y consideraremos cualquier diferencia entre
ambos como parte de las correcciones de capas.

4.2. Compendio de férmulas asintoéticas

Las secciones eficaces integradas para atomos o iones se obtienen sumando la contri-
bucién de cada capa electrénica individual [ver ec. (B:24)],

A = 3 o+ o (Bt )| (450
a b#a

a

Para facilitar su uso, y clarificar su contenido fisico, a continuacién resumiremos las
formulas asintoticas que acabamos de deducir. Expresaremos las formulas finales de
forma lo mas parecida posible a las férmulas “convencionales” utilizadas en la literatura,
para facilitar la comparacion y poner de manifiesto las diferencias.

4.2.1. Seccidn eficaz total

La féormula asintética para la seccion eficaz total es

o 726 32
= S0 (i I (555) - ]+
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2nZ2e v -1
— ﬁ {]\/[EOt {ln (72 = 1) - " 1 + Ctot} , (4.60)
donde “ AW dF (V)
M2 = _da_ _1(a:0) = _—_—— 4.61

es el cuadrado del elemento de matriz dipolar del atomo (Inokuti, 1971), y

Chot = Z fo_ x© (4.62)

2lkal

a

Vemos que la seccién eficaz total o(®) depende sélo de la velocidad y de la carga del
proyectil, pero no de su masa. Asi, protones, antiprotones, electrones y positrones mo-
viéndose con la misma velocidad tienen la misma seccion eficaz total. No sucede lo mismo
para el poder de frenado y la dispersion de energia, que son distintos para particulas dife-
rentes con la misma velocidad. Los parametros M2, y C, son constantes independientes
de la energia y caracteristicas de cada atomo o ion. La Figura .1l muestra los valores de
estos parametros para atomos libres, calculados a partir de nuestras GOSs numéricas.
En la misma figura también se indican los valores de Dehmer et al. (1971) e Inokuti et
al. (1971) obtenidos de un célculo no-relativista utilizando un potencial de tipo Hartree-
Slater para los elementos entre el hidrégeno (Z = 1) y el estroncio (Z = 38). El acuerdo
entre ambos calculos es bueno, porque para estos elementos los efectos relativistas son
poco importantes. De todas formas, conviene recordar que modelo de estructura atomi-
ca que hemos adoptado (electrones independientes en el potencial DHFS) es demasiado
simple como para esperar que la férmula asintética con estas constantes dé secciones
eficaces totales realistas. Aunque la seccién eficaz total es muy sensible al estado de
agregacion, la féormula (60), con los valores apropiados para los pardmetros M2, y
Clot, es valida también para moléculas y sélidos (ver, por ejemplo, Ferndndez-Varea et
al., 1992).

La Figura muestra la dependencia en la energia de los diferentes factores que
aparecen en la ec. ([A60) como funcién de la energia cinética reducida del proyectil y—1 =
E/Mc?. Observamos que mientras que el factor entre corchetes, In(y* —1) — (v* —1) /42,
crece monétonamente con la energia v, 572 decrece mondtonamente hasta saturar en
uno. Por lo tanto, para v > 10, la variacion de la seccién eficaz total con la energia se
debe de manera casi exclusiva al término entre corchetes.

La férmula (A.60) es andloga a la deducida por Fano en su trabajo de 1954, en el
cual encuentra una expresion asintotica para colisiones ionizantes utilizando una GOS
no-relativista para describir las interacciones longitudinales, y la aproximacion dipolar
para las interacciones distantes. En 1930 Bethe obtuvo también una féormula asintotica
analoga a la nuestra, aunque en este caso completamente no-relativista, para el atomo de
hidrogeno. Como indica Fano, si representamos la seccion eficaz total como una funcién
de la cantidad In[3?/(1 — 3%)] — (3%, obtenemos una linea recta, la pendiente de la cual
es M2, y su ordenada en el origen Ci;. Esta manera de representar la seccién eficaz

O
total, conocida como “Fano plot” se ha empleado frecuentemente tanto para contrastar
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Figura 4.1: Pardmetros de la férmula asintética (£.60) para la seccién eficaz total de colisio-
nes ineldsticas con atomos, calculados a partir de las GOSs numéricas (cruces). Los circulos
representan valores calculados por Dehmer et al. (1975), Inokuti et al. (1981), e Inokuti et al.
(1975), utilizando un modelo atémico similar.

la validez de la PWBA, como para estudiar la consistencia de datos experimentales (ver,
por ejemplo, Inokuti, 1971).

Finalmente, y para completar nuestro estudio de la seccién eficaz total, vamos a
proceder a obtener el limite no-relativista de la expresién (E60), que ha sido estudiado
por Platzman, Inokuti y otros autores (ver, por ejemplo, Inokuti et al., 1967; Inokuti,
1971). El limite no relativista de la expresion entre corchetes es In(2F/m.c?), y por lo

tanto
o2nZ2et 2F
O-r(l?n-rel. - - . {MtQOt 111 (m—c?> + Ctot} . (463)

e

Para reducir esta expresion a la forma habitual (Inokuti et al., 1967), introducimos la
constante ¢, definida como

(4.64)

O 2 (&3 2
Cron = M2, In (ﬂ) |

Ry

donde Ry = m.e*/2h* = 13,606 eV es la energia de Rydberg. Obtenemos asi la familiar
expresion de la seccion eficaz total ineldstica no relativista,

(4.65)

non-rel

ozt 4EF cio
(0) _ 4T 0;3 Mtgotln( Ct t) '
mev Ry
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Figura 4.2: Dependencia en la energia de los factores que aparecen en la férmula asintdtica
para la seccién eficaz total, ec. (£.60). La cantidad v — 1 es la energia cinética del proyectil en
unidades de su energia en reposo.

4.2.2. Seccioén eficaz de frenado
La seccion eficaz de frenado se puede escribir como

ay . 2nZge!

2
~ {250(0) In <2m;C ) +Z f(v)

+ [50(0) - Z} {m (2 —1) - 7272 1} + ADl} , (4.66)

donde [ es el potencial medio de excitacion, definido como

So()Inl =" qﬁ So(a:0)lnl, =Y qﬁ Lo(a):/ooanMdW, (4.67)
a a a 0

2|k 2|#q| dw
y
a
AD, = § xM 4.68
1 - 2’Kfa’ a ( )

La funcién dependiente de la energia f(7) es caracteristica de cada tipo de proyectil.



4.2. Compendio de formulas asintéticas 85

Tenemos que

0= (:2e) -]

InR+3*1—-R)—

2 "Ry ﬁ42m32R2
JI-R2M 1-32 M

— 9 [m (v*—1) - 727; 1]

2 2

-1 7 —1m -1\ m? o,
In R 1-R)—2 R R
nR+ o ( ) Y —I—(

n (4.692)

para particulas pesadas,

E 2 b
f(y) =1In <2mec2) +1In <1 f@) —F+1- (3—b0)ln2+§0

1—2y— 342 1/v=—1\> 1
2

para electrones, y

E 3 by by b
fly) = 1n<2mec2> +ln(1_ﬂ2) —ﬂz—bl+52—§3+z4

21 14 10 4
o[ =167 -] -l 1272 ( M R CE (7+1)3>< 7

para positrones. La cantidad [ver ec. (£23)]

me 2 me |
R= {1 +(5) +2 M} , (4.70)
que s6lo aparece para particulas pesadas, difiere ligeramente de la unidad si E < Mc?. La
Figura muestra las funciones f() para particulas pesadas, electrones, y positrones,
en funcién de su energfa cinética reducida v — 1 = E/Mc?. Nétese que como la funcién
f(7) es diferente para cada tipo de particula, proyectiles diferentes pero con la misma
carga, tienen poderes de frenado diferentes aunque tengan la misma velocidad.

Los pardametros Sy(0)/Z e I calculados a partir de nuestra GOS numérica para ato-
mos neutros aislados se muestran en la Figuraf.4l Dado que las desviaciones de la regla
de suma de Thomas-Reiche-Kuhn se deben en gran medida a las capas internas (ver la
Seccién 3.2), el valor de Sp(0) es bastante independiente del estado de agregacién del
atomo blanco. Ademds, como la aproximacion de campo central proporciona una des-
cripcion realista de las excitaciones de capas internas, cabe esperar que nuestro calculo
de Sp(0) sea también valido para atomos ligados en moléculas o en sélidos. Como el
valor de Sy(0) varfa suavemente con Z, podemos parametrizarlo con un polinomio

So(0) = Z (1 - idizi) : (4.71)
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Figura 4.3: Dependencia en la energia de la funcién f() que aparece en la férmula asintética
de la seccion eficaz de frenado, ecs. ({.69). Por simplicidad, en el caso de proyectiles pesados
hemos tomado R =1y me/M = 0.

La curva mostrada en la Figura [4.4] representa esta funcién con los coeficientes

di = 7,0799E—5,  dy =52953E—6,  d3 = —8,5658E—8,
dy = 7,6954E—10,  ds = —2,5952E—12, (4.72)

que han sido obtenidos mediante un ajuste por minimos cuadrados de los valores numéri-
cos. En la Figura 4] (panel derecho), se compara el potencial medio de excitacién [
obtenido partir de nuestras OOSs con los valores no-relativisitas calculados por Dehmer
et al. (1975) e Inokuti et al. (1981). Estos autores emplearon un potencial Hartree-Slater
y s6lo consideraron los elementos con Z < 38, para los que los efectos relativistas no son
muy importantes. Por otro lado, el potencial medio de excitaciéon depende fuertemente
de los detalles del espectro de excitaciones y, por lo tanto, no esperamos que el modelo
de particulas independientes que estamos utilizando proporcione valores muy realistas
para I, incluso en el caso de atomos libres. Para dar una idea de las posibles discre-
pancias, en la Figura [£.4] hemos incluido los valores de I recomendados por la ICRU
(1984) para los gases nobles. Para Z < 36 nuestros valores coinciden practicamente con
los de la ICRU, pero aparecen diferencias importantes en el caso del xenén y del radén
(Z = 56 y 86). Més adelante daremos una explicacién parcial de estas discrepancias.
En cualquier caso, la férmula asintética (.60) describe de manera precisa el poder de
frenado de particulas pesadas en medios materiales, y disponemos de valores empiricos
del potencial medio de excitacién para un gran nimero de materiales (ICRU, 1984).

El pardmetro AD; en la ec. ({60), que no aparece en la férmula tradicional del
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Figura 4.4: Pardmetros de la féormula asintética ([A.66) de la seccién eficaz de frenado para
colisiones ineldsticas con dtomos neutros, calculados a partir de la GOS numérica (cruces). Los
circulos abiertos son valores no-relativistas calculados por Dehmer et al. (1975) e Inokuti et al.
(1981) utilizando un potencial de tipo Hartree-Slater. Los circulos sélidos son los potenciales
medios de excitacién de los gases nobles recomendados por la ICRU en su Report 37 (1984).

poder de frenado, practicamente no afecta al valor calculado de la seccién eficaz de
frenado. Este hecho se muestra en la Figura 4.5, donde comparamos los valores de ADq,
calculados a partir de nuestras GOSs numéricas, con el primer término de la derecha
de la ec. (L60). Vemos que AD; es unos tres érdenes de magnitud menor que el primer
término. Para escribir la ec. ({66]) en la forma convencional, podemos expresar la suma
25(0) In(2mec?/I) + AD; como un tnico término independiente de la energia, en la
forma 254(0) In(2mc?/I"), donde hemos introducido el potencial medio de excitacién
modificado I’ dado por

I' = ITexp[—AD;/25,(0)], (4.73)

donde el exponente AD;/25y(0) varia entre ~ 1072 y ~ 107 (comparar con la Figura
[45). Estos es, I’ difiere de I en menos de un 1%; esta diferencia es menor que la
incertidumbre experimental relativa de la mayoria de potenciales medios de excitacion
de que disponemos en la actualidad (ver ICRU, 1984). En consecuencia, para la mayoria
de aplicaciones practicas el parametro AD; se puede despreciar.

Continuando con nuestro estudio del poder de frenado, es interesante notar que
cuando la OOS satisface la regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn, Sy(0) = Z, y des-
preciamos el pardmetro ADy, la férmula (A.66]) se simplifica para dar

2 Z2 4 2 2
e =~ {22 ln( e ) +Zf<v>}, (4.74)

mev?2

que no es sino la famosa férmula de Bethe para la seccién eficaz de frenado; en el
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Figura 4.5: Pardmetro AD; de la férmula asintética (4.60), comparado con el término
250(0) In(2mec? /1), para los elementos comprendidos entre Z = 1y 99.

articulo de revision de Fano de 1963 podemos encontrar una deduccién de esta férmula.
Comparando ambas expresiones, la de Bethe y la nuestra, ec. (4.60), vemos que la
complejidad adicional de nuestra férmula se debe a las desviaciones relativistas de la
regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn. Nétese que esta diferencia puede jugar un papel
relevante en la interpretacion de los experimentos de poderes de frenado. Como el inico
parametro no trivial en la féormula de Bethe es el potencial medio de excitacion I, el
valor de esta cantidad se suele inferir ajustando (la formula de Bethe) a los resultados
de medidas precisas de poder de frenado S, ec. (2.I15]), de particulas cargadas. En
consecuencia, las desviaciones de la regla de suma de Bethe pueden haber introducido
errores sistematicos en los valores empiricos del potencial medio de excitacion.

La expresion no-relativista de la formula del poder de frenado se puede obtener
tomando el limite no-relativista de la expresién (4.60). En este limite, suponiendo que
R ~ 1, las funciones f(7) se reducen a

2F
f(v) ~ 2In (M_@) para particulas pesadas (R ~ 1),
E
~ 2In ( 5 g) para electrones,
meC

12

E
21n ( 2) para positrones. (4.75)
meC

Teniendo en cuenta que en el caso no-relativista la energia cinética se escribe como
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E = Mwv?/2, y que se cumple la regla de suma de Thomas-Reiche-Kuhn [es decir,
So(Q) = Z], podemos escribir

oD~ % {22 In <am;U2) - ADl} : (4.76)
con
2 para particulas pesadas,
a= e/8  para electrones, (4.77)
1 para positrones.

Las secciones eficaces de frenado para electrones y positrones difieren solo en el factor
a = +/e/8 = 0,58291 dentro del logaritmo de la ec. ([A.76]), que resulta de los efectos de
intercambio en las colisiones de electrones.

4.2.3. Seccion eficaz de dispersién de energia

La seccién eficaz de dispersion de energia para proyectiles muy energéticos viene
dada por la siguiente formula asintética

@ ~ 27;55264 {Atot {ln (1 f;z) — ﬂﬂ + Zmec® g(y) + ADQ}
~ %ﬁ;ﬁ {Atot {ln (72 - 1) — 727; 1] + Zmec® g(y) + ADQ} . (4.78)
donde
Aoy = Z 26;2' S (a; 0) = /OOO AW w % (4.79)
es una constante independiente de la energia y
ADy =" o x@ (4.80)

2|’1a| .
a

El panel izquierdo de la Figura muestra los valores del pardmetro A, para
atomos neutros libres, calculados a partir de nuestra OOS numérica. La Figura
incluye los valores obtenidos por Dehmer et al. (1975) e Inokuti et al. (1981) mediante
un calculo no-relativista con un potencial de tipo Hartree-Slater para los elementos
Z =1 a 38. La diferencia entre los dos conjuntos de datos crece de manera gradual con
el nimero atémico, lo que probablemente se debe a la importancia cada vez mayor de los
efectos relativistas. En el panel de la derecha de la Figura (4.64]) se muestran los valores
calculados de AD,. Los parametros A vy AD> dependen fuertemente de los detalles
del espectro de excitaciones, que en nuestro modelo de potencial central no podemos
esperar que esté bien descrito. Sin embargo, la féormula asintética (AT78]) es valida tanto
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Figura 4.6: Pardmetros de Ayt y AD2 de la férmula asintética (L78]) para la seccién eficaz
de dispersion de energia de atomos neutros libres, calculados a partir de la GOS numérica
(cruces). Los circulos representan los valores obtenidos por Dehmer et al. (1975) e Inokuti et
al. (1981) mediante un cdlculo no-relativista utilizando un potencial Hartree-Slater.

para moléculas como para solidos, a pesar de que los parametros sean sensibles a los
estados de agregacion y deban ser determinados empiricamente para cada material.

La funcién g(vy) depende del tipo de proyectil:

62 2 54 M, 4 56 mz

I 9 _ 2 e e 2 e e 3
9(7) 1— 32 R( B R) (1— 3232 M R+ 3(1 — 52)2 M2 R
-1 (=1’ m 407 —1)° mg
—(-DR(2-L_—Rp) oL L Tepr, 20— e ps (g1
o2 =R (2- 1 ey O s
para particulas pesadas,
E |5 11b,
= 2 _(3—-b)In2 — —2
R ERCR IR
= (y—1) §+ﬂ1n2_2 y—-1 i (4.81b)
-\ 2 2 24\ o '
para electrones, y
E bl b2 b3 b4
= 122 _ S
907) mGCZ[ 23 4+51

= (y—1) [1— r -1 (9+ 72j1 + (7_251)2 + (751)3)] (4.81c)
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para positrones. La dependencia en la energia de la seccién eficaz de dispersién de
energia, ec. (L.75), la determina el factor global 372, la cantidad entre corchetes In(y?* —
1) — (v* = 1)/9?, y la funcién g(7y). Las dos primeras estdn representadas en la Figura
42 y la tltima se muestra en la Figura L7l Nétese que g(+y) crece con la energia mucho
més rapido que el primer término de la expresién ([LT78)) y que, por lo tanto, el compor-
tamiento a altas energias de ¢® estd determinado por g(7). Esto es, la seccién eficaz
de dispersion de energia estd dominada por las colisiones binarias con transferencias de
momento muy grandes (Lindhard y Scharff, 1953; Besenbacher et al. 1980)
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Figura 4.7: La funcién g(y) dependiente de la energia que aparece en la féormula asintética de
la seccién eficaz de dispersion de energia, ec. (L.78)). Por simplicidad, en el caso de particulas
pesadas, hemos fijado R =1y me/m = 0.

En el limite no-relativista, In(7? — 1) — (y* — 1) /+? se reduce a In(2E/Mc?) y

4F

g(v) = W para particulas pesadas (R ~ 1),
E |5
= - —3In2 para electrones,
mec? |2
E .
= 5 para positrones. (4.82)
mec

Asi, obtenemos las siguientes formulas no-relativistas,

2rZ2et 2F e
0@ = T2 {Awt In <—) +Z£4E+AD2} (4.83a)

ronrel T my? Me? M
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para particulas pesadas,

2,4
0(2) ~ 27TZO€ {Awt ln( 2F

non-rel — me’U2 M,

5
2)+ZE[§—3m2}+AD%> (4.83b)

para electrones, y

2,4
0_(2) ~ 27TZ0€ {Amt ln( 2F
m

non-rel —

)+ZE+AD% (4.83¢)

para positrones.

4.2.4. Ejemplos de resultados numéricos

Podemos determinar la precision de las férmulas asintéticas deducidas arriba compa-
rando directamente sus valores con los de las secciones eficaces integradas o® calculadas
numéricamente. En adelante, consideraremos el caso concreto de colisiones con atomos
de gases nobles, para los cuales esperamos que la aproximacion de potencial central
sea mds realista. Las Figuras [4.8] y .10 muestran la seccién eficaz total, la seccién
eficaz de frenado y la seccion eficaz de dispersion de energia para colisiones inelasticas
de protones y electrones, como funcién de la energia cinética del proyectil. Observa-
mos que, como es de esperar, las diferencias entre las secciones eficaces numéricas y las
formulas asintéticas decrecen de manera suave cuando la energia del proyectil crece.
Para la seccién eficaz total, las diferencias se vuelven imperceptibles en la escala de las
figuras, para energias mayores que aproximadamente 1 MeV y 1 keV, respectivamente,
para protones y electrones. De manera similar, las curvas de las férmulas asintoticas y
los valores numéricos de la seccion eficaz de frenado convergen para 10 MeV y 10 keV
respectivamente para protones y electrones. La férmula asintética para la seccién eficaz
de dispersion de energia concuerda con los valores numéricos calculados para energias
mayores que 100 MeV para protones y 100 keV para electrones. Es oportuno indicar
que, cuanto mayor es el orden k de la seccién eficaz integrada ¢*), mayor es la energia
a partir de la cual la férmula asintética da valores correctos, debido a la importancia
creciente de las interacciones con Ws grandes, que se originan las excitaciones de los
electrones de las capas mas internas. Por lo tanto, la correcciéon de capas, es mayor para
el poder de frenado que para la seccién eficaz, y es aiin mayor para la seccion eficaz de
dispersion de energia.

El excelente acuerdo, a muy altas energias, entre los valores integrados numéricamen-
te y las férmulas asintéticas, indica que nuestros algoritmos numéricos de integracién
son confiables hasta energias de 10'! eV. Por lo tanto, es de esperar que los potenciales
medios de excitacién I para los gases nobles concuerden en buena medida con los valores
experimentales. Sin embargo, la Figura [4.4] muestra desviaciones sistematicas preocu-
pantes, que crecen con el nimero atémico. Al final de esta seccién volveremos sobre este
tema, y trataremos de identificar una posible causa de estas desviaciones.

El potencial medio de excitacién I ha sido medido para multiples materiales utili-
zando diferentes técnicas (ver Ahlen, 1980; ICRU, 1984). Un experimento ideal consis-
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Figura 4.8: Seccién eficaz total, ¢(9), para colisiones ineldsticas de protones y electrones con

atomos de los gases nobles, como funcién de la energia cinética del proyectil. Las curvas sdlidas

representan los resultados numéricos calculados con el programa PWACS. Las curvas de trazos
muestran las predicciones de la féormula asintética (4.60). Nétese que esta férmula proporciona

secciones eficaces totales idénticas para protones y electrones con la misma velocidad.
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Figura 4.9: Seccién eficaz de frenado, ¢(!), para colisiones inelésticas de protones y electrones
con atomos de los gases nobles, como funcién de la energia cinética del proyectil. Las curvas
continuas se corresponden con los resultados numéricos obtenidos con el programa PWACS. Las
curvas de trazos muestran las predicciones de la férmula asintética (£.60).
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tiria en medir el promedio de la pérdida de energia (AFE) de protones con una energia
cinética inicial E grande, transmitidos a través de una fina ldmina del material estu-
diado. La razén entre (AE) y el grosor de la ldmina proporciona el poder de frenado,
S(E) = NoW, a partir del cual podemos determinar el potencial medio de excitacién
con la ayuda de la ec. (£66). En los experimentos de este tipo, tradicionalmente se ha
utilizado la férmula convencional (L.74]), lo que, como ya hemos indicado, puede haber
introducido errores sistematicos en los potenciales medios de excitacion “medidos”. Pa-
ra dar una estimacion de la magnitud de estos errores, supongamos temporalmente que
la ec. ([66]), con los pardmetros calculados para dtomos libres con un potencial DHFS
(Figura [£.4]), proporciona las secciones eficaces de frenado correctas. Asi, procediendo
como en un experimento ideal, podemos determinar el potencial medio de excitacion
efectivo I’ utilizando la férmula convencional (4.74)),

2w Z2et 2m,c?
A p—— {2Zln< i )+Zf(7)}, (4.84)

mev?

que supone que Sp(0) = Z. Hemos calculado la seccién eficaz de frenado para protones
con una energfa cinética de 400 MeV (para la cual esperamos que la férmula asintética
sea correcta, como se muestra en la Figura[dTTl), para todos los elementos comprendidos
entre Z = 1y 99, y obtenido I’ resolviendo la ec. (£84)). Los resultados se muestran en
la Figura (£69]), conjuntamente con el valor tedrico de I calculado a partir del potencial
DHFS, y con los valores empiricos de los potenciales medios de excitacion recomendados
por la ICRU en su Report 37 (ICRU, 1984). Observamos que, como consecuencia de no
tener en cuenta las desviaciones relativas de la regla de suma de Bethe, el potencial medio
de excitacién “efectivo” I’ es sisteméticamente mas grande que los valores tedricos de
I. Como era de esperar, las diferencias crecen gradualmente con Z y adquieren su valor
maximo, 17 %, para Z = 99. Como [ aparece como argumento de un logaritmo, una
pequena desviacion de la regla de suma provoca una variacién considerable del valor
efectivo I’ en el caso de Zs grandes. De hecho, para los gases nobles el valor efectivo I’
estd mas préximo al valor recomendado por la ICRU que a los valores tedricos (DHFS)
del potencial medio de excitaciéon. En consecuencia, tenemos indicios suficientes para
esperar que la re-evaluacion de las medidas de poderes de frenado de los nobles gases en
base a la férmula (£.66]) conllevaria valores del potencial medio de excitaciéon en mejor
acuerdo con los valores tedricos presentes.

4.3. Correcciones de capas

Las férmulas asintéticas que hemos deducido en las secciones previas son el resultado
de aproximaciones drasticas, la precision de las cuales empeora a medida que la energia
del proyectil decrece. La diferencia entre la seccién eficaz “exacta” ¢® (es decir, la que
se obtiene integrando numéricamente la SEDD) y la correspondiente férmula asintética
se conoce como correccion de capas internas. Este nombre esta motivado por el hecho
de que los mayores errores en la férmula asintotica proceden de las contribuciones de las
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Figura 4.11: Potencial medio de excitacion de todos los elementos entre Z = 1y 99. Los valo-
res calculados (DHFS) se comparan con los valores empiricos del potencial medio de excitacién
recomendados por la ICRU Report 37 (ICRU, 1984). El potencial medio de excitacién efectivo,
I’, ha sido obtenido a partir de los valores calculados del poder de frenado para protones de
400 MeV utilizando la férmula convencional de Bethe (£.84)).

capas mas internas (es decir, aquellas con las energias de ionizacién mas grandes). Por lo
tanto, ya que las funciones de onda de las capas internas son bastante independientes del
estado de agregacién del material, esperamos que las correcciones de capas calculadas
para colisiones con atomos libres sean aproximadamente vélidas incluso en el caso de
choques en medios densos.

Los calculos de correcciones de capas para la formula asintética del poder de frena-
do publicados hasta la fecha son esencialmente no-relativistas. Se obtuvieron férmulas
explicitas para las correcciones de capas en términos de las GOSs, restando de las inte-
grales que definen (M) aquellas que se emplearon en la deduccién de la férmula asintética
(ver, por ejemplo, Fano, 1963). Asi, Walske (1952, 1956) utiliz6 funciones de onda hi-
drogenoides para obtener las correcciones de capas para las capas K y L; Khandelwal
y Merzbacher (1966) y Bichsel (1983) llevaron a cabo célculos similares para las ca-
pas M. Por otro lado, Bonderup (1967) obtuvo correcciones de capas para el poder de
frenado utilizando la aproximacién de plasma local de Lindhard y Scharf (1953). Mas
recientemente, Bichsel (2002) determiné la correccién de capas del aluminio y el silicio
integrando directamente las GOSs no relativistas de Manson (1972).

En este punto, es oportuno mencionar que la deduccién de las féormulas relativistas
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asintoticas es menos “limpia” que en el caso no-relativista. Esto es asi porque la SEDD
no-relativista tiene una forma mucho mas sencilla (las interacciones transversales no
aparecen en este caso), lo que permite calcular las integrales ordenadamente. En cambio,
en la formulacion relativista, la SEDD es mucho ma&s intrincada y contiene ademas
la parte transversal. Para abordar estas complicaciones, hemos tenido que confiar en
suposiciones muy estrictas, lo que dificulta que el calculo de la correccion de capas
a partir de la definicién de integrales especificas. Sin embargo, haciendo uso de los
resultados numéricos de PWACS, podemos extraer las correcciones de capas de manera
sencilla, a partir de la comparacién directa de las secciones eficaces calculadas con los
resultados de las féormulas asintéticas.

Finalmente, hay que mencionar que con este esquema so6lo estamos considerando las
correcciones de capas que resultan de las imprecisiones en la integracion aproximada de
la SEDD que se obtiene de la PWBA. En cambio, las correcciones de capas empiricas
que se obtienen de la comparacion de las formulas asintdticas con datos experimentales,
o con resultados teéricos obtenidos a partir de cdlculos méas elaborados (por ejemplo,
utilizando la DWBA), dan cuenta también de los errores que se inducen al utilizar
la PWBA. Los efectos que estdn mas alla de la PWBA se introducen normalmente
anadiendo términos adicionales a las férmulas asintéticas; los mas relevantes son las
correcciones de Barkas y de Bloch (Ahlen, 1980; Lindhard y Sgrensen, 1996).

4.3.1. Calculo numérico de las correcciones de capas

Como las secciones eficaces integradas o) (con k = 0, 1 y 2) se pueden calcular de
manera numeérica, podemos obtener las correcciones de capas asociadas C*) a partir de
las secciones eficaces numéricas. Explicitamente, definimos estas correcciones de capas
mediante las siguientes ecuaciones

2 Z2et v -1
o0 = WQOQZ {Mtht {ln (v*-1) - 2 } + Ciot — C(O)} ; (4.85a)

2.4 2
L — 2T%e {250(0) In (2”}60 > Y Zf(y)

mgc2 32
7 -1
+ [50(0) - Z} {m (v*—1)— e } +AD; — c<1>} : (4.85b)
y
2w Z2et 21
o? = m {Atot {ln (72 — 1) _2Z o ] + Zmec® g(y) + ADy — C(Q)} ., (4.85¢)

donde las secciones eficaces a la izquierda de las igualdades representan los valores
numeéricos obtenidos integrando directamente la SEDD. Notese que la tnica diferencia
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entre estas expresiones y las correspondientes férmulas asintéticas son los términos C).
Consecuentemente, la correccion de capas ,

2.4\ —1
ck) — (—QWZOe ) [a(k) — O'(k):| , (4.86)

I'IleC2 62 asint.

es proporcional al error en la férmula asintética, con el signo cambiado. En la formula de
la seccién eficaz de frenado usamos el valor calculado de la suma Sy(0), para dar cuenta
explicitamente de las desviaciones relativistas de la regla de suma de Bethe. Ademas, la
correccién CV | es dos veces la correccién habitual C' empleada por Fano (1963), Bichsel
(2002) y otros; es decir, C") = 2C. El factor 2 fue introducido por estos autores para
sacar un factor comun 27 de los términos entre llaves en la ec. (4.85D]) para particulas
pesadas. Como este factor global no ocurre ni para electrones ni para positrones, en
el presente trabajo hemos optado por una definicion comtun a los diferentes tipos de
particulas.

Ya hemos senalado que el célculo no-relativista de la correccién de capas requiere
simplificaciones menos drasticas que en el caso relativista. De hecho, se puede comprobar
que las correcciones de capas no-relativistas tienden a cero cuando E — oo, una prue-
ba de la bondad de las férmulas asintéticas no-relativistas. En la teoria relativista, sin
embargo, no esperamos que las correcciones de capas tiendan a cero en el limite de alta
energia. En particular las cantidades Y ec. (1.39h), que dan cuenta de las desviacio-
nes de la SED en pérdida de energia para la interaccion transversal, de la aproximacion
dipolar-impuslo, y que fueron despreciadas en la deducciéon de las férmulas asintéticas,
aparecen ahora como parte de las correcciones de capas. Notese sin embargo, que para
capas electronicas con energias de ionizacion pequenas y medianas, los efectos relativis-
tas son pequenos, por lo que las interacciones distantes pueden describirse de manera
precisa utilizando la aproximaciéon dipolar. En este caso, nuestras correcciones de capas
deberian tomar valores proximos a los obtenidos en la teoria no-relativista. La Figura
compara la correccion de la capa K al poder de frenado para colisiones de protones
con atomos de gases nobles, obtenidas a partir de los célculos descritos en esta tesis,
con la correccién no relativista calculada utilizando funciones de onda hidrogenoides
(Walske, 1952). Tal como esperdbamos, el acuerdo entre los resultados relativistas y los
no-relativistas es aceptable para el helio (Z = 2), y se deteriora visiblemente cuando
crece el nimero atémico.

Las Figuras .13 £.14 y muestran las correcciones de capas correspondientes
a la seccion eficaz total, la seccién eficaz de frenado, y la seccion eficaz de dispersion
de energia para colisiones de protones con atomos de los diferentes gases nobles, como
funciones de la energia cinética del proyectil. Como hemos dicho anteriormente, las
correcciones de capas relativistas no se hacen cero en el limite de muy alta energia, a
pesar de que las correcciones son de hecho pequenas para proyectiles ultrarelativistas.
Desafortunadamente, la definicién de las correcciones de capas no refleja su importancia
relativa. Para dar una idea méas directa de la precision de las féormulas asintoticas, las
Figuras [.16], .17 y .18 muestran la diferencia relativa entre los valores numéricos de
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Figura 4.12: Correcciones de capas para la seccién eficaz de frenado de la capa K de gases
los nobles e impacto de protones, en funcion de la energia cinética del proyectil. Las curvas
continuas son el resultado del presente calculo; las curvas a trazos representan la correcciéon de
capas no-relativista calculada por Walske (1952) utilizando funciones de onda hidrogenoides.

las secciones eficaces y los valores dados por las férmulas (85,

(k) o)

Ao.(k) =100 Oasint. —

T (4.87)

con los parametros obtenidos en la Seccién 4.2. En el caso de protones, la férmula
asintotica para la seccion eficaz total difiere de los valores numéricos de la seccién eficaz
en menos de un 1% para energias superiores a 20 MeV; para electrones, el error es menor
al 0.4% para E 2 20 keV. La férmula asintética para el poder de frenado alcanza esa
precision para energias algo superiores; el error para protones es de unos pocos por
ciento alrededor de 100 MeV. El error de la férmula para electrones de energia E es del
mismo orden de magnitud que el de la correspondiente formula para protones de energia
~ 1,000 E. En general, la precisién de las féormulas asintéticas es peor para la seccion
eficaz de frenado que para la seccién eficaz total, y ain peor para la seccion eficaz de
dispersion de energia.
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Figura 4.13: Correccién de capas C(©) a la férmula asintética de la seccién eficaz total para
colisiones inelasticas de protones con los dtomos de los gases nobles, como funcién de la energia
cinética del proyectil.
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Figura 4.14: Correccién de capas CV) a la férmula asint6tica de la seccién eficaz de frenado
para colisiones inelédsticas de protones con los atomos de los gases nobles, como funcién de la

energia cinética del proyectil.
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Figura 4.15: Correccién de capas C(?) a la férmula asintética de la seccién eficaz de dispersién

de energia para colisiones ineldsticas de protones con los dtomos de los gases nobles, como

funcién de la energia cinética del proyectil.
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Figura 4.16: Diferencia relativa entre la seccién eficaz total obtenida a partir de los célculos
numéricos y de la férmula asintética (£.85al), definida por la ec. (£87), para colisiones ineldsti-
cas de protones con los atomos de los gases nobles, como funcién de la energia cinética del
proyectil.
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Figura 4.17: Diferencia relativa entre la seccién eficaz de frenado a obtenida a partir de los
célculos numéricos y de la férmula asintética (4.85h0), definida por la ec. ([@8T), para colisiones

inelasticas de protones con los atomos de los gases nobles, como funcién de la energia cinética

del proyectil.
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Figura 4.18: Diferencia relativa entre la seccion eficaz de dispersion de energia obtenida a

partir de los cdlculos numéricos y de la férmula asintética (£85d), definida por la ec. (L87]),

para colisiones ineldsticas de protones con los dtomos de los gases nobles, como funcién de la

energia cinética del proyectil.
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4.4. Absorcion inelastica en el scattering elastico

A pesar de que el scattering elastico y el inelastico, se consideran normalmente como
procesos independientes, la existencia de canales de scattering inelasticos modifica las
SEDs del scattering elastico, ya que los proyectiles que interactian ineldsticamente con
el medio, desaparecen (son “absorbidos”) del canal eldstico. En el articulo de Bote et
al. (2009b) hemos propuesto un modelo de potencial 6ptico para describir el scattering
de electrones tanto en gases como en sélidos amorfos. Este modelo es una modificacion
del propuesto anteriormente por Salvat (2003) para dtomos libres, que hemos adaptado
para estudiar el scattering en sélidos mediante un modelo de “muffin-tin”, tomando a
modo de ejemplo el modelo de Raith (1968). El potencial imaginario, que da cuenta de
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Figura 4.19: SED del scattering elastico de electrones con las energias cinéticas indicadas,
por atomos de argén. Las curvas continuas son el resultado de los célculos de ondas parciales
utilizando el potencial de Bote et al. (2009b), con A,ps = 0,75. Las curvas a trazos representan
los célculos utilizando sélo la parte real de este potencial, es decir, ignorando los efectos de
absorcion ineldstica. Los simbolos son medidas experimentales absolutas de las referencias
indicadas.

los efectos de absorcién ineldstica, se obtiene directamente de la aproximacion de plasma
local, es decir, las interacciones ineldsticas en el solido se describen considerando que los
electrones en cada elemento de volumen responden como si formaran parte de un gas de
electrones homogéneo con densidad igual a la densidad electrénica local. Este potencial
contiene un parametro multiplicativo empirico e independiente de la energia, A.,s, que
da cuenta de las posibles imprecisiones de la aproximacion de plasma local y deberia
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tomar valores cercanos a la unidad. En el caso de colisiones elasticas con atomos libres,
A.ps puede determinarse comparando la SED tedrica, obtenida con el método de ondas
parciales, con SEDs experimentales absolutas (ver la Figura [.19]).

El principal objetivo del nuestro trabajo (Bote et al., 2009b) era confirmar una
prediccién cualitativa de Jablonski et al. (2004), quienes en base a la férmula asintética
de Bethe para la secciéon eficaz total inelastica, sugirieron que los efectos de absorcién
deberian ser mucho menores en sélidos que en gases. En primer lugar comprobamos que,
tomando A,,s = 0,75, el modelo de potencial éptico proporciona SEDs para dtomos libres
que estan en excelente acuerdo con las medidas experimentales (ver la Figura [1.20). Por
otro lado, nuestros cédlculos mostraron que al tomar A,,s = 0,75, el teorema Optico
proporciona secciones eficaces de absorcion o,y que, para proyectiles suficientemente
energéticos, estdn en buen acuerdo con la seccién eficaz inelastica total (ver la Figura
[4.20). El hecho que interesa aqui es que, cuando no se tienen medidas absolutas de la
SED elastica, el valor del parametro de absorcién A, se puede determinar ajustando la
seccion eficaz inelastica para proyectiles de alta energia. Es decir, la formula asintética
de la seccién eficaz ineldstica total, ec. (£60), permite determinar la intensidad de la
componente imaginaria del modelo de potencial éptico. Bote et al. muestran que esta
conclusion es también valida para el scattering elastico de electrones y positrones en
solidos.
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Figura 4.20: Seccién eficaz total (eldstica + ineldstica) para el scattering de electrones por
atomos de argén, como funcién de la energia cinética del proyectil. La curva continua se ha
obtenido con un calculo de ondas parciales utilizando el potencial éptico de Bote et al. (2009b),
con A,ps = 0,75. La curva a trazos representa la seccién eficaz total og para el scattering
elastico calculada a partir de la parte real del potencial; la linea punteada representa la suma
de oq y de la seccién eficaz ineldstica evaluada a partir de la férmula de Bethe (4.60). Los
simbolos son medidas experimentales de las referencias indicadas.



Capitulo 5

Calculo de secciones eficaces de
ionizacion en la DWBA

En este Capitulo describiremos el esquema tedrico, los métodos de calculo y los
resultados de un estudio sistematico de la ionizacion de capas internas de atomos por
impacto de electrones y positrones. El objetivo final de este estudio es elaborar una base
de datos completa de secciones eficaces de ionizacion de las capas K, L y M de todos los
elementos, para proyectiles con energias arbitrarias. Esta informacién es esencial para la
simulacion Monte Carlo de la generacion de rayos x por haces de electrones y positrones,
y para el analisis cuantitativo en espectroscopia Auger y en microanalisis con sonda de
electrones.

Excepto para la capa K de elementos pesados, la curva de la seccién eficaz de ioniza-
cién en funcién de la energia E del proyectil presenta un maximo ancho para energias del
orden de 2 a 4 veces la energia de ionizacion E,. Es decir, la ionizacién es méas probable
cuando la energia del proyectil no es demasiado mayor que E,. Por desgracia, a estas
energias la fiabilidad de la PWBA es cuestionable, debido principalmente a que ignora
el efecto del potencial del atomo blanco en las funciones de onda del proyectil y, en el
caso de colisiones de electrones, los efectos de intercambio. Ambos efectos se pueden
describir de forma consistente utilizando la DWBA. Segui et al. (2003) y Colgan et al.
(2006) han mostrado que una forma relativamente sencilla de la DWBA, en la que se
ignora la interaccion transversal, proporciona secciones eficaces de ionizacién en buen
acuerdo con medidas experimentales recientes para proyectiles con energias proximas
al umbral de ionizacion. El problema de la DWBA es que la dificultad de los célculos
aumenta con F, haciéndose prohibitiva para energias del orden de 10E,,.

Para extender los célculos a energias mayores, consideraremos que la DWBA | en la
forma empleada por Segui et al. (2003), describe razonablemente los efectos de distor-
sion e intercambio. Comparando la DWBA con la PWBA, deduciremos la correccion a
anadir a la segunda para dar cuenta de estos efectos. Obtendremos asi una PWBA corre-
gida que permitira calcular la seccion eficaz de ionizacién para proyectiles con energias
cualesquiera (salvo en un intervalo estrecho que cubriremos por interpolacién).
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5.1. Aproximacién de Born con ondas planas distor-
sionadas

Por completitud, en esta Seccion presentamos la DWBA en la forma empleada por
Segui et al.(2003), ligeramente modificada para adecuarla a nuestros propdsitos. Como
hemos indicado en el Capitulo 1, los estados inicial y final del proyectil se representan por
ondas planas distorsionadas, que son soluciones de la ecuaciéon de Dirac con un potencial
central Vp(r). Para las colisiones de electrones, suponemos que el proyectil “siente”
el mismo potencial que los electrones atémicos, es decir, tomamos Vp(r) = Vpurs(r).
Cuando el proyectil es un positrén, hacemos Vp(r) = —Vpurs(r), es decir, suponemos
que los potenciales que sienten un electréon y un positréon difieren sélo en el signo. Para
una justificacién mas detallada de esta eleccién, véase Segui et al. (2003). La DWBA
descansa en la suposicién de que el potencial Vi (r) describe efectivamente la interaccién
del proyectil con los electrones no activos (espectadores) del blanco, de modo que la
perturbacién H”, ec. ([2.9]), se reduce a la interaccién entre el proyectil y el electrén
activo, Hiy (0, 1). Como que, en general, la interaccién transversal tiene un efecto menor,
Segui et al. consideraron que la interaccién es puramente coulombiana (longitudinal, L)

Z()€2

v —ro|

Hil;lt(ov 1) = -

(5.1)

A menudo, estd formulacién de la DWBA se califica como semi-relativista, ya que ignora
la interaccion transversal.

Consideremos primero las colisiones de positrones, que no presentan efectos de in-
tercambio. La seccién eficaz de ionizacién viene dada por la ec. (2.49). Para calcular la
cantidad Jy;, ec. (2.53)), utilizamos el desarrollo del potencial de Coulomb en términos
de los tensores esféricos de Racah (ver, por ejemplo, Edmonds, 1960),

o

1 rk . .
I Z Lle C(L)(ro)-C(L)(r), (5.2)

|r0 - I'| B L=0 T>

con r- = min(rg,7) y r~ = méax(rg, r) y el desarrollo (B.21)) de las ondas distorsionadas.
Las integrales angulares y las sumas sobre nimeros cuanticos magnéticos se pueden
evaluar analiticamente utilizando algebra elemental de momento angular. La expresién
resultante para la SED en pérdida de energia es

Ao 2786t (B — W+ 2mec®)(W — B, +2mec?) B + 2mec?
v 7w ATAR2E Ky E + m.c?

1 .
YN g () 53
Kp K !

donde

Xgnee s = (L3aalICPl i) (B3ICWNIeLi') RyZi: (54)

'Kk epkp; L 2 €'k epkp; L)
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Ren;na/@a
€'k jepkip;

y las cantidades ;, son integrales de Slater,

L
€RNagKa r
Re’/;’;ebnb;L - // dTO dr TL_il [Peﬁ(TO)PE’H’ (TO) + Qéﬁ(TO)QdH' (TO)]

>

X [ Prara (1) Peyr, (1) + Qnana (1) Qe (1)]- (5:5)

Los elementos de matriz reducidos de los tensores de Racah, <€a% Ja||CH)| ]ﬁb% jb>, vienen
dados por la férmula (2.79).

En el caso de colisiones de electrones, debemos dar cuenta de los efectos de intercam-
bio antisimetrizando los estados inicial y final. Como hemos supuesto que los electrones
proyectil y blanco se mueven en el mismo potencial (DHFS), sus orbitales son ortogo-
nales, y los elementos de la matriz de transiciéon toman la forma

T = (g (0) Yearms (1) [Hia (0, 1) [0 (0) Y, (1)
= (g (D) Yo (0) [H (0, D) 0 0) Yrmama (1)) - (5:6)

La SED en pérdida de energia se obtiene siguiendo los mismos pasos que para los posi-
trones, y es

APVt 22264 (B — W 4 2mec®)(W — E, 4 2mec?) E + 2m.c?

dw hv AhAR2E Ky E + mgc?

1 ERNgRa 1 ERNaKa
X Z Z Z m (XE’ff”;ewb;Lf + Z [L’] (XEbnb;E’H’;L’)2

K Kp L L’

L+L'+1 ja jb L €RNaka €KiNaka
_222(_1) { J j, L }XG/”/?Eb”b§LX€bl€b;6’n’;L’] : (57)

L L'

donde {:::} son simbolos 6 de Wigner. EI coeficiente X "%, se obtiene de (B.4]) ha-
ciendo los cambios €K' < ery (B — W «— W — E,). El primer y segundo término
entre paréntesis corresponden a transiciones directas y de intercambio, respectivamente.
El tercer término resulta de la interferencia entre las ondas dispersadas directa y de

intercambio.

Como ya hemos indicado (ver la Seccién 3.4), consideramos como electrén primario
al mas rapido de los electrones después de la colision, por lo que la méaxima energia
que puede perder el electrén proyectil es Wi.x = (E + E,)/2. Los detalles del célculo
numérico de las SEDs en pérdidas de energia (0.3) y (51), pueden encontrarse en Segui
et al. (2003).
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5.2. Correccién de distorsion y de intercambio a la
PWBA

Para estimar el error de la PWBA que resulta de ignorar los efectos de distorsion
e intercambio, comparamos las secciones eficaces calculadas a partir de la PWBA y
la DWBA, para energias cinéticas del proyectil bajas. Para que esta comparacién sea
consistente, ignoramos por el momento la contribucion de la interaccion transversal a la

SED en la PWBA.

Consideremos primero las colisiones de positrones. Recordando que cuando el poten-
cial de distorsién Vp se hace tender a cero, las ondas planas distorsionadas se reducen a
ondas planas de energia positiva, podemos escribir los elementos de la matriz de transi-
ciéon en la PWBA como

TEY = (010.mg1(0) Ve, (1) [0 0, 1) G (0) a1 - (5:8)

Estos elementos de matriz pueden considerarse también como el limite Vp — 0 de los
elementos de matriz de la DWBA, (Z23). En este limite, las funciones radiales del
proyectil se reducen a las funciones Bessel esféricas, ver la ec. (B.23). Asi, la SED en
pérdida de energia en la PWBA para colisiones con positrones (considerando sélo la
interaccién longitudinal) se puede calcular utilizando las mismas férmulas que en la
DWBA, ecs. (B.3)) v (B.3]), con las funciones de onda radiales del proyectil sustituidas
por funciones de Bessel esféricas. Esto es,

doi™" 278t (B — W + 2m?)(W — E, + 2mec?) E + 2mc?
aw c4h4k:2k’k:b E + mec?

XZZZZ ( e ) (5.9)

con

X = (LaddalICP N z30) (31ICWN10557) REZE:, (5.10)

€'k epkp; L €'k’ sepkp; L

L
DERNgKa r<
Rz = [ [ andr s [PO60PS ) + @2 0)Q% ()]

>

X | Paars (1) Payey (1) Qe (1) Qe (1) (5.11)

donde P (r)y Qgg)(r) son las funciones de onda radiales correspondientes a estados
libres [es decir, con Vp(r) = 0] de energfa positiva, dados por las ecs. (B.23). La diferencia
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entre las secciones eficaces obtenidas de la DWBA y de la PWBA se puede expresar como

dAoy dati’L) daiPW’L)

dw —  dw dw
273" (E—W +2m.c®)(W — E, + 2m.c?) E + 2m.c?
 w ARAEZE Ky, E + mgc?

1 . - .
X DD AN (BRI  AXEI) » (512)
Kp K K’ L

donde

AXen;naHa — Xf’ﬁna’fa L — jzemn“'{“ (513)

e’k epkp; L €'k epkp; €'k epkp; L

es la “correccion” al coeficiente X de la PWBA.

Calculos numéricos indican que, para E 2 10F,, la diferencia entre las secciones
eficaces totales obtenidas de la DWBA y de la PWBA, decrece en magnitud cuando la
energia del proyectil crece, siendo menores que el ~ 5% para E mayores que aproxima-
damente 20F,. Las diferencias entre las correspondientes SEDs pueden ser substanciales
a esas energias, pero proceden mayormente de ondas parciales con un momento angular
orbital ¢ pequeno o moderado. Cuando ¢ es grande, la barrera centrifuga mantiene al
proyectil lejos del nicleo, donde el potencial de distorsion es pequeno, por lo que espe-
ramos que la PWBA proporcione la contribucién correcta a la SED. En otras palabras,
las series de ondas parciales (5.12]) deberfan converger mas rapidamente que las series

de la DWBA.

De manera similar, en el caso de electrones tenemos

AoV 27264 (B~ W 4 2m®)(W — E, + 2me?) E + 2m.c?

dw hv ARAK2E Ky E + m.c?
1 VER, Mg K 2 1 VER, Mgk 2
X Z Z Z Z m <X5/5/’6bﬁb,L> + Z m <X5b’€b7€,’€l7[/) ,(514)
Kb K K/ L §




114 Capitulo 5. Calculo de secciones eficaces de ionizacion en la DWBA

y la correspondiente correccion viene dada por

dAo_  de®®V gpPWL)
aw —  aw AW
_ 272e* (E — W + 2m.c?) (W — E, + 2m.c?) E + 2m,c? ZZZ
hv AR2E Ky, E + mgc?
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_QZZ(_U { s }Xe’n’,ebmb,LXemb,e’n’,L’ : (515)

/
T JJ L

Llegados a este punto, podemos combinar la SED en pérdida de energia de la PWBA
definida por la ec. (ZI08) (teniendo en cuenta sélo la contribucién de la interaccién
longitudinal) con la correccion DWBA dada por las ecs. (15) y (512) para electrones
y positrones, respectivamente,

d (L) do®W.L) dA
ox -2 + o0 (5.16)
dWw dWw dw

Finalmente, integrando esta SED en pérdida de energia, obtenemos la seccién eficaz
total de ionizacion,

E 4o(PW.L) Wmax q Agy
ot = / W /E T W =0 A, (5.17)

Aqui la pérdida de energia maxima en la PWBA se toma igual a E, tanto para electrones
como positrones, porque los efectos de intercambio no han sido tenidos en cuenta en la
PWBA. Sin embargo, en el caso de colisiones de electrones, la correccion Aa(iL) da cuenta
de los efectos de intercambio de manera consistente. Nos referimos a la DWBA, calculada
de acuerdo con las férmulas (516) y (5I7), como la PWBA “corregida” (CPWBA).
Evidentemente, si la energia del proyectil es suficientemente pequena como para que
las series de ondas parciales de la DWBA converjan, las SEDs y la seccion eficaz total
de ionizacién calculadas a partir de las formulas de la CPWBA coinciden con las que
resultan de la DWBA semi-relativista.

Los céalculos numéricos muestran que las series (0.12) y (B.I15) no convergen més
rapidamente que las correspondientes de la DWBA, ecs. (5.3)) y (5.7)). Sin embargo, para
momentos angulares grandes, la contribucién a la SED de cada término de (5.12]) y (B.15)
es mucho menor que el término equivalente de (B3) y (B.7). Ademads, el calculo de la
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parte longitudinal de SED en la PWBA, do®W-1) /AW, no presenta problemas numéricos
(al menos en el rango de energias donde las correcciones de distorsién e intercambio
son relevantes). En consecuencia, el cdlculo de las correcciones (0.12)) y (B.13]) es, en
la practica, méas eficiente que el calculo directo de las series de la DWBA. Podemos
verificar esta afirmacion en la Tabla 5.1l que muestra los cocientes entre las secciones
eficaces de ionizacion de varias capas del oro por impacto de electrones, evaluadas con la
DWBA y con la CPWBA (es decir a partir de las series (5.7) y (5.15), respectivamente)
considerando sélo la interaccién longitudinal. En ambas aproximaciones, los sumatorios
sobre K, k' v K, han sido truncados en el valor de corte kK, indicado en la Tabla.
Consideramos que la seccién eficaz obtenida para la CPWBA con el valor de corte més
alto, kKmax = 30, como el valor “exacto” de la seccion eficaz. La cantidad tabulada es la
razén de cada seccion eficaz y este valor “exacto”. Vemos que la CPWBA converge més
rapidamente que la DWBA. Si consideramos como aceptable una precisién del 1.5 %, la
CPWBA da un valor aceptable con k.. = 15, mientras que la DWBA sélo consigue
esta precision con k. = 30. Para mantener el tiempo de célculo dentro de unos limites
razonables, todos los resultados numéricos que se dan a continuaciéon han sido obtenidos
con Kmax = 20, por lo que los errores de redondeo son menores que ~ 0,5 %.

5.3. Secciones eficaces totales de ionizacion

Para obtener secciones eficaces correctas para las capas internas de elementos pesa-
dos, debemos tener en cuenta la contribucién de la interaccion transversal. Como ésta
solo es apreciable para proyectiles muy energéticos, resulta razonable describirla utili-
zando la PWBA relativista. Asi, la SED en pérdida de energia en la CPWBA, incluyendo
las contribuciones tanto transversal como longitudinal, se expresa

dor  do®W)  dAo.

= 1
dw dw * dw ’ (5.18)

donde la SED de la PWBA viene dada por la ec. (5.28). La seccién eficaz total es

E %%
oL = dW+/ dW = oc®W) ¢+ Ao, 5.19
= [E dw s, AW * (5.19)

Hemos desarrollado programas Fortran para calcular la seccién eficaz en la CPWBA,
de acuerdo con la féormula (B.19). El cdlculo converge para energias cinéticas E de hasta
aproximadamente 25F,, debido, en parte, a que truncamos las series de ondas parciales,
ecs. (BI12) y (BIH), en Kpax- El tiempo de célculo crece con la energia cinética del
proyectil, porque la convergencia de las series de ondas parciales se enlentece al aumentar
la energia. Por ejemplo, en un procesador Pentium™ IV 3 MHz, el calculo de la seccién
eficaz (5.19) para electrones con energias de E = 1,02E, y 16E, tarda 10 y 90 minutos,
respectivamente.

Utilizando la CPWBA, hemos calculado las secciones eficaces de ionizacién para las
capas K, L y M de todos los elementos, desde el hidrégeno (Z = 1) hasta el einstenio
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Cuadro 5.1: Convergencia de las series DWBA, ec. (5.7), y las de la CPWBA, ec. (513,
para el caso de la ionizacién de capas internas por impacto de electrones con una energia de
FE = 10FE,. La cantidad tabulada es la razén de las secciones eficaces de ionizacion obtenidas de
la DWBA y de la CPWBA, con el valor correspondiente a la serie de ondas parciales truncada
en el valor indicado de kpax, y la seccién eficaz “exacta” (CPWBA con kpax = 30).

Capa Kmax = 10 15 20 25 30
Is1)o DWBA 0,700 0,890 0,961 0,986 0,996
CPWBA 0,965 0,988 0,996 0,999 1,000
%15 DWBA 0,609 0,854 0,946 0,978 0,991
CPWBA 0,975 0,987 0,996 0,999 1,000
21/ DWBA 0,650 0,863 0,945 0,978 0,992
CPWBA 0964 0,987 0,996 0,999 1,000
232 DWBA 0,639 0,858 0,941 0,974 0,989
CPWBA 0,965 0,987 0,996 0,999 1,000
351/ DWBA 0,507 0,798 0,926 0,970 0,987
CPWBA 0,994 0,985 0,995 0,999 1,000
3p1 s DWBA 0,538 0,809 0,924 0,967 0,985
CPWBA 0,980 0,984 0,995 0,999 1,000
3pgo DWBA 0,532 0,808 0,923 0,966 0,985
CPWBA 0,978 0,984 0,995 0,999 1,000
3dy s DWBA 0,583 0,826 0,924 0,965 0,984
CPWBA 0,954 0,984 0,995 0,999 1,000
3d; 5 DWBA 0,585 0,826 0,924 0,965 0,984
CPWBA 0,956 0,984 0,995 0,999 1,000

(Z =99), para electrones y positrones con energias cinéticas desde 1,02E, (1,05F, para
positrones) hasta 16 E,. El cdlculo PWBA| ec. (5.28), da secciones eficaces totales que en
E = 16E, difieren de los valores CPWBA en menos de un 7%. Esta diferencia se debe
principalmente a que, como ya hemos dicho, la PWBA no tiene en cuenta la distorsién
de las funciones de onda del proyectil; el efecto del intercambio decrece rapidamente con
la energia y es despreciable para £ = 16 F,. Algunos autores han sugerido que el efecto
de distorsion se puede describir aproximadamente suponiendo que el electrén proyectil
adquiere una energia cinética adicional bE, cuando cae dentro del potencial del atomo
(ver, por ejemplo, Mayol y Salvat, 1990; Kim, 2001).

La expresion (2.65) muestra que en la PWBA la SED es inversamente proporcional a
la cantidad m.v?, que en el dominio no-relativista es (el doble de) la energia cinética del
proyectil. Este hecho sugiere modificar la PWBA de manera empirica multiplicandola



5.3. Secciones eficaces totales de ionizacion 117

por un factor de escala E/(FE + bE,), donde b es un pardmetro independiente de la
energia, caracteristico de cada elemento y de cada capa, que determinamos imponiendo
que la seccion eficaz sea continua en E = 16F,. Es decir, tomamos

c®W) 4 Ao, si E < 16E,,

E W) (5.20)

O_(CPWBA) o
+ - .
m 04 si B> ].6Ea.

Noétese que el factor de escala E/(E + bE,) tiende a la unidad para energias altas
(E > E,), es decir, deja inalterada la seccién eficaz de PWBA | en el dominio de energias
donde se espera que ésta sea correcta.

La Figura 5.1l muestra la seccion eficaz que se obtiene de la ec. (5.20)) para la ioniza-
cién de las capas K y M2 (3p;/2) del uranio por impacto de electrones como funcién de
energia cinética. Los circulos abiertos representan los resultados numéricos del calculo
CPWBA, ec. (519); las curvas a trazos representan la seccién eficaz de PWBA, ec.
(2108)), y las curvas continuas son el resultado de ec. (5.20). Obsérvese como las dos
ramas de la ec. (0.20) empalman con suavidad en E = 16E,. Para verificar la consisten-
cia del escalado de la PWBA, hemos realizado célculos con la CPWBA, ec. (5.20), para
energias F mayores que 16F,, hasta aproximadamente 20F,, y hemos comprobado que
los resultados concuerdan con la PWBA escalada con una precision del 0.2 %. Finalmen-
te, es interesante observar que para las capas K de los elementos pesados, la PWBA da
valores de las secciones eficaces que son mas pequenos que los de la CPWBA, en el ran-
go de energias donde esta tltima puede ser evaluada. Esto estd en contradiccién con la
simple suposicién de que la PWBA puede ser corregida parcialmente considerando que
el efecto del potencial atémico sobre las funciones de onda del proyectil es equivalente
a un incremento neto en la energia cinética (Mayol y Salvat, 1990; Kim, 2001).

El uso combinado de la DWBA semi-relativista y de la PWBA que acabamos de des-
cribir, nos dota de un descripcion tedrica realista de la ionizacién de capas internas tanto
por impacto de electrones como de positrones, con la que podemos calcular secciones
eficaces de ionizacién de dtomos neutros e iones positivos, desde la energia de ionizacién
hasta energias arbitrariamente grandes. Hemos implementado este esquema de calculo
en una serie de programas Fortran, con los que hemos generado una base de datos de
secciones eficaces de ionizacién para las capas K, L y M de todos los elementos, desde el
hidrégeno (Z = 1) al einstenio (Z = 99), para electrones y positrones con energias que
van desde 50 eV hasta 1 GeV.

De ahora en adelante, nos referiremos a las secciones eficaces obtenidas con la

CPWBA (incluyendo la contribucién transversal) como DWBA, es decir, aprBA) —

(DWBA)
04 .
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Figura 5.1: Secciones eficaces totales para la ionizacion de las capas K y M2 del uranio por
impacto de electrones. Los circulos abiertos son los resultados de nuestro calculo CPWBA, ec.
(519). Las curvas continuas son los resultados de los resultados de la ec. (5:20)), y las curvas de
trazos discontinuos, representan las secciones eficaces PWBA dadas por ec. (5.28). Las lineas
verticales indican la posicién de la energia de empalme, £ = 16 E,,.

5.4. Comparacion con datos experimentales

Para comprobar la validez de nuestro esquema tedrico y de las secciones eficaces
calculadas, en esta Seccion, comparamos los resultados numéricos con la informacién
experimental disponible. Desde principios de los anos treinta, multitud de grupos expe-
rimentales de todo el mundo han medido secciones eficaces de ionizaciéon. Sin embargo,
a pesar de la continuada actividad en el campo, la informacion experimental de que
disponemos es todavia muy limitada, y en muchos casos, insuficiente para verificar ex-
perimentalmente las diferentes aproximaciones tedricas. La Figura muestra las sec-
ciones eficaces de ionizacién de la capa K para los elementos Al, Ar, Ti, Cr, Niy Ge. Los
calculos parecen encajar razonablemente con los experimentos, y ademas, el acuerdo es
incluso mejor para los experimentos recientes, los cuales se espera que sean mas precisos.

La Figura muestra las secciones eficaces de ionizacién por impacto de electrones,
calculadas y medidas, de la capa K y de las subcapas L de los elementos Cu, Sr, Ag, Xe,
W, Au, Pb y Bi. Para las capas K, cuando se dispone de suficiente informacion expe-
rimental, el grado de acuerdo entre la teoria y los experimentos es similar al observado
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para el caso de los elementos ligeros que se muestran en la Figura 5.2l En el caso de
las subcapas L, la comparacion no es concluyente debido a que los datos experimentales
estan afectados por incertidumbres considerables. Estas se deben, en parte, a que las
secciones eficaces de ionizacion se obtienen a partir de las secciones eficaces de produc-
cion de rayos x medidas experimentalmente, utilizando rendimientos de fluorescencia y
coeficientes Coster-Kronig que, en el caso de las subcapas L, tienen incertidumbres del
orden del 20 % o mayores (ver, por ejemplo, Krause, 1979).

La informacién de las secciones eficaces de ionizacion de capas internas por impacto
de positrones medidas experimentalmente de la que se dispone en la literatura es muy
escasa. La Figura [5.4] muestra la comparacion de las secciones eficaces medidas y calcu-
ladas para la ionizacion de las capas K de atomos de cobre y de plata por impacto de
positrones. Para ilustrar las diferencias entre electrones y positrones, la Figura [5.4] tam-
bién muestra secciones eficaces calculadas para la ionizacion de capas K por impacto de
electrones. Vemos que, para energias relativamente pequenas, la secciones eficaces para
electrones son substancialmente mayores que las de positrones. Esta diferencia se debe
a una combinacién de los efectos de intercambio (que no se dan para los positrones) y al
signo opuesto del potencial distorsion que “sienten” los electrones y los positrones. Los
positrones, al ser repelidos por el campo del atomo, tienen mas dificultad para producir
la ionizacién.
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Figura 5.2: Secciones eficaces totales por impacto de electrones de la capa K de los elementos
Al Ar, Ti, Cr, Niy Ge, como funcién de la energia E del proyectil. Las curvas son el resultado
de la CPWBA, ec. (5.20). Los simbolos representan la informacién experimental; los circulos
abiertos (Llovet et al., 2000; Llovet et al., 2004), los cuadrados abiertos (An et al., 2003), los
cuadrados sélidos (Tang et al., 2002) y los diamantes abiertos (Zhou et al., 2002) corresponden
a medidas recientes. Los circulos sélidos y las cruces son los resultados de distintos grupos
experimentales, que fueron compilados por Liu et al. (2000).
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Figura 5.3: Secciones eficaces totales de ionizacién por impacto de electrones de la capa K
y de las subcapas L de los elementos Cu, Sr, Ag, Xe, W, Au, Pb y Bi. Los circulos sélidos
corresponden a medidas experimentales para la capa K pertenecientes a diferentes grupos
compiladas por Liu et al. (2000). El resto de simbolos son medidas recientes de Llovet et al.
(2000), Zhou et al. (2000) y Zhou et al. (2001). Los datos experimentales para la subcapas
L proceden de Chang (1979), Palinkas y Schlenk (1980), Hippler et al. (1981), Hippler et al.
(1983), Reusch et al. (1986), y Schneider et al. (1993); las cruces, diamantes y circulos abiertos
corresponden, respectivamente, a las subcapas L1, L2 y L3.
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Figura 5.3: Continuacion.
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Figura 5.4: Secciones eficaces de ionizacién de la capa K de los elementos Cu y Ag por
impacto de positrones (curvas sélidas) y electrones (curvas a trazos). Los simbolos representan
informacién experimental para positrones (Schneider et al., 1993; Hansen y Flammers, 1966;
Seif el Nasr et al., 1974; Nagashima et al., 2004).
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5.5. Formulas analiticas

La base de datos de secciones eficaces de ionizacion, calculada con el esquema de
célculo descrito en las Secciones 4.2 y 4.3, ha sido implementada en el cédigo de simu-
lacién Monte Carlo PENELOPE (Salvat et al., 2009), y en breve se distribuird publica-
mente. Sin embargo, para usuarios esporadicos resulta mucho mas conveniente disponer
de formulas analiticas sencillas. A continuacion, presentamos una parametrizacién de
las secciones eficaces, obtenida mediante ajustes por minimos cuadrados que aproximan
los valores numeéricos con un error menor que la incertidumbre asociada a las diferentes
aproximaciones involucradas en el calculo tedrico.

Como no ha sido posible encontrar una forma analitica suficientemente flexible para
cubrir el rango completo de energia, que se extiende desde E, hasta 1 GeV, consideramos
dos intervalos, separados por la energia de corte 16F,. En el primer intervalo, que va
desde el umbral de ionizacion hasta 16 FE,, las secciones eficaces se calculan mediante la
DWBA, mientras que en el segundo intervalo, £ > 16 E,, utilizamos la PWBA escalada.

En el primer intervalo, £ < 16F,, consideramos las secciones eficaces de ionizacion
para electrones y positrones como funciones del “sobrevoltaje”, U = E/E,, donde las
energfas de ionizacién E, son las que se obtienen del potencial DHFS (ver la Seccién
2.2). Las formas analiticas que hemos adoptado son una generalizacién natural de la
propuesta por Kim y Rudge (1994). Para electrones con sobrevoltajes U < 16 tomamos

-1 as ay as 2
_ = dmwag——— U 5.21
o g7 <a1+a2 +1+U+(1+U)3+(1+U)5) , (5.21)
donde aq es el radio de Bohr's y ay, ..., a5 son parametros caracteristicos de cada ele-

mento y cada capa, que se determinan mediante ajustes de minimos cuadrados de las
secciones eficaces numéricas, UEFDWBA) (ver Bote et al. 2009a, para la lista completa de
todos los elementos Z = 1,99). En la Tabla 5.2l damos, a modo de ejemplo, los valores
de estos parametros para las capas K, L y M del oro. En la Figura se comparan los
valores obtenidos de la férmula (5.21) con las secciones eficaces o PVBA) de 1a base de

datos (panel izquierdo), y se muestran las diferencias relativas (panel derecho)

SDWBA) _
_ T ¥
Ox

Vemos que Ao es menor que 1% para U > 1,3. Para sobrevoltajes pequenos, las dife-
rencias son algo mayores, pero ain siempre por debajo de 5%. Nétese que la seccién
eficaz alcanza su valor maximo en U ~ 3, y que, cuando U es aproximadamente 1,3, la
seccion eficaz es unas 10 veces menor.

En la DWBA, las secciones eficaces para electrones y para positrones son diferentes,
en parte porque el potencial de distorsion es atractivo para los electrones y repulsivo para
los positrones, y en parte por los efectos de intercambio, que no existen para positrones.
En consecuencia, no es de extranar que la expresién (5.21) no resulte adecuada para
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positrones. Para positrones con U < 16, utilizamos la siguiente férmula

4
U—1 ds VU U

= 4drag——— | di + doU d d 5.23

donde los parametros di,...,ds, que son caracteristicos de cada elemento y capa, se

obtienen mediante ajustes por minimos cuadrados. Los valores de estos parametros
para las capas del oro se dan en la Tabla 5.3l En la Figura comparamos los valores
obtenidos de la férmula (5.23)) con las secciones eficaces JSFDWBA) de la base de datos
(panel izquierdo), y mostramos las diferencias relativas (panel derecho). El error de
la férmula analitica (5.23]) es menor que el 1% para U > 2,5. Para sobrevoltajes més
bajos, el error es algo mayor, tipicamente del orden de 5-10 % para U = 1,5, sin embargo,
los valores de la seccion eficaz de ionizacion en este rango de energias son mucho més

pequenos que el valor maximo de ésta.

Es conveniente recordar que la base de datos numérica ha sido generada suponiendo
que las energias de ionizacion de cada capa son iguales a los autovalores de las ecuaciones
DHFS (ver la Seccién 2.2). Los errores en las energias de ionizacién se propagan a la
seccion eficaz de ionizacion, lo que provoca un desplazamiento de la curva de la seccion
eficaz vs. energia cinética del proyectil. Para corregir, al menos parcialmente, ese despla-
zamiento, podemos utilizar las férmulas (5.21) y (5.23]) con los valores experimentales
de la energia de ionizacion en la definicién del sobrevoltaje.

Cuadro 5.2: Pardmetros de la férmulas analiticas (5.21]) para las secciones eficaces de ioni-
zacion de las capas K, L y M del oro (Z = 79) por impacto de electrones con sobrevoltajes
U = E/E, menores que 16.

Z S E, (eV) ay as as a4 as

79 K | 8.096E+4 | 3.41TE—4 2.628E—5 —5.614E—4 1.874E—3 —4.282E—-3
L1 | 1.434E+4 | 1.660E—3 3.860E—5 —1.5561E—3 1.512E—3 —1.709E—3
L2 | 1.378E+4 | 1.927TE—3 4.450E-5 —1.769E—3 3.137TE—3 —5.213E—3
L3 | 1.192E+4 | 3.210E—-3 6.382E—5 —2.87T1E—3 4.847TE—-3 —7.392E—3
M1 | 3.402E+3 | 6.77TE-3 6.194E-5 —5.987TE—-3 1.174E—-2 —3.284E—-2
M2 | 3.145E+3 | 8.286E—3 5.917TE—5 —8.695E—3 9.568E—3 —1.143E—2
M3 | 2.734E+3 | 1.412E—2 9.652E—-5 —1477E—2 1.402E—-2 —-1.611E-—2
M4 | 2.301E+3 | 1.910E—2 1.504E—4 —2.080E—2 4.721E—2 —1.104E-1
M5 | 2.212E+3 | 2.439E—2 1.87TE—4 —-2.661E—2 6.094E—2 —1.439E—1

Para sobrevoltajes mayores que 16, la seccién eficaz de ionizacion se obtiene de la
PWBA mediante el escalado dado por la ec. (5.20),

B ewsa) (5.24)

T E bR,
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Figura 5.5: Comparacién de las secciones eficaces de ionizacion de las capas K, L y M del oro
por impacto de electrones de la base numérica (cruces) y las férmulas analiticas descritas en el
texto (curvas continuas). El panel de la izquierda muestra las secciones eficaces de ionizacion,
en barns, por impacto de electrones. El panel derecho muestra las diferencias relativas entre
las secciones eficaces de la base de datos y las formulas analiticas. Las lineas verticales indican
el sobrevoltaje de corte U = 16, que separa los intérvalos donde aplican, respectivamente, las
formulas de baja y alta energia. Nétese como el error de las férmulas analiticas es tipicamente
menor que el 1%.

La seccion eficaz de PWBA se puede aproximar fielmente por la siguiente férmula analiti-
ca, que es una generalizacién de la férmula propuesta por Scofield (1978),

Aq _ _
o PWBA) — 47ra(2)§ {InX? =% (1+ g X ") + g+ gs(1— )" + 9 X'}, (5.25)

donde

E(E + 2m.c?
522:\/< + 2mec?) (5.26)
c E +m.c?

p \/E(E + 2mec?)

X = 5
meC mecC

(5.27)

es el momento del proyectil en unidades de mqc. El pardametro A, se define como

a'mec? [ 1 dfa(W)

A,
2 Jp WAW

dW = o®M?2, (5.28)
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donde df,(W)/dW es la OOS para la ionizacién de la capa activa n,k,, ec. ([2.69), y
a = e?/hc ~ 1/137 la constante de estructura fina. M? estd definido por la ec. (461).
Los pardmetros ¢y, ..., g4 se determinan mediante ajustes por minimos cuadrados de
las secciones eficaces obtenidas de la PWBA, y son los mismos para electrones y para
positrones. A modo de ejemplo, la Tabla 5.4l muestra los pardmetros para las capas del
atomo de oro. La férmula (5.24]) aproxima las secciones eficaces de la base de datos
numeérica con un error inferior al 1% para cualquier energia mayor que 16F, (ver las
Figuras 5.5 y [b.6]).

Conviene senalar que los errores introducidos por las aproximaciones analiticas son
menores que las incertidumbres numéricas que resultan de las simplificaciones y apro-
ximaciones implicitas en los calculos tedricos. Es decir, las aproximaciones analiticas
propuestas no implican pérdida alguna de precision.

a 10—19 E T T TTTI T T TTTI T T T T IHHIW T IHHIW TTTT £l b 1 T HHW T T TTTTIT T HIHW R T T
- positrones 7 positrones
L i 0 NN
I ] v M5
10720 ot -1 et e 1
= Mo ' M4
B II! M3 N N\ g 0
T /’.\ 1 M3
—21 [" M \
~ 107 F [ e 1 e — -1
™ o i N \ M2
= b RS
= L ] é 0 :' ': /\
+ - S JiV M1
ST , < -
107 £ 4 E B Bl o v e 1
- | E : L3
C \! | TA y 0
- . W L2
107 l E 1 \ T -1
i ll ] 0 A
- | : \/ K1
10724 o I | Huw\‘\mw\ T 1 T I T T Y
10 10t 100 10° 100 10°  10° 1 10 102 10° 108
E (eV) U

Figura 5.6: Comparacién de las secciones eficaces de ionizacién de las capas K, L y M del
oro por impacto de positrones de la base numérica (cruces) y las férmulas analiticas descritas
en el texto (curvas continuas). Los detalles son los mismos que en la Figura[5.5l Para energias
cerca del umbral de ionizacién, el error de las férmulas analiticas es tipicamente mayor que en
el caso de electrones, pero menor que el 1% para U > 2,5.
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Cuadro 5.3: Pardmetros de la férmulas analiticas (5.23]) para las secciones eficaces de ioni-
zacion de las capas K, L 'y M del oro (Z = 79) por impacto de positrones con sobrevoltajes
U = E/E, menores que 16.

Z S | E,(eV) d ds ds dy ds

79 K | 8.006E+4 | 2.124E—2  4.444E—-4 —3.604E—2  5.182E—2 —6.648E—1
L1 | 1.434E+4 | 3.739E—2  5.161E—4  1.231E—2 —3497E—1 —2.524E—1
L2 | 1.378E+4 | 4.553E—2  3.913E—-4 —3.232E-2 -2.823E—1  2.908E—1
L3 | 1.192E+4 | 5.862E—2  4.360E—4 —3.677TE—2 —3.962E—1  5.070E—1
M1 | 3.402E+3 | 7.556E—2  5.948E—4  3.858E—2 —8.230E—1  3.676E—1
M2 | 3.145E+3 | 8.703E—2  4.176E—4  1.097E—3 —9.132E—1  2.072E+0
M3 | 2.734E+3 | 1.140E—1  5.366E—4 —8.998E—3 —1.117E+0  2.349E+0
M4 | 2.301E+3 | 1.583E—1 —1.358E—5 —2.665E—1 —3.060E—1  1.163E+0
M5 | 2.212E+3 | 1.791E—1 —3.224E-5 —3.016E—1 —3.487E—1  1.349E+0

5.6. Simulacién MC de rendimientos de rayos x

Desde las primeras simulaciones Monte Carlo (MC) del transporte de electrones con
energias del orden del keV, publicadas en los anos sesenta, la mejora de los modelos de
scattering y el incremento notable de la potencia de cédlculo de los ordenadores actuales,
ha propiciado que la simulacion MC se haya convertido en una de las herramientas
mas utilizadas en el estudio del transporte de electrones en las diferentes técnicas de
espectroscopia de electrones y en la microscopia electrénica. La simulacién Monte Carlo
de los espectros de rayos x emitidos en los experimentos de microanalisis es una de
las aplicaciones practicas de la base de datos numérica de secciones eficaces que hemos
generado.

24
Haz de 0, P2 2
electrones

0 :

| Detector
|
|
Y rayo X }
\0‘ |
|

—— | y
Muestra. = “”’«iw >

X

Figura 5.7: Geometria del montaje experimental utilizado en la simulacién de los rendimientos
de rayos x.

La base de datos ha sido implementada en el cédigo MC PENELOPE (Salvat et al.,
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Cuadro 5.4: Pardmetros de la féormula analitica de alta energia, ecs. (6.24) y (5.28), para
las secciones eficaces de ionizacién de las capas K, L y M del oro (Z = 79) por impacto de
electrones y positrones con sobrevoltajes U = E/E, mayores que 16.

Z S b_ by A, g1 92 93 94

9 K —6.761E—1 1.145E+0 | 5.126E-9 3.132E40 6.068E4+0 —1.019E+1 6.048E+0
L1 1.416E-1 1.090E+0 | 2.737TE—8 | —9.608E—2 6.577E+0 —1.273E-2 —8.063E—-1
L2 1.124E—-1 1.089E+0 | 3.829E—8 1.368E+0 6.798E+0 —4.207E4-0 2.946E+-0
L3 2421E-1 8.944E-1 | 8.369E—-8 5.542E—-1 6.998E4+0 —1.755E+0 8.937E—-1
M1 1.085E+0 6.488E—1 | 9.465E—8 1.530E—1 9.062E+0 —5.857E—1 1.810E—-1
M2 6.830E—1 9.401E—1 | 1.499E-7 1.286E—1 7.599E+0 —4.845E—1 1.895E—1
M3 6.452E—1 9.069E—1 | 4.114E-7 6.466E—2 7.156E4+0 —1.511E—-1 2.887E—-2
M4 6.279E—-1 7.473E-1 | 8.121E-7 8.946E—2 6.387TE4+0 —3.160E—1 1.665E—1
M5 6.403E—1 7.032E—1 | 1.263E—6 6.045E—-2 6.368E4+0 —1.200E—1 7.030E—-2

2009), con el que hemos simulado rendimientos de rayos x caracteristicos, para haces
de electrones incidiendo o bien normalmente o bien formando un dngulo de 45° con la
superficie de la muestra, para los elementos C, Al, Si, Ti, Cu, Fe, Zn, Ge, Zr, Sn, Sm,
Ta, W, Au, and Pb (Bote et al., 2008). Né6tese que el rendimiento de rayos x se define
como el nimero promedio de rayos x caracteristicos que se originan en la superficie de
la muestra por unidad de angulo sélido y por electrén incidente (ver la Figura [(5.7)). En
las simulaciones, la energia del haz de electrones va de unos pocos keV (dependiendo
del umbral de ionizacién de cada elemento y capa) hasta unos 40 keV. Como ejemplo, la
Figura 5.8 compara los rendimientos de rayos x correspondientes a la transicién La de
los elementos Sn, Sm, Ta, W, Au, y Pb simulados con PENELOPE utilizando secciones
eficaces DWBA (curva continua) y PWBA (curva a trazos), con las medidas experi-
mentales de Shima et al. (1983). Es claro que los resultados de las simulaciones con
las secciones eficaces DWBA estan en mejor acuerdo con las medidas experimentales
que los de simulaciones con las secciones eficaces PWBA. En consecuencia, es razonable
concluir que con el uso de nuestras secciones eficaces DWBA mejorara la calidad de los
métodos de andlisis cuantitativo en EPMA.
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Figura 5.8: Rendimientos de rayos x de la transicién La de los elementos Sn, Sm, Ta, W, Au,
y Pb, para haces de electrones incidiendo sobre la muestra con un angulo de 45° relativo a su
superficie, como funciones de la energia cinética F del haz. Las curvas continuas y a trazos
representan los resultados de simulaciones Monte Carlo utilizando secciones eficaces de ioni-

zacion DWBA y PWBA, respectivamente. Los simbolos representan medidas experimentales
de Shima et al.(1983).
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Conclusiones

e En este trabajo hemos reformulado de manera detallada la primera aproximacion de
Born relativista con ondas planas, para colisiones ineldsticas de electrones, positrones
y particulas pesadas con atomos o iones, suponiendo que la funcién de onda atémica
puede describirse mediante un modelo de particulas independientes. Hemos deducido
expresiones cerradas de las intensidades de oscilador generalizadas longitudinal (GOS)
y transversal (TGOS). Un aspecto bdsico de nuestra formulacién es que hemos evitado
la aproximacién de pequenas transferencias de momento utilizada por Fano (1963),
que altera significativamente las secciones eficaces integradas para energias cercanas al
umbral de ionizacion. Liberada de esta aproximacion, la PWBA es idéntica a la DWBA
en el limite de potencial distorsionador nulo.

e Hemos elaborado métodos numéricos robustos para el calculo de las GOSs longitudi-
nal y transversal, asi como esquemas de interpolacién y de extrapolacién para obtener
la SEDD a partir de las GOSs tabuladas, que hemos implementado en un conjunto de
programas de célculo. Utilizando el potencial autoconsistente de DHF'S, hemos generado
una base de datos completa de GOSs, TGOSs, OOSs, y perfiles “Born-Compton” para
todas las capas de la configuracién del estado fundamental de atomos neutros de los
elementos desde el hidrogeno hasta el einstenio. Las GOSs calculadas presentan des-
viaciones sistematicas de la regla de suma de Bethe, que son consecuencia de efectos
relativistas. A partir de nuestra base de datos de GOSs, hemos calculado secciones efi-
caces totales, secciones eficaces de frenado, y secciones eficaces de dispersién de energia
para colisiones inelasticas de electrones, positrones y protones con atomos libres, inte-
grando numéricamente la SEDD.

e Teniendo en cuenta las desviaciones de la regla de suma, hemos deducido férmulas
asintoticas para las secciones eficaces integradas. Ademés hemos obtenido las correc-
ciones de capas directamente, como las diferencias entre estas férmulas y los valores
numéricos de las secciones eficaces. Tanto las desviaciones de la regla de suma como
las correcciones de capas se originan principalmente en las capas internas, que son poco
sensibles al estado de agregacion, por lo que los valores obtenidos son también aproxi-
madamente validos para colisiones con moléculas y con medios densos.
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e Combinando la PWBA y la DWBA, hemos desarrollado un procedimiento robusto para
el calculo de secciones eficaces de ionizacion de capas internas por impacto de electrones
y positrones, para energias arbitrariamente grandes. Para energias por debajo de 16
veces la energia de ionizacion, utilizamos la DWBA para determinar las correcciones de
distorsién e intercambio a la PWBA. Por encima de esta energia, la PWBA escalada
con el factor empirico E/(E + bE,) reproduce fielmente los valores DWBA. Utilizando
este esquema, hemos generado una base de datos de secciones eficaces de ionizacién para
las capas K, L y M de todos los elementos desde Z = 1 hasta Z = 99, por impacto de
electrones y positrones con energias entre 50 eV y un 1 GeV. Esta base de datos es ttil
para el analisis cuantitativo en EPMA y AES, y para la simulacién MC del transporte
acoplado de electrones y fotones. Hemos implementado esta base de datos en el codigo
PENELOPE, y simulado la generacion de rayos x en muestras irradiadas por haces de
electrones. La comparacion con medidas experimentales confirma que al utilizar DWBA
en vez de la PWBA mejora la fiabilidad de las simulaciones. Para facilitar el uso de
nuestras secciones eficaces de ionizacién, hemos parametrizado los valores numéricos
mediante expresiones analiticas simples.



Apéndice A

Cinematica de las colisiones
inelasticas

A continuacién presentamos de manera resumida la cinematica de las colisiones
ineldsticas de particulas cargadas de masa M y velocidad v con un atomo blanco. Por
simplicidad, trabajaremos en el sistema de referencia del laboratorio, donde el atomo
blanco estd en reposo. Justo antes de la colision inelastica, el momento y la energia
cinética del proyectil son p = hk y F, respectivamente; las cantidades correspondientes
después a la colision se denotan por p’ = hk' y £/ = E — W, respectivamente. Recor-
demos que la energia cinética y el momento de una particula libre que se mueve con
velocidad v son, respectivamente,

E=(-1)M¢ y p=pyMcv, (A1)
donde
v v -1 E(E + 2Mc?)
= — = = A.2
& c \/ 2 \/(E+M02)2 (4.2)

es la velocidad en unidades de ¢ y

[ 1 E+ Mc?
7= 1-682 M (4.3)

es la energia total en unidades de la energia en reposo de la particula. Notese que E' y
p estan relacionados mediante la expresion

(ep)* = (E+ Mc*)? — M?c* = E(E +2Mc?). (A.4)

Evidentemente, para particulas diferentes al electron, la maxima pérdida de energia
en una colisién es W., = E. En el caso de ionizaciones por impacto de electrones,
debido a la indistinguibilidad entre el proyectil y el electrén emitido, la maxima pérdida
de energia es Wy.x ~ E/2. La transferencia de momento en la colisién es p — p’ = hq;
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q = k—K’ es el momento transferido en unidades de h. Tradicionalmente, se acostumbra
a introducir la energia de retroceso () definida como

Q(Q + 2mec?) = (chg)® = ¢ (p* + p* — 2pp’ cosb) (A.5)

donde m, es la masa del electron y 6§ = arccos(p-p’) es el angulo de scattering (ver la
Fig[A1l]). De manera equivalente, podemos escribir

Q = V/(chq)? + m2c* — m.c. (A.6)

Notese que, cuando la colision se produce con un electrén libre y en reposo, la pérdida
de energia se transforma completamente en energia cinética del electréon que retrocede,
es decir, () = W. Para colisiones con electrones ligados, la relacion () >~ W es atn vélida
para colisiones ionizantes préximas (esto es, cuando la transferencia de energia W es
mucho mayor que la energia de ionizacion del electréon blanco, por lo que, los efectos de
ligadura son despreciables).

T\Z ér_
\

Figura A.1: Momento transferido y angulos de scattering en las colisiones ineldsticas.

La ec. (A.9) relaciona la pérdida de energia, el dngulo de scattering y la energia
de retroceso. Las curvas que se muestran en la Figura [A.2] representan la energia de
retroceso en funcién de la pérdida de energia para los dngulos de scattering dados. Es
conveniente notar que para transferencias de energia mucho més pequenas que la energia
del proyectil, las curvas son casi lineas rectas verticales. Esto es, cuando la pérdida de
energia es pequena, la energia de retroceso () es una funcion soélo del angulo de scattering
(@ es independiente de W). Este comportamiento cambia cuando la pérdida de energia
crece, porque cada curva con 6 < 60° se aproxima suavemente a la curva § = 0. Todas las
curvas convergen en unico punto cuando la pérdida de energia alcanza su valor maximo
permitido W = E.

De la definicién de la transferencia de momento q (ver la Figura [AT]), podemos
obtener las expresiones que relacionan el angulo de scattering 8 y la energia de retroceso
0, (es decir, el angulo entre p y ) con la pérdida de energia W y con la energia de
retroceso (. Elevando al cuadrado la identidad p — p’ = q, tenemos

(cp)® + (cp')? = 2(cp)(cp’) cos § = (chq)?,
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y, entonces, se sigue que
(cp)? + (cp')? — (chq)®
2(cp)(cp’)
E(E +2Mc*) + (E—W)(E —W +2Mc?*) — (cq)?
2VE(E+2Mc2) (E—-W)(E—-W +2Mce?)

cosf =
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Figura A.2: Cinematica de las colisiones inelasticas para electrones y protones con las energias

cinéticas indicadas. Las curvas representan el valor de la energia de retroceso @) (abscisa) que

se corresponde con la pérdida de energia W (ordenada) para un dngulo de scattering dado.

Las curvas que se muestran se corresponden con angulos de scattering de 0, 1, 2, 5, 10, 30, 60,
y 180 grados.
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De manera similar, del cuadrado de la identidad p — hq = p’, obtenemos
(ep)? — (cp')® + (chg)®
2(cp)(cq)
E(E +2Mc*) — (E—=W)(E =W +2Mc?*) + (cq)?
2\/E(E +2M¢c?) (chq)

- %74 (Chq)2 — W2
~ Bchq) (1 - 2W(E + Mc2)) ' (A.8)

Para proyectiles pesados (M > m,) y muy energéticos, y colisiones tales que QQ < E'y
W< E,

cosf, =

W
cos Oy >~ ——— . (A.9)
" Blchg)
El rango cinematicamente permitido de energias de retroceso es - < @ < Q4
donde los extremos vienen dados por la ec. (A.5) con cosf = +1 y —1, respectivamente.
Esto es,

Qs = V(epEep')? + m2ct — mec?

B \/[\/EUE +2ME)+\/(E—W)(E—-W + 2M02)] g m2c¢t — me? . (A.10)

Nétese que, para W < E, Q4 es mayor que W. Cuando W < E, la expresién (A-10)
no es adecuada para evaluar (J_ porque implica la substraccién de dos cantidades muy
similares. En este caso, resulta mas conveniente utilizar la relacién aproximada

dp 1 d?p w2 1 d3p W3)

Cp_cP,gc(EW_ﬁdW 6 dE®

144 1 1474 1 1A\
-5 [H A ) A

y calcular ¢)_ como

o\ 2 2 3
Q_ = mec? \/(Cpm Czp) +1—1| ~m.? (aj—%+%>, (A.12)

con

1 (cp—cp\? w2 14 1 W n 1 W\
T == ~ —t— | =

2 | mec? 232 m2ct 29(y+1) E  2(y+1)2 \ FE
Por lo tanto, para W < F,

Q_(Q_ +2mec?) = (ep — cp/)> ~ W?/3*, (A.14)

(A.13)
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Figura A.3: Dominios de las transiciones cineméticamente permitidas en el plano (Q, W)
para electrones/positrones (izquierda) y protones (derecha). Las curvas representan la méxima
pérdida de energia permitida Wy, (@), dada por la ec. (AI6]), para proyectiles con las energias
cinéticas indicadas (en eV). Cuando E crece, Wi, (Q) se aproxima a la linea de fotones en vacio,
Wo(Q) = [Q(Q + 2mcc?)]Y/2, que es una cota superior absoluta para las pérdidas de energia
permitidas.

De (A.I0), resulta claro que las curvas Q = Q_(W) y Q = Q4+ (W) se cruzan en

W = E. Por lo que, estas dos curvas definen una funcién continua W = Wy, (Q) en el
intervalo 0 < @ < @4 (0). Resolviendo las ecs. @) = Q+(W,,) obtenemos

Wa(Q)=E + Mc* — \/[\/E(E +2Mc?) — /Q(Q + 2m.c?) i + M2c*,  (A.16)
que, cuando W < E, se reduce a
Win(Q) ~ 8v/Q(Q + 2m.c?) . (A.17)

Ahora, se sigue que para valores de F'y @ [< Q4(0)] dados, los tinicos valores cineméti-
camente permitidos de la pérdida de energia son aquellos que pertenecen al intervalo
0<W < Wn(Q) (ver la Figura[A.3]).

En el régimen no-relativista, la energia de retroceso es

Q = (hq)?/2m,, (A.18)
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y los limites del intervalo (Q™, Q%) de energias de retroceso son
M 2
w2 [\/E +VE— W} . (A.19)
m,

La maxima pérdida de energia para un valor dado de @ [< Q+(0)] es

W (Q) = \/% <2\/E - \/%) : (A.20)

Noétese que WE'(Q) crece sin limite cuando la energia E del proyectil crece. Este hecho
se contrapone al caso relativista, donde la ec. (AI7) muestra que [Q(Q + 2m.c?)]'/? es
una cota superior para Wy, (Q).

Para una pérdida de energia W dada, la cantidad

cQ_(Q_ + 2mec?), (A.21)

es el valor minimo de la transferencia de momento en una colision ineldstica, lo que
sucede cuando 6 = 0. hg_ es siempre mayor que W/c. Cuando la energia del proyectil
crece, § — 1 y hqg_ decrecen tendiendo al valor W/e, pero sin llegar a alcanzarlo.
Es oportuno recordar que un fotén con energia W en vacio tiene un momento lineal
hq = W/c y, consecuentemente, aquellas interacciones que consisten en la emision de
fotones estan ubicadas sobre la linea

Wo(Q) = chg = /Q(Q + 2m.c?) (A.22)

del plano (Q,W), conocida como linea de fotones en vacio. Esta linea descansa fuera de
la region cinematicamente permitida, es decir, la energia de “retroceso” de un foton es
siempre menor que @_ (ver las Figuras[A.2] y [A.3]). Por lo tanto, cuando el blanco es un
dtomo aislado, la emisién de fotones por el proyectil no es posibldl. Cuando la energia E
del proyectil crece, () decrece y tiende a la linea de fotones cuando 3 tiende a la unidad.
Por lo tanto, la conservacion del momento y de la energia practicamente no impiden la
emisién de fotones por proyectiles ultra-relativistas en medios de baja-densidad. De
manera general, como la interacciéon implica el intercambio de fotones virtuales, la SED
crece a medida que el fotén se hace mas real, esto es, cuando nos acercamos a la linea de
fotones. Para un gas poco denso, esto causa un crecimiento gradual de la seccion eficaz
con la energia del proyectil § — 1.

hq_

'En materia condensada, los proyectiles ultra-relativistas pueden emitir fotones reales (radiacién
Cerenkov) bajo ciertas condiciones muy restrictivas.



142 Apéndice A. Cinematica de las colisiones ineldsticas




Apéndice B
Funciones de onda de Dirac

En este Apéndice, resumiremos de manera breve algunos aspectos concretos de la
ecuacién de Dirac, y fijaremos la notacion que se emplea en las secciones de teoria.
El hamiltoniano de Dirac para un electrén en un potencial central V(r) es (ver, por
ejemplo, Rose, 1961)

Hp = cée-p + fmec® + V(r), (B.1)

donde p = —iAV es el operador momento, y & y [ son las matrices de Dirac. La
representacion estandar de estas matrices es

- 0 o ~ I, 0
a:(a()), 5:(0_[2), B2)

donde por o se indican las familiares matrices 2 x 2 de spin de Pauli, y I es la matriz
unidad 2 x 2.

La ecuacién de ondas de Dirac independiente del tiempo toma la forma
c@-p + fmec® + V(r)| ¢(r) = Wi(r) (B.3)

donde W es el valor propio de la energia (total).

B.1. Ondas planas

En el caso de electrones libres (V' = 0), el hamiltoniano (B.Il) conmuta con el opera-
dor de momento, y, por lo tanto, existe un conjunto completo de autofunciones ¢y, (r)
comun a ‘Hp y p. Estas funciones son las ondas planas

eik-r

Prpur (1) = WUI(HT ; (B.4)
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donde el indice 7 (= £1) denota el signo de la energfa, ;= +1/2 y donde Uy, son los
siguientes spinores dobles,

L I
(chk)? 1/2
Uk,u,—&-l = |1 W cho-k X (B5a)
] ) W] + m.c?
| (chk)? 17 _—‘ Crw-.k
Ukp—1 = |14+ 7—— W|+mee? | x,, (B.5Db)
H 1 I (|W’ —‘I—meCQ)Q_ [2 I

X+1/2 = (é) ) X-1/2 = (?) ) (B.6)

son las spinores unitarios de Pauli. Se puede verificar facilmente que, dado k,

Uk o Uur = O 0re Y Y U UL = 1. (B.7)

T

B.2. Ondas esféricas y ondas planas distorsionadas

Consideremos ahora un electrén en un potencial central V (r). El operador de mo-
mento angular para una particula de Dirac es J = L + S, donde L = —irxV es el
momento angular orbital y S es el momento angular de spin (todos los momentos an-
gulares estdn en unidades de h). Como Hp conmuta con J?, J, y con el operador de
paridad (P = 5 X la inversion espacial), existe una base completa de funciones propias
comun a estos cuatro operadores. Estas funciones son las ondas esféricas, y tienen la
forma (Rose, 1961; Grant, 1965)

1 P(r)sn Qn,m(f‘)
ekm\Y) = — . B.8
Yewm(r) = (iQ(r)m Q_K,m(f)> (B.8)

donde €, ,, (') son spinores esféricos, y P..(r) y Qex(r) son la componente mayor y menor
de las funciones radiales, las cuales satisfacen el par acoplado de ecuaciones diferenciales

deH = - E Pen + v —;LQmecz QEH )
dQT T . c (B.9)
€x € — K
= - PEK — Wek -
dr ch * r @

donde € = W — m.c? es la energfa del electrén, descontando su energia en reposo. Los
spinores esféricos son funciones propias del momento angular total de la teoria de Pauli,
y vienen dados por

Q@) = Q0 (®) = S (0 5m = o pljom) Yem v, (B.10)

pu==+1/2
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Estos son funciones propias de manera simultdnea de L? SZ, J?y J, con valores propios
0(L+1),3/4, j(j+1) y m, respectivamente. Aqui, Sp = %a’ denota el operador bidimen-
sional de spin de Pauli. Las cantidades (j; jomimalj, m) son coeficientes Clebsch-Gordan,
¥ X, son los spinores de Pauli, es decir, estados propios de S3 y Sps con valores propios
3/4y p= i%, respectivamente. Explicitamente,

|j7 m> }/Z,m—l/Q (f'>
|j7 m> Yz,m+1/2(f">

1 + Ej:m—{— %Yhmfl/g(f‘)
S B . (B.11)

V2041 \/Exm—l—%Yz,mHﬂ(f')

Para simplificar la notacién, se acostumbra a introducir el nimero cuantico relativista
de momento angular

k=0U—-7)(2j+1), (B.12)

que especifica tanto el momento angular total j como la paridad [(—1)] de la onda
esférica de Dirac,

' . _ K K si k>0
I —k—1 sik<0

También, es conveniente considerar el ntimero cuantico

—K sik <0 K

I
Il
|
|

- (B.14)
k—1 sin>0 I

que es el valor de ¢ correspondiente a —r. Nétese que la onda esférica g, (r) no es
una autofuncién de L?; el indice ¢ usado en la notacién espectroscépica es el autovalor
de la componente superior del espinor, e indica la paridad del estado propio.

Los potenciales DHFS empleados en los calculos actuales resultan de la combinacion
de un potencial de corto alcance y del potencial de Coulomb,

Zo?
V(r) =V, + f, (B.15)

donde la componente de corto alcance de Vi (r) se anula para r mayores que Tpagter,
que es el punto donde comienza la cola de Latter [ver la ec. (ZI7)], y Zo = —1 para
atomos neutros. Las funciones de onda radiales para estos potenciales se pueden calcular
numéricamente con una precision elevada utilizando el paquete de subrutinas RADIAL
(Salvat y Fernandez-Varea, 2009). El algoritmo numérico implementado en estas su-
brutinas combina una interpolacién con un spline ctibico del potencial rV (), con una
expansion en serie de potencias de la funciéon de onda radial, de tal forma que los errores
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de redondeo se reducen de manera efectiva. En el caso de orbitales ligados (¢ < 0), cada
nivel discreto de energia se caracteriza por el nimero cuantico principal n y por niimero
cuantico relativista k. Los orbitales ligados calculados con la RADIAL se normalizan a la
unidad y, por lo tanto, los orbitales calculados satisfacen la relacién de ortonormalidad

/wl’m’m’ (r)wnﬂm<r> dr = (Sn’n 6n’m 5m’m . <B16)
La normalizacién de las funciones radiales de las ondas esféricas libres (con € > 0) es

tal, que la componente mayor de la funcién de onda radial oscila de manera asintotica
con amplitud unidad,

P..(r) ~ sin (kr - Eg —nln2kr + 5€,€> : (B.17)
donde
k = (ch)'\/e(e + 2m.c?) (B.18)

es el nimero de onda y n = Z,.e*m,/(h%k) es el pardmetro de Sommerfeld. El defasaje
der se determina numéricamente integrando las ecuaciones radiales de dentro (r = 0)
hacia fuera, hasta un punto mas alla del rango r. del potencial V;;, y empalméandolo en
ese punto con una combinacién de las funciones regular e irregular de Dirac-Coulomb.
El paquete de subrutinas RADIAL implementa algoritmos eficientes para calcular las
funciones de onda de Dirac-Coulomb. En el limite Z,, = 0, las funciones radiales de
Dirac-Coulomb se reducen a funciones de Bessel, y por lo tanto, el algoritmo genérico es
valido también para potenciales de alcance finito. Las ondas esféricas libres normalizadas
a partir de (B.IT) satisfacen la relacién de ortogonalidad

€

/ Wl () e (1) dr = o7 5(€' — €) i O - (B.19)

En teoria de colisiones, los estados de las particulas libres en los canales inicial y
final se describen mediante el uso de ondas planas distorsionadas (OPDs), es decir,
con soluciones de la ecuacién de Dirac con el potencial V(r), que asintéticamente se
comportan como ondas planas sumadas a una onda esférica saliente (+) o entrante (—).
Una OPD se caracteriza por el vector de ondas k y el spin p; esta funciéon se puede
expandir utilizando una base de ondas esféricas como (ver, por ejemplo, Rose, 1961)

1 € + 2meyc?

) = o et m) i exp (&i6,.) {[Qm(f()rxu}wmm(r), (B.20)

donde

€ = \/(chk)? + (mec?)? — mec? (B.21)

es la energia cinética de la particula. La expansion (B.20) se conoce como serie de ondas
parciales. De manera sencilla, se puede verificar que, con la normalizacién que hemos
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adoptado para las ondas esféricas libres, las OPDs satisfacen la relacion de ortogonalidad

[ ] el ar = 5 =106, (B.22)

En el limite donde la intensidad del potencial tiende a cero (V' = 0), el defasaje se hace
cero y la funcién de onda radial de los estados libres (£ > 0) se reduce a una funcién
esférica de Bessel regular

PE(IS) (T) = ]{?T’jn(k}’l“), QE?(T’) =4/ m k?"j,.;_l(kr> sik > O,
Pe(,g) (7”) = ]{?Tj_,.;_l(lm”), QE?(T) = 4 ,6—}-2—6111902 krj_,{(kr) sik <0.

De forma mas compacta, para cualquier x, tenemos

. K € .
PO(r) = krjo(kr), QW(r)= m\/ rom kr jg(kr), (B.24)

donde, como ha hemos dicho, £ es el valor de ¢ correspondiente a —k, ec. (B.14). Nétese
que, en el limite V' = 0, la OPD se reduce a una onda plana de energia positiva,

Ui (1) = Giepn (1)

(B.23)
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