Capitulo 2

Difraccion de Fresnel e informacion

compleja

La Holografia permite el almacenamiento y representacién de informacién comple-
ja mediante diversas técnicas, y entre las mas empleadas, se halla la que utiliza la
interferencia de luz coherente para obtener el holograma que contiene la informa-
cién a representar. La representacion de objetos mediante la holografia pasa por la
captacién y posterior reconstruccion de frentes de onda complejos. Estos frentes de
onda normalmente se obtienen de la difraccién de luz coherente procedente del ob-
jeto. Asi en el calculo de hologramas se debe considerar la teoria de la difracciéon. En
este capitulo por tanto, introducimos la teoria escalar de la difraccién, la holografia y
la aproximacién de Fresnel, mencionaremos el método de calculo empleado en este
trabajo y finalmente presentaremos el comportamiento de la informacién compleja

en la aproximacion de Fresnel usada en la reconstruccién de frentes de onda.

2.1. Teoria escalar de la difraccion

La teoria escalar de la difraccién permite tratar el comportamiento de la propagacion
de la luz de una forma simplificada, ya que no tiene en cuenta el caracter vectorial
de las ondas electromagnéticas. Esta simplificaciéon da resultados precisos si se cum-
plen dos condiciones bésicas: a) la abertura de difraccién debe ser grande comparada
con la longitud de onda y b) la distancia de observacién del campo difractado debe
ser suficientemente grande en comparacion con las dimensiones de la abertura, en
estas condiciones la polarizacién del campo electromagnético no varia, lo que permi-
te prescindir del formalismo vectorial. Teniendo esto en cuenta vemos que la teoria

escalar de la difraccion es adecuada para plantear la reconstrucciéon de objetos me-
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diante la propagacion de la luz, objeto de estudio en el presente trabajo.

Consideremos una onda escalar perfectamente monocromética U(7,t) = U(r)e "".

En el vacio cumple la ecuaciéon de ondas:

. 1 Q*U(7,t)
Y la parte espacial U(7) cumple, por tanto, la ecuaciéon de Helmholtz:
AU(7) = —K*U(7) (2.2)

Donde 7 representa el vector posicion y k el nimero de onda, w = 27y, i k = 2mn? =
27 /. El calculo de U(7) en cualquier punto del espacio se puede realizar utilizando el
teorema de Green: sean U(P) y G(P) dos funciones de valores complejos cualesquie-
ra, continuas y con la primera y segunda derivadas continuas dentro de un recinto

cerrado V/, entonces se cumple:

/ (GAU — UAG]dv = / [Ga—U ~ 99 4s (2.3)
v S (9n 071

Donde 2 es la derivada de G o U respecto la direccién normal a la superficie S. La
elecciéon de una funcién G y de una superficie S adecuadas permiten la aplicacion

directa de este teorema para resolver el problema de la difraccién.

2.1.1. Teorema integral de Helmholtz-Kirchoff. Formulacién de Rayleigh-

Sommerfeld

Consideremos un punto P € V donde realizaremos la observacién del campo y cen-

traremos el origen de coordenadas. Definimos una posible funcién de Green como:

(2.4)

Para evitar la discontinuidad en r = 0 definimos una superficie esférica S. alrede-
dor del punto con radio e infinitesimal. Por tanto la nueva superficie de integracién
serd S’ = S + S, y el nuevo volumen V' = V' — V.. La funcién G es una onda esférica
de amplitud unidad y por tanto cumple la ecuacién de Helmholtz (ver ecuacién 2.2).

Asfi al aplicar el teorema de Green en el nuevo recinto de integracién V' obtenemos:
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/ GAU — UAG]dv — — / 2GU — KUG)dv = 0 2.5)
por tanto,
oU 0G
/S | [Ga—n . U%] ds = 0 (2.6)

y teniendo en cuenta que S = S"+ S,

- /5 [G‘Z—Z _ U%} ds = /S [Gg—g - U%] ds (2.7)

Para evaluar la integral sobre la superficie S, se calcula el limite cuando el radio €

tiende a O:

, ou oG
i | 6%~ Ul 28)
Si tenemos en cuenta que la superficie S. es esférica podemos evaluar la derivada res-
pecto la normal de la funcién G, ya que 2 = —2 y sobre la superficie G = exp(ike) /¢,
con lo que,

- —ik

€

oG [1 ] ehe 2.9)

€
Substituyendo dentro de la integral y teniendo en cuenta que ds = €2dS2, donde df2 es

el diferencial de angulo sélido,

U [1 - zk] ek] e2dQ (2.10)

€ €

“on " Yan

ds = lim

e—0

lim

e—0

ou oG U e'ke
Al Jas =ty | (5w

on e
De los tres sumandos dentro de la integral solo uno no es igual a cero, ya que las

funciones y sus derivadas estdn acotadas. Si se considera ademads la continuidad de
U,

ike
im— [ UL°

e—0 Se € €

e2dQ) = —U(P) / dQ = —4rU(P) (2.11)
Se

Finalmente si aplicamos este resultado a la ecuacién 2.7 obtenemos lo que se conoce

como el teorema integral de Helmholtz-Kirchoff:
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1 U oG
_ - —U=\d 2.12
UlP) =1 S[Gan Uanlds @12)

Si se aplica este teorema al problema de la difraccién de una onda escalar a través de
una abertura contenida en una superficie plana, al utilizar la funcién de Green de la
ecuacion 2.4 se obtiene la férmula de Fresnel-Kirchoff, que da resultados experimen-
tales suficientemente precisos pero tiene ciertas inconsistencias formales en el desa-
rrollo matemdtico, derivadas de la imposicién de ciertas condiciones de contorno.
Estas dificultades se solventan utilizando el formalismo de Rayleigh-Somerfeld que
utiliza una nueva funcién de Green, con la que no es necesario imponer condicio-
nes de contorno ni requiere la utilizacion de una iluminacién con ondas esféricas. La

nueva funcién de Green tiene la siguiente forma:

_exp(ikr)  exp(ikR)
B r R

G(P) (2.13)

La geometria del problema se describe en la figura 2.1, P es el punto donde se realiza
la observacion, P’ es un punto simétrico a P respecto al plano ¥. R y r son las dis-
tancias de los puntos P’ y P a un punto cualquiera de la abertura 3. Para los puntos

pertenecientes al plano ¥ se cumple que G(P%;) = 0y ademads cos(1i, ) = — cos(1, R).

Figura 2.1: Geometria para la férmula de Rayleigh-Sommerfeld

Si aplicamos el teorema de Helmholtz-Kirchoff con la nueva funcién de Green obten-
dremos la férmula de difraccién, para ello antes hay que considerar la derivada de G

respecto la normal en los puntos de la superficie >



Difraccién de Fresnel e informacién compleja 13

oG o .. 1 exp(ikr) o= 1 exp(ikR)
5 = cos(1, ) (ik r) . cos(ri, R)(ik R) R =

1 k k
= 2cos(n,7)(ik — ;)w ~ QCos(ﬁ,F)z'k:GXI);—ZT)

(2.14)

Esta expresion se puede sustituir en la integral de Helmholtz-Kirchoff considerando

ademds que G(Ps) =0,

UP) = o [ 6 G (R~ U 5 (P ds = o [ 0P 3 (Pojas =
= L o) SRR s s (2.15)
I\ s

Este resultado se conoce como la férmula de la difraccién de Rayleigh-Sommerfeld.
En el caso de iluminacién con ondas esféricas este resultado es igual al de la formu-
la de Fresnel-Kirchoff, una explicaciéon mds detallada se puede hallar en [Goo96] y
[CJVBO1]. Cuando los angulos son pequerios, es decir, las distancias axiales son mu-
cho mayores que las distancias laterales, el factor de oblicuidad se puede aproximar

a la unidad, cos(7,7) ~ 1, y la férmula queda como:

U(P) = % /E U(PE)Mds (2.16)

2.2. Aproximacion de Fresnel

El siguiente paso para aproximar el cdlculo de la difraccién se realiza considerando
el caso de coordenadas rectangulares, fijando unos ejes de coordenadas en (zy, yo) en
la pantalla que contiene la abertura y considerando el eje z como el eje normal al del
plano que contiene la abertura, con origen en dicho plano, como se muestra en la fi-
gura 2.2. El punto P de observacién tendréd coordenadas (z, y, z). Si se consideran dis-
tancias de observaciéon mayores que las distancias transversales asociadas el término
del factor de oblicuidad se puede aproximar como cos(7,7) ~ 1, asi la férmula de

Rayleigh-Sommerfeld (ver ecuacién 2.15) en coordenadas cartesianas queda como,

1 exp (ik/((z — z0)? + (y — y0)? + 22))
U(P)~ — U Zo, 0,0 dﬂfod 0 2.17
(B 5 Voo N e R

La distancia entre el un punto de la abertura (z¢,0,0) y el punto de observacién
P(z,y,z)es
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Figura 2.2: Geometria de la difraccién de Fresnel
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La aproximacion de Fresnel se realiza entonces si se verifica que (z — z)? + (y —
Yo)? < 2%, entonces se puede aproximar r por z. En el caso de la exponencial este
cambio no se puede realizar directamente ya que el periodo de las oscilaciones es
muy rapido (debido al factor 27/)) y la sustituciéon directa puede producir errores
importantes en la estimacion del angulo. Lo que se hace es aproximar la raiz median-

te una serie de Taylor hasta primer grado,

(x—w0)? | (y—190)? ~ (z — xo)g (y — ’yo)2
r= Z\/(l t ot )~ z|1+ 52 T 9. (2.19)

Esta aproximacién equivale a aproximar una esfera por una superficie parabdlica. De

esta forma obtenemos la férmula de difraccion de Fresnel,

U(z,y,2) = M/ U(zo,%0,0) exp(&((ﬂj —20)* + (Y = ¥o)*) )dwodyo  (2.20)

1Az S 2z
Los limites de integracién se extienden al campo de la abertura 3. Estos limites se
pueden extender de —oo a +00 considerando que el campo eléctrico fuera de la aber-
tura es cero y haciendo ¢(z,y) = U(z,y,0)G(z,y), con G(z,y) la funcién que describe
la geometria de la abertura. La integral de la difraccién de Fresnel puede ser inter-
pretada como el producto de convolucién entre el campo en el plano z =0, ¥(z,y), y

la respuesta impulsional h(z,y, 2):
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U(l’,y, Z) = w(%y) * h(fﬂ,y, Z) = / ¢(1’0,yo)h($ — 20, Y — Yo, Z)dxodyo, (221)

donde,

exp(tkz) ik

h(z,y,z) = o X p(2z($ +v%) (2.22)

Esta funcién h(z,y,z) que forma el ntcleo de la convolucién corresponde a la ex-
presiéon de una onda esférica con origen en z = 0 que ha viajado una distancia z,
multiplicada por el factor 1/i\. Por tanto en la aproximacién de Fresnel, el campo
eléctrico escalar a una distancia z se obtiene mediante la convolucién del campo en

z = 0 con una onda esférica que ha viajado la distancia z.

Otra interpretacion se puede obtener si se desarrollan los binomios ((z — z0)* + (y —

Y,)?) de la integral de difraccion (ecuacion 2.20),

exp (1kz) ik
Ulw,y,2) = —~_— / W0, yo) exp (5 (& = 20)” + (y = yo)*))dodyo =
_ —GXP(Z ?) exp (Z—(m2 + y2))/ (20, yo) el 2 T8 o= % @rotywo) gy o —
Az 2z
l{j k .z y

Asi la difraccién de Fresnel se puede obtener a partir de una Transformada de Fourier
escalada Az de ¢(zo,yo) exp (£ (23 + y3)) y una multiplicacién por unos factores de

fase constantes en el plano z:

exp(ikz) ik ik
Ulz,y,2) = ——exp (5@2 +y°))TE:[¢ (w0, o) exp (Z(Ig +y)l  (224)
Si se consideran distancias de observacién z grandes, que cumplan z > m,

entonces la exponencial dentro de la integral anterior se puede aproximar a 1, obte-

niendo asi la aproximacién de Fraunhofer para la difraccion:

exp(zkz)

irz (@2 4 ) TE [0l 10) (2.25)

exp(Z

En este caso la difraccién es directamente proporcional a una transformada de Fou-

rier del campo eléctrico en la abertura, escalada Az. Los términos exponenciales que
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aparecen fuera de la integral no se pueden aproximar ya que las dimensiones del
plano de observacién no tienen por que ser pequefas respecto a z, de todas formas,
si se considera solo la intensidad del campo eléctrico estos términos quedan anulados

al realizar el cuadrado del campo, I(z,y, z) o< |TF,.[¢)(x0, y0)] |-

2.3. Holografia

La holografia, introducida por Dennis Gabor en 1948 [Gab48], consiste fundamental-
mente en la captacién y reconstruccién, tanto del médulo como de la fase, de frentes
de onda procedentes de un objeto iluminado con luz coherente. Se trata, por tanto,
de un problema con dos pasos, uno la captacién de informacién compleja y por otro

lado la representacion de esta informacion.

Para la captacion de informacién compleja hay que emplear alguna técnica que trans-
forme ésta en valores reales y positivos, dado que la mayoria de medios de registro
solo responden a la intensidad de la luz. Los métodos usuales para realizar esta trans-
formacién utilizan técnicas interferométricas. Asi para conservar la informacién de la
fase se utiliza una onda de referencia que se hace interferir con la que procede del ob-

jeto, y la intensidad que se capta corresponde a la suma de los dos frentes.

Si consideramos que a(z,y) =| a(z,y) | exp[—i¢(z,y)] es el frente de onda del objeto
a reconstruir y A(z,y) =| A(z,y) | exp[—itp(x,y)] la onda de referencia que se le suma

tenemos que la amplitud resultante al realizar la interferencia ser4,

Uz,y) =a(z,y) + A(z,y) (2.26)

y por tanto la intensidad que se registra es:

I(z,y) = Uxz,y) =] Alz,y) >+ | a(z,y) P +A*(z,y)a(z,y) + A(z,y)a* (z,y) =
= | A(z,y) >+ | alz,y) P +2 | A(z,y) || a(z,y) | cos[v(z,y) — ¢(z,y)] (2.27)

Los dos primeros términos de la intensidad solo proporcionan informacién sobre la
amplitud de las dos funciones, pero el tercero ademads presenta informacién sobre la
diferencia de las dos fases. Escogiendo apropiadamente la onda de referencia se pue-

de recuperar la informacién de la fase del objeto al reconstruir el holograma. Para ello
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consideramos que la intensidad se puede registrar de forma lineal, ya sea por trans-
misién o reflexién. Asi tenemos que la funcién que se utiliza para obtener la recons-
truccion serd T'(z,y) = To + #'I(x,u). En el caso de considerar un registro fotografico,
Ty corresponde a la respuesta de la emulsién sin exposicion y 3" a la pendiente de
la recta en la zona en que la respuesta de la transmitancia a la exposicién es lineal.
Si la iluminamos con una onda de reconstruccion coherente B(z,y) tenemos que la

luz transmitida (en el caso de una transparencia) es,

B(z,y)T(z,y) = Bz, y)[To+ 5'(| A(z,y) |* + | a(z,y) |*)] +
+0'B(w,y) A" (2, y)a(x,y) + ' B(z,y) Az, y)a" (2, y) (2.28)

En el segundo término aparece a(z,y), de forma que se puede obtener la reconstruc-
cién del frente de onda del objeto original dependiendo de la eleccién de las ondas
de referencia y reconstruccion; si estas se escogen de forma que sean iguales y uni-
formes, A(z,y) = B(z,y), este término sera (' A%a(z,y), y se obtiene un frente de onda
que reconstruye el objeto. Aparece ademds un término proporcional al conjugado
del frente de onda a*(x,y), que da lugar a una reconstruccién virtual del objeto. Y
queda un primer término que presenta las interferencias de las amplitudes, y que in-
troducira ruido en las reconstrucciones. Para evitar este factor se deben separar las
distintas componentes, uno de los métodos mdas empleados es el que introdujeron
Leith y Upatnieks [LU62][LU64], consistente en usar una fase lineal en la onda de
referencia de forma que en la reconstruccién el termino a(z,y) sale desplazado res-
pecto al eje de iluminacién (ver figura 2.3), de esta forma se obtiene el objeto libre del
ruido del término central. Asi si la onda de referencia es A(x,y) = Aexp(—ikysinf) la

intensidad que obtenemos de la interferencia ser4,

I(z,y) = A* 4+ a*(z,y) + A*a(z,y) exp(iky sin @) + Aa*(x,y) exp(—ikysind) (2.29)

Si pasamos esta intensidad a una transparencia de forma lineal y la iluminamos con

una onda plana uniforme, B(x,y) = B, tendremos la siguiente distribucién:

Bz, y)T(x,y) = Blto + §'(A* + a*(x,y))] +
+03'BA*a(z,y) exp(ikysinf) + ' BAa*(x,y) exp(—ikysinf) (2.30)
El primer término con las interferencias de las amplitudes sale centrado en la direc-

cién con la que se ilumina el holograma, el segundo término presenta la reconstruc-

cién de a(z,y) multiplicada por la fase lineal conjugada de la onda de referencia que
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Figura 2.3: Grabacién de un holograma de Leith-Upatnieks
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Figura 2.4: Reconstruccion de un holograma de Leith-Upatnieks

desplaza al objeto por encima del eje de propagacién z, y el tltimo término presenta
el frente de onda del objeto conjugado, a*(x,y), multiplicado por la fase lineal de la
onda de referencia, lo que desplaza este término por debajo del eje z, lo que da lugar

a la reconstruccién virtual del objeto detréds del holograma (ver figura 2.4).

Existen diferentes tipos de hologramas dependiendo de las técnicas de captacién o
representacion empleadas, una primera clasificaciéon se basa en las condiciones de
difraccién entre el objeto y la placa hologréfica, asi podemos tener hologramas de
Fresnel, de Fraunhofer o de Fourier. Si se tiene en cuenta el soporte en el que se
encuentra el holograma podemos tener hologramas de transmisién o de reflexién.
Por altimo la combinacién de diversas técnicas holograficas ha dado lugar a multitud
de distintos tipos de hologramas con diversas finalidades visuales como por ejemplo

estereogramas, multiplexados, de color, de falso color, etc. [Sax94]
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2.4. Hologramas de Fresnel digitales

La aparicién de los ordenadores ha permitido el desarrollo de la holografia digital,
tanto en la generacién de hologramas por ordenador (CGH, computer generated ho-
lograms) como en la captacién de hologramas por medios digitales. La idea de los
hologramas generados por ordenador consiste en codificar la informacién compleja
de un frente de onda, mediante algoritmos de célculo, en una funcién que se pueda
representar en un soporte que solo admite valores positivos. Los primeros hologra-
mas generados por ordenador fueron creados por Brown y Lohman en 1966 [BL66].
Desde entonces el desarrollo de los ordenadores y otros dispositivos digitales ha ido
asociado al desarrollo de nuevos métodos que permiten generar los hologramas di-
gitalmente [Lee70] [Bur70] [Tri87] [Les92] [Luc93] [HST97] [JPOPBV97] [MSL*97]
[PSWB97] [MTO00] [YDO02]. Todos estos métodos pasan por calcular la propagacion

del objeto y por codificar la funcién compleja de forma que se pueda representar.

En este trabajo utilizamos la férmula de propagacion de Fresnel (ver ecuacién 2.20)
para calcular los hologramas que més tarde seran utilizados para reconstruir la in-
formacion deseada. Sea f(z,y) la funcién que se quiere reconstruir a una distancia
d, es decir, al iluminar el holograma calculado, mediante la propagacién de la luz
queremos que el frente de onda en d sea f(x,y). Por tanto para obtener la informa-
cién compleja que tiene que representar el holograma lo que hacemos es calcular la
difracciéon de Fresnel de f(x,y) desde z = d hasta z = 0, es decir, retropropagarlo una

distancia —d:

U(z,y,0) = TFres|[f(x,y),—d] =

- W /OO f(zo,y0) exp (—Q_iik((x —20)” + (y — 40)?))dzodyo (2.31)

La informacién que incluira a codificar en el holograma sera U (xz,y, —d), al propagar-

la de nuevo con la transformada de Fresnel a una distancia d se recupera el objeto

f(z,y),

U(z,y,d) = TFres[U(x,y,0),d] = TFres[TFres|f(z,y),—d)],d] x f(z,y) (2.32)

De esta forma se puede simular mediante la transformada de Fresnel la reconstruc-

cién del holograma que se ha calculado.
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2.5. Calculo de la transformada de Fresnel

Por tanto, es necesario implementar un algoritmo que permita realizar el cdlculo de
la difraccion de Fresnel para obtener la informacién compleja que representard el
holograma. Para ello se puede utilizar una de las dos aproximaciones presentadas en
la seccién 2.2. Una opcién consiste en utilizar la expresion que da la propagacion de

Fresnel expresada como una transformada de Fourier escalada:

Uy d) = SR o (R a2 ) TB () o (B3 0] 239)
Esta férmula se puede implementar utilizando un algoritmo para el calculo de la
transformada de Fourier, como el de la FFT (Fast Fourier Transform) [CHL88] [PT92],
los problemas de utilizar este método pueden aparecer al considerar la funcién expo-
nencial que multiplica a f(x,y) dentro de la transformada. Esta funcién oscila muy
rdpidamente ya que su frecuencia es inversamente proporcional a la longitud de on-
da A, que es mucho més pequena que la distancia d y que el tamafio del objeto f(x,y),
esto puede crear problemas de sampleo al discretizar esta funcién. Otro factor a te-
ner en cuenta es el cambio de escala que se produce al calcular la reconstruccién del
holograma a diferentes distancias. Estos problemas se pueden evitar si se utiliza la

interpretacion como convolucién de la transformada de Fresnel:

U(z,y,d) = f(z,y) x h(z,y,d) = / f (o, yo)h(x — 20,y — Yo, d)dxodyo (2.34)

Donde h(x,y,d) es la funcién ntcleo de la convolucién,

_exp(ikd) ik, 5
En este caso la frecuencia de las oscilaciones de la exponencial sigue siendo inversa-
mente proporcional a la longitud de onda. Para calcular entonces la integral utiliza-

remos el teorema de la convolucion de la transformada de Fourier,

TF[f(x,y) * h(x,y,d)] = TE[f(x,y)|TE[h(z,y,d)] = F(u,v)H (u,v,d) (2.36)

donde la transformada de Fourier de la funcion h(z,y,d), es la funcién de transferen-

cia H(u,v,d), conocida y que tiene una expresion analitica:

H(u,v,d) = exp(ikd) exp(—im Ad(u* 4+ v?)) (2.37)
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La frecuencia del término exponencial es ahora directamente proporcional a la lon-
gitud de onda, con lo que se solventan los posibles problemas de sampleo en la dis-
cretizacion. Asi, para obtener la propagacion de Fresnel primero debe realizarse la
transformada de Fourier del objeto, que debe tener dimensién 2 al utilizar el algo-
ritmo FFT, luego se multiplica por la funcién H(u,v,d) discretizada y finalmente se
hace una transformada de Fourier inversa del resultado. Al realizar la transformada
del objeto debemos tener en cuenta que también este bien discretizada. Asi, el algo-

ritmo implementado en este trabajo calcula la siguiente expresién:

U(m,n,d) = exp(ikd)FFT[exp(—imAd((mA,)? 4+ (nA)H)FFT[f(m,n)]]  (2.38)

Donde (m,n) son los indices de las funciones discretizadas, A, y A, son los factores
de transformacién entre las unidades discretas y las unidades espaciales, estos valo-
res dependen directamente del tamarfio del objeto f(z,y) que se quiere propagar. Sea
l; x 1, las dimensiones en mm del objeto, N, x N, el nimero de pixeles en los que se

discretiza y A, x A, el tamafio de cada pixel, entonces,

11 11
A’LL = — = A”L) = — =
L NA, Y I, N,A,

(2.39)

Existen otros métodos para calcular la propagaciéon de un objeto. Una posible alterna-
tiva es utilizar la transformada fraccionaria de Fourier para el cdlculo de la difraccion
de Fresnel [OM95] [GMD96] [MB98a] [MGF99] [Hwa03], aunque para ciertos casos
tiene problemas de precisién al determinar la fase; otras opciones para el cdlculo de
Fresnel son la utilizacién de wavelets [Onu93] [MNGY97] o nuevas aproximaciones en
el célculo de la integral de Fresnel [SH91]. Otra alternativa es no utilizar la aproxi-
macién de Fresnel y realizar los cdlculos mediante la difraccién exacta punto a punto
mediante trazado de rayos o la propagacién de planos [MTO00] [AR03] [Les92], técni-
cas que requieren mayor tiempo de calculo. Otros miembros de nuestro laboratorio
también han desarrollado estudios para el calculo exacto de la difraccién [FBBV9S]
[BFB99] [BFB01] [BFB02].

2.6. Informacion compleja en el dominio de Fresnel

A la hora de codificar la funcién compleja que contendré el holograma es interesante
conocer como se comporta la informacién al propagarla mediante la férmula de Fres-

nel, de esta forma podemos saber si existen unas partes mas relevantes que otras,



22 Difraccién de Fresnel e informacién compleja

lo que permitiria realizar una selecciéon de la informacién de la funcién a codificar
a la hora de representar el holograma en soportes que pueden presentar distintas
limitaciones. Es decir, poder solo representar valores positivos o tener limitada la re-
solucion, en particular, en el caso de utilizar pantallas de cristal liquido, en las que
la modulacién compleja de la luz se halla limitada a ciertas configuraciones debido
a las caracteristicas de los dispositivos. Para conocer como se comportan la infor-
macién compleja al propagarse llevamos a cabo el andlisis siguiente, consistente en
estudiar la reconstruccién de un holograma de Fresnel de una imagen a distintas
distancias, usando las diferentes partes de la funcién compleja: parte real, parte ima-
ginaria, médulo y fase, asi como usando toda la funcién compleja o la intensidad de

la misma.

Para ello partimos de una imagen f(z,y) de 128 x 128 pixeles, que retropropaga-
mos mediante la férmula de Fresnel a una distancia —d, la distribucién compleja
que obtenemos, U(z,y, —d), formard el holograma, que al propagarlo a una distan-
cia d reconstruye la imagen original. De esta forma calculamos la reconstruccién de
la imagen usando parte de la informacién, en los casos en que se usa solo la parte
real, Re[U(z,y, —d)], la parte imaginaria, Im[U(z,y, —d)], la amplitud, | U(z,y, —d) |, 0
la fase, exp(i¢(x,y, —d)) y un tltimo caso considerando la intensidad, | U(z,y, —d) |*.
Los calculos se han realizado variando las distancia d entre 0 y 3000 mm, para dos
imdgenes distintas, la primera es una imagen de grises que presenta la figura de un
pez (ver figura 2.6(a)), y la segunda es una imagen binaria que muestra el logo de la
Universidad de Barcelona, formado por la sombra de un edificio y las letras UB (ver
figura 2.9(a)). Para las imédgenes se ha considerado un tamafio de pixel Ap = 0,04233
mm, que corresponde al tamafio de unas de las pantallas de cristal liquido disponi-
bles en el laboratorio, y se han utilizado cuatro longitudes de onda distintas, A = 457,9
nm, que corresponde a un azul caracteristico de los ldseres de Ar:lon, A = 532 nm, que
corresponde al verde de un laser de Nd:YAG, A = 632,8 nm, que da el rojo de un laser

de He-Ne, y A = 658 correspondiente al rojo de un laser diodo.

Para evaluar la calidad de las diferentes reconstrucciones utilizamos el error RMS
(root mean squared) entre la amplitud de la imagen ideal original y la de la reconstruc-

cion,
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N
1 Z . .
RMS = N i=1 (Arecons [Z] — Aideal [Z])z (240)

donde N es el ntimero de pixeles de la imagen. Los resultados de estas simulaciones,
el error RMS en relacién a la distancia, se muestran en las figuras 2.5 y 2.8, para las
dos imégenes, respectivamente. Hay que tener presente que este error es absoluto
para cada imagen y esta referido a los niveles de gris de la misma, por tanto, para
establecer comparaciones entre los resultados para distintas imagenes hay que tener
en cuenta la diferencia de energia entre ellas, para poder considerar el error relativo.
En el caso de las imadgenes que utilizamos tenemos que para la imagen del pez de la
figura 2.6(a) la amplitud media es de 20.4 y la energia media es de 3227.9 por pixel
y para la imagen del logo de la figura 2.9(a) la amplitud media es de 9.3 y la energia
media de 2181.1 por pixel.

2.6.1. Amplitud y fase

Las reconstrucciones utilizando solo la intensidad o solo la amplitud presentan un
comportamiento similar. En el caso de utilizar la intensidad el error RMS que se ob-
tiene sin embargo es dos 6rdenes de magnitud mayor (no se representa en los graficos
de las figuras 2.5 y 2.8). En ambos casos el error aumenta con la distancia, primero
rapidamente y después de forma maés lineal, ademads este aumento es mayor segtin es
mayor la longitud de onda. Para distancias pequefias los valores de error son bajos,
la imagen no se ha degradado mucho debido a la propagacién, y los resultados de la
Optica geométrica son todavia validos. Por otro lado los errores obtenidos al recons-
truir solo con la fase se mantienen practicamente constantes para todas las distancias
y longitudes de onda, por tanto la informacién que contiene la fase es practicamente
constante. La diferencia entre los errores de las distintas imagenes depende de las
diferentes caracteristicas de los objetos que se representan, como la geometria y la

energia de la imagen.

Para entender mejor estos resultados en las figuras 2.6 y 2.9 se presentan las imége-
nes de las amplitudes reconstruidas, a 516 mm con A = 632,8 nm, del pez y el logo,
respectivamente. Las imédgenes 2.6(b) y 2.9(b) presentan la reconstruccién utilizando
toda la informacién compleja (full complex), con lo que los resultados son préctica-

mente idénticos a los de las imagenes originales (2.6(a) y 2.9(a)), esto resulta en el
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Figura 2.5: Graficos del error RMS para la reconstruccién del pez (figura 2.6(a)) de 0 a 3000 mm uti-
lizando las distintas partes de la distribucién compleja: (a) con A = 457,9 nm, (b) con A = 532 nm, (c)
con A = 632,8 nm, y (d) con A = 658 nm

error practicamente nulo que se puede observar en los graficos de las figuras 2.5 y 2.8
en el caso de utilizar la funcién compleja completa. En las imédgenes 2.6(c) y 2.9(c) ve-
mos las reconstrucciones obtenidas al usar solo la amplitud, en este caso las imagenes
solo presentan la informacién que corresponde a las bajas frecuencias. Por otro lado,
las reconstrucciones obtenidas utilizando solo la fase (imagenes 2.6(d) y 2.9(d)) pre-
sentan la informacién de alta frecuencia como los detalles y bordes del objeto. Asi de

hecho la amplitud y la fase tienen papeles complementarios.

La amplitud de la transformada de Fourier de la mayoria de las imdgenes tiene un

comportamiento decreciente y una forma similar en el espacio de frecuencias. Op-
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(a) Imagen Original (b) Full complex ideal

(c) Con solo amplitud (d) Con solo fase

(e) Con solo parte real (f) Con solo parte imag.

(g) Con solo parte real (h) Con solo parte imag.

Figura 2.6: Imdgenes de la amplitud de las reconstrucciones del pez: (b)-(f) a 516 mm y (g)-(h) a
516+X/4 mm usando las distintas partes de la distribucién compleja (con A = 632,8 nm y Ap = 42,33

pm)
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Figura 2.7: Gréficos del error RMS para la reconstruccién del pez (figura 2.6(a)) alrededor de los 516
mm utilizando las distintas partes de la distribuciéon compleja: (a) con A = 457,9 nm, (b) con A = 532

nm, (c) con A = 632,8 nm, y (d) con A = 658 nm

penheim y Lim [OL81] mostraron que la fase contiene mucha de la informacién esen-
cial de una imagen, y bajo ciertas condiciones, para reconstruir completamente una
imagen con solo la informacién de la fase es suficiente. Esto es cierto para muchas
imagenes, excepto si estas presentan cierta relevancia en alguna de las direcciones o
si tienen periodicidades. En este caso la amplitud de la transformada de Fourier pre-

senta valores muy elevados para ciertas frecuencias y otras zonas donde los valores
tienden a cero [JVCC91].

Aqui utilizamos imagenes descritas por una funcién de valores reales y positivos,

U(z,y,0) = f(x,y), que tienen un contenido frecuencial ordinario, en el sentido des-
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Figura 2.8: Graficos del error RMS para la reconstruccion del logo (figura 2.9(a)) de 0 a 3000 mm
utilizando las distintas partes de la distribucién compleja: (a) con A = 457,9 nm, (b) con A = 532 nm,
(c) con A =632,8 nm, y (d) con A = 658 nm

crito en [OL81], con més peso en las bajas frecuencias que en las altas. Cuando este
campo se retropropaga, pasa a ser una funcién compleja, U(z,y, —d) =| U(z,y, —d) |
exp(i¢(z,y, —d)). La amplitud del campo retropropagado mantiene el dominio en las
bajas frecuencias y presenta un aspecto similar al de la amplitud de la imagen origi-
nal. Al propagar esta funcién para obtener la reconstruccién de la imagen original,
TFres[U(x,y,—d),d)], se conserva la informacién en el espacio de Fourier, donde si-
guen predominando las bajas frecuencias. Esto se puede ver considerando las trans-

formadas de Fourier de las dos distribuciones:
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bt =

UB UB

(a) Imagen original (b) Full complex ideal

(c) Con solo amplitud (d) Con solo fase

(e) Con solo parte real (f) Con solo parte imag.

(g) Con solo parte real (h) Con solo parte imag.

Figura 2.9: Imagenes de la amplitud de las reconstrucciones del logo: (b)-(f) a 516 mm y (g)-(h) a
516+X/4 mm usando las distintas partes de la distribucién compleja (con A = 632,8 nm y Ap = 42,33

pm)
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Figura 2.10: Graficos del error RMS para la reconstruccién del logo (figura 2.9(a)) alrededor de los 516

mm utilizando las distintas partes de la distribuciéon compleja: (a) con A = 457,9 nm, (b) con A = 532

nm, (c) con A = 632,8 nm, y (d) con A = 658 nm

TE[| U(z,y,—d) [ =
TF[TFres|| U(x,y, —d) |,d]] = A(u,v

A(u,v, —d) exp(i®(u,v, —d))

,0) exp(i®(u,v,0))

(2.41)

entonces, teniendo en cuenta las ecuaciones 2.36 y 2.37 podemos escribir la siguiente

igualdad,

A(u,v,0) exp(i®(u,v,0)) = e* exp(—irAd(u? +v*)) A(u, v, —d) exp(i®(u, v, —d))(2.42)

de donde se puede concluir que A(u, v,0) = A(u,

v, —d).
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En cuanto a las reconstrucciones utilizando solo la fase, cabe remarcar que en las
imagenes comunes la contribucién de las bajas frecuencias es varios ordenes de mag-
nitud mayor que la de las altas, en cambio en las distribuciones de solo fase (con
variacién suave y valores acotados), el peso de las distintas frecuencias es mas uni-

forme lo que implica un refuerzo en los bordes y detalles.

2.6.2. Partes real e imaginaria

Cuando se utiliza solo la parte real o la parte imaginaria de la funcién para calcular
la reconstruccion los errores RMS que se obtienen oscilan en funcién de la distancia
de propagacion entre un valor minimo y otro méximo. En los graficos de las figuras
2.5y 2.8 estdn representadas las envolventes de los errores méximos y minimos para
las partes real e imaginaria. Las dos partes tienen un comportamiento complementa-
rio, es decir cuando el error de una es maximo, la de la otra parte es minimo. En los
graficos de las figuras 2.7 y 2.10 se presenta este comportamiento en detalle, en una
pequefia zona alrededor de los 516 mm para las cuatro longitudes de onda y para las
dos iméagenes. En estas gréficas se puede observar que el periodo de las oscilaciones
de los errores corresponde a A/2. En las imagenes 2.6(e) y 2.9(e) se presentan las re-
construcciones obtenidas con la parte real a 516 mm utilizando la longitud de onda
de 632.8 nm, esta distancia corresponde a un minimo del error al utilizar la parte real,
lo que da una reconstruccién de una calidad aceptable, donde se puede reconocer el
objeto y sus detalles aunque presenta cierto ruido. En cambio las reconstrucciones a
la misma distancia utilizando solo la parte imaginaria (imdgenes 2.6(f) y 2.9(f)) pre-
sentan una mala reconstruccién que corresponden a un méaximo en el error RMS. El
caso inverso sucede cuando las reconstrucciones se realizan a la distancia 516 + /4
mm, entonces la imagen con la reconstruccién con menor error corresponde a la de la
parte imaginaria (imégenes 2.6(h) y 2.9(h)), y la que tiene mayor error es la obtenida
con la parte real (imédgenes 2.6(g) y 2.9(g)). Para analizar este comportamiento consi-
deramos la parte real o imaginaria de la funcién U(z,y,0), la parte real de U(x,y, —d)

se puede expresar como la suma de U(z,y, —d) y su conjugada U*(z,y, —d):

Re[U/(x, y, —d)] = %(U(m,y, )+ U*(z,y, —d)) = %(U(m,y, —d) 4 Un,y,d)) (2.43)

Al propagar Re[U(z,y, —d)] una distancia d, hasta z = 0 donde se reconstruye el objeto

tenemos que los dos campos se superponen,
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1
TFres[Re[(U(z,y, —d)],d] = i(TFres[U(x,y, —d),d] 4+ TFres[U(x,y,d),d]) =
1
= 5(U(z,y,0) + Ulz,y,2d)) (2.44)
De forma similar, para la parte imaginaria tenemos,

! (U(z,y,—d) —U(x,y.d)) (2.45)

Im{U (., ~d)] = 5 (U (w5, ~d) — U (.. ~) = 5.

2
y al propagarlo hasta z = 0,

1

TFres[Im[(U(z,y, —d)],d] = 5 (TFres|U(x,y, —d),d] — TFres[U(z,y,d),d]) =
_ %(U(x,y,(}) ~U(x,y,2d)) (2.46)

Asi cuando la reconstruccion se realiza a los 516 mm, no se pierde mucha informacién
al reconstruir la imagen usando solo la parte real, ya que U(z,y, 2d) estd sobrepuesto
aU(z,y,0), de todas formas este término contribuye en la apariciéon del ruido de fon-
do. Cuando se utiliza la parte imaginaria la imagen es muy ruidosa, ya que en este
caso la reconstruccion presenta la diferencia entre U(x,y,0) y U(z,y, 2d), actuando de

forma similar a un proceso de extraccién de bordes.

Como se ha visto es posible encontrar otras distancias donde la mejor reconstrucciéon
se obtenga con la parte imaginaria. Estas oscilaciones en los errores RMS de las re-
construcciones se explican teniendo en cuenta la férmula de la difraccién de Fresnel
(ver ecuacion 2.31) para una distancia z = 2d, el término de fase exp(ik2d) tiene valor
1 para distancias que verifican d = m\/2 y valor -1 para d = (2m + 1)\ /4, donde m es
un ntmero natural. Por lo tanto U(z,y,0) y U(z,y,2d) interfieren constructivamente

o destructivamente dependiendo de la distancia, como se muestra en la tabla 2.1.

En resumen, las reconstrucciones utilizando solo parte de la informacién compleja
dependen de la distancia de reconstruccién y de la parte seleccionada. En los casos
de la parte real e imaginaria se pueden obtener reconstrucciones aceptables a cier-
tas distancias, aunque presentan un comportamiento oscilatorio que depende de la
longitud de onda utilizada, que hace que las reconstrucciones para otras distancias
tengan un error mayor. En el caso de utilizar solo la fase este error es estable para

todas las distancias y longitudes de onda, pero la reconstruccién que se obtiene esta
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Parte propagada | distancia propagacion: d = m\/2 d=(2m+1)\/4
Re[U(z,y,—d)] Interferencia constructiva, Interferencia destructiva,
error RMS minimo error RMS méximo
Im[U(z,y, —d)] Interferencia destructiva, Interferencia constructiva,
error RMS maximo error RMS minimo

Tabla 2.1: Distancias de interferencias constructivas o destructivas para las reconstrucciones utilizando

la parte real o imaginaria

muy deteriorada, y solo presenta informacién de altas frecuencias. Utilizando solo
la amplitud el error aumenta con la distancia, y las reconstrucciones presentan solo
la informacién de bajas frecuencias del objeto. Los resultados idéneos en las recons-
trucciones se obtienen cuando se utiliza toda la informacién compleja. En préximos
capitulos veremos como se puede utilizar el maximo de la informacién utilizando
pantallas de cristal liquido, que presentan limitaciones a la hora de presentar valores

complejos.



