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Capitulo 1

Introduccion

En este tltimo siglo el panorama de la fisica ha sufrido un profundo cambio,
debido fundamentalmente a dos teorias innovadoras, la Relatividad Especial
(RE) y la Mecanica Cuantica (MC). Ambas teorias presentan una vision de la
realidad diferente a lo establecido hasta entonces y en cada caso se plantean
retos intelectuales muy atractivos. Por lo tanto, no es de extranar que estas
teorias hayan acaparado la atencién de los fisicos durante gran parte de este
siglo.

Por un lado la MC gobierna los fenémenos que ocurren a escala atémica.
Se ha trabajado mucho en este campo y esta respaldada por grandes éxitos
experimentales. En el otro extremo tenemos la Relatividad General (RG),
que gobierna los fenémenos a escalas macroscopicas y superiores, es una teoria
relativista de la interaccién gravitatoria. Desde un punto de vista practico en
la mayoria de los casos podemos seguir utilizando la mecanica Newtoniana, las
correciones relativistas sélo son necesarias en algunos calculos que requieren
mucha precisién. Sin embargo, la RG también es una teoria del espacio-tiempo
y en este ultimo aspecto difiere radicalmente de la teoria Newtoniana de la
gravitacion. Al contrario que la MC la RG esta avalada experimentalmente
tan solo por unas pocas pruebas.

La RG nos muestra la geometria del mundo en el que vivimos como una
propiedad fisica, intimamente ligada a la materia. Siempre hemos trabajado
con una geometria continua, y quizas ahora haya llegado el momento de cues-
tionar la validez de este postulado. Es posible que al mirar en una escala
suficientemente pequena descubramos que los objetos geométricos son discre-
tos y que la vision continua de la geometria tan solo es una aproximacién. En
este caso encontrariamos que cantidades geométricas como areas, volimenes,
longitudes, etc. tendrian un espectro discreto, es decir, la geometria estaria
cuantizada. Esta visién puede no ser mas sorprendente que lo que ocurre
en una atomo de hidrégeno, donde las cantidades fisicas como la energia, el
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momento angular, etc. también estan cuantizadas.
Si tomamos las constantes fundamentales de ambas teorias podemos
obtener una constante de longitud, la longitud de Planck

lp = \/AG /3 = 1.6 x 1075 e,

donde i = 1.1 x 1073*Js es la constante reducida de Planck, G = 6.7 x
1078em3g~1s™! es la constante de Newton y ¢ = 3.00 x 10¥%ms™! es la ve-
locidad de la luz. Como ocurre en otros casos, la presencia de una escala
caracteristica indica un comportamiento diferente en las regiones por encima
y por debajo de esta escala. Entonces, para distancias del orden de la longitud
de Planck o inferiores, los aspectos discretos de la geometria jugarian un papel
importante y es posible que aparezcan nuevos fenémenos fisicos, seguramente
algunos inesperados porque por ahora no tenemos resultados experimentales
en este campo. Recientemente se han propuesto algunos experimentos [3], 4]
para medir efectos cuanticos gravitacionales, aunque por el momento estan
un par de ordenes de magnitud por debajo de lo que se puede medir ahora.
En el caso de la RG clasica se habian propuesto ideas considerando sistemas
andlogos en materia condensada (por ejemplo [11§]) o en fluidos [117, [116].

Durante muchos anos se ha trabajado en la construccion de una teoria
del “todo” que incluya todas las interacciones que conocemos, aunque por el
momento esta teoria fundamental se resiste. Un paso mas modesto hacia este
objetivo es construir una teoria que proporcione una descripcion cuantica de
los fenomenos gravitatorios. El trabajo realizado en esta tesis pretende ser una
pequena contribuciéon a esta meta.

Para ello seguiremos el método de cuantizacion canénico, es decir, partiendo
de una teoria clasica en el formalismo hamiltoniano tratamos de obtener su
correspondiente teoria cuantica. En el caso de la RG este método de cuanti-
zacién se estancé al llegar a la ecuacion de Wheeler-DeWitt [1211, [71], en ese
punto las dificultades para completar la cuantizacion parecian insalvables. Sin
embargo, gracias al programa de Ashtekar [9], la cuantizacién canénica de la
gravedad ha recibido un impulso muy importante y se han hecho progresos
significativos en este campo.

Este enfoque particular cuenta con la ventaja de que se trata de un método
no perturbativo y esto es importante en el caso de la cuantizacion de la
gravedad porque esta teoria presenta problemas insalvables en un analisis per-
turbativo [54, 2].

La tarea de obtener una teoria general que englobe ambas teorfas (RG y
MC) es muy compleja. Sin embargo, en lugar de atacar el problema en general
se pueden introducir algunas simplificaciones para obtener un problema mane-
jable. Si somos capaces de resolver este problema simplificado obtendremos



una teoria que describa efectos cudnticos gravitacionales. En este caso, los
resultados que obtenemos pueden no ser validos para la teoria completa, y
entonces uno se pregunta si ha servido de algo este proceso. La respuesta es
afirmativa porque en el modelo simplificado tenemos problemas similares a los
de la teoria completa y al solucionar estas dificultades desarrollaremos una
cierta intuicion para tratar de atacar la teoria general, tanto para resolver las
dicultades matematicas como las conceptuales.

Nosotros seguiremos esta filosofia, vamos a construir un modelo sencillo,
exigiendo ciertas simetrias, lo que implica congelar algunos grados de libertad
del modelo. No obstante, a pesar de la simplificaciéon veremos que al final se
pueden extraer conclusiones importantes.

A la hora de simplificar la teoria general debemos tener cuidado para no
eliminar demasiadas cosas. La idea es anadir simetria pero conservando parte
de la complejidad de la teoria, es decir, no eliminaremos completamente la
invariancia bajo difeomorfismos para tener ligaduras en el modelo, también
queremos tener infinitos grados de libertad para tener una teoria cuantica de
campos. Esta clase de modelos son llamados modelos de midisuperespacio.

Nuestro objetivo es construir un modelo cuantico para ciertos sistemas
gravitatorios, en este caso seran las ondas gravitatorias planas [27], unas solu-
ciones de vacio de las ecuaciones de Einstein que presentan simetrias analogas
a las ondas electromagnéticas en un espacio-tiempo plano. Vamos a cuantizar
un modelo de midisuperespacio para las ondas gravitatorias planas puras.

Desde un punto de vista fisico este tipo de soluciones son interesantes
porque describen radiacién gravitatoria a nivel no perturbativo, son soluciones
exactas que representan campos gravitatorios intensos. Se cree [27] que propor-
cionan una buena descripcion del espacio-tiempo para regiones suficientemente
alejadas de una fuente de radiacién finita. Ademads tienen otras propiedades
geométricas interesantes, por ejemplo la focalizacion de las geodésicas, en par-
ticular de los conos de luz [98]. En el caso de estudiar colisiones de ondas
estos fenémenos de focalizacién pueden dar lugar a que se formen singulari-
dades de curvatura [52]. Estas propiedades reflejan la naturaleza no lineal de
la interaccion gravitatoria.

Aparte del interés fisico estas soluciones también son atractivas desde un
punto de vista matematico. Las ondas gravitatorias planas estan dentro de los
espacio-tiempos que tienen dos vectores de Killing espaciales [115]. En esencia,
esta simetria hace que todos los campos dependan solamente de dos coorde-
nadas, y permite establecer una analogia con los modelos ¢ en dos dimensiones
y los sistemas integrables [37, [45]. Dado que se ha trabajado mucho en este
campo se pueden aplicar técnicas de estos modelos para resolver el nuestro y
viceversa.

A continuacion vamos a explicar como esta organizado el material de esta
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tesis.

En el capitulo 2 se explica que son los modelos de midisuperespacio y
sus propiedades. También se resume brevemente el método de cuantizacién
canoénico revisando los puntos méas importantes cuando se aplica al caso par-
ticular de la RG. Después analizaremos como se aplica este método en los
modelos de midisuperespacio y también daremos un breve repaso a los traba-
jos realizados en modelos de midisuperespacio.

En el capitulo 3 centraremos nuestro interés en los espacio-tiempos con
dos vectores de Killing. Veremos que este tipo de soluciones son interesantes,
tanto desde un punto de vista fisico (muchas de estas soluciones describen situ-
ciones que podemos encontrar en el Universo), como desde un punto de vista
matemadtico (tenemos una relacién directa entre estas soluciones, los modelos
o no lineales y los sistemas integrables). Ademads la mayoria de los sistemas
gravitatorios que se han cuantizado pertenecen a estas soluciones.

En el caso de que los vectores de Killing admitan superficies ortogonales
existe un criterio invariante [43] que permite clasificar las soluciones en tres
clases (llamemoslas espacial, temporal y nula). Entre los modelos de midis-
uperespacio cuantizados en la literatura sélo encontramos soluciones de tipo
espacial o temporal (por ejemplo, como representantes de cada una tenemos
las ondas cilindricas [I1] en el caso espacial y el modelo de Godwy [77] en el
caso temporal). Con nuestro trabajo nos proponemos completar el analisis de
estas clases cuantizando un modelo de midisuperespacio de una solucién de la
clase que falta, las ondas planas [27].

En el capitulo 4 se repasan las propiedades geométricas de las ondas grav-
itatorias planas puras. Mencionaremos los diferentes tipos de coordenadas
que se pueden utilizar para describir estos espacio-tiempos, y explicaremos el
fenémeno de focalizacion. En este capitulo también se especifican las soluciones
que vamos a cuantizar y qué tipo de coordenadas utilizaremos.

Después de estos capitulos introductorios y de repaso, tutiles para situarnos
en materia, comenzaremos la discusién de nuestro modelo. En el capitulo
5 presentamos una fijacion parcial del gauge valida para todos los espacio-
tiempos con dos vectores de Killing que elimine los difeomorfismos relacionados
con las coordenadas asociadas a los Killing. Este caso nos sirve como ejemplo
para aprender como se debe hacer correctamente una fijacién del gauge.

En el capitulo 6 se presentara un modelo de midisuperespacio para las on-
das gravitatorias planas. Nos proponemos fijar el gauge y anadir la simetria
necesaria para obtener un modelo reducido libre de ligaduras cuyas soluciones
sean precisamente las ondas gravitatorias planas. Utilizaremos los resultados
para la fijacion del gauge del capitulo anterior y realizaremos el proceso de re-
duccion en dos etapas, eliminando la libertad gauge remanente. Obtendremos
el espacio de fases reducido de nuestro modelo y también la forma simpléctica



y el hamiltoniano reducidos.

Ademas del modelo para las ondas planas generales obtendremos un modelo
para el caso particular de ondas con polarizacién lineal. En este caso también
se obtiene un modelo reducido libre de ligaduras cuya estructura simpléctica
y hamiltoniano son muy simples.

A continuacién, después de haber completado el andlisis cldsico del mod-
elo nuestro objetivo es obtener una teoria cuantica consistente para él. En el
capitulo 7 se desarrolla esta tarea. Estudiamos la cuantizacién para el caso de
las ondas linealmente polarizadas, en primer lugar consideramos un caso sen-
cillo, las soluciones de tipo onda sandwich, y después tratando el caso general.
Definiremos unos operadores regularizados para la métrica y obtendremos el
espacio de Hilbert de estados. En definitiva, contruiremos una teoria cuantica
consistente para el modelo de midisuperespacio considerado.

En el capitulo 8 extraeremos las conclusiones fisicas que se derivan del mod-
elo cuantico que hemos construido. Estudiremos las fluctuaciones de la métrica,
la existencia de estados clasicos y la validez de la aproximacion semiclasica.
Fundamentalmente realizaremos este analisis sobre estados coherentes.

Finalmente, en el capitulo 9 se cierra este trabajo con un repaso de los
objetivos que se han conseguido e indicando futuras lineas de investigacién

También incluimos varios apéndices A,B,C que tratan los sistemas con lig-
aduras, el formalismo hamiltoniano para la RG, y la geometria simpléctica
respectivamente. El objetivo es hacer un breve recordatorio a la vez que esto
sirve para fijar la notacion que usamos en la tesis. En el tultimo apéndice se
detallan los céalculos de las contribuciones de los términos de superficie a la
accion.
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Capitulo 2

Modelos de midisuperespacio

Debido a la complejidad de las ligaduras el andlisis candnico de la Relatividad
General es dificil de abordar, sin embargo, podemos considerar modelos mas
sencillos y tratar de cuantizarlos. De esta forma, simplificaremos el caso general
para obtener una modelo que podamos resolver. La idea de este enfoque es
que resolviendo estos casos més sencillos podemos extraer conclusiones que nos
guiaran en la construccién de una teoria cuantica de la gravedad. Esto es en
esencia un modelo de midisuperespacio: una teoria de campos que se obtiene
por una reduccion de simetria de la Relatividad General.

DeWitt [39] exploté esta idea en la cuantizacién de espacio-tiempos ho-
mogéneos e isotrépicos rellenos con materia y poco después Misner [84] estudid
estos modelos sin el requerimiento de isotropia. Con estos primeros trabajos
se abria camino el estudio de la Cosmologia Cuantica.

El siguiente modelo [70] estudiado correspondié a las ondas de Einstein-
Rosen [44], soluciones de vacio de las ecuaciones de Einstein que describen
ondas con simetria cilindrica y una tinica polarizacién. Este modelo representa
un salto cualitativo respecto a los anteriores, que el ntimero de grados de
libertad es infinito y tenemos por lo tanto una teoria de campos.

Mas adelante se han estudiado diferentes modelos, que repasaremos breve-
mente al final del presente capitulo.

Todos estos modelos se pueden separar en dos tipos: modelos de minisu-
perespacio y midisuperespacio. Tendremos un modelo de minisuperespacio
cuando imponemos tanta simetria que eliminamos todos los grados de libertad
locales, y por lo tanto al cuantizar la teoria obtenemos una teoria mecanico-
cudntica. Sin embargo, si al simplificar la teoria anadiendo simetria todavia
tenemos grados de libertad locales, al cuantizar obtenemos una teoria cuantica
de campos, en este caso se trata de un modelo de midisuperespacio. El nimero
de grados de libertad marca la diferencia entre ambos casos. En los modelos de
midisuperespacio encontraremos los problemas usuales de las teorias cuanticas
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de campos (regularizacién,...).

Ahora veremos porque se han utilizados términos tan contradictorios “mini-
superespacio”, “midi-superespacio” para llamar a estos modelos. En primer lu-
gar necesitamos entender a que se llama superespacio, término que fue acunado
por Wheeler [122]. En el formalismo candnico se estudia como evoluciona
una hipersuperficie de Cauchy 3, entonces el conjunto de todas las posibles
3-métricas para X es el superespacio. Las soluciones de las ecuaciones de Ein-
stein estan incluidas en este conjunto. Si se considera un modelo con cierta
simetria se restringen las soluciones a una parte de este superespacio. Por
este motivo estos modelos adoptaron el nombre de modelos de minisuperespa-
cio o midisuperespacio, dependiendo de cuanto se reducia el superespacio al
imponer la simetria. El término minisuperespacio fue introducido por Misner
[83]. Posteriormente, el primer modelo de midisuperespacio fue estudiado por
Kuchar [70]. En este trabajo, dandose cuenta de la necesidad de incorporar
mas complejidad en los modelos de minisuperespacio, Kuchar estudia las on-
das de Einstein-Rosen e introduce el término midisuperespacio para marcar la
diferencia entre este modelo y los que se habian estudiado hasta la fecha.

Esta clase de modelos, en particular, los modelos de midisuperespacio son
a veces una aproximacion razonable de la teoria completa. En el caso de un
modelo de minisuperespacio hemos simplificado demasiado la teoria. En cam-
bio, un modelo de midisuperespacio se parece mucho al caso general: tenemos
una teoria cuantica de campos, tiene ligaduras debido a la libertad gauge, en
definitiva, al tratar de cuantizar un modelo de este tipo aparecen muchos de
los problemas de la teoria completa.

La estrategia de considerar un modelo simplificado para que se pueda re-
solver muchas veces ha dado buenos resultados. Por ejemplo, antes de obtener
la Mecanica Cuantica se estudio la cuantizacién de un atomo de hidrégeno.
Casi siempre es mas facil comenzar por un modelo sencillo.

Desde un punto de vista practico la filosofia a seguir consiste en tratar de
resolver los problemas en estos modelos sencillos para desarrollar ideas que
mas adelante serviran para atacar las dificultades de la teoria completa. En
el caso de la cuantizacion de la gravedad no solamente se trata de resolver las
dificultades matematicas sino que nos enfrentamos a dificultades conceptuales
mucho méas importantes y también mucho maés interesantes.

La validez de la aproximacion de modelos de midisuperespacio y minisu-
perespacio sélo ha sido considerada recientemente en algunos casos muy con-
cretos [I13], 109]. En estos trabajos se hace un desarrollo en torno a los modos
de minisuperespacio y se estudia el efecto que tienen el resto de modos agru-
pados en un término de backreaction sobre los modos de minisuperespacio.

Un punto muy importante en la cuantizacién de estos modelos es que se
trata de un método no perturbativo. Dado el éxito obtenido con métodos
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perturbativos en el campo de la fisica de particulas, la aplicacion de estos
métodos a la cuantizacion de la RG fue inmediata. Sin embargo, la teoria que
se obtiene no es renormalizable [54, 2]. Esto parece indicar que debemos seguir
otras estrategias porque puede ocurrir que los fenémenos a pequena escala sean
realmente importantes y se escapen a un anélisis perturbativo, como ocurre en
fenémenos criticos.

A continuacion revisaremos los puntos mas importantes, especialmente en
el caso de la RG, del proceso de cuantizacion canénico.

2.1 Cuantizacion candnica

El método candnico de cuantizacién se basa en la cuantizacion de un sistema
hamiltoniano clasico. Se empieza con un sistema descrito por un lagrangiano
a partir del cudl se obtienen las ecuaciones de movimiento. El siguiente paso
consiste en hacer una transformacion de Legendre para obtener una descripcién
hamiltoniana del sistema.

Una vez que el sistema estd descrito por el formalismo hamiltoniano se
puede pasar a su cuantizacion. Tenemos un conjunto de variables canoénicas y
un algebra obtenida con el corchete de Poisson entre estas variables. La idea
basica de la cuantizacién candnica consiste en trasladar este algebra clasico a
un algebra cuantico, donde los corchetes serdn substituidos por conmutadores
y los observables clasicos pasaran a ser operadores cuanticos, es decir,

Teoria clasica = Teoria cuantica

A, B, C observables = 121, B , C operadores hermiticos

~

{A,B} =C = [AB]=—ihC

Los { , } denotan los corchetes de Poisson definidos para las funciones del
espacio de fases clésico y los [, | denotan los conmutadores entre operadores
cuanticos.

Ahora nos falta tener un espacio de Hilbert de estados sobre el que actien
los operadores cuanticos y nos encontraremos con el problema de la eleccion
del producto interno que determine este espacio de Hilbert. También podemos
tener problemas de ordenacién al pasar de una expresion clasica a su corre-
spondiente operador cudntico porque las variables cldsicas conmutan siempre
pero no ocurre lo mismo con los operadores cuanticos. Otros problemas seran
la regularizacion de los operadores, anomalias, etc.
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2.1.1 Cuantizacion canonica de la RG

Vayamos ahora la caso de la RG, consideramos una variedad M de cuatro
dimensiones pero con la siguiente limitacién: vamos a considerar sélo espacio-
tiempos con una topologia 33 x IR, siendo Y una hipersuperficie espacial que
ademads es una hipersuperficie de Cauchy, es decir, cualquier curva temporal
que pasa por un punto cualquiera de M intersecta 3%, bien en el futuro o bien
en el pasado. Esta limitacion es necesaria para poder obtener una descripcién
hamiltoniana de la teoria. La RG esta descrita por la acciéon de Hilbert-Einstein

_ 4 = _
S_/de V=9 R(gw),  pv=0.4. (2.1)

donde las componentes de la métrica g,, son las variables de la teorfa, g es
el determinante de la métrica y R es el escalar de Ricci. La formulacién
hamiltoniana standard para la RG fue desarrollada por Arnowitt, Deser y
Misner [5] a principios de los afios 60, por este motivo esta formulacién también
es conocida como formalismo ADM. El apéndice B contiene una descripcién
mas detallada.

La descripcién hamiltoniana necesita de un parametro (el tiempo) re-
specto al cudl evoluciona el sistema. En el caso de la RG se introduce este
parametro haciendo una foliacién del espacio-tiempo, la coordenada tempo-
ral es el pardmetro que etiqueta cada hoja. Con esta foliacion parece que
se rompe explicitamente la invariancia relativista de la teoria al adjudicar un
papel privilegiado esta coordenada temporal, diferenciandola asi de las demas
coordenadas. Sin embargo, no esta tan claro que realmente se pierda la co-
variancia de la teorfa porque si se recurre al espacio de fases covariante (véase
el apéndice D) se puede reformular la teorfa de forma que se respete la co-
variancia de la RG. En esta formulacién se introducen los objetos necesarios
para el formalismo canénico (el espacio de fases, la forma simpléctica, ...)
de forma covariante por lo que el formalismo es independiente de la eleccién
de coordenadas. Por lo tanto la elecciéon de una coordenada particular como
el tiempo es solo un instrumento necesario para calcular los resultados, re-
spetando implicitamente la covariancia de la teoria.

Una vez obtenida la version hamiltoniana de la RG nos encontramos con el
siguiente problema: la teoria tiene ligaduras. Este es el obstaculo mas impor-
tante de cara a la cuantizacién. Toda la complejidad de la teoria esta codificada
en las ligaduras. El formalismo hamiltoniano para sistema con ligaduras fue
desarrollado por Dirac [40] y tenemos un resumen en el apéndice A. La pres-
encia de las ligaduras estd ligada a la invariancia bajo difeomorfismos de la
teoria. Es mas, el hamiltoniano del sistema es una combinacién de ligaduras
por lo que estas no sélo imponen unas restricciones en el espacio de fases sino
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que ademds gobiernan la dindmica del sistema. Las variables candnicas del

espacio de fases son h;; (B.3)) y los momentos IT%* (B.11)) donde 4,k = 1..3. Las
ligaduras reduciran los grados de libertad: tenemos 12 variables en el espacio

de fases, (g, II%), v 4 ligaduras , de primer clase, como ya hemos
dicho estéan relacionadas con la libertad gauge de la teoria, por lo tanto, nos
quedan 12 — 4 x 2 = 4 grados de libertad en el espacio de fases, que son los
grados de libertad fisicos de la teoria.

Un paso adelante en la simplificacién de este problema fue desarrollado por
Abhay Ashtekar. En 1986 presenté una reformulacion de la RG usando otras
variables canénicas [0, [7]. En este formalismo las conexiones son las variables
basicas de la teoria, juegan el papel que antes tenian las componentes de la
métrica g;;. Desde este punto de vista se puede expresar la RG como una teoria
de Yang-Mills con ligaduras adicionales. Las expresiones de las ligaduras se
simplifican drésticamente pasando a ser polinomios (a lo sumo cuadraticos) en
las variables candnicas (recordemos que en el caso anterior, en las ligaduras
aparecia el escalar de curvatura). Otra ventaja adicional es que se puede
trabajar con métricas degeneradas, con lo que esta teoria es mas general.

Con todo esto se abrié un camino muy prometedor para llegar a la gravedad
cuantica porque se podian utilizar algunas técnicas de cuantizacion que tanto
éxito habian tenido en las teorias de Yang-Mills. Se han hecho notables avances
en este campo(la cuantizacién algebraica [9], la representacién de loops [105,
106], los spin networks [107], ...).

Llegados a este punto tenemos un sistema clasico con ligaduras y queremos
abordar su cuantizacién. Fundamentalmente tenemos dos alternativas:

- Cuantizacion en el espacio de fases reducido. Las ligaduras son
eliminadas clasicamente mediante una fijacién del gauge. Asi se obtiene
un espacio de fases reducido donde sélo estan los verdaderos grados de
libertad del sistema. Entonces se pasa a cuantizar el sistema.

- Cuantizacion “a la Dirac”. La otra posibilidad consiste en incor-
porar las ligaduras a nivel cudntico. Se imponen como operadores que
aniquilaran los estados fisicos.

A continuaciéon vamos a ver con mas detalle en que consiste cada método
y que dificultades o problemas tienen.

e En la cuantizacién en el espacio de fases reducido debemos elim-
inar las ligaduras clasicamente. Recordemos que la RG tiene cuatro
ligaduras de primera clase ligadas a la invariancia bajo difeomorfismos

1Véase la definicién en el apéndice A
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de la teoria. Para eliminarlas debemos anadir cuatro condiciones que fi-
jen el gauge “adecuadamente”, es decir, las condiciones gauge han de ser
conservadas por la evolucion dinamica del sistema y también se tiene que
verificar que la superficie de fijaciéon de gauge (generada por las condi-
ciones gauge) intersecta transversalmente a las érbitas gauge (generadas
por las ligaduras) de forma que se extrae un tnico punto de la drbita
gauge. Una vez fijado el gauge no falta mas que reducir el sistema y
eliminar las ligaduras para quedarnos con los verdaderos grados de lib-
ertad dindmicos de la teoria, que seran dos variables y sus respectivos
momentos conjugados.

Con este proceso hemos eliminado las ligaduras y obtenemos el espacio
de fases reducido. Ya se puede pasar a la cuantizacion, que como hemos
visto se trata de pasar el algebra clasico entre las variables reducidas a
un algebra cudntico entre operadores.

Sin embargo, en la teoria general no se ha encontrado una fijaciéon gauge
que permita la cuantizacién. Incluso en casos mas sencillos este esquema
de cuantizacion puede presentar dificultades, en primer lugar, tenemos
que asegurarnos de que al reducir el espacio de fases se obtiene una var-
iedad simpléctica, y entonces puede ocurrir que el algebra de Poisson de
las variables reducidas sea muy complicado, o que lo sea el hamiltoniano.
En definitiva, el haber conseguido eliminar las ligaduras no nos garantiza
conseguir cuantizar el sistema reducido.

Analizemos ahora el esquema de cuantizacion “a la Dirac”. Las lig-
aduras seran impuestas a nivel cuantico, de momento nos olvidamos de
ellas y cuantizamos el sistema de la manera habitual. Las variables
canénicas (hg,, [I*) pasardn a ser operadores cudnticos que actian so-
bre funcionales de onda W[h;| que representan los estados. El algebra
de Poisson se traslada a una algebra entre los operadores cuanticos y
tendremos la representacion usual

~

. 5
ik I )

A continuacién, dado que las soluciones tienen que ser invariantes bajo
difeomorfismos y como precisamente las ligaduras son los generadores de
estos difeomorfismos, implementaremos las ligaduras como operadores
cudnticos C. Los estados ¥ que sean aniquilados por estos operadores
seran invariantes bajo difeomorfismos y por lo tanto seran estados fisicos.

C' [har, T1%| Wy = 0 (2.3)
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Para que el espacio fisico W sea un espacio de Hilbert necesitamos in-
troducir un producto interno. Aqui tenemos un problema dificil porque
el método candnico no nos dice como obtener este producto interno.
Adema&s no tenemos una simetria que nos ayude a seleccionarlo, como
ocurre por ejemplo en electromagnetismo (en este caso la simetria que
tenemos es el grupo de Poincare, y se pide que esta simetria sea im-
plementada en la teoria cudntica por una transformacién unitaria; con
este requerimiento se tiene la prescripcion para seleccionar el producto in-
terno). Los estados W deben ser normalizables y los observables seran op-
eradores autoadjuntos, ambas cosas respecto al producto interno elegido.

Al pasar las ligaduras a operadores cuanticas tendremos los problemas
usuales de ambigiiedad en la ordenacién y la regularizacion comunes a las
teorias cuanticas de campos. Sin embargo, podemos encontrar soluciones
formales al requerimiento de que los estados sean aniquilados por las lig-
aduras. Estas ecuaciones significan que las soluciones son invariantes
bajo difeomorfismos. Entonces, podemos olvidarnos de las tres ligaduras
asociadas a difeomorfismos en la superfice espacial ¥ si consideramos
funcionales que dependan de la geometria de esta superficie, es decir,
de propiedades invariantes bajo difeomorfismos en esta superficie. FEn-
tonces sélo nos queda la ligadura hamiltoniana , eligiendo alguna
ordenacion y regularizandola de alguna manera podriamos convertir esta
ligadura en una ecuacion de onda. Esta es conocida como ecuacién de
Wheeler-DeWitt y sus soluciones nos darian los estados fisicos. Como
podemos ver, para la RG todo este proceso es complejo, tiene arbi-
trariedades y presenta dificultades por lo que no ha sido resuelto para el
caso general.

Hemos visto que tenemos dos alternativas en el proceso de cuantizacién,
que en general daran resultados diferentes. Hay algunos trabajos [103, [100]
que comparan estos dos métodos para sistemas sencillos pero sus conclusiones
no ayudan a inclinarnos por uno u otro. En algunos casos la cuantizacion “a la
Dirac” reproduce la teoria cuantica correcta y en otros funciona la cuantizacion
en el espacio de fases reducido. No obstante, debemos tener en cuenta que
ambos métodos tienen muchas ambigiiedades y sélo una eleccién adecuada de
ellas nos llevara a la teoria cuantica correcta. Quizas pudiera ocurrir que ambos
métodos, cada uno con su prescripcion correspondiente, fueran equivalentes,
pero por el momento este tema sigue abierto.
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2.2 Cuantizacion de modelos de midisuperes-
pacio

La cuantizacion de estos modelos se obtiene siguiendo el procedimiento
canénico. Dado que en estos modelos vamos a imponer ciertas simetrias, debe-
mos analizar primero en que casos se puede reducir por simetria una teoria y
cual es el método correcto para llevar a cabo esta reduccién.

Consideramos una teoria general descrita por una acciéon y queremos es-
tudiar las soluciones que tengan cierta simetria, que sera representada por un
grupo G. Entonces, buscamos la expresion mdas general para los campos de
la teoria con esta simetria. Estos seran los campos invariantes, y dependeran
de algunas funciones arbitrarias, las cuales son los campos reducidos. Para
obtener las ecuaciones de movimiento de estos campos reducidos sélo tenemos
que sustituir las expresiones de los campos invariantes en las ecuaciones de
movimiento generales y asi obtenemos las ecuaciones de movimiento reduci-
das.

Como normalmente las ecuaciones de movimiento las obtenemos de un La-
grangiano uno siente la tentacion de utilizar el siguiente atajo: sustituir los
campos invariantes en el lagrangiano para obtener un lagrangiano reducido a
partir del cudl se deriven las ecuaciones de campo reducidas. Sin embargo,
este proceso en general no es equivalente al anterior y podemos obtener ecua-
ciones de movimiento erroneas. En este caso debemos asegurarnos que hacer la
variacion de la accién y después imponer la simetria es equivalente a imponer
la simetria en la acciéon y hacer después la variacion.

Desde el punto de vista de la geometria simpléctica para que el proceso
reduccion sea consistente debemos asegurarnos que en la reduccién obtenemos
una variedad simpléctica, es decir, cuando consideramos la reduccién del espa-
cio de fases a una regién definida por unas condiciones, en primer lugar, esta
region debe ser una variedad y ademads la forma simpléctica inducida sobre
esta regién debe ser no degenerada y cerrada.

Una vez que en nuestro modelo hemos impuesto la simetria necesaria y
hemos obtenido la descripcién hamiltoniana correcta podemos pasar a la cuan-
tizacion, eligiendo reducir el espacio de fases primero y luego cuantizar o hacer
la cuantizacion “a la Dirac”. Sin embargo, debemos notar que ya hemos
seguido, en una primera etapa, el método de cuantizaciéon en el espacio de
fases reducido, es decir, al imponer la simetria en el modelo (y posiblemente
eliminar alguna ligadura) ya estamos reduciendo el espacio de fases.

A la vista de todas las ambigiiedades que aparecen en el proceso de canénico
de cuantizacion los modelos de midisuperespacio son buenos especimenes con
los que experimentar. Por un lado, retienen suficiente complejidad de la teoria
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general como para asemejarse a ella, mientras que por otro lado, tienen bas-
tante simetria como para poder llevar a cabo la cuantizacién. Entonces, pode-
mos comparar los resultados obtenidos utilizando diferentes métodos de cuan-
tizacion ayudandonos a comprender el proceso de cuantizacion correcto.

Finalmente, vamos a hacer un breve repaso de los modelos de midisuperes-
pacio que han sido cuantizados completamente.

En primer lugar tenemos las ondas cilindricas con una polarizacion. Este
fue el primer modelo de midisuperespacio que se estudié en un trabajo pionero
de Kuchar [70] en 1971. La cuantizacién de este midisuperespacio realizada
por Ashtekar y Pierri [I1] completa los trabajos previos de Kuchar y Allen [1].
Curiosamente, Allen pas6 por alto que el modelo que estudié, un campo es-
calar acoplado a gravedad en 241 dimensiones, era equivalente al caso tratado
por Kuchar. Esta equivalencia permite resolver este modelo, se eliminan las
ligaduras y se reduce el espacio de fases, resultando que los grados de libertad
que quedan estan en el campo escalar. Se cuantiza el modelo, se obtiene una
representacion de Fock, unos operadores para la métrica y se pueden estudiar
las fluctuaciones de la métrica.

Posteriormente se han realizado varios trabajos que analizan los efectos
cuanticos gravitacionales que ocurren en este modelo. En primer lugar, el
trabajo de Ashtekar [§ muestra unos resultados sorprendentes: En muchos
estados, que estan centrados en soluciones clasicas con curvatura pequena,
esperariamos un buen comportamiento semiclasico, pero esto no ocurre si ten-
emos particulas (sélo con tener mas de una) con frecuencias superiores a la
de Planck. Por lo tanto, aunque en la teoria contenga un numero infinito de
estados con un comportamiento semiclasico, solamente tendremos una clase
muy restringida de soluciones clésicas. Por otro lado, Gambini y Pullin [46]
estudian lo que ocurre considerando otra clase de estados coherentes. En este
caso, las fluctuaciones en la métrica pueden ser menores, pero el precio que se
ha de pagar es la pérdida de coherencia en los campos materiales. Finalmente,
A.E. Dominguez y M. H. Tiglio [41] repiten el andlisis de las fluctuaciones en
el formalismo NSF (Null Surface Formulation) [68].

El trabajo de Korotkin y Samtleben [65] generaliza el modelo de las ondas
cilindricas para el caso de dos polarizaciones. Es muy interesante este caso,
porque en este sistema se puede estudiar la interaccién no lineal entre las
dos polarizaciones. Se cuantiza el modelo en el espacio de fases reducido y
se introduce una representacién de Fock. Asi podemos construir cualquier
estado a partir del vacio y también podemos calcular el valor esperado de los
observables fisicos.

Otro modelo con simetria cilindrica estudiado por Mena Marugén [76] es
la familia de soluciones estaticas de Levi-Civita [69]. Se han cuantizado las
soluciones que describen el campo gravitatorio exterior de una cuerda cosmica
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recta y este modelo permite hacer predicciones acerca del valor del angulo de
déficit.

El modelo de Gowdy con la topologia de un 3-toro ha sido cuantizado por
Mena Marugén [77], revisando el trabajo de Husain [55, [56], y los estudios
preliminares llevados a cabo por Berger [21], 22]. Este caso es un buen ejemplo
donde se completa el programa de cuantizacion de Ashtekar. En este caso se
cuantiza el sistema “a la Dirac”, las variables clasicas pasan a ser operadores
lineales que actian sobre un espacio vectorial y se introduce un producto in-
terno. La unica ligadura que tiene el modelo pasa a ser un operador y se
obtienen los estados cuanticos que son aniquilados por este operador, a partir
de los cuales se construye el espacio de Hilbert fisico. Finalmente se introducen
los observables fisicos del modelo.

Otro modelo similar, con una topologia T2 x R, ha sido estudiado por Bee-
tle [16]. En este caso las drbitas de los vectores de Killing son compactas, sin
embargo no posee superficies espaciales compactas como el modelo de Godwy.
Otra novedad es que no es asintoticamente plano como el modelo para las on-
das de Einstein-Rosen. Analogamente a este tltimo caso, la reduccién de este
modelo es equivalente a un campo escalar acoplado a gravedad en 241 dimen-
siones. Se cuantiza el modelo en el espacio de fases reducido y las conclusiones
apuntan por el mismo camino que los resultados obtenidos para el modelo de
Ashtekar y Pierri, reproduciendo los mismos efectos cudnticos de la gravedad
[8].

En otro trabajo [38] se estudia un campo escalar en un espacio-tiempo de
Friedman-Lemaitre-Robertson-Walker. Este modelo de midisuperespacio se ha
cuantizado “a la Dirac” y el punto més interesante es que podemos estudiar el
cambio de topologia.

Ademas de estos modelos también tenemos bastantes modelos de minisu-
perespacio que han sido cuantizados. Los primeros trabajos fueron universos
homogéneos e isétropos [39] y el universo de Mixmaster [84]. Recientemente,
con el formalismo introducido por Ashtekar para la RG se reavivo el interés
por estos modelos. Se estudiaron diversos ejemplos de minisuperespacio uti-
lizando este nuevo formalismo y para ver las ventajas que tenia. La mayoria de
los casos son modelos de Bianchi [74) [75] 63, 64, 88, 13], 14], 50, 12] y también
espacio-tiempos con simetria esférica [62], [61]. Hay otros modelos en los que
solo se ha completado el estudio clasico. En ellos el interés estd en analizar
con el formalismo de Ashtekar soluciones que inducen una métrica degener-
ada en la foliacién 3+1, por lo que no pueden ser estudiados con el formalismo
ADM. La mayoria de lo modelos estudiados son soluciones con simetria esférica
[19, 20, 67, 24].

Respecto a las ondas planas hay algunos trabajos en la literatura. Por
un lado tenemos un trabajo de Borissov [28] en el que se analiza los estados
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weave para las ondas planas en el contexto del formalismo de Ashtekar. Por
otro lado hay una serie de trabajos de Neville [02] 03, [94] [05] 96] en los que se
estudian una serie de soluciones a las ligaduras correspondientes a las ondas
planas, también en el contexto del formalismo de Ashtekar. Sin embargo, salvo
el primer trabajo [92], en el que se hace un anélisis cldsico de los observables
para las ondas planas, en el resto de trabajos no se tratan las ondas planas.
Estos trabajos se basan en unos resultados previos de Husain y Smolin [57] que
estudian un modelo cuya simetria es la existencia de dos vectores de Killing
espaciales que conmutan. Por lo tanto, aunque hablan de ondas planas gravi-
tatorias realmente estan considerando una simetria planar. Como veremos las
ondas planas gravitatorias tienen més simetria aparte de estos dos vectores de
Killing, tienen un grupo de simetrias de cinco parametros.

En esta tesis se estudia la cuantizacién de un modelo de midisuperespacio
para las ondas planas gravitatorias planas puras linealmente polarizadas y los
resultados estan publicados en |78, [79] 80, 81].
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Capitulo 3

Espacio-tiempos con 2 vectores
de Killing

El hecho de que las ondas planas estén dentro de las soluciones que poseen dos
vectores de Killing no justifica que dedique todo un capitulo a estas soluciones.
Sin embargo, por las razones que més adelante se explican he creido conve-
niente incluir unas breves consideraciones sobre esta clase de espacio-tiempos.

En primer lugar, algunas de estas soluciones describen situaciones fisicas
muy interesantes que se podemos encontrarnos en el Universo. Por otro lado,
tienen una estructura subyacente que las hace atractivas desde un punto de
vista matematico. Estas propiedades permiten relacionar estas soluciones con
otras teorias de campos y en algunos casos son equivalentes a modelos de otras
areas. Finalmente, si miramos en la literatura los sistemas gravitatorios que
han sido completamente cuantizados nos daremos cuenta que la mayoria corre-
sponden a soluciones de este tipo. Naturalmente, la cuantizacion de estas solu-
ciones es atrayente porque son modelos con interés fisico y por sus propiedades
matematicas nos ayudan en el trabajo. Por lo tanto estas soluciones tienen
mucha “miga” y de aqui que repase sus propiedades.

3.1 Interés fisico

Vamos a repasar algunas de estas soluciones que son interesantes desde un
punto de vista fisico.

En primer lugar tenemos soluciones describen modelos cosmolégicos espa-
cialmente inhomogéneos: por ejemplo, los modelos que se obtienen rompiendo
la homogeneidad en algunas soluciones de tipo Bianchi [69]. Tenemos el mod-
elo de Gowdy [51] con la topologia de un 3-toro que es una solucién de vacio
anisotrépica e inhomogénea obtenida como una generalizacién de Kasner [72].

21
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Otras soluciones describen radiacién gravitacional [43]. Tenemos los casos
de ondas con simetria cilindrica y con simetria plana. Las ondas de Einstein-
Rosen [44] son soluciones exactas que describen ondas gravitatorias cilindricas
con una polarizacién. El caso de dos polarizaciones [69] es muy interesante
porque se puede estudiar la interaccién no lineal entre las dos polarizaciones.
Por otro lado, también se han estudiado las ondas con simetria plana [27].
Estas soluciones son conocidas como ondas gravitatorias planas y son inter-
pretadas como una buena aproximacion al campo gravitatorio cuando estamos
suficientemente lejos del origen de la radiacién. Estas ondas pueden ser pura-
mente gravitatorias, puramente electromagnéticas o ambos casos dependiendo
de la fuente. Tanto en el caso cilindrico como en el plano son soluciones exactas
de ondas gravitatorias y representa campos gravitatorios intensos.

Si buscamos propiedades geométricas interesantes también las encon-
traremos en algunas de estas soluciones. Consideremos las soluciones de ondas
planas. En estos espacio-tiempos ocurre el fenémeno de la focalizacién de los
conos de luz [98]. Las geodésicas que parten de un punto del espacio-tiempo, al
atravesar la onda son focalizadas y en el futuro se vuelven a juntar. Esto impide
que exista una hipersuperficie espacial de Cauchy global en estas soluciones.
En el capitulo siguiente explicaremos esta propiedad. También podemos en-
contrar singularidades: si consideramos la colisién de dos ondas planas [I11],
en algunos casos se forman singularidades en el espacio-tiempo futuro [52].

3.2 Interés matematico

Desde un punto de vista matematico los espacio-tiempos con dos vectores de
Killing también han llamado la atencién y hay bastantes trabajos en la liter-
atura. La razén estd en que estas soluciones poseen una estructura matematica
muy Util, tienen un grupo de simetrias infinito, el grupo de Geroch [48], que
actua transitivamente sobre el espacio de las soluciones. Varios métodos de
generacién de soluciones se han descrito para estos espacio-tiempos. Uno de los
més practicos ha sido el inverse-scattering de Belinskii y Zakharov [17, 18] que
ha permitido generar nuevas soluciones, llamadas soluciones soliténicas. Un
resumen se puede encontrar en la referencia [I15]. La simetria subyacente en
estos modelos permite relacionar directamente estos modelos con los sistemas
integrables [37), 45].

La presencia de los dos vectores de Killing espaciales permite que en muchos
casos se pueda reducir la teoria Einsteniana a una teoria de campos integrable
de dos dimensiones [17, [73] [66] 10, 23] . Algunas reducciones son equivalentes
a modelos o no lineales acoplados a 2D-gravedad dilaténica [30] o a modelos
chirales.
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Este paralelismo con los sistemas integrables, los modelos ¢ no lineales y
los modelos chirales, permite aprovechar las técnicas desarrolladas para estos
casos y al revés, la investigacion en los modelos con dos vectores de Killing
puede arrojar luz sobre algunos problemas de los modelos anteriores.

3.3 Modelos de midisuperespacio

Como ya hemos dicho la mayoria de los modelos de midisuperespacio que han
sido cuantizados completamente corresponden a soluciones con dos vectores de
Killing. Del repaso que hicimos en el capitulo anterior tenemos los siguientes:

e Las ondas cilindricas con una polarizacién [L1].
e El caso general de dos polarizaciones con simetria cilindrica [65].
e La familia de soluciones estaticas de Levi-Civita [76].

e El modelo de Gowdy [77].

Después de haber repasado los puntos interesantes de los espacio-tiempos
con dos vectores de Killing espaciales vamos a presentar una posible clasifi-
cacion de estas soluciones.

3.4 Geometrias con dos vectores de Killing

Consideramos los espacio-tiempos que admiten un grupo de isometrias locales
que actian sobre oOrbitas espaciales de dos dimensiones. Nos referiremos al
grupo como (5. Tendremos dos vectores de Killing espaciales que llamaremos
ny &. Asociadas a este grupo hay dos posibles dlgebras de Lie no equivalentes,
dependiendo de si conmutan o no los generadores del grupo.

Llamaremos G2/ al grupo abeliano. En caso de que no conmuten los vec-
tores, siempre se pueden redefinir de forma que se verifica [n,&] = 7y el grupo
se denomina G5l 1. Esqueméticamente,

n,& Vectores de Killing espaciales

GoI (Caso Abeliano) GoII (Caso No Abeliano)

1,§] =0 [, &= 1
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A continuacién vamos a presentar una posible clasificacién para soluciones
de las ecuaciones de Einstein que incluyen un G, atendiendo a los siguientes
criterios: si el grupo actia ortogonal-transitivamente y si los vectores de Killing
admiten hipersuperficies ortogonales. Si se cumple la primera condicién en-
tonces existen 2-superficies ortogonales a las orbitas del grupo y se pueden ele-
gir unas coordenadas locales en las que la métrica sera diagonal por bloques.
Un vector v* admitird hipersuperficies ortogonales si verifica la propiedad

U[avb’uc] =0

donde los corchetes [ , | denotan antisimetrizaciéon. En el trabajo de Wain-
wright [119] se presenta esta clasificacién para el caso abeliano. Andlogamente
se puede hacer esta clasificacién para el caso GoIl [10§]. Nosotros vamos a
centrarnos en el caso abeliano que es el que nos interesa. En este caso hay
cuatro posibilidades diferentes:

Clase A : el grupo no actia ortogonal-transitivamente.

A(i) : no tenemos ningun Killing que admita superficies ortogonales.

A(ii) : un Killing admite superficies ortogonales (podemos tener dos Killing
que admitan superficies ortogonales pero no serén ortogonales entre si).

Clase B : el grupo actia ortogonal-transitivamente.
B(i) : no tenemos ningin Killing que admita superficies ortogonales.
B(ii) : tenemos dos Killing ortogonales que admiten superficies ortogonales.

A continuacién estudiaremos las posibles formas de la métrica introduciendo un
sistema de coordenadas locales (¢, x, y, z), donde hemos elegido las coordenadas
(y, z) adaptadas a los Killing, es decir,

£ =0/0y, n=20/0z (3.1)

por lo tanto, las componentes de la métrica no dependeran de estas coorde-
nadas. Para esta clase de espacio-tiempos, con un G5 que actiia sobre orbitas
no nulas la métrica se puede escribir como [99]

ds® = =0 At + g;;(t, x)da’ da’? (3:2)

donde i,j = 1,2,3 y {2'}=(x,y, 2). Equivalentemente, vamos a utilizar la
siguiente expresion de la métrica

ds® = —e**dt* + e*"da® + W[f(dy + widz + wedx)® + 1 (dz + wsdz)?] (3.3)
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donde las funciones k, h, W, f y w; son funciones de (¢, z) y podemos definirlas
de forma invariante en funcién de los vectores de Killing es

W? = (€)1 ns) — (£10)°, (3.4)
Wi = &%, W fuy = £,

donde «, # = 0..3. Ahora vamos a ver la forma de la métrica en cada caso de
la clasificaciéon que hemos hecho.

e clase A(i): w; #0,1=1..3 (& significa término no nulo)
@ 0 0 O
0 & & &
0 & & @ (3:5)
0 & & &
e clase A(ii): w3 =wy =06 w; = w3 =0,
@ 0 0 O
0 & & 0
0 & & 0 (36)
0 0 0 @
e clase B(i): wy = w3 =0,
@ 0 0 O
0 ® 0 0
0 0 & @ (37)
0 0 & &
e clase B(ii): w; = we = w3 = 0,
@ 0 0 O
0O ® 0 0
0 0 & O (3.8)
0 0 0 @

Después de obtener esta clasificacion y con un vistazo a la bibliografia nos
damos cuenta de que la mayoria de las soluciones con un G5 que se conocen
estan dentro de la clase B, en particular se han estudiado mas soluciones del
tipo B(i7) [44] 59L [112] [51]. Obviamente, esto ocurre porque son las soluciones
mas sencillas.
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3.4.1 Clasificacion invariante

Ahora vamos a ver con méas detalle las soluciones de tipo B. En estas soluciones
tenemos la métrica en dos cajas 2x2. El determinante de la caja correspondi-
ente a las érbitas de los vectores de Killing es el escalar W?2. Esta funcién,

W = \/(€2€,) (nPn3) — (€774 )2 (3.9)

nos proporciona un criterio para clasificar invariantemente las soluciones [43].
Tendremos tres grupos de acuerdo con el cardcter (espacial, temporal o nulo)
del gradiente de W, es decir,

W We=0 = clase nula
W W <0 = clase temporal
WW**>0 = clase espacial

Como soluciones representativas de cada grupo tenemos: las ondas planas
[27] para el caso nulo, el modelo de Gowdy [51] con la topologia de un 3-toro
para el caso temporal y las ondas de Einstein-Rosen [44] para el caso espacial.
Sin embargo, podemos tener soluciones donde el cardcter del gradiente de W
cambie de una region a otra.

En nuestro repaso de los modelos de midisuperespacio de soluciones con
un Gy hemos visto que el modelo de Gowdy y las ondas de Einstein-Rosen
ya han sido cuantizadas, [77] y [11] respectivamente. Sin embargo, hasta la
fecha no hay ningtin modelo de la clase nula cuantizado. En este tesis nosotros
completaremos este tarea agotando asi el andlisis de la cuantizacién de las
diferentes clases de espacio-tiempos con dos vectores de Killing (en el caso de
que los Killing admitan hipersuperficies ortogonales). Vamos a cuantizar las
ondas gravitatorias planas puras.



Capitulo 4

Geometria clasica

En este capitulo pretendemos hacer un repaso de las propiedades geométricas
de los espacio-tiempos correspondientes a ondas gravitatorias planas puras.
Son unas soluciones de vacio de las ecuaciones de Einstein que son inter-
pretadas como ondas gravitatorias y se asume que proporcionan una buena
aproximacién del espacio-tiempo en regiones suficientemente alejadas de una
fuente de radiacion finita [27]. Es importante notar que estas soluciones son
soluciones exactas, al contrario que las ondas gravitatorias estudiadas en la
aproximacién lineal [43], la amplitud de la perturbacién del espacio-tiempo
puede ser arbitrariamente grande, por lo tanto estamos estudiando campos
gravitatorios fuertes.

4.1 Definicién de ondas planas

Las ondas gravitatorias planas purag||se definen como soluciones de vacio de
las ecuaciones de Einstein que tienen simetrias analogas a las que presentan
las ondas electromagnéticas en el espacio de Minkowski.

Consideremos una onda electromagnética plana en el espacio plano y anal-
izemos que simetrias presenta. Elegimos coordenadas {t,z,y, z} y asumamos
que se propaga en la direccién positiva del eje x. En primer lugar, el campo
tiene el mismo valor en todo el frente de onda. Podemos implementar esta
simetria con un grupo de 3 parametros que deja el campo electromagnético
invariante. Las simetrias son translaciones en las direcciones transversas z,y
y translaciones en la direcciéon nula ¢ — z = constante. Ademas hay otras
simetrias que no son tan evidentes porque son simetrias 4-dimensionales que

! Entre los trabajos de la literatura destacarfa [27] que es muy completo. También citaré
el libro de Griffiths [52] dedicado exclusivamente a la colisién de ondas planas y contiene
casi toda la bibliografia sobre las ondas planas.

27
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pueden ser descritas con un grupo de 2 parametros que lleva las superficies
t —x = constante a ellas mismas y podrian ser llamadas “rotaciones nulas”.
Por lo tanto podemos implementar la simetria de estas ondas con un grupo de
5 parametros.

Después de considerar el caso electromagnético definiremos las ondas grav-
itatorias planas como soluciones de vacio de las ecuaciones de Einstein que
admiten un grupo de simetrias de 5 pardmetros. Se puede ver [27] que no
hace falta hacer mas suposiciones acerca de la estructura del grupo o de los
subespacios invariantes, el resto se obtiene a partir de la definiciéon anterior.

La métrica para una onda plana gravitatoria general se puede escribir como

ds® = —dUdV + Hp X X dU? + (dX1)? + (dX?)? (4.1)

donde las funciones Hy, (a,b = 1,2), son funciones de U. Esta expresién fue
considerada por vez primera por Brinkman [31, B2] y también estudiada por
Baldwin y Jeffrey [15]. Posteriormente tenemos los trabajos de [104], 25] 27, 9F].
Para una descripcién més completa se puede mirar [69] o [52].

Las ondas planas pertenecen a un grupo mas general de soluciones de
tipo onda, pp-waves (plane-fronted gravitational waves with parallel rays) [69)].
Ahora presentaremos un breve repaso de sus propiedades.

Las pp-waves se definen como espacio-tiempos que admiten un vector nulo
k covariantemente constante,

Vika =0 (4.2)

Si elegimos una tétrada que incluya este vector obtenemos que los coefi-
cientes espinoriales [69] p = 0 = k = 0, por lo tanto, este vector es tangente a
una congruencia de geodésicas nulas sin expansién, sin rotacion y sin distorsion.
Como la congruencia no tiene rotacién existira una familia de 2-superficies or-
togonales a k que pueden ser interpretadas como frentes de onda. Ademas
como la congruencia no tiene expansién estos frentes de onda seran planos y
teniendo en cuenta que 7 = 0, los rayos ortogonales al frente de ondas seran
paralelos.

Estas soluciones son de vacio, Einstein-Maxwell null o campos radiativos
puros. Podemos escribir la métrica como,

ds®* = —dUdV + H(U,(,¢)dU? + d¢d (4.3)
siendo ¢ = X! +4iX?2
Esta métrica es invariante frente a transformaciones de coordenadas del

tipo

¢ = e(C+nU)), (4.4)
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V' = a(V + WU+ U + g(U)),
U = a'(U+Uy),
H = o*(H—hU) — WU+ U(U) - §(U))

siendo «, a, Uy constantes reales, g(U) una funcién real y hA(U) una funcién
compleja.

El escalar de Ricci es nulo y las ecuaciones de Einstein de vacio se reducen
a

1
Ruy = 5 (0% H + 0%=H) = 0 (4.5)

y como esta ecuacion es lineal entonces se pueden superponer las soluciones.
Esto significa que las ondas gravitatorias de este tipo que se propagan en las
misma direccién no interaccionan.

Otra propiedad de las pp-waves es que son tipo de Petrov N o conformal-
mente planas. Por este motivo este tipo de soluciones esta asociado a ondas
gravitatorias.

Después de haber repasado las propiedades de las pp-waves vayamos ahora
el caso particular de las ondas planas. Este caso ocurre cuando la funcién H
es cuadratica en las coordenadas X!, X2.

H=H,U) X" X" (4.6)

Los términos lineal e independiente pueden ser absorbidos con una transfor-
macién del tipo y asi la métrica se escribe entonces como . Ten-
emos dos casos interesantes: Esta métrica describird una onda plana electro-
magnética con tensor de Weyl nulo cuando Hyy = Hy; y Hio = 0, es decir,

ds* = —dUdV + H(U) [(X")? + (X?)*] dU? + (dX")? + (dX?)*  (4.7)

En cambio, se tratara de una onda plana gravitatoria pura cuando Hay = —H1;.
En lo que sigue nos centraremos en este caso. La expresién de la métrica es

ds® = —dUdV ++(dX")* + (dX?)* + (4.8)
[Hu(U) [(X1)? = (X?)?] + Hip(U) X' X?] dU?

4.2 Coordenadas armodnicas y de grupo
La métrica anterior representa una onda gravitatoria plana pura y las coorde-

nadas que se han utilizado, {U, V, X', X2}, reciben el nombre de coordenadas
armoénicas. Recordemos que estas coordenadas recorren todo el eje real y para
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cualquier par de funciones Hy1(U), H12(U) esta métrica es una solucién de las
ecuaciones de Einstein de vacio. La ventaja mas importante de estas coorde-
nadas es que cubren todo el espacio-tiempo con un solo atlas y ademas toda
la informacion sobre la curvatura estd contenida en una tinica componente de
la métrica gyy. Sin embargo, puede resultar mas tutil trabajar con otras co-
ordenadas que muestren mas explicitamente la simetria de las ondas planas.
Por este motivo vamos a introducir las coordenadas de grupo {u,v,z!, 2*}. La
métrica se escribira como

ds? = —dudv + hay(u)dz"dax® (4.9)

La relacién entre ambas coordenadas viene descrita por la transformacion

V = —|— hab( )
( ) (4.10)
=
siendo
hay = Py (u) Py (u) (4.11)
y la matriz P%(u) es la solucién de
P(u) = Hep(u)PF(u) (4.12)

con condiciones iniciales que verifican la siguiente ligadura
Py (u) Py (u) — Py(u)Fy'(u) = 0 (4.13)

Al contrario, también podemos pasar de las coordenas de grupo a las coor-
denadas armoénicas resolviendo las ecuaciones y para obtener la
matriz P’ y entonces utilizando la ecuacion obtendremos H,.

En estas coordenadas, de nuevo las ecuaciones de Einstein se reducen a una
sola ecuaciéon

L h®Y (ha) = 0 (4.14)

1
Ruu —_ _7hab(hab)// . 1

2
y la prima denota derivada respecto u.
En las coordenadas de grupo los vectores de Killing que generan el grupo
de 5 parametros son

51 = arl
§2 = 8902
£ = 0, (4.15)

& = z'0, + Noo ()01 — Nia(u)0,2
55 = 172(91) —+ Nn(u)axz — N12(U)8x1
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siendo
N (1) = / duh~?hg, = det(ha) (4.16)

y los tnicos conmutadores no nulos son

[€1.&4] = &, (4.17)
€2, &) &3 (4.18)

Hemos visto que con estas coordenadas es mas explicita la simetria de las
ondas pero tienen el inconveniente de que no cubren todo el espacio-tiempo con
un unico atlas porque veremos que son singulares para un cierto valor de uy en
el que det[hgy(uy)] = 0 [98, 49, 47]. Sin embargo, esta singularidad es s6lo una
singularidad de coordenadas y no tenemos divergencias en la curvatura. Por
el momento dejaremos el estudio de esta singularidad para la iltima seccion.

4.3 Ondas linealmente polarizadas y Ondas Sand-
wich

Las ondas planas gravitatorias son soluciones de vacio de las ecuaciones de
Einstein que describen radiacion gravitatoria. Como hemos visto estas fun-
ciones tienen dos grados de libertad que son dos funciones de la coordenada
u. Estas funciones se pueden relacionar con las propiedades fisicas de la onda:
la amplitud y la direccién de polarizacion. Para la expresion de la métrica en
coordenadas armonicas la funciéon H se puede escribir como

H = h(U) [cosa(U) [(X")? = (X?)?] + 2sin a(U) X' X?] (4.19)

donde h(U) esta relacionada con la amplitud de la onda y a(U) es la polar-
izacion.

Si a(U) es una constante tendremos una onda linealmente polarizada y
siempre se pueden rotar las coordenadas de forma que His = 0, o equivalen-
temente @ = 0. En este caso el vector de polarizacion esté alineado con la
direccién de la coordenada X' y la métrica se escribe como

ds* = —dUdV + (dX")* + (dX?)* + Hi(U) [(X')? = (X*)?] dU*  (4.20)

En coordenadas de grupo el elemento de linea de una onda plana lineal-
mente polarizada se puede escribir como

ds® = —dudv + hy1(dz')? + hoo(dz®)? (4.21)
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por lo tanto la métrica es diagonal y la tinica ecuacién de Einstein nos da la
relacion entre hqy; v hoe. Una de ellas puede ser elegida arbitrariamente.

Ahora vamos a considerar otra subfamilia de soluciones de ondas planas
que son conocidas por el nombre de ondas Sandwich. Para muchos propositos
es mas util considerar ondas de duracién finita, en otras palabras, espacio-
tiempos en los que la radiacién gravitatoria se concentra en una region y el
resto del espacio-tiempo es plano. Asi se define una onda Sandwich, es una
onda plana cuya amplitud es diferente de cero en un intervalo finito de la
coordenada wu.

Estas soluciones son interesantes para estudiar como interaccionan las on-
das gravitatorias con otros sistemas. Por ejemplo se puede considerar un sis-
tema que al principio esta en el espacio-tiempo plano, mas adelante le atraviesa
la perturbacion gravitatoria, para volver finalmente al espacio plano.

Normalmente estas soluciones consisten en una region con onda entre dos
regiones planas, todas las zonas enlazadas adecuadamente.

4.4 Nuestras coordenadas

Finalmente en esta secciéon queremos especificar el tipo de espacio-tiempos
que vamos a estudiar posteriormente en el modelo de midisuperespacio. En
primer lugar, dado que las ondas planas no admiten una superficie de Cauchy
global [98] no se podran estudiar con el formalismo candnico. Lo que podemos
hacer en este caso es estudiar sélo un trozo del espacio-tiempo que si sea
globalmente hiperbdlico. Introduciremos coordenadas de grupo en el espacio-
tiempo y veamos a que parche nos restringiremos. Haciendo el siguiente cambio
de variables que introduce las funciones vy, z, v

z—y/2 z—y/2
hin = e y/, hia = —ve y/7

hay = (V2 +e¥)e” v/2, (4.22)
la métrica (4.9) se escribe
ds? = —dudv + e*7Y?[(dz')? — 2vdztda® + (v + e¥)(dz?)Y] (4.23)

y para que sea definida positiva todas las funciones deben ser reales. La tinica
ecuacion de Einstein no trivial es

d?(e?/?) e | (dy\’ dv\?
S B I (L 4.24
di? 16 [\aa) T*\a) ¢ (4.24)

y de aqui podemos deducir que la funcién F = e*/? debe ser una funcién con-

vexa de la coordenada . Como esta funcion no es negativa, se anulara en algin
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punto, lugar donde la métrica serd degenerada y tendremos una singularidad
de coordenadas. Por lo tanto la coordenada u tendra un rango de variacién
restringido, en cambio, las demas coordenadas recorren todo el eje real.

Ahora vamos a estudiar con detalle el comportamiento de la funcién F(a).
Tenemos tres posibles casos:

- Si d*F/du® = 0, o equivalentemente las variables g,z son constantes,
F(@) serd una funcién lineal en @. Esta solucién corresponde al espacio
de Minkowsk{

- Si d*F/du* < 0 y la funcién F() se anula en dos puntos. En este caso,
la funcion crece desde el primer cero hasta su maximo y luego vuelve a
cero de nuevo. El valor en el médximo puede hacerse igual a uno mediante
un reescalado de las coordenadas x®.

- Si d*F/du* < 0 y la funcién F(@) se anula en un sélo punto. Ahora
podemos hacer que esta funcién sea estrictamente creciente cambiando
el signo de las coordenadas , v si es necesario. Entonces si miramos el
comportamiento de F' para valores grandes de w, puede ocurrir que tienda
a infinito o a un limite finito. En este tltimo caso, siempre podemos hacer
que este limite sea la unidad reescalando las coordenadas x°.

Con esto hemos agotado las posibilidades. Lo m&s importante es que en to-
dos los casos siempre existe una regién B del espacio-tiempo en el que la funcién
F(u) crece desde cero hasta uno. Vamos a descartar el caso en que las fun-
ciones y, v, z sean constantes que se corresponde trivialmente con Minkowski,
con esto no eliminamos la solucién plana porque si F'(u) es lineal en @ y y,v
son contantes tendremos esta solucion.

En la regién B la variable z crece de —oo a 0. Entonces introduciremos el
siguiente cambio de coordenadas

dii = >~y (4.25)

siendo w una funcién desconocida de wu, y asumiremos que el rango de esta
coordenada es todo el eje real. Podemos fijar

z(afu)) = —e™ = zo(u) (4.26)

porque zo(u) es estrictamente creciente en el recorrido de u y crece de —oo a
0. Con este cambio el desconocimiento en la variable z esté codificado en w,

2Se puede ver que existe una transformacién local de coordenadas que nos lleva al ele-
mento de linea de Minkowski [27].
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y hemos llevado la singularidad de coordenadas en e*/? = 0 a u = —o0o. La
métrica (4.23) serd
ds® = eQw*ZO("Hy/2 du dv + (4.27)

e WY2(dx1)? — 2udatda® 4 (v + e¥)(d2?)?)

y las ecuaciones de Einstein se reducen a una ecuacién de primer orden para
w que puede resolverse explicitamente

In(zy) 320 v G 2,-
= - =z 4 Yy
2 T 4+u01626{(y)+<) )
= w (4.28)

Aqui up es una constante real fija y la prima en z{,y’,v" denota la derivada
respecto a u. La constante de integracion que deberia aparecer en esta formula
ha sido reabsorbida con una transformacién de escala en la coordenada v.

Ahora si hacemos el cambio de coordenadas v = 2t — u obtenemos el el-
emento de linea que describe el trozo del espacio-tiempo de las ondas planas
que estamos considerando. Este es,

ds? = —e2woW=20T2[_q2 4 (du — dt)?] + (4.29)
e?o(w)— yﬂ[(dm )2 — 2udatdr? + (v? + e¥)(dx?)?]

donde todas las coordenadas son reales y su rango de variaciéon es todo IR. La
métrica anterior es una solucién de vacio de las ecuaciones de Einstein para
cualquier par de funciones arbitrarias y(u), v(u).

Estas son la soluciones que queremos cuantizar en nuestro modelo. Hemos
visto que la anterior métrica describe la soluciéon ma&s general de una onda
gravitatoria plana pura, s6lo debemos tener en cuenta que esta métrica no
describe todo el espacio-tiempo tiempo que recubririamos con las coordenadas
armonicas. En el modelo tendremos dos grados de libertad, las funciones y, v

A la vista de la expresion de la métrica , esta puede ser interpre-
tada como el elemento de linea ADM para espacio-tiempos con métricas
diagonales por bloques 2x2, con la funcion lapso y la componente N* particu-
larizadas a la eleccion N = ewo=20/2+v/4 y N* — 1 Ademds la métrica con-
siderada tiene dos vectores de Killing espaciales que conmutan, d,., y aparte
de no depender en las coordenadas x%, tampoco depende de t.

Vamos a utilizar esta conexion entre las ondas planas y los espacio-tiempos
con dos vectores de Killing para fijar el gauge en nuestro modelo. Partiremos
del tratamiento hamiltoniano para estos espacio-tiempos y después imponiendo
unas condiciones, basicamente que las soluciones no dependan del tiempo, re-
cuperaremos un modelo que describe las ondas planas. En el siguiente capitulo
estudiaremos una fijacién del gauge para los espacio-tiempos con dos vectores
de Killing y explicaremos que condiciones nos llevan a las ondas planas.
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4.5 Focalizacion de los conos del luz

Las ondas planas gravitatorias tienen unas propiedades geométricas muy in-
teresantes como es la ausencia de una hipersuperficie de Cauchy espacial como
consecuencia de la focalizacion que estas ondas ejercen sobre los conos de luz.
Este hecho fue estudiado por vez primera por Penrose [98], posteriormente
estan los trabajos [26, 47]. En esta seccién pretendemos describir cualita-
tivamente este fendmeno de focalizacion, para un estudio mas detallado les
referimos a las anteriores referencias.

Para una onda plana en coordenadas de grupo hemos visto que el determi-
nante de la métrica es una funcién convexa y positiva ([4.24), por lo tanto se
anulard en para cierto valor v = uy. En ese punto tendremos una singularidad
de coordenadas. Para entender que es lo que ocurre se analiza un caso sen-
cillo. Por ejemplo, consideremos una onda sandwich en coordenadas de grupo.
Ahora estudiaremos una familia de geodésicas nulas que inciden perpendicu-
larmente sobre la onda (con diferentes pardmetros de impacto). En la region
plana antes de que pase la onda esta familia de geodésicas son lineas rectas.
Después al pasar la onda las geodésicas se desvian de tal forma que en la regién
plana posterior todas las geodésicas convergen hacia un punto de focalizacién,
que se corresponde con el valor u = uy (donde tenemos la singularidad de
coordenadas). Para estudiar rigurosamente que ocurre recurrimos a las coor-
denadas armoénicas que son validas para todo el espacio-tiempo. Entonces se
puede ver las geodésicas anteriores al atravesar la onda son focalizadas hacia
el mismo punto independientemente del parametro de impacto y ademas lo
alcanzan en un tiempo finito.

En el trabajo [47] se estudian casos més generales y otras familias de
geodésicas nulas. En estos casos la region de focalizacion puede convertirse
en una linea recta o una parabola dependiendo del caso particular.

En el trabajo [26] que ocurre con un conjunto de particulas test inicialmente
en reposo en el espacio plano. Después de pasar una onda sandwich linealmente
polarizada las particulas comienzan a moverse y colisionan en un tiempo finito
independientemente de cuanta distancia las separe inicialmente.

A la vista de esta propiedad de las ondas planas se plantea la cuestion de
estudiar qué ocurre cuando dos ondas planas colisionan. Hay muchos trabajos
en la literatura sobre colisién de ondas gravitatorias [52]. En algunos casos la
focalizacion mutua de las ondas da lugar a que se formen una singularidad real
de curvatura en la regién futura. En otros casos, solo se forma un horizonte

de Cauchy.
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Capitulo 5

Fijacion del gauge para ST con
2 Killing

En este capitulo vamos a estudiar el formalismo hamiltoniano para los espacio-
tiempos que poseen dos vectores de Killing espaciales y que conmutan. A
continuacion presentaremos una fijacion parcial del gauge que es vélida para
todos estos espacio-tiempos.

Comencemos con el formalismo ADM (Véase el apéndice B). Evidente-
mente nos restringiremos a espacio-tiempos que admiten una foliaciéon global,
con lo que la métrica se puede escribir en la forma 341 como:

ds* = —N?dt* + h;j(dx’ + N'dt)(dz? + N7dt). (5.1)

Vamos a emplear la notacion {z'}=(x', 2% u) para las coordenadas de las sec-
ciones de tiempo constante. Ademas, asumiremos que las coordenadas t y u
recorren todo el eje real, e impondremos que 0,q, (a = 1,2) sean los vectores
de Killing. Por lo tanto, la métrica serd independiente de las coordenadas x°.
Esto implica que podemos integrar estas coordenadas en la accién de Hilbert-
Einstein y se obtiene un factor global constante

S = /dxlda:2 (5.2)

Vamos a absorber este factor en la constante de Newton.

1 1 1
dr'dr? = S =
167G / 167G 167G,
En el caso que este drea sea infinita necesitamos hacer una regularizacién,
que consistird en tomar el limite S — oo del caso compacto. Para evitar
arrastrar esta constante, fijaremos la constante de Newton efectiva de acuerdo
a la relacion:

(5.3)

1
=1
167G,

(5.4)
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Las variables canodnicas seran la métrica inducida sobre las secciones es-
paciales h;; y sus momentos conjugados II” que se definen en (B.11)). Los
corchetes de Poisson entre las variables candnicas son

{hy(w), T (@)} = 676) 5 (u — ) (5.5)

donde 07 es la delta de Kronecker, y §(u) es la delta de Dirac sobre la recta
real, y la forma simpléctica en el espacio de fases es

Q= / dudI1Y A dhy, (5.6)

siendo d la derivada exterior y A el producto exterior. Recordemos que el factor
constante que se obtiene al integrar las coordenadas x', 22 se ha reabsorbido
en la constante de Newton .

Como ya sabemos, tenemos dos clases de ligaduras: la ligadura hamiltoni-
ana C y las ligaduras de momentos C;, estas tltimas generan los difeomorfismos
sobre la seccién espacial. En lugar de utilizar C, vamos a trabajar con esta
ligadura densitizada, C = h'/2C. Teniendo en cuenta esto, las expresiones para
las ligaduras son:

~ 1 -
C=—h>R+ (highjy — §1~Lijh,€l)nwn’fl =0,
Ci = —2h;; D, IT" = 0 (5.7)

donde D; es la derivada covariante compatible con la métrica inducida y 3R es
su escalar de curvatura.
La evolucién temporal de cualquier funcién del espacio de fases sera

f=0of + {7, /du (NC + N'C,)} (5.8)

siendo 0; la derivada parcial con respecto a la dependencia explicita con el
tiempo t y N = h™'/2N es la funcién lapso densitizada.

5.1 Caso ortogonal

Para los espacio-tiempos que estamos estudiando es posible eliminar la lib-
ertad gauge asociada a las ligaduras C,, a = 1,2., ligaduras que generan los
difeomorfismos en las coordenadas de los vectores de Killing.

Teniendo en cuenta que la métrica no depende de las coordenadas x® se
puede ver que estas ligaduras pueden reescribirse como

Co = —2 (hoI1")’ (5.9)
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donde la prima denota la derivada parcial respecto a la coordenada wu.

Para fijar el gauge exigiremos que en las secciones de tiempo constante el
eje de la coordenada u sea ortogonal a las érbitas del grupo expandidas por
los vectores de Killing 0,.. Esto es equivalente a las condiciones

how =0, a=1,2. (5.10)

A continuacién debemos asegurar que estas condiciones son “adecuadas” para
fijar el gauge. Por un lado, las érbitas gauge generadas por las ligaduras C,
tienen que intersectar transversalmente la superficie definida en el espacio de
fases por las condiciones (5.10) y las ligaduras . Y por otro lado, las
condiciones que fijan el gauge deben ser preservadas por la dinamica del
sistema.

La primera condicion es equivalente a probar que las condiciones de fijacion
del gauge tienen corchetes de Poisson no nulos con las ligaduras C,. Si hacemos
este calculdl] obtenemos

(o / du N*Cy} = hay(N?) (5.12)

y si tenemos en cuenta que h,, es definida positiva, entonces los corchetes
anteriores en general seran distintos de cero (con elegir (N®) # 0 ya lo asegu-
ramos).

La segunda condicion consiste en pedir que la fijacién del gauge sea com-
patible con la dinamica, esto quiere decir que debe existir una eleccién para
las componentes N¢ del vector desplazamiento que asegure, en la superficie
definida por las ligaduras, que las condiciones son conservadas por la
evolucién dinamica. En otras palabras hau debe ser nulo, modulo ligaduras
y condiciones de fijacion del gauge, para una eleccién particular de N¢. De
nuevo, si tenemos en cuenta que la métrica no depende de z® y usando ([5.8)
podemos calcular

haw = hap(N®)' + 4N haph, 11 (5.13)

siempre teniendo cuidado en sustituir las condiciones de fijacion después de
haber calculado los corchetes de Poisson.
Por otro lado, la solucion de las ligaduras C, = 0 para los momentos es

1" = h f,(t) (5.14)

1Basta usar la definicién de los corchetes de Poisson entre dos funciones del espacio de
fases A(hij, H”) y B(hij, HU)

B SA OB 5B SA
{A,B} = / dz? Lmij(a:) T3] ~ Fhe (o) S0 3) (5.11)
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siendo f,(t) dos funciones arbitrarias del tiempo, que serén reales porque los
momentos también lo son. Entonces la fijacion del gauge sera preservada por
la dindmica si se cumple

(N = —4N hyh™ £, (1) (5.15)

Ahora vamos a considerar que las componentes N® del vector desplazamiento
se anulan cuando u — +o00. Dado que hemos impuesto h,, = 0, esta iltima
condicion significa que las orbitas del grupo expandidas por los vectores de
Killing 0, son asintéticamente ortogonales a las superficies con coordenadas
t y u, es decir, asintéticamente tendremos la métrica en dos cajas 2x2.

Ahora si integramos en u ambos términos de la ecuacién , contraemos
el resultado con f,(t), y usamos la condicién

uhlfoo N®=0 (5.16)
se llega al resultado
| duN b b gy =0 (5.17)

En esta ecuacion el integrando es real, entonces, para que se anule esta integral,
el integrando debe anularse al menos en algin punto. Teniendo en cuenta que
la métrica h,, es definida positiva, y que N y que h,,, también son estrictamente
positivos, se cumplird que f, = 0 en ese punto. Pero, como las funciones f, no
dependen de la coordenada u, estas funciones seran idénticamente nulas. Por
lo tanto, reuniendo las soluciones de las ligaduras y las soluciones que aseguran
la consistencia en la fijaciéon del gauge cuando se impone la condicién ([5.16))
tenemos

I = 0
N® = 0 (5.18)
haw = 0

y entonces la métrica es diagonal en dos bloques 2x2.

Hemos visto que si imponemos lim, 1., N* = 0, para asegurar la consis-
tencia en el proceso de fijacién del gauge se verificara que N se anula en todo
el espacio-tiempo y no sélo en el infinito, es decir, en esta fijacién de gauge si
exigimos que la métrica sea diagonal por bloques asintoticamente, lo serd en
todo el espacio-tiempo.

Después de esta fijacion parcial del gauge, las variables candnicas y sus
momentos conjugados (hg,, [1°"), asi como las ligaduras C,, son eliminadas del
sistema. El resto de variables y sus momentos son un conjunto de variables
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canodnicas para el modelo con el gauge fijado. El elemento de linea se escribe
como

ds? = —N2dt? + hy,(du + N*dt)? + hapdz®da® (5.19)

donde todas las funciones métricas dependen sélo de las coordenadas t y u. La
estructura simpléctica (5.6)) es

0= / du (AT A dh,, + AT A dhgy) (5.20)

5.2 Fijacion del gauge “correcta”

Ahora que hemos completado la fijacion del gauge, es un buen momento para
revisar si hemos efectuado correctamente la fijacién del gauge. Dado que
este mismo proceso se repetird varias veces a lo largo del trabajo me gus-
taria repasarlo para que quede bien claro como se debe hacer una fijacion del
gauge correctamente. La anterior fijacién nos servira como ejemplo.

Consideremos un sistema que tiene C;, i = 1..n ligaduras de primera clase.
Estas ligaduras generaran transformaciones gauge por ser de primera clase.
Para eliminarlas debemos anadir tantas condiciones de fijacion, g;, como lig-
aduras queramos eliminar. Por ejemplo, vamos a eliminar k ligaduras. Ten-
emos el sistema

Ligaduras Ci=0, 1=1.k

Condiciones de fijacién =0, i=1.k

y utilizaremos la siguiente notacion: x4 = (C;, ¢;), A = 1..2k, sera el conjunto
formado por las ligaduras C; y las condiciones de fijacién g;. El simbolo ~ de-
notard que se cumple la igualdad cuando tomamos la restricciéon a la superficie
definida por g; = 0, es decir,

F=G <~ F|9i:0 = G|gi:0 (521)

Para que las condiciones g; permitan fijar el gauge correctamente se tienen
que verificar las siguientes condiciones:

(i) El conjunto formado por las condiciones de fijacién y las ligaduras ha
de ser un sistema de segunda clase, en otras palabras, esto significa que
la superficie gauge intersecta transversalmente la superficie definida por
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las condiciones de fijacién y las ligaduras, permitiendo extraer un tnico
punto de cada orbita gauge. La condiciéon que nos asegura esto es

det(AAB) ¢ 0 (5.22)
donde la matriz A se define como A4z = {x4, x5}

(ii) Las condiciones de fijacién que hemos impuesto tienen que ser conser-
vadas por la evolucién dinamica del sistema. Esta condicién equivale
a exigir que el corchete de Poisson de las condiciones de fijacion con el
hamiltoniano H del sistema es nulo cuando nos restringimos a la super-
ficie definida por las ligaduras, es decir,

9i=1{g;, H} =0, i=1.k (5.23)

Si se verifican estas condiciones tendremos un problema de fijaciéon de gauge
bien puesto y podremos hacer la reduccion.

Repasemos la fijacion del gauge de la seccién anterior. (Queremos eliminar
dos ligaduras (C,, a = 1, 2), por lo tanto se aniaden dos condiciones de fijacién
(9o = haw = 0). Hemos probado que es un sistema de segunda clase (5.12) y
también que las condiciones g, son preservadas por la dinamica (5.15). En-
tonces el proceso de reduccion es correcto. Hemos eliminado los grados de
libertad (hgy, I1%*) del sistema (cada ligadura y cada condicién g, elimina un
grado de libertad). En el proceso de reduccién también quedan fijados los
multiplicadores de Lagrange que acompanan a las ligaduras, al asegurar la
compatibilidad con la dindmica obtenemos las ecuaciones que deben cumplir.
En el caso anterior las ecuaciones fijan las componentes N®. Con este
ejemplo hemos aprendido como hacer la fijacién correctamente.

5.3 Cambio de variables

A continuacién vamos a hacer un cambio de variables, pasaremos de hg,(t, u) y
huu(t,u) a {q*} = {v(t,u), w(t,u),y(t,u), z(t,u)} porque simplifican las cosas
y ademas nos ayudaran a establecer la conexion con las ondas planas. La
transformacion es

hiy = e Y2 hyy = —vet Y2
h22 = (U2 + ey)ez—y/Q (524)
2w—z+y/2

huyw = €
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La métrica (5.19) pasara a escribirse

ds® = 22— N2dt? + (du + N"dt)?] +
e V2[(da')? — 2vda'da® + (v + €¥)(da?)?] (5.25)

Aqui hemos densitizado el lapso utilizando
h = ?wtaty/2 (5.26)

Ahora para que la métrica inducida sea definida positiva basta exigir que las
nuevas variables ¢ sean funciones reales.

El cambio de variables que hemos realizado es una transformacién puntual.
Entonces podemos obtener facilmente los momentos conjugados {p,} a las
nuevas variables utilizando la relacién
Ohuyu ab OPab

+1I

o — ]:['U/LL
P 0q” 0q”

(5.27)

teniendo en cuenta que h,, v hgp tienen que ser consideradas como funciones
de ¢*.

Recordemos que todavia tenemos dos ligaduras en este modelo gravitatorio,
que se pueden obtener haciendo la restriccién en C y C,, al caso en que la métrica
no dependa de z% y hy,, = II** = 0. Después de hacer los célculos la expresién
para la ligaduras en funcion de las nuevas variables y momentos son: para la
ligadura C,,

Cu = _p;u + pww/ + pvvl + pyy/ + pzzl (528)

y para la ligadura hamiltoniana densitizada es
-
16

+p12;6y - 2pwpy — PwPz + 4]95 (529)

C = ()2 +4() eV — 42 (4w +y —52') + 162"}

A continuacién vamos a hacer explicita la conexion de estos espacio-tiempos
con las ondas planas. En el modelo de midisuperespacio que presentaremos
para las ondas planas utilizaremos la fijacién parcial del gauge que hemos hecho
en la seccién anterior (porque las ondas planas incluyen dos vectores de Killing
espaciales en su grupo de simetria) y las siguientes consideraciones nos guiarén
en la fijacion del gauge remanente.

La métrica ([5.25]) seria andloga a la métrica para las ondas planas (4.29)
si fijaramos z = zg y w = wy, ademads de particularizar la funcion lapso y la
componente N a N = e¢wo—20/2+y/4 y N* — _1_ Sin embargo, todavia queda
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una diferencia entre ambas, para las ondas planas las soluciones no dependen
de t. En la métrica (5.25) si queremos que las soluciones no dependan de
t podemos hacer los siguiente: como zp es una funcién fija de u y wy estd
determinada por las ecuaciones de Einstein en funcién de y, v, bastara exigir
que las derivadas temporales ¢, v se anulen para eliminar la dependencia en ¢
de la métrica. Si utilizamos la definicién de la curvatura extrinseca Kz-j
con las coordenadas z' = {x',2? u} podemos demostrar que la condicién
v =y = 0 en las soluciones clasicas es equivalente a

4h1/2€7220+y/2K11 = 226 — yl
AWM= RK = vy — 2uz) — 2 (5.30)

siendo h = e?wot20t¥/2 Ademds estas ecuaciones implican que ¥ y § se anulan
aunque cambiemos los valores de wy, N y N* en la métrica siempre que
N no dependa de z® y no modifiquemos el cociente N/N* = —h!/2e=%,

Si ahora utilizamos la definicion podemos obtener los nuevos mo-
mentos canénicos en funcién de la curvatura extrinseca

Dy = —hl/zefzfy/Q(UKn + Ki2)
Pw = —h1/2€_z_y/2[(’02 =+ Gy)Kll + 2UK12 + KQQ]

1
by = _§h1/26_z+y/2K11

Estas expresiones nos seran de utilidad mas adelante.

5.4 Caso no ortogonal

Recordemos que en la fijacion del gauge anterior hemos restringido nuestro
analisis a soluciones en las que la métrica es diagonal por bloques. Ahora vamos
a estudiar el caso en que los vectores de Killing no admitan hipersuperficies
ortogonales. Si tenemos unas funciones f,(t) distintas de cero, las componentes
N serén las soluciones de la ecuacién

(N?) = —4N hy b fi2) (5.32)
y las soluciones para los momentos son
1" = h f,(t) (5.33)
Utilizando estas relaciones la métrica sera

ds® = —N?dt?* + hyudu® + hgdx®dz® + 2h; N'da? dt (5.34)
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que en funcién de las nuevas variables se escribe

d82 — 62w—z+y/2 [_eQZ]detQ + (du + Nudt)Q} +
e v/2 [(alar:l)2 — 2udrtdz® + (v* + e¥)(dx?)?
+2(N' — vN?)dtda' + 2(N*(v* + €¥) — vN')dtda?|  (5.35)

Por 1ltimo, las expresiones para las ligaduras son las siguientes, C, es la
misma que el caso anterior,

Cu = _piu + pww, + pvvl + pyy/ + pzZ/ (536>

y la ligadura hamiltoniana densitizada se diferencia s6lo en unos términos extra

2z

¢ = % (1) +4(v')%e ™V — 42/ (4w’ + o — 52) + 162"
+p12;ey - 2pwpy — PwPz + 4]95 (537)

+2e* % [ff(vQ +e¥)+ f3 + 2Uf1f2]
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Capitulo 6

Modelo de midisuperespacio
para las ondas planas

En este capitulo presentaremos un modelo de midisuperespacio para las ondas
gravitatorias planas puras. Nos proponemos estudiar soluciones de vacio de
las ecuaciones de Einstein que pueden ser descritas por la métrica .

Nuestro punto de partida serd la fijacion del gauge que hemos realizado en
el capitulo anterior para los espacio-tiempos con dos vectores de Killing en el
caso ortogonal ya que hemos visto que las ondas planas pueden ser consideradas
como un caso particular de estos espacio-tiempos. Recordando la expresion de
la métrica ((5.25)) tenemos

(6.1)
ds®> = e2w_z+y/2[—62z]y2dt2 + (du + N“dt)?] +
Y2 [(deh)? — 2udatda® + (v* + e¥)(dz?)?] (6.2)
y en el sistema quedan dos ligaduras (5.28) , (5.29)
Cu = _piu + pww/ + pvvl + pyy/ + pzz/ (63)
_ 2z
¢ = 4 ()2 + 4%V — 42/ (4w’ + 3 — 52) + 162"
+ple’ — 2pupy — Pup- + 4P} (6.4)
el hamiltoniano es
H= / du (NC + N'C,) (6.5)

47
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y la estructura simpléctica (5.6)
0= / du (dp. A dz + dp, A dy + dp, A dv + dpy, A dw) (6.6)

Recordemos también que todas las variables y, v, z, w, py, pv, Pw, P- ¥ las fun-
ciones IV, N* dependen solamente de las coordenadas (¢, u)

6.1 Fijacion-Reduccion del gauge

El proceso de fijacién del gauge y eliminacion de las ligaduras lo vamos a hacer
en dos etapas. En la primera, fijaremos los difeomorfismos en la coordenada .
En la siguiente eliminaremos la ligadura que nos queda y ademas anadiremos
mas simetria para obtener un modelo cuyas soluciones sean las ondas planas.

6.1.1 Fijacion de los difeomorfismos en u

Comencemos por la primera fijacion, queremos eliminar la libertad gauge aso-
ciada con la ligadura C,, que genera difeomorfismos en la coordenada u. Una
manera de fijar esta libertad consiste en fijar la coordenada u mediante el
valor de una variable métrica. Necesariamente la relacién entre ambas debe
ser biyectiva. En este caso podemos fijar que la variable z sea igual a z
porque hemos visto que se trata de una funcion estrictamente creciente en w.
La condicién que imponemos para fijar el gauge sera:

Xu=2—20=2+e =0 (6.7)

Con esta relacion se puede obtener la coordenada u a partir del valor de la
variable métrica z y viceversa.

Ahora debemos comprobar que efectivamente esta condicién permite fijar
el gauge asociado a la ligadura C,. Como hemos visto en el capitulo anterior
debemos asegurarnos que las relaciones

Ligaduras C,.=0

Condiciones de fijacion Xu =0

permiten fijar el gauge correctamente. Se deben verificar las dos condiciones
(5.22) y (5.23). A continuacién demostraremos que en este caso se cumplen
ambas.
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e En primer lugar, la ligadura y la condicién de fijacién forman un sistema
de segunda clase. Basta ver que el corchete de Poisson entre ambas no
se anula. Calculandolo obtenemos

[, [ duN"C,} = %N (6.8)

modulo la condicién . Como z{, no se anula en ningin punto, este
corchete es distinto de cero si N* # 0.

e Ahora falta ver que la condicién (6.7)) es compatible con la evolucién
dindmica. Debe existir una eleccién para N* que se cumpla

o= s [du(NC+N"C,)
= —puN +2,N"=0 (6.9)
Usando la condicién (6.7)) la solucién que buscamos es

_ pulY

2

N (6.10)

y notemos que N" esta bien definido siempre porque 2 no se anula.

Hemos visto que tenemos una fijacién del gauge correcta. La variable z
queda fijada por la condicién (6.7, mientras que N* esta dado por (6.10)).
Ahora sélo nos queda resolver la ligadura C, = 0 para p,. De forma inmediata

obtenemos 1

p. =Dl = ;6(10;, — putt’ = p,v’ = pyy’) (6.11)

Antes de hacer la reduccién me gustaria resenar que para que el proceso
de fijacién sea correcto sélo hemos necesitado hacer uso de que 2, # 0. Por
lo tanto, se podia haber elegido otra funcién cuya derivada no se anulara en
ningtin punto y el proceso de fijacién estaria bien.

Ahora ya podemos reducir el sistema. Las relaciones , , per-
miten eliminar los grados de libertad (z,p,) y la ligadura C,. Asi se obtiene un
modelo reducido cuyo espacio de fases esta descrito por el conjunto de variables
candnicas (v, w, Y, Py, Puw, Py)- La forma simpléctica es

Q= /du (dp, A dv + dpy, A dw + dpy A dy) (6.12)
y el hamiltoniano

A= /du NC (6.13)
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donde C, es la tinica ligadura que queda en el sistema. La expresion la ligadura
hamiltoniana densitizada C, = C(z = zp,p, = p?) es
~ 6220(u)
C, = T [(y’)2 +4(v) eV — dzo(u) (4w’ + o — 5zo(u)’) + 1620(u)”}
+p2e¥ — 2pyupy — Pwp’ + 4p§ (6.14)

donde tenemos que sustituir la ecuacién (6.11]) para pY.

6.1.2 Fijacion y reduccion final

Como en el modelo reducido sélo queda una ligadura basta con anadir una
condicién para fijar la libertad gauge asociada a esta ligadura. Sin embargo,
ademds de esta condicion de fijacién vamos a imponer dos condiciones extra, las
cuales deben ser interpretadas como simetrias que exigimos al modelo. Hasta
ahora sélo hemos impuesto que tengamos dos vectores de Killing espaciales,
que conmutan y que admiten superficies ortogonales, y recordemos que las
ondas planas tienen mucha mas simetria, poseen un grupo de simetrias de
cinco parametros.

Por lo tanto el proceso de reducciéon que llevaremos a cabo no sélo consiste
en fijar la libertad gauge que queda, sino que a la vez estamos imponiendo
unas condiciones de simetria en el modelo. El objetivo es reducir el espacio de
fases, de forma que las soluciones de este modelo sean las ondas gravitatorias
planas descritas por (4.29)).

Las condiciones de simetria necesarias para llegar a tal modelo consisten
esencialmente en imponer que las soluciones no dependan del tiempo. Hemos
visto en el capitulo anterior que para una métrica de la forma ({5.25) con
z =z y N* = —e*N, la independencia del tiempo de las variables y,v
estd garantizada si se verifican . Usando las relaciones podemos

reescribir estas condiciones como

ezo ! !
X1 = py— g(y —2zy) =0,
X2 = 2eV"%p, — v =0. (6.15)

y teniendo en cuenta la relacién (6.10]), estas condiciones aseguraran que y, v
no dependeran del tiempo en las soluciones cléasicas si se cumple también

Xo = pw + 25¢™ = 0. (6.16)

En este caso las condiciones ([6.15) también aseguran que los momentos py, p,
no dependen del tiempo en las soluciones clasicas. Tampoco dependera el
momento p,, si se verifica (6.16)).
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Por la tanto, la tnica variable que podria depender del tiempo es w. Para
evitar esto vamos a imponer que

X3 =w—wy =0 (6.17)

donde wq es la funcién definida en (4.28)). Entonces, vamos a exigir que w
tenga el mismo valor que toma para las soluciones correspondientes a ondas
gravitatorias planas. Como wy depende sélo de y,v tenemos garantizada la
independencia temporal en las soluciones clasicas.

Ahora vamos a escribir la ligadura del sistema C, en funcién de estas condi-
ciones. La expresion que toma es

C. = (2y'x1 + e Y/ xa + 2uw'xo — 2X6)2XZ(Z,) +4x3
62Z0_y 2 20~/ 20~/
+ 1 X2 — 2(x1 +€*x3)x0 + €*Xq (6.18)

Aqui podemos ver que si imponemos como condiciones de simetria y; =
X2 = 0 en nuestro modelo, la condiciéon xo = 0 es una solucion de la ligadura
C,. Por lo tanto, la superficie definida en el espacio de fases por las condiciones
xr =0 ([ =0,...,3) es una seccién de la superficie definida por la ligadura
¢, =0.

Resumiendo las condiciones anteriores, vamos a hacer la reduccion de
la siguiente forma: FExigiremos las condiciones como condiciones de
simetria, y también impondremos la condicion para fijar el gauge aso-
ciado a C,. Veremos que el proceso de reduccién es correcto y que finalmente
recuperaremos como solucién a la ligadura C, la condicién yo = 0.

Veamos ahora que el problema de fijacién de gauge es correcto. Tenemos
las relaciones

Ligaduras C’; =0
x1=0

Condiciones de fijacion x2 =0
x3=10

Y para que el proceso de fijacion sea correcto debemos comprobar que se

cumplen las condiciones 1) y 1} El conjunto {ér,Xl,Xg,Xg} lo es-

cribiremos como {x 4}, donde A =0, ..., 3.
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e Para demostrar que la reduccion es admisible en primer lugar debemos

asegurarnos que el conjunto {x 4}, formado por las condiciones (fijacién
+ simetria) y la ligadura, es un sistema de segunda clase en la superficie
de reduccion que estamos considerando. Vamos a definir

x(g) = /dUzA:QAXA (6.19)

donde {g4} es un conjunto de funciones C§° de u, es decir, son funciones
de u diferenciables y con soporte compacto. FEntonces, imponer que
X4 = 0 es equivalente a pedir que x(g) se anule para todas las posibles
elecciones de g4. Para demostrar que el conjunto {x 4} es un sistema de
segunda clase tenemos que ver que no existe ninguna combinacion de la
forma x(g), excepto la trivial, que conmute débilmente con todas las y 4.

Veamos que ocurre esto pero antes mencionaremos una propiedad muy
util de la expresion @ para la ligadura hamiltoniana C.. Como casi
todos los términos son cuadraticos en las condiciones x; si queremos cal-
cular el corchete de Poisson sobre la superficie definida por estas condi-
ciones entre esta ligadura y cualquier funcion del espacio de fases © sélo
sobrevive el ultimo término, es decir, tenemos la siguiente propiedad

{6,C.} ~ {0, e™x)} (6.20)

Ahora, haciendo uso de esta propiedad es facil obtener el resultado

{Cr.x(9)} = —e™g} (6.21)

entonces como e* # 0 y la funcién gs es C§°, se sigue que x(g) conmuta
débilmente con H, solamente si g3 es cero.

Ahora vamos a llamar y(g) a x(g) en el caso de que g3 = 0. Después de
unos cuantos calculos podemos obtener la expresiéon

2
— 1 z —z
>~ gaixa x(9)} & —g(€g! + 16e"g3) (6.22)
A=1

De aqui, como el término entre paréntesis es una suma de funciones no
negativas y las funciones g1, g son C§° si se anula el corchete de Poisson
entre Y(g) y X1 0 X2, esto implica que las funciones g; y g» son nulas.

Por otro lado, tenemos que

{xz,X(9)} = —(e*g0)’ (6.23)
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donde Y(g) denota la restricciéon de x(g) al caso en que go es la tnica
funcién de {g4} distinta de cero. Si tenemos en cuenta que gy € C§°,
este ultimo corchete de Poisson se anula si gy = 0.

Hemos visto que para que x(g) conmute débilmente con todas las {x},
las funciones {g4} deben ser idénticamente nulas. Por lo tanto, no existe
ninguna combinacién lineal de {x4} que sea de primera clase, es decir,
que conmute débilmente con todas. Entonces, queda demostrado que es
un sistema de segunda clase.

e Ahora nos queda ver que se verifica la segunda condicion en el proceso de
reduccion: las condiciones que imponemos deben ser compatibles con la
evolucion dindmica del sistema. Vamos a demostrar ahora que la seccion
definida por x; =0 (I =0, ..., 3) en la superficie de ligaduras es preser-
vada por la dindmica para una eleccién adecuada del lapso densitizado.
Usando la propiedad de la ligadura C, podemos hacer

Pt = {pa,/du]yér} 2 {po‘,/du]yezoxg} (6.24)

y teniendo en cuenta que las variables {p*} = {v, y, pv, puw, Py} conmutan
con Yo obtenemos
520 (6.25)

y por lo tanto, las variables p® seran independientes del tiempo en las
soluciones clasicas. Para llegar a este resultado, no hemos utilizado la
condicién y3 = 0. Como en las expresiones Y1, Y2 no aparece w ten-
emos que las condiciones xy; = x2 = 0 son preservadas por la evolucion
temporal.

Sélo nos queda asegurar que x3 es compatible con la dindmica. Al igual
que antes, utilizando la propiedad y como {xs3, X0} = {w, X0}
obtenemos

X3~ —(e®N) ~w (6.26)

Por lo tanto, si pedimos que la condiciéon x3 = 0 sea compatible con la
dindmica estamos asegurando que la variable w sea independiente del
tiempo en las soluciones. Esta ultima igualdad nos da una ecuacién para
el lapso, cuya solucién es

N =F(t)e ™ (6.27)
Con esto terminamos de comprobar que el proceso de reduccion es correcto,

las condiciones que hemos impuesto son adecuadas (en el sentido de que forman
un sistema de segunda clase con la ligadura) y también son compatibles con
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la dindmica, por lo tanto ya podemos hacer la reduccion. El lapso estd dado
por la ecuacién . Las condiciones de fijacion nos dan las expresiones
para los momentos p,,p, y la variable w en funcién de y,v. Finalmente, la
solucién de la ligadura nos proporciona una expresion para el momento
Pw- Reagrupando las expresiones tenemos

N = F(t)e ™

~

e
by = g(y/—Qzé)
1
Py = §v’eZ°‘y (6.28)
In (26) 3ZO Y v 2 —
— i 4 N2 Yy
v 2 T 4+u016z(’){<y)+(v)6}
Pw = _Z6620

Hemos eliminado del sistema las variables (py, p.,, w, p,y) v la ligadura C,.. Ahora
tenemos dos grados de libertad, las variables de la métrica y,v. Antes de
pasar a estudiar el modelo reducido que hemos obtenido vamos a estudiar
los términos de superficie y veremos que en este caso no tenemos ninguna
contribucion. Es necesario este andlisis para asegurar un proceso de reduccién
riguroso.

6.2 Términos de superficie

En todo el proceso de reduccion y también en la fijacién del gauge para los
espacio-tiempos con dos vectores de Killing nada hemos mencionado acerca de
los términos de superficie. En esta seccién pretendemos analizar estos términos
para el caso que estamos estudiando.

En el apéndice B tenemos un resumen del formalismo hamiltoniano para
la Relatividad General. La accién tiene una serie de términos de superficie
que pueden contribuir significativamente al hamiltoniano en el caso
de que no se anulen. Estos términos pueden afectar al proceso de fijacion del
gauge porque en la condicion aparece el hamiltoniano. Veamos cuando
seran importantes estos términos.

Las contribuciones de los términos de superficie se obtienen integrando so-
bre la frontera de la variedad M. Entonces, en primer lugar podemos descartar
todos aquellos términos que estén integrados sobre una superficie t = constante
porque contribuirdn con una constante en la accién. Por ejemplo, en nuestro
caso eliminaremos de la accion términos de la forma

t=t1

S ~ / dtdud, f (hy;, T¥) = / du [ f(hyy, TTF)] (6.29)

t=to
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en cambio, los términos sobre fronteras u = cte. pueden anadir contribuciones
al hamiltoniano

u=u1

S~ [dtdud, f(h;, TT*) = [ db [f(hij,nik)]u:uo (6.30)
\
H — H+ [f(hy, H'f)}’:z: (6.31)

En nuestro caso estos ultimos términos no afectan al proceso de fijacién del
gauge ya que los términos de superficie y las condiciones de fijacion conmutan
bajo corchetes de Poisson porque los términos de superficie estan evaluados
en u = +oo. Sin embargo, hay una condicién en la que esto no es asi, en la
ultima reducciéon hemos fijado w — wy = 0, y esta funcion no es local, tenemos
la integracién

wo ~ R [(y’)2 + 4(1}')Qe’y} (6.32)
uQ 162’6
entonces la variable w(oo) no sélo dependera de los grados de libertad de y, v
en u = oo sino que también depende de los valores de y, v en todo el intervalo
(ug, 00). Por este motivo, si en los términos de superficie aparece una variable
que se ha fijado con una condicién de este tipo, tendremos una contribucién
no trivial.

Vayamos ahora al proceso de reduccion que hemos seguido. Los términos
de superficie que tenemos de partida los podemos dejar hasta el final porque en
todas las reducciones, salvo en la ultima, las condiciones de fijacién son locales.
Entonces los términos de superficie no afectan al proceso de reducciéon. Ahora,
como en la tltima reduccion imponemos una condicién no local estos términos
podrian dar lugar a contribuciones en el hamiltoniano reducido del sistema.
En el apéndice D hemos calculado estos términos de superficie para este caso
y las contribuciones que obtenemos son triviales, o bien se anulan o bien son
términos como los que hemos descartado (6.29)).

En definitiva, no tenemos ninguna contribucion de superficie y el hamilto-
niano reducido lo podemos obtener de haciendo la reduccién.

6.3 Sistema reducido
Después del proceso de fijacion del gauge y reduccién del sistema hemos

obtenido un sistema libre de ligaduras, cuyos grados de libertad son las dos
funciones métricas y,v. El hamiltoniano del sistema reducido es nulo, ya que
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hemos eliminado las ligaduras y no tenemos contribuciones de términos de su-
perficie. Esto nos dice que las soluciones clésicas seran dos funciones y(u), v(u)
que no dependeran de t. Esto era lo que esperdbamos, porque las condiciones
de simetria que exigimos en la iltima reduccion precisamente aseguraban esta
independencia temporal.

Las soluciones también dependen de una funcién arbitraria, F'(t), que
aparece en el lapso. Sin embargo, esta funciéon puede ser reabsorbida con
una redefinicion del tiempo

T= /tF(Z)dZ (6.33)

y asi la métrica se transforma de la siguiente forma

ePwo—20Fu/2[ 220 F()2e72%0dt? + (du — F(t)dt)?] (6.34)
\
e2w0=20+Y/2[ T2 4 (du — dT)?] (6.35)

Recordando que

g = —e ¥ (6.36)

In(2)) 3z y 1 Ny
= — _= 4 v :
w T 4+ 167 (W) +4)%e ] (6.37)

la métrica para el modelo reducido sera

ds? = zpe™/%e®(du® — 2dTdu) + (6.38)
e Y2[(dat)? — 2vdatdx® + (v* + €¥)(dz?)?]
siendo
O = L l [(y’)2 + 4(?]/)267‘1/] (6.39)
8 uo ’ZO

Este modelo reducido describe los espacio-tiempos tiempos (4.29) que
queriamos estudiar, que se corresponden a ondas gravitatorias planas y de
vacio. Como hemos visto, las soluciones clasicas del sistema reducido son dos
funciones arbitrarias y(u), v(u).

En este modelo la dinamica es trivial porque el hamiltoniano es nulo. Toda
la informacién relevante para cuantizar el sistema esta codificada en la es-
tructura simpléctica. La forma simpléctica reducida €2, del sistema se obtiene
haciendo el pull-back de la forma simpléctica a la superfice del espacio
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de fases definida por las condiciones x; = 0 (I = 0,...3). Teniendo en cuenta
que p,, es una funcién fija de u por la relaciéon yo = 0 obtendremos

20
Q, = /du 6g[dy' Ady +4d(v'e™?) A du] (6.40)

Ahora explicaremos el proceso que se ha de seguir para obtener la accién
reducida de este sistema, que por supuesto lleva a los mismos resultados, el
hamiltoniano del sistema es nulo y las soluciones seran dos funciones de u
arbitrarias.

Comenzamos por la acciéon de Hilbert-Einstein en la descomposicién 3+1 e
imponemos que la métrica es independiente de las coordenadas z% (a = 1, 2).
Integramos en esas coordenadas y absorbemos el drea correspondiente en la
constante de Newton G, imponiendo que la constante efectiva sea 1/167, como
explicamos en ([5.3). Hemos eliminado las ligaduras y por lo tanto se pueden
hacer igual a cero los términos C y C;. La accién reducida S, sélo tendra

contribuciones de la densidad lagrangiana 11V 1;;, es decir,
S = / dtdu T j;; (6.41)

Entonces substituiremos I1°* = 0 y las relaciones (6.28)), (6.7) y (6.11) para

obtener finalmente la accién reducida

20
Sy = /dtdu %(y'y + 4v'eY0) (6.42)
En este modelo reducido la accion es lineal en las derivadas temporales, por
lo tanto el hamiltoniano de este sistema es nulo. Esto ocurre en la eleccién de
coordenadas que hemos hecho (¢, ). El Hamiltoniano ha de ser nulo en estas
coordenadas porque es el generador de la evolucion en ¢ y hemos visto que las
soluciones son funciones de u que no dependen del tiempo. Si utilizaramos
otras coordenadas obtendriamos otro hamiltoniano diferente. Este punto se
tratard con mas detalle en el caso de las ondas linealmente polarizadas.
A partir de la estructura simpléctica que hemos obtenido tenemos definidos
los corchetes de Dirac entre los grados de libertad del sistema reducido. Si
escribimos la forma simpléctica como

0= / dr / dF Qs ) dX(x) A dXP () (6.43)

donde d X *(x) denota (dy, dv) en el punto x. Para obtener el corchete de Dirac
entre dos funciones A, B del espacio de fases reducido tenemos que invertirla,

(A, B)p = / dz / d7 Q°%(x, ) Au(z) Bs(%) (6.44)
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donde A, son las componentes de dA = A,dX*.

En nuestro modelo la forma simpléctica es cerrada (d€2, = 0) y veremos
que en general es no degenerada. Sin embargo, la expresién de Qus(z, )
es bastante complicada y a pesar de nuestros intentos no hemos conseguido
invertirla para definir los corchetes de Dirac. Ahora veremos que, salvo en
algunos puntos excepcionales, esta forma simpléctica es no degenerada, por lo
menos en su condicién débil. 2,4 pasa de dX® a su dual d X segtn la relacion

dX°(z) =  dXs(z)= / dT Qpo(z,7)dX(7)  (6.45)

Calcularemos los elementos dX, de forma que al actuar €2,z sobre ellos se
anula, es decir,

/ dF Qgo(w, )dX(F) = 0 (6.46)

Cambiando la variable y por y + zg, las componentes de la forma simpléctica
se pueden escribir como

—50:[0(x — D)@ —fv/(z)e " é(x — 1)
Qug(z, 7) = (6.47)

— L (2)eVD§(x — F)  —38,[0(x — F))e v

y la solucién para la ecuacién (6.46)) es

dy = —2v'eFeVdu
1
dv' = —§v’dy (6.48)

Por lo tanto, en general no hay degeneracion. Si quisieramos estudiar algin
caso en particular que tuviera puntos degenerados, estos deberian ser elimina-
dos de alguna forma para tener una forma simpléctica adecuada.

Llegados a este punto dejaremos de lado el analisis de la estructura
simpléctica en el caso de dos polarizaciones. Aunque nosotros no la hayamos
encontrado, posiblemente existe una transformacién canénica de las variables
del espacio de fases que lleve a una expresion mas manejable de la forma
simpléctica. Por lo tanto este tema queda abierto.

Después de obtener un modelo reducido libre de ligaduras podemos pasar
a su cuantizacion. Para ello, se debe trasladar el dlgebra clasica de Poisson
obtenida de la estructura simpléctica a un algebra cuantica entre op-
eradores. En este caso toda la complejidad estd codificada en la estructura
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simpléctica. Esta situacion es diferente a otros modelos de midisuperespacio
para espacio-tiempos con dos vectores de Killing, como por ejemplo el modelo
de Gowdy [77], en el cuél, el algebra de Poisson es sencilla y toda la dificultad
estd en el hamiltoniano reducido. En la préxima seccién trataremos el caso
de las ondas con polarizacién lineal y veremos que en ese caso se obtiene una
estructura simpléctica manejable.

6.4 Ondas linealmente polarizadas

Las ondas planas con polarizacién lineal’| que vamos a estudiar se corresponden
con el caso particular de la métrica en el que la variable v se anula. Una
vez que tenemos un modelo para las ondas planas nos planteamos estudiar
el caso de las ondas linealmente polarizadas. Soélo tenemos que imponer la
condiciéon v = 0 en el modelo y hacer la reduccién. Sin embargo, como no
hemos llegado a obtener los corchetes de Dirac del modelo, no es posible hacer
la reduccién.

Para obtener un modelo reducido que describa las ondas planas con po-
larizacion lineal vamos a seguir la siguiente estrategia: Repetimos todos los
pasos llevados a cabo en el modelo anterior hasta llegar a la tultima reduccién.
En este punto incorporaremos la condicion v = 0 como una simetria mas y
demostraremos que es posible reducir el sistema correctamente con estas condi-
ciones. De nuevo, repetiremos el proceso de reduccién. Tenemos las relaciones

Ligaduras C, =0
x1=0

Condiciones X2 =
de fijacion x3 =0
X4 =0

y debemos asegurarnos que se cumplen las condiciones ((5.22)) y (5.23).

e Para demostrar que efectivamente se trata de un sistema de segunda clase
seguiremos razonamientos analogos al caso anterior. Ahora llamaremos

IVéase la Seccién 4.3
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{xa} = {C,, x1, X2, X3 x4} donde A = 0,...,4. Construimos una combi-
nacion lineal de estas condiciones

x(g) = / duy " gaxa (6.49)
A

donde {g4} es un conjunto C§° de funciones de u. Es sencillo ver que

{xa, x(9)} = 2770 gy (6.50)

de forma que para anular este corchete necesitamos que go = 0. Entonces
X4 conmuta con todas las condiciones excepto con s, los corchetes de
x(g) con C., X1y X3 son iguales que en el caso de las ondas planas gen-
erales. Por lo tanto, para que el corchete con C, se anule debe cumplirse
g3 = 0 como en el caso general. Llamaremos y(g) a x(g) con g2 = g3 = 0.
Como el corchete de x(g) con y; no se ve afectado por la presencia del
término x4, tenemos que la ecuaciéon para las ondas con dos po-
larizaciones sigue siendo valida si hacemos go = 0. De esta forma, la
anulacién del corchete con x; implica que g; = 0. Sea x(g) la restricciéon
de x(g9) a g1 = 0. Puesto que la presencia del término y4 en x(g) no
modifica el corchete con Y3, exigir que tal corchete sea nulo conlleva,
igual que en el caso general, que gy = 0. Sélo nos queda

{xe, /dug4x4} = —2e’" "y, (6.51)

y obviamente, para que se anule este corchete necesitamos que g4 = 0.

Por lo tanto, hemos visto que no existe ninguna combinacién de x(g) que
conmute débilmente con todas las x4 y con esto queda demostrado que
el problema de fijacién-reduccién esta bien puesto.

Ahora sélo nos queda demostrar que las condiciones x; (I = 1..4) son
conservadas por la evolucion dinamica del sistema. Sélo nos hace falta
asegurarlo para la condicion y, = 0, porque las demés ya habiamos visto
que eran compatibles con la dinamica. Pero esto ya lo tenemos hecho
porque en el caso general también demostramos que © = 0, asi que ya
esta todo hecho.

En definitiva, el proceso de fijacién-reduccién es correcto. Podemos re-

alizar la reduccion igual que en el caso de las dos polarizaciones pero ahora
incorporando la condiciéon v = 0. La métrica para el modelo reducido es

ds* = z(u)e®™/2e® W [du* — 2dTdu]
+ e v (dg)? 4 e (da?)?] (6.52)
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siendo
o = - [ S (6.59)
zo(u) = —e (6.54)

Aqui y'(u) es la derivada de y(u) y up es una constante. Esta métrica es
una solucién de las ecuaciones de Einstein de vacio para cualquier funcién y.
Describe una onda gravitatoria plana con polarizacién lineal, siempre teniendo
en mente que no representa todo el espacio-tiempo que puede ser cubierto con
coordenadas armoénicas.

En este sistema reducido el tnico grado de libertad esta en la funcién y, la
cual reemplazaremos por la funcién Y, definida por la relacién

y(u) = V2e W2y (y) (6.55)

para simplificar la expresiones de la accién y la estructura simpléctica. Asi,
podemos escribir la accion reducida para este sistema como

S, = / dt / du Y'Y (6.56)
y la forma simpléctica sobre cualquier seccion de tiempo constante
0, = / dudY’ A dY (6.57)
b

En este caso el hamiltoniano también es cero. Como ya hemos explicado en
el caso anterior, esto es debido a la particular eleccién de coordenadas. En este
caso son (t,u) y como las soluciones son funciones Y (u) que no evolucionan
en t, el generador de esta evolucion temporal, es decir, el Hamiltoniano, ha de
ser nulo. Si ahora hacemos un cambio de coordenadas

= T Or = 0p — Ox
u = z+T Ou = Ox (6.58)
la accién se tranformara en
S, = / dTdz [,Y 0rY — (8,Y)?] (6.59)

y el hamiltoniano del sistema ya no sera nulo, tendremos

H, = / d (9,Y)? (6.60)
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Capitulo 7

Cuantizacion del modelo

En este capitulo vamos construir una teoria cuantica para el modelo de midis-
uperespacio que describe las ondas planas linealmente polarizadas. En el
capitulo anterior completamos la reduccion eliminando todas las ligaduras, y
ahora pasaremos a la cuantizacion, por lo tanto estamos siguiendo el esquema
de cuantizacién en el espacio de fases reducido.

Escribiremos de nuevo la métrica de este modelo

ds? = zo(u)e®™/2e2® dydy

+ e [e_y(“)(dxl)Q + ey(u)(de)Q} (7.1)
siendo . g
2w == [ S W OP = (7.2)

donde prima denota derivada respecto a u, coordenada que recorre todo el eje
real y ug es una constante. Los grados de libertad del sistema estan en la
funcion y(u), que es arbitraria. Si hacemos el cambio

y(u) = V2e W2y (y) (7.3)
la expresién para la accién del modelo es
ty .
s=["at / du Y'Y (7.4)
to b))
y la forma simpléctica es
0-— / dudY’ A dY (7.5)
b
donde ¢y y t son los valores inicial y final de la coordenada tiempo.
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Antes de atacar la cuantizacién del caso general vamos a considerar un
caso mas sencillo en el que la onda no cubre todo el espacio-tiempo, ocupa
una zona limitada por regiones planas (como ocurre en las ondas sandwiciﬂ).
Después pasaremos al caso de una onda plana linealmente polarizada general.
Construiremos los operadores de la métrica regularizados y completaremos la
cuantizacion del modelo.

7.1 Modelo con modos discretos

Comencemos analizando el caso en que el espacio-tiempo es plano fuera de la
region, u € I, = [—L, L], donde L es una constante positiva. Si queremos ser
mas precisos, supondremos que la funcién y(u) de la métrica es constante
para la regién v > L y u < —L. Por lo tanto, lo mismo pasara con la funcion
®(u) de la ecuacién (7.2)). Se puede comprobar facilmente que para la regién
|u| > L el espacio-tiempo es plano. Dentro del intervalo no exigiremos ninguna
condicién sobre y(u), y lo mismo para el campo Y (u), que serd arbitrario. Esta
clase de métricas podemos interpretarlas con una especie de ondas sandwich
(ya que no imponemos ninguna condicién en los extremos del intervalo sobre las
derivadas de la métrica y se necesitan unas condiciones de juntura adecuadas
para tener un espacio-tiempo de tipo onda sandwich).

A continuaciéon vamos a suponer que las soluciones de ondas planas que
estamos considerando son suficientemente suaves, es decir, la restriccion de
Y (u) al intervalo I es continua. Entonces el campo Y tiene unos limites
bien definidos a acercarnos a los dos extremos del intervalo desde el interior,
es decir, cuando u tiende a L™ y a —LT. Ademds podemos restringirnos a
considerar soluciones que verifiquen:

lim Y(u)= lim Y(u) (7.6)
u—L— u——LT
La razén es la siguiente: supongamos que el campo Y (u) no verifica esta
condicién, entonces si le afiadimos una funcién de la forma Ce®®/2 con una
constante C' adecuada podemos obtener un campo Y (u) que cumpla la ecuacién
anterior. Ahora, podemos ver que las métricas obtenidas con los campos Y (u)
v Y (u) se diferencian en una transformacién de escala

- Ax! (7.7)
- 2?/A

donde la constante A es igual a e=¢/ V2 Por lo tanto, como esta transformacion
de escala deja invariantes los dominios de definiciéon de las coordenadas z¢,

Véase la Section 4.3
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que son la linea real, las geometrias descritas por los campos Y (u) y Y (u)
son equivalentes. Por consiguiente, la condicién de contorno (|7.6)) nos permite
eliminar el exceso de geometrias equivalentes.

La condicién ([7.6) nos va a permitir extender el campo Y (u), restringido
a Iy, a una funcion periédica sobre todo el eje real, con periodo 2L. Para
no complicar innecesariamente la notacién seguiremos llamando Y (u) a esta
funcién periddica que coincide con la original Y (u) en el intervalos I,. Como
esta funcién es periddica y ademas es suave podemos expandirla en la siguiente
serie de Fourier

_m7ru/L _'_a:Leimru/L> ) (78)

ao‘i‘ZQ\/ﬁ(

y c¢émo Y (u) es real también lo serd ag y ademds a) debe ser el complejo
conjugado de a,. En principio, los coeficientes de Fourier de la expansién
dependeran de la coordenada t. Sin embargo, como el hamiltoniano es nulo,
estos coeficientes no dependeran del tiempo en las soluciones clésicas.

Veamos ahora que el coeficiente ag desaparece de la accién reducida y de
la estructura simpléctica. Escribiremos el campo como

Y(u) = ag + ay (7.9)

donde en a, hemos metido el resto de los modos. Entonces sustituyendo esta
expresién en la accién ([7.4)) obtenemos

S = / dt du VY
_ / dt du aod, + / dt du ind,
= [driola =t + [ drdu
= /dt du a,al, (7.10)

ya que el término evaluado en el infinito se cancela porque la funcién es
periddica. En la estructura simpléctica (|7.5)) ocurre lo mismo

0 = [duay'nay
= /du da;, A (dag + day,)
= d ([au]Zj_rzz) A dag + /du d(a, A da,

= /du da), A da, (7.11)
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donde de nuevo como la funcién es periddica se cancela el término evaluado en
el infinito.

Por lo tanto el modo cero se desacopla de los demas grados de libertad del
sistema y es una constante de movimiento. Esto nos permite restringir nuestro
estudio al caso en que ag tenga un valor determinado (que no depende de u).
Es decir, el modo cero lo separamos del resto y lo estudiaremos clasicamente.

Para sacar partido de este hecho podemos exigir que el campo Y se anule
en un punto ug del intervalo I, es decir, fijaremos el valor del modo cero
como ag = —Y (ug). Con esta eleccién estamos seleccionando el valor de Y
en el punto ug como el valor de referencia respecto del cudl el campo Y sera
medido. Después de estas consideraciones la expansion de Fourier se escribe
como

> 1
Y (ulug) = T; N

+ CL; (einwu/L . einWUO/L>} , (712)

[an (e—znﬂ'u/L . e—znmm/L)

que puede ser interpretado como un campo bilocal (es decir, la diferencia entre
los valores del campo en dos puntos). En esta tltima ecuacién hemos querido
hacer explicita la dependencia con el punto ug. Ahora si substituimos esta
serie en la estructura simpléctica reducida y teniendo en cuenta que el modo
cero se desacopla de los demas, obtenemos

Q=—i> da,Nda} (7.13)

n=1

y de aqui los tnicos corchetes de Poisson diferentes de cero son
{an,ay,} = —id)" (7.14)

donde 6 es la delta de Kronecker. En general, todos los coeficientes a,, (n > 1)
son complejos y ademas complejos conjugados de a;, por lo tanto podemos
interpretar los grados de libertad de nuestro modelo como un conjunto infinito
y discreto de variables de tipo creacién y aniquilacién.

Para cuantizar el modelo no tenemos mas que introducir una representacion
de Fock, que vamos a tratar con detalle en la seccién (7.3). Ahora, nos ocu-
paremos de la regularizacion de los campos, necesaria para evitar divergencias
ultravioletas.

El operador Y necesita ser regularizado. Desde un punto de vista fisico
la explicacién de esta regularizacion es la siguiente: cuando realizamos una
medida fisica del campo (bilocal) Y (u|ug) no podremos precisar con total ex-
actitud las posiciones de los puntos u y ug. Por tanto, realizaremos la medida
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en un pequeno entorno de estos puntos y el resultado sera
Yr(uluo) :/Eglﬂg(u - ﬂ)/}glﬂgg(uo — )Y (uluy), (7.15)

donde g(u) es una funcién test suave de soporte compacto y de integral unidad,

g(u) € C¥(R), /B dug(u) = 1 (7.16)

Como el campo Y (que es fisicamente relevante) sélo coincide con su ex-
pansion periddica en el intervalo I la regularizacion que hemos hecho sera
valida si la integracion que hacemos en produce el mismo resultado que
si la restringimos a I;. Llamaremos I, = [—e¢, €] al soporte de g(u), entonces
se debe verificar que

e L (7.17)

para garantizar que nuestras medidas son lo suficientemente buenas y permiten
diferenciar un gran nimero de regiones en I;. Es facil comprobar que para
puntos u, ug que pertenezcan al intervalo I, = [-L + ¢, L — €] la integral
(7.15)) no recibe ninguna contribucion de fuera de I.

Teniendo en cuenta las propiedades de la funcién g(u) y sustituyendo la
expansiéon de Fourier de Y (u|ug) en la relacién obtenemos la siguiente
expresion para el campo regularizado

1 [e.e]

Yr(u|ug) = 7 Z “(u|ug)an + frn(ulug)ay], (7.18)
n=1
donde e/l o)L
einmu/L __ ginmug nm
= q — '1
falulu) i) (7.19)

fx es su complejo conjugado, y g es la transformada de Fourier de g. Para
puntos cuyos valores absolutos se encuentren entre L — € v L, las expresiones
y deben ser modificadas. Sin embargo, de aqui en adelante supon-
dremos que estamos considerando el caso u,ug € I;_., es decir, que todas las
medidas se realizan en puntos interiores de I suficientemente alejados de los
bordes.

Por otro lado, como g(u) es una funcién suave de soporte compacto, su
transformada de Fourier pertenece a S(IR), el espacio de Schwartz de funciones
test suaves de decrecimiento rapido en el infinito. Teniendo en cuenta esta
propiedad, es facil probar que la secuencia f = {f,;n > 1} es de cuadrado
sumable, [f € [?]. Esto nos permitird en la seccién (7.3) introducir un operador
bien definido que represente el campo que medimos Yr(u|ug).
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Finalmente vamos a remarcar que las expresiones y (7.19) seguirian
siendo vélidas, (pero reemplazando g por 1/ \/%), aunque no hubiéramos re-
alizado el promedio en torno de los puntos u y ug. En ese caso, la secuencia
f que obtendriamos no pertenecerfa al espacio de Hilbert {2, debido a las con-
tribuciones divergentes de los modos de frecuencias altas (n > 1).

7.2 Modos continuos

En esta seccién volveremos al caso general en el cuél el campo Y (u) describe
una onda plana arbitraria linealmente polarizada. Vamos a imponer como
condicién de contorno que el campo sea del orden de la unidad en mas y
menos infinitoPl

En este caso también es aplicable el razonamiento que usamos en el modelo
con modos discretos para eliminar geometrias equivalentes. Recordemos que
dos soluciones Y7, Y5 equivalentes bajo un reescalado de coordenadas del tipo

vt - Ax! (7.20)
- 2?/A
se diferencian en Y; — Yy = Ce®/2, siendo C' = —v/2In A y A una constante.
Esto permite restringir nuestro estudio a los campos que verifiquen

lim Y (u) = UE@OOY(U). (7.21)

U—00

Ahora extraeremos del campo Y su valor en el infinito Y., que podria depender
de t, aunque igual que pasa con Y en las soluciones cléasicas este valor es
constante. Analogamente al caso anterior veremos que no contribuye ni a la
accion reducida ni a la estructura simpléctica del sistema. Escribiremos el
campo como

Y(u) =Y(u)+ Yy (7.22)
donde tenemos que
im (u) =0 (7.23)

Podemos repetir el proceso llevado a cabo en (7.10]) y (7.11]) y de nuevo resul-

tara que

S = / dt du Y’ (7.24)

Q= / du dY' A dY (7.25)

2Diremos que una funcién f(u) es de orden g(u) en un punto g, y lo escribiremos como
f(u) = Olg(u)] cuando u — ug si existe el limite de f/g en el punto ug.
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ya que el término de superfice se cancela usando la condicion .

Anélogamente a lo que ocurre con ag en la seccion anterior el valor en el
infinito del campo se desacopla de los demas grados de libertad del sistema.
Por lo tanto, podemos analizar consistentemente cualquier sector del espacio de
soluciones donde esta funciéon toma un determinado valor. Vamos a aprovechar
este hecho restringiéndonos al estudio de las soluciones donde Y (u|ug) se anule
en el punto fijo ug como hicimos en la seccion anterior. De nuevo, este punto se
debe considerar desde un punto de vista fisico como el punto donde tomamos
el valor de referencia para medir el campo.

Ademas de suponer que el campo tenga un valor constante en el infinito,
vamos a requerir que el campo Y pueda ser expresado como una transformada
de Fourier. De nuevo, estamos repitiendo los pasos del modelo de modos
discretos. Teniendo en cuenta que el campo se anula en uy podemos escribirlo
como

1 > dk —iku —iku
Y (ulug) = M/o 7k [a(k) (e —e °>
+ a*(k) (eik“ - e“‘wo)] (7.26)
y como Y (u|ug) es real, las funciones a(k) y a*(k) serdn complejas conju-

gadas respectivamente. Por otro lado la condicién de contorno ((7.21)) puede
ser trasladada a condiciones sobre a(k). Definiremos

b(k)=0(k)a(k) + 0(—k)a*(|k]), c(k)=—F==, (7.27)

donde 6 es la funcién escalén de Heaviside. Es facil comprobar que
Y (ulug) = é(u) — é(ug) (7.28)

siendo ¢ la transformada de Fourier de c¢. Por lo tanto, basta asegurar que c es
absolutamente integrable [c € L'(IR)] para asegurar que se verifica la condicién
de contorno , porque en ese caso ¢ es una funcién continua que se anula
en el infinito {[102]. En particular, se puede probar que ¢ pertenece a L' (IR) si
nos aseguramos de que a(k) es de cuadrado integrable sobre el eje real positivo
l[a € L2(IRT)] y si existen constantes o > 1/2 y 3 < 1/2 tales que

a(k) =0O[k ] as k — o0 (7.29)
a(k) = O[k™"] as k — 0. (7.30)

Todos estas condiciones se cumpliran si, por ejemplo, la funcién b(k) que hemos
definido anteriormente pertenece al espacio de Schwartz S(IR).
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Podemos considerar las funciones a(k) y a*(k) como los grados de libertad
de este modelo. En principio, estas funciones deberian depender de la coorde-
nada temporal ¢, pero como el campo Y es constante en las soluciones clésicas,
estas funciones son independientes del tiempo clasicamente. Ahora, si susti-
tuimos la igualdad en la estructura simpléctica y teniendo en cuenta la
relacion podemos obtener

£h>44mﬂﬂmmAdM@) (7.31)

de lo que se deduce que los unicos corchetes de Poisson no nulos entre nuestras
variables son

{a(k),a*(k)} = —id(k — k) (7.32)

Por lo tanto, podemos interpretar los grados de libertad de las ondas planas
linealmente polarizadas como un conjunto de variables del tipo creacién y
aniquilacion. Utilizando el formalismo estandar podremos cuantizar el sistema
introduciendo un espacio de Fock.
En la seccién anterior ya discutimos el proceso de regularizacion del campo
y aqui ocurrird lo mismo. Al realizar una medida fisica del campo (bilocal)
Y (u|ug) estamos haciendo un promedio como en sobre un entorno de
los puntos u y ug cuyo resultado es
o dk
Yr(uluo) :/0 7 (K, ulug)a(k) + f(k, u|ug)a* (k)] (7.33)

donde, para k > 0,
eiku o eikuo

[k, ulug) = Tg(k)- (7.34)

Merece la pena senalar que estas expresiones pueden ser obtenidas de las ecua-
ciones y en el limite continuo (cuando L y n tienen a infinito pero
manteniendo k = nm/L constante), hecho que apoya nuestras conclusiones.
Ademsds, en el limite L — oo, la region donde el espacio-tiempo es plano en
el modelo con modos discretos es llevada a menos infinito y el intervalo I_,
(donde las férmulas y (7.19) son vélidas) se convierte en toda la recta
real.

Por otro lado, como ¢ es una funcién test suave de soporte compacto,
su transformada de Fourier § pertenece al espacio de Schwartz S(IR). Por
lo tanto, f(k,ulug) es una funcién de cuadrado integrable sobre el eje real
positivo para todos los valores finitos de u y ug, [f € L*(IRT)]. Esta propiedad
la utilizaremos en la siguiente seccion para obtener un operador bien definido
que represente el campo Yx en la teoria cuantica.
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7.3 Cuantizacion

En las secciones anteriores hemos estudiado el modelo clasicamente ultimando
todos los detalles para pasar a su cuantizacion, que llevaremos a cabo en esta
seccién. Hemos visto que en los dos modelos que hemos considerado, cuando
realizamos una medida del campo Y (asumiendo que se anula en el punto )
obtenemos un resultado de la forma:

1
Yr(uluo) = — (alfuruo) + @* (Fupuo)) (7.35)
donde f es un vector de un espacio de Hilbert complejo ‘H que depende de
los puntos u y ug. Llamaremos ( , ) a su producto interno. En el modelo
con modos discretos, H es el espacio de Hilbert [ de secuencias de cuadrado
sumable, f(ulug) denota la secuencia { f,(u|ug); n > 1} de la ecuacién (7.19),
y los operadores de creacion y aniquilacion representan

a(fU\Uo) = an(u|u0)an (736)
@ (fupuo) = D fr(uluo)ay

En el caso general de una onda plana linealmente polarizada, H es es espacio
de Hilbert L*(IRT), f(ulug) es la funcién de k € IR™ definida en la ecuacién
(7.34) y los operadores de creacién y aniquilacién son continuos en este caso,

a(fue) = [ d filulu)a(k) (7.37)
@ (fuw) = [ dk fi(uluo)a” (k)

La cuantizacién del campo (bilocal) Yr(u|ug) puede llevarse a cabo con-
struyendo la representacion de Fock de las variables de creacion y aniquilacion.
Partiendo del espacio de Hilbert de una particula H construimos primero el
producto tensorial

H™ =@ _H (7.38)

y lo simetrizaremos con el operador S,, que actia sobre estados
dM = ® ¢, € HW (7.39)

de la siguiente forma

1
¢gn) = Sn(b(n) _ Z ﬁgba(l) ® - @ Po(n) (7.40)
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donde la suma se extiende sobre todas las permutaciones o. El espacio de Fock
simétrico sobre ‘H se define como

Fo(H) = @2 HW = o>, " H (7.41)

donde ®” denota el producto tensorial simetrizado con S,,. Llamaremos H™ =
S, H™ a los subespacios de n-particulas y Fy C Fs(H) sera el subespacio
de vectores de particulas finitas, es decir, el subespacio de vectores ¢, =
{¢™: n >0} tal que ¢{™ se anula para todos los indices n menos un niimero
finito de indices. Una propiedad muy importante de Fy es que se trata de un
subespacio denso en F,(H).

Introduciremos el operador de aniquilacién a(f) en Fy(H) con dominio Fy
definiendo como acttia sobre vectores de la forma

&(f)gbg”) = Z \g!ﬁ@a(l), [oe@) @+ ® dom) (7.42)

con n > 1 mientras que a(f) se anula en H?). Este operador se puede cer-
rar para cualquier f € H. Su adjunto es el operador creacién a*(f), cuya
restriccion al subespacio de vectores de finitas particulas se puede obtener
mediante la férmula ]102]:

0* ()" =V + 1S (f @6 (7.43)

Entonces, ahora podemos interpretar cada vector ¢ de H{™ como el estado
cuantico |¢{) obtenido del vacio |0) mediante la accién repetida de n oper-
adores de operadores de creacion. Para estados de la forma tenemos:
) = = () - (6) 1) (7.44)

El factor constante que acompana esta tultima expresion es un factor de nor-
malizacién introducido por conveniencia. El vacio |0) se caracteriza por ser el
unico estado que es destruido por todos los operadores de aniquilacién y tiene
norma unidad. Se corresponde con el vector ¢{¥) = 1.

Para cada vector f de ‘H podemos introducir el operador de Segal [102],
®5[f], operador que representa al campo, y se define sobre F como

1

Oslf] = ﬁ( a(f) +a*(f)) (7.45)

y tenemos el siguiente teorema

Theorem X.41 de [102]

Sea H un espacio de Hilbert complejo y ®g(+) su correspondiente cuanti-
zacion de Segal. Entonces tenemos las siguientes propiedades
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(a) (Hermiticidad) Para cada f € H, ®g(f) es esencialmente autoadjunto
sobre Fy, conjunto de estados de particulas finitas.

(b) (Ciclicidad del vacio) €y pertenece al dominio de todos los productos

finitos ®g(f1) - Ps(fn) v €l conjunto {Ps(f1) - Ps(fn)0 | fi y n arbi-
trarios} es total en Fg(H).

(c¢) (Relaciones de conmutacién) Para cada ¥ € Fy y para f,g € H,
Ds(f)Ps(9)¥ — Ps(g9)Ps(f)V =i Im((f, g)2) ¥V (7.46)

Ademés, si W (f) denota el operador unitario '*s(/), entonces

W(f +g) =e " "MIDEW (W (g) (7.47)

(d) (Continuidad) Si f,, — f en H, entonces

W(f)¥ — W(f)¥ para todo ¥ € Fg(H)
Os(fr)V — Dg(f)W para todo ¥ € F

(e) Para todo operador unitario U de H,

L(U) - D(®s(f)) = D(@s(Uf))

y para W € D(®5(Uf)),

L(U)@s(TU)'T = 0s(f)W
para todo f € H.

Estos resultados nos permitiran abordar la cuantizacién de nuestro modelo.

Para representar el campo (bilocal) Yg(u|ug) introducimos el operador de Segal
A 1

Yr[fl = —= (a(f) + a* 7.48

R[] \/5( (f)+a(f)) (7.48)

definido sobre Fy. Ademds por la propiedad ([7.46) se verifica la relacién de

conmutacién
Yalf], Yalgl| = itm(g, f) (7.49)

donde I'm denota la parte imaginaria y hemos hecho i = 1. Por el teorema
anterior tenemos garantizgdo que este operador tiene un cierre autoadjunto,
que también llamaremos Yg|f].
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Ahora nos centraremos en los operadores que aparecen en la métrica. Nece-
sitamos introducir operadores para las componentes

hyy = e (-)V2e 0y a=1,2 (7.50)
P = 2o(u)e® /22 (7.51)
Reemplazaremos el campo Y por el bilocal Yg(u|ug) y construiremos los op-

eradores a partir del operador ([7.48)). Para las componentes diagonales de la
métrica hy, tenemos el operador regularizado y positivo:

hi(ulug) = exp zo(u) exp {—e || f(uuo)|2/2}
xexp { (=1)"V2e 2V R[ £ (ulug)] | (7.52)

donde, ||f]| es la norma de f € H y hemos remarcado la dependencia con
los puntos u y ug. Recordemos que en el caso de modos discretos, hemos
restringido los puntos al interior del intervalo I ., mientras que en el caso
general u y uy pueden tener cualquier valor de la recta real.

El factor

exp { —e 7| f(uluo)|*/2}

que aparece en el lado derecho de puede ser entendido de la siguiente
manera: hemos elegido orden normal en la exponencial de Yz [f (u]uo)], asf nos
aseguramos que el valor esperado en el vacio del operador h* reproduce el
resultado clasico de la dos-métrica h,, cuando el campo Y es cero, es decir,
para el espacio-tiempo plano. Teniendo en cuenta que en F se verifica

a(f),a*(g)] = {9, f) (7.53)

y la férmula de Campbell-Baker-Hausdorff (nos referiremos posteriormente a
ella como CBH)

bt — lbd/2,(b+0) (7.54)

valida cuando el conmutador de b y ¢ es un c-nimero, podemos llegar sin
excesivos problemas a la expresién anterior para hZ,.
El otro operador correspondiente a la restante componente de la métrica

Py = —20(u)e®W/2e® (7.55)

siendo

o —— /u v _dr [(ezo(r)ﬂY(r))/} (7.56)

o 20(r)
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también puede ser construido a partir de Yz[f(u|ug)]. En este caso, el célculo
es un poco mas engorroso, pero no presenta dificultad. Ademas, como veremos
en el siguiente capitulo este operador no anade nada nuevo a las conclusiones
del modelo y la existencia de efectos cudnticos importantes puede estudiarse
sin necesidad de hacer una definicién particular de este operador.

Simplemente comentaremos como se define el operador. En primer lugar
definimos

r(ulug)= / dr (u = 2?7(’; — o) : [(e_ZO(T)/QYR[f])IF (7.57)

donde 6 es la funcién escaléon de Heaviside y : : indican ordenaciéon normal. Se
puede ver que este operador estd densamente definido en el espacio de Fock
simétrico Fs(H) y por lo tanto es esencialmente autoadjunto. Por el teorema
espectral podemos definir su exponencial que multiplicada por —zo(u)eZO(“)/ 2
proporciona un operador bien definido y positivo que puede ser considerado
el equivalente cuantico de h,,. En resumen, para obtener un operador bien
definido hemos reemplazado el campo Y (u) por el operador de Segal Y[f] en
la expresién clasica de @ y después hemos tomado orden normal.

7.3.1 Notas sobre la cuantizacion

Después de haber explicado todo el proceso de cuantizacion y la introduccién
de los operadores cudnticos, vamos a comentar algunos aspectos del proceso
que hemos seguido.

En primer lugar discutiremos la conexién de este modelo con otros trabajos
de la literatura, en particular, los trabajos de Morchio, Pierotti y Strocchi
(MPS) [89, 90, T01] sobre el campo escalar sin masa en dos dimensiones. Con
esto pretendemos clarificar los posibles puntos que hayan quedado oscuros en
la seccion anterior.

Ya habiamos senalado que muchos modelos de midisuperespacio para espacio-
tiempos con dos vectores de Killing espaciales eran equivalentes a modelos en
dos dimensiones. Vayamos a nuestro modelo para una onda plana general lin-
ealmente polarizada. Es facil darse cuenta que en este caso el campo Y (u)
se corresponde con los modos que se desplazan hacia izquierda de un campo
escalar en dos dimensiones sin masa, (solamente tenemos que hacer el cambio
de coordenadas u = x + ¢t para verlo mas claro).

Es sabido que en dos dimensiones el caso sin masa del campo escalar pre-
senta divergencias infrarrojas y ultravioletas. En los trabajos de MPS se anal-
iza con detalle este caso. Para eliminar las divergencias infrarrojas de la teoria
es necesaria una regularizacion, esta consiste en sustraer el modo cero, de lo
que resulta una funciéon de dos puntos que viola el postulado de positividad,
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este es el precio que tenemos que pagar para obtener unas funciones de Wight-
man bien definidas. Al fallar ese postulado, ya no es posible utilizar el teorema
de reconstruccién [110] de las teorfas cuanticas de campos (TCC) que permite
recuperar todos los valores esperados de los campos de la teoria a partir de las
funciones de n puntos en el vacio. En [91] se presenta un teorema de recon-
struccion para una TCC con una métrica indefinida que nos asegura tener una
teoria cuantica coherente.

En esencia, el problema es que al violarse la positividad no tendremos
definido un producto escalar y nos faltara la estructura de espacio de Hilbert,
en otras palabras, tendremos una arbitrariedad al asociar un espacio de esta-
dos a las funciones de Wightman. El método que proponen MPS consiste en
buscar de entre todos los posibles espacios de Hilbert asociados a las funciones
de Wightman uno que sea maximal, es decir, que no existe otro espacio de
Hilbert que lo contenga (asociado a las mismas funciones de Wightman). Asi
tendremos el conjunto més grande de estados y entonces nos aseguramos que
tenemos la maxima informacion. Después de tener este espacio de Hilbert de-
beremos imponer unas condiciones (basdndonos en argumentos fisicos) que de-
terminen un subespacio que sera el conjunto de estados fisicos. Esta condicion
suele llamarse condicion subsidiaria (esta condicién es andloga a la condicién
de Gupta-Bleuer en QED).

Para el campo escalar sin masa en dos dimensiones MPS siguen este pro-
ceso. Imponer que el espacio de Hilbert sea maximal lleva a obtener un espacio
de Krein [29], y esto permite utilizar toda la estructura matemadtica de esta
clase de espacios. Completan la cuantizacién de la teoria (producto escalar,
vacio dnico, estados fisicos, ...) e incluso definen operadores como la exponen-
cial del campo y la exponencial de Wick del campo. Un resultado interesante
es que el espacio de Hilbert se puede descomponer en una suma directa de dos
espacios de Hilbert, los estados que se mueven a la derecha (modos R) y los
estados que se mueven a la izquierda (modos L). Entonces, todos los resultados
obtenidos para la teoria son igualmente validos en cada uno de estos espacios.

Antes hemos visto que nuestro modelo es equivalente a los modos L de
un campo escalar sin masa en dos dimensiones y por lo tanto podriamos
aprovechar todos los resultados obtenidos para este caso. Sin embargo, nosotros
hemos optado por utilizar un campo bilocal en lugar de seguir la cuantizacién
“a la Krein”. Nos basamos en los argumentos fisicos que hemos explicado para
considerar el campo bilocal Yr(u|ug) como el campo bésico de nuestra teoria
y cuantizamos este campo.

Respecto a la regularizaciéon del campo bésico de la teoria, por un
lado hemos eliminado las divergencias infrarrojas exigiendo que el campo se
anule en 1 tanto cldsica como cuanticamente, con esto eliminamos el modo
cero que produce las contribuciones divergentes; por otro lado, las divergencias
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ultravioletas se eliminan cuando hacemos el promedio en torno de los puntos
u v ug con una funcion suave g de soporte compacto. Podemos basarnos en
razones fisicas para la eleccion del punto ug ya que el valor del campo en
este punto serd el valor de referencia para todas las medidas. Volviendo a la
funcion g, es razonable imponer que el soporte de esta funcién sea del orden
de la longitud de Planck. Sin embargo, la forma de la funcién es arbitraria, y
aqui tenemos una ambigiiedad en el proceso de cuantizaciéon. En el modelo de
midisuperespacio para las ondas cilindricas con una polarizacién [11] también
aparece una ambigiiedad similar cuando se define un operador regularizado
para la métrica.
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Capitulo 8

Fluctuaciones en la métrica

Una vez que tenemos una teoria cudntica para el modelo de las ondas planas
linealmente polarizadas podemos pasar a extraer las conclusiones fisicas que se
siguen de esta teoria; es lo que vamos a hacer en este capitulo. En particular
queremos estudiar si existen estados cuanticos en nuestro modelo que admitan
una descripcion clasica del espacio-tiempo. Para ello debemos estudiar las
fluctuaciones de la métrica en esos estados.

Parece natural considerar como posibles candidatos los estados coherentes
del campo bésico Y[ f] porque todos estos estados estéan fuertemente centrados
en torno a las soluciones clésicas. En la literatura, la mayoria de los anélisis
de efectos cudnticos importantes se han llevado a cabo estudiando las fluc-
tuaciones en la geometria para estados de esta clase [§]. Sin embargo, en los
modelos que han sido considerados, la geometria estudiada ha sido obtenida
por una reduccién a tres dimensiones a través de un vector de Killing. Aqui,
nosotros vamos a estudiar el comportamiento cuantico de las ondas planas
linealmente polarizadas desde un punto de vista de cuatro dimensiones.

Para empezar vamos a obtener las fluctuaciones del vacio, |0), estado que
representa el espacio-tiempo plano. Para este estado es muy sencillo el calculo.
Tenemos que el valor esperado del operador de Segal es

(Yal[fl)o = 0 (8.1)

Ahora vamos a analizar las fluctuaciones cuanticas en la métrica en este estado.
En lo que sigue, restringiremos nuestro anélisis al operador ﬁaRa, que describe
la métrica de las érbitas de los Killing en nuestro modelo de midisuperespacio
para las ondas planas con polarizacion lineal. Las conclusiones seran indepen-
dientes del comportamiento cuantico de h,,,, la otra componente no trivial de
la métrica para las ondas planas con polarizacion lineal. Definiremos

Fu) =™, A(u) = (—1)"V2F (u)~/2 (8.2)
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(con a = 1,2) y eliminaremos de nuestra notacién la dependencia explicita con
los puntos u y ug. Podemos escribir el operador h%, de forma compacta

hE = F :exp (AYR[Sf]) : (8.3)
donde los dos puntos indican orden normal. El valor esperado para el vacio es
(hito = F (8.4)

y recuperamos la solucion clasica correspondiente al espacio-tiempo plano.
Ahora calcularemos las fluctuaciones en el vacio. Para cualquier observable
b la incertidumbre en un estado ¥ se define como

~ ~

Awb = (2} — ((B)9)? (8.5)

Nos interesan mas las fluctuaciones relativas que se definen como el cuadrado
del cociente entre la incertidumbre y el valor esperado, es decir,

En el caso de ser pequenas sera aceptable la aproximacion del operador por su
valor clésico.
Para el vacio no es dificil calcular las fluctuaciones relativas de la métrica.

El resultado es )
AnhB A2 2
< AO aa> — eXp ( a||f|| _ 1 (87)
<h§a>0 2

A continucacién, vamos a repetir los cdlculos para un estado coherente
general y después analizaremos los resultados. Dado un vector ¢ cualquiera en
el espacio de Hilbert H (en caso de modos discretos se trata de [?, mientras
que en el caso general de una onda plana linealmente polarizada es L?(IR™))
definiremos un estado coherente |¢) como

) = exp (—le]|*/2) exp {a*(c)} |0) (8.8)

El factor numérico de esta expresion asegura que la norma de |¢) es la unidad.
Usando la férmula y teniendo en cuenta que el vacio es destruido por
los operadores de aniquilacién, no es muy dificil obtener que, para cualquier
f € H, el valor esperado del operador de Segal en cualquier estado coherente
es

~

(Yrlf])e = —= (e, /) + ([, 0) (8.9)

Sl
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Si dejamos de lado el valor de f, este valor esperado coincide con el campo
clasico obtenido reemplazando las variables de aniquilacién a con el vector
¢ € H (y las de creacién a* con su complejo conjugado ¢*).

Por otro lado, para cada vector fijo f € H, llamaremos Yr [if] al momento
candnico del campo YR[ f]- Entonces, de la ecuacién |D el conmutador de
ambos operadores es el c-nimero imaginario

ill£11* (8.10)

Se puede comprobar que todos los estados coherentes tienen la misma incer-
tidumbre en el campo Yg[f] y en su momento canénico. Ademads, para todos
los vectores f € H, el producto de estas incertidumbres es

/11
2

(8.11)

que es el valor minimo [5§].

Ahora pasemos a analizar el comportamiento cuantico de la métrica en
estos estados coherentes. Usando la férmula CBH ([7.54]) y la ecuacion ([7.49))
obtenemos el valor esperado del operador hit que describe la caja de la métrica

aa’

correspondiente a los vectores de Killing. El resultado es
(F: exp (AValf]) e = F exp (VIARel, ) (8.12)

donde hemos usado que A, es un c-numero real y Re denota la parte real.
Por lo tanto, podemos ver que el valor esperado de ﬁfa en un estado coherente
coincide con el valor clasico obtenido de la solucién del campo . En
particular, de esta expresion recuperamos el resultado para el vacio, que es el
estado coherente correspondiente a ¢ = 0.

No es dificil obtener las fluctuaciones relativas de este operador en un estado
coherente |c). Se pueden calcular usando la férmula y el resultado es

~ 2
(a:f;a) — exp (W) —1. (8.13)

Notemos que esta expresion es independiente del estado coherente que este-
mos considerando, por lo tanto, se obtiene el mismo resultado como hemos
calculado previamente para el vacio (8.4]).

En general tendremos grandes fluctuaciones en la métrica cuando del valor
esperado de Bfa sea grande. Sin embargo, la aproximacion de esta métrica por
su valor clasico serd valida siempre que las fluctuaciones relativas de ﬁfa
sean pequenas. De las ecuaciones y obtenemos que esto ocurrira
si y solo si

e f (o) P < 1 (3.14)
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Antes de continuar con este andlisis, vamos a comentar las implicaciones
del principio de incertidumbre para operadores de la forma de ﬁfa. Recordemos
que este operador es la exponencial de un campo de Segal multiplicado por
un c-nimero y es un operador diferente para cada par de puntos u y ug.
Consideremos dos operadores de este tipo

b=F: el : é=G:evrldl (8.15)

Sabemos que el producto de incertidumbres de b y ¢ siempre es mayor que
la mitad de la norma del valor esperado de [b,¢] [58]. En nuestro caso, el
conmutador [b, ¢] es un operador cudntico proporcional a

FG : e'rlf+l . (8.16)

Por lo tanto, su valor esperado dependera del estado analizado. Como con-
secuencia, no esta claro cudl es valor minimo permitido para el producto de
incertidumbres de b y ¢. Entonces, parece mas natural considerar, por ejemplo,
el producto de incertidumbres dividido por el valor esperado de F'G : e¥rl/+d! .
Esta cantidad esta acotada por el c-ntimero

|e<g7f>/2 _ e(f,g>)/2|/2 (8.17)

y, para estados coherentes coincide con el producto de las ﬂuctua01ones rel-
ativas de b y ¢, como podemos comprobar utilizando la ecuacion Si
usamos técnicas como las que se explican en [58] se puede probar que la can-
tidad que hemos considerado no estd minimizada en estados coherentes para
vectores genéricos f,g € H.

Ahora volveremos al analisis de las fluctuaciones en al métrica. Para todo
el conjunto de estados coherentes hemos visto que la descripcion clasica
del espacio-tiempo sera valida solo si se cumple la condicion (8.14)) en todos los
puntos u. Recordemos que ug es un punto fijo convenientemente elegido donde
las componentes diagonales de la métrica en las direcciones z%, (a = 1,2),
toman el valor e ?0(“) por convencién, tanto cldsica como cudnticamente.

En general, la desigualdad no se cumplira si la norma del vector
f(u|ug) o la funcién e=*0(™ son demasiado grandes en algiin punto u. Como
la forma de la funcién f(u|ug) (y también su norma) pueden depender del
método de regularizaciéon empleado en cuantizacién, concentraremos nuestro
andlisis en la posibilidad de que e 2" sea significativamente grande, hecho
que aparentemente no se ve afectado por las ambigiiedades encontradas en la
construccién de la teoria cuantica. Teniendo en cuenta la definicion de
2o este factor es una doble exponencial

—u

e — g€ (8.18)



83

y cuado u tiende a —oo se dispara. Precisamente esa es la region donde las
geodésicas nulas son focalizadas por la onda plana, como hemos visto en el
capitulo 4. Por lo tanto, es de esperar que el comportamiento cuantico del
espacio-tiempo sea radicalmente diferente a su aproximacion clasica cerca de
esta regién de focalizacién.

Para asegurar esta tltima conclusion tenemos que demostrar que la norma
de f(ulug) es estrictamente positiva cuando u — —oo. Entonces, no se veri-
ficara la condicion cuando u sea grande y negativo.

En primer lugar vamos a analizar el modelo con modos discretos. Fijaremos
up =0y u= —L/3 por conveniencia. En particular, si L > ¢, los puntos u y
up perteneceran al intervalo [—L + ¢, L — ¢]. Usando la expresién ([7.19) no es
dificil demostrar que

|F(=L/3I0)[[) |g(m/L)] (8.19)

y como ¢ es la transformada de Fourier de una funcién suave con integral
unidad tenemos que

9(0) =1 (8.20)

En el limite L — oo, el punto u = —L/3 se acerca a la regién donde focalizan
las geodésicas nulas y de la ecuacion tenemos que la norma de f(—L/3|0)
estd acotada inferiormente por la unidad.

Por lo tanto, para el modelo con modos discretos estudiado en la seccion
(7.1), las fluctuaciones relativas de la métrica se disparan cuando u < 0.
Entonces, al acercarnos a esta region se destruye la aproximacion del espacio-
tiempo clésico para los estados coherentes.

Analizemos ahora que ocurre en el caso de una onda plana general con
polarizacién lineal. Podemos calcular la norma

o 7
1 Culuo)| = 4 [ ke - sin?{l(u — u) (8.21)
donde tenemos que recordar que la funciéon g pertence al espacio de Schwartz
S(IR). Entonces la norma es positiva, aunque en el limite u — oo diverge.
Sin embargo, si consideramos el limite © — 0o pero manteniendo constante la
distancia entre los puntos u y ug ya no tenemos ningin problema y la norma
tiene un valor finito y positivo.

De nuevo concluimos que al acercarnos a la hipersuperficie donde focal-
izan las geodésicas nulas las fluctuaciones relativas en la métrica izfa son muy
grandes. En esta region, la descripcion clasica del espacio-tiempo, como una
onda plana linealmente polarizada, no es valida para ningin estado coherente.
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Ademas estos resultados se aplican igualmente al vacio, estado cudntico
que deberia describir el espacio-tiempo plano. Entonces, los efectos cuanticos
gravitatorios sobre el vacio no pueden ser despreciados cuando nos acercamos
a la region de focalizacion de los ondas planas linealmente polarizadas.

8.1 Analisis de los resultados

Hemos estudiado el comportamiento cuantico del operador de la métrica ﬁfa
sobre estados coherentes del campo (bilocal) bésico YR[ f]-

El valor esperado de este operador coincide con el resultado clasico. Sin
embargo, las fluctuaciones relativas de la métrica son muy grandes para to-
dos los estados coherentes cuando u se hace muy grande y negativa. Para
estos valores nos acercamos a la regién donde las ondas planas focalizan las
geodésicas nulas. Por lo tanto, cerca de esta regién deja de tener sentido la
descripcion clasica del espacio-tiempo y los efectos cuanticos gravitacionales
deben ser tenidos en cuenta.

Es aiin méas importante notar que estos resultados se repiten para el vacio,
estado que describe el espacio-tiempo plano. Este hecho plantea serias dudas
sobre la validez de la aproximacion semiclasica en el siguiente sentido: si intro-
ducimos campos materiales en este modelo y construimos una teoria cudntica
de campos sobre el espacio-tiempo plano, esta aproximacion semiclasica fal-
lara porque las fluctuaciones de la geometria plana son importantes. Algunos
indicios de ello, como es la divergencia del tensor de energia-momento, ya se
muestran en este caso [47, [42]. Debemos recurrir a la teoria cuantica completa
de este modelo para estudiar que es lo que ocurre.

En este modelo hemos considerado los estados coherentes que minimizan el
producto de las incertidumbres del operador de Segal y su momento conjugado.
Seria muy interesante estudiar las fluctuaciones de la métrica en otra clase de
estados cuanticos, aunque este analisis no afecta a los resultados obtenidos
para el vacio. Ademas, aunque sea posible encontrar estados con menos fluc-
tuaciones en la métrica, seria a costa de perder coherencia en el operador de
Segal como ocurre en [40].

Los resultados que hemos obtenido dependeran de las elecciones que hemos
hecho tanto en la construccién del modelo como en el proceso de cuantizacién.
Vamos a comentar algunos puntos.

Las relaciones de conmutacién admiten representaciones que son uni-
tariamente inequivalentes a la que hemos empleado. Entonces, podria ocurrir
que nuestras conclusiones no fueran validas para alguna de estas representa-
ciones. Sin embargo, nos gustaria resaltar que la representaciéon de Fock que
hemos introducido garantiza que el operador basico de nuestra teoria ([7.33))



8.1 Analisis de los resultados 85

es autoadjunto para todos los vectores f. Ademas, la existencia de un vacio
ciclico que representa al solucién clasica plana hace de nuestra representaciéon
una eleccién natural. De cualquier forma, el espiritu de este trabajo no con-
siste en demostrar que la descripcion clasica del espacio-tiempo es eliminada
por la Gravedad Cudntica, sino que la existencia de esta aproximacién no
tiene que ser asumida ni exigida a priori hasta que no sepamos mas acerca de
la Gravedad Cuéntica.

Respecto a la regularizaciéon del campo basico de la teoria, que se explica
en el capitulo 7, aunque tenemos algunas ambigiiedades (como el hecho de que
la forma de la funcién g sea arbitraria), el proceso que hemos seguido para
analizar las fluctuaciones de la métrica resulta bastante insensible al método
de regularizaciéon empleado, como ya senalamos en la seccién anterior. Las
fluctuaciones se disparan porque el factor e=*®) explota cuando u tiende a
infinito y no se debe a que la norma de f(u|ug) diverja también en ese limite.
Si nos acercamos a la regién u — —oo mantiendo la distancia entre los puntos
u 'y ug (este significa que nos acercamos al infinito y el punto de referencia
para las medidas también) la norma permanece finita.

A continuacién vamos a contrastar los resultados obtenidos en nuestro mod-
elo con los de otros trabajos de la literatura, fundamentalmente con el analisis
de Ashtekar [8] para el modelo de las ondas cilindricas [11], ya que otros tra-
bajos, como el de Beetle [16] avalan sus conclusiones. Nuestros resultados
van por el mismo camino, la existencia de importantes efectos gravitatorios
cuanticos que deben ser tenidos en cuenta. Se cuestiona la validez de la aprox-
imacién semiclasica incluso en el régimen de energias bajas. En el modelo de
las ondas cilindricas aunque existen infinitos estados con buen comportamiento
semiclasico, sélo recuperamos una clase muy restringida de soluciones clasicas.
En algunas estados, centrados en soluciones clasicas con curvatura pequena,
esperariamos que fuera valida la aproximacién semiclasica. Sin embargo, la
existencia de particulas (basta con un par) con frecuencia superior a la de
Planck invalida esa aproximacion por las fluctuaciones enormes que tiene la
métrica. En nuestro modelo se agudiza este comportamiento porque incluso
para el vacio, que se corresponde con el espacio-tiempo plano, no sirve la
aproximacién semiclasica por las enormes fluctuaciones de la métrica cerca de
la region donde focalizan las geodésicas nulas.

Respecto al sistema de coordenadas empleado, este sélo cubre una region
del espacio-tiempo completo. Este tipo de coordenadas presenta una singu-
laridad de coordenadas en la regién donde focalizan las geodésicas que puede
ser eliminada si usamos las coordenadas armonicas, las cuales cubren todo
el espacio-tiempo. Ante esto, uno se pregunta si el hecho de que se dis-
paren las fluctuaciones relativas no se podria evitar utilizando las coordenadas
armoénicas. Sin embargo, los espacio-tiempos descritos por estas coordenadas
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no son globalmente hiperbdlicos, y este motivo impide utilizar el formalismo
canoénico de la RG en este caso. Por lo tanto, se tienen que utilizar métodos
no estandares para cuantizar las ondas gravitatorias planas en coordenadas
armonicas. Ademas seria de esperar que la teoria cuantica corrigiera los in-
tensos efectos gravitacionales en la region donde focalizan las geodésicas igual
que se espera que las singularidades sean eliminadas en la teoria cuantica. En
cambio, en este modelo ocurre todo lo contrario.



Capitulo 9

Conclusiones

En este trabajo hemos obtenido un modelo cuantico para un sistema gravita-
torio y hemos estudiado sus propiedades. El sistema gravitatorio considerado
son las ondas planas, soluciones de las ecuaciones de Einstein de vacio con un
grupo de simetrias de cinco parametros. Estos espacio-tiempos corresponden
a ondas gravitatorias exactas y se asume que proporcionan una buena aproxi-
macién de las ondas gravitatorias cuando estamos en regiones suficiente lejanas
a fuentes de emision intensas. Podriamos separar el trabajo en cuatro bloques:

- En primer lugar repasamos el método de cuantizacion que seguiremos
asi como las propiedades geométricas de los espacio-tiempos que estamos
estudiando.

- Después planteamos una fijacién del gauge general para espacio-tiempos
que admiten dos vectores de Killing espaciales.

- A partir de estos resultados imponemos nuevas condiciones en el modelo
que eliminan la libertad gauge remanente y anaden la simetrias necesarias
para que al reducir el sistema se obtenga un modelo que describe las
ondas planas gravitatorias.

- Estudiamos la cuantizacion de este modelo para el caso de las ondas con
polarizacién lineal y a continuacién analizamos las fluctuaciones de la
geometria y la validez de la aproximacién clasica.

A continuacién vamos a revisar todos los resultados obtenidos que se pueden
enumerar en los siguientes puntos.

e Hemos obtenido una fijacién del gauge parcial valida para todos los
espacio-tiempos que tengan dos vectores de Killing espaciales. De esta
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forma se pueden eliminar las ligaduras relacionadas con los difeomorfis-
mos en las coordenadas asociadas a los vectores de Killing. En el caso
de que estos vectores admitan asintoticamente hipersuperficies ortogo-
nales, hemos visto que en esta fijacion del gauge los vectores de Killing
admitiran hipersuperficies ortogonales en todo el espacio-tiempo. Para
efectuar la reduccion de estos modelos se han de tener en cuenta las
condiciones de contorno particulares de cada caso.

Para estudiar las ondas planas utilizamos los resultados anteriores dado
que en el grupo de simetria de estos espacio-tiempos tiene dos vectores de
Killing espaciales. Después anadimos una condiciéon de fijacion de gauge
que elimina los difeomorfismos en la coordenada u. Finalmente fijamos
la libertad gauge que falta con otra condiciéon més y a la vez exigimos dos
condiciones de simetria para obtener un modelo que describa las ondas
planas. Hemos reducido el sistema asegurandonos que no tenemos con-
tribuciones de términos de superficie y hemos obtenido un modelo libre
de ligaduras donde sélo aparecen los grados de libertad fisicos. Hemos
obtenido la forma simpléctica y el hamiltoniano reducidos, siendo este
ultimo nulo debido a la particular eleccién de coordenadas.

También hemos presentado un modelo de midisuperespacio que describe
las ondas planas con polarizacion lineal. Para obtener este modelo basta
con anadir una condicion extra de simetria en la tdltima reduccién del caso
general. En este caso la forma simpléctica es suficientemente sencilla para
obtener los corchetes de Dirac entre los auténticos grados de libertad.

Después del analisis clasico del modelo de midisuperespacio hemos abor-
dado su cuantizacion en el caso de las ondas con polarizacion lineal. Los
grados de libertad de este modelo estan en un campo Y para el que
introducimos un desarrollo de Fourier. Previamente al estudio del caso
general, hemos tratado soluciones en las que s6lo hay onda en una cierta
region del espacio-tiempo y el resto es plano. En este caso tenemos un
desarrollo en modos discreto, mientras que es continuo en el caso general.
Con la expansion de Fourier podemos expresar el campo como conjunto
infinito de variables de tipo aniquilacién-creacion.

Hemos eliminado del modelo las geometrias equivalentes relacionadas
mediante un reescalado de las coordenadas asociadas a los vectores de
Killing. Ademé&s hemos visto como el modo cero se desacopla del resto de
grados de libertad, por lo que puede ser tratado clasicamente. Teniendo
en cuenta estas propiedades podemos restringir nuestro analisis consis-
tentemente a campos que se anulen en un punto ug. Este punto puede
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ser fijado arbitrariamente y debe ser interpretado como el punto de ref-
erencia respecto al que se hacen las medidas fisicas. Como no se pueden
precisar con total exactitud los puntos u y ug, en cualquier medida fisica
realmente se medira un promedio en un pequeno entorno de estos puntos.
Teniendo en cuenta esto, el campo que mediremos fisicamente sera un
campo bilocal Yg(u|up).

Partiendo de Yr(u|ug) como campo basico del modelo hemos introducido
una representacion de Fock y describimos este campo por un operador de
Segal. Hemos cuantizado el sistema sobre el espacio de Hilbert de fun-
ciones sobre la recta real de cuadrado sumable (secuencias de cuadrado
sumable en el caso de modos discretos).

En la regularizacion del campo basico las divergencias infrarrojas son
eliminadas por el requerimiento de que el valor del campo se anule en
el punto de referencia uy tanto clasica como cuanticamente. El buen
comportamiento ultravioleta se asegura cuando hacemos el promedio del
campo alrededor de los puntos u, uy con una funcién suave g de soporte
compacto (es razonable asumir que este soporte sea del orden de la lon-
gitud de Planck). Esta funcién, cuya forma es arbitraria, introduce una
ambigiiedad en el proceso de cuantizacién, de manera similar a como
ocurre en otros modelos.

Hemos construido unos operadores regularizados y bien definidos para
la métrica a partir de este campo basico. Hemos demostrado que para
los operadores correspondientes a la parte diagonal de la métrica son au-
toadjuntos y positivos. Hemos visto que el otro operador independiente
estd bien definido.

Hemos analizado el comportamiento de los operadores diagonales de la
métrica sobre los estados coherentes del campo de Segal, estados que min-
imizan la incertidumbre del producto del campo por su momento conju-
gado. Como resultado obtenemos que el valor esperado de los operadores
de la métrica en estos estados coincide con el resultado clésico y también
hemos calculado las fluctuaciones relativas, que no dependen del estado
coherente en particular que estemos considerando. Para estos estados,
a pesar de recuperar el resultado clasico en promedio, las fluctuaciones
relativas de la métrica se disparan al acercarnos a la region donde las
ondas planas focalizan las geodésicas nulas. Por lo tanto las geometrias
cuanticas descritas por estos estados no admiten una descripcion clasica
en esa region. Se debe tener en cuenta que el anterior efecto cuantico
estd ligado a la no linearidad de la gravedad, ya que la focalizacion es
consecuencia de esta.
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Es importante notar que estas conclusiones se aplican igualmente para el
vacio, estado que describe el espacio-tiempo plano y que también es un
estado coherente. Esto plantea serias dudas sobre la validez de la aprox-
imacion semiclésica, no es razonable estudiar la cuantizacién de campos
materiales sobre un background clésico cuando hemos visto que en este
modelo hasta el espacio-tiempo plano tiene fluctuaciones considerables.

e Hemos comparado los resultados obtenidos en nuestro modelo con los
demas trabajos de la literatura. Las conclusiones apuntan en la misma
direccién, la aproximacién semiclasica no tiene por qué ser asumida a pri-
ori en la teoria cudntica de la gravedad. En este modelo, aunque tenemos
estados centrados en soluciones clasicas las fluctuaciones se disparan in-
validando dicha aproximacién. En otros modelos ocurre lo mismo.

Por ultimo me gustaria resaltar que el modelo también tiene un caracter
pedagogico. El objetivo fundamental era obtener un modelo cuantico para un
sistema gravitatorio particular, para después estudiar sus propiedades. Hemos
aprendido como enfrentarnos a los problemas que plantea este modelo y esto
nos debe ser de ayuda cuando consideremos la teoria general, tenemos una
vision limitada de como son las cosas. Sin embargo, este modelo nos ensena que
al enfrentarnos a la cuantizaciéon de la gravedad algunas cosas que se dan por
supuestas de partida deben ser revisadas con mucho cuidado. Este es el caso de
la aproximacion semicléasica, en este modelo el estado cuantico correspondiente
al espacio-tiempo plano presenta fluctuaciones enormes en una zona, y por lo
tanto no es valido un tratamiento clasico. Tampoco tienen porque recuperarse
siempre los resultados clasicos en algin limite, como ocurre en este modelo.
Puede ocurrir que la aproximacién clasica sea una teoria efectiva pero que en
la teoria cuantica de la gravedad no tengamos estados con un comportamiento
clasico global.

Finalmente, algunos puntos han quedado abiertos para futuros trabajos.
Este es el caso de la cuantizacion del caso general de dos polarizaciones, del
que hemos hecho algin comentario. A la vista de este trabajo, un objetivo
interesante que se nos plantea consiste en estudiar el caso de colisién de ondas
gravitatorias. Estos espacio-tiempos tienen propiedades muy interesantes, en
algunos casos la colision de las ondas da lugar a singularidades de curvatura
en el futuro. Surge la duda de si se reproduciran los mismos resultados que
hemos obtenido para este modelo en el que la singularidad era de coorde-
nadas. Un primer paso puede ser utilizar el formalismo que hemos introducido
para espacio-tiempos con dos vectores de Killing. Sin embargo, este objetivo
es complicado dado que ni siquiera conocemos la solucién general para estos
espacio-tiempos.
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Otra linea de investigacién consiste en introducir un campo escalar en el
modelo y estudiar su interaccion con las ondas planas linealmente polarizadas.
Esta interaccién ya ha sido considerada en el caso general de una onda con las
dos polarizaciones usando la aproximacién semiclasica, es decir, cuantizando
sélo el campo escalar [49, 47]. Con las dudas que hemos planteado sobre la
validez de esta aproximacion, seria interesante ver que resultados se obtienen
en un modelo en el cual se cuantice tanto el campo escalar como el espacio-
tiempo.
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Cap. 9. Conclusiones



Apéndice A
Sistemas con ligaduras

La mayoria de los sistemas interesantes en la Fisica son sistemas singulares

que presentan ligaduras. Esto ocurre cuando no tenemos una correspondencia

biunivoca entre el espacio de configuraciones y el espacio de fases.
Consideremos un sistema descrito por un lagrangiano L(¢*, ¢*, ). Las ecua-

ciones de Euler-Lagrange

d (0L oL

— == | —===0 (A.1)
dt \ O¢F oq*

nos dictan como evoluciona el sistema en el espacio de configuraciones

(¢%,¢%). Ahora para tener una descripcién hamiltoniana del sistema definimos

los momentos conjugados
oL

Pr = 87]’“ (A.2)

invirtiendo esta relacion

" = " (¢" pr, 1) (A.3)
podemos pasar del espacio de configuraciones (¢*,¢*) al espacio de fases
(¢%, pr). El hamiltoniano se obtiene haciendo la transformada de Lagrange

H(¢",pr) = ped*() — L(¢", ¢"(), 1) (A.4)

donde ¢*() indica que se tiene que sustituir la relacién (A.3). En el caso de
que no se puede invertir la relacién (A.2)) tendremos un lagrangiano singular.
Esto ocurre cuando

3pi 82[/
det(Wiy) =0, Wy =55 =0 (A.5)

y reescribiendo las ecuaciones de movimiento como
2

... 0L

oqt

Wij (q7 Q7 t)qj +
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vemos que las aceleraciones ¢* no estan determinadas univocamente y para
las mismas condiciones iniciales (¢, ) tendremos diferentes evoluciones. Las
soluciones del sistema deberan satisfacer ciertas condiciones en el espacio de
fases

Volg,p,t) =0 (A7)

y en el de configuraciones
¢a(% q; t) =0 <A8)

Algunas ligaduras se obtienen directamente de que no podemos invertir las
ecuaciones para los momentos , estas se llaman primarias. Pero aparecen
mas ligaduras al imponer que las primarias sean compatibles con la dindmica
del sistema y asi sucesivamente hasta que no tengamos nuevas ligaduras y
tengamos un sistema compatible con la dinamica o en caso contrario no haya
solucion.

Al hamiltoniano le debemos anadir una combinacién lineal de ligaduras
con unos parametros arbitrarios(salvo que hayan sido fijados en el proceso de
estabilizacion).

H = Hy+ \"V,(q,p, 1) (A.9)

entonces las soluciones no seran unicas y pueden depender de estos pardmetros,
hecho relacionado con la libertad gauge de la teoria.

Debemos restringir el espacio de fases a la superficie definida por el conjunto
de ligaduras ¥, = 0. Asi las soluciones del sistema estaran dentro de esta
superficie y el proceso de estabilizacion nos asegura que la evolucién dindmica
no las lleva fuera de esta superficie. Vamos a utilizar el simbolo &~ para denotar
la igualdad cuando nos restrigimos a la superficie de ligaduras, es decir,

A(q,p) = B(q,p) < A(q,p)|w.=0 = B(q,p)|w.—0 (A.10)

Tendremos por ejemplo,

Considerando el conjunto {¥,} de ligaduras de un sistema singular, pode-
mos clasificarlas en dos tipos:

e ¢; serd de Primera clase si {¢;, V,} =~ 0, AUSS
e & serd de Segunda clase en caso contrario.

Las ligaduras de primera clase estan relacionadas con la libertad gauge de una
teoria. Por lo tanto todas las teorias gauge tendran un lagrangiano singular
pero no ocurrira lo contrario.
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A.1 Eliminacién de las ligaduras

A continuacién vamos a presentar un método desarrollado por Dirac para
eliminar las ligaduras del sistema. Primero trataremos el caso en el que no
haya ninguna ligadura de primera clase, después cuando todas las ligaduras
sean de primera clase y finalmente como tratar sistemas con ambos tipos de
ligaduras.

Sistemas sin ninguna ligadura de primera clase

Tendremos un conjunto {x;}, ¢ = 1..2k de ligaduras de segunda clase y con
él definimos la matriz antisimétrica

Cij = {xi» x5} (A.12)

que es invertible porque det(C;;) # 0 ya que en caso contrario el sistema no
serfa de segunda clase. El hecho de que el nimero de ligaduras de segunda
clase sea par se explica porque si construimos la matriz C;; al ser antisimétrica
si es de rango impar su determinante es cero.

Ahora definimos el corchete de Dirac { , }p

{F(q,p),G(¢,p)}p ={F,G} + {F, x; }(C"")"{x;, G} (A.13)

que sustituird al corchete de Poisson. Tiene las mismas propiedades y ademas
se verifica que cualquier observable del espacio de fases (incluso las ligaduras)
conmutan con las ligaduras bajo este nuevo corchete, es decir,

y también proporciona la evolucién dinamica
F(q,p) = {F(g,p), H}p (A.15)

El punto clave en que en estas relaciones utilizamos el = en lugar de ~ y
no necesitamos restringirnos a la superficie de ligaduras, con lo que podemos
sustituir las ligaduras en el hamiltoniano y en cualquier observable del espacio
de fases y olvidarnos de ellas. Las ligaduras reducen los grados de libertad del
sistema y los corchetes de Dirac nos dan la relacion entre las variables reducidas
del sistema. Para un sistema con 2n grados de libertad y 2k ligaduras de
segunda clase los grados de libertad fisicos son 2n — 2k.

Sistemas con todas las ligaduras de primera clase
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En este caso el proceso de eliminacién es diferente. Este tipo de ligaduras
estd relacionado con la libertad gauge de la teoria y para eliminarlas debemos
anadir condiciones adicionales para fijar el gauge. Para hacer la fijacién ade-
cuadamente debemos asegurarnos que la superficie de las ligaduras intersecta
transversalmente la superficie de las condiciones de gauge y ademas que las
condiciones que fijan el gauge son preservadas por la evolucién dinamica del
sistema. En un sistema con 2n grados de libertad y ¢;, © = 1..k ligaduras de
primera clase debemos anadir k£ condiciones g; = 0 que verifiquen

esto asegura que el conjunto {g;, ¢;} es de segunda clase y que el gauge esta
bien fijado. La segunda condicién

{9, H} =0 (A.17)

asegura que la evolucion dindmica preserva las condiciones g;. A continuacién
podemos introducir el corchete de Dirac como en el caso anterior porque el
conjunto {g;, ¢; } es de segunda clase. Asi se eliminan las ligaduras de la teorfa
y de los 2n grados de libertad originales y con k ligaduras de primera clase nos
quedan 2n — 2k grados de libertad fisicos.

Sistemas con ambos tipos de ligaduras

El proceso de eliminacion de las ligaduras se puede hacer por etapas, es
decir, si tenemos un conjunto de ligaduras de segunda clase podemos eliminar
unas cuantas en un paso, construir el corchete de Dirac y después eliminar
las restantes y obtener el corchete de Dirac definitivo. Esto significa que el
corchete de Dirac para los grados de libertad fisicos se puede construir por
etapas y esto es precisamente lo que debemos hacer en un sistema que tenga
tanto ligaduras de primera como de segunda clase.

Bibliografia

Para estudiar mas extensamente el formalismo hamiltoniano para sistemas
con ligaduras se puede mirar el trabajo original de Dirac [40] en el que esta
todo y muy bien explicado.

También mencionaré un trabajo de Matschull [82] donde se explica de forma
muy clara el programa de Dirac basandose en ejemplos.



Apéndice B

Formalismo Hamiltoniano para

la RG

La descripcion hamiltoniana standard para la Relatividad General fue desar-
rollada por Arnowitt, Deser y Misner [5] a principios de los 60. Por este
motivo, en muchos sitios es llamada formulacién ADM. La RG para el vacio
esta descrita por la accién de Hilbert-Einstein

/., 4a'V=3 Rig.) (B.1)

siendo g el determinante de la métrica, y R(g,,) es escalar de curvatura. Para
evitar arrastrar constantes elegiremos 1/167G = 1. Las componentes de la
métrica g,, son los campos de la teoria y para obtener las ecuaciones de
movimiento tenemos que hacer la variacion de la accién respecto a las variables
9 - El resultado es

167TG

0S
0w

1
=0, Ru—5Rgu =0 (B.2)

que son las ecuaciones de Einstein de vacio. Si queremos considerar el acoplamiento
con materia u otros campos tendremos que anadir términos a la accion.

En la descripcién hamiltoniana de la teoria es necesario la presencia de
tiempo para que podamos hablar de evolucion. Por lo tanto, vamos a separar
el espacio-tiempo en espacio y tiempo. Nos restringiremos a espacio-tiempos
globalmente hiperbdlicos(admiten una superficie de Cauchy) con la topologia
IR x 3 donde 3% serd un hipersuperficie espacial y de Cauchy, es decir, los
conos de luz que parten de 3% expanden todo el espacio en la direccién futura
de 3%.

Tenemos una foliacion de todo el espacio-tiempo en hipersuperficies espa-
ciales 3, etiquetadas por una funcién del espacio-tiempo t = t(x#). Llamare-
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mos n* al vector unitario normal a la hipersuperficie ;. La métrica g, induce
univocamente una métrica sobre X,

h/u/ =G +nuny <B3)
Asociado con la foliacion introducimos un vector t* que verifique
ot =1 (B.4)

y que puede ser interpretado como el flujo del tiempo. Sin embargo, este tiempo
introducido es ficticio porque no se puede relacionar con una medida de un reloj
hasta que no hayamos determinado la métrica resolviendo las ecuaciones de
FEinstein.

Descomponemos t* en componentes normal y tangente a >

th = Nn# + N* (B.5)

N es la funcion lapso y N es un vector tangente a ;. Se pueden elegir unas
coordenadas {t,z} de forma que la expresién para la métrica sea

ds® = —N2dt* + hyj(da' + N'dt)(dz’ + N7dt) (B.6)

Ademas de tener definida la curvatura intrinseca h;; sobre 3, también ten-
emos definida la curvatura extrinseca Kj;

Ku = h;Van, (B.7)

donde V es la derivada covariante asociada a g,

Tenemos definidas las cantidades fundamentales para el formalismo candnico.
Por un lado la métrica intrinseca h;; nos da la geometria de la superficie ¥, la
curvatura extrinseca K;; contiene la informacién sobre la evolucién temporal
de ;. Por tltimo las funciones N, N% no son variables dindmicas y sélo dan
informacion sobre la foliacién.

Haciendo uso de las relaciones de Gauss-Kodazzi [120] podemos escribir la
acciéon (B.1)) como

S = /dt/zd% (L +T.5.(a)] (B.8)
donde la densidad lagrangiana es

L = NVh(R+ KKV - K? (B.9)
y tenemos un término que es una divergencia

T.5.(a) = /=g [Vu(n"V,n") =V, ,(n"V,n")] (B.10)
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donde h es el determinante de h;;, >R es la curvatura y K = h;; K. Por el

momento nos olvidaremos de 7.5.(a) porque se trata de término de superficie.

En otra seccién haremos un analisis mas detallado de estos términos.
Tomaremos como variables canénicas { h;;, N, N* } y calcularemos sus mo-

mentos conjugados
. oL . .
7 = —— = Vh(KY — Kh") (B.11)
0hi;
en el caso de NV, N* sus momentos son nulos, por lo tanto tendremos ligaduras
en la teoria. Ahora realizamos la transformacion de Legendre para obtener el

Hamiltoniano

H(hy, 117) = / dr (7 hy; — L) (B.12)
)
y sustituyendo h” en términos de h;; y IIY se obtiene
H(hy, 17 = / & (NC+ NGy + T.8.(b) (B.13)
b

siendo la ligadura hamiltoniana densitizada

1

C = —h3R+ (hiphy T — 5H2) (B.14)
y las ligaduras de los momentos
C; = —2hyD,II* (B.15)

Notemos que la funcién lapso ha sido densitizada de acuerdo a N = h~'/2N.
En el hamiltoniano podemos tener una contribucién de superficie,

T.5.(b) = 2 / &z D;(Nhy I (B.16)
b

que igual que antes la dejaremos de lado por el momento, para més adelante
estudiarla en otra seccion.

Como ya hemos anticipado las variables N, N no tienen informacién dindmica
y la variacién de la accion respecto a ellas nos da las ligaduras

55 .
= = = B.1
5N 0, = C=0 (B.17)
53 .
v = 0 = C; =0 (B.18)

por lo tanto, hacen el papel de multiplicadores de Lagrange. Las variables
canénicas son {h;;, [V} y tienen los corchetes de Poisson habituales

{hij(2), T¥(y)} = 67650 (x — ) (B.19)
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B.1 Ligaduras

Vamos a estudiar ahora el significado de las ligaduras. Para simplificar los
calculos es conveniente suavizar las ligaduras con unas funciones test arbi-
trarias,

C(N) = / &3z NC(hy;, ) (B.20)
i

O(N) = / &z NiCy(hy;, 119) (B.21)

Estas ligaduras forman un sistema de primera clase. Si calculamos el algebra
de Poisson obtenemos

{C(N),C(M)} = C(LzN), (B.22)
{C(N),C(M)} = C(LgM), (B.23)
{C(N),C(M)} = C(K) (B.24)

donde el vector K se define como K¢ = hh(NO;M — M;N). Fijaros que
no es un algebra de Lie porque las constantes de estructura no son constantes
(en la dltima ecuacién podemos ver la dependencia con h;; en la definicién de
K?).

Entonces las ligaduras estan directamente relacionadas con la libertad
gauge de la teoria, la invariancia bajo difeomorfismos. Si calculamos el corchete
de Poisson entre la ligadura C'(N) y una funcién del espacio de fases f (hyj, 1T
obtenemos

{f(hij, TIV),C(N)} = L f(hij, 1T7) (B.25)

donde L es la derivada de Lie a lo largo de N. Técnicamente, es el generador
infinitesimal de traslaciones sobre ¥;. Por lo tanto la ligadura C' (]\7 ) genera
difeomorfismos sobre la superficie ¥;. Anélogamente la ligadura C(IV) esta
asociada a la invariancia bajo reparametrizaciones del tiempo de la teoria.

Debemos notar en este caso que las ligaduras generan la evolucién dindmica
de la teoria porque el hamiltoniano es una suma de ligaduras.

B.2 Términos de superficie

En el proceso que hemos seguido hasta obtener las ligaduras han aparecido
varios términos de superficie en (B.10|B.16)), que hemos dejado de lado, ahora
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los recuperaremos. En la accion estos términos contribuyen como

(a) = /M d'2y/=g [V, (0"Vn") — V(0" Vynt) | (B.26)

(@zﬁ—&Aﬂ%DﬂW@ﬂm (B.27)

Segtn las condiciones de contorno del sistema que estemos estudiando estos
términos pueden anularse o no. En el caso de que no sean nulos es muy
importante anadir al hamiltoniano las contribuciones de estos términos, porque
en caso contrario no recuperaremos las ecuaciones de Einstein correctas.

Para no dar lugar a confusiéon mencionaremos que en otros trabajos se
anade de partida a la accién de Hilbert-Einstein los términos de superficie
necesarios para cancelar los que aparecen y asi obtener para el hamiltoniano
la expresion

H:/fxwé+wd) (B.28)
by

Por conveniencia, nosotros optamos por partir de la accion de Hilbert-Einstein
(B.1) y calcular después los términos de superficie que aparecen.

Bibliografia

En principio mencionaremos el trabajo original de Arnowitt, Deser y Misner
[5]. Sin embargo para estudiar con més detalle el formalismo hamiltoniano para
la RG es preferible recurrir a un presentacién mas reciente. Entre las muchas
de la literatura citaré un par, [120] y [63]. Quizds en esta tltima esta mas
claro.

Respecto a los términos de superficie se puede recurrir a las mismas refer-
encias. En el trabajo de Hawking y Hunter [53] se analizan con més detalle.
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Apéndice C
Geometria Simpléctica

Vamos a presentar la mecanica clasica desde un punto de vista geométrico.
La elegancia de esta version radica en que tenemos una descripcion del sistema
independiente de la eleccion de las coordenadas. De manera estandar, para un
sistema con N grados de libertad el espacio de fases es una variedad M de
2N dimensiones. Cada estado del sistema esta representado por un punto de
M. El hamiltoniano, H, es una funcién definida en M que dicta la evolucion
temporal del sistema. Veamos como, introduciremos en M una 2-forma w que
sea no degenerada y cerrada. Dado H tenemos definido dH y mediante w
podemos asociar a todo dH un campo vectorial Vg

w(Vy) +dH =0 (C.1)

Por lo tanto el flujo de este campo vectorial nos dice como evoluciona
temporalmente el sistema. La 2-forma w proporciona la relacién entre el es-
pacio tangente en un punto de M y el espacio cotangente. De esta forma
toda funcién F' del espacio de fases tiene asociada una 1-forma dF' y campo
vectorial V.

Los observables de nuestro sistema son funciones definidas en el espacio
de fases. Recordemos que tenemos unas estructura importante definida en el
espacio de fases, dados dos observables F G tenemos definido otro observable
{ F,G} , que es el corchete de Poisson de F'y G. Mediante w podemos
escribir de la siguiente forma

(F,G} = dF(Vg) (C.2)

es decir, el corchete de Poisson de dos observables se obtiene por la contraccién
de la 1-forma y el campo vectorial asociados a cada observable respectivamente.
También se puede escribir como

{F,G} =w(Vg, Vi) (C.3)
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Con esto ya tenemos todos los ingredientes para el estudio clasico del sis-
tema. Vuelvo a insistir en que esta descripcion es independiente de las coor-
denadas. Para aclarar las ideas vamos a fijar un sistema de coordenadas y
reescribiremos de nuevo todo.

Las coordenadas del espacio de fases seran (p, q). La 2-forma w sera

w =dp A dq (C4)

entonces para un observable F(p, ¢) tenemos

oF oF OF 0 OF 0
dF = —dq+ —d = —— - —— .
dq ¢t op P Ve Jp 0qg  Oq Op (C.5)
y la expresion habitual del corchete de Poisson es
OF 0G  OF 0G
F = — —— :

En resumen, el objeto basico para la descripcién de un sistema clésico es
una variedad diferenciable 2N dimensional M dotada de una 2-forma w no de-
generada y cerrada. A este par (M,w) se le llama una variedad simpléctica
y w es la forma simpléctica. La exigencia de que w sea no degenerada nos
asegura que la relacion proporcionada por w entre los espacios tangente y
cotangente es un isomorfismo, es decir, que a toda funcion del espacio de fases
se le asocia un unico campo vectorial, y viceversa. Que w sea cerrada significa
que

dw =0 (C.7)

Cada punto del espacio de fases representa un estado del sistema. Ahora
para estudiar la dindmica del sistema necesitamos un Hamiltoniano H, que nos
da evolucién temporal de cada estado como ya hemos descrito. La evolucién
de un observable es

F={F H} (C.8)

En este formalismo una transformacion candnica p es una transfor-
macién que preserva la estructura simpléctica, es decir,

w(pX, pY) =w(X,Y) (C.9)

C.1 Espacio de fases covariante

La geometria simpléctica es una herramienta potente para el estudio de la
dindmica de sistemas cldsicos, asi como las simetrias y la cuantizacion de



C.1 Espacio de fases covariante 105

ellos. Proporciona una descripcién covariante del formalismo hamiltoniano,
sin embargo, cuando elegimos unas coordenadas (g, p) en el espacio de fases
rompemos la covariancia explicita de la teoria. Para mantener la covariancia
desarrollaremos el concepto del espacio de fases covariante. La idea prin-
cipal de este método consiste en considerar que tenemos una correspondencia
univoca entre las soluciones clésicas de un sistema y los valores de las gs y las
ps para el tiempo cero. Esto nos permite definir covariantemente el espacio de
fases como el espacio de soluciones de las ecuaciones de movimiento.

Llamemos Z a este espacio de soluciones. Para teorias de campos la-
grangianas se ha desarrollado el formalismo que permite estudiar la geometria
diferencial de Z y definir de manera covariante una estructura simpléctica so-
bre este espacio. En [34] tenemos los resultados para teorfas de Yang-Mills,
para la RG y para teorias de cuerdas.

Cuando tenemos una teoria gauge, el espacio de fases fisicamente relevante
seréd el espacio de soluciones médulo las transformaciones gauge Z/G. Para
que este espacio sea una variedad simpléctica debemos asegurarnos que la
forma simpléctica sea no degenerada y que sea invariante frente a transfor-
maciones gauge. Otro punto delicado es asegurar que Z/G sea una variedad
diferenciable. Para la RG pueden aparecer problemas, pero, en el caso de
espacio-tiempos asintéticamente planos no hay problemas (justamente en esta
clase de espacio-tiempos podemos definir la energia y el momento totales).

La expresiéon para la forma simpléctica en el caso de la RG es la siguiente:

| 1
w= [ d%g {5Fij(5g“” + ¢ Ing) = 0%, (5" + 56 ng)|  (C.10)
b))

siendo .
ol = §9aﬁ(vu59uﬁ + V.,09u8 — Vogu) (C.11)

ademads § es la derivada exterior en Z, V es la derivada covariante y ¥ una
hipersuperficie de Cauchy arbitraria.

Bibliografia

Un buen libro que contiene un capitulo dedicado a la geometria simpléctica
es [123], aunque quizas sea demasiado formal. Se puede consultar también el
report sobre teorias candnicas de sistemas lagrangianos [60].

Respecto al espacio de fases covariante en las referencias [33] y [34] estan
todos los detalles.
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Apéndice D

Calculo de los términos de
superficie

En este apéndice vamos a calcular explicitamente los términos de superfi-
cie para el modelo de midisuperespacio que hemos presentado para las on-
das planas. Veremos que efectivamente se anulan y por lo tanto no ten-
dremos ninguna contribucién extra al hamiltoniano en el proceso de reduccion.
Recordemos que la métrica del sistema reducido es

ds® = 20 =0 /2(qy? — 2dTdu) + (D.1)
eV 2(dz")? — 2udatda® + (v + €¥)(dz?)?]

En primer lugar vamos a calcular los términos (B.27)) de tipo (b).

| -
TS.(0) = oo /Z &z 2D;(N'hy I19%) (D.2)
- 167TG/2dx28J(N hap 1%

_ 9 / 7 du 0y (N hg T

= 2[Nihy ]
donde hemos utilizado que la métrica, el lapso, los momentos y las componentes
de N no dependen de las coordenadas !, 22 y hemos reescalado la constante de

Newton efectiva de acuerdo a 167G = 1. Si ahora sustituimos las condiciones
hew = 0y I[1* = 0 obtenemos,

T.S.(b) = 2[NUhy, ™% (D.3)

Haciendo un poco de cédlculo podemos expresar I1** en funcién de los nuevos
momentos utilizando las relaciones (5.27)) que definen el cambio. El resultado
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es )
I = 3 (huw) ™ Py (D.4)
Ahora utilizando este resultado y que N* = —1 obtenemos que la contribucién
de superficie es
T.5.(b) = —[P,>.
= P,(u=—-00)— Py(u=00)=0 (D.5)

y podemos ver que es nula porque P, va a cero tanto en —oo como en +00.
Esto se verifica facilmente de su expresion

P, = —ze*, 2= —e " (D.6)

Ahora vamos a calcular las contribuciones de los otros (B.26|) términos de
superficie.

1
T.5.(a) = 6 C /M d*z\/—g VY, (n"V,n" —n"V,n") (D.7)
- / dtdu 0, [N B2 (n"V,n” — n'V,n")] (D.8)
_ / dt [N h(n*Von” —nv,n")] " (D.9)

donde de nuevo hemos utilizado que nada depende de las coordenadas z!, 2
y que 167G = 1.
El vector n* se escribe como

entonces para la métrica (/6.38)) después de hacer un poco de célculo obtenemos
el siguiente resultado

1
n*V,n" —n"V,n" = —ih;ul(Sh;}@Thuu + 20729 — 20,20) (D.11)

y teniendo en cuenta que zg no depende de 1"y que
Nh =e®hy, (D.12)

el término de superficie se convierte en

T.5.(a) = / dT {—;ezo (o Orhuy — 20u20)| (D.13)

U=—00
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El segundo término no contribuye porque zje® se anula para v = £oo. En-
tonces, si tenemos en cuenta que

P = 20072070/ (D.14)

y que zp no depende de T', podemos escribir el término que nos queda como

TS(a) = [ ar [—;aT (eZ°(2w0+g)”ZOOOO (D.15)
_ H_ezo(wo +Z)]:1E:: (D.16)

y por lo tanto este término de superficie no es mas que una constante que no
contribuye al hamiltoniano.

Con esto terminamos el analisis de los términos de superficie. Hemos visto
que en nuestro modelos de midisuperespacio para las ondas planas no tenemos
ninguna contribucion de superficie.
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