Simulacié per Dinamica de Langevin Generalitzada

de Sistemes de Particules Interactives

Gemma Sesé i Castel



Departament de Fisica Fonamental
Facultat de Fisica Universitat de

Barcelona

SIMULACIO PER DINAMICA DE LANGEVIN GENERALITZADA

DE__SISTEMES DE__PARTICULES INTERACTIVES

Memoria de la tesi realitzada per
Gemma Sesé 1 Castel, sota la direccid del
Dr. Joan A. Padr6 i Céardenas, per a optar

al grau de Doctora en Ciencies Fisiques.

Barcelona, Abril del 1990.



CAPITOL SEGON:

LES EQUACIONS DE LANGEVIN

En aquest capitol presentarem uns models habituals en la
descripcié dinamica de particules en liquids, que s'utilitzen en les
simulacions efectuades per metodes estocastics. Deduirem també alguna de les
equacions en que se centren i aprofondirem en els seus respectius dominis

d'aplicacid.

Comengarem enunciant I'Equacié de Langevin, que té un caracter
totalment empiric i que és aplicable amb garanties d'éxit només en casos
limit. Tot seguit deduirem, tot utilitzant el formalisme de l'operador
projeccid, l'expressié que constitueix la generalitzacio de 1'Equacid de
Langevin per a qualsevol variable, siguin quines siguin les seves
caracteristiques. Es tracta de 1'Equacié de Langevin Generalitzada de la qual

n'analitzarem els diferents termes.

Pel que fa al problema de n variables, exposarem els diferents
tractaments que existeixen a la literatura. En primer lloc estudiarem el cas
de n particules Brownianes, ¢és a dir, particules més grans i massiques que
les que formen el bany en el que es troben submergides. Per n particules
interactives no Brownianes, presentarem una equacidé exacta per n=2. També
exposarem l'equacié que es dedueix per qualsevol n, perdo, donades les grans
dificultats que existeixen a l'hora d'aplicar aquestes equacions exactes,
per acabar el capitol postularem una Equacié de Langevin Generalitzada
(Ansatz) que sera la que utilitzarem en les nostres simulacions per Dinamica

de Langevin Generalitzada, 1 a la que ens referirem en capitols posteriors.
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2.1 L'EQUACIO DE LANGEVIN

En la teoria classica del moviment d'una particula Browniana, és a
dir, d'una particula situada en un bany format per altres particules més
petites 1 lleugeres que ella, se sol partir d'una equacid estocastica de

caracter fenomenologic anomenada Equacié de Langevin (EL)

V(t) = =y $t) + R(t)/m 2.1)

on v(¢)és la velocitat de la particula a l'instant 7.

Aquesta equacié va ser primerament postulada per Langevin i en el
seu fonament es troba la hipotesi que l'efecte que produeixen les
col-lisions amb les particules del bany pot resumir-se en els dos termes del
segon membre de 1'equacio:

a) Un terme de friccido sistematic 1 proporcional a la velocitat

segons el coeficient de friccid y.

b) Un terme fluctuant o aleatori.

Aquesta expressio implica que es fa un tractament global de les
particules del bany, és a dir, la for¢a total sobre la particula Browniana
no es calcula a partir de la superposicié de les seves interaccions amb
totes les altres. A efectes practics, es considera que el sistema esta

format per una particula submergida en un medi continu i homogeni.

El terme aleatori de 1'equacio (2.1) ha d'acomplir les propiectats

<R (t) >=0 (2.2)
-:'R!{r}-vjr‘ﬂj'k =0 , tz0 (2.3)
-chr:J-leJ:- - ﬁknT-rmvﬁft}*ﬁ” L= 1,23 (2.4)

(Boon et al., 1982)
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L'expressio (2.4) relaciona les dues parts de la forca total sobre
la particula Browniana i s'anomena teorema de fluctuacié - dissipacio
(Kubo, 1966). Gracies a aquest teorema l'efecte provocat per la forca de
fricci6 ve compensat per la forca estocastica, de manera que la particula es
manté en equilibri térmic amb el medi i la seva temperatura sera 7, com

veurem a continuacio.

L'equaci6 de Langevin pot solucionar-se analiticament. S'obté

que la velocitat de la particula varia amb el temps segons la relacid

t
V(t) = V(0)-exp(-yt) + expr-ar:J-J exp(yt)-R(t)/m-dt (2.5)
0

Si elevem al quadrat els dos termes de l'equacid, promitgem i

apliquem (2.3), tenim que per temps llargs

3k T
(I-'}z“.,]} =

(2.6)

Es a dir, després dun cert temps la temperatura promig del
sistema és la temperatura de referéncia que apareix a (2.4).

A més a més de les anteriors propietats, generalment es considera
que ﬁ(t)segueix una distribucié gaussiana. Aquesta premisa és bastant
raonable ja que estem estudiant una particula de massa molt més gran que la
de les particules constituents del medi. Llavors, entre dos instants de
temps entre els quals la seva velocitat ha variat només lleugerament, la
particula ha experimentat una gran quantitat de col-lisions. Tant el terme
estocastic com el terme de fregament que escrivim a l'equacié "resumeixen"
I'efecte de tots aquests xocs i, com que han estat molts, estem en
condicions d'aplicar el teorema del limit central per al primer 1
considerar, per tant, que segueix una distribucié de probabilitats
gaussiana. Aixi, també queda justificat que hi hagi una correlacio
infinitament curta entre dues forces aleatories consecutives, i amb aixo la

propietat (2.4).
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Les funcions de correlacié de la particula Browniana prenen
expressions matematiques senzilles. Partint de l'expressio (2.5), la funcio
d'autocorrelaci6 de velocitats (veure Apendix Al) pot escriure's com

t
W) V(0)> = <V(0)*>exp(-yt) + exp(—g't)J exp(yT):< ﬁr;” VO0)dtr  (2.7)
0
I, aplicant la propietat (2.3),
W)V
G w e wa (2.8)

63?{‘ 0)x

Si considerem el producte escalar de l'equaci6 (2.1) amb la

posicid instantania tindrem

V(L) T(t) = —pP(t)-F(t) + R(t)-F(t)/m (2.9)
d . 2
32 _ 2.2 x 1d
Utilitzem aqui que 2rer ique VeP= ——7P2 -7
dt 2
2 dt
L d® 32 32 .
— —FUt) - F(t) = -y — —F(t) + R)F(t)/m (2.10)
2 dt 2 dt

Si prenem promitjos i apliquem el fet que no hi ha correlacio

entre la posicio de la particula i la for¢a que pateix,

-

d d
——2<;Fzrt)> + oy — UL = 200°t»
dt dt

Si la particula Browniana ja ha assolit l'equilibri termic amb les
molécules del fluid podem aplicar (2.6). Integrant (2.11), obtenim per al

desplacament quadratic mitja (veure Apéndix Al)

Pt = (2.12)

my

6k T [ (e 7t1) l
r— t e —
¥
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Per 1« 1/y GO 4 = f® (2.13)
m
6k T
Per »l/y Pt = LA (2.14)
my
I, com que, segons la llei de Fick, tenim que per 7 prou grans
Pty = 2pt (2.15)
el coeficient d'autodifusio és doncs
Ak T
DS i (2.16)
my

que ¢s la coneguda relacié d'Einstein (1905) (Pathria, 1972).

Ara bé, si apliquem a la C(#) la condicié d'estacionarietat, és a
dir, d'independéncia respecte a 1'origen de temps considerat (Hansen et al.,
1986 v)),

d
ar <Vt )-W(t + t)> = 0 @.17)
d'on es dedueix,
)WL) = 0 @.18)
D'altra banda, pero, si partim de I'equacié de Langevin (2.1) obtenim,
: P KT
D)V = =g V) V(AP = - —— 7 0 (2.19)
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La contradiccio existent entre (2.18) 1 (2.19) és una prova més de la
manca de rigorositat matematica en la deduccidé de (2.1). En realitat aixo implica
que una C(?) exponencial no representa exactament el comportament per ¢ curts
d'una particula en un fluid. Per tant, I'Equacié de Langevin suposa una
idealitzacié que cal valorar unicament com a primera aproximacid a l'estudi del

moviment de particules en fluids.

Tot 1 aquesta contradiccid, 1'equacid (2.1) ens aportara resultats prou
acceptables si pretenem estudiar el moviment d'una particula Browniana immersa en
un bany, és a dir, si en el sistema total hi ha dos ritmes de moviment ben
diferenciats: en aquest cas, el moviment lent de la particula més massiva d'una
banda, i de l'altra el de les particules lleugeres que la volten, que presenten
freqiients col-lisions entre elles i amb la particula Browniana. Ara bé, els
arguments de tipus més aviat fenomenologic que hem esgrimit a favor de la
propietat (2.4) de les forces aleatories perden forca si la particula que
pretenem estudiar no és Browniana, siné comparable en massa i tamany a les que
formen el bany. Tampoc serien valids en I'estudi de la propia particula Browniana
efectuat a intervals de temps més petits, de 1'ordre de magnitud en qué podriem
obtenir resultats significatius per les particules del bany, és a dir, intervals de
temps molt curts on la particula experimenta poques col-lisions. En ambdds casos,

una C(?) exponencial esta lluny de ser una aproximacié satisfactoria.

Es, perd, desitjable poder extendre la filosofia de I'Equacio de
Langevin a aquestes altres situacions. Es tracta d'obtenir una equacié que
permeti descriure el moviment d'una particula qualsevol, sense
consideracions addicionals pel que fa a les relacions de massa o tamany
respecte als altres elements que constitueixen el sistema i sense explicitar les

interaccions amb cadascun d'aquests elements.

15



2.2 L'EQUACIO DE LANGEVIN GENERALITZADA

La part més vulnerable de la teoria de Langevin en la nostra
pretensié de voler-la aplicar a una particula en un fluid format per
particules comparables en massa i tamany a la primera, és la no correlacid
de les forces estocastiques en instants de temps successius. Donada la
relacio entre el terme aleatori i el de friccid, aixo implica que el terme
de friccié ha estat construit d'una manera massa simplificada. Enlloc de
considerar-lo linial amb la velocitat instantania, és més realista tenir en
compte que la particula s'ajusta als canvis que tenen lloc al medi que
I'envolta d'una manera paulatina, que el temps de resposta no és nul. Es a
dir, cal incloure en ¢l terme de friccido dades sobre la historia del
sistema, cosa que s'aconsegueix tot introduint un coeficient de friccié amb
dependéncia temporal. Matematicament aixd queda expressat per un terme de
friccié igual al producte de convolucié de la velocitat i del coeficient de

friccid depenent del temps o funcié memoria. Es a dir,

. i
Vi) = -J M(t=t*)V(t")dt’ + R(t)/m (2.20)
0

Aquesta és 1'Equacié de Langevin Generalitzada. En el segiient
subapartat justificarem 1'existéncia d'aquest terme d'una manera

matematicament rigorosa.

2.2.1 DEDUCCIO DE L'EQUACIO DE LANGEVIN GENERALITZADA

El métode que utilitzarem esta basat en el formalisme de
I'operador projeccio (Berne et al., 1976; Hansen et al.,1986 v)). Donat que
el nostre objecte d'estudi sera la velocitat de la particula, l'operador
projectara cada quantitat sobre la velocitat de la particula a I'instant

inicial.
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Comencem per fer esment d'algunes caracteristiques de 1'operador

projecci6. Podem definir-lo com
P& < ...ov (0)<0(0)%~ 30) 2.21)

on els punts suspensius sustitueixen la magnitud projectada, que sera un
vector columna de tres components, i el simbol <...> significa "promig
sobre 1'espai de les fases". Amb v'(0) ens referim al vector fila que té

per components les de v(0). Algunes de les propietats d'aquest operador son

PV(0) = V(0) (2.22)
P°=P (2.23)
<PZ-7> = G- PPHT> (2.24)

(el simbol * indica "complex conjugat")

D'aquestes tres, la idempoténcia (2.23) 1 l'hermiticitat (2.24) sén

indispensables per un operador projeccio qualsevol.

Definim també 1'operador que projecta en l'espai ortogonal a v(0),

I'operador ortogonal Q =1 - P. Aquest operador acompleix

Q¥(0) = 0 (2.25)
Q% =Q (2.26)
<QB+v7(0)> = 0 (2.27)

La velocitat de la particula en un instant ¢ pot escriure's
formalment en funcié de la velocitat a l'instant =0 gracies a l'operador de

Liouville L com

(2.28)

Ara bé, ens interessa trobar una equacié del moviment per la Vv(¢)

més practica que aquesta. Per aix0 necessitem els operadors abans definits.
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Per la derivada de la velocitat escriurem

d

) = e iLd0) = et prQ)eiL0)
dt
. CILV(0) 7 (0)>
o) = Mo — = W)
v (0)>
on hem definit la matriu
<ILV(0)-7 (0)>
= - 2z
<vo(0) >
1, per tant,
dv(t) it
= V(L) + e~ QILV(0)
dt

Utilitzarem aqui la segiient identitat

A'-B' =AT-B-A)-B’!

1 I'aplicarem als operadors A =(s -iL) 1 B =(s - iQL)

1 1 1 1
= + (i(1=-QJL)-
s=iL s-iQL s-iL s-iQL

i, tornant a l'espai real (antitransformant per Laplace)

. L
e”-'t = e:{}l..t " [ eu'“_ﬂf.PLszTdt
o

Podem reescriure amb l'ajut d'aquesta identitat I'equacié (2.29),

i
dv(t) L 2
Efot tJiPI iQLT

0

= tidct) + e

QILV(0) + j
dt

18

QILV(0)dT

(2.29)

(2.30)

2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)



Per tal de simplificar la notacid, definirem les segiients quantitats,

@c0) = QILV(0)'m (2.37)
&) = e'F"2(0) 2.3%)
Acr) = e'T8(0) (2.39)

Constatem que aquesta ﬁ(r) presenta una evolucid temporal de
caracteristiques diferents que la de les altres variables dinamiques.
S'anomenara forca estocastica. En general é(r)iﬁ(r), excepte a 1=0.
Estudiem-ne alguna propietat. Si tenim en compte que l'operador Q ¢és
idempotent,

eiQLt

iQLtT

0 = (1 + iQLt + ,.,.J'Q = Q"f] + iQLt + J"Q = Qe Q

(2.40)

iQLxt iQL<x

RB(t) = e QILV(0)'m = Qe Q[L?fﬂ}*m = QR(T)

(2.41)

D'aquesta darrera expressio es dedueix que la forca aleatoria es

manté ortogonal a la velocitat inicial, és a dir,

<R(T)*V(0)> = 0

(2.42)
Aplicant aquesta darrera propietat 1 la definici6 de I'operador
projeccid,
(PLR(t) = (PLOR(T) = <ILQR(1)*V (0)>+<v?(0)>™"+(0) (2.43)
I, tenint en compte que tant P com Q son operadors hermitics,
GLQR(T)+VT(0)> = —<R(T)+(QILV(0))T> = —<R(t)-R (0)> (2.44)
Definim la matriu memoria com
M(t) & <R(T)R(0)>+<0%€0)>™ vm™® (2.45)

Aquesta formula ¢és 1'expressidé matricial del segon teorema de fluctuacio-
dissipacio, que relaciona els dos termes que resumeixen la interaccié amb el

dissolvent: l'estocastic i el de friccid.
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Tenint en compte totes aquestes consideracions, podem reescriure

I'equacio (2.36) com

dv(t)

t
= iQv(t) - [ M(T)+V(t-t)dt + R(t)/m (2.46)
dt 0

Aquesta ¢s 1I'Equacio de Langevin Generalitzada (ELG) aplicable a
qualsevol variable dinamica.

En el cas concret de la velocitat d'una particula, tant l'equacio
(2.45) com la (2.46) poden simplificar-se. En primer lloc, I'expressio
(2.45) només prendra valors diferents de zero si i=j, 1 aix0 perque
pressuposem que les tres direccions de l'espai son independents. El fet que
no hi hagi cap direccio privilegiada provoca que M;; = M, = Ms3. Per tant podem
parlar d'una funcié memoria escalar. Afegint a aquestes consideracions el
fet que la C(¢) de la particula acompleix la condicio d'estacionarietat,

i que, per tant, C(0) = 0, tindrem que i£2=0 ja que

<iLv (0)+v (0)> <Li(0)-v (0)>
iQ = 1 - ! L) = 1,23 (2.47)
<v (0)+v (0)> < (0)+v (0)>

Aixi, la velocitat d'una particula en un fluid segueix I'evolucio
indicada a lI'expressido (2.20). El segon teorema de fluctuacio-dissipacié pot

escriure's com

M(t)=<R (1) ﬁ]rw»ﬁzmp“l-m'z- 5, (2.45)

L'equacio (2.20) és valida per qualsevol particula submergida en
un fluid, siguin quines siguin les seves caracteristiques. Si en ella
sustituim la funcidé memoria M(z) per una 0(t) recuperem 1'Equacid de
Langevin (2.1). Mentre que 1'Equacié de Langevin és una idealitzacio de la
realitat que ddéna resultats acceptables en les condicions ja esmentades,
I'Equacio de Langevin Generalitzada constitueix una descripcié exacta i

general de 1'evoluci6 d'una variable dinamica.
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2.2.2 LA FUNCIO MEMORIA

Si comparem I'Equaci6 de Langevin amb 1'Equacié de Langevin
Generalitzada, veiem que el terme de friccid en la segona és el producte de
convolucié entre la funci6 memoria i la velocitat de la particula, mentre
que en I'Equacié de Langevin és proporcional a la velocitat. Com que
I'Equacié de Langevin dona sempre bons resultats en el comportament a llargs
temps, ambdds termes han de coincidir per 1 — o .Llavors,

7= [ M(t)dt (2.50)
0

(Boon et al., 1980)

Podriem definir, doncs, la funcid memoria com un coeficient de

friccid a escala microscopica.

Veiem que a partir de la funci6 memoria és possible calcular
alguns coeficients macroscopics, com vy, i, a partir d'aquest i utilitzant
I'equacié (2.16), D. Anem ara a deduir una equacidé que ens permeti
relacionar la funcid6 memoria amb altres funcions. Per a aix0 partirem de
l'equacié (2.20) 1, després d'operar als dos membres amb <..-v(0)>,

obtenim

dv(t) t " ;
{———— V(0= - J M(T)+<V(t-T)*W(0)>dT + <R(1)*V(0)>/m 2.51)
dt 0

Aplicant aqui les propietats de les forces estocastiques i
dividint per <¥7?(0)> s'obté

dc(t) t
— = = | M(t)+C(t-t)dT (2.52)
dt 0

Aquesta és I'Equacio de Volterra (EV) o equacio de la funci6 memoria.
Es tracta d'una expressid exacta amb un paper fonamental en el comportament
dinamic dels fluids, 1 valida per qualsevol variable dinamica. Per tant és
possible associar una funcié memoria a qualsevol funcié de correlacio. Ara
bé, pel que fa a la resta del treball anomenarem funcié memoria a 1'associada

a la funcid d'autocorrelacio de velocitats.



Aixi, si es coneix la C(?) d'una particula és possible invertir
numericament l'equacid (2.52) per a trobar la funcié memoria M(?) (Berne et
al., 1970).

El tractament teoric de les funcions memoria es basa molt sovint
en l'expansié en fraccions continues (Mori, 1965). La seva importancia rau
en el fet que gracies a ella és possible la consideracié de models
matematics senzills per a la M(?) i, com veurem en capitols posteriors,
constituira una eina per a la resolucid numeérica de I'Equacié de Langevin

Generalitzada.

L'Equacio6 de Volterra pot escriure's a 1'espai de Laplace com

1
C(s) = —— (2.53)
s + M(s)
és a dir,

i _ ls . <Res)-Reor> J" (2.54)

CV(0)V(s)> = <V (0)>s
S0)>

D'altra banda, si la variable dinamica tractada fos la forga
estocastica, i repetissim el procés aplicat fins aqui a la velocitat,

escriuriem una equacio analoga a la (2.54),

(2.55)

e -1
<ﬁ2(s)-k’2(0)>
<R%(0)>

<R(0)+R(s)> = <R%(0)> [s +

i la funci® memoria associada a la funci6 d'autocorrelacio de la

forca estocastica seria

M, (t) (2.56)

-:ﬁzm- ﬁzrﬂ};»-r:ﬁzmp'

Iterant aquest procediment successives vegades, tenim una "cadena" de forces

estocastiques i de funcions memoria.
M () = <R (t)+R (0)>+<R° (0)»>" —— (2.57)
n n n n-1
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Sustituint-les a 1'equacid (2.55),

&(s) = i (2.58)

amb M = <RA0)>-<v2(0)> !
M= {ﬁzfﬂj.}-fﬁz {'UJ'J'Fl n=2,...00
n n =1

E‘lm = R(t)

I la transformada de Laplace de la funcié memoria pot escriure's com

(2.59)

Aquesta representacié de la funcid6 memoria rep el nom de
desenvolupament de Mori i els valors M; son els coeficients de Mori del
desenvolupament. El nombre de fraccions continues és en principi infinit, la
qual cosa pot complicar el calcul de ]\~4(s). En tot cas, el nivell de
truncaci6 d'aquesta série depen de la complexitat de la funci6 memoria. Com
es mostra a I'Apendix A2, un desenvolupament de Mori d'un, dos o tres termes
té associada una representacid analitica per la M(z). Malauradament, i com
ja discutirem en capitols posteriors, en molts casos tres termes de Mori son
insuficients per representar tota la complexitat de la funci6 memoria d'una
particula en un fluid. Aixo ens ha obligat en algunes ocasions a treballar

amb un nombre molt superior de termes (n = 25).

23



2.2.3 LES FORCES ESTOCASTIQUES

La forga estocastica €s una part de la forca que el medi efectua
sobre la particula. A diferéncia d'altres variables dinamiques, 1'operador
responsable de la seva evolucidé temporal no és l'operador de Liouville, com
queda clar a l'equacidé (2.60). Donada aquesta forma particular d'evolucionar

en el temps, no podem dir que R(t) sigui una for¢a mecanica (Mori, 1965).

|| Ace) = e R0) (2.60)

Podriem definir aquesta forga estocastica com la part de la forga
total que inicialment és ortogonal a la velocitat i que es manté ortogonal a
v(0) durant els instants segiients (Alien et al., 1987b)). Aixi, la seva
manca de correlacié amb la velocitat inicial v(0)és una de les seves

principals propietats

<R(t)+V1(0)> = 0 2.61)

El terme aleatori és el que 1i dona el seu caracter tipicament
estocastic a I'Equacié de Langevin Generalitzada. A més a més, amb aquest
terme es manté la particula que s'estudia en equilibri termic amb el medi.
L'expressi6 matematica que resumeix aixo és l'abans esmentat segon teorema

de fluctuacio-dissipacié (2.45), que podem reescriure com

<RL{H-RJ{UJ? = :5”RETvm-M:’IJ L= 1,2,3 (2.62)

A més a més daquestes dues propietats, ¢és Dbastant usual
considerar que les forces estocastiques responen a wuna distribucié de

probabilitats Gaussiana de valor mig nul, és a dir,

<R (t)> = 0 (2.63)

W(R) = (2m<R?>)™® exp(-R /(2+<R>)) 1=1.2,3 (2.64)
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La ra6 de la nul-litat del valor mig 1'hem de buscar en la
isotropia de l'espai i en el principi de conservacié de l'energia. Pel que fa a
la hipotesi sobre la seva gaussianitat, mentre que quedava justificada a
I'equacid de Langevin, aqui els arguments que ho permetien ja no son tan clars. En
el cas que ens ocupa ja no podem parlar de dues escales de temps ben
diferenciades, perque el ritme de moviment de la particula és comparable amb el
del seu entorn. Llavors, la R(¢) ja no pot ser considerada com un promig de
I'efecte d'una gran quantitat de xocs de la particula amb les del medi ja que en
un interval de temps significatiu per al seu moviment se'n produeixen pocs.
Entenem aixi que l'assumpcid de gaussianitat ha estat feta per motius practics 1

no constitueix una caracteristica intrinseca d'aquestes forces.

La introduccié d'aquestes forces estocastiques es fonamenta en
I'esquema teoric exposat, de manera que es defineixen a partir d'una
separacio purament teorica de la forga total sobre una particula. Es en aquest
sentit que podem afirmar que no tenen una existéncia "real" i, per tant, no ¢és
possible mesurar-les experimentalment. Si que és possible, pero, calcular-les
mitjancant la simulacio, que es perfila en aquest cas com una eina
insubstituible en 1'analisi del model tedric representat per les equacions de
Langevin. Aixi, la simulaci6 permet obtenir el valor d'aquestes forces
estocastiques a cada pas de temps 1, partint d'aquest, el de les seves

propietats estadistiques. D'aix0 ens n'ocuparem al capitol quart.
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2.3 TRACTAMENT GENERAL DEL PROBLEMA DE MES D'UNA
VARIABLE

En el capitol anterior hem restringit el nostre estudi al cas de
la velocitat d'una particula en un fluid. Es possible extendre l'anterior
analisi a un conjunt de variables qualssevol {Al ,...,AmF. El meétode

que
utilitzarem parteix també del formalisme de 1'operador projeccio.

Considerem ara un sistema que queda perfectament determinat pel
conjunt de N variables 1A, ,...,Anf. Suposem que el que ens interessa &s
congixer unicament com ¢&s l'evoluci6 d'un subconjunt de m d'aquestes
variables, ¢és a dir, de 1A, ,...,AmF. Totes elles son  linialment
independents, és a dir, cap A; pot ser combinaci6 linial de les altres m-1,

1, a més a més, presenten un valor mig nul a 1'equilibri.
Definim la matriu de correlacié com
c(t) = (At)-2*(0)) (2.65)

on A(1) és el vector columna €™ A4 i A*(r) és el conjugat de I'hermitic de

;l(t), és a dir, el vector fila A(r)= %A;‘,....,A; f. (Com que les nostres
variables seran reals, els seus valors coincidiran amb els de llurs
conjugats.) Aixi doncs, C(t) és una matriu m x m. Podem escriure-la a
I'instant inicial com el quocient entre la matriu de susceptibilitats x i el

coeficient 8 = (kg T)"'

c) = (A-4") = g7 ' (2.66)

Definirem un operador projeccid P que projecti sobre el subespai

generat pel conjunt 1A o Amf i que actui segons

P=(.-A)@AA) " A=p(..-4")yx" 4 (2.67)

Aquest operador satisfa les condicions P A =4 i P*=P. Podem definir també

I'operador Q =1 - P que projectara sobre l'espai ortogonal al generat per A.
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Seguint el mateix procediment que pel cas d'una variable, el

vector columna A (t) evoluciona segons una equacié de Langevin Generalitzada

t
[dgi}_) = iQAct) - j dr-M(t) A(t-t) + R(t) (2.68)
0

on Q ¢és la matriu de freqiiéncies,

Q= A4 @A) =g dA )" (2.69)

1 M(7) és la matriu de funcions memoria

(2.70)
M(t) = (R(t)-R'(0))-(A-2") "= g-(R(x)-R*(0))-

que ¢&s l'expressio6 multidimensional del segon teorema de fluctuacio-

dissipacio.
La forca estocastica R(f)és ortogonal a A,
(Rev)-A*0) = 0 @.71)

L'equacio (2.68) ¢s una conseqiiencia de les equacions del moviment

i és exacta. L'evolucio de cada variable 4; vindra regulada per les segiients

expressions
dA (t) t
_ I - E mvu,q”{;;l - Jad-r-Mpp(tJ-ﬂufl—TJ + Ru“'} (2.72)
= . -1
D, = B-}E (LA, 4)x,, (2.73)
g M ¥ o W -1
Mvu =B ';E (R(T):R ) X (2.74)

Constatem a partir de (2.72) que a l'equacio del moviment de la
variable 4, hi sén presents les altres (m — 1) 1 les funcions memoria

associades a cadascuna d'elles.
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Si el conjunt {A L., An presenta temps de relaxacido molt
més grans que els de la resta de variables del sistema, aquestes
equacions es simplifiquen de manera notable. Aixi, considerem el cas en
que el temps de relaxacid6 més gran d'entre els de les funcions
d'autocorrelacié d'aquestes m variables 71, és superior al del de
qualsevol altra wvariable del sistema, el més gran dels quals

anomenarem T, , ¢és a dir, sigui

Te » Te (2.75)

En aquest cas l'operador P projectara sobre el subespai de
les variables "lentes" 1 Q sobre el de les "rapides". Com que, d'acord
amb la propietat (2.71), la forca estocastica sempre es troba en el
subespai de les variables rapides, fluctua rapidament i la seva funcio
d'autocorrelacid, que no és altra que la funcié memoria, tindra per tant
un temps de correlacié de 1'ordre de t. com a maxim. Aixi, per .

pot tractar-se la funcié memoria com una funci6 delta
M(7) = 2I'3(7) (2.76)

on F és la matriu de relaxacid, que es defineix com

r= j dt-M(t) = .BJV dr-(R(T)-R'(0))- (2.77)
0 0

Aquesta aproximacio, anomenada aproximacié de Markov o
markoviana, fa que 1'equaci6 (2.68) esdevingui

dA(t)
dt

= iQAct) - r-Act) + R(E) (2.78)

El calcul de l'evoluciéo d'aquestes m variables s'ha
simplificat, pero segueix essent necessaria la resolucidé d'un sistema de

m equacions amb m incognites acoblades entre si. (Berne, 1977)
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2.4 EQUACIONS DE LANGEVIN PER » PARTICULES
BROWNIANES INTERACTIVES

Pretenem estudiar 1'evoluciéo temporal d'un sistema format per »
particules Brownianes que interaccionen entre si i que es troben submergides
en un dissolvent. Les variables amb qué tractarem soéon les velocitats

d'aquestes particules.

Tot i que aquestes variables acompleixen la condicio (2.75), no
constitueixen un conjunt al que sigui aplicable l'equaci6 (2.78) perqué no
son linialment independents. Basant-se en l'existéncia de diferents escales
de temps al sistema, Deutch 1 Oppenheim (Deutch et al., 1971) han postulat
una equacid no exacta per cada component de la velocitat de cadascuna de les

n particules, que és

ml-vlfﬂ = -—§ zr”vjftj + ? a”RJ(EJ + FlftJ (2.79)

on els index 11 j van des de | fins a 3n . F; és la for¢ga que
actua sobre la particula i i ve causada per les interaccions amb les
altres particules de solut, és a dir, la calcularem a partir d'un potencial
de for¢ca mitjana. El segon terme de l'equacid és el terme estocastic
construit de tal manera que les R, segueixen una distribuci6 gaussiana de

les segilients caracteristiques
<R>=0 (2.80)

<R(L):R(t")> = 28 &(t-t") (2.81)

Els coeficients y;; séon les components del tensor de friccid
hidrodinamic, que en principi poden presentar dependéncia temporal i
configuracional, i estan relacionats amb els a;; segons 1'expressio

1
7, = b

1 JtBT K

*x"x (2.82)

Amb aquests coeficients s'inclouen a l'equacidé (2.79) les
interaccions hidrodinamiques, és a dir, amb ells es té en compte que
I'efecte del dissolvent sobre el solut queda modificat pels moviments de les

particules de solut.
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L'equacio (2.79) ha estat utilitzada en diverses ocasions per a la
simulacié de molécules en dissolucié (per exemple, Ermak et al., 1978; Diaz
et al., 1988).

El calcul dels coeficients Yk €s un problema no resolt en
general i, en qualsevol cas, l'estudi de I'evolucié del sistema a
partir de 1'equacio (2.80) presenta complicacions ja que la velocitat
de cada particula depen de les de totes les altres. A la literatura poden
trobar-se expressions alternatives que simplifiquen considerablement el

sistema. Aixi és freqlient plantejar una equacié del tipus

m-v (t) = Ri(t) + Fl(t) - mey-v (1) e (2.83)

La simplificacid respecte a (2.79) és notable: el tensor de
friccio hidrodinamic s'ha convertit en un unic escalar, amb la qual cosa la
influéncia de les altres particules en 1'equacié del moviment d'una donada
és purament estatica. Per tant (2.83) sera justificable per sistemes on la
concentracid de particules Brownianes no sigui gaire elevada i on el seu
moviment no provoqui fluxes importants en el dissolvent (és a dir, on siguin

menyspreables les interaccions hidrodinamiques).

L'expressio que relaciona el terme estocastic i el de friccio de

I'equacid (2.80), és a dir, el teorema de fluctuacio-dissipacio, ¢s
le(ﬂJ-RJ{:}J = 25”5[1} {:r»kﬂ‘!' - fvi{'D)*FJfDP} L J=1,e030 (2.84)

Berendsen 1 Van Gunsteren (1982) han comprovat que en un sistema de

molecules de n-buta el segon terme pot ser negligit.

L'equacio (2.83) ha estat resolta analiticament pel cas d'una
particula sotmesa a un camp de forces harmonic (Chandrasekhar, 1943), pero

en la majoria dels sistemes només és possible una resolucié numerica
(Akesson et al., 1985).
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2.5 EQUACIONS DE LANGEVIN GENERALITZADES
(ELG) PER ___n PARTICULES INTERACTIVES

En aquest apartat abordarem Il'estudi de 1'evolucié de la velocitat
d'una particula no Browniana per temps curts, situada en un bany amb altres
particules de similars caracteristiques i amb les quals interactua.
Comencarem esmentant el cas en que el nombre de particules de solut és 2 i

seguidament analitzarem el cas més general de » particules.

2.5.1 ELG PER 2 PARTICULES INTERACTIVES

Sigui un sistema format per N particules de les quals 2 sén de
solut, tals que presenten caracteristiques semblant a les del dissolvent.
Vesely 1 Posch (1988) han deduit una Equacié de Langevin Generalitzada per
cadascuna d'aquestes dues particules. L'equacié del moviment per a la

particula 1, 1 que té una validesa general, és la segiient

. t t R (t) B (t)

-2 4 » » P » » 1 21

Y (D=-| M (t)-V (t-t")dt’-| M_(t’)-V (t-t’)dt’+ + (2.85)
1 0 11 1 0 12 2 ml ml

El primer terme és analog al que apareix a I'Equaciéo de Langevin
per una particula. La segona integral indica que les anteriors velocitats de
la particula 2 influeixen sobre el moviment de la particula 1. La funcié
memoria creuada My, aporta les dades sobre l'abast d'aquesta influéncia. Pot
interpretar-se aquest terme com la capacitat de resposta de la particula 1

als canvis que la velocitat de la particula 2 provoca en el dissolvent.

La funcié memoria present a I'Equacié de Langevin Generalitzada
per una particula conté la informacio sobre les propietats viscoelastiques
del dissolvent. Ara bé, pot esperar-se que aquestes propietats canviin en
presencia d'una altra particula de solut. En particular la isotropia haura
de sustituir-se per una simetria cilindrica, que té com a eix el vector 7,
que uneix ambdues particules. Per tant, les funcions memoria no seran
escalars sind tensors que dependran de 7,. La forma exacta de llur

dependeéncia temporal no queda clara com tampoc ho esta la de 7,.
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Aquests tensors M,,(t) poden obtenir-se tot resolent equacions del
tipus Volterra a partir de funcions de correlacié de velocitats creuades,
i.e. del tipus <v (0)-v,(r)> amb v,u = 1,2, calculables a partir de
simulacions per dinamica molecular. Aix0, perd, no s'ha realitzat fins el

moment.

El terme f?l/ml ¢s la part estocastica de l'equacid 1 esta
relacionat amb les memories tensorials a través d'un teorema de
fluctuacio-dissipacid,

1

T <§1(t} : ﬁjm» (2.86)

MU( t) =
Per tant aquestes forces estocastiques presenten també una dependéncia

parametrica amb 7, .

ﬁzl (t) és la forca que la particula 2 efectua sobre la 1 i estara
relacionada amb un potencial de for¢ca mitjana. Per al seu calcul caldra
tenir en compte totes les possibles configuracions del dissolvent per a cada
estat de les particules 1 1 2. Es pot obtenir a partir de la funcidé de

distribucié radial corresponent a les particules de solut g(7,) segons la

formula'
d -3
F‘zl(r) = -k T-| — tn g )|, (2.87)
dr]2 rlz(t)

L'equacidé (2.85) ha estat deduida tenint en compte que la
velocitat segueix una evolucid temporal d'acord amb 1'equacidé de Liouville 1
les eines utilitzades es redueixen a les que ofereix el formalisme de
l'operador projeccid. Les tiniques aproximacions realitzades es refereixen a
les funcions de correlaciéo de les forces estocastiques: se suposa que llur
dependeéncia amb els moments de les particules de solut €s menyspreable 1
també que, durant els temps de relaxacié d'aquestes forces, 7,(?) es manté
gairebé constant.

Si enlloc de dues particules de solut n'hi ha », la deduccié d'una
equacio analoga a la (2.82) topa amb l'inconvenient de la desaparicio de la
simetria cilindrica del sistema i amb la dificultat d'assignar un significat

fisic clar als diferents termes que la conformem, com veurem a continuacio.
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2.5.2 ELG EXACTA PER n PARTICULES INTERACTIVES

Hem vist que l'evoluci6 temporal d'un conjunt de m variables

{A1,. At pot calcular-se a partir de I’Equacié de Langevin Generalitzada

(2.68). Si les funcions de correlacid d'aquestes variables acompleixen la
condicié d'estacionarietat i presenten la mateixa paritat temporal, aquella

equacio esdevé

t
dgi” = - | dev-M(o)-At-v) + Rt) (2.88)
0
i, per cada variable,
dAlft) m [t
—a— = —)} Od'l:-M”('r)-AJ(t-'r) * R (1) 1=1,...m (2.89)

amb les segiients propietats pel terme estocastic, si A= 4 (0)

<R(t)> =0 (2.90)

R)-RT(t')> = M(t-t’)-<A-A"> (2.91)

Rt)-A0)> = 0 (2.92)

<Retet’) AT (1')> = Edz‘mr’) RT(t-s)>-<A- B> -<As)- AT (0)>ds (2.93)

Si apliquéssim directament tot aquest tractament a la velocitat de
cada particula que es pretén simular, tindriem barrejats en el terme de
convolucid els efectes de les forces interparticulars i els de memoria del
dissolvent. Per tal de separar aquests dos efectes en I'estudi de n
particules interactives Ciccotti i Ryckaert (Ciccotti et al., 1981) han
considerat la variable

t
A(t) = p(t) - J dt’F (t') = p (t) - (iL)_lFI(t) }=1,...3n (2.94)

-
on Fi(t) és una de les components de la forca que actua sobre una particula
de solut i que esta causada per les altres particules de solut i per un
possible camp extern, i L és l'operador de Liouville pel sistema de »
cossos. La derivada d'aquesta variable, és a dir, p(?) - F(t) representa la

forca que el dissolvent realitza sobre el solut.
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Si efectuem la sustitucid (2.94) a 'equacié (2.88), obtenim

. t
B(t) - F(t) = -[ dt-M(‘r)-[p(t-t) - (u)“?(r--:)] + R(t) (2.95)

0

1, per cadascuna de les 3n components,

t

3n
p(t)=F (t) - z Jdt-M (t) [p (t-t) - (iL)'F (t-t)] + R (t) (2.96)
| 1 0 1) J ] 1

J

Cal fer notar que, donat el caracter tensorial de la funcid
memoria, els vectors que apareixen a totes aquestes equacions tenen 3n

components.

La forca estocastica que apareix a l'equacid (2.96) satisfa les
propietats (2.90) a (2.93). El teorema de fluctuaciéo-dissipacié que es

deriva d'aquesta equacié és

<R (0)'R (t)> <p (0)-F (t)>
‘ ] + 2. —1 ] 8(t) (2.97)

<«(p(0))%> <«(p(0))*>

MU(t) =

on p(0) és el moment d'una particula (Bossis et al., 1982).

La funcié memoria esta relacionada també amb les correlacions de

les variables A4, , és a dir, amb
ct) = <At)-4"(0)> (2.98)
I la relacid pot escriure's a I'espai de Laplace com

Cc(0)
c(s) = —m8 — (2.99)
s + M(s)

Aixi, les funcions memoria i, per tant, la correlacié de les
forces estocastiques depenen de la for¢a sobre el solut deguda a la resta de
solut. Aix0 i la preseéncia de la variable (iL)'lﬁ(t) impossibilita a la

practica l'estudi d'un sistema a partir de I'equacid exacta (2.95).



Per tant s'imposa la recerca d'altres representacions matematiques

del problema. Definim per a aix0 una nova forga estocastica

t
R(t) = R(t) + J dt-M(t)-(iL)'F(t-1) =

0
t T
= R(t) + J dr-M('r)-J dt’- B(t-t) (2.100)
é -0
Llavors I'equaci6 (2.95) esdevé
y t
B(t) = -J dt-M(T) p(t-1) + R'(t) + F(t) (2.101)
0

La nova forga estocastica acompleix les propietats

<R'(t)> =0 (2.102)
T

t
R(t) RT(0)> = M(t)-<A-AT> + J dT-M(TJ-J dat’-<B(t-t)-R*7(0)>  (2.103)
0

-0

. t
<R'(t)-BT(0)>= <P(t)- pT(o»-cﬁ*(t)-i:’T(w»J dt'M(t)-<P(t=t*)-p' (0)>  (2.104)
0

Veiem que, amb la definicié d'aquesta nova variable s'ha
simplificat considerablement l'equacié del moviment, perd d'una banda el
teorema de fluctuacio-dissipacié (2.103) és bastant complicat i, d'altra,
les noves forces estocastiques deixen d'acomplir una de les seves
caracteristiques definitories: llur ortogonalitat respecte al moment inicial
de la particula. D'altra banda, Bossis et al. (1982), han demostrat que si
s'assumeix l'ortogonalitat entre p(0) i R'(f), el teorema de

fluctuacio-dissipacio resultant és ideéntic a (2.97).

Alguns autors (Turq et al., 1977) argumenten que la interaccio
entre les particules de solut ha de calcular-se mitjangant un potencial de
forca mitjana. En aquest cas, pero, el significat fisic de la nova variable

H(t)— F¥ (f)esta lluny de ser evident i, en conseqiiéncia, també el de M(?).
p
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A més a més dels problemes ja esmentats que comprometen la
viabilitat de les equacions (2.95) i (2.101), volem comentar algun altre
aspecte relacionat amb M(?). En general la M(?) que apareix a ambdues
equacions ¢és una matriu. Aixd complica el seu Us ja que implica la resolucio
d'un sistema de 3n equacions acoblades entre si. D'altra banda, cal
assenyalar que una altra desavantatja d'aquestes equacions ¢és la

inexisténcia de models per als diferents elements de la matriu M(?).

Aixi, tot 1 disposar d'equacions exactes per a l'evolucid de
cadascuna de les n particules interactives, perd tenint present que una
Equacié de Langevin ha de constituir una eina que permeti simplificar
I'estudi d'un sistema, presentem a continuacidé un "ansatz" com a ELG per »
particules interactives. Es tracta d'una equacid no demostrable, tot i que

justificable, i de relativament facil aplicacio practica.

2.5.3 ELG PER n PARTICULES INTERACTIVES (ANSATZ)

Sigui un sistema format per N particules, de les quals n sén de
solut. Pel moviment de cadascuna d'aquestes particules s'assumeix una

equacio del tipus (Bossis et al., 1982)

| t R F(t) R(t)
B(t) = -| M(t)-V(t-t*)dt’ + " (2.105)
0

m m

Veiem que aquesta equacio inclou les funcions M(?) i F(7) que

caldra calcular com a pas previ a I'estudi del sistema.

Aquesta equacid suposa alguns canvis respecte a la (2.101). Pel
que fa al terme de convolucié es menyspreen els termes no diagonals de la
matriu memoria, eliminant aixi la dependéncia de l'acceleracié de cada
particula amb les velocitats de les altres. D'altra banda es considera també
que tots els termes diagonals de la matriu memoria sén iguals, és a dir, que
podem parlar d'una Gnica funcié memoria per a totes les particules de solut
del sistema. A més a més, cal afegir que aquesta memoria només presenta

dependeéncia temporal.
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Hem vist ja que el terme de convolucid i el terme estocastic
aporten la informacid referent als efectes del dissolvent sobre la particula
de solut a I'ELG. Sembla raonable que aquests efectes depenguin de
I'existencia d'altres particules de solut. En un sistema amb més d'una
particula de solut l'estructura del dissolvent al voltant de cadascuna
d'elles ja no presentara simetria esférica, de manera que, com més gran
sigui la concentracid de solut, més important sera la ruptura d'aquesta
simetria. D'altra banda, es produiran interaccions indirectes a través del
dissolvent entre les particules de solut causades pels fluxes que elles
indueixen en el dissolvent. Aquestes serien les anomenades interaccions solut-
dissolvent-solut o interaccions hidrodinamiques (Batchelor, 1976).

La funcié memoria que apareix a l'equacid (2.105) no considera que
els corrents que es produeixen en el si del dissolvent afecten el solut i, a
més a més, fa la hipotesi d'isotropia pel sistema. Deixant de banda les
limitacions ja esmentades, tenim encara una certa llibertat a I'hora
d'escollir la M(t). Pel que fa al nostre estudi imposarem la condiciéo que
aquesta funcido memoria inclogui d'una manera promitjada part de la
influéncia del dissolvent (que no es considera explicitament a I'ELG) sobre
cada particula de solut, de manera que aquest evolucioni de la manera més
semblartt possible a la que ho faria en el sistema total. Per aquest motiu

I'anomenarem funcié memoria efectiva (Meff(t)).

F(f)és la forca que la resta de les particules de solut del
sistema fa sobre la particula que estem estudiant. Nosaltres calcularem
aquesta F(t)de manera que tingui en compte els efectes d'un dissolvent
el-liptic en les interaccions solut-solut. L'obtindrem a partir d'un
potencial de forca mitjana, amb la qual cosa estem fent l'aproximacio que el
dissolvent es comporta com un medi homogeni 1 isotrop. Aquest potencial
I'anomenarem potencial efectiu Weff(t) 1 la for¢a que d'ell deduirem, forca
efectiva F (7).

Pel teorema de fluctuacié-dissipacid es postula una expressio

analoga a l'existent per al cas d'una particula, és a dir,

<R(t)-R(0)> = 3 - k. Tm M°*'(t) LJ=1,..3n (2.106)
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I s'assumeixen per al terme estocastic les segiients propietats

<R(t)> = 0 (2.107)
<R(t)v (0)> = 0 (2.108)
<R (t)-F*"'(0)> = 0 (2.109)

1, a més a més, que respon a una distribucié de probabilitats gaussiana

1/2

W(R) = (znmf»‘ exp f-Rf/(szm (2.110)
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