Capitol 6 El problema invers en la prospeccid eléctrica

CAPITOL 6: EL PROBLEMA INVERS EN LA PROSPECCIO
ELECTRICA

6.1 — INTRODUCCIO

Tal com s'explicava en el capitol 5, les dades mesurades aporten una imatge
suavitzada del subsol terrestre que s'anomena pseudoseccid. Aquesta imatge no
determina correctament el contrast de resistivitat eléctrica entre les estructures, ni
tampoc és correcta la seva localitzacid. Per aquesta rad, la interpretacié de les dades
requereix la resolucié del problema invers.

La teoria de la inversid és un procés matematic utilitzat per solucionar problemes
complexos en diferents ambits de la ciencia, pero destaca la seva aplicacié en el camp
de la geofisica. D'una manera senzilla i generalitzada, es pot dir que el problema invers
aporta una descripcid de linterior de la Terra ajustant les dades mesurades en
superficie a un possible model del subsol terrestre.

Els problemes que estudia la geofisica es consideren problemes indeterminats degut a
la falta intrinseca de dades i a I'existencia dels errors sobre les dades i sobre els
models (Tarantola, 1987).

En l'actualitat, la inversid s’ha convertit en un procés necessari per interpretar les

dades de camp, pero presenta inconvenients com la no existéncia, la no unicitat o la
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inestabilitat de la solucid, que fan que no sigui un problema facil de resoldre. Quan es
parla de la no unicitat del problema invers es fa referencia a la impossibilitat de
determinar una Unica solucidé a causa del conjunt finit de dades del que es disposa
(Parker, 1977), és a dir, existeix un ampli ventall de models que sén compatibles amb
les dades mesurades. Per altra banda, el problema de la inestabilitat esta lligat amb el
propi procés de la inversid. El problema invers és un problema mal condicionat i per
aix0, petites variacions en les dades poden provocar grans canvis en els parametres
que defineixen el model. Una manera de reduir aquests problemes és introduir en el
procés de la inversid tota aquella informacid a priori procedent d‘altres estudis

geologics o d'altres métodes geofisics (Pous et al. 1987).

La prospeccid eléctrica de corrent continu és una técnica que s'aplica per a resoldre
problemes molt diversos. Algunes d’aquestes aplicacions son la localitzacié d‘arees
arqueologiques (Gad El-Quady et al., 1999; Chavez et al., 2001), la deteccié de
cavitats buides (Tejero et al., 2002), I'estudi d’estructures geologiques (Zhou et al.,
2000; Batayneh, 2002; Seaton i Burbey, 2002; Baines et al., 2002) o l'estudi de
problemes mediambientals (Seaton i Burbey, 2000).

Existeixen diversos algorismes d'inversié bidimensional de prospeccid eléctrica que
permeten descriure el subsol terrestre a partir de la distribucid de conductivitats
(Sasaki, 1992; Oldenburg, 1994: Tsourlos et al., 1998; Loke, 1999; Olayinka et al,
2000; Pérez-Flores et al., 2001; Pain et al., 2002). L'inconvenient principal, pero, és
que aquests no permeten tenir accés al codi que controla els processos numerics. Sén
programes que només permeten ser purs usuaris i on les dades observades és el fitxer

d’entrada, i la sortida és un altre fitxer que mostra un possible model del subsol.

L'objectiu d’aquest capitol és presentar un programa d‘inversio i que permet tractar les
dades obtingudes en campanyes de tomografia eléctrica o de perfils de sondejos
electrics verticals. Per aix0 s'estudien en detall tots els passos que es realitzen en el
procés de la inversid. El programa té l'avantatge que presenta les operacions
matematiques de forma oberta i clara. Aixd, permet que l'usuari pugui modificar el codi
font del programa per aportar millores, adaptar el programa a altres tipus de
dispositius o, en treballs futurs, realitzar els passos adients per resoldre el problema

invers en tres dimensions.
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6.2 - ANTECEDENTS

El problema invers en els métodes geoeléctrics va comencar a ser investigat a principis
dels anys trenta (Slichter, 1933; Langer 1933; Stevenson, 1934). Posteriorment,
gracies a la millora de la velocitat i de la memoria dels ordinadors es van desenvolupar
tecniques numeériques que proporcionaven solucions més ajustades a les dades
experimentals. Per0d, malgrat aquests avancos, durant els anys 70 i 80 la solucié del
problema invers encara precisava d'un temps de computacié important, perque
s'utilitzava la modelitzacié a través d’estructures molt simples com falles amb formes
rectangulars (Olayinka, 1988), amb formes el-liptiques (Mundry i Homilus, 1972), o
amb fronteres regulables entre diferents capes homogénies (Lee, 1972). Aquest
métode era Util per obtenir una primera estimacid de la distribucid de resistivitats
electriques, pero és evident, que presentava moltes limitacions en el tipus d’estructures
geologiques que es podien representar.

Una tecnica posterior va ser I'anomenada back-projection o retroprojecciéd (Barber i
Seagar, 1987; Lowry i Shive, 1990), la qual es basava en la idea de reconstruir el
model utilitzant una suma ponderada dels potencials eléctrics mesurats. La seva
utilitzacid principal estava dirigida a la determinacid de les zones amb altes i baixes
resistivitats.

La indeterminacié en la solucié del problema invers comporta que la majoria dels
algorismes actuals es basin en diferents formes del criteri dels minims quadrats. Aquest
métode es basa en la linealitzacié del problema i aporta una solucié acceptable.
Existeixen, pero, variacions d'aquesta técnica que ofereixen una millor convergéncia i
un millor control de I'estabilitat de la solucié. Sasaki (1992) utilitza la técnica d’‘Occam
(Constable, Parker, i Constable, 1987) per trobar el model que s'ajusta a les dades
mesurades en la prospeccid electrica, Loke i Barker (1996b) utilitzen també aquesta
técnica perd amb una versid iterativa on s'implementa el métode de Quasi-Newton que
redueix el temps de computacié de forma considerable.

Altres metodes per solucionar I'equacié del problema invers és la técnica SVD, Singular
Value Decomposition, (p.e. Avis i Barber, 1994) o I'aproximacié Bayessiana que es basa
en una aproximacié estadistica, on la informacié sobre els parametres i les dades es
pren com una variable aleatoria de la qual es coneix la funcid de densitat de
probabilitat i on és possible introduir informacié a priori (p.e. Marcuello et al., 1992).
Totes aquestes técniques requereixen la determinacid de la matriu de derivades
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parcials o matriu sensibilitat, la qual presenta un procés de calcul bastant complex.
Existeixen, perd altres técniques, com és el cas del metode de Monte-Carlo, (Keilis-
Borok i Yanouskaja, 1967; Anderssen et al., 1972) que permeten determinar la solucio
del problema invers d'una manera alternativa. El principi és molt simple; es
parametritza l'espai de models amb un nombre gran perd finit dincognites i,
posteriorment, es genera una sequiéncia d’estructures aleatories que sén comparades
amb les observacions per trobar una familia de solucions. Aquest métode precisa
limitar el valor maxim i minim de les incognites per a reduir I'espai de parametres
(Parker, 1977). El métode de Monte-Carlo va ser aplicat tant als sondejos eléctrics
verticals (Strenberg, 1979) com a la prospeccid magnetotel-lirica (Jones i Hutton,
1979b). L'aplicacié d'aquest méetode a la prospeccid eléctrica presenta l'inconvenient de
I'elevat temps de computacio, perque per obtenir un conjunt dels possibles models que
s'ajusten a les dades es requeriria aproximadament una setmana de calculs. Ara bé,
aquest conjunt aporta una visié amplia de tot I'espai de solucions, mentre que els

metodes anteriors es limiten a buscar un minim en aquest espai.

El métode aplicat en el programa d'inversié que es presenta, es basa en la técnica de
Marquardt-Levenberg o també anomenada Ridge regression (Marquardt, 1963).
Existeixen, pero, variacions d’aquest métode que tenen com a objectiu controlar els
valors dels parametres i aconseguir un contrast suau (Smith i Vozof, 1984; deGroot-
Hedlin i Constable, 1990; Sasaki, 1992).

El métode en qliestié es defineix com una técnica intermedia entre el métode de
Gauss-Newton i el métode del Gradient, tal com descriuen Marquardt (1963) i Lines et
al. (1984).

Els tres métodes es basen en el metode matematic dels minims quadrats, el qual
consisteix en minimitzar una determinada funcié objectiu. Un esquema que representa
el funcionament dels tres métodes, metode de Gauss-Newton, métode del Gradient i

métode de Marquardt-Levenberg es mostra el grafic de la figura 6.1.
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P2,

¥ Gradient (& gran)

Marquardt-Levenberg (£>0)

Gauss-Newton (¢=0)
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Figura 6.1. Relaci6 geométrica entre les solucions dels métodes: Gauss-Newton, Gradient i

Marquardt-Levenberg per a un model amb dos parametres (Lines i Treitel, 1984).

Les corbes continues i tancades de la figura corresponen al comportament de la funcié
RMS, sobre el pla de dos parametres, p;-p.. Es recorda que aquesta funcio, RMS, és
una manera de quantificar I'ajust entre les respostes del model que resulta de la

inversio i les dades experimentals.

Com mostra la figura, la inversié s'inicia des d'un model inicial que es representa

mitjancant el vector de parametres pg. El meétode del Gradient evoluciona en la

direccié perpendicular a la corba des del punt inicial i el seu sentit indica la direccié del
minim del RMS. En la posicié totalment extrema es troba la fletxa que indica la direcci6
i sentit de la solucié pel métode de Gauss-Newton. Finalment, el métode de Marquardt-
Levenberg ofereix un compromis entre aquests dos metodes, de manera que la fletxa
que indica la direccid i sentit de la solucié en troba entremig de les altres dues.

Aquest esquema només representa la primera iteracié del problema invers. Aplicacions
successives dels metodes permeten arribar a una solucid que s’apropa al minim

representat en la figura 6.1 i designat com .

Seguidament, en els seglients apartats, es descriuen els fonaments matematics sobre

els quals es desenvolupa cadascuna d’aquestes técniques.
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6.2.1 - METODE DE GAUSS-NEWTON

El métode de Gauss-Newton soluciona problemes que presenten un comportament
lineal entre els parametres i la resposta eléctrica mitjancant de la técnica dels minims
quadrats. Ara bé, quan els problemes que es tracten no presenten aquest
comportament lineal, s'opta per aplicar un procés iteratiu utilitzant un model inicial
com una primera aproximacid. Després de cada iteracid, els parametres son
actualitzats fins arribar a una estimacié de la resposta que s'apropa més a les dades
observades.

Com ja s’ha comentat anteriorment, el metode dels minims quadrats consisteix en fer
minima la funcié objectiu, F. En el cas del metode de Gauss-Newton aquesta funcid és

la suma quadratica de la diferencia entre la resposta electrica del model, Y i, i les

observacions, Ygpg (p-€. Lines i Treitel, 1984):

F= (yobs - Vcalc)T(Vobs - ycalc) (61)

El problema d’optimitzacid utilitzant la funcid anterior es determina derivant la funcié

objectiu respecte els parametres i igualant a zero. Aixi, I'expressio final de I'equacid és:
(STS)-Apst - Ay (6.2)

En aquesta darrera expressio, S representa la matriu de derivades parcials, matriu
Jacobiana, o matriu sensibilitat, la qual descriu la variacié de les dades respecte de la
variacié dels parametres. La forma de determinar-la s'explicara en els apartats

posteriors.

El métode de Gauss-Newton és un metode no condicionat, el qual presenta greus
dificultats quan els elements de la matriu (S'-S) sén valors molt petits. Aquests valors
fan que el resultat del vector pertorbacié dels parametres, Ap, creixi il-limitadament
fent que la solucid del problema invers divergeixi, és a dir, sigui una solucié no

acceptable. Ara bé, aquesta tecnica presenta una rapida convergéncia sempre que el

model inicial no estigui molt allunyat del model real (Draper i Smith, 1981).
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6.2.2 - METODE DEL GRADIENT

El metode del gradient és un algorisme matematic que permet trobar el minim local
més proper d’'una determinada funcid i presenta l'avantatge que la solucié sempre es
troba en la direccid decreixent d’aquesta mateixa funcid. Aix0 implica que la seva
convergencia esta assegurada.

La funcié objectiu, F, és la mateixa que s'utilitza en el metode de Gauss-Newton, la
suma quadratica de la diferéncia entre les dades observades i la resposta teorica del
model. En aquest cas, pero, per arribar a I'equacié del problema invers s'imposa que el
vector de variacié de parametres, o vector de pertorbacid, coincideixi amb el gradient
descendent de la funcid objectiu, F, (Smith i Shanno, 1971), (6.3) .

*—_@__i S o Y. (v _v
Ap = aAﬁ B aAIS [(YObS ycal) (yobs Yl )] (6.3)

Aixi, el problema invers es descriu a través de la segiient equacio:
L T o
Ap=a-S' Ay (6.4)

Aquest métode és Util quan la resposta tedrica del model es troba forca allunyada
respecte dels observables i en conseqliéncia produeix un vector de pertorbacié molt
gran. Si pel contrari, el vector de pertorbacié és molt petit, resposta teorica propera a
les dades experimentals, apareixen inestabilitats en la solucié. L'inconvenient d’aquesta
tecnica és que en general la seva convergencia és lenta i es requereixen moltes
iteracions per arribar a una solucié propera a les dades experimentals (Lines i Treitel,
1984).

6.3 - METODE DE MARQUARDT-LEVENBERG

El metode de Marquardt Levenberg, també anomenat Ridge Regression, es pot

classificar com un metode hibrid perqué utilitza els avantatges del metode de Gauss-
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Newton i del metode del Gradient.

El métode de Marquardt-Levenberg és el més utilitzat per resoldre el problema invers
sobre dades que representen estructures geologiques complexes, perque presenta la
caracteristica que aporta molta estabilitat a la solucié (Marquardt, 1963; Imman 1975;
Petrick 1977). Aquesta propietat és molt important ja que en ocasions, encara que
I'ajust sembli adequat, els valors de les resistivitats dels diferents parametres
esdevenen exageradament grans o petites, en definitiva poc realistes. Utilitzant aquest
métode és possible trobar un model que s'ajusti a les dades observades amb uns
raonables valors dels parametres.

Per aix0, en aquest treball s'ha escollit aquesta técnica per resoldre el problema de la
inversid bidimensional en la prospeccid eléctrica de corrent continu. Els seglients
apartats descriuen en detall el metode, les aproximacions i els processos que ajuden a
disminuir el temps de computacid, les limitacions i la implementacié en el programa

d’inversio.

6.3.1 - FONAMENTS TEORICS

El desenvolupament matematic d'aquesta tecnica de resolucid també es basa en el
métode dels minims quadrats. La diferéncia és que en aquesta ocasié s'imposa sobre la
funcié objectiu, F, una dependéncia amb les dades i amb els parametres. Aixo implica
que el vector de parametres esta lligat i no pot créixer de forma il-limitada prenent
qualsevol valor (Marquardt, 1963). La funcid objectiu es defineix en aquest cas com:

o a9 o-(5725) ©9

on ¢ és un multiplicador de Lagrange que va ser introduit per Levenberg al 1944 com

un coeficient estabilitzador anomenat damping factor.

Es tracta, doncs, d'imposar que la funcié objectiu sigui minima i per aixo, I'equacié que
es determina després de derivar la funcid F respecte de la variable vectorial dels

parametres, s'iguala a zero seguint la resolucio dels problemes d’optimitzacio, (6.6).
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olayTay), olapTap)_ (6.6)
OAP OAP '

Per a trobar el valor d’aquestes derivades s'utilitza la seglient relacié matematica
V(AT -0 .A)=(V.AT)-¢.A+(V-(AT -9))-A, de manera que l'equacié final

s’expressa de forma simplificada com:

(STAV)+8-A|5:0 (6.7)

La matriu S™ és la matriu sensibilitat trasposta i es defineix com [%;)j , Ap és el

vector variacid de parametres i, finalment, Ay és la diferéncia entre les dades

calculades i les dades observades, tal com s’indica tot seguit.

(ST(VcaIc ~ Yobs ))+ e-Ap=0 (6.8)

La linealitzacié del problema es realitza utilitzant el desenvolupament de Taylor a
primer ordre del vector dades calculades. El resultat és la seglient expressié que
representa de forma reduida I'equacié que defineix el problema invers amb el méetode
de Marquardt-Levenberg:

(STS+8-I)-AE5:ST LAY (6.9)

La solucié d’aquest sistema és el valor del vector Ap, el qual permet determinar el

parametre final del model, Pj+1, seguint un procés iteratiu. Una vegada els

parametres finals sdn coneguts, es determina la seva resposta i es compara amb els
valors observats calculant la seva diferencia a través del RMS. Quan aquest valor és
suficientment petit es considera que el model sajusta de forma adient a les
observacions i per tant, la distribucio de resistivitats eléctriques definida a través dels

parametres és una interpretacio acceptable del subsol.
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Els problemes de prospeccié eléctrica, aixi com tots els problemes de geofisica, estan
lligats a indeterminacions en les dades mesurades degudes als errors de resolucié dels
instruments de mesura. A més a més, s’han de tenir en compte altres tipus d’errors,
com el soroll electric, els efectes de les inhomogeneitats laterals, o tots aquells errors
que apareixen de forma aleatoria i no poden ser controlats per l'usuari. Per tant, les
dades mesurades presenten un error experimental que juga un paper important alhora
de solucionar el problema invers.

Quan es realitza una mesura en el camp i té associat un error molt elevat, de forma
intuitiva es pensa en que aquesta dada esta mal presa, és erronia, i el seu valor no es
considera significatiu per a I'experiment que es realitza. Pel contrari, una dada amb un
error molt petit sera considerada com una mesura important per a la resolucié del
problema. Seguint amb aquest raonament, els errors s’entenen com el pes associat a
les dades i per aquesta rad, s'introdueix en l'equacié del problema invers la matriu de
pesos, definida com una matriu diagonal quadrada dordre N x N, on N és la dimensid
del vector de les dades mesurades i on cada component de la diagonal és l'invers de

I'error experimental.

1/61 0 .. 0
0 1/e2 - 0
Winxny =
0 0 . . 1/ey

El fet d’incorporar aquests errors provoca que l'equacié del problema invers presenti

una forma més complexa (p.e. Inman, 1975):

((ST -WT)-(W-S)+8-1).Ap=(sT WY (W-Ay) (6.10)

Aixi, I'ajust RMS es defineix de manera que presenta un comportament inversament
proporcional amb els errors experimentals de les dades mesurades, e, tal com

s'observa en I'equaci6 (6.11):
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RMS = | 1| AV -4V 6.11
! (6.1)

on N és el nombre de dades adquirides.

Tal com es va descriure en el capitol 2, algunes dades observades poden dominar de
manera massa determinant la solucié del problema invers pel fet de tenir associat un
error molt petit. Per evitar aquest fenomen, el programa dissenyat inclou un control

sobre els errors experimentals a través de I'anomenat error llindar.

Coneixent l'equacid que soluciona el problema invers a través del metode de
Marquardt-Levenberg, es discuteixen en els seglients apartats els passos que aporten
més problemes alhora de resoldre aquest procés, l'obtencid de la matriu sensibilitat i el
tractament del parametre damping factor.

Posteriorment, es descriu tota la implementacié del programa i en els apartats finals es

mostren alguns exemples del funcionament del programa.

6.4 - MATRIU SENSIBILITAT

Com s’observa en l'equacié (6.9), per solucionar I'equacié del problema invers amb la
técnica de Marquardt-Levenberg és necessari coneixer el valor de la matriu sensibilitat
0 matriu Jacobiana, S.

En aquest apartat es descriu la técnica utilitzada per a determinar el seu valor. El calcul
d’aquesta matriu és bastant dificultds degut a les elevades dimensions que presenta.
Es una matriu rectangular d’ordre N x M, on N és el nombre d'observables i M és el
nombre de parametres que defineixen el model. Per exemple, si en termes generals
parlem d'unes 100 mesures i d'uns 80 parametres, llavors la matriu Jacobiana tindria
uns 8000 components a determinar.

La segiient expressid és una mostra de l'expressié de la matriu sensibilitat o matriu

Jacobiana:
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olnp;  dlnpy ~ 7 7 dlnpy
olnpai | alIn ol ]
3 _ _ p1 np; dlnpym 6. 12
IJ(NXM) 8Ian . . . ( )
alnbaN 6InbaN S 6InbaN
dlnpy  dlnpy = 7 7 7 dlnpy

En el programa desenvolupat aquesta matriu sensibilitat es calcula a partir d'una
tecnica (Rodi, 1976), que utilitza el sistema d’equacions que resol el problema directe
explicat en el capitol 5. Com a recordatori s'expressa a continuacié la forma matricial

del sistema d’equacions i es descriu el procés fins a determinar la matriu Jacobiana, S:
M.V =Q (6.13)

Derivant ambdods costats de I'expressid anterior respecte dels parametres del model,

ens queda un nou sistema lineal d’equacions on apareix la matriu sensibilitat

expressada en funci6 del potencial eléctric transformat, (sgj
]

[GMJ-%M-(@VJ—@d (6.14)

oPj oPj - oPj
En aquesta equacié el terme de les fonts és eliminat, perqué no existeix cap

dependencia d'aquestes amb els parametres. Aixi, I'equacié final que cal resoldre

presenta la segiient forma:

M. (8\7) = —[aM_J Y, (6.15)
opj opj

La solucié d’aquest sistema es realitza, igual que en la resolucié del problema directe, a

través del métode directe de Choleski. A més a més, el temps necessari per a calcular
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la incognita del sistema,(sg;}, es redueix de forma important a causa que la matriu M

és una matriu coneguda i determinada també en la resolucié del problema directe.
Finalment, es calcula el valor de la matriu sensibilitat, S, en I'espai antitransformat

mitjancant la integracié simple de la segiient expressio:

NV(X,Y,2) :g‘f V(x,ziky) dk
0p; g OPj Y

Com s'ha estat comentat anteriorment, la matriu sensibilitat, S, descriu com varia la
resposta electrica del model, p,, quan varien els valors dels parametres del model, p.

La definici6 més utilitzada introdueix els logaritmes, és a dir:

e (6.16)
dlnp

Coneixent la relacid entre la resistivitat aparent i la diferencia de potencial eléctric
- AV . ,
entre dos punts de la superficie, py :kT' i sabent que la conductivitat es la

inversa de la resistivitat eléctrica, el valor de la matriu sensibilitat S es dedueix a partir

del seglient desenvolupament:

AV _10pa _Ipadlnpa _ Ipadlnpa | Ipag

o k oc ko olnc k o dlnp kK o

Es a dir:

S - _k((’jaAV (6.17)
I\pa) 0o

on tots els valors sén coneguts: els parametres del model, ¢ 6 p, la seva resposta
electrica, p,, i la variacid del potencial electric respecte dels parametres en tot els

OAV
nusos de la malla, —.

(e
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6.4.1 - APROXIMACIO QUASI - NEWTON

En l'apartat anterior s’ha descrit una manera de calcular la matriu sensibilitat i en
concret, aquella que s’ha implementat en el programa d'inversid. Aquesta técnica
podria ser utilitzada per a cada iteracid per determinar la matriu sensibilitat, pero el
temps d’execucio es faria extraordinariament gran.

S’ha comentat anteriorment que un dels problemes principals en la resolucid del
problema invers és el cost del calcul de la matriu sensibilitat degut a la seva elevada
dimensié. En el programa d'inversid que es presenta, aproximadament el 70 % del
temps d’una iteracioé s'inverteix en calcular aquesta matriu Jacobiana.

Una técnica que accelera de manera significativa el procés de calcul és I'anomenada
tecnica de Quasi—-Newton (Broyden, 1965). L'Us d'aquest metode en els programes
d'inversié d'electrica en dues dimensions, va ser introduit per Shima Iany 1990 i
posteriorment, Loke i Barker al 1996b el van utilitzar en el seu programa d‘inversio
basat en una variant del métode de Marquardt-Levenberg.

Aquesta técnica consisteix en actualitzar la matriu sensibilitat en cada iteracié a través

d’'una aproximacié que es defineix amb el seglient desenvolupament:

Ap'kr

— (6.18)
AP\ APk

Sk+1 = Sk —[Sk - APy —AVk]

L'aproximacié de la matriu sensibilitat en la iteracié k+1 es determina a partir de la

matriu sensibilitat, Sy, el vector pertorbacié de parametres, Ap, i la variacié de la
resposta del model, Ay, en la iteracio anterior, k.

Es dedueix, doncs, a partir d'aquesta equacio, que és necessari determinar el valor de
la matriu sensibilitat en la primera iteracié del procés, per poder calcular les
aproximacions en les iteracions posteriors. Per aix0, en el programa dissenyat, s'opta
per calcular de forma exacta la matriu sensibilitat o Jacobiana en la primera iteracio
seguint el procés descrit en I'apartat 6.4 encara que suposi invertir un temps de calcul
important. Una vegada és coneguda aquesta matriu s‘aplica I'aproximacio per tal de
reduir significativament el temps de computacié en les iteracions posteriors.

El fet d'utilitzar aproximacions en el calcul de la matriu de sensibilitat comporta

I'aparici6 de certs inconvenients:
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e En primer lloc la convergencia de la solucid és més lenta. El metode de Quasi -
Newton té una convergéncia lineal mentre que el metode de Gauss-Newton té una
convergencia quadratica (Burden, Faires i Reynolds, 1981). Malgrat aix0, la
reducci6 en el temps de computaci6 en cada iteraci® compensa aquest

inconvenient i els resultats son satisfactoris.

e En segon lloc, és important tenir present que aquesta técnica esta totalment
subjecta a la propagacié dels errors i pot causar, en algunes ocasions, inestabilitats

en la solucio final.

6.4.2 - REDUCCIO DE LA MATRIU SENSIBILITAT

Dins el treball d'intentar reduir el temps de computacié pel calcul de la matriu
sensibilitat s'ha implementat un metode per a reduir la seva dimensié. Aquesta técnica
ja ha estat aplicada en el programa d'inversié de dades magnetotel-liriques en dues
dimensions (Siripunvaraporn i Egbert, 2000), amb uns resultats molt satisfactoris, i el
seu bon funcionament va permetre pensar en la possibilitat d'aplicar el mateix procés

en la inversio de les dades electriques.

El procés consisteix en seleccionar unes dades per a tot el rang de parametres i
calcular el valor exacte de la matriu sensibilitat només en els punts escollits. La resta
de punts de la matriu es calculen utilitzant la interpolacio lineal.

La figura 6.2 mostra com s‘aplica aquesta tecnica de reduccié sobre la matriu
sensibilitat. Les files de la matriu marcades en negre sén els components que es
calculen de forma exacta en la primera iteracid del procés i per a tots els parametres
del model. Les files que no estan marcades son els valors que es calculen de forma
aproximada a través de la interpolacié lineal. En aquest exemple s’han escollit les files
senars de la matriu, és a dir, que es redueix a la meitat el nombre de components que
s’han de determinar. Ara bé, aquest salt pot ser més gran i reduir encara més el temps
de computacié del problema invers. Cal, pero, tenir present que l'error en la
determinacidé d’aquests components sera també més important.

La consequiéncia immediata davant de la utilitzacié d’aproximacions i interpolacions en

el calcul de la matriu sensibilitat és 'augment de les iteracions per determinar la
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solucié del problema invers, és a dir, una convergencia més lenta. Perd, malgrat aixo,
s'aconsegueix que el problema invers sigui un procés més lleuger reduint tant el temps
de computacié com la memoria que es requereix per a emmagatzemar les magnituds
d’elevades dimensions, com és el cas d'aquesta problematica matriu, la matriu

sensibilitat o Jacobiana.

olnpay  dlnpay  dInpay dlnpay |
dlnpy  dlnpy  dlnps © 7 T T T T alnpy
dlnpgy 0dlnpyy, dlnpy, dlnpg,
dlnpy  dlnpy  alnps 7 T T T T 7 dlnpy

) B oInpgi B 0lnpaz  dlnpasy  dlnpgas o olnpas

(NxM) — a|npj “ [\ élnp; dlnp2  8lnp3 dlnppm
dlnpay dlnpay  dlnpay olnpay
dlnpy  dlnpy  dlnpg 7 T T T T " dlnpy |

Figura 6.2. Representacio de la matriu Jacobiana on estan assenyalades en negre les files on es

calcula explicitament el valor. Per a la resta de punts s'aplica la interpolacié lineal.

6.5 - PARAMETRE DAMPING FACTOR

Aquest coeficient va ser definit per Levenberg I'any 1944 quan va imposar en el
metode d'inversié una condicid restrictiva sobre les variacions dels parametres del
model. El nom d'aquest coeficient fa referéncia a la funcié que exerceix sobre la matriu
(S™-S), ja que efectivament, esmorteeix la variacid del vector de parametres limitant
I'energia destinada a la seva pertorbacio.

El valor del coeficient damping factor, ¢, serveix per evitar inestabilitats en el sistema
quan el valor dels components de la matriu (S™-S) sén molt petits. Es a dir, quan el
problema s’enfronta amb una matriu singular o quasi-singular.

Una dependencia lineal entre els parametres pot ser la causa que aquesta matriu

estigui molt propera a ser singular. Tan sols les estructures molt simples permeten que
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la matriu del sistema no sigui singular, estructures poc probables en els casos reals
(Inman, 1975).

La funci6 del terme ¢ consisteix en evitar que els valors propis de la matriu (S™-S+¢ I)
s'anul-lin, fent que aquest valor s’afegeixi als components de la diagonal de la matriu
(S™-S). Els valors propis d’aquest sistema d’equacions son els valors (A*+¢), on A> sdn
els valors propis de la matriu (S™-S). Si aquests valors propis sén molt petits
s'incrementen amb el valor d’s, fent que la inversié de la matriu pel métode de

Marquardt-Levenberg sigui molt més estable (Inman, 1975).

El valor d’s es determina en cada iteracid i controla la convergéncia de les solucions.
Existeixen diferents estratégies que controlen aquest factor i eviten que sigui massa
petit, i el procés divergeixi (aproximacié al Metode de Gauss-Newton, ¢ —0), o que
sigui massa gran i tingui una convergencia tan lenta que no es trobi una solucié prou
propera a les dades reals (aproximacioé al Métode del Gradient, ¢ —valor gran).

La determinacié d’s no presenta una senzilla resolucid, perqué no existeixen pautes

que puguin guiar a l'usuari. L'experiéncia és I'eina més Gtil en aquest cas.

Un dels metodes que no requereix la utilitzacié del factor ¢, és el metode de Box-
Kanemasu modificat. Tal com expliguen Beck i Arnold (1977), aquesta tecnica
considera valida I'aproximacié lineal en determinades regions i calcula automaticament
la variacié dels parametres del model utilitzant la direccié proporcionada pel metode de
Gauss—Newton, pero modificant el valor de la pertorbacié dels parametres. Els resultats
obtinguts no sén satisfactoris, perque el seu principal inconvenient és que requereix
solucionar dues vegades el problema directe augmentant significativament el temps
d’execucio per resoldre el problema invers. En conseqiiéncia, es va optar per seguir
amb el métode de Marquardt—Levenberg i estudiar una manera de poder tractar el

valor del parametre damping factor.

6.5.1 — TRACTAMENT DEL PARAMETRE

En el programa d'inversid que es presenta s’ha optat per considerar el terme ¢ com

una matriu diagonal i no com un escalar, amb les mateixes dimensions que la matriu
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(S"-S), és a dir, (n, x n,), on n, és el nombre de parametres del model. Aixo, permet
modificar els components d’s en funcié de la profunditat a la qual estan associats
ajudant a estabilitzar la solucié del problema invers (Loke, 1999).

Inicialment, el programa fixa el coeficient entre 0 i 1 per aquells parametres que es
troben en la primera capa del model i defineixen les zones més superficials. Pels
parametres que representen les capes més profundes, el valor del damping factor va
augmentant. A més a més, en cada iteracio el valor es redueix a la meitat, pero evitant
que arribi a un valor massa petit. El minim damping factor normalment es considera
una cinquena part del valor inicial (Loke, 1999). En el cas que el valor d’s es redueixi
massa i estigui per sota del valor llindar, llavors el seu valor torna a augmentar per
evitar que hi hagi inestabilitats en la solucié del sistema.

La determinacié del coeficient ¢ és una eleccid complicada pel fet que no existeixen
valors concrets i fixes. L'experiéncia demostra que pels models sintétics els valors
petits d’e aporten resultats satisfactoris, en canvi, per a dades experimentals els valors
depenen del soroll amb el qual han estat mesurades. En el cas que les dades tinguin
un soroll elevat, el valor d’e també ha de ser relativament gran. Quan l'error de les
dades és petit s’ha de considerar un valor reduit del damping factor. Aquest raonament
coincideix amb el presentat per Sasaki (1992).

Tots aquests valors han estat fixats després de realitzar moltes proves d'inversio, pero
poden ser modificats per l'usuari si aquest ho creu convenient. Els valors que han
aportat una millor solucié en les inversions han estat els seglients: el valor inicial d'e
que s’associa als parametres més superficials pot oscil-lar entre 0.2 i 0.5. Aquest va
augmentant un factor 1.20 per a les capes immediatament inferiors fins arribar als
parametres més profunds del model.

El valor minim permes pel programa es fixa en 0.04. En el cas que el valor calculat d’s
sobrepassi aquesta cota inferior s‘'opta per augmentar el valor amb un factor de 2.5.
Aquestes pautes descrites son similars a les que utilitza Loke en el seu programa
d’inversio, RES2DINV.

Simplement els valors suggerits pretenen ser una ajuda alhora de fixar el valor del

terme ¢ per a optimitzar el procés de la inversio.
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6.6 — IMPLEMENTACIO DEL PROGRAMA D'INVERSIO

El programa que s’ha dissenyat té la importancia de disposar d'una eina propia per a
realitzar les inversions, la qual mostra tots els processos matematics aplicats a les
dades permetent que l'usuari tingui un control total sobre elles.

S'’ha utilitzat el llenguatge Fortran 90 per escriure la implementacid de tots els
processos i, per tant, el programa pot ser utilitzat en qualsevol ordinador amb un
compilador adequat per aquest llenguatge.

El disseny del programa presenta una forma molt senzilla. Una estructura central, la
qual va cridant a les diferents subrutines per a realitzar els diferents processos
matematics.

El programa només necessita tres fitxers d’entrada: les dades mesurades en el camp o
observables, el fitxer que introdueix el model inicial com a primera aproximacio, i la
malla sondeig, que igual que en el cas de la modelitzacid, controla el calcul numeéric del
procés i depen del tipus de dispositiu utilitzat.

Per trobar la solucid del problema invers és imprescindible resoldre de forma rapida i
amb una bona precisié numerica la modelitzacié. Com ha estat mostrat en el capitol
anterior, aquest objectiu ha estat totalment assolit en el treball. Gracies a aquest bon
funcionament del problema directe, part del procés de la inversio es pot dur a terme
d’'una manera també rapida i amb una bona resolucié numérica. Existeixen, pero, altres
parts de l'algorisme d’inversié on els calculs sén encara lents i no es poden reduir de
forma significativa.

Tots aquests aspectes son explicats en aquest apartat del treball on es tracta la
inversi6 com en un procés complex que cal analitzar detingudament alhora d‘aplicar-lo

sobre les dades.
El programa es troba estructurat en les seglients parts, figura 6.3:

a) — Definicié del model inicial, el qual serveix com a primera aproximacid pel procés
de la inversid. El format és exactament el mateix que s'utilitza per a definir la malla
model en el procés de la modelitzacid. Per tant, es donen a conéixer les resistivitats
electriques que defineixen el model inicial, la localitzacié de les fonts de corrent i
les caracteristiques del dispositiu utilitzat, nombre d’eléctrodes del perfil i separacid
entre ells. En el cas del problema invers, és molt important definir el nombre de
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b)

d)

g)

parametres amb el qual es vol determinar la distribucid de resistivitat eléctrica del
subsol. En el cas de l'algorisme d’aquest programa s’ha de complir que el nombre

de parametres sigui menor que el nombre de dades mesurades.

Superposicié de les dues malles (malla model i malla sondeig) per calcular la

resposta eléctrica amb una bona resolucid numerica.

Resolucié del sistema d’equacions diferencials del problema directe en I'espai
transformat, el qual determina el potencial eIéctric,V, en tots els nusos de la malla
que representen la superficie terrestre. Al mateix temps es resol el sistema

d’equacions per trobar el valor de la matriu sensibilitat expressada en funcié del

potencial eléctric transformat, 2V .
()

Calcul de les dues magnituds anteriors, Vi Eaﬁ, en l'espai antitransformat (X, v,
(6}

2).

Calcul de la resposta electrica del model, p,, i de la matriu sensibilitat expressada

com S = .
olnp

Comparacid entre les resistivitats calculades i les resistivitats mesurades i calcul del
coeficient RMS, el qual déna idea de I'aproximacié entre les dades calculades i les
dades mesurades.

Si aquest valor és prou petit, 102 en el nostre cas, llavors el procés finalitza
obtenint un model final que s'ajusta correctament a les dades experimentals. Si, pel
contrari el valor del RMS és major que 10, el procés es prepara per a una nova

iteracid, la qual s’explica en I'apartat g.

La solucié de I'equacié que defineix el problema invers pel métode de Marquardt-
Levenberg es realitza a partir d’un valor inicial del factor damping factor.
Una vegada la matriu sensibilitat esta ben determinada i no suposa cap problema,

la solucié del sistema donara a coneixer la pertorbacié dels parametres, Ap. La
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h)

implementacid de la solucié d’aquesta equacid és senzilla a nivell de programacio i
la incognita es calcula solucionant el sistema a través de la descomposicié de
Choleski. Aquesta tecnica es troba implementada en forma de subrutina, perque ha
estat utilitzada en altres punts del programa, en concret per la solucio del problema

directe.

Com els parametres inicials son coneguts s'extreuen els valors dels parametres
finals que definiran un nou model del subsol. Aquest nou model passa a comportar-
se com el model inicial de I'apartat a).

Els passos des d'a) fins a €) es tornen a repetir per obtenir la resposta eléctrica

d’aquest nou model.

Es calcula de nou el valor de I'ajust, RMS, i es procedeix tal com s’ha indicat a
I'apartat f).

Si el valor del RMS no és prou petit el programa decideix realitzar una nova
iteracid. El nombre maxim d'iteracions també pot ser fixat per l'usuari. Normalment
es realitzen unes 20 iteracions, perque el procés acaba oscil-lant al voltant d'un
valor concret del coeficient RMS. Es diu que el problema invers s’ha estabilitzat i no
aconsegueix trobar un model del subsol que sajusti millor a les dades

experimentals.
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Figura 6.3. Esquema de l'algorisme d'inversié desenvolupat. Es mostren les dades d'entrada
(verd), les dades de sortida (blau) i les subrutines dels processos matematics. Les lletres de

color blau fosc indiquen cadascun dels passos explicats anteriorment.
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6.7 — COMPARACIO ENTRE METODES D’INVERSIO

Per tal d'il-lustrar els bons resultats que s‘obtenen amb el métode de Marquardt-
Levenberg i les diferencies que existeixen amb els altres dos méetodes, metode de
Gauss-Newton i meétode del Gradient, es presenten els resultats d'una inversio
realitzada amb dades sintetiques.

S’han invertit les dades procedents d'un Unic sondeig electric vertical sobre un model
estratificat de dos capes. La capa superficial té un gruix de 30 metres i una resistivitat

de 20 Q-m. La capa més profunda presenta una resistivitat de 500 Q-m, figura 6.4.

Fx
O
z 10
20

Sev 1

30

Z (m)

50

70

Figura 6.4. Model creat per determinar la resposta eléctrica i utilitzar aquestes dades per aplicar

la inversid amb els tres métodes, per la posterior comparacié dels resultats.

En els tres casos el procés de la inversié s'inicia a partir del mateix model inicial, un
medi homogeni de 1000 Q-m. Per poder realitzar les inversions amb els tres metodes
només és necessari modificar el valor d’s en I'equacié implementada en el programa,
equacié (6.9). Si £=0, la inversid es resol pel metode de Gauss—Newton. Si ¢ és molt
gran, el metode utilitzat és el del Gradient. Finalment, per a un valor intermedi d’s, el
problema invers es resol a través del metode de Marquardt-Levenberg.

Les diferéncies entre els tres metodes descrits es presenten en les figures 6.5 i 6.6. En
la figura 6.5 es presenta I'evolucid dels parametres que defineixen les dues capes del
model per a cada iteracio, i en la figura 6.6 es mostra el comportament del coeficient
RMS també per a cada iteracid i pels tres metodes en qliestio.

El valor original de la resistivitat de la capa més profunda, 500 Q-m, es determina
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practicament igual en els tres metodes. En canvi, existeix molta discrepancia amb el
valor de la resistivitat eléctrica de la capa més superficial, figura 6.5.

El métode de Gauss-Newton i el metode de Marquardt-Levenberg obtenen uns valors
molt assemblats en cada iteracid, pero és aquest darrer metode, el que determina un
valor més ajustat a la capa original. Pel contrari, el metode del Gradient presenta una
discrepancia important en la determinacié del parametre de la primera capa, que es

tradueix en un valor molt elevat de I'ajust, corba RMS de la figura 6.6.

1000
P2 = 500 ohm:m
©P2 - Gauss-Newton

P2 - Marquardt-Levenberg
AP2 - Gradient

B
¢ 100
< Y S W Y A AP - Gradient
g P1 = 20 ohm'm
G —:‘::3::‘ #P1 - Marquardt-Levenberg
é 10 3 ®P: - Gauss-Newton

1

0 2 4 6 8 10

Iteracions

Figura 6.5. Evolucié del valor dels parametres, p; i p,, en cada iteracidé del problema invers i
pels tres métodes descrits. L'evolucio del parametre més profund, p,, es descriu a en color blau,

i 'evolucio del parametre superficial, p;, en color verd.

En els resultats de la figura 6.6 s'observa com els métodes de Marquardt—Levenberg i
Gauss-Newton evolucionen de manera molt assemblada en les primeres iteracions de
la inversid, perd en els darrers passos, és el metode de Marquardt-Levenberg el que
arriba a un millor ajust amb un valor més petit del coeficient RMS (corba de color
blau).
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A Gradient
Gauss-Newton
® Marquardt-Levenberg

Iteracions

Figura 6.6. Mostra de l'evolucié del coeficient RMS per a cada iteracid i pels tres méetodes

descrits.

6.8 - EXEMPLES AMB DADES SINTETIQUES

El programa dinversid que es presenta en aquest treball i que en aquests moments
disposa el grup de geofisica aplicada al qual estic vinculada, ha estat inicialment
comprovat amb dades sintetiques.

La resposta electrica obtinguda a partir de la modelitzacié actua com a fitxer d’entrada
del programa d'inversid, el qual determina els valors dels parametres que defineixen el
model final després de realitzar algunes iteracions per ajustar la resposta del model a
les dades inicials.

Per verificar el bon funcionament del programa es presenten dos exemples amb dades
sintetiques. Un primer exemple serveix per identificar estructures superficials i
localitzar-les correctament. L'altre exemple determina les capes que constitueixen el
subsol i que pateixen variacions laterals. En els exemples s’han simulat prospeccions
electriques de tomografia eléctrica amb configuracions Wenner-Schlumberger i Dipol-

Dipol.
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6.8.1 — EXEMPLE D’INVERSIO WENNER-SCHLUMBERGER

La figura 6.7 mostra el primer exemple, un cos resistent de 500 Q-m situat a 1 metre
de profunditat en un medi de 100 Q-m.

En la figura 6.8 es pot observar la resposta eléctrica per a un perfil amb una
configuracid Wenner-Schlumberger de 20 eléctrodes i una separacio caracteristica de 2
metres entre els electrodes. Aquestes dades serveixen com a fitxer d’entrada del

problema invers que pretén recuperar el model de la figura 6.7.

MODEL INICIAL (COS RESISTENT DE 500 ohm-m)

x (m)
9 10 11 12 13 14 15 16 17 1‘8 1? 2‘0 2‘1 2‘2 %3 2‘4 25 26 27 28 29 30 31 32

z(m)

380 340 300 260 220 180 140 100 60 20 ohm-m

Figura 6.7. Model d'un cos resistent en un medi de 100 ohm-m. El cos presenta 10 metres

d’amplada, esta situat a 1 metre de profunditat i arriba fins a 3 metres.

PSEUDOSECCIO EN LA CONFIGURACIO WENNER-SCHLUMBERGER
3 5 7 9 11 13 156 17 19 21 23 26 27 29 31 33 35

Ov ‘ ‘A‘ ‘ ‘v

128 124 120 116 112 108 104 100 96 92 ohm-m

Figura 6.8. Mostra de la pseudoseccié obtinguda sobre el model de la figura 6.7.
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Els resultats es presenten en les figures 6.9 i 6.10. En la figura 6.9 es pot observar el
model final de la inversid i en la figura 6.10 la seva corresponent resposta eléctrica. En
el model final s'observa com es recupera perfectament el cos resistent perd amb una

extensid lateral més reduida respecte del model original de la figura 6.7.

MODEL RESULTAT DE LA INVERSIO RMS= 0.008
x (m)
9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32

z (m)

380 340 300 260 220 180 140 100 60 20 ohm-m

Figura 6.9. Model obtingut després de la inversio fins a una profunditat de 5 metres.

PSEUDOSECCIO CALCULADA

128 124 120 116 112 108 104 100 96 92 ohm-m

Figura 6.10. Mostra de la pseudoseccio corresponent al model resultat de la inversio de la figura

6.9.

6.8.2 — EXEMPLE D’INVERSIO DIPOL-DIPOL

El segon exemple es realitza amb una configuracid Dipol-Dipol de 23 electrodes
separats una distancia de 2 metres entre ells. El model es mostra en la figura 6.11 on

s'observa la variacio lateral de les capes que formen el subsol. La capa més superficial
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és conductora i presenta una resistivitat de 50 Q-m, mentre que la intrusié esta
representada per un material més resistent de 1000 Q-m. En la figura 6.12 es presenta

la resposta electrica obtinguda amb el dispositiu dissenyat.

MODEL AMB INTRUSIO RESISTENT DE 1000 ohm-m

x (m)
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32 34 36 38 40

z (m)

960 860 760 660 560 460 360 260 160 60 ©ohm-m

Figura 6.11. Model amb una variacié lateral de les capes. La capa més superficial pateix un

aprimament degut a la intrusio del material més resistent i més profund.

PSEUDOSECCIO MESURADA
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

-1+

-3+

-9
11
-13+

-15+

380 340 300 260 220 180 140 100 60 20 ohm-m

Figura 6.12. Mostra de la pseudoseccié obtinguda sobre el model de la figura 6.11 amb una

configuraci6 Dipol-Dipol.
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La pseudoseccid de la figura 6.12 no presenta una imatge clara de I'estructura a la
qual representa, figura 6.11. Com s’ha comentat en els apartats anteriors la
pseudoseccid pot portar, en ocasions, a realitzar una interpretacié equivocada del
subsol terrestre. Per aix0 és necessari procedir a I'aplicacié del procés de la inversio
sobre les dades i obtenir un model que interpreti correctament les dades mesurades.
La figura 6.13 mostra el resultat de la inversid sobre aquestes dades. El model que
s'obté identifica perfectament la intrusid encara que amb un valor de la resistivitat
electrica més petit (=~ 800 Q-m). En la figura 6.14 es pot observar que I'ajust obtingut

és molt bo amb una resposta eléctrica molt propera a la de la figura 6.12.

MODEL RESULTAT DE LA INVERSIO RMS=0.02

13 15 17 19 21 23 25 27 29

960 860 760 660 560 460 360 260 160 60 ohm-m

Figura 6.13. Model resultat de la inversi6 amb un ajust excel-lent determinat pel valor del RMS.

PSEUDOSECCIOCALCULADA
3 5 7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 29 31 33 35 37 39 41

380 340 300 260 220 180 140 100 60 20 ohm-m

Figura 6.14. Pseudoseccid obtinguda del model final de la figura 6.13 i que permet observar el

bon ajust amb la imatge de la figura 6.12.
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6.9 — CONCLUSIONS

Practicament totes les aportacions que es realitzen en la resolucié del problema invers
han estat descrites en el capitol anterior, ja que formen part de la resolucid del
problema directe: la utilitzacié de les dues malles superposades, un nou metode per a
determinar el potencial antitransformat i la integracié de la topografia en el calcul de la
resposta electrica.

Un nou metode, pero, s’introdueix en aquest programa d‘inversié bi-dimensional, el
qual consisteix en una reduccid del calcul de la matriu sensibilitat.

La determinacié d'aquesta magnitud és linconvenient principal que presenta la
resolucid del problema invers a causa de les elevades dimensions. El temps de
computacié augmenta amb el nombre de parametres utilitzats per a definir el model i
amb el nombre de dades mesurades. Per aquest motiu, el calcul d'aquesta magnitud
ha estat un dels punts més estudiats d’aquest apartat.

Aquesta técnica esta inspirada en altres programes d'inversid i altres métodes de
prospeccid geofisica, i redueix el nombre de files on es calcula la matriu sensibilitat i
aplica, posteriorment, la interpolacid lineal per a trobar els elements intermedis de la
matriu. El métode aporta bons resultats i millora el temps de resolucio, perd presenta
I'inconvenient que les aproximacions aplicades fan que la convergéncia del procés sigui

més lenta.

Tal com es pot observar en els exemples teorics que es presenten en aquest capitol, el
programa d’'inversié aporta resultats satisfactoris i el procés iteratiu de la inversio
presenta un comportament molt estable, amb I'Unic inconvenient que el temps de
computacio és encara elevat. Aquest, perd no ha estat el factor al que s’ha donat més
preferéncia en aquest programa, ja que és més important obtenir una solucié que no

divergeixi i que sigui compatible amb altra informacié geofisica addicional.
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