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Corol.lari 8.7 Una quasivarietat de MV-dlgebres és localment finita si, 1
només si, és n-acotada per algun 1 < n € w. O

Una algebra critica és una algebra finita que no pertany a la quasi-
varietat generada per les seves subalgebres propies. La importancia de les
algebres critiques ve donada pel segiient resultat enunciat en [32, pag. 128],
pero sense prova.

Teorema 8.8 [32] Tota quasivarietat localment finita esta generada per les
seves dlgebres critiques.

Prova : Sigui K una quasivarietat localment finita i sigui A € K. Pel teo-
rema 1.1, si § = {B C A : B finitament generada}, aleshores A € ISPy (F).
Com que K és localment finita, aleshores

A € ISPy ({B C A : B finita}) C Q(Kin),

on Ky és la classe de totes les algebres finites de K. Per tant, K = Q(Ky;n).
En primer lloc veurem que si A € Ky, aleshores Q(A) = Q({B C A :
B critica }). Ho demostrem per inducci6 sobre el cardinal d’A. Si |A| =1,
aleshores A és critica i, trivialment, Q(A) = Q({B C A : B critica }).
Suposem que |A| = n. Si A és critica, Q(A) = Q({B C A : B critica }).
Siné, tenim que Q(A) = Q({B € A : B # A}). Com que per to-
ta subalgebra propia B d’A, |B| < n, aleshores per hipotesi d’'induccid
Q(B) = Q({C C B: C.critica }). Aixi,

QA) = Q({B:BGA})
Q({CCB:Céscriticai BC A})
= Q({B C A: B és critica }).

Queda demostrada l'afirmacié. Per tant hem vist que
K=Q(Ksin) CQ({B C A:Béscriticai A € Kfin}) = QKerir) CK

on Kerit és la classe de totes les algebres critiques de K. O
El nostre objectiu és caracteritzar les MV-algebres critiques. Per aixo
necessitem un resultat previ: ‘

Lema 8.9 SiLy,, x -+ X Ly, és submergible en H Lm; on {m;:j € J} és
jeJ
un conjunt finit de nombres naturals, aleshores
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1, Per cada 1 <1 <1 existeiz j € J tal que ni|m;.

2. Per cada j € J ezisteiz 1 < i <1 tal que nilm;.

Prova : 1) Si L, X -+« X Ly, és submergible en H Ly, aleshores
jeJ

En, X -+ X Lny € V(][ Em;) = V({Em;; 5 € J}).
jedJ

Per tant, per qualsevol 1 < i < I, Ly, € V({Lm,;;j € J}). I com que

{m; : j € J} és un conjunt finit, aleshores d’un resultat de Jénsson [14, pag

149] es dedueix que els subdirectament irreductibles de V({Lm;;j € J}) sén

I({En : 37 € J Ly C Ly, }). Aixf, per cada 1 < i <1 existeix j € J tal que

Ln, C L, ja que Ly, és simple i per tant subdirectament irreductible. Per

tant, nijm;.

2) Per cada j € J considerem la projeccié natural: m; : H Ly, — Lp,.

jedJ

Sigui v 1 Ly, X+ X Ep, — H Ly, una immersid, aleshores per cada j € J,
jeJ

7vj = mj oy és un homomorfisme de Ly, X -+ X Ly, en Ly,,. Per tant

Eny X+ X Eny/Ker(7;) 2 9j(En, X -+ X Ep) © Lm;

Es a dir que Ep, X - -+ X L, /Ker(v;) és simple i per tant [20, teorema 4.1.19),
Ker(v;) és una congruéncia maximal de Ly, X -+« X Ly,. De [22, lema 2.3]
(vegeu també [64]) i del fet que tota algebra L, és simple es dedueix que
existeix 1 < k <1 tal que

Ker(yj)=L2% x.--x AL"k oo X Lpyge
Per tant, per cada j € J existeix 1 < k <[ tal que
Ep, X <+ X L /Ker(v;) & Ly, C Ly,

Aixi nk|mj'. O
Finalment obtenim una caracteritzaci per les MV-algebres critiques

Teorema 8.10 Una MV-algebra A és critica si, i només si, A és isomorfa
a una MV-dlgebra finita Ly, X -+ X Ly, que satisfd les segiients condicions:

1. Pertot1<14,j <1, i+ j implica n; # nj;.
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2. Considerem la correspondéncia
D:w—Pw):nm— D(n) ={d <w:dn}. Aleshores existeix com a
mazim un n;, 1 <1 <1 tal que

ID(ni) N {nj : 1< j <1} > 1.

Prova : Suposem que A = L, x --- X Ly, satisfa les condicions (1) i (2).
En primer lloc veurem que:

Tota subalgebra propia d’A és submergible en una subdlgebra d’A de la forma
Ly, X -+ x Ly, on di|n; per cada 1 < i <1 i tal que ezisteiz 1 < j <1 tal que
dj 75 nj.

Sigui B una subalgebra propia d’A. Com que A és finita, B és finita i pel
teorema 3.39, B és isomorf a Ly, X --- X Lp,.. Per cada 1 < ¢ < [ considerem
les projeccions naturals: m; : Ep, X -+ X Ly, — Lp,. Sigui v una immersié
de B en Ly, X+ X Ly,. Per cada 1 < i <! definim 4; = 7; |g, aleshores B
és submergible en v;(B) x - -+ X 7(B). A més, com que v;(B) C L,,, tenim
que ¥;(B) = Ly, per un cert di|n;.

Suposem que per cada 1 <1 <!, 4(B) = Ly,. Aleshores, per cada 1 < i </,
B/Ker(v;) £ L,,. Com que Ly, és simple, Ker(vy;) és una congruéncia
maximal de B i de [22, lema 2.3] (vegeu també [64]) i del fet que tots els
L,’s s6n simples es dedueix que

Ker(y) =Lp 2 x -+ x A}-_‘“'c X oo X Lp 2.

Per tant, per cada 1 < i < existeix 1 < k < r tal que Ly, = L,,. Per la
condicié (1) ¢ # j implica n; # nj, per tant [ <7 i

BgLnl Xooen an‘ XLml X "‘XLmr_l
I per tant |A| < |B|. Ara bé, aix0 contradiu el fet que B sigui una subalgebra
propia d’A i 'afirmacié queda demostrada.
Suposem que A € Q({B G A}), aleshores
A € ISPPy({Lg, x -+ X Lg, : Vidi|n;; 3k di # ni}).

Com que {Lg, X -++ X Lg, : Vi di|n;; 3k d # nt} és un conjunt finit de
MV-algebres finites, aleshores ‘ '

Lp, X+ X by, € ISP({Lg, X ++- X Ly, : Vidi|ni; 3k di # ng}).
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Per tant L, X -+ X Ly, és submergible en H (Bg, ,, X+ X Lg, )* on
k<n

{Ldl,k X Xhy, k< n} C {Lg X+ x Lg : Viding; Ik dp # nk}.

Com que que el conjunt {dig : 1 < ¢t < l;k < n} és finit podem aplicar
el lema 8.9. Suposem que existeixen 1 < 4,7 < [ tals que © # j i ny|n;,
aleshores per les condicions 1) i 2), n; és tnic. Pel lema 8.9, existeix d; , tal
que n|d¢ m. Es a dir existeix

Ldl,m X oo X Ldl,m € {Ld1 X oo X Ldt 1 Vi d,-[n,-; dk di # nk}

tal que n;|dsm per un cert 1 < ¢t < I. Per la condicié 2), n; no divideix
cap n; tret d’ell mateix. Per tant, com que d; és un divisor de n;, aleshores
nt = dgm = n; i per 1), t = j. Com que

Ldl,m X e X Ldl,m € {Ld1 X e X Lch : Vi di|ni; 3k dy, ;é nk},

existeix 1 < r # j <! tal que dym|ny 1 dpm # np. Ara bé per 2) del lema
8.9, existeix un 1 < s # r <[ tal que ng|dym. Aix{ hem trobat ng|n,, ni|n;,
r#£s,17#jir #jiaixd contradiu la condicié 2).

Sipertot 1 <i#j<Il,n; fnj, aleshores el mateix argument és valid
prenent qualsevol nj, 1 <j <.

Com que A és finitai A € Q({B ¢ A}), tenim que A és critica.

Per demostrar el reciproc, si A és critica, és finita i pel teorema 3.39, podem
suposar sense perdua de generalitat que

A=E,™ x - xEp,™

per alguns ny,...,ng,m1,...,mg € w tals que n; # nj si ¢ # j. Sino tots
els m;’s sén iguals a 1, aleshores la correspondeéncia

a @(1), .., a(k)) = a(@) = (@), ..,aW),..., @), ar))

ens defineix un isomorfisme de L, X -+ X Ly, _, en una subalgebra propia
d’A. Sigui m = max{my,...,my}, aleshores la correspondencia

Mg

B:ln,™ X x Ly, ™ - Lp ™ X X By, ™

tal que per tot 1 < r <k,
Tn‘:\mr

B(BQA), ..., bE))(r) = B(r)(1), ..., b(r)(me), b(r)(L), .. ., B(r)(1)),
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és una immersié d’A en Ly, ™ X +++ X Ep,™ & (Bp, X -++ X B )™, Aix{,
A € Q(En, X - X Ly, ). Com que A és critica, aleshores my,...,my = 1.
Per tant satisfa la condicié 1). Suposem que no satisfaci la condicié 2),
aleshores existeixen 1 < j < r < k tals que

|ID(nj) N {nm :1<m <k} >1i|D(n)N{nm:1<m <k} > 1

Es a dir, existeixen i # j s # r tals que n;|nj, ngny i j #r.
Com que ni|n;, aleshores la correspondéncia que envia

(6’(1)7 HE ,C_l(j - 1)’6'(.7 + l)a vy (_l(k))

(@(),...,a( — 1),a(),a(j +1),...,a(k))
ens defineix un isomorfisme entre L, x -+ x B, Xbp, XX Ly, iuna
subalgebra propia d’A. Analogament,

By X oo X By X B X oo x By, € I(S(A) N {A}).
Finalment, observi’s que Ly, x - -+ X Ly, és submergible en
Eny 2%+ X En;_ 2 XEny X En 2 X oo X By 2 X B, X By 2500 x B 2

per mitjd de la correspondéncia § definida:

s(@(w),...,a)) = { G * 7T,

Per tant
A € Q({Ln, X+ - *XEp;_; XEp, X+ Xy, Ty X0 - XEn,_ XEp, X+ X Ein, })
en contradiccié amb el fet que A és critica. a

Corol.lari 8.11 El nombre de MV-dlgebres critiques no isomorfes d’una
subvarietat propia de MV-dlgebres és finit.

Prova : Si K és una varietat propia de MV-algebres, ja hem vist en el
capitol 6 (vegeu el teorema 6.3) que K conté un nombre finit de L,'s. Sigui
M ={n€w:L, € K}. |M| <w. Pel teorema 8.10, totes les algebres
critiques de K sén:

I({En, x -+ X Ly, : satisfent 1) i 2) del teorema 8.10 i n; € M}).

Com que |M| és finit tenim que el nombre de MV-algebres critiques no
isomorfes de K és finit. o
D’aquest darrer resultat deduim:
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Teorema 8.12 Una quasivarietat de MV-algebres és localment finita si, 1
només si, és finitament generada.

Prova : Sigui K una quasivarietat localment finita de MV-algebres, pel
teorema 8.6 i el corol.lari 8.7, V(K) és una subvarietat propia de W. I pel
corol.lari 8.11 el nombre de MV-algebres critiques no isomorfes en K és finit.
Pel teorema 8.8, K esta generada per les seves algebres critiques, per tant,
com que tota quasivarietat és tancada per imatges isomorfes, K és finitament
generada.

El reciproc ens ve donat pel corol.lari 8.5 a

Dels teoremes 8.12, 8.4 i 8.8 obtenim

Teorema 8.13 Una quasivarietat de MV-algebres és n-acotada per algun
n € w si, 1 nomeés si, €s finitament generada. A més, esta generada per les
seves dlgebres critiques. |

El segiient resultat ens permet distingir quasivarietats n-acotades a partir
dels seus generadors.

Teorema 8.14 Si {Lp,; X+ xEn, 14 €I} i {lmyy X+ XLy, 1§ € J}
son dues families finites de MV-algebres critiques, aleshores

Q{Emgy X+ X By 11 €T} C Q{Emyy X+ X By 1 € J})

8, 1 NOMES i,
Per tot i € I, existeiz O £ H C J tal que:

1. Per tot 1 < k < 1(i) emisteizen j € H i1 < v <U(j) tal que nig|m;,.
2. Pertotj€ H i1 <r <I(j) ezisteiz 1 < k < 1(3) tal que ni|mjy.

Prova : Si Q({Lm.1 X -xljn“(}.) 14 € I1) C Q({Emy, X+ 1+ X by, 1§ € J}),

aleshores per tot ¢ € I, existeix § # H C J tal que Ly X -+ X L, és

submergible en [ (Em;, %+ X Emj ;)% jaque {Epy X+ X by 11 € I}
JjeEH

és un conjunt finit d’algebres finites. Aleshores, pel lema 8.9, es satisfan les

dues condicions que volem demostrar.

Per demostrar el reciproc anem a veure que per tot ¢ € I,

By X+ X By € ISP({Epyy X -+ X by 0 0§ € H})

on H és el subconjunt de J que ens ve donat per les hipotesis. Per la
condicié 1), per cada 1 £ k < (%), triem un j € H que anomenem j i
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triem un 1 < 7 < I(jx) tal que ng|m;,,,, aleshores és facil veure que la
correspondencia

Bilny X+ X By — H B q X oe % Lmikl(jk) 1 a— B(a)
1<k<I()

a(k) sik=r
on B(a)(k)(r) = d(li) per algun 1 <1 <(3) tal que nymyr siT # k
existeix per la condicié 2)

és una immersid. g

8.2 Axiomatitzacié. Aplicacions i Exemples

Volem estudiar 'axiomatitzacié d’aquestes quasivarietats. En general el fet
de ser finitament generada no implica que sigui finitament axiomatitzable.
Per exemple: Sigui K = Q(A) on A = ({0,1,2}, f,g) de tipus (1,1) amb f
i g definides: f(0) =1, g(0) =21 f(z) = g(z) = = per tot z # 0. K no és
finitament axiomatitzable i si finitament generada (vegeu [29, pag. 147]).

Donades dues quasivarietats K i K’ d’algebres del mateix tipus tals que
K C K/, diem que K és finitament axiomatitzable relativament a K’ si,
i només si existeix un conjunt finit ¥ C (Qeq de quasiequacions de manera,
que K={AeK:AEX}

Lema 8.15 [33, lema 4.2] Sigui M una quasivarietat localment finita de
tipus finit, per qualsevol quasivarietat K continguda en M les segiients con-
dicions son equivalents:

1. K no és finitament azxiomatitzable relativament a M

2. Ezisteiz una successid infinita A1, Ag, As,... d’dlgebres finites de Ml
que satisfa:

M(a) | A; |<| Aigr | per tot i,
(b) A; & K per tot 1;
(c) Tota subdlgebra propia d’A; pertany a K. O

D’aquest resultat i del corol.lari 8.11 es dedueix:
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Teorema 8.16 Tota quasivarietat de MV-algebres n-acotada és finitament
aziomatitzable.

Prova : Sigui K una quasivarietat de MV-algebres n-acotada. Es clar que
V(K) és una varietat propia de MV-algebres, n-acotada i pel teorema 8.6 és
localment finita. Observi’s que qualsevol MV-algebra finita A € V(K) que
satisfa les condicions (b) i (¢) és una MV-algebra critica. Del corol.]ari 8.11
es dedueix que el nombre de MV-algebres critiques no isomorfes de V(K) és
finit. Per tant és impossible obtenir una successié infinita d’algebres finites
de V(K) que satisfacin les condicions (a), (b) i (¢). En conseqiiéncia, pel
lema 8.15, K és finitament axiomatitzable relativament a V(K). I com que
tota varietat de MV-algebres és finitament axiomatitzable (vegeu teorema

6.16), aleshores K és finitament axiomatitzable. 0
Recordem (vegeu el capitol 6) les axiomatitzacions de les varietats n-
acotades, és a dir del tipus V({L,,,...,E,.}) amb ny,...,n, < n. Usarem

l’axiomatitzacié donada per Rodriguez i Torrens que en [65] demostren que la
varietat generada per L, és axiomatitzable per MV1,, ..., MV6. més un dnic
axioma @(z) = 1, que denotem per vp(z) ~ 1. A més, per tot ny,...,n, < w,
V({Ln,, ..., En,}) s’axiomatitza per '’equacié vp,(z) V- Vvp,(z) ~ 1 (72,
teorema 1.8]. Mostrarem alguns exemples d’axiomatitzacions efectives per
algunes quasivarietats n-acotades.

Donada una quasivarietat K de MV-algebres, definim la segiient classe
(Aquesta classe fou introduida per primera vegada en [34]):

(K:L,)={A e€K:L, €IS(A)}.
Per la propietat 3.35, la quasiequaci6
m=1(z)rc=>z=1

es satisfa en una MV-algebra no trivial A si, i només si, A no conté L,. Per
tant (K : L) és axiomatitzable per:

e Axiomes de K
e (n—-1)(a)rr=>z~1

En conseqiiencia, com que K és una quasivarietat, (K : L,) és una classe
quasiequacional i per tant també és una quasivarietat. Hom comprova sense
dificultat que es satisfan les segiients propietats:
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817 (K:Lp):Lp) = (K: Ly) : Ly) = (K: Ly) N (K : Lyy) =
(K:Lp,Ly).

8.18 (K:L,)=K si, i només si, L, ¢&K.

Com a primer exemple, considerem totes les subquasivarietats de V({L,, L,}),
on p i ¢ sén dos nombres primers diferents. Com que el conjunt dels divisors

de p o de q és {1,p,q}, per la caracteritzacié donada en el teorema 8.10,

obtenim que totes les MV-algebres critiques de V({Lp, L4}) sén

I({E1,Ep, Eg, By X Lp, B1 X Bg, Ep X Eg}).

D’aquesta manera podem obtenir totes les subquasivarietats de V({Ep, E4})
(vegeu figura 8.1).

Figura 8.1: Reticle de totes les subquasivarietats de V({Lyp, Lq}).

{p;q}

{1}

{ni,...,myma,...,my} abreuja Q({En, X «++ X L) Ly X -+ X By, }).

Ja sabem que les subvarietats de V({Lyp, Lg}) son V({Ly,Lq}), V(Lyp), V(L)
i V(L) i s’axiomatitzen per MV1.,..., MVB6. i respectivament
up(Z)Vug(z) = 1, vp(z) = 1, vg(x) = livi(z) = 1. A partir de 'axiomatitzacié
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de (K : Ly) i del segiient resultat hom pot obtenir una axiomatitzacié efec-
tiva d’algunes de les subquasivarietats de V({Lp,Lg}).

Teorema 8.19 Les segients igualtats son valides:
1. Q({kp, Lp x kq}) = (V({Lp, Lg}) : Ly).
2. Q({Lq, Lp x Lg}) = (V({Lp, Lg}) : L)
3. Q(Lp x bg) = (V({Lp, Eq}) : Lyp, Lg).
4. Q(Eq x Lp) = (V(Ep) : Ep).
5. Q(E1 x Lg) = (V(Lqg) : k).
Prova : 1) Com que L, i L, x L4 no contenen L, aleshores
Q({Ep, Ep x Lg}) C© (V({Ep, Lg}) : Ly).

Per la propietat 8.18, (V({Lp,Lq}) : L) és una subquasivarietat propia de
V({Lp, Lq}) i per tant localment finita. Aix{, n’hi ha prou en veure que totes
les MV-algebres critiques de V({L,,L¢}) que no contenen L, pertanyen a
Q({Lp, Lp x L4}). Les tiniques MV-algebres critiques de V({Lp, Lq}) que no
contenen Lg, tret d’isomorfisme, sén

{Ll:Lle X prLl X Lq;Lp X Lq} - Q({Lp’Lp X Lq})

2) s'obté com 1).

3) es dedueix de ™ pietat 8.17.
4) Com o~ Vi {E1,L; x Ly} sén, llevat d’isomorfisme,
les 's de V(L,) que no contenen L, tenim que

O
’s tres subquasivarietats de V({Lp, Lq})

hores

vels aziomes de (V({Lp,Eq}) : L)

B Va1 uy) ~ L
e @ |
En. 2 o,
e : aziomes de (V({L,,L;}): L
quasie(it%*ffa Y ( ({ P q}) p)

dificultat &h’u _

1 = vg(y) =~ 1.
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8. Q({E1xLyp, L1 xLg}) és aziomatitzable pels ariomes de (V({Ly, Lg}) :
LthP) .
més rexl&r(z)rl=z~1

Prova : 1) Com que Ly, L; x L; no contenen L, aleshores satisfan els
axiomes de (V({Lp, Lq}) : £g). A més, la quasiequacié

rexl&r(~z)r1=>y(y)~1

és valida en L; X Lg, ja que per qualsevol a € L X L,
ra = (1,1) implica r(—|a)‘¥ gl, 1).

Com que L, satisfa 'equaci6 vp(y) =~ 1, aleshores Ly és també model de
re~1&r(-z)~1=u(y)~ 1.

Per tant, Q({Lyp, L1 x Lg}) satisfa 'anterior quasiequacié.
Com que la classe dels models de la quasiequacié

reml1&r(~z)r1=u(y)~1

continguda en (V({Lp,Lq}) : L4) és una classe r-acotada, n’hi ha prou en
veure que totes les MV-algebres critiques de (V({L,, Lq}) : L) que satisfan
la quasiequacié pertanyen a Q({Lp, L1 X Lg}).

Les MV-algebres critiques de (V({Lp, Lq}) : L) s6n

Observi’s que totes satisfan la quasiequacié menys la MV-algebra L, X Lg.
-1¢g-1
Si prenem, per exemple z =y = (P—I;—’ q_?_ ,

p—1g-1,_ NN Al N fnk NG A
(o)=Y 1 = TN =G ) = (W),

p q p q

\ .o p—1
pero en canvi vp(

g—-1

Com que {E1,Ep, Ly x Ly, Ly x L4} C Q({Lp,Ll x L4}), aleshores 1) queda
demostrat. '
2) es demostra com 1).

3) Com que Ly x Ep, By x Eg € (V({Lp, Eq}) : Lg, Lp) i no hi ha cap element
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a de Ly x Ly o de Ly x Ly tal que ra = (1,1) i 7(=a) = (1,1), aleshores
L; x Ly, by X L satisfan els axiomes.
Usant un argument similar al de 1), podem veure que, llevat d’isomorfisme,
les iniques MV-algebres critiques de (V({Lp,Lq}) : Lq,L;,) que satisfan la
quasiequacié
re~l&r(-z)rl=zr1,

sén {Ly, Ly xLp, B xEq} C Q({E1xEp, L1 xLg}). Per tant queda demostrat
3). a

El segon exemple sén totes les subquaswarletat;s de la varietat V(L,r) on
p és un nombre primer i r € w.

Teorema 8.21 La classe de les MV-adlgebres critiques de V(Lypr) és
H({Lps 18 <r}U{kp xEpm :n<m< r})

Prova : Com que les MV-algebres del tipus Lys amb s < 7 0 Lpn X Epm
amb n < m < r pertanyen a V(L,r) i satisfan les condicions del teorema
8.10, aleshores sén critiques.

Per veure 'altra implicacié, sigui A € V(L,r) una MV-algebra critica. Com
que tots els divisors de p” s6n p® amb s < r, tenim que, per la condicié 1)
del teorema 8.10, A és isomorf a una algebra del tipus

Lpnl X oee X Lpnk

ambn; <njsii<jin; <rpertotl<i<k.

Ara bé, si k > 2, aleshores A no satisfa la condicié 2) del teorema 8.10 i per

tant no seria critica. Per tant k =10 k = 2. a
Del lema 8.9 en deduim les segiients propietats:

Lema 8.22 Siguin ny,...,ng < w i my,,...,ng < w tdls que n; < m; per
tot1<i<k.

1. Bpni X Bymi C Bpny X Lym; 51, 4 només si, ny < nj 1 mi < my.

2. Epni X Lpmi C Lips X Lips 51, @ només si, my 5..9.

3. Lps C L ni X me, si, 1 només si, s < nj. O
Teorema 8.23 Tota subquasivarietat de V(Lyr) és d’un dels seglients tipus:

1. V(Lps) ambs <.
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2. Q({Epm1 x Lpmi, ..., Epmk X Epmi }) de manera que n; < m; < r per
tot 1 <i <k, ing<mnjim;>mjsii<j.

8. Q({Epr1 xEpm1, ..., Epne xEipmy, Lips }) de manera quen; < s <m; <r
pertot 1 <i<k,in;<mnjim;>mjsii<j.

Prova : Sigui K una subquasivarietat de V(Lypr), pel teorema 8.12, K esta
finitament generada per les seves MV-algebres critiques, per exemple K =
Q({A1,...,Ax}). Pel teorema 8.21, per qualsevol 1 <i < k

Ai=Lp ambs<r o A;=Lpxkm ambn<m<r
Per tant, K= Q({Lpn goee ,Lpsj ,Lp“j+1 X mej+1 yoeey Lp"k X mek }) Slg\ll
6= {Lpax Yoy Lpﬂj y Lp"j+1 X mej+1 yooe ,Lpnk X mek }

A continuacié donarem un procediment recursiu per obtenir una subfamilia
de generadors que satisfacin les nostres condicions i que generin K:
Primer pas: Sigui m| = max{s1,...,sj,mj41,...,me}. Si m} = s per
algun 1 <! < j, aleshores, pel lema 8.22

{Lps1, Lp 77 phit1 X mej+1, ce ,Lpnk X mek} C Q(L;ﬂ).
Per tant, K = Q(Lpsz) = V(Lpa).
Segon pas: Si m) # s; per tot 1 <1 < j, sigui n{ = max{n; : m; = m}}.
Considerem &1 = {Lys € & : s > nf}U{Epn XEpm € & : n > n}}. Observi’s

que si Ly € &1, aleshores n} < s < mj; i també que si Lpn x Lpm € &,
aleshores n} < nim <mj. Per tant, pel lema 8.22,

B\ 6; C Q(Lp"i X mefl).
En conseqiiéncia
K= Q({Lp,,/l X mell } U®;) = Q(Lpnfl X metl) vV Q(&1).

Com que Lpnll X merl € 6 \ &y, aleshores |6,] < |&].

En aquest punt, tornem al primer pas, per¢ ara fem servir &, enlloc de ®.
I procedim recursivament.

Aquest algorisme s'acaba ja que & és finit. Al final tindrem una successié
finita L ny X L L n X L ! i probablgment L m;“ tal que satisfa les
condlcmns enunc1ades en el teorema (u}

Finalment construirem una axiomatitzacié ﬁmta per cada una de les
subquasivarietats de V(E,r).
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Teorema 8.24

1. V(Lps) amb s < r, és aziomatitzable per MV1.,... . MV6. més
vps(z) = 1.

2. Q({Epm X Epm1,...,Epne X Epmy }) de manera que ny < m; < r, per
tot 1<i<k,in; <njim;>m;sii<j, és aziomatitzable per:

(a) MV1.,...,MVs.
(b) vpmi(7) ~ 1.
(c) (P* —1)rmz=>z=1.

(d) (P11 — 1)z~ z = vymi(y) = 1 per tot 2 < j < k.

3. Q({kpm X Epmi, ..., Lpnk X Epmi Lips }) de manera que n; < 8 <m; <
r,pertot 1 <i <k, in; <njim; >my sii<j, és ariomatitzable
per:

(a) MV1,,...,MV86.

(8) vy () = 1.

(c) (P ~a~z=>z~1.

(@) (pH-1t — -z~ z = vpm;i(y) = 1 per tot 2 < j <k,
(e) (pnk+1 - 1)—|1L' T = ’Ups(y) ~ 1.

Prova : 1) Es dedueix de 'axiomatitzacié denada per Torrens [68, 72].

2) Com que & = {Epny X Epmi,. .. Epne X Bpmi } © V(Epm: ), els membres
de Q(&) s6n models d’ (a) i (b).

A més, & C V(Eyr) : Lyng+1, ja que Lyng+1 € A per qualsevol A € &. Per
tant, tota MV-algebra de ® és model de (c). '

Per la propietat 3.35, si A € & no conté Lpnj_1+1, aleshores satisfa (d).
D’altra banda, si A € & conté Lpn,-_1+1, aleshores pertany a la varietat ge-
nerada per L;m;, i per tant també és model de (d).

Aixi doncs com que tot membre de & és model de les equacions i quasie-
quacions (a), (b), (c) i (d), aleshores Q(®) és una classe de models d’ (a), (b),
(c) i (d).

Per demostrar altra inclusié, observi's que (a) i (b) axiomatitzen V(Lpm:)
i per tant, la classe de models d’ (a), (b),(c) i(d) és una subquasivarietat
de V(L,mi1). Aixi, és una quasivarietat p™-acotada i per tant, pel teorema
8.13, n’hi ha prou en demostrar que tota MV-algebra critica de V(Lpm1) que
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satisfa (c) i (d) pertany a Q(®).
Sigui A € V(Lym ) una MV-algebra critica, pel teorema 8.21,

ALy, ambs<m; o A=Lp XxLm, ambn<m<m.
Si A satisfa (c), aleshores Lyn,+1 € A. Per tant
A=L, ambs<ngy o AZLpxLm ambn<m<m; in<ng.

A = Lps, amb s < ny, implica Lps C Lynie X Epme. Per tant, A € Q(8).

Si A = Epn X Lym, amb n < m < my in < ny, aleshores tenim diverses
possibilitats: '

- n < np: Pel lema 8.22, com que m < mj, aleshores tenim que
Epn X Eym C Lyni X Lymi. Per tant, A € Q(8).

- n1 < n < ng: Existeix un dnic 2 < j < & tal que nj_y <n < nj. Per tant,
Ejnjat1 C A Com que A és un model de (d) i Enj_141 C A, aleshores A
és model de la quasiequacié v,m; (y) ~ 1. Per tant, A € V(L,m;) i m < m;.
A més, n < ny, en conseqiiéncia, pel lema 8.22, Lpn X Epm C L nj X L,m; i
A € Q(®).

3) Es demostra analogament a 2). O

p"i
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Capitol 9

Quasivarietats Congruent
Distributives

9.1 Caracteritzacid

Recordem que una quasivarietat K és congruent distributiva si per ca-
da A € K, el reticle Cong(A) de les congruéncies de A relatives a K és
distributiu (vegeu capitol 1).

Una quasivarietat K satisfa la propietat de les interseccions de con-
gruencies principals equacionalment definibles, escriurem EDPM (de
l’anglés equational definable principal (congruences) meets) si existeix un
sistema finit

A= {(pi(wyy) Z,’U)), qi(m,y,z,w)) i = 07 ey — 1}
de parelles de termes 4-aris tal que, per qualsevol A € K i a,b,c,d € A,

Ok(a,b) N Ok(c,d) = \/k O (pf*(a,b,¢,d), ¢ (a,b,c,d)).

i<n
Anomenem A, sistema de termes d’interseccions principals.

Teorema 9.1 La classe W de totes les MV-gdlgebres és una varietat congru-
ent distributiva, té EDPM i

A={((z0w)® (y©-2))A((2©~w) & (w0 -2)),0)}
és un sistema de termes d’interseccions principals per W.

107
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Prova : En la seccié 3.2 hem vist que la varietat W és aritmetica, en
particular és congruent distributiva.

La segona part de la demostracié es dedueix de 'isomorfisme entre el reticle
de congruencies i el reticle d’ideals de MV-algebres i de la propietat 3.24:
per qualsevol A € W i per tot a,b € A,

(@) N (b) = (@ A b). O

El seglient resultat general ens permetra trobar una caracteritzacié per
totes les quasivarietats congruent distributives de MV-algebres.

Teorema 9.2 [29, 2.7] Sigui L una varietat amb EDPM i sigui
A= (pi(w,y,z,w),qi(:c,y,z,w)), i <mn,

un sistema de termes d’interseccions principals per .. Aleshores donada una
quasivarietat K continguda en L les segiients propietats son equivalents:

1. K té EDPM i A és un sistema de termes d’interseccions principals per
K.

2. K té EDPM.
3. K és congruent distributiva.
4. K=QM), ambM C Lpg;. O

Recordem que Lggr és la classe de les algebres de L finitament subdirecta-
ment irreductibles.
A partir dels teorema anterior i del teoremes 9.1 i 9.2 deduim:

Corol.lari 9.3 [36, corol.lari 2.8] Una quasivarietat K.de MV-algebres és
congruent distributiva si, i només si, esta generada per MV-cadenes.

Prova : Si K = Q(M), on M C Cy, aleshores com que W és una varietat
congruent distributiva amb EDPM i com que pel corol.lari 3.31, Wrgr =
Cyw, aleshores del teorema 9.2 deduim que K és congruent distributiva. Su-
poserﬂ que K no esta generada per MV-cadenes, aleshores no existeix cap
M C Cw = Wrg; tal que K = Q(M), aix{ pel teorema 9.2, K no és congruent
distributiva. O

En el capitol 7 hem obtingut una classificacié de les quasivarietats gene-
rades per MV-algebres simples. Del corol.lari anterior deduim que les qua-
sivarietats generades per MV-algebres simples sén quasivarietats congruent
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distributives ja que tota MV-algebra simple és cadena. Observem que en el
capitol 8, no totes les quasivarietats n-acotades sén congruent distributives.
Només les n-acotades generades per cadenes ho sén i en aquest cas estan
generades per MV-algebres simples i sén varietats. El nostre objectiu és
aprofundir una mica més i fer un estudi de les quasivarietats generades per
MV-cadenes de rang finit.

9.2 Quasivarietats generades per cadenes de rang
finit

Recordem que el teorema 5.6 ens caracteritza les MV-cadenes de rang finit.
Si A és una cadena de rang n no simple, aleshores existeix un grup abelia
totalment ordenat G i 0 < b € G, tal que

A= LGP

Si A és una MV-cadena de rang n simple aleshores A =2 L, & L,{lo}’o.
Del teorema 5.12, deduim que per tota cadena A de rang n,

A € ISPy (L3) € Q(E3) € V(ER)
A més, pel corol.lari 6.10 tenim que
V(A)=V(L,)si Rad(A)={0} i V(A)=V(L¥) si Rad(A)# {0}

El nostre objectiu és obtenir una caracteritzaci6é semblant per quasivarietats.
Recordem que pel teorema 6.15, Q(L,) = V(&,) i V(E¥) = Q(L¥). Si A
és una MV-cadena de rang n tal que Rad(A) = {0}, aleshores A = L, i
trivialment tenim que

Q(A) = Q(kn) = V(Ln) = V(A)

El segiient resultat restringeix a un cert tipus de cadenes la generalitzacié
del corol.lari 6.10 per quasivarietats.

Teorema 9.4 Si A és una MV-cadena de rang n tal que Rad(A) # {0},
aleshores Q(A) = Q(L¥) si, i només si, A conté L,

Prova : Si A conté L, aleshores pel lema 6.8, A conté LY, per tant

Q(ER) € Q(A) € V(Ey) = Q(ER)
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Si Q(A) = Q(LY), aleshores Ly € Q(A) = ISPPy(A). Com que Ly, és
simple i L, C L%, pel lema 7.13 tenim que L, € ISPy(A) i pel lema 7.14
obtenim que L, € IS(A). O
A continuacié obtindrem uns resultats d’immersié entre cadenes de rang n.

Recordem que E¢ = E24,

Lema 9.5 Sigui G un grup abelia totalment ordenat. Si b € G és divisible
per d € w, aleshores L& és submergible en LS.

Prova : Es una simple verificacié veure que l'aplicacié de L¢ en LE":
n n

T r b
-1 - 1=
(n >H (n d)
és una immersioé. o

Teorema 9.6 Per tot n,k € w, sim.c.d.(k,n) = d, aleshores LE és submer-
gible en L4,

Prova : Sin =1, és trivial, ja que
EF > pe =1,

Sigui n # 1. Sigui & una solucié entera de I'equacié na + d = 0 (mod k)
tal que 0 < a < k. Aquesta equacié té solucié si, i només si, d|m.c.d.(k,n).
Considerem la segiient correspondéncia de LX en LZ:

() (0 (252) ).

Anem a veure que esta ben definit:

Com que « és una solucié entera entre 0 1 k de ’equacié na+d = 0 mod(k),

noe +d r
k+ —ra és sempre un enter. Cal veure que si (-—, l) € Lﬁ,
n

aleshores h <(%, l)) e LS,

Observem que (0,0) < (%,l) < (1,k) si i només si, 0 < % <lo(r=0i
0<Do(r=nil<k).
Si0< - < 1 aleshores

(0,0) < h ((%l)) - (%z (”“l:r d> —-ra) < (1,d).

aleshores [
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Sir=010</, aleshores

(0,0) < h((0,1)) = (o,z ("a; d)) < (1,d).

Sir=nil <k, aleshores

(0,0) < A((1,1)) = <1,z <"ak+ d) - na) - (1%) < (1,4d).

Observem que h és homomorfisme:

* h((0,0)) = (0,0).

((2)-

I
« J
S

e Observem que (%,h) @ (%,lz) = <T1 ;: r2,l1 + l2) si, i només si,
mtre<no(ri+re=nil;i+1l <k).
Siri+re<no(ri+re=nil;+Ils <k) aleshores

() (30)) =4((2200)
n n P n
T :Tz no+dy\ (r + r2)x
= T..l.,ll (na +d) —rlia) EB-(Q',lg (na—i—d) —r2a>
n k n k
LEDRED)
n n
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Siri+ra>no(ri+rp=nil+Ily > k) aleshores

h( LYo (2h)) = a1,k = (14
_ ((%,h 2%5’3) ) >> o (2 (2524 - )
-{(zfer((zw)

P LT T
Anem a veure que h és injectiu. Siguin (;1, l1> i (;2, lg) dos elements de

LE. p((Zn)) = h((%,lz))

si, i només si,

Com que na + d # 0, és equivalent a
Ty =179 i l1 = lz

Per tant h és una immersio. , )

Donat que tota cadena de rang n ve determinada per un grup abelia
totalment ordenat G i per un element 0 < b € G, a continuacié treballarem
sobre grups totalment ordenats amb un element positiu distingit.

Recordem que un grup abelia totalment ordenat és un ¢-grup tal que
el seu ordre parcial és total. L’estudi dels grups totalment ordenats, no
necessariament abelians, és molt extens (vegeu com a text de refréncia [45]).
A continuacié enunciarem un quants resultats que usarem més endavant.

Teorema 9.7 [4] Tot grup abelid totalment ordenat és lliure de torsié. O

Teorema 9.8 [47, T.8.4, pag 45] Tot grup abelia lliure de torsid finitament
generat és lliure, i per tant admet una base finita.i.e. existeizen elements
ai,...,an tals que generen tot el grup i son Z-independents. i

D’ambdés teoremes deduim:



9.2. ... GENERADES PER CADENES DE RANG FINIT 113

Corol.lari 9.9 Tot grup abelia totalment ordenat finitament generat té una
base finita. i.e. existeizen elements ay,...,a, tals que generen tot el grup 1
son Z-independents. a

Sigui G un grup totalment ordenat. Donats a,b € G direm que a i
b sén arquimedianament equivalents (o pertanyen a la mateixa classe
arquimediana), ho denotarem per a < b si, i només si, existeixen n,m € w
tals que |a] < n|b] i |b] < m|a| (Ja| denota el valor absolut de a). Es demostra
facilment que < és una relacié d’equivaléncia.
Donats a,b € G, escriurem a < b si, i només si, per tot n € w, nla| < |b|. Es
facil veure que si a,b € G, a < b, aleshores per tot n,m € w

ma+nbxaxb o ma+nb<a,b.

Direm que un grup totalment ordenat G és arquimedia si, i només si,
per tot 0 # a,b € G, a < b.

Teorema 9.10 ( Teorema de Holder ) (4, pag 49] Tot grup totalment
ordenat arquimedid és isomorf a un subgrup de R. |

Teorema 9.11 [45, pag. 104] Tot grup abelia totalment ordenat finitament
generat és isomorf a un producte lexicografic finit de subgrups de R finita-
ment generats. o

El nostre objectiu és poder submergir un grup abelid totalment ordenat
en un ultraproducte de Z de manera que si tinc un element distingit, aquest
conservi totes les propietats de divisibilitat.

Teorema 9.12 Siguin G un subgrup de R finitament generat, F un ultra-
filtre no principal sobre w arbitrari i a € Z* una successid estrictament
creizent (a(i) < a(f) sii < j). Si definim B € Z¥:

B(7) = min{p €w :p primer ip > aj)} per tot j € w. (9.1)
aleshores per tot element 0 < b € G que no tingui divisors llevat de 1,
ezisteir una immersié de grup totalment ordenat h: G — Z¥ /F que satisfa
les seglients condicions:

(i) Per tot 0 #£ q € G, h(q) X o/ F;
(i) h(b) = B/F, en conseqiiéncia, h(b) no té divisors llevat de 1;
1) _ g

(ii) Per tot g € G existeiz v € h(g) tal que lim —= .
j=oo B(7) b
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Prova: Pel corol.lari 9.9, G admet una base finita. Com que b no té divisors
llevat de 1, sense pérdua de generalitat podem prendre com a base B = {b =
€l,.--,eém} amb e; > 0 per tot 1 < i < m. Demostrem el teorema per
induccié sobre m, el rang de G.

Si m = 1, aleshores qualsevol g € G es pot expressar de forma unica com
g = mgb, my € Z. L'aplicaci6é h: G — Z“/F definida per

g =mgb — h(g) = (mgB)/F =my(B8/F) (9.2)

és una immersié que preserva l'ordre. Es ben sabut que donat un enter
positiu n, sempre existeix un nombre primer p tal que n < p < 2n (vegeu
per exemple [48, teorema 6.24]). En conseqiiéncia, es dedueix de (9.1) que
a < 3 < 2a, per tant a/F < §/F. Per tant, per tot 0 # g € G

h(g) = my(B/F) < a

i es satisfa la condicié (i). Sigui p un nombre primer qualsevol, per (9.1),
el conjunt J, = {j € w|p no divideix B(j)} és un conjunt cofinit de w, per
tant J, € F ja que tot ultrafiltre no principal de I conté els subconjunts de J
cofinits. Aix{, h(b) = 3/F no és divisible per cap nombre primer, i h satisfa
la condicié (ii). Per qualsevol g = mgb € G definim v = myf. Aleshores
Teren G) B0)
oY) o MgPd)
MR BG) s pG)
satisfent la condicié (iij).
Si G te rang m = n + 1. Considerem la base

=9
b)

B = {b = €1y+++4€En, en+1}-
Sigui G’ el subgrup de G generat per {ey,...,e,}. Per hipdtesi d’induccid,
existeix una immersié de grup totalment ordenat:
WG —Z¥/F (9.3)

que satisfa (amb les modificacions adequades) les condicions (i)-(iii). Definim
la seglient successié n € Z¥

e"g@ }, pertot j €w (9.4)

Observem que 7(j) > 0 per tot j € w. Estenem h® a I’homomorfisme de
grup totalment ordenat h: G — Z¥/F de la segiient manera:

n(j) = min{m €w|m > B(j)
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hlent+1) =n/F, h(e) =h’(e;), pertot 1<i<n. (9.5)

h(b) = h(e1) = h*(e1) = B/F i per tant no té divisors llevat de 1 i A satisfa
la condicié (ii). Anem a veure que h satisfa la condicié (iii). Per definicié,

n@) =1 _ ent1 o 00) n() _ ens1 I i}
307 << ﬂ( % , Per tant, B07) 5| < ﬂ(j)’lde (9.1) deduim,
@ __ Cent1

% BG) = b (9:6)

Per tot g € G ex1ste1x un tnic element ¢* € &’ i un Unic enter m, tal que
g =mgeny1+ g Per hipdtesi d’induccié existeix v* € h°(g") tal que

bes b

. vU) _ g

lim —= = =

j—oo B(5) b

Definim « € h(g) com: v =myn + ~4”. Aleshores

1) _ n(5) YU ey &g
lim —=¢ g lim + lim =m + ===,
= B(G)  Yimeo B(G) i—e BG) Y b b b

i per tant h satisfa la condicié (iii).

Suposem 0 < ¢ € G. Com que 'ordre en G és 'heredat de R i b > 0, G
és arquimedia i per tant existeixen dos nombres naturals m,k > 1 tals que
mq > b i kb > q. Per la condicié (iii) existeix x € h(g) tal que

. mx(j) _ mq cono xU) _ g
lim —>1 1 — < 1.
e BG) b T e kB) kb
D’on deduim que per un j suficientment gran, mx(j) > B(4) i kB(3) > x(4).
Per tant, per hipoptesi d’induccid,

h(q) = x/F < B/F = h(b) = h*(b) < o/ F,

i h satisfa la condicié (i).

Donat que h satisfa (iii) 1 Z¥/F és un grup totalment ordenat, usant un ar-
gument analeg a I’anterior es demostra facilment que h preserva l’ordre. Per
demostrar que és immersi6, observem que, per hipodtesi d’induccié, h? és una
immersié de grup totalment ordenat, i per (9.5), el conjunt {h(e1), ..., h(en)}
és Z-independent en Z* /F. Només ens manca demostrar, doncs, que h(e,+1)
és Z-independent del conjunt {h(e1),...,h(en)}. Suposem que mh(ent1) =
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h(r) per algun r € G®, i m # 0. Com que h satisfa (iii), aleshores existeix
p € h(r) tal que

. pl) _r
lim —=% = -, 9.7
i~ () b 61
me T
Necessariament ——-t> # —, ja que la igualtat me,+1; = r contradiu la

Z-independeéncia de B = {b, ez, ...,en,ent1}. Per (9.6),

i 71G) _ menss

i=oo B(j) b’
i aleshores de (9.7) deduim que per un j suficientment gran mn(j) # p(j).
Com que F és no principal, aleshores mn/F # p/F, per tant, mh(ent1) =
mn/F # p/F = h(r), contradient la primera hipotesi. En conseqgiiéncia h és
immersié de grup totalment ordenat. a

Corol.lari 9.13 Siguin G un subgrup de R finitament generat, F un ultra-
filtre no principal sobre w. Aleshores per tota o € Z¥ successid estrictament
creizent i tot element b € G, existeiz una immersié de grup totalment orde-
nat h: G — Z¥ /F tal que h(b) té exactament els mateizos divisors en Z¥ | F
que b té en G, i per quasevol 0 # g € G, h(g) < a/F. a

Teorema 9.14 Siguin G un grup totalment ordenat finitament generat i
b€ G. SiF és un ultrafiltre no principal sobre w, aleshores ezisteiz una
immersid de grup totalment ordenat de G en Z¥/F de manera que la imatge
de b té exactament els mateizos divisors en Z¥ | F que els que té b en G.

Prova : Pel teorema 9.11, sense perdua de generalitat podem suposar que
G =G ®  ®Gy, on G; C R sén subgrups finitament generats. Suposem
0 < b € G. Considerem la segiient successié o € Z“estrictament creixent
definida per: :
a=(1,2,3,...). (9.8)

Afirmem que: existeix una immersié h: G — Z¥/F que satisfa les segiients
condicions:

(a) Existeix { € Z* estrictament creixent, tal que per tot g € G, h(g) <
¢/F,

(b) h(b) té exactament els mateixos divisors en Z“/F que els que té b en
G.
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Demostrem 1'afirmacié per induccié sobre n,

Sin = 1, usant el corol.lari 9.13 obtenim una immersié h: G — Z*/F tal que
h(b) té els mateixos divisors que b, i per qualsevol 0 # g € G, h(g) =< a/F.
Per tant, si prenem ¢ = (1,4,9,16,...), aleshores a/F < ¢/ F.

Si n=m+1, aleshores
G=G1®  ® Guy1, (9.9)

Identifiquem (modul isomorfisme) G1 i Gy X {0} x -+ x {0}. Escrivim G/
enlloc de {0} ® G2 ® -+ - ® Gp41. Qualsevol g € G s’expressa de forma tinica
comg=g1+¢g,ambg; € Giig € G Sigui d > 1 el més gran divisor de
b = by +b'. L'existéncia ve donada pel fet que G és finitament generat. Sigui
¢ = b/d, per construccié ¢ no té divisors llevat de 1. Com ja hem esmentat
anteriorment, existeixen ¢; € G i ¢ € G’ unfvocament determinats tals que

_b_.bl b/__ /
c=—=—+-=atd (9.10)

Si ens oblidem dels casos trivials, podem suposar que c; i ¢ sén ambdés di-
ferents de 0. Per tant, sén Z-independents. Per hipotesi d’induccié, existeix
una immersié h': G’ — Z“/F que satisfa les segiients condicions::

(a’) Existeix ¢’ € Z¥ un successi6 estrictament creixent tal que per qualse-

voll e G', W'(l) < {!/F,

(b") KW(c) té exactament els mateixos divisors en Z¥/F que els que té ¢’ en
G

Pel corol.lari 9.13, podem obtenir una immersié hy: G; — Z¥/F tal que
(i) Per qualsevol 0 # g1 € Gi, ha(g1) < {'/F,
(ii) hi(c1) té les mateixos divisors en Z¥/F que els que té c; en Gy.
Per tot a € G, definim
Div(a) = {n € w : n divideix a}. (9.11)
De (9.10) i la Z-independéncia de c; i ¢/, deduim que
Div(c;) N Div(c') = Div(c) = {1}. (9.12)
Considerem el conjunt P definit per:

P={p€w)|pés primeri p & Div(c1) UDiv(c)}. (9.13)
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Observem que P és un subconjunt infinit de w. Si ordenem P amb l'odre
natural de w, podem escriure P = {py < p; < ...}. Sigui 7 € Z¥ la successi6
estrictament creixen definida de la segiien forma

m(j) = pop1 - pj, per tot j € w (9.14)

Definim en Z* la segiient operacié binaria: e:Z¥ x Z¥ — Z¥

(1 v) = pov = (ui)v(5))jew:

Aixd ens permet definir de forma natural una operacié binaria en Z%/F
(que també denotem per o), estipulant que per tot p,v € Z¥, p/F e v/F =
(u e v)/F. Considerem 'aplicacié h: G — Z¥/F definida per

h(g) = 7/F & hi(g1) + 1), (9.15)
pertot g=g;1 +¢ € G, amb g; € G; i ¢’ € G'. Demostrarem que

h(g) < (aeme(')/F. (9.16)

Si g1 = 0, aleshores de la condici6 (2’), juntament amb (ii) i (9.14), obtenim
la conclusié desitjada. Si g1 # 0 aleshores de les condicions (a’) i (i) obtenim

h(g') = W'(g") < {'/F < hi(g1) < w/F ¢ ha(g1) = h(g1). (9.17)
Com que W/ (¢') < n/F e hi(g1), per (9.15) tenim que
h(g1) = /F e h1(g1) < m/F e ha(g1) + I'(¢') = h(g). (9.18)

Ara, usant (i),
h(g) xn/Fel|F<al/Fe(n|Fel/F), (9.19)

per tant deduim (9.16). I h satisfa la condicié (a), ja que (a o 7 ® (') és una
successié estrictament creixent.

Volem veure que h és una immersié. h és homomorfisme ja que hy i A/
sén homomorfismes. Per (9.17), h(G1) N h(G') = {0} i per tant com que
h(G1) = w/F e hi(G1), K(G') = K(G'), 1 h1 i h' s6n injectives, aleshores
h és injectiva. Sigui 0 < g€ G, g=g1+¢,ambgi € Gy, ¢ € G'. Si
g1 = 0, aleshores g’ > 0, per tant per (9.15), h(g) = A'(¢') > 0 ja que A’
preserva l'ordre. Si g; > 0, aleshores hi(g1) > 0 perqué hy preserva l'ordre.
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A fortiori, 7/F e h1(g1) > 0.Com que per (9.17), h(g') < h(g1), aleshores de
(9.15), arribem a la conclusié que h(g) > 0.
Volem demostrar que

(iii) Siun nombre primer p divideix h(c') i w/F e hi(c1), aleshores p divideix
hi(c1). |

En efecte, per la condicié (b’) juntament amb (9.15), p divideix ¢/, per tant
p € P, i per tot j € w, p no divideix 7(j). En conseqiliéncia p no divideix
7 /F, per tant necessariament p ha de dividir hj(c;), com desitjavem.

Un cop. demostrat (iii), estem en situacié de demostrat que

h(c) = 1/ F o ha(er) + W) = 7/ F o ha(er) + h(c)

no té divisors llevat de 1. Com que h és una immersié h(cy) i k(') sén
elements Z-independents de Z*¥/F, per tant per (9.15), també ho sén 7/F e
hi(c1) 1 K'(/). Suposem que existeix un nombre primer p € Div(h(c)) ales-
hores, de les condicions (ii) i (iii),

p € Div(n/F e hi(c1)) N Div(h(c')) C Div(hi(c1)) N Div(h'())

= Div(c;) NDiv(c) = {1},

ja que I"inic divisor de c és 1, i ¢y i ¢ s6n Z-independents. Hem arribat
doncs a una contradiccid, en conseqiiéncia h(c) no té divisors llevat de 1.
Obviament h(b) = dh(c) satisfa la condicié (b), i ja hem demostrat totes les
condicions desitjades. -

El cas b < 0 és similar i el cas b = 0 es dedueix trivialment. O

Hem assolit el nostre objectiu per grups abelians totalment ordenats
finitament generats. Via la caracteritzacié de les MV-cadenes de rang n,
recuperem el treball de classificacié de les quasivarietats

Corol.lari 9.15 Sigui A una MV-cadena no simple de rang n, finitament
generada. Sid= maz{m € w: L, € IS(A)}, aleshores

A € ISPy (L2)

Prova : Si A és una cadena de rang n no simple, aleshores pel teorema 5.6,
A=ES  per algun G grup totalment ordenat no trivial i 0 < b € G. Com
que A és finitament generada, aleshores G és també finitament generat. Cal
remarcar que com que Lg C A, aleshores b és divisible per d i no ho és per
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cap altre divisor de n que no sigui divisor de d. Pel teorema anterior, podem
trobar una immersié

hg:G—Z¥/F

tal que hx(b) té exactament els mateixos divisors que b. Considerem la
immersié de MV-algebres:

h:A=LG Lg”/f,hf(b)
T r
(;L-’a) — (E’ hr(a))

Sigui Div(b)° = w \ Div(b). Com que Div(n) N Div(b)° és un conjunt
finit i hz(b) > 0/F, aleshores existeix 3 € hx(b), tal que k }B(i) > 0 per tot
ke Dlv(n) N Div(b)° i per tot i € w. Pel lema 4.6, EZ°/F"#(®) & isomorf a
[Tic; B89 /F. Per tant

A e ISPy ({E2D ;4 € w})

Pel teorema 9.6, per tot i € w, E2® C L% on d; = m.c.d.(8(i),n).
com que per tot k € Div(n) N Div(b)° i per tot i € w, k JB(3) , aleshores
d; € Div(n) N Div(b) = Div(d) per tot i € w. Aplicant doncs el lema 9.5,
tenim que per tot ¢ € w, Lfl;‘ - L‘,il. En conseqiiencia hem demostrat que

A e ISIPyIS({ES : i € w}) C ISIPYISIS(ES) = ISPy (L)

O
Finalment obtenim una caracteritzacié de les quasivarietats generades
per una cadena de rang n.

Teorema 9.16 Sigui A una MV-cadena no simple de rang n. Si
d= maz{k € w: L € IS(A)}, aleshores

Q(A) = Q(LY)

Prova : Sense pérdua de generalitat podem suposar que A = Lf b per
algun G no trivial i 0 < b € G. Com que Ly C A,, aleshores b és divisible
per d i per tant pel lema 9.5, L& € IS(A). Trivialment

Q(L7) CQ(A)
Per veure I'altra inclusié recordem que pel teorema 1.1,

A € ISPy ({B C A : B finitament generada})
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Observem que tota subalgebra finitament generada d’A es pot submergir en
una subalgebra finitament generada d’A de rang n. Per tant,

A € ISPyIS({B C A : B finitament generada i rank(B) = n})

Sigui B € {B C A : B finitament generada i rank(B) = n}. Pel co-
rollari 9.15, B € ISPy(L%2) on dp = max{k € w : Lx € B}. Com que
d = max{k € w: L; € A}, aleshores dp|d i per tant pel lema 9.5,
Li8 ¢ IS(LY). Per tant hem demostrat que

A € ISPyISISPYIS(LY) C Q(LY)
m}

Lema 9.17 Siguin di,ds,n € w tals que dijn per i = 1,2 i d; # dp. Ales-
hores

Q7)) # Q7).

Prova : Sense pérdua de generalitat podem suposar que d; Jda. Per tant
Ly, € IS(L%). Pel lema 3.35, L% satisfA la quasiequacié:

(- )(-a)ma=aml,

mentre que en 3! Pelement (d1 d— ! ydi —1) € LY satisfa
1
di—1 1 di—1

d-1)(~(——,d1-1)=(d-1)(-—,1)=(——,d1 — 1

(= Db = 1) = (= D D = (=i - )
. dl -1 d o Py . s .
i (———,d; — 1) # (1,d1). Per tant L3! no satisfa la quasiequacié anterior

1

i per tant Q(E31) # Q(L%). - o

Corol.lari 9.18 La quasivarietat generada per una MV-cadena A no simple
de rang finit ve determinada pel rang d’A i per d = maz{m € w : L, €

IS(A)}. O

Corol.lari 9.19 Si A i B sdn dues MV-cadenes no simples amb el mateix
rang finit, aleshores .

Q(A) = Q(B)

st, © nomEs si,

{Em € IS(A)} = {Lp, € ﬂS(Bj} O
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9.3 Axiomatitzacio

Pel teorema 9.16, si K és una quasivarietat congruent distributiva genera-
da per MV-cadenes de rang finit, aleshores existeixen {n; € w : i € I},
{m; €w:j € J}ipertotiel, B(i) CDiv(n;) tal que

K= Q({E&#i € I} U {Lp,:j € J})

amb dix € B(7) per tot ¢ € I i k € w. Per estudiar les axiomatitzacions
d’aquestes quasivarietats ens ajudarem d’un resultat d’algebra universal.

Teorema 9.20 [29, teorema 3.7] Sigui K una quasivarietat amb EDPM de
tipus finit. Aleshores donada M C Kpgy les segiients condicions son equiva-
lents:

1. Q(M) és finitament aziomatitzable.

2. ISPy (M) és estrictament elemental. O

Si adaptem aquest resultat al nostre cas, obtenim:

Teorema 9.21 Q({L‘,ﬁ.ki € I} U{Lm;;j € J}) és finitament axiomatitzable
81, 1 només si, HSIP’U({Lgiki € INTU{Lp,;j € J}) és finitament aziomatitzable.
a

Ens restringim ara, a les quasivarietats que no generen com a varietat

tota la classe de les MV-algebres. Pel teorema 6.4, V(K) només conté un
nombre finit de L,,’s, per tant,

9.22 K és una quasivarietat congruent distributiva tal que V(K) # W, si,
i només si, existeizen {n; Ew i <r}i{m; €w:j < s} ipertoti<r,
B(i) C Div(n;) tal que

K=Q{E& i <recwk <l <n}U{lm;j<s}).

amb dy, € B(1), per tot © < r per tot k < l; < n;.

Teorema 9.23 HSIP’U({L%’“ 11 <r €w,k <l <ni} U{Lm,;j <s}) és una
classe universal finitament axiomatitzable.
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Prova : Obviament és universal ja que és tancada per I, S,Py;. Donarem
una axiomatitzacié universal efectiva: Recordem que en el capitol 6 hem
vist que donada una subvarietat propia K de W, podem obtenir-ne una
axiomatitzacié afegint-hi a 'axiomatica de W un sol axioma del tipus p(z) =
1 que denotem per ag(z) ~ 1. Sigui

D = {d € w:d|n; per algun i < r} U {d € w : d|m; per algun j < s}.

Per cada d € D, considerem el conjunt Fy = {dix : d|dix} U {m; : djm;}.
L’axiomatica ve donada pels segiients axiomes:

1. MV1., MV2, MV3., MV4, MV5. i MV6.
2. VaVy [(redy~1)o (rydz 1)

3. vz Ay (L, i<rewhu{lim, ;j<s})(z) ~ 1.

Per cada d € D tal que Fy # 0,

o Vavy (d-1)(-z) =~z = V(LY i€l U{Em, ;jGJd})(y) ~ 1,
on Iy = {i <r: existeix diy € Fy}iJg={j <s:mj € Fy}

Per cada d € D tal que Fy = 0,

e Vz (d—1)(-z)#

Totes les algebres de {E&* : i < 7 € w,k < I; < ni} U {bm;;0 < s}
satisfan els axiomes de 1, 2 i 3, ja que son cadenes i pertanyen a la varietat
V({Ly, i <r €w}U{Lnm;;j <s}) .

Sigui Lf € {Lf;'i‘“ pi <1 € wk <l < n}U{Lp;j < sp. Com que
dir = e|n = n; per algun i € I i algun k < n;, aleshores e € D. Sigui d € D.
Si d Je, aleshores Ly € L? i per la propietat 3.35, no existeix cap element
a € L tal que (d — 1)(—a) = a. Per tant satisfa els axiomes

Va(d - 1)(~z) % «

Vavy (d — 1)(—z) = z = Oy (L i€y (Em, ;jeJd})(y) ~ 1.

D’altra banda si dle, tenim que diy = e € Fy# 0. Pertant i € [; CI; #0 i
obviament L& = L¢ € V({Ly, ¢ € Ly} U {Lp;;j € J4}). En conseqiiencia,
satisfa V(LY i€l }U{Em; e Jd})(y) ~ 11 per tgnt també satisfa 1’axioma

vy (d—1)(02) ¥ @ = oyns ver)uibinggeryn W) © 1
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Sigui L, € {Lﬁi’U 11 <r €wk <l <ni}U{bm,;j < s} Siguid€ D. Si
d fm, aleshores Ly Z L, i per tant, fent servir el mateix argument que en
el cas anterior, L,, satisfa els axiomes

Ve(d —1)(—z) #

D’altra banda si d|m, tenim que m; = m € Fy # 0 i per tant j € J; i
analogament al cas anterior tenim que satisfa I'axioma

VaVy (d—1)(—z) = z = (L ie1a}U{Em, e da)) (y) ~ 1.
Com que tots els axiomes son senténcies universals i
{Lﬁif i< €w k<l <ni}U{km;;7 <s}
satisfan tots els axiomes, aleshores
ISPy ({E&k 1 i <1 € wk <l <ni} U{lm;;5 < s})

també satisfa els axiomes.

Sigui A una algebra que satisfaci els axiomes donats. Com que satisfa
1,213, A és una MV-cadenai A € V({L}, : i <7 € w}U{Lp,;j < s}). Per
tant rank(A) =n € D. Sigui k = max{m € D : L,, C A}. Si A és simple
aleshores A 2 L, = L,,. Com que A satisfa els axiomes

(d—=1)(—z) %z, pertotde D tal que Fy =0,
aleshores F,, # {) i per tant I, U J, # (. Per tant,
A=k, e V({Ly i€ L} U{ln;J € Jn}),
ja que satisfa la quasiequacié

vay (n - 1)(_l$) rr= aV({L‘T‘:i:iEITL}U{LmJ’ ;jEJn}) (y) ~ 1.

Ara bé, com que per tot ¢ € I, existeix t < I; tal que L, C Lleiit’ i per tot
j € Jny & € Ly, aleshores

A cISPy({E&F ci<rew k<l <ni} U {Em,; 5 < s}).
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Si A no és simple, aleshores per la demostracié del teorema 9.16, tenim que

A € ISPy (LE). Fent servir el mateix argument d’abans tenim que Fj, # 0

i que Bf € V({EY, i € L} U{Em;;7 € Ji}). A més, com que EX no és

simple, I # 0 1 existeix ig € Ij tal que n|n;, 1 per tant com que per tot
dige,

i € Iy existeix t < [; tal que k|d;t, aleshores tenim que Lﬁ - Lni(:"’. Per

tant

A cISPy({E&+ i <r €w,k <l <n}U{Lm;j < s}). O
Aixi doncs dels teoremes 9.23 i 9.21 deduim:

Corol.lari 9.24 Tota quasivarietat K congruent distributiva de MV-dlge-
bres tal que V(K) # W és finitament aziomatitzable. a

Observacié : Per obtenir una axiomatitzacié efectiva d’aquestes quasi-
varietats es pot seguir el treball de Czelakowski i Dziobiak, [29], on donen un
procediment per assolir I’axiomatica d’una quasivarietat a partir dels axio-
mes de la classe universal, basant-se en el sistema de termes d'interseccions
principals per aquesta quasivarietat i en la descomposicié de les senténcies
universals com a conjuncié de sentencies universals basiques.
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Capitol 10

Propietats algebraiques

A continuacié enunciarem algunes propietats algebraiques de les quasivari-
etats estudiades. Hem triat aquestes propietats i no unes altres, pel seu
equivalent 1ogic via el procés d’algebritzacié (vegeu seccié 1.3).

10.1 (R)CEP i EDPC(R)

Ja hem esmentat en la seccié 3.2 de la memoria que la varietat W és
aritmeética, és a dir congruent distributiva i congruent permutable. A més
en [24, 35] s’explicita un terme 2/3-minorador.

m(z,y,2) =((x O y) ®2)A (20 ) dz)A(zV 2)
D’aquest resultat es dedueix que

10.1 Tota subvarietat propia de W és aritmética amb terme 2/3-minorador
m(m’ Y, Z) ' o

En particular tota subvarietat de W és congruent distributiva. Pel cas de les
subquasivarietats, ja hem obtingut anteriorment (corol.lari 9.3) la seglient
caracteritzaci6 :

10.2 Una quasivarietat K de MV-dlgebres és congruent distributiva si, i
només si, esta generada per MV-cadenes. O

Gaitan en [36] estudia la propietat (R)CEP en les quasivarietats de MV-
algebres: '

127
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Teorema 10.3 [36]

1. La varietat W té la propietat de l’extensié de congruéncies (CEP). En
conseqiiéncia tota subvarietat de W satisfa la CEP.

2. Les uniques quasivarietats de MV-algebres congruent distributives que
satisfan la propietat (R)CEP sén les varietats.

3 Una quasivarietat de MV-algebres que genera una subvarietat propia
satisfa la (R)CEP si, i només si, és varietat. O

Com a conseqiiéncia d’aquests resultats i en el cas de les quasivarietats es-
tudiades en aquesta memoria obtenim:

10.4 Tota quasivarietat estricta de MV-algebres n-acotada no satisfa la
(R)CEP O

10.5 Tota quasivarietat estricta congruent distributiva no satisfa (R)CEP
0

Recordem que una funcié de discriminacié sobre el conjunt A és una
funcié f: A3 — A que satisfa la segiient propietat: Per tot a,b,c € A,

f(a,b,c)z{ a sia#b

¢ sia=b

Una férmula ¢(z1, z2, 3) € F'm és un terme discriminador de ’algebra
A si, i només si, <pA és una funcié de discriminaci6 sobre A. Direm que una
varietat d’algebres admet terme discriminador comi ( varietat amb
terme discriminador) si, i només si, existeix ¢(z1,z2,z3) € Fm que és
terme discriminador de qualsevol algebra de la varietat.

Teorema 10.6 {25, teorema 3.8] i [65, pag. 5] V({&,) €és una varietat amb
terme discriminador

tn(2,9,2) = (M((zO-y)V (YO z) AL)V ((n((zO~y)V(y©-z)))Az) O

Corol.lari 10.7 Tota varietat del tipus V({Ly,,...En,}) és una varietat
amb terme discriminador

tn(z,9,2) = (n((z © —y) V (y © ~z)) Ax) V (~(n((z © ~y) V (y © ~z))) A 2)

onn = maz{ni,...,ng}. O
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El segiient resultat es pot deduir de [10]

Teorema 10.8 Una varietat de MV-algebres satisfa la propietat de les con-
gruéncies principals equacionalment definibles (EDPC) si, i només si, és de
la forma V({Lp,,... Ly, }). O

Prova : Pel corollari 10.7, V({Ly,,...En,}) és una varietat amb terme
discriminador i com que tota varietat amb terme discriminador satisfa EDPC
(vegeu [7, pag. 201}), aleshores V({Ly,,... Ly, }) satisfa EDPC.

Per veure el reciproc, sigui K una varietat de MV-algebres no generada
per un nombre finit d’algebres simples finites, aleshores existeix una cadena
A € K que no és simple. Sigui a € Rad(A)\ {0}. Observem que per tot
n € w, (@) = (na), per tant per ’equivaléncia entre ideals i congruéncies
tenim que ©(a,0) = O(na,0). En particular (na,0) € O(a,0) per tot n € w.
Considerem a,¢ € A¥ tals que pert tot n € w, a(n) = a i ¢(n) = na.
Sigui F un ultrafiltre sobre w no principal i construim la MV-cadena A¥/F.
Per tot m € w, ma/F < ¢/F, per tant (a/F) C (¢/F). En conseqiiéncia
(¢/F,0/F) ¢ 6(a/F, 0/ ).

Si K satisfa EDPC, aleshores

U;A(na,O,a,O) = TiA(na,O,a,O) pertot n € w i per tot i < k

on {oi(z,y, z,w) = Ti(z,y, 2, w) : ¢ < k} és el conjunt d’equacions definidores
de les congruéncies principals. Per tant

A |= 0; = 7i[na,0,a,0] per tot n € w i per tot i < k.
Per tant
AY/F & o; ~7i[e/F,0/F,a/F,0/F] per toti<k

i aixd contradiu que (¢/F,0/F) ¢ ©(a/F,0/F). O
D’aquest darrer teorema i dels resultats de Gaitan deduim:

Teorema 10.9 Les tniques quasivarietats de MV-algebres que satisfan
EDPC(R) son les varietats n-acotades.

Prova: Pel teorema 8.1 tota varietat n-acotada és del tipus V({Ly,, ... En, }),
en conseqliencia pel resultat anterior satisfa EDPC.

Sigui K una quasivarietat de MV-algebres que satisfa EDPC(R), pel teorema
1.5, K és congruent distributiva i satisfa la (R)CEP. Del teorema 10.3 de-
duim que K és varietat i pel teorema 10.8 i la caracteritzacié de les varietats
n-acotades K és n-acotada. a
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Figura 10.1: Quasivarietats de MV-algebres.

Generen W
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QUASIVARIETATS DE MV-ALGEBRES
TIPUS CONG. DIST. (R)CEP EDPC(R) AX . FINITA
n-acotades SI
Varietats SI SI SI
no n-acotades NO
Generades Varietats  SI n-acotades SI Varietats SI
SI
per Simples Estrictes NO [ no n-acotades NO Estrictes ?
Varietats SI | Varietats SI Varietats SI
n-acotades ] SI
Estrictes NO | Estrictes NO Estrictes NO
Congruent Varjetats SI n-acotades SI | No generen W SI
SI°’ i W
Distributives Estrictes NO | no n-acotades NO Generen W ?

# W
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Capitol 11

Extensions finitaries de
<‘C’7 l_OO>

Ja hem vist en el teorema 3.1 que les MV-algebres i les algebres de Wajsberg
sé6n polinomialment equivalents, per tant, si bé les MV-algebres no tenen el
llenguatge £ = {—, 1}, si que podem trobar dues traduccions T, v:
7:Fmg(X) — Fm{@,ﬁ’o} (X)

1.SizeX,7(x)=2
2. Si g, € Fme(X), (0 = 9) = ~7(p) © 7(¢)
3. Si p € Fme(X), 7(-p) = —7(p)
v: Fmg - 0}(X) = Fmg(X)
1. Size X, v(z) =z
2. Si§,n € Fmyg - 0)(X), v(§ ®n) = ~w(§) — v(n)
3. 51 & € Fmg-0)(X), v(=€) = ~w(¢)
4. v(0) = ~(z — x)

de manera que obtenim dues interpretacions una inversa de V’altra, de
les conseqiiéncies equacionals relatives F=wqyg i f=w tals que:
Per tot T'U {p ~ 9} C Eq(_, -y,

1. T Ewayg ¢ = 9 si, i només si 7(I") }=1W T((p) ~ T(Y)
2. p = =|FEwag v(1(p)) = v(T(¥))

135
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Per tot AU{{ ~n} C Eq(g,0},
L A fw § ~ 0 si, i només si v(A) Ewayg v(£) ~ v(n)
2. = Fw 7(v(8) = 7(v(n))
on 7(L) = {r(p) m7() : p =Y € T}iv(A) = {v(¢) =v(n) : {mn e Al

Aixo ens permet afirmar, fent un abuds de notacid, que la varietat W és
la quasivarietat semantica equivalent de (£, ) en el llenguatge (@, -, 0) ja
que: .

Per tot I' U {yp, %} C Fmg itot AU{{,n} C Fmyg -0}

1. 't @ si, inomés si, {y = 1:v €T} Eway ¢ ~ 1 si, i només si,
{r(n=1l:yeTtFw(p) ~1

o € =lkw {({en~lmel{~l}
' =lEw {v(7(§) = 1) = 1Lv(r(n) — 7(§)) = 1}

En aquest cas el sistema d’equacions definidores és:

{pr1}=Fw{p~pop}={rlp) = T(1)}

el sistema de férmules d’equivaléncia:

{-p®q,~q®p}={r(p—q),7(g—p)}

En conseqiiéncia el sistema d’equacions definidores i el sistemes de férmules
d’equivaléncia pel {®,—,0)} sén la traduccié (7) del sistema d’equacions
definidores i del sistema de féormules d’equivaléncia per L.

Analogament al cas de Walg, les subquasivarietats de W sén quasiva-
rietats semantiques equivalents en el llenguatge {®,-,0} de les respecti-
ves extensions finitaries de (£,Foo). Per tant, un cop fet 'estudi algebraic
d’algunes quasivarietats de MV-algebres, via el procés invers d’algebritzacid
obtenim una caracteritzacié d’algunes extensions finitaries del calcul infinit-
valorat de Lukasiewicz.

Recordem que donada una subquasivarietat de MV-algebres K obtenim
la seglient extensié (£, {(A,1) : A € K}).

Observacié: Entendrem que quan especifiquem el llenguatge £, aleshores
en (£, F(A1):Ack}), A és en realitat I'dlgebra de Wajsberg equivalent a
A cK.

Ja hem vist en la seccié 1.2 que si K = Q({A; : ¢ € I}), aleshores de la



11.1. EXTENSIONS AXIOMATIQUES DE (L, o) 137

definicié de submatriu, producte, producte reduit i ultraproducte de matrius
tenim que

(L, E{(A1):AeK}) = (L,Fya,1) Acisppy ({Asicl))}) =
= (L, Fisppy({(As,)iiey) = (L, Pf<Ai,1);i61}>
El segiient esquema ens permet veure les correspondéncies entre les clas-
ses de quasivarietats que hem estudiat i les seves equivalents extensions fi-
nitaries.

Extensions finitaries Subquasivarietats

de (L,F) de W
(LiFoo) — W

(ﬁ, I"n+1> — V(Ln)

Extensions Axiomatiques Subvarietats
de (£,Foo) de W
Extensions Finitaries Subquasivarietats estrictes
No Axiomatiques de (£,Foo) de W
Extensions Finitaries Subquasivarietats generades
Primaries de (£,Foo) per MV-algebres simples
Extensions finitaries Subquasivarietats
finitvalorades de (£, F o) n-acotades
Extensions finitaries Subquasivarietats congruent
Distributives de (£, o) distributives de W

11.1 Extensions axiomatiques de (£, o)

Recordem que una extensié axiomatica de (£, ) és tota logica obtinguda
a partir de (£,F) afegint-hi només axiomes i cap regla nova.
Per la propietat 2.10, hi ha un isomorfisme entre les extensions axiomatiques
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de (£,F) i les subvarietats de W. Per la caracteritzaci6 de les subvarietats
de W i pel teorema 6.15, tenim que tota subvarietat propia de W és del tipus,

V{Li:ieI[JU{Ly :jeJ})=Q({Li:i € I}U{L} : j € J}),

amb I, J C w finits disjunts. Per tant les extensions axiomatiques de (L, ) - -
es poden caracteritzar de la segiient forma:

Teorema 11.1 (L,F,) és una extensid aziomdtica propia de (L,boo) si,
i només si existeizen I,J C w dos subconjunts finits disjunts de nombres
naturals tals que :

— f
(LiFa) = (L, }={(L.~,1):iel}u{(L;’,l):je.]}> o

Aquest resultat és equivalent al resultat de Komori en [44] en queé carac-
teritza les teories plenament invariants de (£, o).

Corol.lari 11.2 El conjunt de les extensions azxiomdtiques de (L,Foo) és
numerable. O

Com que tota varietat de MV-algebres és finitament axiomatitzable, ales-
hores del corol.lari 1.19 deduim:

Teorema 11.3 [44] Tota extensid aziomatica de (L,Fo) és finitament azi-
omatitzable. O

De 'axiomatitzacié de les varietats de MV-algebres donada per Panti [63],
de lalgorisme d’axiomatitzacié de la seccié 2.2 i de la traduccié v abans
esmentada, obtenim que tota extensié axiomatica (LC,F.) tal que la seva
varietat semantica equivalent és K, és axiomatitzable per

Ll o= (¥ —¢)

L2. (p oY) = (¥ - v) — (p—v))
L3. ((p—=¥) = ¥) = (v — ) = ¢)
L4, (¢ — ) = (9 — )

L*. v(ok(p))

i la regla Modus Ponens: ({¢, ¢ — ¢¥},9).
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11.2 Extensions finitaries primaries de (£,F)

Recordem que les logiques multivalorades de Lukasiewicz, foren introduides
semanticament a partir de les algebres que hem anomenat subalgebres de
Lukasiewicz. Donada una subalgebra S de Lukasiewicz obtenim la logica
S-valorada (L, = (s 1y)-

Ja hem vist en el capitol 2 que aquestes logiques només sén finitaries si,
i només si, la subalgebra de Lukasiewicz definidora és finita. I en aquest cas
obtenim els calculs finitvalorats de Lukasiewicz:

(ﬁ, }=(Lﬂ,1)> = (ﬁ,*"n+1>

A partir de les logiques S-valorades, obtenim les logiques finitaries S-
valorades (L, l={s 1))+ Pel teorema 1.7 tenim que

(L, F{S,I)) = (L, F{Sppu((s,l))) = (£, F(A.1):AeQ(S)))

Recordem que pel teorema de completesa forta tenim que el calcul infi-
nitvalorat de Lukasiewicz coincideix amb la logica finitaria [0, 1}-valorada:

(L, l={[o,1],1>> = (£, Fyan:aeqo,1)})) = (L Fa:aewy) = (£,Feo)

Es evident que tota logica finitaria S-valorada, aix{ com les logiques fi-
nitaries obtingudes a partir d’interseccions arbitraries de logiques S-valorades,
sén extensions finitaries de (£, ), ja que tota subalgebra de Lukasiewicz
és subalgebra de [0,1]. Anomenem a aquestes extensions finitaries que apa-
reixen de forma natural, extensions finitaries primaries de (£, Fo).

Recordem que tota subalgebra de Lukasiewicz és polinomialment equiva-
lent a una MV-algebra simple. D’aquesta manera en el procés d’algebritzacio,
les quasivarietats generades per MV-algebres simples que hem estudiat en
el capitol 7, sén les quasivarietats semantiques equivalents de les extensions
finitaries primaries de (L, Fs)

Aix{ del teorema 7.8 obtenim:

Teorema 11.4 Siguin S i S’ dues subdlgebres infinites de Lukasiewicz.

(L, '=(fs,1)> = (L, '={S',1)> si, inomés si SNQ=9NQ

Del teorema 7.19 deduim
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Teorema 11.5 (L,F) és una extensid finitaria primaria de (C,Foo) si, 4
només si existeizen «, B C w tals que

— f
<L’l_> - <£’ }={<Ln,1):n6a}u{(sr,1):reﬂ}>’
on per qualsevolr € B3, S, és una MV-dlgebra simple infinita tal que S,NQ =
L,. O

11.3 Extensions dels calculs finitvalorats

Direm que una extensié finitaria (£,F,) de (£,Fo) és finitvalorada si,
i només si existeix un nombre finit Ayg,..., 41 de MV-algebres finites (o
equivalentment de algebres de Wajsberg finites) tal que (L,b,) =
(L, F{(As1)i<ky). Obviament tot calcul finitvalorat de Lukasiewicz i tota
interseccié finita de calculs finitvalorats de Lukasiewicz sén extensions fi-
nitaries finitvalorades.

Observem que hi ha una correspondéncia 1 a 1 entre les extensions fi-
nitaries finitvalorades i les quasivarietats n-acotades. Si (£, f=((A,;,1):i<k}) €8
una extensié finitaria finitvalorada de (£,F o), aleshores pel teorema 1.7

(L, Eas1i<ky) = (L Fsepy (((Aq1)i<k))) = (L5 FAL):AcQ{Asi<k})})-

Com que Q({A; : i < k}) és una quasivarietat finitament generada, alesho-
res pel teorema 8.13, Q({A; : i < k}) és una quasivarietat n-acotada per
algun n € w i és la quasivarietat semantica equivalent de (£, =((a, 1):i<k})-
Pel procés d’algebritzacid, si K és una quasivarietat n-acotada, aleshores
(L, E{A,1):Ack}) és I'inica extensié finitaria de (L,Foo) que té per quasi-
varietat semantica equivalent K. Pel teorema 8.13, K és finitament gene-
rada, per tant existeixen Ay,...,Ar-1 MV-algebres finites tals que K =
Q({Ao,...,Ai-1}). Aix{ doncs pel corol.lari 1.8

(L, Eqan:acky) = (£, }=f<Ai,1>:i<k}> = (L, F{(A;1)i<k))

Per tant K és quasivarietat semantica equivalent d’una extensié finitaria
finitvalorada. La injectivitat vé donada pel procés d’algebritzacio.

Teorema 11.6 Una extensid finitaria de (L, b o) €s finitvalorada, si, i només
si, és una extensio finitaria d’algun calcul finitvalorat de Lukasiewicz.
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Prova : Sigui (£,F«) una extensié de (£,F,) per algun n € w. Com que
la quasivarietat semantica equivalent de (L,+,) és Q(L,—1), aleshores la
subquasivarietat semantica equivalent K de (£,F,) és una subquasivarietat
de Q(L,—-1), i per tant (n — 1)-acotada. Pel teorema 8.13 és finitament
generada. Per tant existeixen Ag,...,Ag—; MV-algebres finites tals que
K =Q({Ao,...,Ax-1}). En conseqiiencia pel corol.lari 1.8,

(L,F4) = (L, I——-f(A‘.,l).,Kk}) = (L, E((Au1)i<k})

Sigui (£, FF{(A,,1):i<k}) una extensié finitaria finitvalorada de (£,Fw). Pel
teorema 8.13, Q({A; : i < k}) és una quasivarietat de MV-algebres n-
acotada per algun n € w. Per tant Q({A; : i < k}) C Q({E1,...,En}) C
Q(Em) on m = m.cm{l,2,...,n}. En conseqiiéncia (L, F=((aA; 1):i<k}) 65
extensié finitaria de (L, I={(A,1):AGQ(Lm)}) = (L,Fm+1). O

Del teorema 8.13, deduim que tota extensié (L, F.) d’un calcul finitvalo-
rat (L,+,) esta generada semanticament per un nombre finit de MV-algebres
critiques. Es a dir existeixen Ag, ..., Ap_1 € V(L;,—1) MV-algebres critiques
tals que (£,F4) = (L, (A, 1):i<k)). Com que per qualsevol m € w, el nom-
bre de MV-algebres critiques pertanyents a V(L,,) és finit (vegeu corol.lari
8.11) aleshores:

Teorema 11.7 Tot calcul finitvalorat de Lukasiewicz té un nombre finit
d’extensions finitdries. a

Corol.lari 11.8 FEl conjunt de les extensions finitaries dels calculs de finit-
valorats de Lukasiewicz és numerable. 0

Com que tota quasivarietat n-acotada és finitament axiomatitzable (ve-
geu teorema 8.16), del corol.lari 1.19 obtenim:

Teorema 11.9 Tota extensic finitaria d’algun cdlcul finitvalorat de
Lukasiewicz és finttament aziomatitzable. a

11.4 Extensions finitaries distributives de (£, Fq)

Direm que una extensié finitaria és distributiva si el reticle de les seves teo-
ries és distributiu. Pel teorema 1.21, l'equivalent algebraic de les extensions
finitaries distributives de (£,t o) sén les subquasivarietats de W congruent
distributives. De la caracteritzacié de les quasivarietats congruent distribu-
tives obtenim una caracteritzacié de les extensions finitaries distributives.
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Teorema 11.10 Una extensid finitaria (C,bs) és distributiva si, i només
si, ezisteiz una familia B C Cw de cadenes de Wajsberg (polinomialment
equivalents a les MV-cadenes) tal que:

- f
<£" |_*> - (E, '={(A,1):AEB}> o
D’aquest resultat i de les caracteritzacions de cada tipus d’extensié de-
duim:
Teorema 11.11

1. Les extensions aziomatiques i les extensions finitaries primaries de
(L,Fco) sOn extensions distributives.

2. 8i (L,Fy) és una extensid finitaria finitvalorada de (L, k), aleshores
son equivalents:

(a) (L,Fy) és distributiva.
(b) (L,Fx) és aziomatica.
(c) (L,t«) €és primaria. O

De la caracteritzacié de les quasivarietats generades per cadenes de rang
finit (2.10 i 9.22) obtenim també una caracteritzacié de les extensions fi-
nitaries distributives propies no purament finitaries de (£, Fo).

Teorema 11.12 Sigui (£,F.) una estensid finitaria distributiva propia de
(L,Foo). Aleshores (L,4) és una extensid no purament finitaria de (£,Foo)
s, i només si, existeizen I,J C w subconjunts finits de naturals i per tot
j € J, Bj € Div(j) tals que
L,k = (L, .
b = ’iz{(Li,l):iEI}U{(Lj’,1):j€J,dj€ﬁj}

Si (L,Fy) no és azxiomdtica, aleshores és una extensid purament finitaria
T - f

distributiva propia de (L, }:{(Li,l):iel}u{(L‘;,1):jeJ}>' O

Corol.lari 11.13 Tota extensid aziomatica propia de (L, Foo), t€ un nombre

finit d’extensions finitaries distributives.

De Paxiomatitzacié finita de les quasivarietats generades per MV-cadenes de
rang finit (corol.aris 1.19 1 9.24) deduim:

11.14 Tota extensid finitaria distributiva de (L, ) no purament finitaria
és finitament aziomatitzable. ‘ 0
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11.5 Teorema Local de Deduccié i Teorema de
Deduccio

Abans d’estudiar els teoremes de deduccié de les extensions finitaries trac-
tades, creiem necessari exposar primer la relacié que hi ha entre elles (és

la mateixa relacié exposada en la grafica de les quasivarietats de la pagina
130).

Teorema 11.15
o Si(L,Fy) és una extensid aziomdtica propia de (L,Foo), aleshores son

equivalents:

2z

1. (L,F4) és primaria.
2. (L,F4) és finitvalorada.
o Si (L,l,) és una extensid finitaria primaria propia de (L,F), ales-
hores son equivalents:
1. (L,Fy) és aziomatica.
2. (C,F.) és finitvalorada.
3. (L,F) és distributiva i no purament finitaria de (L,Foo)

o 5i(L,l.) és una extensid finitaria finitvalorada de (L,t), aleshores
son equivalents:
1. (L) és aziomatica.
2. (L,Fy) és primaria.
3. (L,Fy) és distributiva ¢ no purament finitaria de (L,F )

e Si (L,Fy) és una extensid finitaria distributiva no purament finitaria
de (L,Foo), aleshores sdn equivalents:

1. (L,F) és primaria.
2. (L,Fy) és finitvalorada. O

Ja hem vist en el primer capitol I’equivaléncia, via el procés d’algebritzacio,
entre els teoremes de deduccié i de deduccié local de sistemes deductius i les
propietats EDPC(R) i (R)CEP de les seves quasivarietats semantiques equi-
valents (teoremes 1.22 i 1.23). Per veure quines extensions tenen Teorema
Local de Deduccid, del teorema 10.3 deduim:
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Teorema 11.16

1. El calcul infinitvalorat de Lukasiewicz té Teorema Local de Deduccid 4
la famdlia de termes de deduccid és {p —n ¢ € Fmp : n € w} (vegeu
per exemple [27]).

2. Tota extensid aziomdtica de (L,Fo.) té Teorema Local de Deduccid i
la familia de termes de deduccid és {p —, ¢ € Fmg :n € w}.

3. Una extensid finitaria distributiva de (L,o) té Teorema Local de De-
duccid si, 1 només si, és aziomatica.

4. Una extensid finitaria no purament finitiria té Teorema Local de De-
duccid si, 1 només st, és axiomatica. O

Dels teoremes 10.8, 10.9 i la caracteritzacié de les extensions axiomatiques
deduim que:

Teorema 11.17 i (L,F.) és una extensié finitaria de (L,to) aleshores
son equivalents:

1. (L,F) té Teorema de Deduccid
2. (L,Fy) és aziomatica i finitvalorada.
3. (L,Fy) €és aziomadtica i primadria.

4. Ezisteiz {ng,...,nk—1} C w tal que (L,F«) = (L, }={(an1):i<k}) i en
aquest cas el terme de deduccid és {p —n q} onn = maz{ng,...,Nk—1}.
O
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Figura 11.1: Extensions Finitaries de (£, Fq)

Purament Finitaries

No Purament Finitaries

Extensions Primaries

Extensions Axiomatiques propies

Extensions Finitvalorades

-+ - | Extensions Distributives

[ ] <£7|_00>
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EXTENSIONS FINITARIES DE (L, Foo)

TIPUS DISTRIBUTIVES LDT TD AX FINITA
) finit- SI
Axiomatiques SI SI valorades SI
infinit- NO
valorades
Ax. SI finit- SI Ax. SI
Primaries SI valorades
No Ax. NO | infinit- NO No Ax. 7
valorades
Finit- Ax. SI Ax. SI Ax. SI
SI
valorades No Ax. NO No Ax. NO | No Ax. NO
Ax. SI finit- SI | No purament SI
Distributives SI : valorades Finitaries
No Ax. NO | infinit- NO Purament ?
valorades Finitaries




Apendix A
Problemes oberts

En comengar aquesta memoria ens proposavem fer un estudi algebraic de
les extensions dels calculs multivalorats de Lukasiewicz. Creiem que hem
assolit bona part d’aquests objectius. Ens hem decantat voluntariament cap
a la part algebraica i aix0 ens ha portat a estudiar les quasivarietats de
MV-algebres.

A l'hora de fer el treball, hem optat per les extensions finitaries de
(L£,Fs) per poder usar la teoria d’algebritzacié de Blok i Pigozzi (vegeu
[8]). Resta obert l'estudi de les extensions infinitaries de (L, o).

Mentre avancavem en la caracteritzacid i classificacié de les diferents
quasivarietats tractades, han sorgit nous interrogants com per exemple:

e Estudi de les quasivarietats no-congruent distributives.

e Caracteritzaci6 de les quasivarietats generades per MV-cadenes infini-
tes.

e Estudi de ’aziomatitzabilitat de les quasivarietats generades per MV-
algebres simples.

e Estudi de classes universals de MV-algebres.

Ens proposem tractar aquests temes en futures investigacions.
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la referéncia ”[28]” és incorrecta ha de ser ”[28’]”

J.CzZELAKOWSKI Reduced products of logical matrices
Studia Logica. 39 (1980), 19-43.

enlloc de "{6(¢)) ~ e(¢) : 9 € T'}” ha de ser
"U{6(y) me®) i eI}

enlloc de " Aleshores” ha de ser ”Si £ finit, aleshores”.

La definici6 del Teorema Local de Deduccié ha de ser:
"(L,F) té Teorema Local de Deducci6 si, i només si,
existeix una familia ¥(z,y) = {E;(z,y);7 € I} amb

Ei(z,y) C Fmg(z,y) finit tal que per tot I'U {p, ¥} C Fmg,
LU {¢} I 4 s, i només si, existeix i € I tal que I' F E;(¢p, ).
enlloc de "Taut,, C Taut,,” ha de ser ”Taut,, 2 Taut,,”.
enlloc de ”contenen” ha de ser ”les seves teories contenen”.
Lema 3.13 apartat 2, obviament manca la condicié

3 (d) —r = m”
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"Py({Eii € INU{EY j € J}) = ([ JPu(Ly) U | Pu(Le)”
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IPy({Liie I} U {Lj‘f’j eJ}) =1 (U Py (L;) U U ]P’U(L‘]‘«’)
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enlloc de ”¢|j” ha de ser "g[i".

enlloc de ” grup totalment ordenat” ha de ser
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enlloc de ”(n-1)-acotada” ha de ser "n-acotada”.

).




