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Capitol 1
Introduccio

L’objecte dels treballs recollits en aquesta memoria és fer algunes contribucions a diversos
aspectes del problema de I'estabilitat en sistemes hamiltonians quasi-integrables. Aquests
aspectes inclouen, d’'una banda, resultats d’estabilitat efectiva, que comporten el confi-
nament de trajectories durant un interval de temps molt gran. També inclouen resultats
que estableixen 'existencia de tors invariants, entre els quals cal distingir els tors KAM
i tors de dimensié inferior. Els tors KAM asseguren l'estabilitat d’'un gran nombre de
trajectories, pero al voltant de tors de dimensié inferior poden ésser localitzades zones de

comportament caotic i fins i tot d’inestabilitat.

Comencem descrivint el marc dins el qual ens inscrivim. Considerem un hamiltonia

quasi-integrable, amb n graus de llibertat, escrit en variables accio—angle:

H(g,I) = h(I) + f(9,1), (1.1)

on ¢=(¢1,...,0n) €T i [ =(I1,...,1,) € GCR" sén, respectivament, les variables
angulars i d’accid, i f és una pertorbacié petita, de mida e, del hamiltonia integrable h.

Les equacions hamiltonianes associades a (1.1) sén:

w2 __9f
¢; = w;(I) + (0, Ij= 06,

I =1,...
a[] ()7 .] ) )y 1,

oh

essent w;(l) = aT]-U)'
La dinamica associada al hamiltonia no pertorbat h és ben senzilla: les accions () sén
constants per a totes les trajectories. Per tant, tots els tors n-dimensionals [ = const. a
'espai de fase T" x G son invariants. El flux sobre cada tor és lineal, amb fregiiencies w;([),

j=1,...,n. Escriurem w(I)= (wi(I),...,w,(I)) =grad h(I) V'aplicacié freqiiencia.

En canvi, per al hamiltonia pertorbat (1.1) quan € # 0, la dinamica pot ésser molt

complicada, com ja havia mostrat H. Poincaré en estudiar problemes de mecanica celest.
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En general, pot haver-hi trajectories caotiques, i fins i tot és possible la difusic d’Arnol’d.
Aquest fenomen consisteix en 'existencia de trajectories inestables en el sentit que po-
den allunyar-se indefinidament de llurs condicions inicials, pero generalment és dificil de
detectar degut a la seva extrema lentitud. Hom creu que la difusié és habitual entre els
sistemes hamiltonians amb més de dos graus de llibertat, i de fet ha estat posada de ma-
nifest en alguns casos per V. I. Arnol’d i d’altres autors. Malgrat la possible existencia de
difusio, han estat obtinguts resultats molt valuosos que asseguren certs tipus d’estabilitat;

els principals sén els teoremes de Nekhoroshev i KAM (Kolmogorov—Arnol’d-Moser).

El teorema de Nekhoroshev, provat per primer cop a [Nek]|, condueix al concepte
d’estabilitat efectiva. Déna una fita superior de la velocitat mitjana de difusié tan pe-
tita que no és possible detectar-la per cap ordre d’aproximacié de la teoria classica de
pertorbacions. Aquest teorema estableix que, si la part integrable h satisfa determinades

condicions d’escarpament, aleshores una fita del tipus

10 -T0) <poc® s < To-exp{(2)'}

és valida per a totes les condicions inicials (¢(0),1(0)) € T" x G. Els exponents

d’estabilitat a i b sén constants positives.

Les condicions d’escarpament, introduides per N. N. Nekhoroshev, inclouen funcions
molt generals. Entre elles s’hi compten les funcions quasiconvezes, cas en el qual els
exponents d’estabilitat han estat millorats al llarg de successius treballs. Aixi, I'exponent
a=2/(n*+n) fou trobat a [BGG|,i a <1/(2n+ 1) a [Lol]. Finalment, els exponents

1

:bzi
“ on’

han estat obtinguts per P. Lochak, A. I. Neishtadt i J. Poschel [LN, Pos2|. Precisament,

una conjectura de B. V. Chirikov [Chir] estableix que 'exponent a = 1/2n és 1'optim.

Un altre cas en que es satisfan fites analogues a les de Nekhoroshev és el d'una per-
torbacié d’un sistema d’oscilladors harmonics: H(¢,1) = X- 1+ f(¢,I), on el vector de

freqiencies A = (A1,...,\,) € R™ satisfa una condicié diofantica:
k- A > “;T Vi € 2"\ {0}, (1.2)
1

essent 7 > n — 117 >0 (és sabut que, si 7 > n — 1, el conjunt de vectors \ que satisfan
aquesta condicié amb v > 0 donat té mesura relativa 1 — O(v) a R"™). Usem la notacié
k[, = >0 |kj| per a k = (ki,...,k,). Direm que un vector \ és 7,7y-diofantic quan
satisfaci (1.2). En aquest cas, sembla que I'exponent optim d’estabilitat és a = 1/(7+1).

Aquest exponent ha estat obtingut a [Fa, DG1, Pos2]. L’estabilitat efectiva prop d’'un



punt fix elliptic d’'un hamiltonia, cas molt relacionat amb el dels osciladors harmonics,
ha estat establerta a [GDFGS].

El teorema KAM estableix, sota una condicié de no degeneracié adequada, que la ma-
jor part dels tors invariants n-dimensionals es conserven amb certa deformacié al sistema
pertorbat (1.1) si la mida e de la pertorbacié és prou petita. Precisant més, la conservaci
d’un tor és garantida quan el vector de freqiiencies w(I) = grad h(I) és suficientment
no ressonant, concretament quan satisfa una condicié diofantica. D’aquesta manera, hom
obté estabilitat perpétua, pero només per a condicions inicials en un conjunt cantoria, el
qual no conté cap subconjunt obert si bé la seva mesura relativa és gran. De fet, primer
fou establerta per A. N. Kolmogorov [Ko|, per a hamiltonians analitics, la conservaci6
d’un tor fixat, convenientment escollit. Posteriorment, V. I. Arnol’d [Arl] (vegeu també
[Posl]) prova l'existéncia d’una extensa familia de tors invariants i déna una fita de la
mesura del complementari del conjunt invariant. Un teorema analeg per a aplicacions del

pla que preserven area fou provat per J. Moser [Mol], sense la hipotesi d’analiticitat.

En relacié a la condicié de no degeneracié requerida per a la validesa del teorema KAM,
hom imposa usualment dos tipus de condicions sobre I'aplicacié freqiiencia no pertorbada
w; sén la no degeneracic de Kolmogorov i la no degeneracié isoenergética (vegeu les
definicions (4.1-4.2)). Hi ha lleus diferencies entre les versions del teorema KAM que
corresponen a cada tipus de no degeneracié. En efecte, a la versié ordinaria del teorema
KAM, és a dir, sota la condicié de Kolmogorov, cada tor invariant que es conserva manté
el seu vector de freqiiencies a la pertorbacié. Per contra, a la versié isoenergetica el vector
de freqiiencies habitualment no es conserva pero, en canvi, cada tor invariant guarda les
raons entre les seves freqiiencies i, a més, sobre cada nivell d’energia fixat es conserven
la majoria dels tors invariants. Una famosa conseqiiencia d’aquest fet, per a dos graus
de llibertat (n = 2), és que de la no degeneracié isoenergetica es dedueix l'estabilitat del

sistema pertorbat.

Esmentem que aquestes condicions de no degeneracié s’inclouen en una condicié molt
general introduida per H. Riissmann [Ru2], sota la qual han estat obtingudes recentment
proves del teorema KAM [XYQ, Se|. No obstant, en aquesta versié general hom perd el

control de les freqiiencies dels tors pertorbats.

Sobre la possible estabilitat de les trajectories que no es troben sobre tors invariants n-
dimensionals, el teorema KAM no assegura res. Poden apareixer zones de comportament
caotic 1 quan n > 2 pot tenir-hi lloc la difusié. Aquestes zones caotiques sén properes a
ressonancies; en elles els tors invariants n-dimensionals del sistema no pertorbat general-
ment es destrueixen pero hom hi pot trobar tors de dimensio inferior a n, alguns dels

quals seran de tipus hiperbolic o tors amb bigotis. De fet, H. Poincaré [Poi] havia mostrat
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ja lexistencia d’orbites periodiques (tors invariants unidimensionals), i que la preséncia
d’orbites periodiques hiperboliques pot donar lloc a comportament caotic si existeixen

interseccions homocliniques o heterocliniques entre les varietats invariants.

Sobre l'existencia de tors hiperbolics més generals, i llurs varietats invariants, han
estat obtinguts diversos resultats [Mo2, Gr, Ze2, De, LW, Tr|, perd molts d’ells no sén
satisfactoris car suposen que el hamiltonia no pertorbat ja posseeix tors hiperbolics. Entre
els treballs citats, només a [De, LW, Tr] els tors no pertorbats sén degenerats, com al
hamiltonia (1.1), pero en general la descripcié de les varietats invariants es restringeix a

un entorn del tor hiperbolic, la qual cosa fa dificil detectar llur possible interseccié.

Amb la intencié de detectar el fenomen de la difusié, V. I. Arnol’d descrigué, mit-
jangant un exemple que ha esdevingut famés [Arl], el mecanisme de les cadenes de tran-
sicié. Aquest mecanisme es basa en el fet que, si hom troba interseccions heterocliniques
entre varietats invariants de successius tors hiperbolics d’una cadena, llavors entorns ar-

bitraris del primer i el darrer d’aquests tors sén connectats per trajectories del sistema.

Tornant als teoremes de Nekhoroshev i KAM, llurs proves habituals no posen en
relleu la profunda relacié que existeix entre els diferents tipus d’estabilitat a qué donen
lloc aquests teoremes. Aixi, 'existencia dels tors KAM no és usada per a res dins la
prova del teorema de Nekhoroshev. D’altra banda, el teorema de Nekhoroshev déna
un temps d’estabilitat uniforme per a totes les trajectories a l’espai de fase, incloent
aquelles que es troben sobre tors KAM, que sén les més nombroses, i tenen evidentment
un temps d’estabilitat infinit. Hom pot esperar que, per a una trajectoria que comenci
prop d'un tor KAM, el temps d’estabilitat sigui molt més gran que el que prediu el
teorema de Nekhoroshev. Resultats en aquest sentit, que comporten que els tors KAM sén
“enganxosos”, han estat establerts recentment per A. D. Perry, S. Wiggins, A. Morbidelli
i A. Giorgilli [PW, MG2].

Passem a descriure els continguts d’aquesta memoria. En primer lloc, incloem un en-
focament unificat per als teoremes de Nekhoroshev i KAM, ja anunciat a [DG2]. Després
d’una primera part on establim el metode comu (capitol 2), provem de manera quantita-
tiva el teorema de Nekhoroshev en el cas quasiconvex amb I'exponent optim (capitol 3), i
el teorema KAM isoenergetic (capitol 4). La nostra prova del teorema isoenergetic és di-
recta, contrariament a les proves usuals on es dedueix del teorema KAM ordinari (vegeu,

per exemple, [BH]) o bé fent s de l'aplicacié de Poincaré associada (vegeu [Mo3]).

A més a més, obtenim al capitol 4 un resultat d’estabilitat que constitueix un pont
entre els teoremes KAM i de Nekhoroshev, similar als de [PW, MG2| pero lleugerament

diferent d’aquests. El resultat que provem considera els tors invariants del sistema no



pertorbat tals que llur vector de freqiiencies associat satisfa aproximadament una condicié
diofantica, fins una precisié6 donada r. Al sistema pertorbat, aquests tors sobreviuen en
la forma de tors quasi-invariants, nocié que expressa que les trajectories que parteixen
d’un d’aquests tors hi romanen a prop durant un temps exponencialment gran en 1/r.
D’aquesta manera, la precisié r passa a constituir un parametre de pertorbacié a més de

¢ (notem que per a r = 0 tenim els tors KAM).

En canvi, les fites d’estabilitat sén expressades a [PW, MG2] prenent com a parametre
de pertorbacié la distancia a un tor KAM fixat, significant d’aquesta manera que aquest
tor és “enganxods”. Llavors el temps d’estabilitat és exponencialment gran en l'invers
d’aquesta distancia (o fins i tot “superexponencialment” gran per a hamiltonians quasi-
convexos [MG2]). A la nostra prova, no veiem que els tors KAM sén “enganxosos” pero
creiem que el nostre resultat és més util a la practica, car les fites per a tors quasi-invariants

no requereixen l'existéncia d’un tor KAM proper.

Al capitol 2 descrivim el metode que seguim per a la prova dels teoremes de Nekhoro-
shev i KAM, i obtenim les primeres fites. Es tracta d’un procediment, usual dins la teoria
classica de pertorbacions, que consisteix a construir una transformacié canonica W, que
porti el nostre hamiltonia H a una forma normal H* = H o V¥, la qual hom demana que
depengui de menys angles, o de cap si fos possible. La transformacié ¥ és construida de
manera iterativa com a producte de transformacions canoniques successives @M. &3

..

properes a la identitat, les quals donen lloc a successius hamiltonians H®, H( . cada

cop més propers a forma normal.

Construim les successives transformacions canoniques fent s del conegut formalisme
de les series de Lie, que descrivim a la secci6 2.1. Aquest és un procediment molt apropiat
per a aplicacions practiques, perque permet dur a terme calculs explicits en exemples

concrets, i pot ésser directament implementat en ordinadors.

Es prou conegut que, en la construccié de la forma normal, apareix un obstacle sobre
les ressonancies o prop d’elles. Una wvarietat ressonant ve caracteritzada per un modul
McCZ™

Som:={1€G : k-w(l)=0 Vke M}. (1.3)

L’obstacle ve de la presencia dels petits divisors k - w(I), amb k € M, els quals poden ser
zero o massa petits. Es per la presencia dels petits divisors que hom considera, prop de
la ressonancia S, aq, una forma normal ressonant, que pugui dependre de combinacions
d’angles k - ¢, amb k € M. La uni6 de totes les ressonancies és densa en el conjunt
de freqiiencies, perd només cal considerar ressonancies fins a un ordre finit apropiat:
|k, < K, jaque resulta que I'efecte de les ressonancies d’ordre més alt és exponencialment

petit en K. Aixi, direm que una funcié g(¢, I) és en forma normal respecte M de grau
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K si el seu desenvolupament de Fourier respecte les variables angulars es restringeix a la

forma

g(6. )= > g(l)e™,

keM
|kl1 <K

la qual cosa expressarem escrivint ¢ € R(M, K). Notem que una funcié és en forma
normal respecte el modul trivial M = 0 (forma normal no ressonant) si no depen de les

variables angulars.

Comengarem restringint-nos a un subconjunt G C G, en el qual permetrem que el
vector w(I) satisfaci relacions de ressonancia corresponents a un modul fixat M, pero
exclourem un entorn de totes les altres ressonancies d’ordre més petit o igual que K. En
aquest cas direm que w(G) és no ressonant modul M fins ordre K (vegeu definicié (2.31)).
En aquest conjunt GG farem successives reduccions al tipus de forma normal que hem
definit més amunt: els harmonics que corresponen a vectors enters satisfent k ¢ M,
||, < K, es fan cada cop més petits en els successius hamiltonians, mentre els harmonics
que corresponen a k € M o |k|; > K han d’ésser guardats ja que en el conjunt G els
petits divisors k - w([) associats a aquests harmonics no sén evitats. D’aquesta manera,

el hamiltonia final H* = H o U pot ésser escrit en la forma
H*(¢, 1) =h(I)+Z" (¢, 1)+ R (¢,1),

on Z* € R(M, K), iessent la resta R* exponencialment petita en K.

De la mateixa manera que a [Nek, BGG], la prova del teorema de Nekhoroshev es
divideix en dues parts, usualment anomenades analitica i geometrica. Corresponen a la
part analitica el procés iteratiu i les fites de les successives restes. A la part geometrica,
hom recobreix I'espai d’accions G amb una familia de blocs associats als diferents moduls
per tal d’obtenir fites d’estabilitat per a les trajectories corresponents a totes les condicions
inicials. Una distincié similar pot ésser duta a terme a la prova del teorema KAM. En
aquest cas, corresponen a la part geometrica les fites de la mesura del complementari del

conjunt invariant.

Donats M i K, considerem un subconjunt G C G en el qual es satisfaci la condici6
de no ressonancia que hem esmentat més amunt. A la seccié 2.1, mostrem com apliquem
el metode de les series de Lie, en la seva forma més simple, a la construccié del procés
iteratiu, el qual és finit en la prova del teorema de Nekhoroshev i infinit per al teorema
KAM (en aquest darrer cas, sempre prenem M = 0). De fet, basant-nos en les series
de Lie descrivim un algorisme lineal i un de quadratic. Tot i que l'algorisme lineal és
d’aparenca més senzilla, mostrem que el calcul explicit de la forma normal podria ésser

una mica més rapid usant 1’algorisme quadratic.



Definim a la seccié 2.2 una norma per a camps vectorials hamiltonians, que ens és

molt util per a millorar les fites ja que evita haver de dur a terme certes derivades.

A les seccions 2.3 i 2.4 obtenim les versions lineal i quadratica del lema iteratiu
(proposicions 5 1 7, respectivament), que ens donen les fites per a un pas concret del procés
iteratiu en cadascun dels dos algorismes. L’'is de la norma introduida a la seccid 2.2 ens

permet d’optimitzar les fites del lema iteratiu lineal.

A la seccié 2.5, apliquem successivament la versio lineal del lema iteratiu amb una K
fixada i, duent a terme un nombre adequat de passos iteratius, obtenim el teorema de la
forma normal (teorema 8), en el qual la fita obtinguda per a la resta R* és exponencialment
petita en K, i d’aquesta manera H* és una forma normal aproximada, especifica per
al conjunt GG. Aquest teorema completa la part analitica de la prova del teorema de
Nekhoroshev. El metode seguit en 'obtencié del teorema de la forma normal és analeg
al de J. Poschel [Pos2], pero la nostra prova esdevé quelcom més simple degut al fet que
el lema iteratiu lineal ha estat optimitzat. D’altra banda, al final de la seccié 2.5 veiem
que també podem obtenir una versié essencialment equivalent del teorema de la forma
normal a partir de la versié quadratica del lema iteratiu. D’aquesta manera, per a obtenir

I’exponent optim del teorema de Nekhoroshev els dos algorismes sén bons.

Els capitols 3 i 4 constitueixen la part central d’aquesta memoria. Al capitol 3 com-
pletem la prova del teorema de Nekhoroshev i obtenim altres resultats sobre estabilitat

efectiva, i el capitol 4 és dedicat al teorema KAM i als tors quasi-invariants.

A partir del teorema de la forma normal, podem deduir fites d’estabilitat per a les tra-
jectories que parteixen de T" x (5, valides fins a un temps exponencialment gran. Les fites
per a regions no ressonants (M = 0) i ressonants (M # 0) sén donades a les seccions 3.1

i 3.2, respectivament. En el cas ressonant imposem la condicié de quasiconvexitat.

Seguint [Pos2| en aquesta part geomeétrica de la prova, a la seccié 3.3 recobrim tot
I’espai d’accions G amb una familia de conjunts G = G4, que reben el nom de blocs,
associats als diferents moduls M C Z", amb parametres convenientment escollits. De fet,
només hem de considerar moduls generats per vectors enters d’ordre més petit o igual que

K (els anomenem K-moduls).

A la seccié 3.4 completem la prova del teorema de Nekhoroshev (teorema 13), amb
I’exponent optim, escollint K convenientment en funcié de € i aplicant les fites d’estabilitat
sobre cada bloc G. D’aquesta manera, obtenim fites per a totes les trajectories que

parteixen de T" x G.

Com a aplicacié addicional del teorema de la forma normal, també hem considerat
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a la seccid 3.1 una pertorbacié d’un sistema de n oscilladors harmonics amb freqiiencies
satisfent una condicié diofantica. Les fites no ressonants del cas M = 0 donen lloc a

estabilitat efectiva en un sistema d’aquest tipus (teorema 10).

A la seccid 3.5 veiem que podem millorar les fites d’estabilitat efectiva si ens restringim
a un entorn de la varietat ressonant associada a un modul fixat M*, i obtenim uns
exponents d’estabilitat particulars, que depenen de la dimensié de M* (teorema 14). A

més, apliquem aquestes fites al conegut exemple d’Arnol’d.

Ja dins el capitol dedicat al teorema KAM, a la seccié 4.1 introduim les condicions de
no degeneracié de Kolmogorov i isoenergetica sobre 1'aplicacié freqiiencia w, i fem pales
que el metode que usem per a provar la versié isoenergetica del teorema KAM també
ens serviria per a la versié ordinaria (és a dir, sota la condicié de Kolmogorov). També
comentem les dificultats tecniques que sorgeixen en el cas isoenergetic, les quals resolem

amb els lemes quantitatius que donem a la seccid 4.2.

El metode que usem per a provar el teorema KAM és parallel, en linies generals, al
que usa Arnol’d [Arl]. A la secci6 4.3 obtenim el lema inductiu (proposici6 19), en el qual
donem fites per a un pas concret del procés iteratiu, en el cas isoenergetic, a partir del

lema iteratiu lineal de la secci6 2.3, amb M = 0.

A la secci6 4.4 provem de manera directa el teorema KAM isoenergetic (teorema 21).
A T'inrevés que al teorema de Nekhoroshev, en el cas del teorema KAM no és suficient dur
el hamiltonia H a una forma normal aproximada amb una resta exponencialment petita.
Cal fer un nombre infinit d’iteracions, amb ordres Ki, K, ... creixent cap a infinit. Aixi,
excloem del domini ressonancies fins a ordre cada cop més alt durant el procés iteratiu.
D’aquesta manera, les restes tendeixen rapidament cap a zero i el hamiltonia final esdevé
integrable: H*(¢,I) = h*(I). Llavors, el domini on la transformacié és valida és format
per tors invariants n-dimensionals amb flux lineal, pero aquest domini es redueix a un
conjunt cantoria corresponent a freqiiencies diofantiques. Per acabar la prova del teorema
KAM, podem fitar la mesura del complementari dels tors invariants a partir de la condicié

de no degeneraci6 satisfeta pel sistema no pertorbat.

Veiem a la secci6 4.5 que, dins del mateix esquema iteratiu usat per al teorema KAM
pero aturant-lo en el moment adequat, en comptes de dur-lo fins al limit, obtenim fites
exponencials valides per a les trajectories que parteixen del domini que tenim en el pas on
ens hem aturat. Aixi, aquest domini és compost per tors quasi-invariants, els quals podem
considerar que provenen de tors no pertorbats amb freqiiencies satisfent aproximadament
una condicié diofantica (teorema 22). Aquest resultat és, des del punt de vista quantitatiu,

molt proper al teorema KAM. Qualitativament, sacrifiquem l’estabilitat perpetua dels tors



KAM pero, en canvi, el domini on el resultat és valid no té interior buit, i aixi no és un

cantoria.

Val la pena de recordar que el teorema KAM no és gaire significatiu des d’un punt
de vista practic, tot i la seva importancia teorica. Aixo és degut al fet que, si coneixem
només de manera aproximada un vector de freqiiencies donat, no podem decidir si aquest
vector és diofantic o no. La nocié de tor quasi-invariant pot ésser vista com un intent de

compensar aquesta deficiencia.

Estudiem a la secci6 4.6 'existencia de tors invariants per a un hamiltonia a I’entorn

d’un punt fix elliptic:

1 3
H(g,p) =3 . 1)‘3' (a7 +97) +0(Ia:0))),
]:
on A = (A1,...,\,) és el vector de freqiiencies. Sota les condicions de no ressonancia i

de no degeneracié adequades, aplicant el teorema KAM de la seccié 4.4 veiem que en un
entorn del punt elliptic, de radi r prou petit, existeix un gran nombre de tors invariants
(proposicié 25). Fins i tot, si A és diofantic, la mesura del complementari del conjunt

format pels tors invariants és exponencialment petita en 1/r (teorema 26).

Al capitol 5 estudiem els tors invariants de dimensio inferior prop de la varietat resso-
nant S, a, essent M C Z" un modul donat de dimensié d. Com hem dit anteriorment,
la localitzacié d’aquests tors és important com a primer pas per a establir I’existencia de

difusié d’Arnol’d al llarg d’una cadena de transicio.

Suposant una condici6 de no ressonancia fins a cert ordre, posem el hamiltonia (1.1) en
forma normal respecte M i la resta és petita. Fent un canvi canonic lineal adequat, podem
suposar que el modul ve generat per d vectors de la base canonica de Z", amb la qual cosa
la part en forma normal només depen de d angles. Menyspreant la resta, podem considerar
la forma normal com a hamiltonia reduit, amb només d graus de llibertat. Hem de veure
aquesta forma normal com un sistema intermedi entre el hamiltonia no pertorbat i el
hamiltonia pertorbat (1.1), d’acord amb els punts de vista de diversos autors [De, LW, Tr]|.
De fet, ens limitem a ’estudi d’aquesta forma normal, la qual cosa constitueix un primer
pas cap a la localitzacié de tors de dimensié inferior del hamiltonia (1.1) prop d’una
ressonancia. Si bé 'existencia dels tors hiperbolics i llurs varietats invariants ha estat
ja establerta per D. V. Treschev [Tr], cal esperar que es trobin molt a prop dels de la
forma normal si aquesta ha estat obtinguda fins a ordre prou alt. Si aixo és cert, podriem
obtenir informacié sobre les varietats invariants, i no solament local a I’entorn dels tors,

la qual cosa no es despren directament de [Tr].

Per trobar tors invariants m-dimensionals de la forma normal, essent m = n — d, hem
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de buscar punts fixos del hamiltonia reduit. A la seccié 5.1, mostrem que si la pertorbacid
satisfa certes condicions de no degeneracié llavors la forma normal té tors invariants de
dimensié m prop de la ressonancia, els quals podem classificar en elliptics, hiperbolics i
d’altres categories intermedies (teorema 27). A la seccié 5.2 especifiquem el canvi lineal
a que ens hem referit més amunt, i establim el resultat per a un modul M qualsevol

(teorema 30).

En el cas d'una ressonancia simple (dim .M = 1), la forma normal és integrable. Per
aquesta rad, és senzill estudiar les varietats invariants dels tors hiperbolics. Incloem a
la seccié 5.3 un estudi complet de les varietats invariants i les connexions homocliniques
que tenen lloc (teorema 32). Una bona condicié per a establir l'existencia d’aquestes
connexions homocliniques és la quasiconvexitat del sistema no pertorbat, que permet

confinar les esmentades varietats invariants prop de la ressonancia.

Finalment, al capitol 6 resumim les principals contribucions aportades en aquesta

memoria, i fem esment d’alguns problemes que en constituirien una continuacié logica.

Farem servir sovint la notacio segiient, forca usual. Escriurem o < 3 o també a =
O (P) quan existeixi una constant ¢ tal que sempre s’acompleixi a < ¢f. Quan tinguem
a =X (10 = a, escriurem o ~ 3. Amb tot, en algunes discussions informals usarem
aquesta notacié fent-ne un cert abis, quan simplement convingui fer veure el terme més

important d’una expressio.

Agraiments Vull expressar el meu reconeixement a totes les persones que m’han fet costat
durant la realitzacié d’aquesta tesi. Sobretot, he d’agrair al professor Amadeu Delshams
el constant i decidit suport que m’ha donat dirigint la recerca, i el temps que hi ha
esmercat, que ha hagut de treure de la seva agenda sempre atapeida. He d’agrair també
als professors Rafael de la Llave, Anatoly I. Neishtadt i Carles Simé llurs comentaris i

suggeriments, els quals m’han estat de gran utilitat.



Capitol 2

Formes normals fent servir series de
Lie

2.1 Metode de les series de Lie: algorismes lineal i

quadratic

Descrivim en aquesta seccié les iteracions que porten el hamiltonia H(¢,I) = h(I) +
f(o,1) a forma normal. El plantejament que fem proporciona un marc comu per a les
proves dels teoremes de Nekhoroshev i KAM. Procedint com hem descrit a la introduccio,
restringim el nostre hamiltonia H a un subconjunt G C G, sobre el qual suposem que el
conjunt de freqiiencies w(G) és no ressonant modul M fins ordre K, essent M i K donats.
Per conveniencia de notacid, considerem el hamiltonia original H escrit, sobre el conjunt

G, en la forma
H(p,I)=h(I)+ Z(op,I) + R(p, 1), (2.1)

amb Z € R(M,K). Podem escollir Z = 01 R = f. No obstant, si s’escau que el
hamiltonia original ja és proper a la forma normal, podem escriure’l com a (2.1), amb R

petit en relacié a Z, i mirar d’obtenir una aproximacioé millor a la forma normal.

Construim la transformacié ¥, que ha de portar H a forma normal, com a producte
de transformacions canoniques ®®, ®@ .. Denotem U@ = dMo...0d@ . En el pas

¢, el hamiltonia transformat és escrit en la forma
HY — Hop@ — h(I) + Z(q)(¢7 1)+ R(q)(¢7 1),
amb Z@ € R(M, K). Obviament comencem amb Z© = Z i R® = R.

Ara, per tal de descriure una iteracié concreta, escrivim H, Z, R, Z, R, ®, en

11
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comptes de H@ D 71 Ra-1 7@ R4 $@ respectivament. Seguint el metode de
les series de Lie, construim ® com el flux a temps 1 associat a un hamiltonia generador

W a determinar.

Si ®; denota el flux a temps ¢t d'un hamiltonia autonom W, és un fet conegut de
la teoria de sistemes hamiltonians que, per a qualsevol funcié f, la derivada de f o &,

respecte t pot ésser expressada en termes del parentesi de Poisson de f i W:

d
S(Fo®) = {/,W}od,

Aixi, suposant analiticitat en ¢ i prenent el desenvolupament de Taylor, hom té la serie
de Lie

[e.9] tm

fodi=Y - Lif

m=0 :
on emprem la notacié Ly f = f i Litf = {LV’[?’lf, W} per a m > 1. Per a les restes
de la serie de Lie, introduim la notaci6

m—1 tl

00 tl
=0 " l=m "°
amb m > 0.

A partir de les series de Lie descriurem dos metodes forca senzills per a 1’obtencid
del hamiltonia T/; en un cas obtindrem un procés iteratiu lineal i, en 'altre, quadratic.
Tots dos sén algorismes constructius i poden ésser implementats en ordinadors, car les
operacions es fan amb un nombre finit d’harmonics. A més, veurem que en els dos casos
podem obtenir fites que condueixen als exponents optims del teorema de Nekhoroshev.

Per tant ambdds algorismes sén adients tant des del punt de vista teoric com practic.

De manera general, podem dir que els metodes basats en series de Lie sén forca
escaients per al calcul efectiu de formes normals. Es contraposen doncs al classic metode
basat en 1'is de funcions generatrius que involucren variables mixtes. Hom pot trobar a
[LM, apendixs 7-8] una exposici6 de les diferents variants de meétodes de seéries de Lie.
Esmentem només l'algorisme de Giorgilli-Galgani [GG1, GG2], consistent a generar la
transformacié a partir d'un inic hamiltonia no autonom (incloem alguns comentaris més
sobre aquest algorisme a la pagina 105). Amb tot, cal dir que és un algorisme més intricat

que els que presentem aqui.

Ressenyem en primer lloc 1'algorisme lineal en una regié no ressonant modul M. El
plantejament és analeg al de [BGG, Pos2, DG1]. Amb la notacié que hem establert més

amunt, tenim per al hamiltonia transformat 1’expressio:

Ho®d=h+Z+R+{h,W}+ro(h,W,1)+r(Z+ R, W,1). (2.3)
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Hem d’agafar W de manera que puguem escriure
Ho®=h(I)+ Z(6,1) + R($, 1),

amb Z en forma normal, i amb R més petit que R per tal que H o ® sigui més a prop
de la forma normal que H. Convindria doncs escollir W' de manera que R+ {h, W} fos
en forma normal respecte M. En realitat, aixo només ho podem garantir fins ordre K
perque la condicié de no ressonancia modul M sobre w(G) no evita els petits divisors
corresponents a ordres més alts. Aixi, busquem AZ € R(M, K) i W satisfent I'equacié
funcional lineal

{W,h} +AZ = Reg, (2.4)
on usem la notacié Rex (¢, 1) = > Ry(I)e'*?.

|k, <K

La resolucié de I'equacié (2.4) és prou coneguda. En termes dels coeficients de Fourier,

tenim la solucid

Ry (1) .
I) = AZ(I) = 7" < K;
Wi (1) TR W(I) =0, si ke Zr\ M, |k|, < K;
We(I) =0, AZy(I) = Ri(I), si ke M, |k, <K; (2.5)
Wi(I) =0, AZ (1) =0, si |k|, > K.

Aquesta és I'tinica solucié de I'equacié (2.4) si demanem que W no tingui termes ressonants
respecte M i sigui de grau K. Denotarem NR(M, K) el conjunt de les funcions que

satisfan aquests requeriments.

Amb aquesta W tenim, per al nou hamiltonia,

7 =7Z+AZ € RIM,K), (2.6)
R=Rog+ro(h, W, 1) +7(Z + R, W, 1), (2.7)

on escrivim Rsx = R — R<x . Notem que, si h, Z i R sén reals, es dedueix de (2.5) que
AZ i W sén també reals. Deduim que ® transforma dominis reals en dominis reals, i el
nou hamiltonia també és real. Recordem que algorisme explicitat a (2.5-2.7) és només un

pas del procés iteratiu; descriu com obtenir H@ = H(@D o (@,

L’algorisme que acabem de descriure és lineal. En efecte, si Z = O(e), R = O(p),
amb 1 < ¢, llavors per (2.7) el terme dominant dels que intervenen a R, si ignorem el terme
Roy, és r(Z,W,1) = O(eu), car la funcié W obtinguda a (2.5) és del mateix ordre que
R. Aixi, en el pas ¢ del procés iteratiu passariem de RU™Y = O(g?) a R@W = O(grt1).
Pel que respecta al terme R- , com que és exponencialment petit en K la seva influencia

pot ésser vencuda escollint K prou gran. Si, com a la prova del teorema de Nekhoroshev
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(secci6 2.5 i capitol 3), ens limitem a fer un nombre finit de passos, llavors el valor de K

pot mantenir-se fix al llarg del procés iteratiu.

En el cas del teorema KAM (capitol 4), on M = 0, el procés lineal descrit a (2.5-2.7)
és, en realitat, quadratic a condicié que prenguem Z = 0 a cada pas. Aixo ens obliga a
modificar una mica P’algorisme: incloem AZ a la part integrable i aix{ tindrem Z = 0 de
cara al pas segiient. D’aquesta manera, la part integrable canvia a cada pas: comencem

una iteracié amb H = h(I) + R(¢, 1), i escrivim el nou hamiltonia en la forma
Hod =h(I)+ R(¢, 1), (2.8)

on, per (2.5), i
h=h+AZ =h+ Ry (2.9)

(notem que la funcié Ry(I) és la mitjana angular de R(¢,I)). Obtenim la nova resta R
com a (2.7), amb la qual cosa el procés és rapidament convergent (més que linealment) si
ignorem el terme R . Per tal de resoldre la dificultat causada per aquest terme, haurem
de prendre ordres creixents K, amb limit infinit quan ¢ — oo (tecnica de fet ja emprada
a [Arl]). Veurem llavors que, per als successius hamiltonians H@ = h(@ (1) + R (¢, I),
la resta R convergeix cap a zero. Hem de fer notar que la convergencia no pot ésser
estrictament quadratica per la preséncia dels petits divisors. De fet, obtindrem per a R(@
una fita del tipus O (6_2(17”[16), amb v > 0 fix, tan petit com vulguem, i aixi podem dir
que el procés és “gairebé” quadratic. Tanmateix, quan ¢ — oo el hamiltonia és cada cop
més proper a integrable, i d’aquesta manera podrem provar ’existencia de tors invariants.
No obstant aixo, zones ressonants d’ordres cada cop més alts han d’ésser excloses del
domini al llarg del procés iteratiu, i per tant el domini final queda reduit a un conjunt

cantoria.

Remarquem també que, a la seccié 4.4, provarem el teorema KAM sense veure explici-
tament que les restes R(9 convergeixen de manera rapida, siné lineal. Tot i aix0, usant la
convergencia gairebé quadratica de les restes veurem a la secci6 4.5 'existencia dels tors

quasi-invariants, amb fites exponencials.

A continuaci6 especifiquem 1’algorisme quadratic, amb un modul qualsevol M. Con-

siderem, en comptes de (2.3), U'expressi6 segiient per al hamiltonia transformat:
Ho®=h+Z+R+{h+ZW}+ryh+ Z W,1)+r(R,W,1).

Linica diferencia amb (2.3) és la posicié que ocupa el terme {Z, W'}, que ara si jugara un
paper destacat en I'obtencio de la forma normal. Si aconseguissim de construir W tal que
R+ {h+ Z, W} fos en forma normal respecte M, haurfem millorat en relacié al procés

lineal: si Z = O(e), R = O (u), i si W és del mateix ordre que R (com veurem), llavors
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els termes dominants de R serien ro(h, W, 1) i r1(R, W, 1), ambdds O (u?). Ara bé, com
ja succela a l’algorisme lineal, hem de limitar-nos a demanar forma normal fins ordre K.

Aixi, hem de resoldre aquesta equacié funcional lineal:
[W,h} +AZ = [R—{W,Z}]_, . (2.10)

on les incognites sén AZ i W. Si demanem W € NR(M, K), llavors {W,Z} no té

termes ressonants i per tant AZ queda fixada de la mateixa manera que a (2.5), és a dir,

AZy(I) = Ry(I), si ke M, |k|, < K;
AZ(I)

(2.11)

0, en altre cas.

Perd malgrat aixo, no podrem trobar W tan facilment com ho hem fet a (2.5), simplement
igualant coeficients de Fourier (I'inic cas facil seria M = 0). De fet ens conformarem
amb una soluci6 aproximada de 1’equacié (2.10), cosa suficient per als nostres proposits

en aquesta memoria.

Precisem quines dificultats sorgeixen en intentar trobar la soluci6 exacta de (2.10) i com
n’obtindrem una solucié aproximada. Observem en primer lloc que la solucié de (2.10),
un cop determinada AZ, correspon a un punt fix de 'operador lineal A : W —— W, que
assigna a cada funci6 W € NR(M, K) I'inica soluci6 W € NR(M, K) de 'equacié

{W.h} +AZ = [R—{W, 2}, .

Aquesta equaci6 és del mateix tipus que (2.4); per tant pot ésser resolta aplicant (2.5). Si
I'operador A fos contractiu dins d’un espai funcional convenient, llavors per tal de trobar
la solucié exacta de (2.10) seria suficient aplicar el metode d’iteracié simple. Per estudiar

si A és un operador contractiu, prenem W, W, i escrivim W= AW, W = AW’ tenim:
{W=Wh}=—{W-W,2}_.

Com podem veure, podem calcular W — W7 a partir de W — W' aplicant (2.5). A més, si

Z = O(e), amb una norma funcional adequada (que concretarem a la seccié 2.2) tindrem

-7

<bHW-W/|, b=0(). (2.12)

Aixi, si € és prou petit tenim b < 1 i per tant 'operador A és aparentment contractiu.
Hem dit “aparentment” perque, quan duguem a terme les fites a la secci6 2.4, veurem que
la realitat és molt menys falaguera. La norma tindra en compte la banda d’analiticitat de
les funcions i, en conseqiiéncia, la fita (2.12) comportara una reduccié d’aquesta banda,
amb la qual cosa 'operador A no pot ser contractiu dins d’un mateix espai funcional. Per

aix0, no hem pogut esbrinar si el metode d’iteracié simple és convergent. Per a veure-ho
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caldria que la constant b es mantingués sempre per sota del valor critic 1. Pero aquesta
constant depen de la reduccié de la banda d’analiticitat que té lloc a cada iteracid, i si el
procés fos convergent llavors la reduccié de la banda a cada pas tendiria a zero, amb la

qual cosa b acabaria essent més gran que 1.

Per tot el que acabem de dir, renunciem a obtenir la solucié exacta de (2.10), i ens
conformarem amb prendre W com I’aproximacié resultant d’aplicar un nombre de vegades
p el metode d’iteracié simple a l'operador A, escollint p de manera que I'aproximacio
sigui el millor possible i el caracter quadratic de 1’algorisme no es perdi. Explicitem a
continuacié aquestes iteracions (les quals, recordem-ho, s’inscriuen dins de cada iteracié

de P'algorisme quadratic). Com a aproximaci6 inicial, prenem W) € NR(M, K) tal

que
{Wa),h} + AZ = Ry, (2.13)
és a dir, la soluci6 de (2.10) suposant Z = 0. Aleshores el procediment consisteix a
calcular
Wim) = AWin—1),  m =2,
és a dir,

Wimy = Win-1) + Yim), (2.14)

essent Y(,,) € NR(M, K) satisfent

Yorhy=—{Wa.2}_,. (2.15)
{Yimy b} = = {Yimony, Z}SK . m>3. (2.16)
Escriurem també Y1y = W(y). Les equacions (2.13), (2.15), (2.16) s6n del mateix tipus
que (2.4); per tant tenen solucié unica a NR(M, K), que s’obté aplicant les férmules (2.5).
Aix{ les iteracions (2.14-2.16) s6n univocament definides. Ens aturarem quan m = p, amb

p > 1,1 prendrem
W =Wy, (2.17)

com a soluci6 aproximada de I'equaci6 (2.10). Com que aquesta no s’acompleix exacta-

ment, introduim una “funcié d’error” P tal que
{W,hy +AZ+ P =[R—-{W,Z}|_f . (2.18)
Aleshores, tindrem Ho® = h+ Z + R, amb

7 =27+AZ, (2.19)
R=P+ Rog +{Z,W}_j +r2(h+ Z,W,1) + (R, W, 1). (2.20)
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Com al cas de ’algorisme lineal, tant el lux ® com el nou hamiltonia sén reals. D’altra
banda, és facil obtenir una expressié simple per a la funcié P. Donat que W = AW,_y),

tenim

(W, h} + AZ = [R—{W, 1), Z}]

<K

i, restant aquesta equaci6 de (2.18), resulta

P=—{Y,2} (2.21)

<K’

Si ignorem els termes P, Rk i {Z,W}_, 'algorisme (2.19-2.20) és quadratic: si Z =
O (g), R= 0O (n), lavors R = O (1?). Elstermes Rsy i{Z, W}, sén exponencialment
petits en K, com ja hem comentat en parlar de ’algorisme lineal. En relacié al terme
P, veiem facilment a partir de (2.15-2.16) que Y,y = O (€™ 'u) i, per (2.21), resulta
que P = O (ePp). Aixo ens podria induir a buscar quina p caldria agafar per tenir
un algorisme quadratic. Pero, quan duguem a terme les fites a la seccié 2.4, veurem
que l'efecte de la reduccié de la banda d’analiticitat a cada iteracié fa que, en realitat,
P = O((pBe)Pu), on B és una constant. D’aquesta manera, el millor valor de p sera
aquell que minimitzi la funcié6 p — (pBe)?, és a dir, p ~ ﬁ . Llavors el terme P sera
exponencialment petit en 1/e, perd no sera O(u?). De tota manera, malgrat que a causa
dels termes P, Rox i {Z,W}_, l'algorisme no sigui exactament quadratic, la influencia

d’aquests termes podra ésser superada suposant € prou petita i K prou gran.

Malgrat que l'algorisme lineal té una estructura forca més senzilla que el quadratic,
no hem de menystenir aquest darrer ja que, convenientment adaptat, pot ésser tutil en
problemes on la convergencia del procés sigui crucial, sobre tot prop de ressonancies. N’és
un exemple la localitzacié de tors invariants de dimensié inferior prop de ressonancies
(vegeu capitol 5). Aix0 potser seria més facil si puguéssim resoldre exactament ’equacié
funcional (2.10) fent servir el metode de les caracteristiques. De fet, una situacié afi fou

tractada per S. M. Graff [Gr, apendix 2] usant aquest metode.

Donat un hamiltonia concret, és factible obtenir una millora important de les fites
teoriques que donarem a les seccions segiients. Aixo requereix el calcul explicit de la
forma normal, per a la qual cosa és necessari construir un manipulador algebric per tal de
dur a terme els calculs necessaris amb I’ajut de 'ordinador. En treballs de C. Simé (vegeu,
per exemple, [Sil]) és pales que, si hom calcula de manera explicita la forma normal fins

a ordre elevat, les fites milloren de manera considerable.

Els algorismes que hem descrit en aquesta seccié son constructius i poden ésser imple-
mentats sense problemes. Ara bé, les operacions que defineixen els algorismes treballen
amb funcions que poden tenir un desenvolupament de Fourier infinit o de grau molt alt,

que haurem de truncar a un ordre fixat K. A més, el calcul de la nova resta R comporta
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sumar una serie de Lie infinita, la qual també hem de truncar a cert ordre M, de manera
que la part que menyspreem sigui O (5M “). Aquests talls de séries fan que hom hagi de
portar un control analitic de la part menyspreada, per assegurar que els resultats finals

son fiables.

Veurem a continuacid, sense gaire rigor, que l’algorisme quadratic sembla computa-
cionalment més rapid que 'algorisme lineal. Suposem que amb tots dos algorismes pre-
tenem que la resta sigui, per exemple, O (5M +1>. Fixem-nos que les iniques operacions
que cal fer sén parentesis de Poisson, apart de la resolucié d’equacions funcionals lineals
igualant-ne coeficients (que comporta relativament poques operacions). Farem una esti-

macié de quants parentesis de Poisson hem de fer per a cada algorisme.

Pel que respecta a ’algorisme lineal, haurem de fer M passos. En el pas ¢, partirem de
R@™D ~ 9 tindrem també W@ ~ g9 i arribarem a R@ ~ €91, D’acord amb (2.7),
haurem de calcular M/q paréntesis de Poisson (aproximadament) per a tenir R@ llevat
de termes O (5M +1). Aixi, el nombre total de parentesis requerits en 1’algorisme lineal

sera

M

M
Z—NMIDM.
q=1 q

Considerem ara l’algorisme quadratic. Es natural pensar (i de fet ho justificarem al final
de la seccié 2.5) que el nombre d’iteracions que farem per a resoldre aproximadament
Pequacié funcional lineal al pas ¢ serd p, ~ 29. En el pas ¢, passarem de R4™D ~ 2
a R@ ~ 2’ Per tant, haurem de fer en total N ~ log, M passos. Al pas ¢, hem de
comengcar resolent aproximadament ’equaci6 lineal, per a la qual cosa hem de fer els p,
paréntesis requerits a (2.16) i (2.21). A més, haurem de calcular M /297! paréntesis més
per obtenir R@ aplicant (2.20). Per tant, obtenim els parentesis que farem en total a

I’algorisme quadratic:
N

Z(pq+M)~2N+M~M,

q—1
q=1 2

nombre clarament inferior al que hem obtingut per a 'algorisme lineal.

2.2 Una norma per a camps vectorials hamiltonians

Per tal d’obtenir fites rigoroses de les successives restes, hem de definir normes per a les

funcions que prenen part als algorismes introduits a la seccié 2.1.

Una observacié important és que a les equacions hamiltonianes no hi intervé de manera
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directa la funcié hamiltoniana H sind més aviat la seva derivada
DH = (‘9H 3H> _ <3H Lo o aH)
oo = Ol 0¢y’ " O¢,  OI © oI,
Llavors, per a obtenir les fites d’estabilitat que ens permetin provar els teoremes de
Nekhoroshev i KAM, no ens caldra obtenir fites per a les successives restes donades

per (2.7) o (2.20), siné que fites per a les derivades d’aquestes restes seran suficients.

Mirant atentament, per exemple, les equacions (2.6-2.7) corresponents a ’algorisme
lineal, hom s’adona que és factible de fitar les derivades DZ i DR a partir de DZ i DR, ja
que les restes de Lie ry, ro han estat definides a (2.2) en termes de parentesis de Poisson.
Aixi, féra bo de treballar amb una norma per a camps vectorials i fitar directament les
derivades, amb la qual cosa evitariem usar innecessariament les desigualtats de Cauchy
per tal de fitar aquestes derivades. Aquesta idea ens fou suggerida per A. I. Neishtadt, si
bé havia estat ja utilitzada per F. Fasso [Fa], qui desenvolupa de manera completa les fites

per al metode de les series de Lie per a camps vectorials, no necessariament hamiltonians.

Tot i aix0, no podem evitar del tot 1'is de les desigualtats de Cauchy, ja que cal derivar
les restes 71, 5 de (2.7) per tal de fitar DR. Per aquesta rad, treballarem amb funcions
analitiques sobre entorns complexos del domini T” x G. Donat p = (p1,p2) > 0 (és a dir

p; >0, j=1,2), comencem introduint els conjunts:

Wy, (T") :={¢ : Re¢ € T", [Im¢|,, < p1},
Vo (G):={Ie€C" : |[I-TI|<pyambI € G},

on || 1| = ||, denoten, respectivament, la norma del maxim i la norma euclidiana per

a vectors. Llavors definim:

Dy(G) := W), (T") x Vo (G).

Al llarg d’aquesta memoria anirem usant diversos tipus de normes. Primer, considerem
funcions de les n variables d’accié. Donada una funcié f(I) (real o complexa), definida
sobre un entorn complex V,(G), n > 0, introduim la norma del suprem:

[flay = sup [f(DI,  [fle=Iflgo -
I1evy(G)
Notem que suprimim el subindex 7 de la notacié quan n = 0. Aquesta remarca ['aplicarem

al llarg de tota aquesta seccio.

De manera analoga, considerem la norma del suprem per a funcions amb valors vec-

torials, és a dir, camps vectorials. Per a F': V,(G) — C", i donat 1 < p < oo, definim

F = sup |F(I)|, , F = |F .
| |G,77,p IGVW(G)‘ ()|p ’ |G,77 | |G,17,2
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En aquesta definicié, ||, denota la p-norma per a vectors de C", és a dir, [v[, =

p . . - ,
(Z;g ]vj\p> sil<p<oo, i, =maxi<j<,|vj]. Notem que suprimim el subindex

p per a significar la norma euclidiana (p = 2).

També definim, analogament, la norma del suprem per a funcions matricials o fins i tot
funcions tensorials (per exemple, les successives derivades totals d'una funcié); simplement
considerem per a matrius i tensors la norma induida per la norma euclidiana per a vectors

(només considerem el cas p = 2).

A continuacié considerem funcions de les variables accié—angle. Donada una funcio
complexa f(¢,I) (2m-periddica en ¢) definida sobre 'entorn D,(G), p = (p1,p2) > 0,

podem considerar la norma del suprem:

fle, = sup [f(¢,])]. (2.22)
(6.1)€D,(G)
Pero si f és analitica sobre (un entorn de) D,(G), podem definir una norma en termes de
la serie de Fourier de f prenent pesos exponencials. Escrivint f(¢, I) Z fe(D)etke
keZn
introduim
1Flla, = 22 fela, - €. (2.23)
keZn

Aquesta norma amb pesos exponencials, analoga a la que és usada a [Pos2], és més
profitosa que la norma del suprem a I'’hora d’obtenir fites en les quals intervinguin petits
divisors. Aixi, ens permetra dur a terme facilment un control per separat dels harmonics
en fitar la solucié de I'equacié funcional lineal (2.4), sense haver de reduir el domini (vegeu
la pagina 25). A més, quan les freqiiéncies satisfan una condicié diofantica, obtindrem les
mateixes fites que amb la norma del suprem pero de manera molt més simple, sense un

estudi acurat dels petits divisors (pagina 41).

La relacié entre les normes (2.22-2.23) ve donada per les desigualtats segiients:

Flow < 1lan - Iflaon s < (cotgh" ) Tl (2.24)

essent 0 < d; < py. La primera desigualtat és obvia, i la segona es dedueix facilment del fet
que |fk\Gﬁp2 < e IFi(pr=31) |f|G,(p1_517p2) per atot k,idelasuma Y czn e Fli% = cotgh™ %1
(vegeu [Pos2]).

Exactament de la mateixa manera que abans, podem estendre les definicions de les
normes (2.22-2. 23) al cas de funcions vectorials. Per a F': D,(G) — C" i1 <p < oo, i

escrivint F(¢, 1) = Y F(I)e'*?, essent Iy : V,,(G) — C", definim
kezn
HFHG7p7p = Z |Fk’G7p27p ' e‘k‘lln? ”FHG7p = HFHG,p,Q

keZn
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Recordem les desigualtats de Cauchy per a les ¢-derivades i les I-derivades (vegeu
també [Pos2]). Donada f analitica sobre D,(G), pera 0 < d < p (ésa dir 0 < J; < pj,
j=1,2) tenim

1
< lflew |5 < Sl

i

G,(p1—01,p2),1 G,(p1,p2—02),00

Per tal de disposar d’una notacié més compacta i evitar de dur a terme de manera

separada les fites per a les ¢-derivades i les I-derivades durant el procés iteratiu, definim

H ) (2.25)
G,p,1 G,p,00

on ¢ > 0 és un parametre que fixarem més endavant en aquest capitol. Observem que, si

per al camp vectorial Df = (g—f; , %) la norma

0
||Df||G,p,c = max (Haf

' > ¢, llavors
c/
||Df||G,p,c S ||Df||G7p,c’ S E ||Df||G,p7c : (226)

Hem introduit el parametre ¢ (el qual té la dimensi6 fisica de les variables d’acci6) amb la
intencié de compensar la diferencia entre les desigualtats de Cauchy per a les ¢-derivades

1 les I-derivades.

Lema 1 Siguin f, g funcions analitiques sobre D,(G). Donats 0 < 6 = (61,02) < p ¢

¢ > 0, denotem

~

de := min(cdq, da).

Aleshores,

a) [1Dfllgp-sc ||f||op-

0'»‘ a

) ||{f g}”Gp— HDfHGpc H‘DgHGpC

C) HD (f>K)“G,(p1761,p2),c < 6_K61 ’ ”DfHG,p,c :

La prova de les propietats contingudes en aquest lema és forca simple. Més endavant,
veurem que una tria apropiada per al parametre ¢ fa possible I'obtencio de fites millors,

fins i tot si d1, 2 sén molt diferents.

Ens cal introduir més notacié. A cada pas del procés iteratiu descrit a la secci6 2.1, la
transformacié canonica ® que porta el nostre hamiltonia a forma normal és construida com
a flux associat a un hamiltonia generador W. Per saber com és de propera a I’aplicacid

identitat aquesta transformacié canonica, hem de definir una norma per a aplicacions
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com ®—id. Aquesta aplicacié és definida a D,(G), i podem considerar que pren valors a
C?". Primerament, prenem el parametre ¢ > 0 de la definici6 (2.25) i, donat un 2n-vector

x = (¢, 1), definim la seva “c-norma” segons

|z|, = max (c|o| , |])-
Aleshores, donada una aplicacié T : D,(G) — C**, definim les normes:

Tlgpe= sup [T(z)].,  [DY|g,.:= sup |[DT(z)],
€D, (G) z€D,(G)

on, per a la segona definicid, la c-norma matricial és la norma induida per la c-norma
vectorial. Amb aquestes notacions, és facil de provar la propietat segiient: si T és analitica
sobre D,(G), llavors

T
|DT’G,p—6,c S ||SGW : (227)

Al lema segtient, fitem ’efecte del flux associat a un hamiltonia generador en termes
de les normes definides en aquesta secci6. A més, trobem una fita per a la resta d’una

serie de Lie.

Lema 2 Sigui W una funcic analitica dobre D,(G), p > 0, i ®; el seu flur hamiltonia
a temps t, essent t > 0. Siguin 6 = (01,02) > 0 ¢ ¢ > 0 donats. Suposem que
[1DW g, < d.. Aleshores, ®; envia D,_15(G) dins D,(G) i tenim:

a) ‘q)t - id|G,p—t§,c <t ||DW||G,p,c :
b) @,(Dy(G)) D Dy_15(G) pera p < p—to.

c) Suposant que |[DW{|g . < b./2e, llavors donada qualsevol funcid f, analitica sobre

D,(G), i donat qualsevol enter m > 0, la fita segiient és valida:

© 1 2e||DW ||, . e
||7“m(f, W, t)||G’,p—t(5 < ( (l+m) ) ( e % ||LWf||G7p

dc
N (2 ellDWllg,p,c
= Ym

C

) LGl

on, per a 0 < x < 1, definim
= ( l+m
Prova Donat (¢g,lo) € D,—i5(G), escrivim (¢(s), I(s)) = @4 (¢o, lp). En primer lloc,

provem que

(2.28)

o l(s) - I gtHaW

006) ~ nl < 0|57

G,p,00 G,p,1
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per a 0 < s < t. Sigui sg el suprem dels s > 0 que satisfan les dues desigualtats
de (2.28). Clarament sy > 0, i una d’aquestes desigualtats és una igualtat quan s = s.
D’altra banda, tenim (¢(s),I(s)) € D,(G) per a 0 < s < s59. Pel teorema del valor

mitja,

ow ow
|P(s0) — ¢oly, < s0- S\ or (¢(S),I(S))|OO < 0|57 . (2.29)
oW ow ow
I — Iy < s - - I < - < — .(2.30
| (So) 0| = So 023530 96 (925(3)7 (3)) = So By, . S So By, - ( )

Aixi, sy >t 1 per tant tenim (2.28). Aix0 implica que ®; és definida a D,_;5(G) i que
la fita (a) és valida. Podem deduir la inclusié (b) del fet que ®_; és el flux hamiltonia a
temps t de —W.

Per veure (c), notem que f o ®; és definida a D,_45(G). Com que W és analitica,
fo®, éstambé analitica respecte t, i aixi podem considerar el desenvolupament en serie de
Lie (2.2) per a r,,(f, W,t). Donat > m+1,sigui n=0/(l—m). Pera j=m+1,...,1,

tenim

. 2 o
6y g < NPy 1P
2 i
S o A P L P
Aixi,
l—m l—m
(1A (W) NG Fllg, < (1=m)! (WZHG) N3 flley

on hem usat que k* < e¥.k! per a tot kK > 1. D’aquesta manera, la fita que obtenim
per a [[ru(f, W, )|l o5 €8

oo l — (l—m)' 26||DW||G, ,C o m gy
z;ﬁ 1219 P (l;n i ( 5 0 A" L £l

i és clar que aquesta serie convergeix quan |[[DW| . < d./2e. O

Nota Les fites (2.29-2.30) es basen en I'estructura especial de les equacions hamiltonianes.
La nostra tria de la co-norma per a les variables angulars ha estat motivada per (2.29).
Pel que respecta a les variables d’acci6, la millor tria seria, d’acord amb (2.30), la 1-norma,
pero I'is que farem de la geometria euclidiana a les parts geometriques dels teoremes de

Nekhoroshev i KAM ens ha mogut a escollir la 2-norma.
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2.3 Fites per a un pas de I’algorisme lineal

Obtenim en aquesta seccio fites per a un pas concret de ’algorisme lineal descrit a la
seccié 2.1, amb l'ajut de la norma introduida a la seccié 2.2. Considerem el hamil-
tonia (2.1), real analitic sobre D,(G), amb Z € R(M, K), i el restringim a un subconjunt
G C G tal que w(G) és no ressonant modul M fins ordre K (vegeu aquesta noci6 a la

pagina 6).

En primer lloc introduim, seguint [Pos2], una versié quantitativa d’aquesta condicid
de no ressonancia. Donats un modul M, un enter K i @ > 0, direm que un subconjunt

F' de l'espai de freqiiencies n-dimensional és «, K-no ressonant modul M si
kv >« VkeZ"\ M, |k|, <K, VYveF. (2.31)

Comencem veient que aquesta condicié de no ressonancia sobre el conjunt w(G) es pot

estendre a un entorn complex de radi p, prou petit.

Lema 3 Sigui h(I) una funcid real analitica sobre V,,(G), escrivim w = grad h, i suposem

que w(G) és a, K-no ressonant modul M. Suposem que % . <M. Si

G,p

«
QMK '’

o < (2.32)

llavors w (V,,(G)) és &, K-no ressonant modul M.

N[R

La prova és una aplicacié senzilla del teorema del valor mitja. Cal remarcar que,
com veurem als capitols segiients, la condici6 (2.32) sobre py és una restriccié important.
En general, no sera el domini d’analiticitat allo que determini l’eleccié de po, sind la
condicié (2.32). Constitueix una excepcié el cas molt particular d'un sistema d’oscilladors

harmonics, en que M = 0 (vegeu secci6 3.1).

El resultat segiient déna fites per a les funcions AZ i W, que constitueixen la solucié

de I'equacié funcional (2.4), corresponent a 1’algorisme lineal.

Proposicié 4 Siguin h(I), Z(¢,1), R(¢,I) funcions reals analitiques sobre D,(G), es-
crivim w = grad h, i suposem que w(G) és a, K-no ressonant modul M, i que Z €
R(M, K). Suposem que Oh < M. Sigui c > 0 donat, i definim:

2

912
oI G.p

2Mec
o

A=1+

(2.33)
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Suposem també que py < %. Aleshores les funcions AZ i W definides per (2.5) son

reals analitiques sobre D,(G) 1 satisfan les fites segiients:

HD(AZ)IIGPC = ID(R = AZ)gpe < IRl

G.pc?

IDW]|g e < ||DR||Gp, :

Prova Obtenim les fites a partir de la soluci6 explicita donada a (2.5) en termes dels
coeficients de Fourier. Les dues primeres fites sén clares, ja que AZ i R — AZ s’obtenen

de R simplement suprimint els harmonics de Fourier adequats. Per obtenir la fita de DWW,

fitem 2 a 3 a[ Usant el lema 3, és facil de veure que
H OR
0¢ G,p,1 6¢ G,p,1
Pera ke Z"\ M, |k|; < K, escrivim
. OR Jw
oWy _ e R(DHGk-wn) e 5],
oI ik -w(l) (ik-w(l))? ik-w(l)  (k-w(l))?’
on hem usat que [g—ﬂk = i Ri(I)k (derivant el desenvolupament de Fourier de R). A
partir del lema 3, obtenim
) 2l o]
oI G,p2,00 aI G,p2,00 9¢ klG,pa
Aixi
E1CH (W
Gopioo oI Gpioo 99 la.,
i finalment 5 aM 5 A
c
IDW gy < (5 + ) IDRllg e =~ IDRl g
O
Notes

1. Aquestes fites no requereixen una reduccié del domini D,(G). Aixo esdevindria
més dificil si féssim servir una norma que no tingués en compte explicitament el
desenvolupament en seérie de Fourier (per exemple, la norma de suprem). Constitueix
pero una excepcio el cas dimM =n — 1, és a dir, prop d’orbites periodiques. En
efecte, en aquest cas hom disposa del metode de les mitjanes, que déna expressions
integrals per a la solucié de l'equacié (2.4), i no és necessari truncar les series de
Fourier (vegeu [Lol, lema 2| i també [LW]).
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2. El valor de A podria ésser gran (de l'ordre de 1/a). Per tant, seria un obstacle a
I’'obtencié de 'exponent optim del teorema de Nekhoroshev, llevat que escollim ¢
petit. Veurem pero als capitols segiients que la nostra tria de ¢ ens permetra de

trobar una fita de A que no dependra de a.

Proposicié 5 (Lema Iteratiu, versié lineal) Sigui H(¢,1) = h(I)+Z(¢p,I)+R(¢, 1)
real analitic sobre D,(G), escrivim w = grad h, i suposem que w(G) és a, K-no ressonant
modul M, i que Z € R(M,K). Suposem que % o < M. Siguind <pic>0
donats, i definim A com a (2.33). Suposem:

P

« 0580
2MK ’ T4A
Aleshores, existeir una transformacio canonica real analitica @ : Dp_g(G) — D,(G) tal
que Ho®=h+Z+ R, amb Z € R(M,K), i tenim:

P2 S ||DR||G7p,C S (234)

% [PZ],,, < 1PZlg . +IDRIG,, -

b) |DE| < e K DR, + 144 (

ose S IDZllg + IDRlg,.) - IDRlg,. -

. 24
C) ‘(I) — 1d|G,p—%,C S ; HDRHG,p,c :

d) ®(Dy(G)) D D,_5(G) si pff<p—3.

Prova Prenem AZ, W i ® com els hem construits en parlar de I'algorisme lineal a la
seccié 2.1. Llavors tenim les fites de la proposicié 4 per a D(AZ), D(R—AZ)i DW. En

particular,

~ ~

5 _4
37 4e’
i per tant podem aplicar el lema 2, amb t = 1 i amb §/2 en lloc de §. Obtenim & :

2A
||DW||G,p,c < Z ||DR||G,p,c <

D, s (G) — D,(G). Les expressions (2.6-2.7) sén valides per al hamiltonia transformat.

A partir de (2.6) i de la proposici6 4, facilment obtenim 'apartat (a). D’altra banda,
usant (2.7) i els apartats (a) i (c) del lema 1,

~ 3 2c
|DR],,, . <" DRI+ 5 (Ira(h WD)l g + I1(Z + BW g, )

Cc

Usant I'apartat (c) del lema 2,

de || DW
”5”0) R W,

de ||DW||G,p,c
de

I Wi Dl < 2

2+ R ), < )1z + R,
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Fitem els parentesis de Poisson fent s de 'apartat (b) del lema 1:

2
{Z+ R W ig, < - (IDZlge + DRl G) - [1DW g,

2
I{r W Whie,, = HAZ = Rk, Whg,, < ~ IDRllg e - IDW g

»P5C »P5C

on, a la segona fita, hem usat la proposicié 4 que ens assegura que
ID(AZ — R<k)ll e S IID(AZ = R)llg . < IDRlg,.. -

Si0<x<1, hom té

%@):_ln(l—x) ’ 72(361):x%—(l—x)lm(l—ac) '

x 22

27

Fent servir que aquestes funcions sén creixents i avaluant-les per a = 4e/37, obtenim

lr2(h, W, Dllg -z + Im(Z + B, W, Dlg, s
2 4e 4e
< E (72 (37> T <37)> ’ (”DZHG,p,C + HDRHG,,O,C) ’ HDWHG,p,c

TA
< — (IPZllg,. + IDRlg,.) - IR, - (2.35)

Si reunim totes aquestes fites, hem provat 'apartat (b). Finalment, deduim del lema 2

(amb §/2 en lloc de §) els apartats (c) i (d), referits a la distancia de ¢ a la identitat.

Notes

O

1. Aquesta versio del lema iteratiu dona fites per a un pas de la transformacio a forma

normal construida a la seccié 2.1 mitjancant I'algorisme lineal. La millora del lema
iteratiu respecte la versié donada a d’altres treballs relacionats (per exemple, [Pos2)),
és la principal contribucié de la norma per a camps hamiltonians (2.25). Aquesta
norma ens estalvia d’aplicar les desigualtats de Cauchy més cops que els estrictament

necessaris, amb la qual cosa evitem una altra 5. al denominador a lapartat (b).

. A Penunciat del lema iteratiu, el valor del parametre ¢ encara és lliure. A partir de

la secci6 2.5, prendrem
02

=3

i aix{ . = . Aquesta tria de ¢ sembla la millor perque dona lloc al valor més

c

petit possible per al quocient

I1DR|¢ e
Oc

que apareix implicitament a la condicié (2.34) i a la fita (b).

?
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2.4 Fites per a un pas de ’algorisme quadratic

Presentem a continuacié dos resultats parallels a les proposicions 4 i 5 de la seccio6 2.3, pero
ara dins el context de ’algorisme quadratic descrit a la seccié 2.1. En primer lloc, obtenim
fites per a les funcions AZ i W que constitueixen la solucié aproximada de I'equacié (2.10),
i també per a la funcié P definida per (2.18). A linrevés que a la proposicié 4, ara si
que hem de reduir el domini d’analiticitat per tal de fitar les derivades dels parentesis de
Poisson necessaris per a obtenir W i P. El segon resultat que provem en aquesta seccid

és la versié quadratica del lema iteratiu.

Proposicié 6 Siguin h(I), Z(¢,1), R(¢p,I) funcions reals analitiques sobre D,(G), es-
crivim w = grad h, i suposem que w(G) és a, K-no ressonant modul M, i que Z €

R(M,K). Suposem que gj’; G < M. Siguip > 1 enter fizat. Siguin 6 < p ic >0
donats, i definim A com a (2.33). Suposem:

a5

DZ 2.36
—2MK ” HGp,c—SA ( )

p2 <

Aleshores les funcions AZ, W i P definides per (2.11), (2.13-2.17) i (2.18), respectiva-

ment, son reals analitiques sobre D,_5(G) @ satisfan les fites segiients:

IDAZ) g pe < IDRlG e s DR =AZ)]g,. < IDR]q
4A <4pA

7p?c ?

P
IDWlg e, < 2 1DRYG,, . 1DP], 5, < anmp)-anmﬁv

Q0

Prova Les fites sobre D(AZ) 1 D(R — AZ) s6n, com a la proposici6 4, evidents. Com
que per a obtenir W hem de resoldre les equacions (2.13), (2.15), (2.16), que sén totes del
tipus (2.4), aplicarem diversos cops la proposicié 4 per tal de fitar DW. En primer lloc,

considerant (2.13) i fitant-ne la solucid, obtenim

|owe|,, < 22 DR,

G,p,c

Anomenem 7 = §/p; comprovarem que, per a m > 2,

m—1
DYl e = (e 1DZ)[PWo0l,,, - 30

Tenint en compte la condicié (2.36), aquestes fites decreixen linealment amb raé 1/2 i
hom dedueix de la igualtat W = W) + >0 _ ) la fita de DW:

||DW||G,/J (p=1)m,e = <2 HDW HG,p,c = 4024 ||DR||G7P7C '
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Per tal de provar (2.37) procedim per induccié. Per a m = 2, fitem la solucié de (2.15) i

apliquem els apartats (a) i (b) del lema 1:

24 24
Iovel,,.,. < Tlpiwe. 2, < o l{e.2},

o [oWo

<

Gpc

A partir de (2.16) i aplicant novament el lema 1, per a m > 3 obtenim:

2A
HDY(m)HG,p—(m—l)n,c = ?HD{Kmfl)’Z}HG,p—(m—lw
2A
S Oéf]cc H{Y(m—l Z}HG,pf(m*Q)fi:C
4A
< = : 'HDnm*)HG,pf(mfz)n,c’

i aplicant induccié deduim (2.37). Finalment, apliquem (2.21) i altre cop el lema 1 per
fitar DP:

1Ployse < 2 [ 2o, o S 1221
p—1
<24 |DZ||Gp,) w121,
< (221020,.) - IDRIG,.

Nota En comptes de n = ¢/p, altres subdivisions § = 1) + -+ + 1) son factibles
per tal d’obtenir fites. Pero la subdivisié que hem considerat és la més adient (déna una
fita millor sobre DP) si tenim en compte que el maxim d'un producte de p nombres amb

suma fixada s’assoleix quan els p nombres son iguals.

Podem deduir facilment quin és el valor que més ens convé prendre per a ’enter p.

Només cal trobar la p que minimitzi la funcié
<4pA A )p
pr ;
adc G sP5C

ad,
46"4 HDZHG,p,c '

Essencialment sera aquest el valor de p que prendrem a la proposicié segiient. Notem que

és a dir,

(2.38)

p:

amb aquesta p la condicié (2.36) sobre |[DZ||; . s’acompleix automaticament.
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Proposicié 7 (Lema Iteratiu, versié quadratica) Sigui H(¢,1) = h(I)+ Z(¢p,I) +
R(¢,1I) real analitic sobre D,(G), escrivim w = gradh, i suposem que w(G) és o, K-
th . .
Suposem que |35z Gopa < M. Siguin
e
(2.39)

no ressonant modul M, i que Z € R(M,K).
d < pic>0 donats, i definim A com a (2.33). Suposem:
0

D < i
H R”G,p,c — 176A
(G)

(6% QO0¢
K(51247 p2§2MK7 HDZHG’/”CSZLZLA’
Aleshores, existeix una transformacio canonica real analitica P : Dp_@(G) — Dp_g
2

tal que Ho® =h+Z + R, amb Z € R(M,K), i tenim:

a) HDZHGM < |DZ|g,. + DR,
od, K6,

2expd ——2L V) DR
87A||DZ||G,P7C}+ eXp{ }> Bl

o |l < (ewf-
+ 22 DRIz,

Cc

1 ¢

, 1A
¢) [®—id|g, s < o DR ¢ .
(G) si pf<p—2.

d) ®(Dy(G)) D Dp/,g
Prenem AZ, W, P i ® segons l'algorisme quadratic descrit a la seccié 2.1.
(2.40)

Prova
Apliquem la proposicié 6 amb §/4 en lloc de §, i amb
ad,
p= >1,
16eA[|DZ| s,

on [-] denota la part entera. Obtenim les fites per a D(AZ), D(R — AZ), DW i DP.

0 (2.41)

5. b
8e ’

Concretament,

4A
IDWllg,, e, < == DRl < 45

16pA P _
0PIyt < (" 1020, ) - 1DRlg,, < DRI,
< ade IDR|| (2.42)

ex — . .

=P T sTAlD ), Gupse

on hem usat que
[x] > z six > 1.
2
La fita sobre DW ens permet d’aplicar el lema 2, amb §/4 en lloc de J, i obtenim &
D, s (G) — D,_s(G). Per al hamiltonia transformat, tenim les expressions (2.19-2.20)
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De la mateixa manera que a la proposicié 5, obtenim 'apartat (a). Per a (b), notem

que, tenint en compte (2.20) i els apartats (a) i (c) del lema 1,
- _3Ks
|PR|, .. < IDPlgysete = - (IDRlg e+ IDHZWDllg,s.)

4c
= (lIrae o+ 2, W, Dl + I (R WDl )

C

Tenim, pels apartats (a) i (b) del lema 1,

4dpc 8p
IDUZ WDyt € T IHEWHg,o s < 2 1DZl 0 1DW g, e,

< |[DRl¢,. (2.43)

on hem usat (2.41) i hem fitat superiorment el valor de p triat a (2.40). D’altra banda,
aplicant 'apartat (c) del lema 2,

8e ||DWHG,,J—g,c
o

8e | DWlg s,

o

\lre(h + Z, W, 1)||G,p—375 <7 ( ) J{{h+ Z, W}, W}HG’p_g ;

s (R W 1) < ( ) IR Wl

Observem que, per (2.18),
{h+Z W} =AZ —Rex + P+{Z,W}_, .
Com a la proposicié 5, fitem els parentesis de Poisson aplicant I'apartat (b) del lema 1:

2
R W Hlg, s < = IDRlg e IDW g, 5.

I{{h+ 2, W}, W, s

<2|p (87 - Rex + P17, Wi lgyse 1PWlap s

2 ad, Ko,
<Z(1 — —— |- ||DR - || DW
S R e v R e M O

4
< g ||DR||G,,0,C ’ ||DW”G,’0—%7C )

on hem fitat DP usant (2.42) i, a més, hem fitat D ({Z, W}>K) aplicant 'apartat (c) del
lema 1 juntament amb (2.43). Procedint manera semblant a la proposicié 5, avaluem les

funcions 7; i 7, per a = 8¢/44 i, usant també (2.41), obtenim:

214 )
lr2(h+ 2, W, Dllg 55 + Ir1 (B, W, DG, a0 < —— I DRllgpc -

Reunint totes aquestes fites, hem provat l'apartat (b). Els apartats (c¢) i (d) provenen del
lema 2. O
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2.5 Fites exponencials per a la forma normal

En aquesta seccié partim d’un hamiltonia H(¢,I) = h(I) + Z(¢,I) + R(¢,I) sobre
D,(G), amb G no ressonant modul M fins ordre K. Aplicant un nombre @) de vegades
el lema iteratiu, obtenim un hamiltonia transformat i una fita per a la resta. Tant si fem
servir la versi6 lineal del lema iteratiu com la versié quadratica, podem arribar a una fita

exponencialment petita si escollim @ = Q(K) de manera adequada.

Provarem quantitativament aquest resultat fent s del lema iteratiu lineal, i després
mostrarem que també és factible fer-ho a partir del lema quadratic. D’aquesta manera,
ambdds punts de vista sén valids per a provar el teorema de Nekhoroshev amb I’exponent

optim.

Teorema 8 (Teorema de la Forma Normal) Sigui H = h(1)+Z(¢,1)+R(¢,I) real
analitic sobre D,(G), escrivim w = grad h, i suposem que w(G) és «, K-no ressonant
modul M, i que Z € R(M,K). Suposem que % G < M. Sigui § < p donat,
escrivim ¢ = dy/61, i sigui A la constant definida a (2.33). Suposem:

CK52

GLAKS, (2.44)

Pz S ||DZ||G’,p,c+ ||DR||G,p,c S

«
QMK '’
Aleshores, existeiz una transformacio canonica real analitica WV : D,_5(G) — D,(G) tal

que HoW =h+Z*+ R*, amb Z* € R(M, K), i tenim:

a) ||DZ*||G,p—6,c + HDR*HG,p—(S,c < HDZHG,p,c +2 ”DR”G,p,C :
) K&
b) ”DR ”G,pf&c < 3e 2 - ”DRHG,p,c :

, 4A
C) |\Ij - 1d|G,p—5,c < E ||DR||G,p,c :

d) ¥(Dy(G)) DD, s(G) pera p'<p—9.

_s
2
Prova Sigui ) > 1 enter que escollirem més avall, i introduim la successio
qo
p(q)zp—a, 0<¢<Q.

Prenem 6@ = §/Q pera 1< ¢ < Q. Construirem una successi6 finita de transforma-
cions canoniques real analitiques ®@ : D, (G) — Dy (G), 1 < g < Q. Denotant
U@ = oW o ... 0P eseriurem els successius hamiltonians transformats en la forma
HY=HoV@ =h+ 7@ + RD amb Z@ c R(M,K). A més, mostrarem que, si

Ko, > 2Q, (2.45)

llavors els enunciats segiients sén certs per a 0 < ¢ < @:
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—1
HDZ(q)HG,pm,C < |DZllg,. + qz% HDR(s)

N ORI

IDRO, 0, < 25 IRl

p(‘Z) c
Procedim per mducmo. Els dos enunciats son obviament certs si ¢ = 0. Per a 1 <
¢ < @, notem que, per (2,_1) i la condicié (2.44),
5 a52
e = 61AK51 — 122AQ

i aixi podem aplicar la versié lineal del lema iteratiu (proposicié 5) amb ¢/Q) en comptes

DRl

|pR)]

G’p(qfl) c eq 1

de 4, i tenim la transformacié canonica ®@. De manera immediata, obtenim (1,). La

fita (2,) prové de la fita segiient:

|pR], .
G,pP,c
K(51 o—1)
<e @ DRV
14A _ _ _
+ O@Q (HDZ(q 1)HG,p<q—1>,C + HDR(q DH(;,p(q—l),c) . HDR(q 1)HG’p(q_1),C
— <€12 + 2i‘462 (HDZ”Gpc + HDRHGpc>> ' HIDR(q_l)HG’p(q_l)7c
1 28 B B
< ( +122> |pRe, L, < EHDR(Q oo

Ara, suposem que Ko7 > 2 (si Kd; < 2, tots els apartats sén obvis si prenem com a W
I'aplicacié identitat). Podem escollir @ = Q(K) com el maxim enter que satisfaci (2.45),

és a dir, ) = [%51} Denotant ¥ = U@ 7% = 7@ R* = R@Q) tenim Ho ¥ =

h+ Z* 4+ R*. Llavors, l'apartat (a) prové de (1g). Per a l'apartat (b), usem (2¢):

] 1 _K8
||DR ||G7p—6,c < eiQ ||DR||G,p7c ||DR||Gpc <3e 2 - ||DR||G,p,c :

K51
e -1

La prova de (c) és ben simple a partir de la fita analoga del lema iteratiu lineal i de les
desigualtats (2,):

Q 24

Q
‘\IJ(Q) —id = Z:: ‘ - ’G,p(q),c = 112::1 o HDR(Q_l)HG,p(q—I),c - 4(;44 HDR' ¢

7p7c :

(2.46)

G,p—d,c

Finalment, per a obtenir (d) és suficient provar que, per a 0 < ¢ < @,

v (Dpy(G)) DD, 4 (G) si pf<p— %5-
P2q

En efecte, aquesta inclusio és obvia si ¢ = 0. Per induccid, suposem-la certa per a ¢ — 1:

VO (Dy(G) DD, 1s(G)  si pf <p— 1l
Gz
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Llavors, prenent p” = p' — % en aquesta inclusié i aplicant 'apartat (d) del lema iteratiu,

obtenim:

U@ (D, (G)) = vl ((I)(Q) (Dp/(G))) S pla-1) (D

Nota  Aquest teorema equival essencialment al resultat analeg de J. Pdschel [Pos2,
secci6 2], 1 sembla “Optim” en el sentit que 'exponent de K a la segona condici6 de (2.44)
és 1. Aixo és molt important de cara a obtenir I’exponent optim al teorema de Nekhoro-
shev (capitol 3). La diferencia amb [Pos2] és que la nostra prova és més simple degut al
fet que el lema iteratiu lineal també és optim, mentre que la prova que apareix a [Pos2]

és basada en una tria molt acurada de les 6@ (vegeu també [Nei2]).

No millorarfem pas les fites del teorema 8 escollint les §? d’una altra manera. Per
comprovar-ho, refarem les fites de manera informal (sense tenir en compte les constants),
amb 6@ qualssevol tals que

oM 4 4 0@ =4 (2.47)

Escrivim
P =p,

(2.48)
pl) = pla=h) _ 5@ 1 <¢<Q,

per a les successives bandes d’analiticitat.

Al pas ¢ de l'algorisme, podrem aplicar el lema iteratiu lineal (proposicié 5) si

|pRO| = a(f) . (2.49)
Aplicant 'apartat (b) del lema iteratiu, obtindrem
LS X (250
per a 1 < q < @, si es satisfan desigualtats dels tipus
ast?
K" =1, [|DZlg,. + DR, = = (2.51)

Notem que podem oblidar-nos de la desigualtat (2.49) car és implicada per (2.51). Les
desigualtats (2.51) sén suficients per a obtenir (2.50) si suposem que ¢ i A no varien al
llarg del procés iteratiu. Pero, en principi, aquests parametres depenen de g:

55'1) 2Mc,

“=g@ AT
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amb la qual cosa caldria considerar les desigualtats (2.26) a I’hora de fer les fites, i lla-
vors les desigualtats a satisfer poden ésser més restrictives que les de (2.51). En efecte,
si tenim present (2.26), llavors a (2.50) no hem de comparar HDR(‘]*UHG .1 amb
P 7Cq
HDR(q)H sind amb HDR(‘])H
G7p(‘Z)7Cq G’p(Q>7Cq+1

lema iteratiu amb c,4; en lloc de ¢, (vegeu a la seccié 4.4 una situaci6 similar dins la prova

, per tal que al pas segiient puguem aplicar el

del teorema KAM). Aixi, si ¢;41 > ¢, caldra afegir a les desigualtats (2.51) uns factors
Cq/Cq+1 que les faran més restrictives, i a més A, pot ésser gran. Per contra, en el cas
que cg+1 < ¢4 aquests factors no apareixen. Tanmateix, en ambdds casos ens limitarem
a considerar les desigualtats (2.51), amb les quals ja podem mostrar que no millorem les

fites del teorema 8.

Com que cal acomplir les desigualtats (2.51) per a 1 < ¢ < @, la millor tria de les 6@
sera aquella que faci que les quantitats
min (55‘1), min (5§q)
1<¢<@Q 1<¢<@Q
siguin maximes, és a dir, 0@ =§/Q, ¢=1,...,Q. Es llavors quan les desigualtats (2.51)

esdevenen menys restrictives:

04(52
K(Sl = Qv ||DZ||G,p,c + ”DR”G,p,c = E :

Escollint ) ~ K01, obtenim les fites de ’enunciat.

Mostrem a continuacid, també de manera informal, que podem fer 1s de la versié
quadratica del lema iteratiu (proposici6 7) en comptes de la versié lineal per tal d’obtenir
un enunciat essencialment equivalent per al teorema de la forma normal. Concretament,
veurem que amb la condicié (2.44) obtenim les fites de I'apartat (b) del teorema 8 (amb
unes altres constants). La prova dels altres apartats seria practicament igual. Aixi,
I’algorisme quadratic també permet de provar el teorema de Nekhoroshev amb I’exponent

optim.

Fixant @ enter a escollir, considerem 6@, 1 < ¢ < Q,ip?, 0 < ¢ < Q, com a (2.47)
i(2.48), respectivament. Ara es tracta de construir transformacions canoniques de manera
que, per a 0 < ¢ < @, tinguem (1,) i, en comptes de (2,), una fita del tipus

[DR9| % IDRl,. (2.52)

Procedint per induccio, suposem certa aquesta desigualtat per a ¢—1 i intentem establir-la

per a gq. Les hipotesis (2.39) del lema iteratiu quadratic s’acompliran si

HDR<q—1>HG =< ady’” (2.53)

Koy =1, HDZ(Q_UHG = ! P Ve ™ A

Pl e A7
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Notem que, per a obtenir (2.52), és suficient provar la desigualtat:

1
= 1
va(Q)vc - €2q7

HDR(Q)’

DR(«J*UH

G7p(qfl)7c ’

Per la fita de l'apartat (b) de l'esmentat lema quadratic, caldra que es satisfaci una

desigualtat del tipus

(9)
o @y, A (a-D) 1
exp {—A ”DZ(Q‘”HG,M“),C} +exp { K"} + N0 |DR HGW,D’C = e (254)

(per les raons ja adduides més amunt, ens limitem a considerar que ¢ no depen de q).
Les desigualtats (2.53-2.54) es redueixen, tenint en compte les hipotesis d’induccié sobre
|25 g o 1 |1PR)

a les seglients:

pla=De Gpla=bc’

(9)
ad
+DRlg,. = 5

K5§q) t 2q717 ||DZ| c — m )

(2.55)

G,p,c
que s’han d’acomplir per a 1 < ¢ < Q.

Procedint de manera similar al cas lineal, resulta que la millor tria de les 6@ sera

aquella que faci que les quantitats

5§Q) . 55‘1)

min , min
1<q<Q 2491 1<¢<Q 241
siguin maximes. Podem comprovar facilment que aixo s’assoleix escollint

20-1§
(@ — _
) =501’ g=1,...,Q. (2.56)

Amb aquestes 6@, les desigualtats (2.55) esdevenen

Oé52

K& =29 |DZ|g,.+ DRI, = 100

La primera d’aquestes desigualtats ens indueix a escollir ¢ ~ log,(Kd;). Llavors, la
segona desigualtat esdevé la condicio

&52

IDZ]l g, + IDRllg,. = AKS,

i de (2.52) deduim la fita

1 _
||DR*||G,p—5,c = 627@ “‘DRHG,p,c ~e Ko HDRHG

’p’c ?

amb la qual cosa obtenim un enunciat equivalent al del teorema 8, si bé les constants

involucrades esdevenen quelcom pitjors.
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Una circumstancia potser sorprenent d’aquesta prova basada en I'algorisme quadratic
és el fet que a (2.56) hem hagut d’escollir les 0@ creixents. A primera vista, aixo fa
inviable qualsevol mena de convergencia del procés. Hem de remarcar pero que aquesta
tria ve condicionada en part pel fet que el parametre K (que indica fins a quin ordre han
estat excloses les ressonancies modul M) ve fixat per a tot el procés iteratiu. Si volem
que les 69 formin una serie sumable, és necessari considerar una successié d’ordres K,

creixent, com fem a la prova del teorema KAM (seccié 4.4).

Comentem també que la tria de les 5@ efectuada a (2.56) per a l'algorisme quadratic
comporta que el nombre p, d’iteracions, donat per (2.38), que hem de fer dins de cada
pas per a resoldre aproximadament ’equacié lineal, creix de manera quadratica, és a dir,
pg ~ 29. Hem utilitzat aixo al final de la secci6 2.1 per a comptar els parentesis de Poisson

que s’efectuen en el cas quadratic.



Capitol 3

Teorema de Nekhoroshev 1 resultats

afins

3.1 Fites lluny de ressonancies: aplicacié als oscilla-

dors harmonics

A partir del teorema 8, podem obtenir fites per a la variaciéo de les variables d’accid
sobre el conjunt G on el teorema pot ésser aplicat. Aixo és forga simple en una regié
no ressonant (M = 0), on no caldra imposar cap condicié addicional de tipus geometric

sobre el hamiltonia no pertorbat h.

Lema 9 Sigui H(¢,I)=h(I)+ Z(I)+ R(¢,1) real analitic sobre D,(G), escrivim w =

grad h, i suposem que w(G) és a, K-no ressonant modul 0. Suposem que % G < M.
Sigui ¢ = pa/p1, i Suposem:
(e} QP2
< — DZ DR < ) 3.1
P2 > IMK ) || ||G,p,c+ || ||G’,p,c — 122Kﬂ1 ( )

Aleshores, per a tota trajectoria (¢p(t), I(t)) de H, amb (¢(0),1(0)) € T" x G, tenim

Kp1
6 .

24 .
1(6) = 1O < Z DRI, i < e (32)

SERN

Prova Suposem primer que Kp; > 1. Sigui 6 = p/3. A partir de (2.33), veiem que

M 1
A=14+2.P214 ~ <9

@ P Kp

38
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Llavors, el teorema 8 ens déna una transformacié canonica VU : D2, (G) — D,(G) tal
que HoW=h+Z*+R* amb Z* = Z*(I), i

3

_Kp1
HDR*HG,%”,C < 3e 6 - HDR”G,p,c :
Escrivim )
n= E HDRHG,p,c '

Per I'apartat (c) del teorema 8 i la segona condicié de (3.1),

P2 P2

v — id|(;%’, <n<

c 15Kp, — 15
A més, per l'apartat (d) del teorema 8, tenim ¥ (D%p(G)) D De(G) D T" x G i per
tant podem escriure (¢(0),1(0)) = W (¢§, I§) i, com que ¥ conserva els dominis reals,
(o5, I5) € T™ x V% (G). Sigui (¢*(t), I*(t)) la trajectoria de H o W amb (¢*(0), [*(0)) =
(05, 15). Definim

T=inf{t >0 : |[I"(t) — I"(0)| > n}

(el procediment per a temps negatius seria exactament el mateix). Per a 0 < ¢ <
T, obtenim (¢*(t),I*(t)) € D%(G). Com que V¥ transforma trajectories de H o ¥ en
trajectories de H, obtenim que (¢(t),1(t)) = W (¢*(t),*(t)) també és definida per a
0 <t<T, iobtenim la fita

[1(t) = 1O)] < [1(t) = I* ()] + [I7(t) = I"(0)] + [17(0) = 1(0)] < 3.
A continuacié, obtenim una fita inferior per a T'. Sigui AI* = I*(T') — I*(0). Clara-

ment, |Al*| =n. D’altra banda, usant la forma de les equacions hamiltonianes i el fet

que la forma normal Z* només depen de les variables d’accid, obtenim

OR* K
A <758 T IDR gy < T3¢ 1DRI,
G2
i deduim que
n Kpi 2 Kp
T> —— 6 >=¢e6
3|DRllg,p. a

Per a Kp; < 1, treballem amb les coordenades originals i obtenim

24 ) 24
1) = 10)| < Z DRl st <=,

i és facil de veure que aquest temps d’estabilitat és més gran que el que hem enunciat
a (3.2). O
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Com a aplicacié del lema 9, considerem el cas h(I) = A- 1, és a dir, H és una pertor-
bacié d'un sistema de n oscilladors harmonics. Suposarem que el vector de freqiiencies
A € R" és 1, vy-diofantic (vegeu (1.2)), amb 7 > n — 11+ > 0 donats. Aquest cas no
requereix fer cap discussié geometrica, perque no hi ha zones ressonants que calgui ex-
cloure del domini. Com que la part integrable h és lineal, prenem M = 0 i llavors la
condicié (2.32) no imposa cap restriccié sobre py. Aquest fet, com tot seguit veurem,
déna lloc a l'exponent d’estabilitat a = 1/(7 + 1), diferent del que hom obté a les fites
de Nekhoroshev.

L’obtenci6 de fites d’estabilitat en el cas dels oscilladors harmonics fou inicialment duta
a terme a [GG2, BG] (vegeu també [Gal). Posteriorment, les fites han estat millorades;
I'exponent “optim” 1/(7 + 1) ha estat obtingut a diversos treballs [Fa, Pos2, DG1].

Teorema 10 Sigui H(¢p, 1) =X-1+ f(¢,I) real analitic sobre D,(G), i suposem que el
vector \ és T,~y-diofantic, essent T > n —1 i~y > 0 donats. Suposem:
P2
= < ="
€ ||f||g7p > €o 244
Aleshores, per a tota trajectoria (¢(t),I(t)) de H, amb (4(0),1(0)) € T" x G, tenim

1/(7+1) 2 1/(7+1)
1) - 10)] < 2 (£) si 1< = expd 22 () .
d9p1 \€o ol 24 \ ¢

Prova Sigui ¢ = py/p;. Notem que podem agafar M = 0 al lema 9. Fixat K a escollir,

el vector A és clarament %, K-no ressonant modul 0. Aplicarem el lema 9 amb Z = 0,

R = f,iamb p/2 en lloc de p. Com que

2e
1Dl 0 < >
la segona condicié de (3.1) és satisfeta si
e < _ P2 )
T 244 K71
1/(r+1
Llavors, escollim K = [(?) [+ i obtenim:
UMKT 92 1/(t+1)
1) - 10 < == = < 22 (27
Yo, 9p1 \&o
Pel que respecta al temps d’estabilitat, és facil obtenir-lo a partir del temps donat al
1/(m+1
lema 9 si tenim en compte que K > % (85—0) [t ). O

Nota Si considerem e fixat, llavors les fites sén encara valides si la condicié diofantica (1.2)
, : , /(T+1) IR
és requerida només per a |k|; < (%0) . Aix0 té interes, pensant en exemples con-

crets, si el vector de freqiiencies A només fos conegut amb precisié finita. En aquest cas
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no tindria sentit comprovar la condicié diofantica més enlla d’un cert ordre finit, pero
les fites serien també aplicables. Aixi{ el nostre enfocament, a diferencia del de [Fal, és
forca significatiu des del punt de vista practic. Idees analogues motivaran la nocié de tor

quasi-invariant a la secci6 4.5.

Les nostres fites per a la pertorbacié d'un sistema d’osciladors harmonics sén lleu-
gerament més dolentes que les fites obtingudes per F. Fasso [Fal. En efecte, 'exponent
a =1/(t +1) és el mateix pero, en canvi, nosaltres hem obtingut b = 1/(7 + 1) en
comptes de b= 1. Aquesta diferéncia ve del fet que nosaltres no hem aprofitat del tot la
condicié diofantica satisfeta pel vector A: fixada K, hem pres a = 7%= com a fita inferior

de tots els petits divisors k- A, amb 0 < |k|; < K, quan seria més eficient considerar # .
1

L’equacié funcional (2.4) és resolta a [Fa] sense truncar les séries de Fourier, pero fent
una reduccié de la banda d’analiticitat. Per obtenir fites analogues a les de la nostra
proposicié 4, a [Fa| és usat un resultat de H. Riissmann [Rul]. Aquest resultat, traslladat

al context de la nostra proposicié 4, expressa que
- 1
(Wlepes = 557 1Rlg, (3.3)

on la norma emprada és la del suprem. L’exponent 7 que apareix en aquesta fita és
optim. Aplicant aquest resultat, les fites obtingudes a [Fa] sén millors, perd aquesta
manera d’obtenir les fites només va bé en el cas diofantic. Per contra, si bé el nostre punt
de vista condueix a fites lleugerament pitjors, evita de tractar amb un nombre infinit de

petits divisors ja que les series son truncades a ordre K, i a més permet de tractar el cas
ressonant (M # 0).

Tot i aixo, veurem de manera informal que si variem una mica el nostre procediment
també podem arribar als mateixos exponents de [Fa]. A més, no caldra considerar series

infinites siné que seguirem truncant-les a ordre K.

Habitualment, la fita optima (3.3) és obtinguda emprant la norma del suprem i fent un
estudi acurat dels petits divisors k- A, veient que realment molt pocs sén tan “petits” com
ﬁ (vegeu [Rul, Sa, Si2]). No obstant, amb la norma introduida a la seccié 2.2 a partir
del desenvolupament de Fourier, la fita (3.3) esdevé gairebé immediata. En el cas que ens
ocupa, no ressonant i amb vector de freqiiéncies constant, la solucié de I'equacié (2.4) ve

donada per

Ay

k(1
k-’
Wi(I) =0, en altre cas.

~—

Wi(I) = - si keZn, 0< |k, <K;

~
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Aleshores, donat d; > 0,

k T

p1—01,02) —
kezr
LNy Ly
< 191 ] . < — | —
< gé%zg( ks 1R, < 7<€51> 1R, -

xd1

on hem hagut de trobar el maxim de la funcié z +— z7¢” De manera similar, duent

a terme les fites de les derivades com a la prova de la proposici6 4, tenim:
1
[IDWllg 5. = —7 IDRllg,. - (3.4)
Y01

Notem que, com que M = 0, no s’ha de considerar el parametre definit a (2.33).

Podem deduir de (3.4) un resultat analeg a la versié lineal del lema iteratiu (proposi-
ci6 5); només s’ha de canviar o per ¥d7. Aleshores, escollint 69 =6/Q, ¢=1,...,0Q,
amb @ ~ KJ;, raonaments analegs als del teorema 8 condueixen al resultat segiient:

suposant una condicié del tipus

’}/(517—(52 ’}/52
HDZHG,p,c + HDRHG,p,c = QT+1 ~ K7—+1§1 ) (35)
obtenim les fites

* 1 — 1
IDR g s = g DRl e ~ RUIDR| g, - (3.6)

T KT
¥ —id < —||DR ~—||DR . 3.7
| 1 |G,p—5,c — 7517- || ||G,p,c ~y ” ||G,p,c ( )

Aquest resultat ens mena altre cop als exponents a = b = 1/(7 + 1) ja obtinguts al
teorema 10. Per obtenir b = 1, Fasso [Fa] usa una idea que, traslladada al nostre
context, podem expressar de la manera segiient. En comptes de dur a terme la fita (3.7)
com a (2.46), reduim una mica més el domini i tenim:
: (@)
. QO
W —idlg o5 < qu ‘(D 1d‘g,p<q)_5,c ’

essent pl@ = p — %5 . Denotant W@ el hamiltonia que genera la transformacié canonica

®@ | podem fitar d’aquesta manera:

<o

’(I)((I) — ld’ G,pla=D—§c — ’}/(517—

DR@D H

G7p(‘Z)—6yc G,p(qflhc ’

Sumant per a ¢ = 1,...,Q, obtenim la fita

) 1
|\Il - 1d|G,p—25,c = W HDRHG,/J,C ) (38)
1
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la qual és clarament millor que (3.7). El punt clau ha estat considerar 6 i no §/Q per

tal que l'efecte de la fita (3.4) sigui menys important. Aleshores, a partir de (3.5), (3.6)
1/(m7+1

i (3.8), i escollint K ~ (g) [ ), obtenim per al cas dels osciladors harmonics els

exponents d’estabilitat
1

a= T b=1.

Finim aquesta seccié comentant que un cas molt relacionat amb el dels osciladors
harmonics és el d’un hamiltonia a 'entorn d’un punt fix elliptic (vegeu també la seccié 4.6).
Si el vector de freqiiencies A associat al punt elliptic és 7, y-diofantic, ha estat establert
per A. Giorgilli i altres [GDFGS]| que, per a les trajectories en un entorn de radi r, una
fita inferior del temps d’estabilitat ve donada per

1\ V/(+D)
T~ () | (3.9)

r
Aquest resultat és valid no solament en el cas no ressonant (M = 0), siné també quan
A satisfa una condicié diofantica respecte un modul donat M # 0 que satisfaci certes
condicions (que permetin fitar les variables d’accié a partir de certes combinacions d’elles
mateixes). Aquest resultat constitueix doncs una fita d’estabilitat efectiva en un cas
ressonant en que no cal imposar la condicié de quasiconvexitat que requerirem a la seccid

seglient.

Restringint-nos al cas M = 0, observem que I'estimacié (3.9) no es dedueix directa-
ment del teorema 10. Aixo és degut al fet que, si expressem el hamiltonia en variables
acci6—angle, llavors en general no és analitic a ’entorn del punt fix. Tal com palesarem
a la pagina 106, per tal que el hamiltonia sigui analitic respecte les variables d’accié hem
d’excloure una part del domini, la qual cosa no ens convé ja que les fites d’estabilitat

efectiva han d’ésser valides a tot el domini.

Esmentem finalment que hom pot trobar a [Lo4] una exposicié dels principals resultats
sobre estabilitat efectiva en el cas dels osciladors harmonics i a I'entorn d’un punt fix
elliptic. També s’hi discuteix el nexe existent entre els exponents d’estabilitat en ambdds
tipus de hamiltonians, amb les particularitats i dificultats que sorgeixen en el cas del punt

fix elliptic.

3.2 Quasiconvexitat i fites prop de ressonancies

Ara ens restringim a un entorn de la ressonancia associada a un modul M C Z" donat,
i a la secci6 segiient el domini G sera recobert per regions associades als diferents moduls

de ressonancies, incloent també una regié no ressonant.
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En primer lloc, donat un conjunt A C R”, definim un entorn real de radi n de A per
U(A)={TeR" : [I-I'|<nambI'€ G} =V,(A)NR" (3.10)

Donat un conjunt de freqiiencies F' C R", 'anomenarem n-proper a M-ressonancies si
Fcu, (<M>L>, on (M) és I'espai de freqiidncies M-ressonants:

My ={veR" : k-v=0 Vke M}.
Notem que F' és n-proper a M-ressonancies si i només si
lv—Tpmv| <n  YveEF,
essent I la projeccié ortogonal sobre (M)*

Per tal d’obtenir fites d’estabilitat per a les trajectories amb condicié inicial en un con-
junt G tal que w(G) és proper a una ressonancia, ens cal imposar una condicié geometrica
sobre el hamiltonia no pertorbat h. A la prova original, N. N. Nekhoroshev [Nek] imposa
una condicié d’escarpament sobre h, molt general. Pero les principals idees geometriques
de la prova son paleses amb la condicié de quasiconvexitat, més simple, la qual fou ja
suggerida a [Nek]. El teorema de Nekhoroshev per a hamiltonians quasiconvexos ha estat
provat a diversos articles, comengant pel cas convex [BGG, BG], i passant posteriorment

al cas quasiconvex [Lol, Pos2]|.

Seguint [Lol], direm que la funcié h(I) és m-quasiconvera sobre un conjunt A C R"™

si
9%h

spD @) zmll®  Yoe (w), VIeA

(la definici6 és un xic diferent de la de [Pos2]). Notem que les hipersuperficies de nivell

de h s6n convexes si h és una funcié quasiconvexa.

Sota aquesta condicio, el lema segiient déna fites d’estabilitat sobre una regio G C G
tal que w(G) és proper a la ressonancia associada a un modul donat M i satisfa una
condicié de no ressonancia modul M. La prova comenca passant a forma normal respecte
M, la qual cosa és possible per la condicié de no ressonancia; aplicant el teorema 8
hom obté una fita exponencialment petita per a la resta. Aquesta fita implica que, pel
que respecta a les variables d’accid, el moviment té lloc principalment en la direccié de
(M); en altres direccions la velocitat de variacié de les accions és exponencialment petita
(fent el canvi lineal que descrivim a la secci6 5.2, podem distingir entre variables d’accié
“rapides” i “lentes”). Llavors la quasiconvexitat permet de fitar la variacié de les accions
precisament en la direcci6é de (M). La idea basica és que, si h és quasiconvex, llavors en

un punt donat de la ressonancia S, a (vegeu definicié (1.3)) la hipersuperficie d’energia
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que hi passa té per for¢ga un contacte d’ordre dos amb la direccié de (M). Llavors, per
la conservacié de I’energia, hom obté el confinament de les variables d’accié prop de llurs

valors inicials, donant lloc a la fita d’estabilitat.

Donem la prova seguint [Lol, Pos2| en les idees principals, si bé I'is de la conser-
vaci de Ienergia per confinar les trajectories en regions ressonants fou introduit (per a
hamiltonians convexos) per G. Benettin i G. Gallavotti [BG]. Aquest metode de prova
constitui una simplificacid, almenys conceptualment, respecte les primeres proves del teo-
rema de Nekhoroshev [Nek, BGG|, en que era tinguda en compte una altra propietat
dels hamiltonians quasiconvexos: la transversalitat en cada punt de la varietat ressonant
Sw.m 1 el subspai (M), per a cada modul M. Aquesta propietat, juntament amb el fet
que el moviment té lloc principalment en la direccié de (M), comporta un “mecanisme
de bloqueig” que permet obtenir fites de la variacié de les accions prop de ressonancies

(vegeu també a [Ga] una descripcié d’aquest mecanisme).

Tot aix0 evidencia que, si bé les zones properes a ressonancies sén en principi les menys
estables, la quasiconvexitat té un efecte estabilitzador sobre aquestes zones. Tornarem
a posar de relleu aquest fet a la seccié 5.3, en referir-nos al confinament de les varietats

invariants de tors hiperbolics prop d’una ressonancia.

Lema 11 Sigui H(¢,I) = h(l)+ Z(¢,1)+ R(¢, 1) real analitic sobre D,(G), i escrivim
w = grad h. Donat un modul M # Z", suposem que w(G) és n-proper a M-ressonancies,
i o, K-no ressonant modul M, amb K > 1, i també que Z € R(M, K). Suposem que

*h

] <M, lwlg < L,

G7p2

i que h és m-quasiconvezr sobre U,,(G). Sigui ¢ = pa/p1, i suposem:

2
ma mpsa mops;
< — < —= Dz DR < 3.11
P2 = ASM2K nx 60 || ||G,p7c + || ||G,p,c = 350 ( )
1
on escrivim o := min | 1, ) Aleshores, per a tota trajectoria (¢(t),I1(t)) de H,
Vnpr

amb (¢(0),1(0)) € T* x G, tenim

2
. mp3 mKp1

100 — 1(0)] < t < 6M | 3.12
[ 1(t) (0)] < po si [t] < 74LHDR”G,p,c€ ( |

Prova Suposem en primer lloc que Kp; > M/m. Sigui § = p/3. De manera analoga a

la prova del lema 9, tenim A < 2. Notem que

2
mps QP2
DZ +||DR < < ' 313
| HG,p,c | HG,p,c — 350p; — 122K py ( )
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Llavors, el teorema 8 ens déna una transformacié canonica W : D%p(G) — D,(G) tal
que HoV =h+Z*+ R*, amb Z* € R(M,K), i

IDZ% g 2 o + DR |20 o < D2l e+ 2[1 DRl p e

c Cc

_Epy
HDR*HG,Q—”,C < 3e 6 - HDRHG,p,c :
3

A més, per la fita de 'apartat (c) del teorema 8 i la desigualtat (3.13),

P2 < mp2

Kp, = 15M

Com al lema 9, podem escriure (¢(0),1(0)) = ¥ (¢, I), amb (¢, I5) € T™ x V%(G).
Sigui (¢*(t), I*(t)) la trajectoria de H o ¥ tal que (¢*(0),17(0)) = (¢, I§). Definim

. 8
|\Ij - 1d‘G’,%p,c < a HDRHG,p,c < 15

T— inf{t S0 |I() = I*(0)] > ”22}

Si 0<t<T, tenim (¢*(t),I*(t)) € DQ{(G). Llavors obtenim la fita

m m
P2+@+ P2

(@) = 1) < 1) = FO1 +117() = (O] + 11(0) = 10)] < 1200 + 5+ 07

< pa.

Introduim les notacions
Ap* = ¢*(T) = ¢7(0), A" =IY(T) - I"(0),
i, donada una funcié f (¢, 1),
Af = f(o"(T), I'(T)) = f (¢7(0), I7(0)) -
Per la definicié de T, és clar que |AT*| = py/2.

Pel fet que Z* és en forma normal respecte M, només pot influir en AI* en la direccié
de (M). Per concretar més, sigui P la projeccié ortogonal sobre el subspai unidimensional

(TTpw(1(0))). Per la forma especifica de les equacions hamiltonianes, tenim

PAT* = — /OTP (aR* (9" (1), 1*(t))> dt

99
i se’'n segueix que la Iy w(1(0))-component del vector AI* és petita durant un interval

de temps exponencialment gran:

*

OR
PAI'| <T-
A= H%

K
<T-|DR g2, <T-3e 6 - |DR|,, - (3.14)
G7% b b W

Per tal de fitar tot el vector AI*, usem la condicié de quasiconvexitat sobre h. Per la
formula de Taylor, tenim
2

1
Ah=w(I})- AI" +/0 (1—s) ‘;I}; (I + sAI*) (AI*, AI*) ds. (3.15)
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Notem que, com que ¥ conserva els dominis reals, tenim Ij+sAI* € U,,(G) si 0 < s < 1.
Fixat s, escrivim Al* = PAI* + Q,AI*, on P, i (), denoten les projeccions ortogonals
sobre (w (If + sAI*)) i (w (I 4+ sAI*))", respectivament. Aixi, aplicant la condici6 de

quasiconvexitat en el punt I + sAI* (i és I'inic cop que 1'usem), obtenim

2
gIZ (I + sAI") (QAI", QAL > m |Q,AI|*.
Deduim que
0*h
372 (IF + sAI*) (AT*, AT*)

> m|Q.AI* = 2M |PAI| - |QAI*| — M [PAT|?
= m |AT* | — (m |P,AI| + 2M |Q,AT*| + M |P,AI*|) - |P,ATY|
> m |AI*|” — AM |AT*| - |P,AT*|.

A partir de la férmula (3.15), obtenim
1
%mm? < AR+ |w (I7) - AT*| + 4M |ATY| / (1— s) |[PATLY| ds,
0

i per tant
mp;

1
< |AR| + |w (I2) - AT| + 2Mps / (1— ) |PAIY| ds. (3.16)
0

A continuacié fitarem els termes que apareixen a la part de la dreta de la desigual-
tat (3.16). Per fitar |P;Al*| usem que el vector w (I} + sAI*) és proper a IIyw(1(0)). Ho
fem aplicant la propietat segiient: donats v,v" € R", i denotant Py, i P, les projeccions
ortogonals sobre els subspais unidimensionals (v) i (v'), respectivament, llavors

jv— /|

‘P(U)u — P(U/)u‘ < 4 . |u| Yu € R".

[l
Primer notem que, del lema 3 i del fet que M # Z™ i K > 1, deduim que |w([)| > «/2

si I €U, (G). Aleshores, aplicant la propietat esmentada, tenim:

< 4
T w (1§ + sATY)|

4
< % w (I} + sAI*) — TLyw(I(0))] .

|P,AI* — PAI| lw (I + sAT*) — TLyw(I(0))] - |ALY]

Fent servir que w(G) és n-proper a M-ressonancies, obtenim

w (g +sAI") = Tuw(1(0)] < M[lg+sAI" = 1(0)] + [w(1(0)) — Mpw(I(0))]

m  sM m  sM
< (M s < (M sy 1
= (15+2>p2+"—<12+2>p2 (3.17)
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Aixi,
4 M
\PAI| < |PAIF| + |PAI* — PAI| < |PAIF| + 22 (12+32)
(6%

i, usant la primera condicié de (3.11), obtenim

mp2

96M

| 4p? M
1 — §)|PAT| ds < = |PAT* m PAT*
/0( )| | ds ‘ I+ (24+12> 3 |IPAL]+

Per fitar |w (I§) - AI*|, posem s =0 a (3.17):

2
lw (1) - AT*| < [Tuw(1(0))] - [PAT| + |w (I5) — Tipw(1(0))] - [ATF| < L|PAT*| + 222

24
Finalment, per la conservacié de ’energia,
(Z* + RY)
Ah = —=A(Z*+ R") = —/ ( + (qba + sA@™, I + sAI™) - Ag*
0(Z*+ R*
+ (aH(% b SAG, T +sAI*)-AI*> ds
i deduim
0(Z*+ R* 0(Z*+ R* .
|AR[ < H ( 39 ) |AdT H<a]) - |AIY]
G2 G2
< (r e L) D s Bl
< (2m+vap) - (IDZlg e+ DR )
2 + Dmps  _ mp;
- 350 48
Insertant totes aquestes fites a (3.16), obtenim:
mp2 1 1 1 > 9 . me 49L .
— L+ M PATI"| < PAT
< (555 +gg) meR + (Lt Mpo) [PAT < 2 PAT.

on hem usat que Mpy < L/48 ja que a < L. Tenint en compte la fita (3.14), deduim

que

T > mpy  Ke mpy  mEp
~ 4L HDRHG,;),C — 4L ”DRHG,p,c

En el cas que Kp; < M/m, podem treballar amb les coordenades originals. Aixi,

obtenim:

. P2
[I(t) = 1(0) <p2 si [t] < 7o
||DR||G,p,c

i no és dificil de comprovar que aquest temps d’estabilitat és més gran que el que hem
enunciat a (3.12). O
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Notes
1. Si R = 0, aquest lema implica que, si es satisfa la condicié de quasiconvexitat,
totes les trajectories partint de T™ x GG tenen estabilitat perpetua. Amb tot, hom
podria deduir aquest fet de manera més directa, perque en aquest cas el hamiltonia

H = h+ Z ja es troba en forma normal respecte M.

2. El valor de K hauria de ser, en principi, el més gran possible per tal que el temps
d’estabilitat fos més gran. Tanmateix, si K és excessivament gran el domini G pot
quedar considerablement reduit, ja que ha de ser no ressonant fins ordre K. A la
regié exclosa, per a obtenir les fites d’estabilitat caldria considerar un modul de
dimensié més gran. Tot plegat comporta una certa indecisio en la tria de K, que
sera resolta a la secci6 3.4 fent servir el lema geometric (lema 12), que descompon
el domini en blocs, associats als diferents moduls, de tal manera que el lema 11 és

aplicable a tots els blocs.

3.3 Geometria de les ressonancies

Ara retornem al hamiltonia (1.1), que suposem real analitic sobre D,(G). Les fites
d’estabilitat obtingudes als lemes 9 i 11 només s’apliquen a les trajectories que parteixen
d’un subconjunt G C G en el qual les freqiiencies sén properes a la ressonancia carac-
teritzada per un modul M C Z" fixat, i satisfan una condicié de no ressonancia modul
M. Per evitar els problemes de petits divisors a la regié exclosa per la condicié de no
ressonancia, caldra considerar un modul de dimensié més gran. Si volem obtenir fites
d’estabilitat per a totes les trajectories que parteixen de T™ x G, hem de recobrir tot
I’espai d’accions G amb una familia de conjunts G, associats als diferents moduls M, i
que hom sol anomenar blocs. Per a M = 0 tindrem el bloc no ressonant i, per a M # 0,
blocs ressonants. Per a cada modul M, requerim que les freqiiencies sobre el bloc Gy
siguin properes a M-ressonancies, i satisfacin la condicié de no ressonancia (2.31) fins un
ordre fixat K.

Un recobriment d’aquest tipus ha estat construit a [Nek] i [BGG], i posteriorment n’ha
estat millorat 'aspecte quantitatiu a article de J. Pdschel [Pos2], del qual hem agafat el

lema geometric que enunciem més avall sense canvis.

En realitat, hom pot treballar a ’espai de freqiiencies. Obtindrem en aquest espai un
recobriment { B}, el qual ens donara, a través de Iaplicacié freqiiencia w, un recobri-
ment {G g} per a G. Abans d’enunciar el lema geometric, recordem alguns conceptes i

terminologia introduits a [Pos2].
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Per a cada modul M, recordem que (]\/l)l és el subspai de freqiiencies M-ressonants.
Notem que existeixen molts altres moduls M’, de la mateixa dimensié que M, que donen
lloc al mateix subspai ressonant: (M’)" = (M)*. Entre tots aquests moduls, sera
suficient considerar aquell que sigui maximal. Un modul de Z" s’anomena primitiu o
mazximal si no és propiament contingut en cap altre modul de la mateixa dimensié. Donat
un modul M C Z", existeix sempre un unic modul primitiu de la mateixa dimensié que
el conté; ve donat per M = {ke€ Z": Js€ Z\ {0} amb sk € M}. A la secci6 5.2
donem una caracteritzacié explicita dels moduls primitius de Z™, basada en un resultat

més general d’algebra (vegeu també [LM, apendix 3]).

Donat un modul d-dimensional primitiu M C Z", construim el conjunt B4 prenent
un entorn del subspai (M)" i excloent-ne un entorn dels subspais ressonants associats
als moduls (d + 1)-dimensionals. En principi, el conjunt construit d’aquesta manera
no contindria cap subconjunt obert. Ara bé, per tal de satisfer la condicié de no res-

sonancia (2.31) fins ordre K, és suficient de considerar K-moduls. Donat un modul

M C Z™, 'anomenarem un K-modul si admet una base de vectors k), ..., k@ tals que
’k(j)‘l < K peraj=1,...,d. Emprarem la notacié:

M= (0,50,
per a diferenciar aquest modul de Z" del subspai <k(1),...,k(d)> C R generat pels

mateixos vectors.

Per fer un estudi quantitatiu de la geometria de les ressonancies, hom introdueix la
noci6 de volum d’'un modul [Pos2]. Donat M C Z" modul d-dimensional, 1 < d < n,
sigui D una matriu n X d que tingui com a columnes els vectors d’una base fixada de M.

Llavors definim el volum de M per

M| :=/det(DT D),

és a dir el volum d-dimensional del parallelepipede generat pels vectors de la base escollida.

La tria de la base no influeix en aquesta definicié.

Siguin [y > 0, per a 1 < d < n, parametres fixats. Per a cada K-modul d-dimensional
primitiu M, introduim
M = M| )
i llavors definim la zona ressonant associada a M considerant un entorn de radi 7, al

voltant de la ressonancia <./\/l)l

A= Uy, (M)T) = {v €R" ¢ o —Tyo| < )
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Definim llavors el bloc ressonant associat a M:

BM = AM \ A;Jrlu

essent A7, 1 <[ < n, la unié de totes les zones ressonants corresponents a K-moduls
l-dimensionals primitius, i A’ ; = (. Es obvi que cada bloc ressonant B, és n-proper

a M-ressonancies. Per al modul trivial hom té el bloc no ressonant:
BO =R" \ AT

Es facil veure que cada entorn A, és recobert pels blocs corresponents a K-moduls
primitius M’ contenint M:

Auc | Bw. (3.18)
M'DM

En particular, la totalitat de l’espai de freqiiencies R"™ es pot recobrir amb els blocs

corresponents a tots els K-moduls.

Lema 12 (Lema Geomeétric) Fizem K >1, E>0 i F > FE+ V2. Suposem:

l
EZFK
la

per a 1 < d < n. Aleshores, per a tot M el bloc By és ang, K-no ressonant modul M,

amb

ayp = EKny  si M #£0,

Qo = ll.

Vegeu-ne la prova a [Pos2, seccié 4]. Observem que els blocs ressonants son més estrets
com més gran és K. Per a obtenir el recobriment a ’espai d’accions G, només cal aplicar
aquest lema i prendre G = w™!(By) per a tots els K-moduls primitius M (excepte

per als que no intersequin w (G)).

3.4 Fites globals d’estabilitat efectiva

Donem en aquesta seccio fites d’estabilitat efectiva valides per a totes les trajectories de
I'espai de fase. Com a la prova de J. Poschel [Pos2], obtenim aquestes fites considerant el
recobriment donat pel lema 12 amb una K fixada (la qual escollim com a funcié adequada
de la mida e de la pertorbaci6) i aplicant llavors les fites d’estabilitat a cada bloc del

recobriment.
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Teorema 13 (Teorema de Nekhoroshev) Considerem el hamiltonia H(p,I) =

h(I)+ f(¢,1), real analitic sobre D,(G), escrivim w = grad h, i suposem que

O*h

ETE <M

— )

lwlg < L.

g7P2

Suposem també que h és m-quasiconvex sobre U,,(G). Siguil > 0 donat, i suposem:

23M2,02 m4"_1,6l2
S — e:=|flg, < eo:

! T Q2dn—2 ) fdn

(3.19)

2
on escrivim p:=min | p1, — |. Aleshores, per a tota trajectoria (¢(t),I(t)) de H, amb
n

(¢(0),1(0)) € T" x G i satisfent |w(I(0))] > 1, tenim

e\ 1/2n ' 4 mp ea\ 1/2n
0101 (2) s |t|sLexp{24A; () } (3.20)

Prova Sigui K > 1 a escollir més avall. Prenem

28820
F = —, E=F—2.
m
Per a 1 < d < n, definim:
l
lg=——.
d (FK)n—d

Llavors, el lema 12 ens déna un recobriment {Gy} de G, amb G = w™!(By), i els

seus parametres son

l El

_ _ 3.21
m M| (FK)d’ M | M| Fr—dfn—d-1 ( )

per a cada K-modul d-dimensional primitiu M, amb 1<d <n, i

l

Qg =

per al modul trivial. També posem 79 = 0.

Aplicarem el lema 11 amb Z =01 R = f a tots els blocs, excepte per al bloc corres-
ponent a M = Z". D’aquesta manera, les fites seran valides per a totes les condicions
inicials satisfent |w(1(0))| > nz» = 1. Al revés que en el cas del teorema 10 (oscilladors

harmonics), la condici6 (2.32) sobre ps juga un paper important. Per a cada M prenem
P = (M, p§0), essent

(M)
M) _ P M) T P2
P1 T 9 P2 - ASM2K CM = ng) : (322)
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Per a cada K-modul d-dimensional M, amb 0 <d <n —1, tenim

Pr = (FKy—d = 2 - (3.23)
Llavors tenim 5
15 €

||Df||GM,p(M),cM S M) - . (324)
P1 P1

Per tal d’aplicar el lema 11 sobre G o, hem de verificar les tres desigualtats de (3.11)

per a cada M. La primera és prou clara i, per a les altres dues, notem que

s O 60 L
m m (FK)"

on hem usat que 1< |M| < K% Llavors,

2e 2e mo 60( > mo M 2
o () <
pr - K 350 \m(FK) 350

2n
Aixi; escollim K = [(80)1/ } Per a cada M, obtenim a

. )
"npi) €

partir del lema 11 el radi de confinament i el temps d’estabilitat de les trajectories que

essent o = min (

parteixen de T x G :

1/2n 1/2n
s s () s (5)T

mFK = mF \¢gg €0
M 2
) w4 (=)™
m\Pz_) 4. €
TAL - E =7 P2 2

Notes

1. Les constants involucrades en aquestes fites serien un xic millors si, sobre el bloc no
ressonant GGy, haguéssim usat el lema 9 en comptes del lema 11. Pero els exponents
d’estabilitat global serien els mateixos, i per aquesta raé hem usat el lema 11 per a

tots els blocs.

2. Aclarim també que, en realitat, la condici6 (3.19) sobre € no és essencial, i de fet pot
ésser suprimida amb algun esfor¢ addicional. Pero notem que, per a valors grans de
e, la fita de Nekhoroshev (3.20) no és gens significativa. Per als teoremes 10 i 14 és

valida la mateixa observacid.

3. A la vista de lexpressié del temps d’estabilitat a (3.20), hom pot pensar que si

la pertorbacié f és analitica respecte ¢ en una banda complexa d’amplada infinita
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(p1 = 00), llavors hom té estabilitat perpetua. Aixd no és cert en general ja que el
valor de ¢ definit a (3.19) depen de py, per la definici6é de la norma (2.23), i a més
creix exponencialment en p;. D’altra banda la condici6 sobre € no es complira si p;

és molt gran.

Resta oberta la qiiestio de si, considerant un altre punt de vista, seria possible de

millorar algun dels exponents d’estabilitat

1

a=b=—.
2n

La idea emprada a [Fa] que permet d’obtenir b = 1 en el cas dels oscilladors harmonics
(secci6 3.1) sembla dificilment extrapolable al cas general del teorema de Nekhoroshev.
Aix0 requeriria modificar la part geometrica de la prova, i més concretament I’estudi de la
geometria de les ressonancies exposat a la seccié 3.3, per tal que sobre els diferents blocs
es satisfés una condicié de tipus diofantic fins a ordre finit, més que no pas la condici6 de

no ressonancia que hem anat fent servir.

En canvi, si que podem millorar els exponents d’estabilitat sobre certes regions. De
fet, a la prova del teorema 13, els exponents han estat obtinguts duent a terme les fites
sobre cada bloc G 1 considerant sempre el pitjor cas possible. El punt clau ha consistit

), valides per a tots els moduls M. No obstant

a trobar fites superiors i inferiors de ng
aixo, els exponents d’estabilitat poden ésser millorats mitjangant una analisi particular,

si hom restringeix les fites a una regié donada.

A la seccid seglient considerarem, per a un modul fixat M*, un entorn de la varietat
ressonant S, a+. Aquest conjunt pot ésser recobert pels blocs Gy associats als moduls
M que contenen M*. Si només considerem aquests moduls, la fita inferior per a ng) és
més gran que la que hem obtingut al teorema 13. Aixo permet d’escollir K més gran la
qual cosa, com veurem, comporta els exponents:

1
p— b —_— ——
“ v’

(3.25)

on v* és la codimensié de M*. Aquests exponents sén valids en un entorn de radi O (1/2)

de la ressonancia Sy, aq+.

Un altre cas particular a remarcar és el del bloc no ressonant Gy. Aquest és el cas
en que péo) és més petit, la qual cosa dona lloc al radi de confinament més petit. No és
dificil provar (vegeu [Pos2, teorema 2| i també [DG1, teorema 3]) que llavors els exponents

d’estabilitat sén
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Aix0 no obstant, si el lema 9 és usat en comptes del lema 11 per obtenir les fites, hom

arriba als exponents
1 n+1
= —, b= .
2n 2n

Notem que aquest és 1'inic cas en el qual es pot obtenir b > 1/2 (deixant de banda el

a

(3.26)

teorema 10 sobre oscilladors harmonics on ja hem comentat que es pot obtenir b = 1).
Prop de ressonancies sempre tindrem b < 1/2 ja que, si considerem el cas simple d’un
hamiltonia en forma normal respecte un modul ressonant, no és possible d’evitar una
variacié O (y/€) de les accions en un temps O (1/4/¢).

No provem aqui que sobre el bloc no ressonant podem obtenir els exponents (3.26). A la
seccio 4.5 provarem un resultat millor: en coordenades adequades, el radi de confinament
és exponencialment petit. Expressarem aixo dient que les trajectories es mantenen molt

a prop del que anomenarem “tors quasi-invariants”.

3.5 Estabilitat efectiva prop de ressonancies

Veurem a continuacioé que els resultats de la seccié anterior poden ésser millorats si ens
interessem només en un entorn de la ressonancia associada a un modul fixat M*. Fites
en un entorn de radi O (1/€), amb els exponents d’estabilitat (3.25), han estat obtingudes
per J. Poschel [Pos2, teorema 3] (vegeu també [Lol, Lo3|). Presentem tot seguit un
resultat una mica més general que el de Poschel: en lloc de fixar un entorn de radi
O (y/€), considerem un entorn (dins de 'espai de freqiiencies) de radi qualsevol § > /¢
i expressem les fites d’estabilitat en funcié de 6. En particular, quan ¢ ~ /e el nostre

resultat és en essencia coincident amb el de Pdschel.

Teorema 14 Sigui M* un K*-modul primitiv de dimensio d*, 1 < d* < n—1, i escrivim
v =n—d*. Considerem el hamiltonia H(¢p,I) = h(I)+ Z(¢,I)+ R(p, 1), real analitic
sobre D,(G), amb Z € R(M*, K*), i escrivim w = gradh. Suposem que w(G) és o-

proper a M*-ressonancies. Siguin M, L, | i p com al teorema 13, i suposem que h és

m-quasiconveza sobre U,,(G). Siguin € :=|Z|g , +Rlg,, we:=|Rlg, Escrivim
m*’
"= g
1 suposem
0 5p
0<o<—22 <2l (3.27)
| M| (K7) m

Aleshores, per a tota trajectoria (¢p(t), I(t)) de H, amb ($(0),1(0)) € T" x G i satisfent
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lw(1(0))| > 1, tenim
|M*| ) o . 4 mp 50 e
I(t)—1 < py - < — . .
10 - 10 < - (4 il < el (R (329

Prova Fixat K > K* a escollir, i prenent F' i E com al teorema 13, obtenim un

recobriment {G 1} de G amb els mateixos parametres 7y, ap. Com que K > K* la
varietat S, a+, amb tot un entorn seu, pot ésser recoberta pels blocs Gy corresponents

als K-moduls primitius M que continguin M*. Tenint en compte (3.18), és suficient que
Nms =0 (3.29)

per tal que aquests blocs recobreixin G. Per I'expressié de na+ donada per (3.21), la
1/v*

desigualtat (3.29) es complira si prenem K = Km) / ] A més, la condicié (3.27)

sobre § assegura que K > K*.

Aplicarem el lema 11 sobre els blocs Gy amb M D M* (excepte per a M = Z").
Notem que Z € R(M* K*) C R(M,K). Per als blocs esmentats, escollim p™ i ¢y
com a (3.22). Com al teorema 13, tenim les desigualtats (3.23-3.24). També s’acompleix
la primera desigualtat de (3.11). A més,

(M) > 6077M > 6077/\4* 06

P2 = > —
m m m

Y

on hem usat la desigualtat nag > nag+, que es dedueix de
(M| < M- KT

essent d la dimensié de M. Llavors,

2¢  10p5% _ mo ;o2

2 100 mo (.
p1 = mpr 350

Per tant hem verificat les altres dues desigualtats de (3.11). Aplicant el lema 11 obtenim,

per a les trajectories que parteixen de T" X G4, el radi de confinament i el temps

d’estabilitat de la mateixa manera que al teorema 13. O

Notes

1. Donat un hamiltonia H = h + f, podem aplicar aquest lema amb Z =01 R = f.
No obstant aixo, si aquest hamiltonia es troba molt a prop de la forma normal,
podrem escriure’l en la forma H = h+ Z + R, amb u < . Aixo pot donar un
temps d’estabilitat una mica més gran degut al fet que p apareix dividint a (3.28),

pero aixo no varia els exponents d’estabilitat.
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2. Les millors fites s’obtenen escollint ¢ tan petita com ho permet la segona condicié
de (3.27), és a dir, & ~ /e. Llavors les fites s’expressen en funcié de e, amb els
exponents d’estabilitat a = b = 1/2v* establerts a [Pos2].

3. Fixant ¢, podem aplicar aquest teorema a entorns de les varietats ressonants asso-
ciades a diferents moduls d*-dimensionals. Pero no tots els moduls sén admissibles.

Tenint en compte (3.27), només podem considerar els moduls M* tals que

IM*[(K*) =0 (\}g) .

Un hamiltonia al qual es poden aplicar les fites del teorema 14 és I’ezemple d’Arnol’d
[Ar2]:

H = ; (If + 122) + e(cos @1 — 1)(1 + u(sin ¢ + cost)). (3.30)

Aquest hamiltonia, no autonom amb 2% graus de llibertat i periodic en el temps, fou
utilitzat per Arnol’d per mostrar 'existencia de difusié: donats 0 < A < B, si 0 < epu <
e < 1 llavors existeix una trajectoria que uneix la regié Iy < A amb la regi6 I, > B.
Per a localitzar-la, Arnol’d descriu el mecanisme de les cadenes de transicié. Pren com
a base els tors hiperbolics que es troben sobre la ressonancia I; = 0 i, fent el calcul
de la integral de Mel'nikov de primer ordre, dedueix que existeix interseccié transversal
heteroclinica entre les varietats invariants o “bigotis” de tors hiperbolics prou propers, si
pu ~ exp{—1/y/c}. D’aquesta manera, pot enllacar successius tors hiperbolics a través
de llurs varietats invariants, i veure que entorns arbitraris de tors allunyats sén units

per trajectories del sistema. Aquestes trajectories son contingudes en un entorn de radi
O (V) de la ressonancia.

Aplicarem el nostre teorema 14 al hamiltonia (3.30) per obtenir una fita superior de
la difusié (més concretament, una fita inferior del temps en el qual aquesta difusié pot
tenir lloc). Per tal de fer-ho, prenem el temps com a nova variable angular: ¢ = ¢3, i
introduim una nova variable d’accié I3 (I’energia canviada de signe). D’aquesta manera el

hamiltonia (3.30) és equivalent al segiient hamiltonia autonom amb 3 graus de llibertat:
H=h+Z7+R,
essent

h(I) = ; (112 + 122) +13, Z(¢1) =¢e(cospr—1), R(¢) = epu(cosp; —1)(sin ¢ + cos ¢3).

Notem que, com que les equacions hamiltonianes no depenen de I3, aquesta variable juga

un paper totalment irrellevant: el comportament de les altres 5 variables no depen de
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valor inicial que assignem a I3. Aixi, podem considerar un espai de fase de dimensio 5,
només amb les variables ¢y, ¢o, ¢3, I1, Io. Tenim w(I) = (I3, I3, 1); aixi la ressonancia
I; = 0 correspon al modul M* = (((1,0,0))) (és una ressonancia simple), i veiem que Z
és en forma normal respecte aquest modul. Tenim |M*| = 1 i podem agafar K* = 1.

Suposarem que en el domini G tenim |w|, < L.

Comprovem que el hamiltonia no pertorbat h és quasiconvex. Donat v = (vq, va, v3)
tal que w(I)-v = vy Iy +velo 4+ v5 = 0, i escrivint T = (vy, v3), tenim |v| = /|7]* + v2 <
[o| v1+ L2, Llavors, si I € G tenim:

o
oI2

(1) (v,0) = vf + 05 = [o]° o],

>
1+ 12
amb la qual cosa h és 1+%—quasiconvex sobre G.

Aplicant el teorema 14 amb § ~ /e, per a una trajectoria (¢(t), I(t)) tal que |I;(0)] < o

obtenim:

[I(t) = I(0)| <p si [t|<T,
essent

1 1 1/4
p o~ 82~ g/t Twexp{(> }
1 €

Si B— A > e'* tenim una fita inferior del temps necessari per a connectar les regions
I, < Aily, > B. Aquest resultat fa de mal comparar amb les estimacions contingudes
a [Ar2], perque quan pu ~ exp{—1/4/c} el factor 1/u que apareix a lestimacié de T
trastoca totalment les nostres fites. Pero, malgrat que el raonament d’Arnol’d només és
valid rigorosament si p és exponencialment petit, hom creu que el seu resultat també és
cert per a una potencia u ~ ¢P. Amb tot, no queda clar que les estimacions donades a

[Ar2] siguin les bones.

Afegim que si puguéssim assegurar que la trajectoria donada no surt de I'entorn de
radi 0 ~ /¢ aleshores travessaria zones associades a ressonancies dobles amb la qual cosa
la fita inferior del temps necessari per a connectar les dues regions esmentades tindria

I'exponent 1/2 en comptes de 1/4.

Com a complement considerem, per a un hamiltonia qualsevol, les fites d’estabilitat
efectiva prop d’orbites periodiques, és a dir, en el cas d’'un modul M* de dimensié d* =
n — 1. D’acord amb el teorema 14, els exponents d’estabilitat sén a = b = 1/2. Aixo
s’esdevindra en un entorn d’un punt on el vector de freqiiencies és racional. Un vector

A € R"\ {0} s’anomena racional si és parallel a un vector de Z". Definint

My={keZ": k-\=0}
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(que és obviament un modul primitiu), podem comprovar facilment que A és racional si i

només si dim My, =n — 1. Definim el periode de A\ com
. t
T,\:m1n{t>0: )\EZ"}.
2T

Observem que, posant ¢(t) = ¢(0) + tA, tenim ¢ (7)) = ¢(0). Aixi, un tor que tingui
A com a vector de freqiiencies descompon en orbites periodiques de periode 7,. Una

observacié important és que, si A és racional, llavors
2m n
k- A > — Vk € Z" \ M,. (3.31)
TA

Aix0 vol dir que no hi ha petits divisors associats a .

Les fites d’estabilitat efectiva en un entorn d’'un punt amb freqiiencia A poden ésser
obtingudes directament a partir del lema 11 sense haver d’usar el lema geometric. En
efecte, per (3.31) no cal excloure cap regi6 per tal d’acomplir la condicié de no ressonancia
modul M, necessaria per a lema 11. Llavors hom pot prendre K tan gran com ho permeti
la, primera condicié de (3.11), per tal que el temps d’estabilitat sigui més gran i les fites
siguin millors. Aquest metode alternatiu, el més adequat quan hom s’interessa en un
entorn d’'un punt amb freqiiéncia racional, posa de manifest que aquestes frequencies (i
en conseqiiencia les orbites periodiques) es caracteritzen millor per llur periode que no

pas per un modul (n — 1)-dimensional.

Presentem el resultat tot seguit, expressant-lo en funcié del radi de I'entorn §. El
resultat és optim en el sentit que, si € és la mida de la pertorbacié, cal § = /2. El
primer en obtenir aquest resultat ha estat P. Lochak [Lol, teorema 1C] (també [Lo2]),
perd sense exponents optims (§ = /%), La seva principal contribucié ha estat recongixer
el periode 7, com a parametre important: si 7y és gran, les fites d’estabilitat es deterioren
fins al punt que deixen de ser significatives quan 7, ~ 1/0. Posteriorment, Lochak
i A. I. Neishtadt han millorat la part analitica basant-se en ’esquema iteratiu usat a
[Nei2], i han obtingut aixi 'exponent optim [LN, LNN] (vegeu també [Lo3]). Llur resultat
equival essencialment al que enunciem a continuacié. Remarquem que llur prova és més
directa car ja d’entrada només consideren dominis propers a freqiiencies racionals (en els

quals obtenen la forma normal fent servir el metode de les mitjanes).

Proposicié 15 Sigui H(¢,1) = h(I) + f(¢,1) real analitic sobre D,(G), i escrivim

w = grad h. Donat A € R"™ vector racional, suposem que
lw(l) =\ <9§ VI € g. (3.32)

Siguin M, L i p com al teorema 13, i suposem que h és m-quasiconvexa sobre Uy, (G).
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Suposem.:

55
). el < Zo o3

m? mps

21002 . 7,7 120

0 < <min (
Aleshores, per a tota trajectoria (¢p(t), I(t)) de H, amb (¢(0),1(0)) € T" x G, tenim

60 ) 4 m3p1

Prova Aplicarem el lema 11 amb Z =01 R = f, i amb p* = (p], p;) en comptes de
o= (o1, p2), essent
" " 600 J2
PLh= "7, Po=—", cC=— .
m P1

Notem que pj < po/2 per (3.33). Llavors

2¢ 10p6% _ mo
IDfllgpre < — < <

*\ 2
S o0 S T S350 2

i per tant la tercera desigualtat de (3.11) s’acompleix. Per (3.32), el conjunt w(G) és

d-proper a M -ressonancies. D’altra banda, si

m
K< — 34
- 7'/\5 (3 s )
deduim de (3.31) la desigualtat
2
k-w)| > -~ ks> " |
A A

valida per a cada [ € G i k € Z"\ M,, |k|; < K. Aixo ens diu que w(G) és a, K-
no ressonant modul My, amb « = 7/7\. Si escollim K = {ﬁzﬁé}, llavors (3.34) i
la primera desigualtat de (3.11) es satisfan, i a més tenim K > 1 per (3.33). La segona
desigualtat de (3.11) és obvia. Podem aplicar doncs el lema 11 i obtenim el radi de

confinament i el temps d’estabilitat enunciats. O

Notes

1. Comparant aquest resultat amb el teorema 14, veiem que els parametres |M*| i K*,
que depenien del modul de ressonancies concret, han estat substituits pel periode

T

2. D’acord amb (3.33), podem escollir § ~ /. Obtenim aleshores que, si 7\, =
O (1/4/e), el radi de confinament i el temps d’estabilitat vénen donats per

1
~ T ~ .
p~ Ve, exp{m/g}

Aquesta versi6 coincideix amb [Lo3, corolari 1] i amb [Pos2, teorema 4].
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Als treballs de P. Lochak [Lol, Lo2, LN, LNN], les fites d’estabilitat efectiva prop de
freqiiencies racionals son el punt de partida per a I’'obtencio de les fites globals del teorema
de Nekhoroshev. Aquest metode es distancia sensiblement de I’enfocament “tradicional”
[Nek, BG, BGG, Pos2] que hem seguit a la present memoria. En la seva prova, Lochak
distingeix, a més de les parts analitica i geometrica, una “part aritmetica” consistent
en recobrir tot 'espai de fase per entorns d’orbites periodiques fent s del teorema de
Dirichlet sobre aproximacions successives. Aquest teorema (vegeu, per exemple, [Sc])

estableix que, donats v € R" i () > 1, existeix g enter, 1 < ¢ < @, tal que
1
Ql/n ’

Hem usat, per a u € R”, la notacié {u} = minpez» |u —p|_. De manera intuitiva,

{qu} <

podem mostrar com a partir de la proposicio 15 i del teorema de Dirichlet hom pot
deduir les fites globals de Nekhoroshev. El raonament és purament aritmetic; no fa servir
la condicié de quasiconvexitat, ja usada per a establir la proposicié 15. Fixem @, que
escollirem després, i que vindra a ésser el periode maxim permes. Donat [ € G, i suposant

per exemple que w,(I) # 0, el teorema de Dirichlet aplicat al vector de n — 1 components

(wl(l) wn—1(I)
wn(I)?" " wn(l)

) ens diu que existeix A € R" racional, de periode 7, < @, tal que

1
1) =N = iy -

Aixi, tot l'espai de freqiiencies és recobert per entorns d’aquestes freqiiencies racionals.

Cal prendre, per a cada A, un entorn de radi

1 c 1
~ QY1) = e/t

Ox

Podem aplicar la proposicié 15 sobre aquests entorns. Per acomplir, per a cada A, la

(l><n71>/zn
L .

condicié € < 62, escollim @ ~ D’aquesta manera, el radi de confinament i

el temps d’estabilitat tenen els exponents optims:

1 1/2n
=2 G Ve

1 1) 1 1/2n
exp{m}wexp{Q }Nexp{<€) }

Com veiem, 'elecci6 dels radis 9y i la del periode maxim ) juguen un paper decisiu en

I'obtencié de 'exponent optim.

A les primeres versions de Lochak [Lol, Lo2|, 'exponent no era pas I'optim 1/2n, sind
essencialment 1/(2n 4 1). Aix0 només era degut a la imperfeccié de la part analitica, que
ja hem comentat més amunt, i que duia a l’exponent 1/3 en lloc de 1/2 per a les fites

prop de freqiiencies racionals. Un cop millorada la part analitica, i sense modificar la
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part geometrica ni la part aritmetica, Lochak i Neishtadt [LLN] han obtingut I’exponent
optim (vegeu a [LNN] una prova més detallada, i a [Lo3] comentaris informals pero forca

instructius sobre el tema).

Remarquem finalment que, procedint de manera molt similar a la que acabem de des-
criure, Lochak obté un resultat similar al nostre teorema 14, amb els dos exponents 1/2v*
en lloc de 1/2n. La millora de les fites a la regié propera a una ressonancia s’explica de
manera senzilla en aquest context, car una freqiiencia ressonant resulta més ben aproxi-
mable per vectors racionals que una freqiiencia qualsevol. De fet, cal aplicar el teorema

de Dirichlet en dimensié v* en comptes de n (vegeu [Lol, Lo3]).



Capitol 4

Teorema KAM isoenergetic i tors

quasi-invariants

4.1 Condicions de no degeneraci6

Veurem en aquest capitol que, per a un hamiltonia quasi-integrable H(¢,I) = h(I) +
f(¢,1I), analitic sobre D,(G), la major part de les orbites es troben sobre tors invariants
n-dimensionals si la pertorbacié f és prou petita. Per a tenir aquest resultat, el sistema
no pertorbat ha de satisfer una condicié6 de no degeneracié. Als enunciats habituals del
teorema KAM, hom imposa dos tipus de condicions de no degeneracié sobre 'aplicacid
freqiiencia no pertorbada w = gradh. Aquestes condicions sén les que anomenarem

no degeneracio de Kolmogorov,

Oow

det <a[(1)> £0 VIeg, (4.1)

ila no degeneracid isoenergetica (la qual també rep el nom de no degeneraci6é d’Arnol’d),

det( 51 w()

AR ) 0 VIeg. (4.2)

Una formulacié equivalent per a la no degeneracié isoenergetica es demanar que w no

s’anulli sobre G i que

Ow
oI

A Tespai d’accions, la condicié (4.3) pot ésser interpretada com a transversalitat, a tots

(Nov+sw)£0  Yoe () \{0}, VseR, VIeg. (4.3)

els punts, entre un nivell d’energia My = h™!(FE) i les hipersuperficies w(I) - v = 0 (que

63
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inclouen les hipersuperficies ressonants). La interpretacié a l’espai de freqiiéncies és que

la imatge w (Mg) de qualsevol nivell d’energia i el subspai (w(I)) sén sempre transversals.

Es facil de construir exemples que mostrin que les condicions (4.1) i (4.2) sén inde-

pendents:

I 1
WL, L) =1n 72 . (L, L) = 5112 +1,. (4.4)
1

Al primer exemple només es compleix la no degeneraciéo de Kolmogorov, a tot el domini,

i al segon només la no degeneracio isoenergetica.

Donarem a les seccions segilients una prova directa i quantitativa del teorema KAM
sota la hipotesi de no degeneracio isoenergetica, si bé deixarem clar que el mateix metode
de prova serviria per a la no degeneracié de Kolmogorov. Aquesta manera de provar la
versio isoenergetica del teorema KAM difereix de les que hom pot trobar a [Do, BH], on

és provat a partir de la versi6 de Kolmogorov.

Comencem recordant que la versié ordinaria del teorema KAM (sota la condici6 de
Kolmogorov) estableix, fixats 7 > n—11+ > 0, i suposant per a la mida de la pertorbacié
f una condicié del tipus

£ =92 (4.5)

que cada tor invariant del hamiltonia no pertorbat A amb freqiiencies 7, y-diofantiques (és
a dir, satisfent (1.2)) es conserva al sistema pertorbat amb el mateix vector de freqiiencies.
A més, la mesura del complementari del conjunt que formen els tors invariants és O(7).
En provar aquest resultat és crucial usar que, sota la condicié (4.1), laplicacié w és un
difeomorfisme local, la qual cosa permet de parametritzar localment els tors no pertorbats

per llurs freqiiencies.

La conservacié dels tors invariants amb el mateix vector de freqiiencies pot ésser falsa
sota la condicié isoenergetica (4.2). Podem veure aixo molt facilment considerant h([)
com al segon exemple de (4.4), en el qual 'aplicacié freqiiencia w(ly, Iy) = (I;,1) porta

tot el pla dins una recta, i f(¢,1) =eh(I) com a pertorbacié.

No obstant aixo, és conegut que en el cas isoenergetic els tors invariants no pertor-
bats poden ésser parametritzats, sobre cada nivell d’energia Mg, per llurs raons entre
freqiiencies. Precisant més, si suposem (sense perdua de generalitat), que la component

w, no s’anula sobre G, llavors la condici6é isoenergetica és equivalent a demanar que

) = (;((]}) | h(I)) - (28 o m h(])) (4.6)

sigui un difeomorfisme local sobre G. Usem, en aquesta seccié i les que segueixen, la

I’aplicacid

notacié v = (vy,...,v,-1) per a v = (vy,...,v,_1,v,). Notem que, en incloure la darrera
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component h(I) a la definicié de 2, evitem de considerar cada nivell d’energia separada-
ment. Usant la no degeneracié de 'aplicacié €2, podem establir que, si una condicié sobre
e del tipus (4.5) és acomplerta, llavors per a cada tor T, y-diofantic del hamiltonia no per-
torbat existeix un tor invariant de la pertorbacié, amb les mateixes raons entre freqiiencies
(si bé la propia freqiiencia pot variar) i la mateixa energia. A més, com en el cas de Kol-
mogorov, obtenim per a la mesura del complementari del conjunt invariant 1’estimacio
O(v). Hom dedueix que en el cas isoenergetic la major part dels tors invariants sobre
cada nivell d’energia es conserven sota la pertorbacié. En efecte, com que w, (1) # 0 per
a tot I € G, el vector de freqiiencies w([) associat a un tor donat és diofantic si el vector
(E(D 1) és també diofantic. Aixo esdevé per a la majoria dels tors no pertorbats d’un

wn(I)?
nivell d’energia fixat, car aquests tors sempre es poden parametritzar per llurs raons entre

freqiiencies.

Val la pena de recordar que la versié isoenergetica del teorema KAM és més significa-
tiva des del punt de vista de l'estabilitat, perque en aquest cas hom assegura I’existencia
d’una extensa familia de tors invariants sobre cada nivell d’energia fixat. En el cas de
dos graus de llibertat (n = 2), se’n segueix 'estabilitat del sistema (en el sentit que les
trajectories son fitades), ja que els tors invariants separen sempre el nivell d’energia sobre
el qual es troben. En canvi, en el cas de la condicié de Kolmogorov, no és possible deduir
del teorema KAM que en un nivell d’energia donat es conservi cap tor invariant. D’altra
banda, per a més de dos graus de llibertat, 1’estabilitat no pot ésser garantida sota cap
condici6 de no degeneracié pero en el cas isoenergetic els tors KAM semblen barreres més

fortes per a la difusié d’Arnol’d.

Una altra observacié és que el teorema KAM isoenergetic es pot aplicar eventualment

a hamiltonians no autonoms periodics, prenent el temps com a variable angular afegida.

Fem una breu descripcié del metode que usem per a provar el teorema KAM i de
les principals dificultats tecniques que trobem. Com hem anunciat a la seccié 2.1, en el
procés iteratiu obtenim successius hamiltonians de la forma H@ = h@ + R@  amb la
part integrable A9 que va canviant. A cada pas, restringim el domini excloent-ne bandes
ressonants fins a ordres successius K, que tendeixen a infinit. Un primer problema és que
hem de garantir la condicié de no degeneracié per a I'aplicacié freqiiencia w@ = grad h(@
a cada iteracié. Aixi, la part analitica i la part geomeétrica no poden ésser separades i les

hem controlar simultaniament a cada iteracid.

Un altre problema tecnic és que, per tal de traslladar les fites de la mesura de les
zones ressonants, de 'espai de freqiiencies a 1’espai de fase, necessitem una fita inferior
del determinant jacobia del difeomorfisme adient. En el cas de la no degeneracié de Kol-

mogorov, la propia aplicacié freqiiencia w és un difeomorfisme local, i hom pot veure que
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les successives aplicacions w@ segueixen essent difeomorfismes en llurs dominis respectius.
Hom pot suposar doncs que l'aplicacid inicial w és injectiva (restringint el domini si cal).
Llavors, per tal de garantir que les successives pertorbacions w® sén també injectives, cal

restringir llurs dominis encara una mica més després d’haver-ne exclos les ressonancies.

El cas isoenergetic és, en aquest aspecte, més intricat. Com hem vist més amunt,
I’aplicaci6 freqiiencia w no és necessariament un difeomorfisme local, perdo podem fer 1s
de I'aplicacié 2 introduida a (4.6), la qual suposarem injectiva sobre G. Aleshores, tal
com farfem en el cas Kolmogorov, pertorbacions successives Q@ d’aquesta aplicacié seran

també injectives a condicié que restringim una mica llurs dominis.

Notem que les bandes ressonants que hem de treure al llarg de les successives iteracions
s’expressen millor a 'espai imatge w(G) o Q(G), segons el cas. En efecte, a I'espai imatge
podem agafar bandes “lineals”, que son més facilment manejables. Més concretament, en

el cas isoenergetic exclourem de 2(G) bandes ressonants de la forma
Ak, ) == {JER” ; ‘E-7+kn’<a}, (4.7)

amb a > 0. Aix0 és forca apropiat en aquest cas isoenergetic ja que 'aplicacié ) envia
cada zona ressonant |k-w(I)] < ¢ dins una banda lineal. L™inica excepci6 és el cas
k=(0,...,0,1), ja que llavors A(k, o) és buit si @ < 1, perd aquest vector enter correspon
a la ressonancia w,(I) = 0, que ha estat previament treta del domini. Remarquem
també que és facil fitar la mesura d’'una banda lineal com (4.7), i que aquesta fita pot
ésser portada a ’espai d’accions si coneixem una fita inferior del determinant jacobia del

difeomorfisme.

Es possible construir un marc comu que agrupa les dues condicions de Kolmogorov i

isoenergetica. En efecte, considerem la condicio:

Ow 1
E([)vsé() Vo e (w(I))~\ {0}, VI€eqg,

la qual ens diu que la restriccié de w a cada nivell d’energia Mg és un difeomorfisme local.
Aquesta condicié es pot expressar també en termes matricials:

rang (((w(l))' 2(I) )=n VIEG. (4.8)

No és dificil veure que aquesta condicio és equivalent a demanar que, a cada punt I € G,

es satisfaci la condicié de Kolmogorov o bé la isoenergetica.

Es prou conegut que, si 7 > n — 1, el conjunt de vectors que no satisfan la condicié
diofantica (1.2), amb v > 0 donat, té mesura relativa O() a R™ (vegeu [LM, apendix 4]).

Notem també que la condicié de no degeneracié (4.8) implica que cada ressonancia
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k-w(l) =0, amb k # 0, és una hipersuperficie regular. Aleshores, la mesura del comple-
mentari del conjunt invariant també és O(7), ja que aquesta estimacié s’obté traslladant
a I'espai d’accions la mesura de cadascuna de les bandes ressonants que excloem al llarg
del procés iteratiu. Aquesta és la idea de les fites de la mesura sota les dues condicions de
no degeneracié (4.1) i (4.2), i I'inica rad per a fer les proves separadament és la qiiestié

tecnica referent als difeomorfismes apropiats que hem descrit més amunt.

Una condicié molt més general sobre 'aplicacié freqiiencia és la condicio de Riissmann,
anunciada a [Ru2]. Aquesta condicié demana que la imatge w (G) no sigui continguda en
cap hiperpla que passi per l'origen. Una condicié equivalent (suposant el hamiltonia
analitic) és que el desenvolupament de Taylor de w en un punt I tingui n coeficients
linealment independents. D’aquesta manera, la condicié (4.8) correspon al cas en que
la condici6 de Riissmann és valida a ordre 1. Notem que, sota la condicié general de
Riissmann, la imatge w (G) pot ésser continguda en una varietat de qualsevol dimensid;

fins i tot pot ésser una corba.

Recentment, J. Xiu, J. You, Q. Qiu i M. B. Sevryuk [XYQ, Se|] han provat que el
teorema KAM és valid sota la condicié de Riissmann, si bé la fita de la mesura del
complementari dels tors invariants esdevé més gran: O(1%), amb 0 < b < 1. Amb tot,
Sevryuk remarca que en aquest cas no es pot parlar propiament de “conservacié” de
tors invariants, ja que les freqiiencies dels tors no pertorbats no permeten en general
parametritzar els tors pertorbats. Esmentem també que Ch.-Q. Cheng i Y.-S. Sun [CS]
han provat una altra versié similar del teorema KAM, pero la condicié que imposen és més

aviat una generalitzacié de la condicié de Kolmogorov (4.1) que no pas de la condicié (4.8).

Assenyalem finalment que Sevryuk [Se| anomena “KAM-estable” el hamiltonia no
pertorbat h([) si donat § > 0 existeix £ > 0 tal que, per a tota pertorbacié f(¢, ) tal
que |f| < g, el hamiltonia h + f té tors invariants, els quals omplen un conjunt tal que
la mesura del seu complementari és més petita que . De manera forca simple, Sevryuk
prova que la condici6 de Riissmann és necessaria (a més de suficient) per a la KAM-
estabilitat, basant-se en el fet que, si la imatge per 'aplicacié freqiiencia és continguda
en un hiperpla per 'origen, llavors és possible construir una pertorbacié que la faci caure

dins d’una ressonancia.
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4.2 No degeneracio isoenergetica: resultats quanti-

tatius

Farem s d’una versié quantitativa de 'expressi6 (4.3) de la condicié de no degeneracid
isoenergetica. Donada una funcié h(I) definida a G € R™, i donat p > 0, direm que

I’aplicacié freqiiencia w = grad h és u-isoenergeticament no degenerada si w no s’anulla

sobre G 1

Oow

E(I)v—l—sw([)

> v Yo e (w(I))", VseR, VIeG. (4.9)

Modifiquem lleugerament 1'aplicacié definida a (4.6). Fixada una constant a > 0,

definim
w([)

el = (55

Aquesta constant a és introduida per raons quantitatives. Tindra les dimensions fisiques

, ah(1)> ,  I€G. (4.10)

adequades per tal que les components de I'aplicacié (4.10) siguin dimensionalment cohe-
rents. Pero la principal motivacié és que les fites donades al lema segiient sén millors amb
una bona tria de a.

Lema 16 Sigui h una funcié real de classe C3 sobre G C R™, i escrivim w = grad h.
Suposem les fites:

il
o017

Oh

5| SM. o wle<L i lenDl2VIEG,

— b

G

G

Suposem també que w és p-isoenergéticament no degenerada sobre G. Sigui a > 2M/I?

constant fizada, i denotem 2 = Q.. Tenim:

a)@

< 9la.
o1 . ="

G

b) |=()v

n—1
c) |det (89(1) ‘2 Mn_a VI € G.

< (M 3N
s \em T )

Prova Amb un simple calcul obtenim, per a I € Giv € R",

o= (?j;(”“’ o ) - (wn1<f> (CZW‘ %i((?f“’(”) | ‘“"U)'“) |

9*Q

4 5z
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Tenim la fita

o0 1 0w Owy,
- < —
5107 < i ([Grme] et | G e
1 |ow M |w(I)|
< = : < 27 .
< i el < M0l (@.11)
i llavors obtenim la fita de l'apartat (a):
00 ML\?
— < — 2L . .
8IG_\/( 12> +(aL)? < 2La (4.12)

Per tal de provar els apartats (b) i (¢) usem la condicié isoenergetica. Per a tot
i .
v e (w(l))", tenim

o0 1 0w L(I) ;
S = wﬂ(D( (I)v— i;n([) (1)>|
_ i aﬂ o (v y weo
on hem usat el fet que la component n-esima del vector
0w G- v
E(I> v = i}nT w([)

és nula. A més, hem usat la no degeneracié isoenergetica per tal de fitar inferiorment
la norma d’aquest vector. Ara, considerem una base ortonormal eq,...,e, de R™ tal
que els primers n — 1 vectors pertanyin a (w(I))" i el darrer pertanyi a (w(I)). Sigui

P = ( P P, ) la matriu n X n que té aquests vectors com a columnes. Escrivim:

NP 90 -
?}(I)P( )P az(])Pn)(A b>. i

8] “([)P f”gl (I) P, 0 by

Deduim directament de (4.13) que

_ 1% _ _ n—
|Av| > oD ki Vo e R"

Notem també que ’B‘ < Mw(I)|/1* per (4.11). A més, b, = aw(I) -e, iaixi |b,| =

a|w(I)]. Llavors, calculant la inversa de la matriu (4.14) i duent a terme una fita grollera

l( A1 —;A—lb)
0 e

wnD] 1 oD Mo 1

ft alwD)]  p 12 alw(l)]
L LM 1 L 2M
- < = (1 ) |
1t ft

de la seva norma,

‘ (570) )

< A7 g e

IN

— + (4.15)

* 1?ua + al
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Aquesta fita implica (b), per la nostra condicié sobre a. Per obtenir la fita inferior (c¢) per

al determinant, tenim en compte altre cop 'expressi6 (4.14):

e (M’&M)“ alu(n)] = 22

Finalment, provem (d). Pera [ € Giu,v € R",

920 0%Q 9%*Q,,
W(I) (u,v) = (812(]) (u, v), W(I) (u,v))

(B0 () (50 ) (509

wn (1) wn (1)

(Ze (1) (u,0) ) (1) ;
- wn(1)? wn(1)? g ()

Podem fitar aquesta expressié com a (4.11-4.12):

0%Q 1 0w Oow ow
P2 W) < W(ap<f><u,v> ]+ 221) ‘ m(f)v)
2 Owy, owy, _
b el [ e
(M’L n 3M2L> |u’ ]U’

i deduim la fita (d):

00
oI2

M'L  3M2L\> M 3M
< M2 < > La.
G—J<12+ l3>+(a>_<2M+l>a

Nota Si la condicié a > 2M/I* és suprimida, llavors la fita (b) ha d’ésser substituida

per la fita (4.15), la qual és més dolenta si prenem a massa petit.

Establim a continuacié de quina manera la constant i de la condicié de no degeneracio
isoenergetica es veu afectada per una petita variaciéo de 'aplicacié freqiiencia. Aquest

resultat pot ésser expressat en termes de vectors i matrius.

A=Al
), M > max (|A| , ’AD Suposem que, per a

Lema 17 Siguin M\, X € R™ vectors, i A, A matrius n x n. Escrivim ¢ =
g = ‘fl —A A
certa p > 0,

. i siguin | < min<|/\|,

|Av+sA| > o] Yoe (W), VseR.
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Aleshores,

Av + 35\‘ > (,u — 4]\l/jg — 5’) [v] Yo € <5\>L, Vs € R.

L

Prova Clarament, és suficient de comprovar el resultat per als vectors v € <)\> tals que
|u] = 1. Tenim |\ - v| < € per als vectors esmentats. Escrivint v = vy 4 vy, amb vy € (A"
i vy € (A\), deduim que

lvg| < o] > 1 ——.

<
Al RY

Per la hipotesi,

3 2|Ale
>

IAv+SA|ZIAv1+8A|—|Av2|Zulvl|—|A|-lv2|ZM<1—6)—|A_u—
A R R
Llavors, si suposem que ‘85\’ <2 ’fl , obtenim
‘Av—i—s;\ > |Av+s/\|—‘(A—A)v‘—’s(:\—/\)‘
2|Ale 2/1' AMe
> - i —€ ——=€ Z u-— ] —€.

En el cas en que ‘55\‘ > 2 ’fl , la prova és molt més facil:

‘flv + 35\’ > ‘55\‘ = ’flv’ > ‘fl‘ > Al - >pu—¢.

Finalment, veurem que una petita pertorbacié d'una aplicacié injectiva també és in-
jectiva si en restringim lleugerament el domini. Previament, donat b6 > 0 definim el
conjunt

G-b:={leG : U(l)CG},
essent Uy(I) la bola tancada de radi b centrada a I, d’acord amb (3.10).
Lema 18 Sigui G C R"™ compacte, i siguin €, Q:G — R" aplicacions de classe C2,

amb ’(NZ — Q’G < e. Suposem que Q) és injectiva sobre G, i escrivim F = Q(G). Suposem
les fites:

09 ’afz - 0% .

R SM’ I SM’ SM/,

ol |, oI G or% |,

o0 o0

- > _ > I~ n
aI([)v_m]v|, ‘aI(I)v_m]vl Yo eR", VIeq,
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amb 0 <m <m, M> M. Suposem també que

< — . (4.16)

Definim

aleshores:

a) Q és bijectiva entre G i F.

S5Me ~ 2¢e
= C .

mm m

b) G-

d) Donat un subconjunt F' ¢ F i escrivint G' = (Q)il (ﬁ’), hom té la inclusio
Q (é’ ) SF —e.

Prova Fixat J € F, hem de provar que existeix un tnic punt I* € G solucié de Q([ ) =J.

Per veure aixo, fem servir una modificacié del metode de Newton. Considerem

19 =0 () ea - 4%5
m

com a primera aproximacio, i hem de veure que ’aplicaci

té un unic punt fix a G. Calculem primer la derivada d’aquesta aplicacio:

OA o9 ) 00 a0 o9
ap()=1d~ <af (1<0>)> 7D = (8[ (I<0>)> (az (1) - al(l)) :
tenim -
‘2?(1)| < % =19 s 119 < is : (4.17)

©) amb I és contingut a G. Comencant amb [(®)

ja que tot el segment que uneix [
considerem la successi6 definida per I*) = A (I (k_l)), k > 1. Comprovem per induccid

que
€

2k=1mm

i que I® € G per atot k > 1. En efecte, aixd és cert per a k = 1. Per a k > 1, la hipotesi

7% _ [(k—l)’ <

d’induccié implica que la distancia de I(© a I*=Y o a I*=2) &5 més petita que 2¢/m.
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El mateix és valid per a cada punt del segment que uneix I*~Y amb I*=2). Llavors,
usant (4.17) i (4.16) obtenim

M 2
< L=

0100 (1) (1)

100 — 12| < 1‘ 160 _ -2
m m -2
Aixi, la successié I*®) convergeix, quan k — 0o, cap a un punt fix de A, el qual anomenem

I*. Aquest punt satisfa
2e

r-1v<= (4.18)
m
i, en conseqiiencia,
2
rec-=. (4.19)
m
Llavors,
2
QU er - =" cp o (4.20)
m

El punt I* és I'tinic punt fix de A. En efecte, suposant que existeix un altre punt fix I** 2
I*, tenim Q(I*) = Q(I**) iaixi |Q(I*) — Q(I*)| < 2¢. Llavors, tenim |[* — I**| <
2e/m ja que tot el segment que uneix Q(I*) amb Q (I**) és contingut a F, per (4.20).
Deduim de (4.18) que la distancia de I® a cada punt del segment que uneix I* amb [**
és més petita o igual que % + % < % . Aplicant (4.17), arribem a una contradiccio:

M' 4
m m

~ 2
Hem provat aixi 'apartat (a). A més, tenim G C G — TE per (4.19).
m

Per a (d), notem que (G\é’) N F' = (. Aleshores, com que ‘Q—Q‘G < g,
tenim (2 (G \ @’) N (F’ — 5) = (), d’on deduim la inclusié (é’) S ' —&; hem provat
aixi 'apartat (d). Quan F’ = F, aquesta inclusié implica que G D> Q' (ﬁ—g) D
Ot (F ) — = . Tenint en compte també que Q! (F ) D G — e - deduim la inclusié

mm ’

G>OG— 51‘74; , que completa la prova de I'apartat (b).

Finalment, comprovem (c). Fixat J € F, escrivim I = Q7 '(J), I = (Q)il (J).
Tenim |2 (1) — (1) = [2 (1) - (1)
Q (f) és contingut a I, ja que Q(I) € F C F—¢. Per tant, obtenim ‘f — I’ <eg/m. O

< e, 1per tant el segment que uneix (/) amb

4.3 Fites analitiques i geometriques per a un pas

Donem tot seguit, a la proposicié 19, fites quantitatives d’'un pas concret del procés

iteratiu, descrit a la secci6 2.1, per al teorema KAM isoenergetic. Un resultat parallel per
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a la versio ordinaria del teorema es troba dins la prova original obtinguda per Arnol’d
[Arl].

Descrivim breument el que anomenarem la “part analitica”. Si el hamiltonia amb
que comencem un pas del procés iteratiu és escrit en la forma H(¢, 1) = h(I) + R(¢, I),
obtenim, a partir de la versié lineal del lema iteratiu (proposicié 5), fites per al nou
hamiltonia H(¢,I) = h(I) + R(¢,I). Suposant que les fregiiencies inicials w(I) sén
diofantiques fins un ordre donat K, podem aplicar el lema iteratiu amb M = 0. De fet,
modifiquem lleument la condicié diofantica fins ordre K (vegeu la condici6 (4.21)) a la
vista de les bandes ressonants introduides a (4.7). D’aquesta manera, obtenim les fites
dels apartats (a—e) de la proposicié 19, les quals podrien ésser establertes sense la hipotesi

de no degeneraci6 isoenergetica.

D’altra banda, també és necessaria una “part geometrica”. En efecte, suposant que
w és isoenergeticament no degenerada sobre el domini G, hem de garantir que la nova
aplicacio freqliencia w = grad}NL també és isoenergeticament no degenerada, amb un nou
parametre, per tal de permetre iteracions posteriors. Aixo ve donat per I'apartat (f) de
la proposicié 19. A més, si l'aplicaci6 €1, introduida a (4.10) és injectiva, veiem a

apartat (g) que la nova aplicaci6 €2 ; , també és injectiva en un nou domini G cG.

Proposicié 19 (Lema Inductiu) Sigui G C R"™ compacte, i H(¢,1) = h(I) + R(¢,I)

real analitic sobre D,(G). Escrivim w = grad h, i suposem les fites:

0*h

e — Y

G,p2

we<L i |wa)| =1 VIEG.

Suposem també que w €s p-isoenergéticament no degenerada sobre G. Siguin M > M,
L>L,1<1lifj<pdonats. Fizada una constant a > 2]\~4/l~2, suposem que l’aplicacio
Q= Qupa €s injectiva sobre G, i escrivim F' = Q(G). Donats 7> 0,0< 3<1iK

donats, amb K enter, suposem la condicio de no ressonancia:

FNA (k; “f'}) = vk = (E kn) eZ" |k, <K, k#0. (4.21)
1

Sigui § < p donat, i escrivim ¢ = do/1 @

2McKT™

A=1+=p

Siguin € := [|DR|q,. » 1= |Rolg,, 1 &= ‘%

de R(¢,1)), i suposem:

G (on Ro(I) és la mitjana angular
sP2

s

= (4.22)
2MKT+1

p2 <
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156, . . (=) p
< < — — B B et ,
£ < o g_mm<(M M)52,L L,l—1, ] . (4.23)
L [i2(py — 6
i = § < fi*(p2 2) ' (4.24)

oM ~  32[3a2

Aleshores, ezisteix una transformacio canonica real analitica ® : Dp_g(G) — D,(G) 1
una descomposicié H o ® = h(I) + R(¢, 1) tal que, escrivint & = gradh i Q = Qohas
tenim:

a) & —wlg,, =& |[h—h|, =n

ke VAR

b> €= HDRHG,pfé,c - € 1552

- ~ TAKT™
C) n = ’RO G’p27572 >~ Clﬂ '52.

) 2AK™
d) |CI>—1d|G’p_%7C§ 3 ‘€.
27 ~ ~ }

o) |28 <N, Bl,<L i |e.D)]=]VIea.

o1 G,p2—02

f) & és fi-isoenergéticament no degenerada sobre G.

16L/I;/a277’ i escrivint G = (Q)il (F), Paplicacio

Q és bijectiva entre G i F, i hom té les inclusions

g) Donat un subconjunt F C F —

Gea- L o(@) s Foay
fi

A més, les fites segiients son valides:

< 2Lan .

~N\ —1 _
(@) o] <2

Prova Per la condicié (4.21) tenim, per a tot I € Gi0 < |k|, < K, k # 0,

l
b ) > 12

k-w(D] 2
AT, K

Aquesta fita és valida també si k = 0 ja que |w,(I)] > 1 i B < 1. Llavors, el conjunt

w(G) és IQ—Q, K-no ressonant modul 0. Aquest fet i les condicions (4.22) i (4.23) sobre

18
KT *

Obtenim aix{ la transformacié canonica @ i, d’acord amb (2.8-2.9), el nou hamiltonia pot

p2 1 € permeten d’aplicar el lema iteratiu (proposicié 5) amb Z =0, M =01i«a =
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ésser escrit en la forma Ho® =h+R, on h=h+Z, itenim Z = Ry. Veiem facilment

les fites de (a) usant que

- IRy

|C() — le,pQ = W = 5 (425)

G,p2

Les fites de (b) i (d) es dedueixen directament del lema iteratiu. La fita (c) prové de la
desigualtat (2.35) dins el lema iteratiu. Les fites de I'apartat (e) provenen de (4.25), de
la condicié (4.23) sobre £ i de la desigualtat de Cauchy

0*h  *h

§
z - < >
or:  oI? ~ 0

G,p2—0d2
Per provar (f), apliquem el lema 17, el qual ens diu que @ és p/-isoenergeticament no

degenerada sobre (G, essent

u’—u—%k«?—wl _|gh_2h >u—4M €—£>u—§>ﬁ
l~ ¢ oI? oI? a B Z P2 B P2 -
Hem usat (4.25), la condicié (4.23) sobre &, la desigualtat
Ph _Ph| &
812 812 a - P2

i la desigualtat p, < 1/2M, que es dedueix de (4.22).

Abans de continuar, remarquem que les fites de les derivades de §2 donades al lema 16
s6n també valides per a €, sobre G, si substituim M, L, [, yper M, L, l, i1, respectivament.
No necessitem canviar la constant a ja que estem suposant que a > oM / 2. Aplicarem
ara el lema 18 perd substituint els parametres M, m, M, m pels valors que obtinguem
aplicant el lema 16 a Q i a Q. Primer trobem el valor que ha de substituir ¢ al lema 18,

és a dir, una fita per a ‘Q — Q’G. Tenim

B — ()] Jen(D)]

-0 <

@) —w)] - wd)] _ LE
) [wn(D)] - (D)
(1) = Qu(D)] = a|A(I) = h(1)| < an. (4.27)

< (4.26)

Per tant,

on hem usat la condicié sobre a. Aleshores, podem aplicar el lema 18 si verifiquem la
desigualtat segiient (que substitueix (4.16) a 'esmentat lema):

, (&)

_4(%—1-3]}2)13@

, (4.28)
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havent tingut en compte la desigualtat

o
oI3

SM':: M )
G P2_52

Es facil de comprovar que la desigualtat (4.28) és garantida per la condici6 (4.24) sobre

7. Aleshores, prenent I’ = F, G' = G al lema 18, obtenim I'apartat (g). O

4.4 Convergencia de les iteracions i tors invariants

Donem en aquesta seccié la prova del teorema KAM sota la condicié de no degeneracid
isoenergetica. Remarquem pero que l’esquema basic de la prova seria el mateix per a la

no degeneracié de Kolmogorov.

Per tal de fitar la mesura de les bandes ressonants que anem excloent al llarg de les
iteracions, hem d’imposar una condicié raonable sobre el domini. Donats F C R" i

D > 0, direm que F' és un D-conjunt si, sempre que 0 < by < bo,
mes [(F — bl) \ (F — bz)] S D(bg — bl)

Notem que la constant D pot ésser considerada una fita superior de I’ “area” de la frontera

de F, la qual ha d’ésser per forca finita.

El lema tecnic que establim tot seguit ens dona les fites de la mesura que hem de tenir
en compte quan excloem de F' bandes ressonants del tipus introduit a (4.7). Aclarim que
és suficient excloure bandes ressonants corresponents a vectors enters k = (E, kn) ez

amb k # 0, ja que suposem que w, () # 0 a tot el domini.

Lema 20 Sigui F' C R"™ un D-conjunt, © escrivim P = diam F'. Donats d > 0, 7 > 0,
6>01K >0, amb K enter, denotem

B
F(d,B3,K):=(F —d Alk 2.

k#£0

Aleshores:
a) Donatsd >d, [ >pi K > K,
mes [F(d, 3, K)\ F(d, 5, K')]
<D —-d)y+2P""| > u‘i‘ > b

iz BT R] secirens IR - [R] |
k#0 k#£0
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b) Per a totb >0,

mes [F(d, 3, K) \ (F(d, 3, K) = b)] < (D + 2" P""'K™) .

Prova La fita de Iapartat (a) prové de la inclusié

F(d, 8, K)\ F(d,p, K") c (F—=d)\(F—=d))

o U (o (s (g vs (b))

k#£0

u U ((F d)mA(k: @l))

K<|k|; <K'
k#£0

idel fet que, pera0<a<a'ik#0,
2(a — )

mes [(F —d) N (A(k, ')\ A(k,a))] < Pt ‘k‘

(4.29)

Referent a l'apartat (b), observem primer que, si b > 0,

B K) — - A
F(d,3,K)—b> (F (d+b))\kgK ( T \k])

Llavors, procedint com a I'apartat (a) i aplicant (4.29) novament,

mes [(F(d, 3, K) \ (F(d,8,K) —b)] < Db+ Y P"'.2b.

k|1 <K
E#£0

A partir del fet que el nombre de vectors enters k € Z" \ {0} amb |k|; < K pot ésser
fitat per 2" K", obtenim la fita de 'apartat (b). Val la pena de remarcar que aquesta fita
expressa el “creixement” de la frontera del domini quan les ressonancies en sén excloses.

(I

La nostra prova del teorema KAM isoenergetic consisteix, com la prova original de la
versié ordinaria feta per Arnol’d [Arl], a iterar les fites del lema 19 amb els parametres
adequats, que donen lloc a un procés rapidament convergent (és a dir, més que lineal). Ara
bé, contrariament a [Arl], per a la prova del teorema KAM només necessitem mostrar
explicitament que les restes decreixen de manera lineal. No obstant aixo, a la seccid
segiient (sobre tors quasi-invariants) mostrem la convergencia rapida per tal d’obtenir

fites exponencials d’estabilitat.

Sobre el parametre v que apareix al teorema 21 que donem tot seguit, hem d’incloure

un comentari. L’enunciat i la prova son lleugerament més complicats del que en principi



4.4. CONVERGENCIA DE LES ITERACIONS I TORS INVARIANTS 79

caldria, degut a la presencia d’aquest parametre. En realitat, aquesta llibertat en la tria
de v no és estrictament necessaria pero en farem ts a la seccid segiient, on veurem que
un valor de v petit déna lloc a un procés gairebé quadratic (amb exponent 2'7%) i, en
consequencia, a fites d’estabilitat millors. No és possible d’escollir v = 0, que donaria lloc

a un procés exactament quadratic.

Hem de dir que una prova del teorema KAM (en la versié ordinaria) veient només
que les restes decreixen de manera lineal ja fou obtinguda per J. Péschel [Posl]|. D’altra
banda, esmentem que a [Posl] és provat que els tors KAM formen una familia diferenciable
en el sentit de Whitney, parametritzada per un conjunt cantoria. Vegeu a [BH] la versié

isoenergetica d’aquest resultat, que s’obté a partir de la versié ordinaria de [Posl].

Teorema 21 (Teorema KAM Isoenergetic) Sigui G C R™ compacte, amb n > 2, i
considerem el hamiltonia H(¢p,1) = h(I) + f(¢,1), real analitic sobre D,(G). Escrivim
w = grad h, i suposem les fites:

0?h

Iz < M, lwlg < L i lwn(I)| > 1 VI €g.

G,p2

Suposem també que w €s p-isoenergéticament no degenerada sobre G. Prenent a =
16M /1%, suposem que laplicacid Q@ = Qupa €s injectiva sobre G, i que la imatge
F = Q(G) és un D-conjunt; escrivim P = diam F. SiguinT>n—1,7v>0:i0<v <1
donats, 1 suposem.:

V2l6lu2ﬁ27—+2 ) ) 8LMp2
6, < oy R ~ < min o L, (4.30)

e:= £l

vp1

on escriwim p := min (12(74‘2) ,

1). Definim el conjunt

A~ o~ 2
G=0G, = {I eg-= . w(l) és T,v—diofdntic} :
i

Aleshores, existeiz una aplicacid real continua T : W%(T”) x G — D,(G), analitica
respecte les variables angulars, tal que:

a) Per atot I € G, el conjunt T (T" x {I}) és un tor invariant de H, contingut a
T" x G, el seu vector de freqiiencies és parallel a w(I) i la seva energia és h(I).
b) Escrivint
T (9, 1) = (¢ +To(0, 1), I+ Ti(o, 1)),
hom té les fites

22T+15L2M c 27’+16L3M c
|7;5|/G\,<%,0),oo = 22pertl ? ) |TI|@,(%,0) = Byt 5 :
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c) mes {(T" x G\ T (T” X @)] < (C1D + CoP™ Y vy, on Cy, Cy sén constants que
només depenen den, 7, p, M, L, [, p.

Prova

A. Tria dels parametres. Farem servir iterativament la proposicié 19, escollint a cada pas
les constants adequades. Per aquesta rad, comencem introduint successions de parametres

que substituiran les constants de la proposiciéo esmentada. Per a ¢ > 0, definim

1 1 1\ ! 1\ p

Notem que M, L, creixen de M, [ cap a 2M, 2L, respectivament, quan ¢ — o0, i que [,

g decreixen de [, pu cap a [/2, pu/2. Definim també
Ky, =0, K, =K 29! ¢g>1,

essent K > 1 un enter que fixarem més avall. A més, definim

== 1
b= L <
i, per a ¢ > 0, considerem p@ = (pgq),pgq)) amb
@ _ (4 1) 1 @__ ViB
. (+2w R T YV0 S

Notem que p ) decreix de p1/2 cap a pi/4, 1 que ps' () decreix cap a 0. També escrivim

-1 -1
T Y R (3

Tenint en compte que les desigualtats & <1 — 2% <vil—s L. > % son valides per a

2 )
0 < v <1i7 >0 respectivament, és facil de veure que, per a tot ¢ > 1,

Vp1 (9) vp1 (@) vip
gD S0 S %2 6AM KT+’ (4.31)
13 - ov(a—1) 13 - ov(e—1)
b < b (4.32)

I6ME;  py — = AMK; 1 p,

Finalment, definim les successions

b= (1-5)8  g=trte

totes dues creixents amb limit 3. També és facil de comprovar que 3 > v3/4 per a tot
qg=>0.
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Escollim K com el minim enter tal que Kp > 1. Llavors tenim K < 2/p. Usant
aquesta desigualtat, la nostra tria § = /L i la desigualtat p < vp;, deduim de les
condicions (4.30) les desigualtats

1/312/)1 52 VQZG/L2 52 < 8MKT+1p2
227+20 \f K27+1 7 Q7+30 [ 4 \f3 [ 27+2 |’ 6 vl ’

(4.33)

5§min<

B. Induccié. Comengant amb Gy = G, construirem ara una successié decreixent de
compactes G, C G i una successi6 de transformacions canoniques reals analitiques o) .
D, (Gq) — Dya-n(Gg—1), ¢ > 1. Denotant U@ = oM o ... 0 &@  escrivim els
successius hamiltonians transformats en la forma H@ = H o U@ = p@ () + RD (¢, I).
A més, escrivim w@ = grad @ i Q@) = Q@ p@ - Provarem que els enunciats segiients

son valids per a tot ¢ > 0:

8¢
— (@)
1y) &q:= HDR ‘Gq,p@),cq“ < vpy - 2072
(9) 6 T4+1
RO et g | R BMKTH e
2q) g = ‘RO Gg.p$? < 9(27+3)q So 1= ol ~ i3 20+2a
q,pgq)
g @ @
q ] q
3) |5 e <My, | o <Ly W @(1)| > 1, VI €G,.
a2

4,) W@ és [tg-isoenergeticament no degenerada sobre Gy.

5,) Q9 és injectiva sobre G, i Q9 (G,) = F,, on definim

Fpi= (F= )\ U A(k, |,f|%). (4.34)
|k|1 <Kq 1
k#£0

Procedim per induccié. Per a ¢ = 0, triem Gy =G, h® =h, R = f. Notem que

0 _ P1 O__ viB __p
Py P T MK = g
per (4.33). Aleshores,
D < & < 8¢ A
g0 =D fllg o0 < 75?) = o (4.35)

és a dir (1p). La primera fita de (2q) és oObvia, i la segona prové de la desigualtat de

Cauchy
2 (0) 2e 9
o< B, <, < m
P2 P2 py

Els altres enunciats (3p—50) sén clars.
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Per a ¢ > 1, suposem que els enunciats sén certs per a ¢ — 1 i els provarem per a gq.
Amb aquesta intencié, aplicarem la proposicié 19 al hamiltonia H@1) = pla=D 4 Rla=1)
amb K, en comptes de K. No obstant, per tal de satisfer la condicié (4.21), hem de
substituir els dominis G,_; 1 Fj—; per subconjunts adequats en els quals les ressonancies

d’ordre entre K, ; + 11 K, hagin estat excloses. Concretament, definim

/
-1 - -1
Fop=F -3\ U A (k @T) = (QU) T (FL). (4.36)
|kl <Kg 1
k#£0
Llavors la condicié de no ressonancia (4.21) és acomplerta posant F, ;, f, ; i K, en
els llocs de F, f i K, respectivament (prenent B, en comptes de 3,1, evitem haver
d’aplicar la proposicié 19 amb [y = 0 quan ¢ = 1). Els altres parametres que intervenen
a la proposicié 19 sén M,_1, Lo_1, lg—1, fg—1, pla=b), 5@, cqs My, Lg, lg, 1tg, que fan els
papers de M, L, L, u, p, 0, c, M, L, l~, [, respectivament, i

16 M 2Mq
a = > .
2 - ]2

q

Y gs acomplerta amb la nostra tria dels parametres.

Es clar que la condicié (4.22) sobre pS
Pel que respecta a la condici6 (4.23) sobre ,_1, observem en primer lloc que, per (4.32)
i per la nostra tria de K,

2My_1c K] < 32M 1B

=14 —"T11 <1+ : =
! ly—184-1 vl AMKp,

A <2

1 .
T R S

Llavors, haurem vist que es satisfa la condicié (4.23) si comprovem la desigualtat

lq—lﬁ;—ﬁ?

<
Sl = TRK

En efecte, recordant les definicions dels parametres i aplicant (1,-1) i (4.31), és suficent

veure que

8e < Vi vip
vpy — 2UKT 64AM KT’

cosa que es dedueix de (4.33). Verifiquem ara la segona condicié de (4.23), és a dir,

— (g—1)
§g—1 < min ((Mq - Mq,l)ééq) v Lg—Lg1, g1 — 1y, (g1 §q>p2 ) .
Per (2,-1) 1 (4.31), aquesta condici6 és satisfeta, ja que podem deduir de (4.33) la desigual-
tat
WNMK™H ¢ . (M vis L 1 pu i3 )
———— < min _— L —

Vi3 2 GAMKT 274712 32MKTH



4.4. CONVERGENCIA DE LES ITERACIONS I TORS INVARIANTS 83

Finalment, hem de comprovar la condicié (4.24):

(@)
Ly 1y [12p
’ q—1Gq—1 q 2
= g < ) 4.
flg-1 oap, Mt S 32L3a2 (4.37)
Per (2,-1), tenim la fita
L MK ™ e € LK™ e
/

-1 S oM vl - 2(r+2)(a-1) + 2(27+3)(¢—1) = vip - 20+2)(ea-1) ° (4.38)

Tenint en compte el valor de a, la desigualtat (4.37) és valida, ja que

LK™ e < 142 vij
I/lﬁ — 2181302 9TH+6 7K THL ’

cosa que deduim de (4.33).

Aplicant la proposicié 19 amb els parametres considerats més amunt, obtenim una
transformacié canonica ®@ i un nou hamiltonia. H@ = @ 4+ R@ . Egscollirem el nou
domini G, C G7_; més avall. En primer lloc, provem (1,-4,). Per la fita (b) de la
proposicio 19 i la desigualtat c,41 < ¢,
14A, K] 5

g2 ). (4.39)

Eq < HDR(Q)‘ + m q—

G’q7p(‘1)7cq -

Fitem els termes d’aquesta suma. Per (4.31) i la desigualtat Kp > 1,

vKp

K59 > 0= > (97 4 3)In2, (4.40)
1 per tant
—Kqé(q) 1
€ ! S 227+3 '
A més, aplicant (4.31), (1,-1) i (4.33),
14A,K] 2K GAMKH 8¢ 1
: q()'gq—IS = — D) = 52795 901 (4.41)
lqilﬁ;_l%q Vi3 vij3 vp - 2(27+2)(g—1) 22743 . 9q
Llavors, deduim de (4.39) la desigualtat
€q—1
f0= 5902

la qual ens déna (1,). Per a (2,), usem l'apartat (c) de la proposicié 19. Escrivint
Uéq) = pgqfl) — (5§q)/2, tenim:
TAK]

Gy = Cqlg-104-1

tﬁq)sq_l 1 <_E
9 " 92743, 9¢—1 — 9(27+3)q ’

IA

(4.42)
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on hem usat les desigualtats (4.41), (4.31) i (1,-1). Obtenim laltra fita de (2,) fent servir
la desigualtat de Cauchy i (4.31):

2 0 2 &
S = 55(1) ‘RO ’Gq,g;@ < 5§Q) 9(27+3)q

Els enunciats (3,-4,) sén clars a partir de la proposicié 19. Per a (5,), apliquem l'apar-

tat (g) de la proposicié 19 al subconjunt F;,. Hem de comprovar que

16 Lg_1 Lga*n),

F,CF_, — (4.43)
Hq
Definint
q-= 2KT+1
q
i tenint presents (4.36) i (4.34), resulta que
By
P> (P =G+ d)\ U 8 (k)5 @
Ikl <Kq ’ ’
)
on hem usat les desigualtats
By b
1+d, < + |k !
Frat i g <
A més, aplicant la fita (4.38) per a n/_, i (4.33),
16 Lg_1 Lga®n,, - 2 LPM? LK™ - v <d,.
Hq — 14/.L I/lﬂ .o(t+2)(g-1) — 4. 21/(q71)Kq7'+1 -

Aquesta fita i la inclusié (4.44) impliquen (4.43). Aixi, 'apartat (g) de la proposici6é 19
ens diu que Q@ és injectiva sobre G, := (Q(q))_ (F,). Aixo ens doéna (5,), amb la qual

cosa completem la induccié.

C. Convergencia dels difeomorfismes.  Veurem ara la convergencia de les successives
aplicacions Q@ : G, — F, . Aplicant novament l'apartat (g) de la proposicié 19,

obtenim per a g > 1 les fites

0 _ Q(qfl)’G <an,_,, ‘(Q(q)>_1 _ (Q(qfl))_l < 2Lg-1a1)y .
q

(4.45)

F, Hg—1
-1
Aleshores, per la fita (4.38) sobre 7, ,, les successions Q@ i (Q(q)) convergeixen res-

pectivament a aplicacions que denotarem * i T, definides sobre els conjunts

G =Gy F = (Fy—(F- 6\UA< Ikﬁh) (4.46)

>0 >0 Kezn
k#0
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Notem que hem usat la compacitat de F™* en establir la segona igualtat. A partir de (4.45)

deduim: oL ar
-1
’Q* _ Q(q)‘G* <> ar, ‘T _ (Q(Q)) <y 2Ls@s (4.47)
s>q F s2q Hs
Notem també que, per a tot g,
4L an! 16L,_1 L,a’n!
Gy CGyy — Mt o PR e
Hq Hq
Iterant aquestes inclusions en deduim les segiients:
4L, ! 16 LyLy1a°n,
[EARCREN S = R AN Gl R 2 (4.48)
s>q Hs+1 s>q Hs+1

les quals usarem més avall. Veurem a continuacié que 2* és injectiva sobre G* i que
Q*(G*) = F*. Donat I € G*, tenim Q@(I) € F, per a tot ¢. Aixi Q*(I) € F*, i
deduim que Q*(G*) C F*. Analogament, tenim Y (F*) C G*. Provem a més a més
que Y (Q2*(I)) =1 per a tot I € G*. En efecte, per a cada g,

T (1) -1
<T@ - (@) @) + |(99) " @ @) - () (29)
-1 2Lg | s q
< ‘T - ()| + o o 0| (4.49)

Per a la fita del segon terme, hem usat els dos fets segiients: en primer lloc, I'apartat (b)

del lema 16 ens déna la fita

ag;q)(f')v' > 2“[: |  YveR", VI'eG,;

d’altra banda, per (4.47-4.48) el segment que uneix Q@ (I) i Q*(I) és contingut a F,.
Llavors, com que la fita obtinguda a (4.49) tendeix a zero quan g — oo, deduim que
T (Q*(I)) = I, iper tant Q* és injectiva. Un argument simetric permet de provar que
Q(Y(J)) = J per atot Je F*. Aixo implica que Q" (G*) D F*. Aixi, 'aplicacié Q*
és injectiva i Q* (G*) = F*.

Veiem també, a partir de la proposicié 19, que

(g—1) < Ng—1-

(@ _ , ,(¢—1) (@) _ p(a—1)
‘w v ‘G(I7p;q71> S 51]717 ‘h h Gq:ﬁQ

Aixod implica que les successions w@ i k(9 convergeixen a aplicacions continues w* i h*,
respectivament. Notem també que, per a I € G*,
w*(I)

0= (50

,a h*([)) . (4.50)
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A partir de (2,) deduim, per a tot ¢ > 0, la fita segiient, que usarem més endavant:

2TMK ™ e
ZSS = VIB- 26 (4.51)

D. Convergencia de les transformacions canoniques. A continuacio fitem la distancia de
les transformacions W@ a 'aplicacié identitat. Aplicant apartat (d) de la proposici6 19
iusant (1,-1), (4.31) i (4.33), hom dedueix que, per a cada ¢ > 1,

5@ _ig 2A KT < 25KT K¢
‘ 1 Gq,a(q),cq - q 15{] 1 el = ylﬂ Vpl . 2(27+2)(q_1)
98 [T 5(‘1)
= — ° < %2 (4.52)
v lplﬁ . 2(7+2)(¢-1) 8 .92q¢-1
on hem escrit ¢(@ = pla—b) / 2. Llavors, aplicant la propietat (2.27) de la secci6 2.2,
DO —1d gijcpq)—id <X
Gq,p\D cq 5§‘I) Gq,0(D cq 4 .99-1

Siguin x, y tals que el segment que els uneix és contingut a D, (G,). El teorema del

valor mitja ens déna la fita:

’q)(rI)@;) — 3@ (y)

< ’DCI)(‘])

Gaop @, |$ - y|cq :

Per (4.52),

Cq

’q)(q)(a:) -

<o [eg)

Llavors, com que p@ 4 §@ = pla=1)  resulta que el segment que uneix ®@(z) i ®@ (y)
és contingut a D ,-1)(G4-1). Per tant,

’@(q—l) ((I)(Q)(l.)) _ a1 (q)(q) (y))

. ‘q)(q) (z) — &9 (y)

Cq—1

< ‘Dq)(q—l)

Gq—17P<q71>7Cq—1 Cqg—1

< 27| Dol |9 () - 2 (y)

7
Cq

Gg—1,p007 D cq1

on hem usat que c¢,_1/c, = 2717 Tterant aquest argument i reunint les successives fites

obtingudes, arribem a la fita

‘\I;(q)(x) _ \I](Q)( )
< 2(T+1 v) ‘DCD 1)

. ‘D(p(?)

. 'Dq)(q)

|z =yl

Gq,p<‘Z) ,Cq

1 1 1
< o(rH1-1)(a-1) <1 ) (1 ) (1 ) g —
= YA ) ek,

< o(rHl=w)(g=1) , ,1/2 |z — y|cq < 2rtl=1)a=1) 9 |z — ?J|cq , (4.53)

G17p(1)7cl G27p(2)302
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la qual és valida per a ¢ > 1, i per a cada x, y tals que el segment que els uneix és contingut
a D, (G,). Ara, donat ¢ > 21 x € D, (G,), escrivim y = ®@(z) i apliquem (4.53)

amb ¢ — 1 en comptes de q. Obtenim:

’\I{(Q) (z) — WD (z)

’\I;(q—l) ((I)(’l)(x)) — gl (g)
o(r+1-1)(a-2) | 9 'CI)(Q)(ZL’) .

Cc1 Cc1

IA

Cq—1

IN

2160 9 |g0(2) — 4

29K7 ¢
y2lp16 . 2(1+v)(g-1) ?

Cq

(4.54)

on hem usat (4.52). Aquesta fita és valida per a ¢ > 2, pero hom veu facilment a partir
de (4.52) que també és valida per a ¢ = 1 (posant ¥(®) = id). Clarament, la fita (4.54)

implica que les successives transformacions W@ convergeixen cap a una aplicacié

U . D(pl 0) (G*) = Wn (Tn) X G* — DP(G)

) 1
i deduim, per a tot ¢ > 0, la fita

20K ¢
G (%0).e = v2lp 3 - 20+1)e

‘\1;* _ gy

(4.55)

A més, portant al limit 'equacié H o W@ = p@ 4 R@  veiem que HoWU* = h*(I) sobre
Doy 0) (&)

E. Fites d’estabilitat.  Ara veurem que, quan ¢ — 00, les trajectories associades al
hamiltonia transformat H@ = h@ + R@ i les trajectories quasiperiodiques de h®
esdevenen cada cop més properes. Escrivim 2@ (t) = (qb(‘” (t), 1@ (t)) la trajectoria de
H@ que correspon a una condicié inicial donada x(@(0) = x5 = (¢5, I) € T" x G, i
denotem 2@ (t) := ((;3(‘1) (1), ]g) = (gzﬁ{’; +wl@ (1), ]6") la trajectoria corresponent de la
part integrable h(9). Es clar que 2@ (t) és definida per a tot ¢ € R. De manera semblant

al lema 9, definim

T, = inf {t >0 : ‘I(Q)(t) — I

> 56t ‘qb(q)(t) _ Qg(«z)(t)’m > 5§q+1)}, (4.56)

Clarament, 29 (t) és definida i pertany a D) (G,) per a 0 < ¢ < T, (remarquem que 1'tis
que fem de §@tV) en comptes de p{@ és motivat pel fet que podrem obtenir les fites més
comodament usant la “c,1-norma”). A partir de les equacions hamiltonianes associades
a H@

OR@

1@ (t) = — 9

. (9)
($(q) (t)) ’ dD(t) = w@ ([(q) (t)) + agj (x(q) (t)) ,
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obtenim les fites:

. OR@
19()] < <eq, (4.57)
aqb thg(q)
: OR@
690 -0 ()] < a4 |10 - 5]+ |
o a] Gq7p(Q)7oo
<M |19() - Ig| + L
Cq+1
< oMY ¢ F1 < 30t (4.58)
Cq+1
A la segona fita, hem usat la desigualtat
o< sl (4.59)

Cq+1

que prové de les fites (1,) i (4.31-4.33). Aixi, com que una de les desigualtats que de-
fineixen (4.56) és una igualtat per a t = T}, tenim

5éq+1) = ‘I(q) (Ty) — Iy < Tyeq
o bé
st _ ’¢(q) (T,) — 6@ (Tq)‘oo < T, - 3Mo5HY (4.60)
Per tant,
5§q+1) 5§q+1) 1
T, > min , > T = , 4.61
e g 3MOYHY T 3Megp 4oy
on hem tornat a fer servir la desigualtat (4.59). Aixo implica:
‘xm) () — 29| <& s e < T (4.62)

Cq+1

Com que HW = Ho U@ i U@ és canonica, resulta que W@ (x(q)(t)) és una trajectoria
de H, definida per a [t| <T,. Quan el valor de g és gran, aquesta trajectoria roman prop
del tor W@ (T™ x {I¢}). Notem que T}, tendeix a infinit quan ¢ — oco.

F. Tors invariants. Suposant ara zj € T" x G*, escrivim x*(t) = (¢§ + w* (1§) 1, [}),
t € R. Tenim:

*

[#0(t) — 2% (1) T < 5D

< g [0 (1) - (1)

o 1] < cg1 ’w(q) —w

Cqt1 G*,00

per a

" . __
< T =

|w(‘1) — w* G* 00

Notem que T, també tendeix a infinit, per (4.51). Llavors,

‘x(q) (t) — x*(t)

<205V si |t < T = min (T2, TV).
o <205 it < T, HllIl(q, q)
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A continuacié, vegem que la trajectoria W9 (x(‘J) (t)) és molt propera a ¥* (z*(t)) quan ¢

és gran. En efecte, per a [t| < T},

0@ (2@(t)) — v (x*(t))’q
‘\I,(q) (x(Q)(t)) _ gy (I*(t))‘q +
e

IN

W (27(1)) — U (27(1))

C1

— e 5§q+1) + ‘\I,(q) _

G*,<%,O),cl ) (463)

on hem aplicat (4.53). La fita obtinguda a (4.63) tendeix a zero, per (4.55). Veiem
doncs que, per a cada t fixat, (9 (x(q)(t)) existeix per a ¢ prou gran, i el seu limit és
U* (2*(t)). Aquest fet i la continuitat del flux de H impliquen que ¥* (2*(¢)) també és una
trajectoria de H, la qual és definida per a tot t € R. Aix0 és cert per a cada condicié inicial
xf = (95, I5) € T"x G*. D’aquesta manera, U* (T" x {I}}) és un tor invariant de H, amb

vector de freqiiencies w* (I). A més, l'energia sobre el tor és H (U* (o5, 1)) = h* (15).

Aixi, els tors invariants que es conserven al sistema pertorbat vénen parametritzats
per les noves accions Ij € G*. Provarem ara que també els podem parametritzar per
llurs accions originals. Primer, vegem que 2 (@) C F* (el conjunt diofantic F* ha estat
introduit a (4.46)). En efecte, usant 'apartat (b) del lema 16 i el fet que 8 = 7/ L, resulta
que (Q — 277) C F — 3. D’altra banda, donat I € G, deduim de la condicié diofantica
satisfeta per w(I) que

- 5 VD] B
FO() + k| > 2Dl O
| =
i per tant Q(I) ¢ A (k;, %) per a tot k # 0 (aclarim que aquesta fita és la que ha

motivat la nostra tria f = /L). Aixi tenim € (C:‘) C F*1i, com que Q* : G* —
F* és injectiva, podem parametritzar el conjunt de tors invariants per [y € G (notem

que, d’aquesta manera, alguns dels tors invariants han estat exclosos). Definim, per a
(¢0,1o) € Wey (T") x G,

T (o, Io) = V" (¢, I5) ,
on I = ()" (QIy)) € G*. Obtenim aixi apartat (a): el conjunt 7 (T" x {I,}) és
un tor invariant de H, amb freqiiencia w* (I}) i energia h* (I}). Com que Q* (I}) = Q(1y),
deduim de (4.50) que w* (I§) és parallel a w(lp) i que h* (I5) = h(ly).

Per veure (b), escrivim, per a (¢o, I5) € We (T") x G,
W (o, 15) = (b0 + W5 (0, 15) , I + W5 (00, 13)) -
Llavors, si (¢, Io) € Wey (T") x G, tenim

Ty(do, o) = V5 (9o, I5) T1(do, Io) = Vi (¢o, Ig) + 1o — 1§ .
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Usant (4.55) i (4.32), obtenim les fites segiients:

214MK2T+1€
G, (%,0),cr = V2[232 '
- 20K ¢
*,(%,0),01 - V2lp1ﬁ ’

W5 (60, 1)

1
< — U —id
00 Ccy

W7 (o, Lp)| < [¥* —id]g

Per (4.47) i (4.38),
2Lgan. 8La

I —nl < j@)t - <Y < =30
s>0  Ms K >0
2TLM 2TLK™tle B QUIAMKT™ e
1?1 vig N vi3ups

Reunint aquestes fites, aplicant les desigualtats p < vp; i K < 2/p, i escrivint la fita final

en termes de y en comptes de 3, obtenim I'apartat (b). També veiem que |7;|5 (24.0) < 277
b 4 b

i per tant T(T" X @) cT"xg.

G. Fita de la mesura. Finalment, obtindrem la fita de apartat (c). Escrivint G* =
(Q*)_l (Q (CA;)), els tors invariants que hem trobat omplen el conjunt 7° (T” X CA;) =

U (T x @) Com que les transformacions W@ sén canoniques,
mes [¥@ (T" x G*)] = mes (T" x G*) = (27)" - mes (G*) .
Usant la fita (4.55) i la compacitat de W* (T" x G*), obtenim la desigualtat
mes [0 (T" x G*)| > (27)" - mes (G").

Veiem doncs que, per tal de fitar la mesura del complementari del conjunt invariant, és

suficient de trobar una fita de la mesura de G \ G*.

En primer lloc, construim un conjunt auxiliar, inclos a G*, sobre el qual les fites

esdevinguin més facils. Sigui

~  64LM~ ~ 1\ -
F=m s = (1)
per a ¢ > 0, i notem que 3 > (. Definim els conjunts
. . 3 . 1,
F=(F-3)\ U A (k GG (29) (R,
k|1 <Kgq | ’1
k#0

FeNf=(F-\Ya(hg). e=né
- k#£0
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A partir del fet que Q@ (éq) = ﬁ’q per a tot ¢, deduim que Q* (é*) — F*. Comprovem
que € (@) O F*. En efecte, per Papartat (a) del lema 16, veiem que (g — %) > F—5.
A més, donat J = Q(I) € F*, per a tot k € Z" amb k # 0 tenim

i per tant B .
BloaDl o 18

k- w()] = — 2 > o
L L LN

Es clar que, per a k = 0, la condicié diofantica també s’acompleix, ja que lwn (D) > 1> 7.
Aixi, Q (G) S F* iper tant G* D G*. Aleshores,

mes (Q \ G’*) < imes (éq,l \ @q) .

Per a ¢ > 1, tenim la fita

_ _ 22n—712Ln—2 N _
mes (Gq,l \ Gq> < =yl mes (Fq,l \ (Fq — an;_1>> .

Hem usat que Q@1 (éq,l) = ﬁq,l i que Q-1 (éq) D Fq — an,_;; aquesta inclusié

prové de l'apartat (g) de la proposicié 19. Un altre fet que hem usat és la fita seglient,

donada per 'apartat (c) del lema 16:

oQa=1) urta w M
det N> >
€ ( a] ( )>| - L;l_—]? — 22n—7l2Ln—2 ’

En la notacié del lema 20, tenim ﬁq,l = F(Bq,l,ﬁq,l,Kq,l), Fq = F(Bq,ﬁq,[(q).

Llavors, aplicant el lema esmentat,

mes (Fq_l \ Fq) < D (Bq — Bq_l)

+2Pn—1 Z ﬁq ﬁq 1 + Z Bq
wFy KB o S (I JR] ]

F£0 &#0

mes (F’q \ (Fq - an;_1>) < (D - 2”+1P"_1Kq”) San,_ ;-
Reunint aquestes fites, obtenim

mes (g\G> < pﬁ*lM Dﬁ_’_QP kgz:” |k7|1 H

k#0

+D Y an,_ +2" Py K an | . (4.64)

q=1 g=1
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Es crucial I'as de la condicié 7 > n — 1 en comprovar que les tres series que prenen part

a (4.64) son convergents. En efecte, per a la primera serie,

Vi - =
P TR e I I
k0 k;éO

on hem fet servir que el nombre de vectors k € Z"~! amb ‘E’l = j > 1 pot ésser fitat per

on=14n=2 14 série indexada per k,, pot ésser fitada comparant-la amb una integral:

. <1+2/oo de 1, 2 74l 1
ez G RD)T =57 o G+ g (Pt T =1 g

Hem usat que 7 > 1 ja que n > 2. Llavors,

1 gn-t 1
Z < \/ﬁ (T+ )Z T—n+42
rezn |K|] - ‘ ‘ T-1 j=1J
k0
serie que convergeix per la condicié 7 > n — 1. Es facil de comprovar que la segona i la

tercera series de (4.64) convergeixen, usant la fita

Vi3
anq 1= 27+20L3M2K7’+1 2(7+2)(¢—1) LE

la qual prové de les fites (4.38) i (4.33). Escrivint totes les fites en termes de v en comptes
de 3 o 3, obtenim de (4.64) una fita del tipus

mes (Q \ CA;*) < (C’{D + CQP”_I) Y
on C, C} sén constants depenents de n, 7, K, M, L, [, u. Aixi, obtenim l'apartat (c),

amb C; = (2m)"C%, j = 1,2. O

Notes

1. Totes les successions introduides al comencament de la prova tenen convergencia
lineal. Com és evident, tries alternatives d’aquestes successions son factibles sempre

que s’acompleixin les restriccions imposades per la proposicié 19.

2. La motivacié de la tria de K|, i (5@ sera transparent a la seccié seglient, on veurem

que, si v és petit, les successives restes decreixen de manera gairebé quadratica.

3. Les fites de I'apartat (b) sobre la deformacié dels tors invariants pertorbats respecte

dels no pertorbats sén essencialment les mateixes que a [Neil].
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Els resultats enunciats al teorema 21 sén millors com més petita és v ja que aleshores,
d’acord amb D'apartat (c), la mesura del complementari del conjunt invariant és més
petita. Si fixem e, la primera condicié de (4.30) ens diu que el minim valor que podem

prendre per a 7y és
v~ e

Llavors la mesura del complementari és O (1/2), i la deformacié dels tors pertorbats a
partir dels no pertorbats és també O (1/z).

Com ja haviem anunciat a la pagina 78, hem provat el teorema KAM usant només
la convergencia lineal de les restes quan, en realitat, decreixen més rapidament. Aquest
fet sembla indicar que també podriem obtenir la conservacié de tors invariants quan
les freqiiencies satisfan alguna condicié de no ressonancia més feble que la condicid
diofantica (1.2). Resultats en aquesta direccié han estat obtinguts per diversos autors.
Aixi, per a difeomorfismes canonics sobre el tor, R. de la Llave [L1] ha provat un resultat
afi al teorema KAM imposant sobre les freqiiéncies una condicié del tipus segilient: en

comptes de considerar la fita inferior per als petits divisors, n’imposa una altra que

2
Ikl
decreix exponencialment en |k|;. També A. D. Bryuno (vegeu, per exemple, [Br]) ha

establert condicions similars per als petits divisors, més febles que la condicié diofantica.

Podem veure que seria consistent una modificacié de la nostra prova substituint la
condicié diofantica sobre les w(/) per una altra de més feble, almenys pel que respecta a
la convergencia de les ¢, cap a zero, que déna la clau de la prova. Definim, per a K > 1,

i =7 e K U,
essent 0 < o < 1 fixada, i justificarem la conservacié dels tors per als quals el vector de

freqiiencies satisfa
|k:-w(f)| Z(Jé|k|1 Vk‘GZn\{O}.

De fet, la condicié imposada a [Ll] és encara més feble, ja que s’apropa molt més al cas

o =1, en que ja no es pot assegurar la convergencia.

A la proposicié 19, imposant una condicié del tipus € =< axds, tindriem la fita

1
Exe e — .2 (4.65)
(0% K52
Per a les iteracions, escollirfem K, 5@ igual que al teorema 21, perd ara demanarfem
0 < v <1—o0. Podem veure per induccié que si € és prou petit llavors és valida una fita

del tipus
eg=e- e >, (4.66)
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que substituiria la fita lineal (1,) de la pagina 81. Suposant-ho cert per a ¢ — 1, tindriem
Eg—1 = oqu(Féq), per la qual cosa podriem aplicar (4.65) i obtindriem:

_K.s@ 1
5qjeKq61 g1+ ——— &2

-1 (@) "ol
Oqu52

Suposant € < v2, de la hipotesi d’induccié deduirfem (4.66) per a g, tenint en compte que
oc<l-viqueag, ~7y e~2"". La fita (4.66) comportaria la convergencia del procés quan
q — o0. De tota manera, la mesura del complementari dels tors que es conserven seria
O (7), igual que al teorema 21. Escollint y ~ 1/, la mesura seria O (1/£). Aix{, la millora

respecte el teorema 21 es referiria principalment a les constants involucrades.

4.5 Convergencia rapida i tors quasi-invariants

Hem vist al teorema 21 la convergencia lineal cap a zero de les successives restes. Aquest
tipus de convergencia és suficient (i prou adequat) per a establir la conservacié de tors
invariants amb freqiiencies satisfent una condicié diofantica. Com hem comentat al final
de la seccio anterior, veient que les restes decreixen més rapidament podriem obtenir la

conservacié de tors invariants sota condicions de no ressonancia més generals.

Al teorema 22 d’aquesta seccidé veurem, també a partir de la convergencia rapida de
les restes, que si aturem el procés iteratiu en un pas adequat en comptes de dur-lo fins al
limit, el domini que tenim en aquest pas és format per tors quasi-invariants, en el sentit
que fites exponencials d’estabilitat efectiva (de tipus Nekhoroshev) seran valides per a les
trajectories que parteixin d’aquests tors. Els tors quasi-invariants vindran associats a tors

no pertorbats amb freqiiencies aproximadament diofantiques.

El resultat d’aquesta seccié pot ésser vist com un intent d’apropar els teoremes KAM
i de Nekhoroshev. De fet, les fites d’estabilitat efectiva que donem sén molt properes,
quantitativament, al teorema KAM. Pero des del punt de vista practic, aquest resultat és
més significatiu que el teorema KAM. En efecte, si les coordenades d’un tor invariant no
pertorbat fixat sén conegudes només aproximadament, amb una precisié r, no és possible
decidir si la freqiiencia associada al tor donat és diofantica o no, i per tant no podem
deduir que aquest tor sobrevisqui a la pertorbacié. De fet, en comprovar la condicid
diofantica, no té sentit anar més enlla d’un ordre finit K (que tendeix a infinit per a
r — 0). No obstant, aquesta comprovacié finita és suficient per tal d’assegurar que el tor
encara és inclos al domini en un pas adequat del procés iteratiu i que aquest tor sobreviu
a la pertorbacié almenys sota la forma de tor quasi-invariant: una trajectoria que parteix
d’aquest tor roman molt a prop d’ell durant un temps d’estabilitat exponencialment gran
en 1/r.
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El nostre resultat és similar al d’un article d’A. Morbidelli i A. Giorgilli [MG1], pero
aquest article no tracta amb exponents optims. A més, les fites d’estabilitat s’expressen
a ’article esmentat en termes del temps d’estabilitat, previament fixat, en comptes de la

nostra r.

Un altre resultat relacionat, pero que correspon a un punt de vista diferent, ha estat
obtingut recentment per A. D. Perry i S. Wiggins [PW] i pels mateixos Morbidelli i
Giorgilli [MG2]; estableixen que els tors KAM sén “enganxosos”, donant fites inferiors
del temps necessari per tal que una trajectoria s’allunyi d’un tor KAM fixat. Les fites son
exponencials a [PW] i “superexponencials”, perd només per a sistemes quasiconvexos, a
[MG2]. Aquest resultat requereix que la transformacié a forma normal sigui valida en tot
un entorn del tor KAM donat, la qual cosa és aconseguida als articles esmentats basant-se
en el metode de Kolmogorov per al teorema KAM en comptes del metode d’Arnol’d. Pero
en el nostre cas 'existencia previa d'un tor KAM no és usada per a les fites, per la qual

cosa pensem que el nostre resultat és més 1util a la practica.

Recordem que el teorema 21 déna una extensa familia de tors invariants si el parametre
v de la condicié diofantica és petit. Pero, per a valors grans de v, hom no pot pas garantir
la, conservacié de cap tor ni tan sols si la condicié (4.30) és satisfeta, ja que el conjunt éw
pot ésser buit. En realitat, hi ha un valor maxim ~, tal que év és buit per a y > 7 (en el
cas n = 2, el conjunt (A;'% correspon a les freqiiencies nobles). No obstant, al teorema 22
els tors quasi-invariants vénen parametritzats per un conjunt Gg’”) (definit més avall) que
conté propiament CAT’V. Llavors, en algun interval de valors v > vy encara podem assegurar

I’existencia de tors quasi-invariants.

Teorema 22 Considerem notacions i hipotesis com al teorema 21 1 suposem també que

I/2O,l2pA27'+2

g = m "72, (467)
6(2_217V).2(1—V)S
on defimim o = Iglzl(r)l 5@ > 0. Sigui
AT+1
0<7“§7"0::2Tp+72M-’y (4.68)

donat, i escrivim

N ~ 2
G — @0 {Ieg—” ewD]2 e ke, 0<|k|1gw>},
H 1

G =G0 =u, (GV), (4.69)

essent
) 1/(t+14v)

2
K0 .= = (7”0 (4.70)
p
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Aleshores, existeir una aplicacid analitica A" : G — G i una transformacio canonica

%’QﬁgL> (A(r) (G(r))) — D,(G) tals que, escrivint T =

real analitica T - D(

T o (id X A(’")), cada tor T (T x {Iy}) amb Iy € G té la propictat que, per a tota

trajectoria (p(t), I(t)) = T (gzﬁ(t),f(t)) de H amb (¢(0),1(0)) pertanyent al tor, hom

té:
R 2¢ 1 /ra\ -v)/(T+1+v)
(1) = AV ()| < |/ 5 - exp {—2 <7?> } , (4.71)
. . v r\ v/ (T+1+v)
3(1) — (0) + XD () | < (TO) , (472)
st /(2 +2) (1-0)/(r4142)
1% T 1 bt 74 T 1%
< A (~) expd s () , (4.73)
51V M e \rg 2\r

on el vector N (1) és parallel a w(ly). A més, si E denota Uenergia de la trajectoria

(6(0). 10, ) e
TL+1€ To 1—-v)/(7+1+v
B~ h(l)] < == exp {— (T) } | (4.74)

Prova Tornem a ficar-nos dins el procés iteratiu de la prova del teorema 21. Millorant
I'argument donat alla per a la fita lineal (1,), veurem que la mida de les successives restes
admet una fita gairebé quadratica. Observem en primer lloc que, escollint K com a la
prova del teorema 21, i tenint en compte la definicié 5 = v/L i les desigualtats p < 2/K
ip<wp;/16, deduim de (4.67) la desigualtat

Vial’p 32

A continuacié provem, per a tot g > 0, la fita
32 —v
gq < S (4.76)
vp1

En efecte, aixo és cert per a ¢ = 0 per (4.35). Donat ¢ > 1 i suposant que la fita és certa

per a g — 1, 'establirem per a ¢. A partir de (4.40) i la desigualtat Kp > 1, deduim

Kq5§Q) > 20—l > 9 4 o=l

vEKp
8
1 per tant

€ (&

K@ 1 a-ne-D
J— 2 .
A més, aplicant les desigualtats (4.31) i (4.75), la definici6 de o i la hipotesi que la
fita (4.76) és valida per a g,_1,
14AqKqT eyt < QSKqT ' 64MKqT+1 . % . 672(1—1/)((1—1)
ly1B)_1057 - vip vig vp

; (27 o1) 20 )

IN

(4.77)
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Aleshores, de (4.39) deduim:

£, < (; 6—2(1—V)(q—1) X ;6(21—V1)-2(1V)(q1)> — e,(zl_u,l)a(lw)(qq) .

q—1>
que ens déna la fita (4.76) per a g,.

El temps d’estabilitat obtingut a (4.62) també pot ésser millorat. Recordem que
2 D(t) = (gzﬁ(q)(t),f(’”(t)) denota la trajectoria de H@ tal que z@(0) = (¢f, I}) €
T" X G4. Deduim de la desigualtat (4.57) que, per a 0 <t < T,

’](q) (t) — It

< Tz,

(T}, ha estat definit a (4.56)). Llavors, podem substituir (4.58) per la segiient fita alter-
nativa:

< OMT,e,+ —L < 5MTpe,
o Cq+1

69(t) = (15)

on hem usat (4.61). D’aquesta manera, la desigualtat (4.60) esdevé

5§Q+1) < Tq2 . 5]\46(17

(ngrl) (SEqul) B 5§Q+1)
T, > mi =T, :=
¢ = T g, \HMe, I 5Me,’

on hem usat (4.59) per veure que el minim ve donat pel segon terme. Aixi, per a cada

1 obtenim:

condici6 inicial (¢f, I) € T™ x Gy, la trajectoria corresponent de H (@) satisfa:

65‘14‘1)
5M

Eq

1D~ I < Tpe, =

e 9@ = (g5 (1)) <o, (478)

per a
It < T,. (4.79)

Aquest temps d’estabilitat és molt millor que el de (4.62), degut al comportament quadra-
tic de ¢,. La fita d’estabilitat (4.78-4.79) ens diu que T" x {I;} és un tor quasi-invariant
de H@ per a tot I € G, car tota trajectoria que parteixi d'un punt d’aquest tor roman
prop d’una trajectoria quasiperiodica amb vector de freqiiencies w(® (1) durant un temps

gran. Aleshores, el tor W@ (T™ x {I¥}) és també quasi-invariant sota el flux de H.

Tot seguit escollirem ¢ = ¢(r) > 1, tan gran com sigui possible, tal que F, D Q (G(T)).

Donat I, € G, existeix I} € G tal que |I} — Iy] <r. Obtenim I, € G — (%’7 - r),
i llavors

OI) € F — ( - 52) (4.80)
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per Papartat (b) del lema 16. D’altra banda, per a 0 < |k|, < K,

1 per tant

- — 1
o)+ k| =

Deduim de (4.80-4.81) que Jy € Fy, si escollim g de manera que s’acompleixin les desigual-

v B |k|-Mr
_ — k| -Mr) > 2 . 4.81
(uc\l WL (4:8)

tats seglients:

L 50
(r) q
K7 > Ky, TSM'K{H :

Observant que §—f, = [3/2"9 irecordant la desigualtat K < 2/p, veiem que és suficient
escollir ¢ satisfent la desigualtat

2(T+1+V)(q71) S @ . (482)
r

Per aixo, triem ¢ > 1 com el maxim enter complint (4.82). També tenim

o(r+14v)g 5 10

. 4.83

r (4.83)

Amb aquesta tria de ¢, resulta que Q(G") C F,. Definim A" = (Q@ o Q, i
q

notem que A" (G(’”)) C G,. La transformacié T := W@ ¢és definida sobre D) (Gy),
i tenim les desigualtats p@ > p1/4 i
(@ _ vl S vip™1p3 B virg vir
P2 = 2M KT+ . 2(r+l)g — 97+6 \f . 2(T+1)q - 247,.9(r+1)g — 9T+5], "’

on hem fet servir la desigualtat (4.82). Aixo ens déna, en funcié de r, el domini complex
sobre el qual T és definida. Per a (¢, Iy) € T" x G, posem

T (o, Iy) = VD (¢, 1),

essent IF = AU)(Iy) € G,. Si (¢(t),1(t)) és una trajectoria de H amb condicié inicial
sobre el tor 7 (T" x {Iy}), llavors (é(t), f(t)) és una trajectoria de H@, amb I(0) =
I5. Aixi podem aplicar la fita d’estabilitat de (4.78-4.79). Usant les desigualtats (4.76),
(4.31) i (4.82-4.83), obtenim les fites

32¢ { ro\ 10/ (r+1+4v)
<P gl (™) |
vpy r

5§q+1) < vp < @ (T>I//(T+1+I/)
127 =4 \r

Y

St > VL TP (T)V/(HH”).
16 -2/ = 16 \r,
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Incloent aquestes fites a (4.78-4.79), obtenim (4.71-4.73). Hem posat A" (Iy) = w@ (I}),
que és un vector parallel a w(ly) ja que Q@ (I}) = Q(Iy). Finalment, I’energia de la
trajectoria (o(t), I(t)) és

E = H(¢(0),1(0)) = H (¢(0), I;) = h(Io) + R (6(0), )
ja que h'D (I¥) = h(ly). Deduim que

OR@
d¢

|E — h(Io)| < |R@ ((0), I;) " < g+

< ‘R(()q)

i

G
q Gy

Per tal d’obtenir una fita quadratica per a 7,, procedim com a (4.42) pero ara usem (4.77),
(4.31) 1 (4.76):

T (q)
My < 7114(1[;? 61 < w ;q_l ';e_(zly‘”‘z(l_”)(q_l) < 2e.7 2T
Cqlq—1Pg—1

Llavors,

32" _y 92n+1 (1=v)/(t+1+4v)

E—h(I)| < [2+ 2 ) e e ™" < == oxp —(TO) '
vp1 P r
O

Notes

1. Per donar una idea de com caldria aplicar aquest teorema a la practica, suposem
que Iy és 'accié d’un tor no pertorbat donat, de la qual només en coneixem una
aproximacié I}, amb |I)—1Iy] < r. Si Ij € CA?S"), és a dir, les raons entre les
freqiiencies de w (1)) satisfan la condicié diofantica (1.2) fins ordre K, aleshores

el tor invariant que correspon a l’accié Iy sobreviu com a tor quasi-invariant.

2. Hem omes enunciar els analegs dels apartats (b) i (c¢) del teorema 21 ja que serien
exactament els mateixos, amb 7 en comptes de 7. En particular, i d’acord amb
el que hem dit a la pagina 93, la deformacié dels tors quasi-invariants respecte els
no pertorbats és O (1/2) si escollim v ~ /e.

3. Si fixem la mida € de la pertorbacié, podem agafar r petit i llavors la fita d’estabilitat
donada a (4.71-4.73) és molt millor que la que déna el teorema de Nekhoroshev.
Aixo és degut al fet que la fita ha estat expressada en les noves coordenades ((;3, I )
donades per la transformacié canonica Y. Aquestes coordenades sén millors
perque els tors quasi-invariants vénen donats per simples equacions I = const.
Al teorema de Nekhoroshev, que ve expressat en les coordenades originals, la fita

d’estabilitat ha d’incloure el canvi de coordenades.
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4. Comparant les fites (4.71) i (4.72) per a les variables d’acci6 i angulars, veiem que
la separacio respecte un tor donat roman molt més petita que la separacié respecte

un flux lineal dins d’aquest tor.

5. Un tor quasi-invariant no és en general inclos a un nivell d’energia, pero hi queda

molt proper, degut a la fita (4.74).

6. L’exponent d’estabilitat donat a (4.73) és més gran (tan proper a 1/(7 + 1) com

vulguem) com més proper a zero escollim el parametre v.

7. Parlant sense rigor, podem dir que el conjunt GEY”) que parametritza els tors quasi-
invariants té una frontera molt extensa quan r és petit. No obstant aixo, 1’ “area”
d’aquesta frontera és finita, la qual cosa vol dir que el conjunt G({) no és tan es-
trany com el conjunt cantoria C:*V donat pel teorema KAM. Una manera alternativa
d’expressar aquest fet és usada a [MG1]: el conjunt omplert pels tors quasi-invariants

conté boles de radi convenient, i en conseqiiencia conté punts interiors.

De manera semblant a [MG2]|, també podem obtenir fites d’estabilitat “superexpo-
nencials”. No obstant, ens cal suposar que el hamiltonia no pertorbat h és quasiconvex.
Aplicant el procés iteratiu del teorema KAM, el hamiltonia original H és transformat,
després de ¢ passos, en H@ = h@ 4 R@  Si h és m-quasiconvex amb m > 0 i suposem
e < m, llavors h(® també és quasiconvex i el teorema de Nekhoroshev pot ésser aplicat
a H@. D’aquesta manera, obtenim per a cada trajectoria (gb(q) (1), ](q)(t)) de H@ amb

condici6 inicial a T" x G, una fita d’estabilitat del tipus

‘]@(t) _ ](q)(o)‘ <p s |t|<T,

1/2n
1
pmsql/Q”, Twexp{() }
€q

Escollint ¢ = ¢(r) com a (4.82-4.83), resulta que

(o) e (e ()

on hem posat ¢= (1 —v)/(7+ 1+ v). Elradi de confinament p i el temps d’estabilitat

amb

T substitueixen els que hem obtingut a (4.71) i (4.73), respectivament.

Una altra observacié d’interes, que constitueix 1'objecte de la proposicié segiient, és
que si a (4.69) escollim r adequadament, llavors el conjunt GgT) conté el bloc no ressonant

emprat a la prova del teorema de Nekhoroshev. Recordem que, fixat un ordre K, el bloc
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no ressonant By venia donat, a 'espai de freqiiencies, pel lema geometric (lema 12), i era

ag, K-no ressonant modul 0, amb

1
A Tespai d’accions, posavem Gy = w™!(By). Dins la prova del teorema de Nekhoroshev
(teorema 13), prenfem
1 1/2n
K~ <€> . (4.85)

Proposicié 23 En el context del teorema 22, si escollim vy~ \/e i r~g, isic és prou
petit, aleshores

2
G > Gy (g - :) . (4.86)

Prova Ja ha estat justificat a la pagina 93 que podem escollir v ~ /. Llavors,
d’acord amb (4.68), també podem escollir 7 ~ e. D’altra banda, By = w(Gy) és g, K-
no ressonant modul 0, amb

1/2n
ap ~ 8(71—1)/2717 K~ (=
)

on hem tingut en compte (4.84-4.85). Per provar (4.86), és suficient veure que si
|k-w(l)] > ap VkeZ", 0< |k, <K,

llavors
k-w()| >~ VEkeZ" 0< |k, < K.

En primer lloc, és clar que ag > 7 si € és prou petit. A més, per (4.70) tenim

1 1/2(r+14v)
s ()
€

Llavors K > K si ¢ és prou petit ja que 7 >n —1iv > 0. O

Com hem comentat a la pagina 55, per a les trajectories amb condicions inicials sobre

T" X Gy, el radi de confinament i el temps d’estabilitat donats per la teoria de Nekhoroshev

1/2n
p~ g(nJrl)/Q”7 T ~ exp { <1> } .
£

vénen donats per

Amb el teorema 22 i la proposicié 23 recuperem les fites d’estabilitat efectiva sobre el bloc

no ressonant, perd amb una millora important del radi de confinament:

1\ =2/ (T+1+v) 1\ A=)/2(r+14v)
pwexp{_ () }Nexp{_ () }
r €
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si bé el temps d’estabilitat esdevé quelcom més petit:

1 (1-v)/(74+14v) 1 (1-v)/2(7+14v)
Twexp{() }wexp{() }
T £

No obstant aixo, assenyalem com a principal mancanca d’aquestes estimacions el fet que
no poden ésser aplicades directament a totes les trajectories amb condicions inicials sobre
T" x Go. En efecte, aquestes fites son valides sobre els tors quasi-invariants associats a
accions I € Gy. Aquests tors, com hem dit a la nota 2 del teorema 22, es troben (igual
que els tors KAM) a distancia O (y/€) dels tors no pertorbats. Amb tot, malgrat que
es faci dificil precisar quines condicions inicials donen un radi exponencialment petit, si
que podem garantir que aquesta estimacié del radi és aplicable a una gran majoria de

condicions inicials: la mesura del complementari és O (/).

El fet que el radi de confinament sigui exponencialment petit en € es deu, com ja
hem comentat a la nota 3, al fet que les fites han estat expressades en coordenades més
adequades que les originals. A més a més, pero, si al teorema 22 escollim r < e aleshores
el radi és encara molt més petit, i el temps molt més gran. En conseqiiencia podem
parlar d'una graduacié de les fites d’estabilitat efectiva sobre dominis no ressonants: a
les accions que tenen freqiiencies més properes a diofantiques els corresponen tors més

propers a invariants. Tot plegat culmina en els tors KAM, quan r = 0.

Finalment, assenyalem que a les regions ressonants no podem esperar tenir un radi
de confinament exponencialment petit en . En general, si per exemple considerem un
hamiltonia en forma normal (sense la resta), resulta que sobre una varietat invariant
O (y/2) en un temps O (1/4/¢). Una extensi6 dels resultats d’aquesta seccid a les regions
ressonants podria venir donada per algunes idees que exposarem a la pagina 140 (i que
de fet apareixen en un cas simple a [Nei2]), sobre la possible separacié exponencialment
petita de les varietats invariants d’un tor hiperbolic del hamiltonia complet (afegint-hi la

resta) respecte les varietats invariants de la forma normal.

4.6 Teorema KAM a I’entorn d’un punt fix elliptic

Ens ocupem en aquesta seccié de 'existencia de tors invariants n-dimensionals a ’entorn
d’un punt fix elliptic d’un sistema hamiltonia amb n graus de llibertat. Sota condicions
adequades, aplicant els resultats de la seccié 4.4 veurem que en un entorn del punt fix, de
radi r prou petit, existeix un gran nombre de tors invariants, de manera que la mesura
de llur complementari és exponencialment petita en 1/r si el vector de freqiiencies és

diofantic.
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Sigui H un hamiltonia real analitic en un entorn d’un punt fix elliptic, o punt d’equilibri
elliptic, que situem a l'origen, amb exponents caracteristics iy, ..., t\,, essent \; € R,
Jj=1,...,n. Siles \; sén diferents, és sabut que existeix un canvi lineal a coordenades
canoniques (¢,p) = (q1,---,qn,P1,---,Pn), €n les quals el hamiltonia es pot escriure en

la forma

H(q,p) =Y H(q,p), (4.87)

s>2

on cada Hg és un polinomi homogeni de grau s en (g, p), i concretament

1 n
Hy(g,p) = 5 2.4 (¢} +p})-
j=1

Les A; sén les freqiiencies angulars del punt elliptic; escriurem A = (A1,...,\,). Es
habitual d’introduir les variables d’accié I = (11,...,I,), definides per
1 .
IJ:§(q]2+p]2>7 J :17"'7n7 (488)

amb la qual cosa tenim Hy = \- [.

Suposem que el vector A és no ressonant modul 0 fins un cert ordre K, és a dir,

k-A£0  VkeZ' 0< |k, <K.

El teorema de Birkhoff [Bi, Mo3] estableix que existeix una transformacié canonica W),

definida en un entorn de I'origen i propera a la identitat (és a dir, DU)(0) = Id), tal

que H5) = Ho W) &5 en forma normal de Birkhoff fins a grau K (o forma normal no

ressonant):
H (q,p) =X T+ Z25(1) + RE) (¢, p),
essent
Z8m =3 z(), Rqp) = > R (qp), (4.89)
4§s§fﬁ s>K+1
s pare

on cada Z,(I) és un polinomi homogeni de grau s/2 en I, i cada R{)(q, p) és un polinomi

homogeni de grau s en (¢, p). El hamiltonia
RENT) = X- T+ Z2H(1)

és, com és sabut, integrable, i rep el nom de forma normal de Birkhoff de grau K. Malgrat
que la transformacié W) no és tinica, si que ho és el polinomi A5 (1), ja que les Z,(I)

vénen determinades pel hamiltonia de partida [Mo3, pag. 9].

El hamiltonia H") és quasi-integrable si ens restringim a un entorn petit del punt

eliptic. Aquest fet és posat de manifest passant a variables accié—angle. Fent el conegut

4 =\2L-cosd;,  py=nf2Losingg,  j=1..m,

canvi canonic
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les I; coincideixen amb les que hem definit a (4.88). Aleshores tenim, en les coordenades

(0, 1),
HE (¢, 1) = hO(T) + RUIO (9, 1), (4.90)

que és un hamiltonia quasi-integrable en un entorn del punt elliptic de radi r petit, car
RE) = 0O (TK+1).

Imposant les condicions adequades, aplicarem el teorema KAM al hamiltonia (4.90)
per tal d’establir 'existencia de tors invariants en un entorn de radi r i fitar la mesura
del complementari. Pero abans de tot hem de veure com ha d’ésser r per tal que la
transformacié a forma normal de Birkhoff sigui valida a tot 'entorn. Aixo requereix
disposar d'una versiéo més quantitativa del teorema de Birkhoff. Donem més avall aquest

resultat quantitatiu (proposici6é 24), el qual enunciem a partir de resultats continguts a
larticle d’A. Giorgilli i altres [GDFGS].

Per tal d’obtenir més comodament la forma normal i dur a terme les acotacions, hom

sol considerar les coordenades canoniques complexes (z,y) definides pel canvi lineal

1 . 7 ) .
T = E(% —1p;), yj = —ﬁ(qj + ipj), j=1,...,n. (4.91)

Notem que
]j:ilL'jyj, ]:1,,7’L (492)

Les Hy que componen el hamiltonia (4.87) també sén polinomis homogenis de grau s en

(z,y). Usant la notacié z! = alt ... gl ™ =y™ ...y™n  escriurem

Hs(x7 y) = Z hfl,mxlym'

l,meN”
[l+m|y=s

Donat que, pel canvi (4.91), tenim ¢, p reals si i només si y§ = iz, veiem que el hamiltonia

és “real” si els seus coeficients satisfan la relacié h;,, = glitmly R -

Introduim algunes definicions. Donat r > 0, considerem els polidiscs, real i complex,

centrats a l'origen i de radi 7:

B.:={(0.p) €eR™ : |(g,p)| <7} ={(x,9) €C™" : |(m,y)| <7, §=in},

B, = {(:c,y) cC™ : |(z,y)] < 7’}7

essent
2 2
()] := max \Ja? +p2 @)l = max vl + |yl

Com a [GDFGS], donat un polinomi homogeni

fs(xay) = Z fl,mxlymv

[i+m|,=s



4.6. TEOREMA KAM A L’ENTORN D’UN PUNT FIX ELLiPTIC 105

definim la norma

Ifsll = > [fuml - (4.93)

li+m|,=s
Podem estendre aquesta definicié al cas que fs sigui una funcié vectorial o matricial; en
aquest cas els coeficients f;,, sén vectors o matrius i |f;,,| denota llur norma euclidiana.
Observem que, donada f = Y, fs, si existeixen a, b tals que ||fs]| < a®b per a tot s
llavors f és analitica sobre B, si r < 1 /a.

Proposicié 24 Sigui H(x,y) = Yo9 Hy hamiltonia real amb Hy = X - I, i suposem
que ||Hy|| < ¢*72d per a s > 3. Suposem que el vector X\ és ax, K-no ressonant modul
0, amb 0 < ax <1 i K > 4. Aleshores, existeiz una transformacid canonica real W)
analitica en un entorn de Uorigen i propera a la identitat, tal que HY) = H o W) ¢

en forma normal de Birkhoff fins a grau K:

HE (@, y) = W) + R (2, y),
RE(T) =\ - T+ Z2U9(1),

essent Z5) RE) com a (4.89). Ezisteizen constants ¢; > 1, ¢y, cg depenents només de

c i d tals que, si definim

= — 4.94
llavors:
a) ||Z] < % per a tot s parell, 4 < s < K.
(%)
b) HR(K)H < L_ per a tot s > K + 1.
B O

(K)

¢) La transformacio W\ és analitica sobre E,,;{, i la desigualtat segtient és valida:

~

(9 V(z,y) € By

K

(@, y) = ()] <

N | —

Aquest resultat prové basicament del teorema 5.5 i de la proposicié 3.5 de [GDFGS].
Hem agafat, per a més comoditat, un valor de rj un xic més petit del que apareix al
teorema 5.5, el qual ens déna directament les fites sobre les RgK ). En canvi, les fites sobre
les Z, no apareixen directament al citat teorema pero es poden deduir facilment de la
prova de la proposicié 5.1 del referit article. De fet, potser podriem haver millorat les fites
tenint en compte que Z; = 0 per a s senar. En relacié a la distancia de la transformacié
U&E) g la identitat, obtenim la fita corresponent prenent les constants adequades a la

proposicié 3.5 1 reduint encara més el valor de 7.

Comentem que, a [GDFGS], la transformacié canonica necessaria per al pas a forma

normal és generada mitjancant 1’algorisme de Giorgilli-Galgani. Aquest constitueix una
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variant del meétode de les series de Lie, consistent a obtenir la transformacié canonica
com a flux d’un tnic hamiltonia generador no autonom (mentre que a la seccié 2.1
usem successives transformacions generades per hamiltonians autonoms). IL’algorisme
de Giorgilli-Galgani fou desenvolupat a [GG1]; posteriorment permeté de controlar el
radi d’analiticitat de la forma normal fins a cert ordre d’'un hamiltonia, a [GG2] i al re-
sultat de [GDFGS] que acabem de presentar. Aixo no havia estat possible fins aleshores
amb 1is del classic metode consistent a definir les transformacions canoniques fent s de

funcions generatrius de variables mixtes.

D’altra banda, hem de dir que els resultats provats a [GDFGS] s’apliquen a un cas
més general que el que considerem aqui, car els autors suposen sobre A una condicié de no
ressonancia respecte qualsevol modul M, i consideren una forma normal ressonant. Aixo
els permet deduir, com ja hem comentat a la seccié 3.1, un resultat d’estabilitat efectiva

prop del punt elliptic, sempre que el modul M satisfaci certes condicions.

Volem assegurar, sota condicions adequades, i si r és prou petit, I'existencia de tors
invariants per al hamiltonia H) a l'entorn B,, i fitar la mesura del complementari. Ja
hem dit que, per aplicar el teorema KAM, expressem H%) en les coordenades accié-angle

(¢, I). La relacié entre aquestes coordenades i les (x,y) ve donada per

T = \/Z e Y = —i\/_f? . €5 j=1,...,n. (4.95)

Per tal d’obtenir tors invariants a B,., en principi escollim el conjunt d’accions que corres-

pon a aquest entorn:
2

G, = {1 eER": 1>0, |I| < 2} (4.96)
Usem la notacié I > z, essent x € R, per a expressar que I; > x pera j =1,...,n. El

canvi
(¢, 1) € T" X G, — (x,y) € B,

és bijectiu, llevat de la singularitat que presenten les coordenades accio—angle sobre els
hiperplans coordenats I; = 0. Pero, per acomplir les condicions del teorema 21, caldria
que HX) fos analitic en un entorn complex D, (G,), la qual cosa no podem pas garantir
degut precisament al fet que no és possible definir \/E de manera analitica al voltant de
I; = 0. Aixi doncs, no podem estendre el canvi (4.95) a un entorn de G,, la qual cosa
ens obliga a excloure un entorn dels hiperplans coordenats si volem fer s del teorema 21.
Tot i aixi, veurem a la prova de la proposicié 25 que aixo no afecta de manera important
la fita de la mesura del complementari. Un enfocament semblant ha estat dut a terme
per J. Poschel [Posl], també amb la intencié d’aplicar el teorema KAM a un hamiltonia

en forma normal de Birkhoff fins a cert ordre. Aixi, per a r, ps donats, definim el conjunt

r

2
gan = {[ eR": I Z 2p2, ‘[|oo S 2}, (497)
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el qual és no buit si py < r?/4.

Per aplicar el teorema 21, hem de demanar que I'aplicacié freqiiencia w®) = grad h(¥)
sigui isoenergeticament no degenerada a ’entorn considerat. Sir és prou petit, és suficient

imposar aquesta condici6 a l’origen mateix. Definint

0?2,
A=
o012’
matriu simetrica constant, tenim
WD) =2+ AT+ Y 0%, (1),
6<s<K 9
s parell
i per tant és raonable demanar que
A A
Ag = det 0. 4.98
i 42) »

Ara bé, no expressarem la condicid isoenergetica com a (4.98) siné en la forma (4.99).
Aix0 ens permetra usar la versié quantitativa (4.9) de la no degeneracié isoenergetica,

amb una p > 0, tal com hem fet al llarg de tot el present capitol.

Hem de dir que, quan Ay = 0, tanmateix és possible d’imposar condicions “d’ordre
superior” per tal que w) sigui isoenergeticament no degenerada. Considerant el deter-

minant

2r(I) W)
(@) o

i desenvolupant-lo en polinomis homogenis en I:

AT(]) := det

AB(T) = A (1) + Dgia(I) + -+,

essent o el grau del primer polinomi homogeni no identicament nul (aquest polinomi no

(K) sigui isoenergeticament

depen de K si K/2 > o+2), una condicié suficient per tal que w
no degenerada en un entorn de l'origen (pero excloent-ne I'origen mateix) és que existeixi

una constant a > 0 tal que
Ae(D)| Z alll”  VI=0.

En aquest cas, per a expressar la no degeneracié isoenergetica en la seva formulacio
quantitativa (4.9) caldria excloure tot un entorn de l'origen (cosa que per cert ja hem fet

a (4.97)), car altrament tindriem g = 0.

Remarquem també que podriem fer consideracions similars per demanar que w fos

no degenerada de Kolmogorov, si vulguéssim aplicar la versié ordinaria del teorema KAM.
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Proposicié 25 En les mateizes condicions de la proposicio 2/, suposem que K > 10 i

també que existeix 1 > 0 tal que

|Av+ )| > plv] Yoe (N, VseR, (4.99)

922,
oIz -

constants cy, cs, cg depenents només den, T, ca, A\, A, u, de manera que, donat

essent A = Escrivim o) = grad h'®). Sigui 7 > n — 1. Aleshores, existeizen

0 < r < e (ri)*? (4.100)
i definint
7\ K72
R <> : (4.101)
Tk
llavors:

a) FEristeix un subconjunt C:’?(HK) C G, satisfent que, per a cada I € C:’ﬁK), el vector
W) és 1,6 -diofantic, i existeix un tor invariant n-dimensional del hamiltonia

HUE) | contingut a B,, amb vector de fregiiéncies parallel a w™)(I) i energia h'F)(I).

b) Escrivint T, el conjunt omplert pels tors invariants de Uapartat (a), hom té la fita

ce(Tr)(K=3)/2

Y K/2
(r%) /

mes {Br \ TT(K)} <

-mes B, .

Prova Sempre que usem els simbols < i ~ en aquesta prova, sera per expressar que les
constants involucrades només depenen, i eventualment, de n, 7, co, A, A, u, i no pas de

r, po ni K.

Podem suposar que A, # 0; en cas contrari podem fer una permutacié de variables.
Definim
M = |A], L=\, =1\ (4.102)

Com que volem aplicar el teorema 21 a la forma normal H) = pU) L+ R comencarem

velent que, si r és prou petit, w®)

satisfa sobre G, ,, les condicions requerides per a
I'aplicacié freqiiéncia, amb les constants 2M, 2L, 1/2, 1/2, en el lloc de M, L, I, u,
respectivament. De fet, en aquesta primera part de la prova no és necessari que ens
restringim al conjunt G, ,,, car w8 és una aplicacié polindomica. Per raons de tipus

tecnic que farem paleses més avall, considerem el conjunt

~ 3’/”2

en el qual no hem imposat la restriccié I > 0; aquest conjunt conté un entorn de G, ,,.
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Fitarem les funcions

OZ Ow'K) O’z
GRS D1ty (h-4a= ¥ S5
w )
psi 01 ol <K oI?
s parell s parell

sobre G, 1V, (gr), respectivament, essent py parametre que fixarem més endavant. Tenint

0Z, 922,
al; > 8I; 0l

en z, y, de graus s — 2 i s — 4, respectivament, i considerar llur norma d’acord amb la
definicié (4.93). Tenim:

en compte (4.92), podem veure les derivades com a polinomis homogenis

0Z 0Pz
S —= Z l"Zl,l‘, || s — Z l'l"|Zl,l|7
|| 0I; 2s ’ 0I; 01 ofies 7
d’on facilment deduim que
0Z, S 0*Z, 52
< — < — . .
%2 <siz. 52| <= (4.104)

Notem que si I € V,, (gr), amb py < r?/4, llavors |I|_ < r?. Emprant les notacions de

la seccio 2.2,

32 (s—2)/2 c 552 2
WAL < ¥ S||Z||<> <2y < —, (4.105)
w ~ > s = s—3 — % :
‘ 9 T 4SSk 2 4 2 Sk (%) STk
s parell s parell
Ow ) s? (s—4)/2
- D A
ol Gopo  6sck 4 ( )
s parell
2,.5—4 2
Cy sr T
<2 Z —= =3 (4.106)
4 6§s§l§ (7%) (7%)
s pare

on hem fitat les sumes finites per les seéries corresponents (afins a la seérie geometrica)
suposant, per exemple, que r < 75 /2. De fet, si tenim en compte que ¢; > 1, veiem
a (4.94) que 3 < 1/4, i llavors de (4.100) podem deduir que r < 7} /2 a condici6é que
prenguem ¢4 < 1. De (4.105-4.106), també prenent ¢, prou petita (perd independent de
ride K), deduim les desigualtats

A K)
ol

l

5 Vi€ G.. (4.107)

gr7p2

- <2L i W) >

<2M, ‘w(K)

(K) és 5-isoenergeticament no degenerada sobre G,. Aixo es de-

dueix de (4.99) i del lema 17, si suposem 7 prou petita. En efecte, per aplicar aquest

Aw(K) l
o — A’QNT , 5, 2M, fent els papers de €, ¢/, [, M, res-

pectivament. Tenint en compte les fites (4.105-4.106), és suficient que es compleixi la

Vegem ara també que w

lema prenem ‘w(K) — )\’@ ,

condici6 (4.100) amb ¢4 prou petita.
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A continuacié provarem que I'aplicacié Q) := Q0 px) 4, definida segons (4.10) i

prenent a = 27M /1%, és injectiva sobre G, C G,. Considerem primer el cas K = 4:
A+ Al 1
ooy = (A2, ()\~I+ITAI)
(1) A + AT 2 ’

on Ai A, denoten, respectivament, les n — 1 primeres files i la darrera fila de la matriu A.
Per les propietats descrites a la seccié 4.1, aquesta aplicacio és injectiva sobre G, sirés
prou petita, i concretament ho sera per a r < rq, essent ry una constant que només depen
del vector A i de la matriu A. Per deduir que Q) és injectiva a G, si r és prou petit,
aplicarem el lema 18. De manera similar a (4.105-4.106), i usant també que r < 775 /2,
obtenim les fites segiients:

4 6
< I 2ear

o~ (ry)’ o= ()’

Llavors si procedim com a (4.26-4.27), obtenim per a I € G, les desigualtats:

Wt —

L ’wm)([) _ w(4)(1)‘ . ‘w(4>([)’ A

Q1) — Q@(1)) < ] a0 S
(1) = ()| = a |pUO (1) = KO(1)| < ( Cﬁ)g

Sumant aquestes fites, obtenim:

< .
G = (r3)’

Aquesta fita fara el paper de ¢ al lema 18. Pel que respecta als parametres M, M, m,

‘Q(K) _ QW

1, M’ de 'esmentat lema, vénen donats pel lema 16. Hem de tenir en compte (4.107), i
també la fita

& h(
or?

3 352 (s—6)/2 3,.5—6 1
sy gi(y) sty Shs
G-  6<s<K 6<s<K (7%) (7%)

s parell s parell

que s’obté de manera similar a (4.104). Aplicant el lema 16, veiem que podem prendre

la qual prové de la desigualtat

83

< Tz,

P Z,
or3

com a M, M, m, 7 unes constants que només depenen de les actuals M, L, [, 1 definides
a (4.102) 1 (4.99). A més, podem prendre
i (L |
AM | OI3

n 12M> 2BML ~ 1
g ! ?oT ()’
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Ara ja ens trobem en condicions d’aplicar el lema 18 i, per tal de satisfer la condicié (4.16),

hem de suposar que

(ric)” — 4Mr
la qual cosa es pot deduir de (4.100) tenint en compte la fita que hem trobat per a M.

~ /4

El lema 18 ens diu que Q%) és injectiva sobre el conjunt G, — <21 on ¢ és una altra
"k

constant. Aquest conjunt conté G, si tenim en compte les definicions (4.96) i (4.103), i

suposem

chrt 3r?

3 S V)

(rg)” — 4

cosa que també ve garantida per la condici6 (4.100) si escollim ¢4 convenientment. Hem

+

r2
2

de fer notar que si haguéssim aplicat el lema 18 directament sobre G, o G, ,,, hauriem
hagut d’excloure un entorn de radi relativament gran dels plans coordenats I; = 0, la
qual cosa afectaria de manera greu la fita de la mesura del complementari que donem a
lapartat (b). A partir d’ara ja ens restringim a G, ,,; observem que Q%) (G, ,,) és un

D-conjunt, amb D ~ (r2)""", i el seu diametre és P ~ r2,

Resta comprovar la condicié (4.30) per poder aplicar el teorema 21. El parametre 5,(,K )
definit a (4.101) fara el paper de . Fixem v = 1/21 p; = 1, amb la qual cosa p només
depen de 7. Escollim

(K

P2ZM

Amb aquesta tria, per acomplir la segona desigualtat de (4.30) només cal que §%) < [,

per a la qual cosa és suficient escollir ¢5 de manera adequada. Comprovem també que
p2 < r?/4. Per veure-ho, notem que si apliquem (4.100), prenent la constant ¢4 prou

petita, tenim
T

*

u /3 < 7n1/3’
Tk Tk

1 per tant
c 7r\ "/
Py = —57”1/2 <*> =< pl/2 . K/6 < 7,27
M %

on hem usat que K > 10. Aixi, si triem c5 prou petita, tindrem p, < r?/4.

Observem que la resta R (¢, I) és analftica sobre I'entorn complex D, (G, ,,), essent
p = (1,p2), ja que tenim Rel; > 0 sobre aquest entorn i per tant podem definir-hi el
canvi (4.95) de manera analitica. Per comprovar la primera desigualtat de (4.30), hem
de considerar la norma (2.23), definida en termes de coeficients de Fourier. Fent ts de la

propietat (2.24), tindrem

[R < (cotgh" ;) [RU | (4.108)

g’"vPQ P gTvPQ?(zva)
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A la part dreta d’aquesta desigualtat hi tenim la norma del suprem sobre D ,) (Grp,),

la qual podem fitar passant a les coordenades (z,y). Recordant que py < 172/4,si (¢,1) €

D(2,p5) (Gr,p,) llavors
|25, ly;] < \/7 emei < \/T

Per tant, aplicant 'apartat (b) de la proposicié 24,

‘R(K)(x7y)‘ < > HRgK)H () <es S (7r)® - 2c3(7r) Kt

I > K
s>K+1 s>K+1 (ric)° (7%) ,

(4.109)

si suposem que r < 7% /14, condicié que podem incloure dins de (4.100). Reunint les
2
fites (4.108-4.109), i tenint en compte (4.101), veiem que HR(K) G =< (5§K)> ien
r,095P

conseqiliencia es satisfa la primera desigualtat de (4.30), si prenem la constant c¢s prou

gran.

Apliquem doncs el teorema 21, i obtenim una familia de tors invariants parametritzats
(K)
pels I € G,,, — 45;

'apartat (a). Denotem S%) el conjunt omplert per aquests tors invariants en les coor-

(1) és 7,6U)-diofantic, amb la qual cosa hem provat

denades acci6-angle, i 7,5) el mateix conjunt traslladat a les coordenades originals. Per

I'apartat (c) del teorema 21, i recordant que D ~ 7?"72 P ~ r?  veiem que

K -2 s(K 2 7\

mes [(T X Grpy) \ S )] =< 225 oy "3 (ﬁ() :
Com que, en realitat, volem fitar la mesura del complementari respecte tot I’entorn de
radi 7, hem de fitar també la mesura del tros que hem exclos en passar de G, a G, ,,.
Resulta pero que la mesura d’aquest tros és del mateix ordre que la del complementari

del conjunt invariant:

-1 Tr K2
s (GG <0 72)" 2ok (1)

Tk

1 per tant

mes [(T" x G,)\ 8| < mes [(T" x G,,,) \ S™| + (27)" - mes (G, \ Gr,)

[ K/2
L et (W’) | (4.110)
Tk

Finalment, hem de traslladar aquesta fita a 'entorn B,., definit en termes de les coorde-
nades originals. El canvi realitzat per a introduir les variables accié—angle conserva area,
ja que és canonic. Com que aquest canvi és bijectiu entre T" x G,. i B, llevat d’un conjunt
de mesura zero, obtenim per a la mesura de B, \ Z,) 1a mateixa fita que a (4.110). Tenint
en compte que mesB, ~ r* deduim la fita de I'apartat (c), que es refereix de fet a la

mesura relativa dins de B,. O
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Notes

1. L’exponent (K —3)/2 de I'apartat (b) també ha estat obtingut per J. Poschel [Posl,
seccié 5] usant una tecnica similar a la nostra. Pero el resultat de Pdschel, en no
provenir d'una versié quantitativa del teorema de Birkhoff, és valid simplement “si
r és prou petit” 1 no imposa cap condicié explicita com (4.100). Com veurem,
aquesta condicio ens dura, en el cas que A satisfaci una condicié diofantica, a una

fita exponencialment petita de la mesura del complementari.

2. L’exponent 3/2 que apareix a (4.100) esdevindria més petit si milloréssim les fites
sobre les Z a la proposicié 24. Concretament, seria un 1 si a les esmentades fites

hi aparegués ’exponent s — 4 en lloc de s — 3.

Finalment, provem que si el vector de freqiiencies A\ satisfa una condicié diofantica,
llavors podem escollir K en funcié de r i obtenir, per al complementari del conjunt omplert
pels tors invariants de la forma normal H) a I’entorn de radi r, una fita exponencialment
petita en 1/r. El fet que la transformacié W) és canonica permet assegurar que la fita
també és valida per al complementari dels tors invariants del hamiltonia original H.

L’exponent d’aquesta fita és a = 2/3(7 + 1).

Teorema 26 Sigui H(x,y) = Y..>0 Hy hamiltonia real amb Hy = X - I, i suposem que
|H,l| < ¢*=2d per a s > 3. Suposem que el vector \ és T,~y-diofantic, amb T > n — 1
iy > 0. Suposem també que es satisfa la condicio isoenergetica (4.99) amb p > 0.
Aleshores, existeiven constants ¢z, cs, co depenents només de n, 7, ¢, d, A\, A, u de
manera que, per a cada

0<r<emy? (4.111)

existeix un subconjunt T, C B, tal que tot punt de T, pertany a un tor invariant n-

dimensional de H, 1 hom té la fita

mes [B,\ T,] < s exp {— (C‘W ) -mes B, .

P32 4 r

Prova Fixem K > 10 a escollir. Com que A és %, K-no ressonant modul 0, aplicant la
proposicié 24 obtenim una transformacié canonica W) tal que HE) = H o U(E) é5 en
forma normal fins a grau K. La transformacié W) és analitica sobre BAT;(, essent

% Y
TK — .
ClKT+1

Per l'apartat (c) de la proposicié 24, tenim W) (By.) D B, si r < r /2. Aplicarem

la proposicié 25 amb 2r en comptes de 7 per a tenir tors invariants de H) sobre Bs,,
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i a través de la transformacié W) molts d’aquests tors donaran tors invariants de H

sobre B,. Per tal de satisfer la desigualtat (4.100), perd amb 2r en comptes de 7, triem

2/3(T+1)
K = [(C4§Z2) . Tindrem K > 10 si es compleix (4.111) amb ¢; convenient.

2c r

Notem també que de (4.100) es dedueix, modificant si cal la constant ¢y, la desigualtat

Aleshores, la proposicié 25 ens diu que existeix un subconjunt TQ&K) C B, que descompon

en tors invariants de H¥), i es satisfa la fita

(K) C cs e
mes [82,,\’]'% } < W-e’Kﬁ-mesBr < @ﬁxp ~71 ( . ) -mes B, .

Prenent 7, := W) (’TQ&K)) N B,, tenim ¥ (Bgr \ TQSnK)) D B\ T, i, pel fet que W)

conserva la mesura, resulta que mes [B, \ T,] < mes {Bgr \ ’Z'Q(TK)}. O

Notes

1. Els tors invariants que ens déna aquest teorema son 7, 6 -diofantics, si definim 9 ~
2/3(T+1)
e=K/2 . exp {_ () r }

2. Per les raons ja adduides a la nota 2 de la proposicié 25, potser podriem obtenir

un exponent més gran que 2/3(7 + 1), si bé mai no superaria 1/(7 4+ 1). També

millorarfem l’exponent 3/2 que apareix a la condicié (4.111).

Esmentem, per la seva relacié amb aquest teorema, un resultat anunciat per A. Mor-
bidelli i A. Giorgilli [MG2]. Aquest resultat expressa que, per a un hamiltonia quasi-
integrable al qual s’aplica la versié ordinaria del teorema KAM, en un entorn de radi r
prou petit d'un tor KAM fixat existeix un gran nombre de tors invariants n-dimensionals,

de manera que la mesura de llur complementari és exponencialment petita en 1/r.



Capitol 5

Tors hiperbolics i llurs varietats

Iinvariants

5.1 Tors invariants de dimensié inferior prop de res-

sonancies

Ens proposem d’estudiar I'existencia de tors invariants de dimensié inferior a n per a un

sistema hamiltonia quasi-integrable amb n graus de llibertat:

He(¢, 1) = h(I) + € f(¢, 1), (5.1)

essent ¢ € T", I € G C R™ (en aquest capitol escriurem explicitament la € de la
pertorbacié ja que farem desenvolupaments en ¢). Buscarem els tors invariants prop d’una
varietat ressonant S, aq, essent M C Z" un modul de ressonancies fixat, i w = gradh

I'aplicacié freqiiencia (vegeu definicié (1.3)).
Per al sistema integrable (¢ = 0),
Ho(6, 1) = h(I), (5.2

cada tor n-dimensional I = I*, amb [* € G, és invariant. Es conegut que, si M # 0, el
tor corresponent a una accié I* € S, pm (tor ressonant) descompon en una familia de tors
invariants de dimensi6 m = n — d, essent d = dim M. Tots els tors d’aquesta familia

tenen les mateixes freqiiencies, i sén degenerats.

Per a la pertorbacié (¢ # 0), la situacié tipica és que aquests tors ressonants asso-
ciats a M no sobreviuen pero tampoc no es destrueixen completament. En general, un

nombre finit dels tors de dimensié inferior sobreviuen, sofrint certa deformacid, si |e| és

115
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petit i les freqiiencies son prou irracionals. Aquests tors que es conserven esdevenen no
degenerats: hiperbolics, eHiptics o d’altres categories intermedies (vegeu-ne una definicio
)

a la pagina 121).

L’interes de la localitzacio de tors hiperbolics de dimensié inferior, anomenats també
“tors amb bigotis”, rau en el fet que les probables interseccions entre les varietats inva-
riants de diferents tors hiperbolics constitueixen la base del mecanisme de les cadenes de
transicié per a detectar l'existencia de difusiéo d’Arnol’d. Aquest mecanisme fou descrit
per primer cop per V. I. Arnol’d [Ar2], mitjancant I'exemple que hem considerat a (3.30).
Vegeu també [AA, § 23], i altres exemples a [CG, Chie].

Els primers resultats en el camp de la conservacié de tors invariants de dimensio in-
ferior foren obtinguts per H. Poincaré [Poi], en el cas que els tors sén orbites periodiques
(dim M = n — 1). Poincaré mostra que, si la pertorbacié satisfa certa condicié de no de-
generacio, diverses orbites periodiques degenerades del sistema no pertorbat es conserven,
i algunes d’aquestes esdevenen hiperboliques. També posa de manifest que I'existencia
d’un gran nombre d’orbites periodiques hiperboliques pot constituir un obstacle a la in-

tegrabilitat d’un sistema hamiltonia.

Problemes d’existencia de tors invariants de dimensié inferior a n han estat estudiats
a [Mo2, Gr, Ze2|, entre d’altres, perd suposant que en abséncia de pertorbaci6 el tor
invariant en discussié és no degenerat, que no és el cas que ens ocupa. J. Moser [Mo2] usa
essencialment els mateixos metodes de la teoria KAM per tal d’obtenir la conservacié de
tors invariants (n — 1)-dimensionals no degenerats: hiperbolics o eHiptics. Posteriorment,
S. M. Graff [Gr] desenvolupa també tecniques de tipus KAM per provar lexistencia de
tors hiperbolics prop d’un punt fix no elliptic. La dimensi6 dels tors ve determinada pel
nombre d’exponents caracteristics del punt fix que tenen part real no nulla. En aquest
cas la part integrable del sistema ja presenta tors hiperbolics, i els que tenen freqiiencies
prou irracionals es conserven. Per la seva banda, E. Zehnder desenvolupa un teorema
de la funcié implicita generalitzat [Zel] i 'aplica a diversos problemes de petits divisors
[Ze2]; d’aquesta manera obté proves del teorema KAM (casos analitic i diferenciable) i
del resultat de Graff.

Més recentment, diversos autors han estudiat la conservacié de tors invariants de
dimensi6 inferior quan els tors no pertorbats son degenerats. En linies generals, per
trobar tors invariants prop de la ressonancia associada a un modul M, hom considera
la forma normal respecte aquest modul, fins 'ordre que sigui necessari. Aquesta forma
normal constitueix de fet un sistema intermedi entre el sistema no pertorbat (5.2) i el
sistema pertorbat (5.1). Si la pertorbacié satisfa alguna condicié de no degeneracid, tors

invariants no degenerats apareixen ja en aquest sistema intermedi, com veurem més avall.
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Llavors, aplicant tecniques pertorbatives hom prova que, d’aquests tors, els que tenen
freqiencies prou irracionals sobreviuen en el sistema (5.1) si la pertorbacié és petita.
A. Delshams [De] duu a terme aquest esquema a I’entorn d’un punt fix elliptic amb vector
de freqiiencies proper a una ressonancia simple (dim M = 1) per trobar tors invariants
de dimensié n — 1, hiperbolics i eliptics. D. V. Treschev [Tr] considera el sistema (5.1)
i, mitjancant una adaptacié del meétode de [Gr], prova que alguns del tors de dimensié
inferior en que descompon un tor ressonant associat a un modul M sobreviuen a la

pertorbaci6 i esdevenen hiperbolics.

Un punt de vista diferent és el de R. de la Llave i C. E. Wayne [LW]: primer tracten
de la conservacié d’orbites periodiques (dim M = n — 1), que no comporta petits divi-
sors, 1 després proven l'existencia de tors invariants hiperbolics prop d’aquestes orbites
periodiques, la dimensié dels quals depen de I'index de l'orbita periodica considerada

(definici6 a la pagina 121).

Cal remarcar que, tant a [LW]| com a [De], els tors hiperbolics s’obtenen a partir
del teorema de la varietat central (vegeu, per exemple, [CH, capitol 9]) i aplicant teoria
KAM sobre la varietat central. L’us del teorema de la varietat central presenta alguns
inconvenients de tipus tecnic ja que, fins i tot en el cas que el sistema original sigui
analitic, no permet assegurar que els tors obtinguts sén analitics ni tampoc infinitament
diferenciables, siné tan sols finitament diferenciables. A [Gr] i [Tr] hom evita 'aplicaci6

d’aquest teorema a base de fer servir tecniques de teoria KAM més elaborades.

A més de la verificacié de I'existencia de tors invariants de dimensié inferior, la major
part dels treballs citats inclouen alguna descripcié de les varietats invariants d’un tor
hiperbolic. Pero llur tractament és en general local: es limita a un entorn de cada tor
i, per tant, no permet decidir si les varietats invariants corresponents a diferents tors
hiperbolics es poden intersecar. Aquesta interseccié és important, com ja hem comentat,

de cara a detectar la difusié d’Arnol’d.

Esmentem que un estudi més complet de les varietats invariants si és factible en el
treball d’A. Delshams [De], a I'entorn d’un punt fix elliptic amb freqiiéncies properes a
una ressonancia simple, ja que prova que les varietats invariants no abandonen I’entorn
on la forma normal és definida. Llavors dedueix, del fet que en el seu cas la forma
normal és integrable, que les varietats invariants dels tors hiperbolics de la forma normal
constitueixen connexions homocliniques. Per tant, pot dur a terme els calculs requerits
per al metode de Mel’'nikov de primer ordre i veure que, en aquesta aproximacio, les
varietats invariants es tallen transversalment. Pero cal dir que aquesta aproximacio no és

suficient per a garantir que efectivament hi ha interseccié entre les varietats invariants.



118 CAPITOL 5. TORS HIPERBOLICS I LLURS VARIETATS INVARIANTS

Donat M C Z" modul d-dimensional, el nostre objectiu és establir quins dels tors
m-~dimensionals en que descompon un tor ressonant associat a M poden sobreviure a
la pertorbacié (5.1). D’acord amb el que hem expressat més amunt, farem un pas de
transformacié a forma normal respecte M fins un cert grau K, que es pot escollir con-
venientment. Ens restringim a un subconjunt G C G no ressonant modul M fins grau
K:

k-w(l)#0 Vk e Z"\ M, |k|, < K, VI eG.
Tal com descrivim a la seccié 2.1, hom pot construir sobre T" x G una transformacio

canonica que porti el nostre hamiltonia H, a la forma

He(¢, 1) = h(I) + € Z(), 1) + Re(9, 1),

on
ZER(M,K), R.=0(c" e+,

Recordem que, com haviem vist a (2.5), Z consisteix en els harmonics de f corresponents

a ke M, |k|, < K. En aquesta memoria ens limitarem a mostrar l'existencia de tors

invariants m-dimensionals per a la forma normal
Le(p, 1) :=h(I) + ¢ Z(9, 1), (5.3)

és a dir, menyspreant la resta R.. Podem dir que I'. és un sistema intermedi entre (5.2)
i (5.1) que conté la informacié rellevant en relacié als tors invariants m-dimensionals.
Constitueix de fet el punt de partida per a la localitzacié dels tors en el sistema com-
plet (5.1). Aquesta estrategia és analoga a I'emprada a [De| i [LW] en casos més especifics:

punt fix eHiptic amb ressonancia simple i orbites periodiques, respectivament.

Veurem que sera suficient imposar certa condicié de no degeneracié sobre Z per tal
d’assegurar l'existencia de tors invariants de dimensié m per a la forma normal I'.. Con-
cretament, en un dels casos que es poden considerar aquesta condiciéo déna lloc a tors

hiperbolics.

De fet, la mateixa condicié permet a Treschev [Tr| assegurar l'existencia de tors
hiperbolics (associats a freqiiencies diofantiques respecte el modul de ressonancies), amb
llurs varietats invariants, per al hamiltonia original H., els quals depenen analiticament
de /. Tot i aix0, creiem interessant dur a terme un estudi exhaustiu de la forma normal
[, per les raons segiients. Si apliquem el teorema de la forma normal (secci6 2.5), posarem
el hamiltonia en forma normal respecte el modul M llevat d'una resta exponencialment
petita:

HE(6,1) = h(I) + & Z%(6, ) + R2(6, 1),
on Z* € R(M, K), iamb
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essent p ~ e ®e. Podriem escollir K com una poténcia de 1/e. Les condicions que
imposarem sobre Z per a l'existéncia dels tors hiperbolics no es veuran afectades per
petites pertorbacions. Aixi, si € és prou petit aquestes condicions sobre la propia Z (més
facils de verificar que sobre Z*) permetran d’assegurar I'existencia de tors hiperbolics per
a

Lo, 1) =h(I)+eZ*(p,I). (5.4)

€
El hamiltonia original H. s’obté afegint una pertorbacié molt petita, d’ordre u < ¢, a la
forma normal I'! (deixem de banda el canvi canonic). En conseqiiencia, cal esperar trobar
els tors hiperbolics de H. a partir dels de I'} prenent ;1 com a parametre de pertorbacio,
en comptes de €. Aixo permetria, d’'una banda, localitzar els tors hiperbolics de H, a
partir del calcul explicit de I'. D’altra banda, en el cas d’'una ressonancia simple podriem
confinar llurs varietats invariants, durant un temps exponencialment gran, a partir dels

resultats que exposarem a la seccid 5.3.

Com ja hem dit, ens limitarem a l'estudi de la forma normal introduida a (5.3). En

aquesta seccio, suposarem que el modul de ressonancies escollit és
No={k=KK)eZ"=2"xZ" : K =0} ={0} x 2%,

i a la seccié segiient mostrarem que els nostres resultats s’estenen a qualsevol altre modul.

"

Emprem la notacié v = (vy,...,vm), v = (Umi1,...,0,), Der a qualsevol vector v =

(v1,...,v,). Per a més comoditat, escrivim
v=¢, q=¢, J=I, p=1I"

Observem que si Z és en forma normal respecte N, llavors no depén de 1), i per tant

escriurem Z(q, I). Les variables J sén constants al llarg de totes les trajectories (J = 0).

Per a € = 0, els tors ressonants sobre S, yr, tenen una estructura molt simple. Com

que aquesta varietat ressonant ve definida per 1’equacio
W'(I) =0, (5.5)

essent w’(I) = (wWms1(L),...,wp(l)), resulta que ¢ = 0 sobre S, y;,. Llavors, cada tor
n-dimensional definit per
I=I", ¢eT"

amb [* € S, y,, descompon en una familia d-parametrica de tors invariants de dimensié

m: per a cada ¢* € T el tor
I=I" q=¢q¢", ¢YveT" (5.6)
és invariant. El flux sobre aquest tor és lineal, amb vector de freqiiencies

V=W (I') = (w (I"), ..., wm (I).
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Fixant I* = (J*,p*) € Sun;,, ¢ € TY, el teorema segiient déna condicions per tal
que el tor (5.6) sobrevisqui en la forma normal (5.3) si € # 0 és prou petit. La primera
condicié és que gip’; (I*) sigui invertible. Aixo implica que la varietat S, n;, és regular
(i m-dimensional) en el punt I*, i que a 'entorn d’aquest punt la podem parametritzar
alllant

P=0Dps (5.7)

de l'equacié (5.5). Escriurem també I; = (J,py).
Una altra condicié expressa que ¢* és un punt critic no degenerat de la funcio
Vie(q) == Z(¢, I*),  qe T (5.8)

Els tors m-dimensionals que corresponen als diferents ¢* que satisfacin aquesta condicié
son aillats dins el tor n-dimensional I = I*, pero formen una familia m-parametrica amb
els que corresponen a accions I; = (J,py) € S, ., properes a I*. En efecte, si ¢* és un
d’aquests punts critics, tenim

0z 0?7

(¢, J*,p") =0, o

dq (¢, J*,p*) invertible,

i llavors a ’entorn de ¢ = ¢*, J = J* podem aillar

q =4y (5.9)

de %—Z (q,J,ps) = 0 i obtenim també punts critics no degenerats de la funcié V;, per a

cada J propera a J*.

Observem que, pel fet que I'. no depen de les variables v, hom pot prendre J com a
simple parametre i considerar el sistema com a hamiltonia reduit amb d graus de lliber-
tat, car només dependra de (¢,p). Escriurem I'j. per denotar el hamiltonia reduit que
correspon a un valor fixat de J. Per localitzar tors invariants m-dimensionals de I';, n’hi

ha prou a buscar punts fixos del hamiltonia reduit.

Pel que hem vist, el hamiltonia I j« o té una familia de punts fixos degenerats: (¢, p*),
amb ¢ € T¢. D’aquests, només els que corresponguin a valors ¢ = ¢* satisfent les condi-
cions que hem esmentat més amunt sobreviuran a la pertorbacié i esdevindran punts fixos

no degenerats.

Recordem que un punt fix o punt d’equilibri d’un sistema hamiltonia amb d graus
de llibertat s’anomena no degenerat si no té el 0 com a exponent caracteristic (és a
dir, si la matriu del sistema linealitzat en aquest punt és invertible). Podem definir
I’index d’un punt fix com la meitat del nombre d’exponents caracteristics amb part real

no nula, comptats amb multiplicitat. L’index [ sempre és un nombre enter compres
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entre 0 i d. Si [l = 0, el punt fix s’Tanomena elliptic i, si [ = d, hiperbolic. Si | > 1,
podem aplicar el teorema de la varietat estable [CL, capitol 13] i, tenint en compte a més
el caracter hamiltonia del sistema, hom dedueix que el punt fix té varietats invariants

estable 1 inestable de dimensio [.

Amb cert abts del llenguatge, referirem als tors invariants m-dimensionals de la forma
normal I'; les mateixes nocions que als punts fixos dels quals provenen, ja que s’obtindran
simplement afegint la variable ) que havia estat ignorada. Aixi, parlarem de tors inva-
riants no degenerats, de I'indexr d’un tor invariant, de tors elliptics i de tors hiperbolics
o tors amb bigotis. A un tor d’index [ > 1 podrem associar varietats invariants estable i
inestable de dimensié m + (. En el cas d’un tor hiperbolic les varietats invariants estable
i inestable s’anomenen també bigoti entrant i bigoti sortint, respectivament, i tenen di-
mensio n. Els nostres tors amb bigotis ho sén també segons la definicié més habitual, i més
intrinseca, en termes de varietats invariants (vegeu, per exemple, [AA, § 23]), amb I'tinica
diferencia que en el nostre cas no exigim que les freqiiéncies sobre el tor siguin incommen-
surables ja que aix0o no ens sera necessari per a la seva localitzacié en la forma normal.
Remarquem també que un tor amb bigotis o hiperbolic no és “normalment hiperbolic” ja

que no totes les direccions complementaries sén hiperboliques (també n’hi ha de neutres).

Teorema 27 Siguin 1 <d<n-—1 1 m=mn—d, i considerem el hamiltonia T'.(¢,I) =
h(I)+eZ(q,I), que suposem analitic sobre ¢ = (,q) € T x T4, I = (J,p) € G, amb
G C R™ x R? obert. Escrivim w = gradh. Sigui I* = (J*,p*) € Sun, tal que la matriu

0%h
A=—(I"
5 (1)
és invertible. Sigui ¢* € T¢ un punt critic no degenerat de la funcié Vi-(q) = Z (¢, I*), i
escrivim Y
B:=—("1.
o7 (¢", I7)

Siguin py i qy definits com a (5.7) i (5.9), respectivament. Aleshores, ezisteir una aplicacio

analitica (J,€) — (qre.pse), definida per a || i |J — J*| prou petits, tal que:

a) Per a cada J, e, el conjunt

ILE = {(¢7QJ,87 JapJ,E) : w S Tm}

és un tor invariant de 'z, amb fluz lineal donat pel vector de freqiiéncies w' (J,pye)+

6% (qJ,E)J,pJ75). A méS, QJ,OZQJ, pJ,Osz

b) Si la matriu AB té d — [ wvalors propis positius i | valors propis entre negatius i

no reals, essent 0 < 1 < d, 1 els valors propis positius son tots diferents, llavors
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per a € > 0 i |J — J*| prou petits (restringint més, si convé, l'entorn on és valid

Uapartat (a)) el tor invariant T;. és no degenerat d’indez .

Prova  Per trobar tors invariants m-dimensionals de I'., buscarem punts fixos (g, p)
de hamiltonia reduit I';., amb J fixada. Aquests punts fixos seran solucié del sistema

d’equacions

6FJ,€ . aFJva N
és a dir,
oz 0z
" —_— = — =0. 1
w"(J,p) <, (¢,J,p) =0, 9 (¢,J,p) =0 (5.10)

Per a J = J*, ¢ = 0, tenim com a solucié ¢ = ¢*, p = p*. Les hipotesis ens diuen que
les matrius A i B sén invertibles, la qual cosa permet d’aplicar el teorema de la funcié
implicita. Obtenim d’aquesta manera la solucié ¢ = ¢j., p = pj. en un entorn de

J = J* €=0,1 aixo prova l'apartat (a).

Per classificar el punt fix de I';. que hem obtingut, hem de considerar la matriu

(2d) x (2d) del sistema linealitzat en aquest punt:

82FJ15 a2FJ,€
_ 9q Op <QJ,sapJ,€) o2 (CIJ,Eva,E) _ @(5) AJ,E + (’)(e)
De 2 2 . (5.11)
0Ty, 0T, —e By, O(e)

8(]2 (QJ,sprﬁ) - aq ap (QJ,z-:apJ,z-:)

essent A;. = gipg (J,pse) 1 Bye = %% (qse, J,pse). El punt fix sera no degenerat si D,
és invertible, i llavors podrem determinar el seu index comptant quants dels valors propis
de D;. sén imaginaris purs. Aquest problema és un xic delicat ja que per a ¢ = 0 és
degenerat, pero ho podem resoldre facilment elevant la matriu al quadrat (vegeu a [LW]

una situacié analoga en el cas d’aplicacions de Poincaré). Tenim:

DJ2,5 = 525]75 s
essent
~ _AJ’EBLE + O(E) 0(1)
DJ,& = .
O(e) —Bj.As-+ O(e)

Del fet que la matriu D, és infinitesimalment simplectica, hom dedueix facilment que els

valors propis de D Je sOn tots de multiplicitat parella. Observem que

~ —AB O(1
DJ*,O - ( ) .
0 —BA

Tenint en compte que BA = (AB)" ja que A i B sén simetriques, de la hipotesi de

I'apartat (b) sobre els valors propis de la matriu AB deduim que la matriu D o téd—1
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valors propis negatius dobles, tots diferents, i 2/ valors propis (comptats amb multipli-
citat) entre positius i no reals. Si e i |[J — J*| s6n prou petits (més petits, si cal, que
a lapartat (a)), la mateixa situacié és valida per als valors propis de D Je, car aquests
varien de manera continua amb la matriu, i a més els valors propis negatius dobles no
poden bifurcar-se en un parell de valors propis complexos conjugats perque esdevindrien
simples. Multiplicant per € > 0 els valors propis obtinguts i prenent-ne I’arrel quadrada,
deduim que el punt fix (¢, pse) és no degenerat d’'index [, ja que D, té 2(d —I) valors
propis imaginaris purs i 2/ amb part real no nulla. Afegint la variable 1), hem provat

I'apartat (b): el tor invariant 7. és no degenerat d’index I. O

Notes

1. L’enunciat de I'apartat (b) per a ¢ < 0 seria analeg. L’tnica diferéncia és que en
aquest cas d — [ hauria de denotar el nombre de valors propis negatius de AB, els
quals caldria suposar tots diferents, i [ el nombre de valors propis entre positius i

no reals.

2. Sila matriu A és definida positiva, tots els valors propis de AB sén reals, i el nombre
de valors propis positius i negatius d’aquesta matriu coincideix amb el de B. En
efecte, considerant la descomposicié de Cholesky A = LL", amb L triangular
inferior, veiem que els valors propis de AB sén els mateixos que els de L™'ABL =
L"BL, que és simetrica i té, per la coneguda llei d’inércia, el mateix nombre de
valors propis positius i negatius que B. Observacions analogues es poden formular

quan A és definida negativa.

3. El teorema garanteix l'existencia d’una familia m-parametrica de tors invariants
m-dimensionals, si € és prou petit, per a cada ¢* € T? que sigui punt critic no
degenerat de la funcié Vi« (q) definida a (5.8). Si tots els punts critics de V7« sén no
degenerats, aleshores hom pot aplicar la teoria de Morse [Mi] i deduir que existeixen
almenys 2¢ punts critics. A més, la teoria de Morse assegura que, per a cada [ entre
01id, hi ha almenys (‘li) punts critics d’index [ (I'index d’un punt critic és el nombre
de valors propis negatius de la matriu hessiana corresponent). Si la matriu A és
definida, podem aplicar les observacions de la nota anterior i, en consequéncia, hi

haura tors invariants no degenerats de tots els indexs entre 0 i d.

4. Per tal que la matriu A sigui definida, és suficient que h(I) sigui quasiconvexa.

A Tenunciat del teorema 27 no hem assegurat que el tor 7;. tingui les mateixes
freqiiencies que el tor no pertorbat del qual prové. Per tenir aixo, hem d’imposar a més

una condicié de no degeneracié sobre 'aplicacié freqiiencia w. Podem imposar tant la
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condicié de no degeneracié de Kolmogorov com la isoenergetica, les quals donen lloc a
versions diferents del resultat.

Proposicioé 28 FEn les mateixes condicions que al teorema 27, suposem també que ’apli-
cacio frequéncia w és no degenerada de Kolmogorov en I*. Aleshores, existeir una apli-
cacid analitica (J,€) — J(J,¢), definida per a |e| i |J — J*| prou petits, tal que, per a
cada J, €, el tor invariant m-dimensional T, . t€ per vector de freqicncies Ww(1y). A

més, J(J,0) = J.

Prova Per trobar un tor invariant de I'. amb vector de freqiiencies w’ (1), buscarem .J,

¢, p de manera que (g,p) és un punt fix de I'; _, i que

W' (j,p> + 6(;? (q, j,p) =uw' (J,py). (5.12)

Aix0 déna lloc a un sistema d’equacions, del qual les dues primeres equacions son les
de (5.10), perd amb J en comptes de J, i la tercera és (5.12). Per ae =0, J = J*, tenim
la solucié J = J*, ¢ = ¢*, p = p*. Les hipdtesis que w és no degenerada en I* i que ¢*
és un punt critic no degenerat de la funcié V;« permeten d’aplicar el teorema de la funcié
implicita i obtenir J = j(J, e), ¢ =q(J,e), p=p(J,e) alentornde e =0, J = J"
D’altra banda, com que les dues primeres equacions que satisfan aquestes funcions son les
de (5.10) que haviem considerat al teorema 27, tenim ¢(.J, &) = Qi(ge)e: p(J,e) = Dige)er

que son els parametres que corresponen al tor Tj( T O

Proposicioé 29 FEn les mateixes condicions que al teorema 27, suposem també que ’apli-
cacio frequéncia w €s isoenergéticament no degenerada en [*. Aleshores, existeiz una
aplicacid analitica (J,€) — J(J, ), definida per a |e| i |J — J*| prou petits, tal que, per
a cada J, €, el tor invariant m-dimensional Tj ;) . t€ vector de freqiencies parallel a
W' (Iy) i energia h(1;). A més, J(J,0) = J.

Prova Com que w’(I*) = 0, tindrem '(I*) # 0. Suposarem, per fixar idees, que

wm(I*) # 0. Aleshores cal aillar J, ¢, p del sistema d’equacions:

W (j,p) —i—&?a—Z (q, j,p) =0,

dp
aﬁ(q,j,p) =0,
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en el qual hem escrit /(1) = (wi(I),...,wm-1(1)), J = (J1,...,Jm_1). Perae =0,
J = J*, tenim la solucié J = J*, ¢ = ¢*, p = p*. Podem dividir ambdés costats de la
primera equacié per wy, (j , p). Llavors, per aplicar el teorema de la funcié implicita ens

cal que la matriu jacobiana en [* = (J*, p*) de 'aplicacié

Q(I) = h(1

0= (G i o)

tingui determinant no nul. Aix0 ve garantit per la condicié isoenergetica en I*, ja que

aquesta aplicacié €2 és la mateixa que hem definit a (4.6) canviant-ne els papers de w, i

Wy, També ens cal que ¢* sigui un punt critic no degenerat de V. Aleshores, podem

aplicar el teorema de la funcié implicita, i la resta del raonament és com a la proposicié 28.
O

Nota Si suprimissim, en aquestes dues proposicions, la hipotesi que la matriu A = gip};(f )
és invertible, podriem veure tanmateix que existeix un tor invariant proper a 7« o, i amb
les mateixes freqiiencies (o les mateixes raons entre freqiiéncies en el cas isoenergetic).
Aix0 no obstant, no podriem assegurar que els tors invariants formen una familia m-
parametrica ni veure que séon no degenerats, com hem fet al teorema 27. Veurem a la
seccié segiient que aquesta hipotesi sobre la matriu A és molt més relacionada amb la

quasiconvexitat que no pas amb la no degeneracié de Kolmogorov o isoenergetica.

5.2 Moduls de ressonancies i1 tors de dimensio infe-

rior

Al teorema 27 ens hem ocupat de 'existéncia de tors invariants de dimensié m prop de
la varietat associada al modul de ressonancies Ny. A continuacié veurem que el resultat
s’estén a la varietat ressonant associada a qualsevol altre modul de dimensié d. Un senzill
canvi lineal simplectic ens permetra de portar el problema a la situacié del teorema 27. No

cal dir que podem restringir-nos a moduls primitius (vegeu-ne la definici6 a la pagina 50).

Considerem doncs un modul primitiu M de dimensié d. Seguim escrivint m =n — d.

Es un conegut resultat d’algebra (vegeu, per exemple, [Co]) que tota base de M es pot

estendre a una base de Z". Es a dir, si D és una matriu n x d tal que les seves columnes

constitueixen una base donada de M, llavors podem trobar D', matriu n X m, de manera
que la matriu n x n

C=(D D) (5.13)
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té determinant 1. Al final d’aquesta seccié descriurem un metode explicit per a trobar

aquesta matriu a partir de D. Observem que
M = DZ* = CN,
i aix{ C' és la matriu d’un isomorfisme de Z"™ que relaciona M amb Nj.

Considerem ara el canvi lineal simplectic C : (95, I ) — (¢, 1) definit per
T - .
o=(C") ¢ I=CI (5.14)

Notem que el canvi ¢ € T" — (/5 € T™ és bijectiu ja que, pel fet que la matriu C' té
determinant 1, la seva inversa C~! també té components enteres. Escriurem ngS = (¢,q),
I =(J,p). Aplicant el canvi (5.14) a la forma normal definida a (5.3) obtenim T'. = I'.oC,

que escrivim
Lo d)=n(ch)+ez((c) s.cl)=h(i)+eZ(31).  (5.15)

L’aplicaci6 freqiiencia associada a la part integrable h (f ) = h (Cf ) ve donada per
@ (f ) =CTw (C’f ) Com que les columnes de D sén una base de M, és facil comprovar
que la varietat S, o ve definida per 'equacié DTw(I) = 0. Deduim llavors que el nostre
canvi relaciona la varietat ressonant associada a M respecte w amb la varietat ressonant

associada a Ny respecte ©:
—1 _ Q.
C™Som =S5, -

D’altra banda, si apliquem el canvi ¢ — ¢ = (1,q) a una funci6 de les variables

angulars que sigui en forma normal respecte M,

g(@) = > gre™?, e T,

keM

obtenim una funcié que no depen de . En efecte, usant que cada k € M es pot escriure

com k = DI, amb [ € Z%, i tenint en compte que ¢ = D¢,

9(0) = gm eV = 3" gpe = G(g).

lezd lcZd

Amb aixo veiem que la funci6 Z introduida a (5.15) no depen de v, i per tant podem
escriure Z (q, I ) En conseqiiencia, el hamiltonia transformat T, és del mateix tipus que
el del teorema 27.

Fixem I* € S, u, 1 escrivim [* = C71[* € Ss - Pel que hem vist a la secci6
anterior, si € = 0 el tor n-dimensional I = I* descompon en una familia d-parametrica

de tors invariants de dimensié m. Tenim a (5.6) la parametritzacié d’aquests tors en les
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coordenades (1, ¢). Escrivim (C~1)' = ( E E ), essent ' i E matrius n X min x d,

respectivament; llavors el canvi lineal en les coordenades angulars ve donat per
¢ = L")+ Eq.

D’aquesta manera podem obtenir els tors (5.6) en les coordenades originals: per a cada

q* € T tenim el tor invariant m-dimensional
I=1I", ¢=FEv+Eq", +eT" (5.16)

Veiem per tant que la disposicié dels tors de dimensié inferior dins de cada tor n-
dimensional ressonant ve donada per la matriu E’. Remarquem de passada que les
columnes de £’ formen una base del subspai <M>L, que doéna la direccio en la qual

té lloc el moviment dins del tor ressonant.

Hem de veure també com s’expressen les hipotesis del teorema 27 en les coordenades
originals. Donats I*, ¢*, per a garantir que el tor m-dimensional (5.16) sobreviu per a
e # 0, hem de suposar:

27 2
il (I") = prdh (I*) D invertible,

% or

82 « Px 0z * Tk

e (017) = 5 (B B 61
95 2

(qu (q*,f*) _ ET?); (Eq",I") E invertible. (5.18)

Aix0 ens diu quines condicions han de complir les funcions h(I) i Z(¢,I) per tal que
el teorema 27 pugui ésser aplicat al hamiltonia T, obtingut mitjancant el canvi lineal.
Amb tot, si considerem la igualtat Z (E'¢ + Eq,I) = 7 (q, f) (la qual expressa que Z
és constant sobre cada tor (5.16)) i la derivem respecte 1, obtenim que
0z
2
0%z

Derivant novament aquesta identitat, veiem que el rang de la matriu W((b, I) no pot ésser

(0, NE'=0 V(¢o,1).

més gran que d. Deduim facilment d’aquests fets que les condicions (5.17-5.18) equivalen
a imposar que %2 (Eq*,I*) = 0 i que el rang de 2.2

99 (Eq*, I) sigui exactament d.

Teorema 30 Sigut M C Z"™ modul primitiv de dimensio d, 1 < d < n —1, i escrivim
m=n—d. Siguin D, C, E' i E matrius associades al modul M, com hem descrit més
amunt. Considerem el hamiltonia T.(¢, 1) = h(I)+e Z(¢,I), analitic sobre T" x G, amb
G C R" obert, i en forma normal respecte M. Escrivim w = grad h. Sigui I* € S, m
tal que la matriu

0?h

DTﬁ (I*) D (5.19)
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és invertible. Sigui ¢* € T? tal que
07
99

Aleshores, el canvi simplectic C definit a (5.14) transforma I'. en un nou hamiltonia al

2

(Eq*,I") =0, rang (g; (Eq", I*)) =d. (5.20)

qual es pot aplicar el teorema 27 en el punt I*=C1r, q-.

Notes

1. Les condicions (5.20) no s’alteren si en el lloc de Eq¢* hi posem qualsevol altre punt
del tor: E'¢ + Eq*, ¢ € T™.

2. El fet que la matriu (5.19) sigui o no invertible és independent de la matriu D

escollida per al modul M.

3. Per garantir la invertibilitat de la matriu (5.19) en tots els casos (és a dir, sobre
qualsevol ressonancia), és suficient imposar que h([) sigui quasiconvexa a tot el

domini.

Completem aquesta seccié descrivint un algorisme elemental per a construir la matriu
C', considerada a (5.13), a partir de la matriu D, és a dir, estendre una base donada d’un

modul primitiu M a una base de Z".

De fet, si no suposem que el modul és primitiu, és valid un resultat més general (vegeu,
per exemple, [Co, capitol 10] i també [LM, apendix 3]): si M és un modul d-dimensional
qualsevol de Z" i D, «q és una matriu de rang d que té per columnes els vectors d’una
base donada de M (quan calgui posarem les dimensions de les matrius com a subindexs)
aleshores existeixen 7y, ..., 74 enters no nuls tals que 7; és divisor de m; si j < [, i matrius

Pivq i Qnxn amb determinant 1, de manera que

D = QIIP, (5.21)
essent
T
., — h _ (5.22)
Tq
0
La matriu I rep el nom de forma normal de Smith del modul M. Els nombres 7y, ..., 7y

vénen determinats (llevat del signe) per M; s’anomenen invariants o divisors elementals

de M. Poden ésser calculats mitjancant la férmula



5.2. MODULS DE RESSONANCIES I TORS DE DIMENSIO INFERIOR 129

essent A; el maxim comu divisor de tots els menors d’ordre j de la matriu D (i posant
Ag=1). SiqgW, ... ¢ sém les columnes de @Q (les quals formen una base de Z"), llavors

7MW, ..., mq'P formen una base de M (que no coincidira amb la base de partida, si

P #1d).

Comprovem que M és primitiu si i només si ;] =1, j = 1,...,d. En efecte, si
M és primitiu, llavors M = <<7qu(1), . ,qu(d)>> = <<q(1), . ,q(d)>> i per tant totes les
mj sén £1. D’altra banda, si |7, = 1 pera j =1,...,d, tenim M = <<q(1),...,q(d)>>;
considerant un modul M" D M que també tingui dimensi6 d, hem de veure que M’ = M.
Donat k£ € M’, k # 0, existeix s > 1 tal que sk € M. Aixi, podem escriure sk =
gV 4+ gD Amés, k=0bgV+---+b,¢g™. Deduim que bgyq =---=1b, =0, i
per tant k € M.

Vegem també que si M és primitiu llavors les columnes de D formen part d’una base
de Z", la qual ens déna la matriu C. Suposant, per fixar idees, que totes les m; sén 1,
tenim D = QIIP = QPII, essent

— P
ann _ dxd .
Idem

Aleshores les n columnes de QP constitueixen una base de Z", i entre elles les d primeres
coincideixen amb les columnes de D. Amb aixo obtenim la matriu C, prenent D’ com la

matriu de les m darreres columnes de QP.

Finalment donem, per a un modul qualsevol M, un algorisme per a obtenir la trans-

formacié a la forma normal de Smith (5.21-5.22). Trobarem matrius senzilles PE{Q &

w=1....M, Q(Z)Xn, v=1,...,N, totes amb determinant +1, que comportaran suc-

cessives transformacions que aniran reduint D a la forma normal:
QW) ...QWppM ... pM) 17,

Llavors tindrem P = (P(l) x -P(M))_l, Q= (Q(N) e Q(l))_l.

En primer lloc recordem que, donats a,b € Z no nuls, existeixen x,y € Z satisfent la

identitat de Bézout ax + by = r, essent r el maxim comu divisor de a i b. Aleshores tenim

a b .- r =b/r r 0 .-
( o ) Y a/r - ( oo ) ’ (5'23)
T ' nxd Id ’ ’ ’ nxd

dxd

les igualtats:

x y a P /r'
—b/r ajr b
Id :

(5.24)

nxn ’ nxd ’ nxd
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Farem servir matrius P®, Q®) dels quatre tipus segiients (totes amb determinant
+1):

x matrius de permutacié: canvien d’ordre columnes o files;
x matrius amb coeficients +1 a la diagonal: canvien de signe algunes columnes o files;

* matrius amb coeficients 1 a la diagonal i coeficients no nuls només a una columna o

fila: sumen a una columna/fila una combinacié lineal de les altres columnes/files;

« matrius dels tipus considerats a (5.23-5.24): converteixen dos coeficients a, b situats

a I'extrem superior esquerre en r, 0, essent r el maxim comu divisor de a i b.

Descrivim breument el procés a seguir, a partir de D = ( o ) Permutant files i
columnes, podem suposar que a1 # 0. Hem de fer que ay; divideixi ay; peral=2,...,d.
Per aconseguir-ho, quan «y; no divideixi algun «ag; intercanviem les columnes segona i
[-esima, apliquem la transformacié (5.23) i comencem de nou. Només cal fer un nombre
finit de passos ja que, cada cop que apliquem (5.23), el nou element que ocupa el lloc de
a1 esdevé estrictament més petit (en el pitjor dels casos, ens aturarfem quan aq; = +1).
Aixi aconseguim que aq; sigui divisor de aq; per a [ = 2,...,d. Mitjancant un procés
similar, pero duent a terme manipulacions de files en comptes de columnes i aplicant ara
la transformacié (5.24) els cops que sigui necessari, fem que ay; sigui divisor de a;; per a
J =2,...,n. Pero llavors els a; hauran variat i pot succeir que deixin d’ésser multiples de
aq1. Per tant haurem d’aplicar alternativament els processos per tal que a;; sigui divisor
de tots els ay; i de tots els oj1. Només caldra fer-ho un nombre finit de cops perque el
valor de a; disminueix cada cop que apliquem (5.23) o (5.24). Quan «;; sigui divisor de
tots els elements de la primera fila i de tots els de la primera columna, busquem un «j,
amb j > 2, [ > 2 tal que a1 no en sigui divisor, llavors sumem la j-esima fila a la primera
i altre cop resulta que ay; no és multiple de aq;. Apliquem de nou tot el procés, tants cops
com sigui necessari fins que oy = m; sigui divisor de tots els a;;. Aleshores, restem a cada
columna un multiple adequat de la primera columna i a cada fila un multiple adequat de

la primera fila, per tal d’obtenir una matriu del tipus

US|
1) )
D (n—1)x(d—1)

on m és divisor de tots els coeficients de DM, Repetint tot el procés, ara amb la matriu
DM obtenim
1
T2 )

(2)
D (n—2)x(d—2)

i continuant d’aquesta manera arribem a la forma normal de Smith.
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5.3 Varietats invariants de tors hiperbolics prop de

ressonancies simples

Estudiem en aquesta seccié les varietats invariants de tors hiperbolics (n—1)-dimensionals
prop d’una ressonancia simple, és a dir, quan apliquem els resultats de les seccions an-
teriors prenent un modul de ressonancies unidimensional. Aquest és 'inic cas en que
podem assegurar que la forma normal és integrable (menyspreant la resta), per la qual
cosa podem dur a terme un estudi complet de les varietats invariants i llurs connexions

homocliniques.

L’interes de les ressonancies simples rau en el fet que prop d’elles sembla més factible
I’estudi de les interseccions entre varietats invariants associades a diferents tors quan
considerem tot el hamiltonia (5.1). De fet aquest estudi per a ressonancies simples seria
suficient per establir I'existencia de difusié d’Arnol’d. Com ja hem comentat a la seccid
anterior, resultats en aquest sentit han estat obtinguts per A. Delshams [De| a 'entorn

d’un punt fix elliptic.

Ara tindrem d =1, m =n—1. Un modul M de dimensi6 1 és primitiu si el maxim
comu divisor de les components del vector que n’és base és 1. D’acord amb el que hem
vist a la seccié anterior, sera suficient considerar el cas del modul N7 = ((0,...,0,1)).

La varietat S, ;, ve definida per l'equacié w, () = 0.
Seguint amb la notacié de la seccié 5.1, escrivim

¢:(¢17"'7¢n—1)7 qqun; J:([ly"w]n—l)v p:In

El hamiltonia
L(¢, I) = W) +eZ(q,1),

en forma normal respecte N}, és ara integrable, car si prenem .J com a parametre llavors

el hamiltonia reduit I' ;. només té un grau de llibertat: el que correspon a les variables

(¢,p)-
Fixarem [* = (J*,p*) € Sun,, ¢* € T. Pel teorema 27, si gip’; (I*) #0 isig¢* ésun
punt critic no degenerat de la funcié 27-periodica

‘/I*<Q):Z(Q7[*)7 quJ

llavors per a |e| 1 |J — J*| prou petits tenim un tor invariant (n — 1)-dimensional 7., que

correspon a un punt fix (¢, ps.) del hamiltonia reduit I';.. Suposarem, per tal de fixar
idees, que % (I*) > 0. Aleshores, si € > 0, el punt fix (i el tor) és hiperbolic o elliptic
P

segons si ¢* és un maxim no degenerat de V7« o un minim, respectivament. Veurem que
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les varietats invariants estable i inestable d’un tor hiperbolic queden confinades molt a

prop de la ressonancia i coincideixen, és a dir, constitueixen connexions homocliniques.

Cal perd afegir una condicié técnica que haurd de complir el punt ¢* respecte la
funcié Vi.. Donats ¢,¢' € T, podem considerar l'interval que va de ¢ a ¢', el qual
denotarem (g, ¢'], definit de manera dbvia segons I’orientacié usual de T. Donada una
funcié F : T — R, si go és un maxim (local) de F, definim ’interval dominat des de
go per a F com la component connexa que conté go del conjunt {q € T : F(q) < F(q0)}-
Notem que l’interval dominat des d’un maxim és sempre un interval, d’acord amb la
definicié anterior, llevat que el maxim sigui absolut, en qué l'initerval dominat és tot T.
Donat un maxim qg, direm que és un mazim solitari de F si l'interval dominat des de
go per a F no conté cap altre punt critic ¢; tal que F(q;) = F(go). Podem visualitzar
aquestes nocions a la figura.

%

El lema segiient ens ve a dir que la nocié de maxim solitari és estable sota una petita
pertorbacio de la funcié.

Lema 31 Sigui F.(q) funcid definida per a ¢ € T i |¢| petit, que sigui C? en q i €. Sigui
go un mazxim solitari no degenerat de Fo. Aleshores, per a |¢| prou petit ezisteiz un mdazim

solitari qo. de F,, amb dependéncia C! respecte €, i que coincideiz amb qo per a € = 0.

Prova Com que F§(qo) =0, Fg'(go0) # 0, pel teorema de la funcié implicita existeix una
soluci6 go. de F!(q) = 0, per a |e| prou petit, la qual coincideix amb ¢o per a € = 0.
Anomenant a = |Fj/(¢go)|, existeix § > 0 tal que

|F'(9)] = % Vq € [go — 6,90 + 8], V|e| prou petit.

Resulta doncs que aquest interval [go — 8, go + 6] no pot contenir més que un punt critic
de F,, el qual per forca ha de ser ¢q_.

Si go és maxim absolut de Fy, definim

r = inf {Fo(go) — Fo(q) : 9 € T\ (q0—6,90+6)}.
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Com que ¢y és maxim solitari, tenim r > 0. Llavors, si € és prou petit, tindrem

F.(qe) — Fe(q) > Vg € T\ (g — 9,90+ 9).

N3

Deduim doncs que g és un maxim solitari de F., car no pot haver-hi cap altre punt

critic que l'iguali.

Si go no és maxim absolut de Fp, I'interval dominat des de qo és del tipus [q1, ¢o], i els
punts g i g2 compleixen que Fy(q1) = Fo(qe) = Folqo), ique Fi(q1) # 0, F{(q2) #0. Pel
teorema de la funcié implicita, existeixen ¢ ., g2 tals que Fo(q1.) = F:(q2c) = F(qoe),
per a || prou petit, i que coincideixen amb ¢y, g, respectivament, per a e = 0. Anomenant
by = |Fi(q1)], ba = |F{(q2)|, existeix ¢’ > 0 tal que

b
|Fl(q)] > 51 Vg €lpn— 08 ,q1 40", Vel prou petit.

£

b
[Fl(q)| > 52 Vg €[ — 8,24+ 0'], V|e| prou petit.

Aixi, aquests intervals no contenen cap altre punt critic de F;, i és segur que contenen els

punts ¢, g2, per a |e| prou petit. Aleshores, si definim

s = inf {Fo(q) — Fo(q) © q€lq+0",90—0]Nlg+d,q2— '},

tenim s > 0 i, amb un raonament analeg al que hem fet anteriorment, resulta que I'interval

dominat des de qo. per a F. és [q1¢,G2c), 1 que go. és un maxim solitari de Fr. O

Teorema 32 Considerem les mateixes notacions i hipotesis que al teorema 27, pero amb
d=1,m=mn—1. Suposem que A > 0 i que ¢* és un mazxim no degenerat de Vi«, és
a dir, B < 0. Aleshores, per a € > 0 i |J— J*| prou petits, el tor invariant T;. do-
nat pel teorema 27 és hiperbolic. Si, a més, ¢* és un maxim solitari de Vi, aleshores
les varietats invariants estable i inestable de T;. coincideixen, 1 constitueizen una con-
nexid homoclinica: tota trajectoria (¢(t), I(t)) de I'c continguda a la varietat invariant és

asimptotica al tor T, per a t — *oo.

Prova Un punt important a usar és la convexitat de h respecte la variable p, que ens
permetra d’assegurar que les varietats invariants no s’allunyen de la ressonancia S, a7, .
Donat que A = gip}; (J*,p*) > 0, existeix a > 0 (independent de J i ¢) tal que

0*h

A * * * .
a—lﬂ(t],p)zg Vp € [p® —a,p"+a], V|J—J*| prou petit.

Considerem la banda
B, =T x[p*—a,p"+a].
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Usant que Tz(q, J,p) és fitada per a (q,p) € B, i J proper a J*, obtenim

V(q,p) € By, Y|J — J*|,|e] prou petits.
(5.25)

9T, &h 9?Z A
) — > —_
o5 (¢,p) = o 5 (/, p)+€ap2 (4, J:p) 2 7

Com hem comentat anteriorment, el tor 7. ve donat pel punt fix (¢, p,s.) del hamil-
tonia reduit I' ;.. Com hem vist a la prova del teorema 27, aquest punt fix prové d’aplicar
el teorema de la funcié implicita al sistema d’equacions (5.10). Considerem ara la primera
equacio d’aquest sistema:

aFJs

ap’ (¢,p) = wa(J,p) + ¢ Z(q, J,p) = 0. (5.26)

9z
dp

Com que dw" (J*,p*) = A # 0, de l'equacié (5.26) hom pot aillar p en funcié de J, ¢,
q a l’entorn de J=J,e=01iq =7, essent ¢ € T qualsevol. De la compacitat de T
deduim que podem empalmar les funcions aixi obtingudes per als diferents valors de g,

donant lloc a una funcié

p=9s:(q) (5.27)

definida globalment per a ¢ € T, i per a € i |J — J*| prou petits. Tenim g¢,(¢) = ps per
a tot ¢ € T (vegeu definicié (5.7)) i, per tant,

max |gs(q) — ps| = O(e). (5.28)
qeT
Aquesta estimacié, juntament amb el fet que |p; —p*| = O(|J — J*|), implica que la

corba
Cre ={(e:p) : q€T, p=ygs-(q)}

és continguda a la banda B,/ si € i |J — J*| sén prou petits. Aquesta corba conté tots
els punts fixos de I'j. propers a la ressonancia, entre els quals el punt (¢s.,pse) que
ens ocupa; tenim p;. = ¢s.(¢sc). D’altra banda, substituint (5.27) a I'equacié (5.26) i

derivant implicitament, obtenim

0%z
g{]e(q) — . @ (Q> J> g],a(q))
7 p2? JE (q ng(q))

i de (5.25) deduim que
max‘gjg ‘ = O(e), (5.29)

cosa que ens déna una estimacié del maxim pendent de la corba Cj..

La desigualtat (5.25) ens diu que, fixat ¢ € T, la funcié p — I';.(¢,p) és convexa per a

p € [p* —a,p* + a]. El minim d’aquesta funcié s’assoleix quan p satisfa 'equaci6 (5.26);
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correspon doncs a un punt de Cj., i per tant cau dins de I'interval de convexitat que hem

considerat. Prenent els valors de I';. sobre la corba C;., definim la funcié

WJ,E(Q) = FJ,E(QagJ,a(Q))7 q € T. (530)

Deduim de (5.25) la desigualtat

A
Le(a.p) = Woela) + 5 (0= 92:(0))°  V(a.p) € B.. (5.31)
D’altra banda, tenint en compte un altre cop I'equacié (5.26), trobem que
al'; 0z
W _ € . =e—(q,J,gs. 5.32
J,E(q) aq (Q7 g7, (q)) gaq (Q7 » 9J, (q)>7 ( )
0?Z 0*7Z
w7 =c|—==1(q,J,9¢ v G g : 5.33
1) =< (Gt (020l + g (0 harca)) o)) (539

Del fet que (g, pse) és solucid del sistema (5.10) deduim de 'expressié de la primera
derivada que ¢y és un punt critic de la funcié W .. En realitat, tot punt fix (proper a la
ressonancia) del hamiltonia reduit I' ;. s’associa a un punt critic de W;.. De I'expressi6
de la segona derivada, de (5.29), i de la hipotesi que ¢* és un maxim no degenerat de V-,

resulta que, per a € > 01 |J — J*| prou petits, el punt critic ¢;. és un maxim de W_.

A més a més, si ¢* és un maxim solitari de V- llavors ¢, també ho és de W, sie > 0
i|J — J*| sén prou petits. En efecte, usant (5.28) i el fet que p — h(J,p) té el seu minim
en p = py, obtenim

h(J,95:(9)) = h(J,ps) + O().

Llavors,

Wie(@) = h(J.95:(0) + Z(q,J.956(0) = h (J,ps) + £ Z (g, J.ps) + O(e%).  (5.34)

Per tant, i donat que h(J,ps) no depen de ¢ i que € > 0, és suficient veure que ¢;. és
un maxim solitari de la funcié q — Z(q, J,ps) + O(e). En efecte, aixo es dedueix del

lema 31, car aquesta funcié és una petita pertorbacié de Vi« si e i |J — J*| sén prou petits.

El paper que jugara la funcié W;. en aquesta prova és analeg al del potencial en
sistemes hamiltonians del tipus “energia cinetica 4+ potencial”. Sera essencial 1'is de la
conservacié de 'energia i de la convexitat respecte p. Sigui (¢(t),p(t)) una trajectoria
de I' ;. continguda a la varietat inestable del punt fix (¢, psc), és a dir, asimptotica a
aquest punt per a t — —oo. Provarem que també és asimptotica al mateix punt per a

t — 00, 1 en conseqliencia sera una trajectoria homoclinica.

Anomenem E lenergia d’aquesta trajectoria. Tenint en compte la definicié (5.30),

tenim
E = FJ,E(Q(t)ap(t)) = FJ,E (QJ,EapJ,e> = WJ,& <QJ,€) .
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Comprovem que la trajectoria (q(t), p(t)) es pot prolongar a tot ¢ € R, i és tota con-
tinguda a la banda B,. Sil’abandona, considerem t, = inf {t : |p(t) — p*| > a}. Deduim
llavors de (5.31) que, per a tot ¢ < t,

E—W,.(q(t) > = (p(t) — gs-(a(t)))*. (5.35)

ool i

Tenint en compte que |p(ty) —p*| =a ique C;. C B2, obtenim la desigualtat

Wie(a1e) = Wielq(to)) > g (;)27

que es contradiu, si € és prou petit, amb I'estimacio

Wi (g52) = Wie(q(to)) < - max ‘W}s(Q)‘ = O(e),

qeT

deduida del teorema del valor mitja i de (5.32). Aixi, la trajectoria (¢(t), p(t)) no surt de la
banda B, i per tant és definida per a tot ¢ € R. Obtenim també que la desigualtat (5.35)
és valida per a tot t € R. Per tant,

WJ,S(q(t)) < WJ,a (QJ,e) =F VvVt € R.

En paraules, ¢(t) no pot sortir de 'interval dominat des de ¢;. per a la funcié W;.. A
més, tenim
W;e(q(t)) =E siinoméssi (q(t),p(t)) € Cye. (5.36)

Estudiem finalment el comportament de la trajectoria (¢(¢),p(t)) quan s’allunya del
punt (¢je, pse). Primer comprovem que les varietats invariants sén transversals a la corba
Cje en el punt (g, pJe). Es suficient veure que els pendents respectius son diferents. El
pendent de les varietats invariants és el dels vectors propis de la matriu D;. considerada
a (5.11), dins la prova del teorema 27. Ara aquesta matriu és 2 x 2. Farem 1s de la

propietat seglient: donada una matriu

dip d
D_ 11 a2
do1  dao
tal que dio # 0, i amb valors propis reals ((tr D)? —4det D > 0), el pendent dels seus

vectors propis és

dzg — d11 + \/(tr D)2 —4det D
2dy2 '
Aplicant aquest fet a la matriu D, obtenim que, si € > 0, els vectors propis en qiiestié

tenen pendent

O(c) & \/—eA;.B. + O (€?)
AJ7E + 0(8)

ii+0(\/§)>‘

)

i
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Recordem que A9 =A >0, By = B < 0. Aleshores, per a e > 01 |J— J* prou
petits, els pendents de les varietats invariants en el punt (g, ps.) no poden coincidir
amb el pendent de C}., que es regeix per (5.29). Aixi la trajectoria (¢(t),p(t)) que prové
de (¢Je, pJe) entra necessariament en una de les dues regions en que la corba C. divideix
la banda B,:

Br,.={(ep)€Bs : p>9gsc(@)}, Bos.={(ep)€Bi: p<gs(9)}-

)

Notem que del fet que p — I';.(¢,p) és convexa i assoleix el seu minim quan es satis-
fa (5.27) es dedueix que

q>0 aBIJ,E’ q<0 a’B;J,E 1 qZO aC(LE.

Suposem, per fixar idees, que la trajectoria (q(t),p(t)) entra a la regié B ;.. A la

a,J,e*
figura de la pagina segiient apareixen iHustrats els dos casos que es poden donar: que
la trajectoria abandoni aquesta regié o que no ’abandoni. Si no l’abandona, tindrem

¢(t) > 0 per a tot t € R. Per (5.36), tenim ¢(t) # ¢ per a tot t € R, i per tant resulta
que ¢(t) ha de tendir a algun ¢ € T per a t — oo. Tindrem ¢(t) = ag—;’s(q(t),p(t)) — 0.
Per (5.25),

‘8FJ,5

dp
i aixi deduim que p(t) — p = gy (§). Aixi, la trajectoria (¢(t),p(t)) tendeix al punt

000 = T bl - 91.(a)] VeR

(q,p) € Cye, que sera un punt fix de I';. i per tant ¢ és un punt critic de la funcié W;..
Per la conservacié de l'energia, W;. (¢) = E. Com que g . és un maxim solitari de W,
només pot ser ¢ = qy. 1 en conseqiiencia (q(t),p(t)) és una trajectoria homoclinica del

hamiltonia reduit.
Resta per estudiar el cas en que la trajectoria (¢(t),p(t)) abandona la regié By ;..
Sigui
tp =min{t : (q(t),p(t)) € Cyec} =min{t : 4(t) =0}.
Del fet que (q(t1),p(t1)) € Cy. ide (5.36) deduim que W, (q(t1)) = E i, a més,

W (qt) < E Vit <t (5.37)

Com que (¢(t1),p(t1)) no és un punt fix de I' ;. resulta que ¢(t1) no és un punt critic de

W ;.. D’altra banda,
0T ;.

o2 (q(t1), p(t1)) - p(t1) # 0

i, en conseqiiencia, per a t > t; la trajectoria entra a la regié B, ;_, en la qual ¢(t) < 0.

q(t1) =

Comprovem que ja no pot tornar a sortir d’aquesta regié. Si en surt, podem definir
ty = min{t >t : (¢(t),p(t)) € Cy.}. Com que, per (5.36), tenim ¢(t) # g per a
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tot ¢, resulta que g¢(t2) € [que,q(t1)]. Per tant, g¢(t2) = g(t3) per algun t3 < t; i,
aplicant novament (5.36), deduim que Wj.(q(t3)) = W,.(q(t2)) = E, la qual cosa
contradiu (5.37). Per tant la trajectoria ja no surt de B ., i tenim ¢(t) €-[gs., ¢(t1)]
per a tot ¢ € R. Raonant com més amunt veiem que (g(t),p(t)) tendeix a un punt
(4,p) € Cy., amb W;.(§) = E. Pel fet que g;. és un maxim solitari de Wy, ha de ser
§ = qy. i per tant la trajectoria és homoclinica. o

(*Jiu ?31)

Notes

1. L’enunciat és valid també per a A < 0, ¢ < 0. En canvi, si Ae < 0, els tors
hiperbolics s’obtenen quan B > 0 i per tant corresponen a minims de V..

2. Si els maxims de W, no fossin solitaris, tindriem connexions heterocliniques en-
tre maxims del mateix nivell. Aquest cas no ha estat inclos perqué correspon a
una situacié que queda genéricament destruida sota petites pertorbacions, a menys
que el problema presenti simetries que garanteixin la conservacié de les connexions
heterocliniques.

Arran d’aquest teorema, hom pot esbrinar I’estructura del retrat de fase de la forma
normal I', prop de la ressonancia. Donat I* = (J*,p*) € S,n,, 1 suposant que tots
els punts critics de la funcié V. sén no degenerats, n’hi haurd un nombre finit 2r, dels
quals r seran maxims i els altres r seran minims. Denotem aquests punts critics ()
7 =1,...,2r. Pel que hem vist al teorema 27, per a¢ > 01i |J — J*| prou petits existeixen
(q(j),J.es p(j),.l,e) € Cje, J =1,...,2r, punts fixos del hamiltonia reduit T';., de manera
que g()J-0 = 4(j)» P(j)J+0 = P". El punt (q(,-),.;,e,p(j)'],,) és hiperbolic o eliptic segons
9G) sigui maxim o minim de Vj., respectivament. Ja hem dit a la prova del teorema 32
que, per (5.32), els punts fixos de I'j, es corresponen amb els punts critics de la funcié
W, Aixi, cada q(j) . és un punt critic de W, el qual, per (5.33), és maxim o minim
segons el que sigui ) de Vi.. A més, 'expressié (5.34) juntament amb un raonament
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similar al de la prova del lema 31 permet assegurar que W, no té altres punts critics que

els g(j),5e si € > 01 |J* — J| s6n prou petits.

Aixi, la corba de punts fixos Cjo (definida per p = p;) que hom té per a ¢ = 0 és
substituida quan € > 0 per un nombre finit de punts fixos de I';j.. Aquests es troben tots
sobre la corba Cj,, la distancia maxima de la qual a Cjg és O(e) per (5.28).

[y

£>0

P \.C.__g

Si tots els maxims de V}. son solitaris podrem establir una jerarquia entre ells. Primer

de tot tindriem el maxim absolut. Després, el maxim que ocupés el segon lloc segons el
valor de V.. Aquests dos maxims divideixen T en dos intervals, dins de cadascun dels

quals prendriem el maxim on Vj. pren el seu valor més gran. Aquests nous maxims (dos

com a molt) estarien situats en un tercer nivell jerarquic. D’aquesta manera continuariem

el procés: cada maxim que prenguem dins d’un interval divideix aquest en dos nous

intervals, dins dels quals podem escollir nous maxims, que corresponen al nivell jerarquic
segient, etc., i aixi fins esgotar tots els maxims. A la figura segiient veiem un exemple de

funcié V;. i la jerarquia entre els seus maxims.
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La jerarquia entre els maxims de la funcié6 Wj, és exactament la mateixa si € > 0

i |J — J*| s6n prou petits. D’acord amb ’estudi de les varietats invariants d’un maxim
concret dut a terme dins la prova del teorema 32, podem veure quin és I’abast de les

varietats invariants de cada tor hiperbolic, és a dir, quins dels altres tors queden enclosos
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per aquestes varietats. Per al cas de la figura anterior, esbossem a continuacié el retrat

de fase corresponent.

Observem també que podriem establir facilment el resultat analeg al teorema 32 per a
un modul unidimensional qualsevol. Tenint en compte (5.19), si el modul és M = << k(o)»

cal demanar que

2
()" 2 40 0

la qual cosa s’acomplira si k és quasiconvexa.

Per al hamiltonia I', considerat a (5.3), en forma normal respecte M, les variables
d’accié només poden variar en la direccié6 de (M); aleshores la quasiconvexitat de h
implica convexitat en la direccié de (M), i per la conservacié de I’energia les trajectories
que tenen condicions inicials properes a la ressonancia sén confinades a restar-hi a prop
perpetuament. Aquesta idea, introduida a [BG)] i que hem usat a la seccié 3.2 per a
establir fites d’estabilitat prop de ressonancies, ens ha permes ara de confinar les varietats
invariants, fent palés novament el caricter estabilitzador de la quasiconvexitat.

Remarquem finalment que, com que les condicions del teorema 32 no es veuen afectades
per petites pertorbacions, els resultats obtinguts en aquesta secci6 s’estenen a la forma
normal I'} considerada a (5.4). Recordem que el hamiltonia original (5.1) s’obté, llevat
d’un canvi canodnic, afegint una pertorbacié d’ordre p, exponencialment petita en ¢, a la
forma normal I'}. Si podem assegurar la conservacié dels tors hiperbolics i llurs varietats
invariants al hamiltonia original, amb u com a parametre de pertorbacid, llavors deduiriem
que les esmentades varietats invariants per a H, sén contingudes en un entorn de les de
I'Z, el radi del qual tendiria a zero per a p — 0. D’aquesta manera, com que I'] té
connexions homocliniques, el probable trencament de les varietats invariants de H, seria

exponencialment petit en ¢ (vegeu a [Nei2] un resultat anileg en un cas més senzill).
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Cloenda

Fem en aquest breu capitol una relacié de les principals contribucions aportades pels
capitols anteriors, incloent tant els resultats que sén originals com la nova perspectiva amb
que alguns problemes han estat tractats. També esmentem alguns problemes i qiiestions
estretament lligats als treballs continguts en aquesta memoria i que en constituirien llur

continuacio logica.

Com a contribucions, citem les segiients:

x Usar una norma per a camps vectorials hamiltonians, que fa més facil I'obtencio de

les fites optimes del teorema de Nekhoroshev.

* Desenvolupar un algorisme quadratic per passar a forma normal, basat en series de

Lie, amb el qual s’obté ’exponent d’estabilitat optim.

* Obtenir 'exponent d’estabilitat b = 1 en el cas dels osciladors harmonics, sense

usar series infinites.

x Expressar el resultat sobre estabilitat efectiva prop de ressonancies en funcié del

radi 0 de I'entorn considerat.
* Enfocament comu per als teoremes de Nekhoroshev i KAM.

*x Prova directa de la versié isoenergetica del teorema KAM, sense fer servir una

aplicacié de Poincaré.

* Introduir la nocié de tor quasi-invariant prenent la precisié r, amb que hom verifica

la condicié diofantica, com a parametre de pertorbacié.
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x Prova del teorema KAM a ’entorn d’un punt fix elliptic, amb una fita exponencial-

ment petita per a la mesura del complementari.

* HEstudi de les varietats invariants de tors hiperbolics d’una forma normal prop d'una

ressonancia simple.

Ens plantegem a continuacié algunes possibles extensions i aplicacions dels metodes

desenvolupats al llarg dels capitols anteriors.

En primer lloc, és evident que les fites generals d’estabilitat efectiva obtingudes al
capitol 3 poden ésser millorades en exemples concrets. Podem obtenir certa millora de les
fites teoriques en funcié de les simetries del problema. Pero una millora important de les
fites requereix el calcul explicit de la forma normal fent s de 'ordinador. La construccio
d’un manipulador algebric que implementi els algorismes lineal i quadratic desenvolupats
a la seccié 2.1 no presentaria complicacions, car les iniques operacions requerides son el
calcul de parentesis de Poisson i la resolucié de certes equacions funcionals lineals igualant
coeficients. Tanmateix, hauriem de truncar a ordres prou alts les series de Lie i les series
de Fourier, i portar un control analitic de la part que menyspreem per tal que aquesta no
afecti de manera notable el resultat final. També hauriem de veure si ’algorisme quadratic
és realment més rapid que el lineal, cosa que hem justificat de manera poc rigorosa al

final de la seccio 2.1.

Un hamiltonia concret del qual seria interessant millorar les fites d’estabilitat efectiva
és I'exemple d’Arnol’d, considerat a la pagina 57. Aquest hamiltonia té 'avantatge que ja
ve expressat en variables accié—angle i per tant li podem aplicar directament els algorismes
de la secci6 2.1 per al calcul de la forma normal. Aixo permetria obtenir estimacions del

temps necessari per a la difusié, assignant valors als parametres € i p.

A més de millorar les fites d’estabilitat efectiva, el calcul efectiu de forma normal d’un
hamiltonia fins a ordre prou alt serviria, en algun exemple concret, per a situar els tors
hiperbolics i llurs varietats invariants, seguint les idees del capitol 5. Sén bons exemples
on dur a terme aixo els que podem trobar a [CG, Chie]. Els tors hiperbolics, com és sabut,

son a la base dels metodes per a establir I'existencia de difusié d’Arnol’d.

Ja en un camp més teoric, assenyalem que amb els metodes usats al capitol 4 podriem
obtenir una prova rigorosa del teorema KAM en el cas que vulguéssim assegurar la con-
servacio de tors invariants quan les freqiiencies satisfan una condicié de no ressonancia
més feble que la condicié diofantica. De fet, al final de la seccié 4.4 hem esbossat ja la

prova d’aquest resultat.

Els resultats sobre tors quasi-invariants de la seccidé 4.5 deixen obertes qiiestions di-
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verses. En primer lloc, ens hem referit a la pagina 100 a les fites “superexponencials”
obtingudes a [MG2], sota la condicié de quasiconvexitat. Caldria esbrinar si la quasicon-
vexitat és realment necessaria, car habitualment hom imposa aquesta condicié per obtenir

I’estabilitat sobre regions ressonants, com hem comentat a diversos capitols.

A més, la proposicié 23 sembla suggerir que és possible recobrir tot 1’espai de fase amb
els tors quasi-invariants i els blocs ressonants (de fet, la proposicié esmentada estableix
aixo dins l'espai de freqiiencies). Si aixo fos possible, conduiria a una millora del segon
exponent d’estabilitat del teorema de Nekhoroshev: b > 1/2n, si expressem les fites en

coordenades adequades.

Dins la secci6 4.6, dedicada al teorema KAM a I’entorn d’un punt fix elliptic, si millo-
réssim les fites per a la forma normal de [GDFGS]| obtindriem, al teorema 26, un exponent

més gran que 2/3(7 + 1), possiblement 1/(7 + 1).

Esmentem també que la condicié isoenergetica “d’ordre superior” a ’entorn d’un punt
fix elliptic, a que ens hem referit a la pagina 107, sembla complicada de tractar en general,
pero per a hamiltonians concrets si que podriem obtenir sense dificultat resultats analegs

als de la secci6 4.6.

En referéncia als resultats del capitol 5, seria interessant esbrinar si una adaptacio de
I’algorisme quadratic de la seccié 2.1 permetria provar l'existencia de tors invariants de
dimensié inferior prop de ressonancies, especialment tors hiperbolics amb llurs varietats
invariants, a partir de la forma normal d’un hamiltonia. En relacié amb aquest problema,
haurfem de veure si 'equacié funcional lineal (2.10) que correspon a ’algorisme quadratic
pot ésser resolta exactament fent s del metode de les caracteristiques. Aixo simplificaria
I’obtencio de fites per a l'algorisme quadratic i potser seria més factible veure 'existencia

de tors de dimensio inferior.

Si bé l'existencia de tors hiperbolics amb llurs varietats invariants és un resultat ja
establert a [Tr]|, hem dit a la pagina 119 que convindria expressar el resultat en termes del
parametre u, exponencialment petit, que déona la mida de la diferencia entre el hamiltonia
original i la seva forma normal. També, d’aquesta manera podriem fitar la separacio de les
varietats invariants del hamiltonia original respecte les de la forma normal, les quals cons-
titueixen connexions homocliniques en el cas d’una ressonancia simple que hem considerat
a la secci6 5.3. D’altra banda hem de dir que, per tal d’estudiar posteriorment les proba-
bles interseccions entre varietats invariants, aniria bé que la informacié que obtinguéssim

sobre aquestes varietats no es restringis a un entorn dels tors hiperbolics.
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