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INTRODUCC G,




El problema de 3 cossos i, en particular, el problema restringit de 3
cossos, ha estat i és, com diu Wintner, la pedra de toc per als matematics
de les successives generacions de Newton fins ara.Cada generacié ha emprat
les eines que estaven al seu abast per ampliar coneixements sobre aquest
problema.

En aquesta memdria exposem la nostra contribucié a 1l'estudi del proble
ma restringit, usant una combinacidé d'eines analftiques i, quan s'escau,
numériques per a tractar idees essencialment geométriques.

El capitol I constitueix una exposicié d'aspectes ben coneguts del
problema giratori de Kepler, ja que ens mirarem el problema restringit
per a valors petits del parametre de masses com una pertorbacidé d'aquell;
inclou també detalls sobre regularitzacié i quasi-integrabilitat en la zo
na el.liptica del problema restringit. La seva lectura pot ésser omesa per
tota per: hna familiaritzada amb el problema, excepfe pel que fa a la nota
ci6 usada.

En el capitol 1II es tracta el comportament de les Orbites prop de les
parabdliques del problema giratori de Kepler per a valors grans de la
constant de Jacobi i parametre de masses petit. Es a dir, centrem el nos-
tre estudi en la component no fitada de la regié de Hill. Un estudi pre-
liminar,mostrant l'existéncia de moviments oscil.latoris,va ésser fet a
{21] .« Aci completem la informacié sobre la frontera de la regié d'drbi-

tes "el.liptiques" i, seguint idees d'Alekseev ([a]) s fem un estudi



qualitatiu de les diverses '"cintes" d'drbites d'escapament i captura, des
prés d'un nombre donat de passos pel '"pericentre'. Un model aproximat,
usant la informacié anterior ens permet de fer l'estudi quantitatiu de les
dites cintes i,mitjangant un Gs convenient de l'aplicacié standard, deter
minem la frontera de la zona estable-Lagrange.

En el capitol III ens situem en un marc completament diferent; ara,
el valor de la constant de Jacobi és petit, en valor absolut, i ens pre-
guntem per les drbites que experimenten col.lisié amb el primari i que van
(venen) parabdlicament al (del) infinit. Es mostra que el nombre de tals
orbites (deixant de banda possibles passos prop del secundari) queda de-
terminat en funcié de la constant de Jacobi.

En el capitol IV es tracta el problema dels passos prop del secundari.
Aquest, si és prou petit, no exerceix inflgéncia apreciable sobre el cos
de massa menyspreable a no ser que passi a distancia suficientment petita.
En funcié de la constant de Jacobi es determina el "disc d'influéncia" del
secundari i les variacions que produeix tant en posicid i velocitat com en
moment angular i, per tant, energia; tot aixd, quan el cos de massa menys
preable esta en moviment hiperbdlic respecte al secundari. E1 moviment glo
bal estara constituit per arcs de cdnica respecte al primari, vistos en
coordenades sinddiques i lleugerament pertorbats, empalmats mitjancant

arcs d'hipérbola respecte al secundari, lleugerament pertorbats.

Voldria expressar el meu agraiment al Dr. Carles Simé que, gracies a la
seva excel.lent direccidé, m'ha permés d'afrontar amb entusiasme els temes
estudiats; al Dr. Amadeo Delshams per les seves suggeriments i comentaris;
a la M® Carmen Berbel, per la seva col.laboracid en l'elaboracid dels di-

buixos; aixi{ com, als meus familiars i amics pel seu recolzament moral.
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1. FORMULACIO DELS PROBLEMES DE KEPLER I RESTRINGIT DE 3 COSSOS.

l.1. El problema de 2 cossos i la seva reduccib al problema de Kepler.

Considerem un sistema format per 2 cossos puntuals de masses Ml i
M2 que s'exerceixen una forg¢a mGtua, que depén només de la distancia
entre ells, dirigida segons la recta d'unié, suposant que ambdés cossos

es mouen en l'espai afi A3 (problema de 2 cossos).

Fixant un origen de coordenades i notant per Zl(t) i Zz(t) els vec-
tors de posicié corresponents en l'instant t, les equacions de Newton

que regeixen el moviment del sistema poden escriure's com:

.o aU .0 aU

M2, = - MZ 6 =— == ;
1“1 9z, 2“2 9z,

ja que, en aquest cas, les forces d'interéccié poden considerar-se pro-
vinents d'un potencial U que depén només de la distancia entre els cossos:
U=U(|Zz—21|). S'usaran punts per indicar les derivades respecte al temps.

D'altra banda, podem prendre com a variables del problema els vectors
de posicié del centre de masses %) i de posicié relativa 2 dél cos de
massa M_ respecte al de massa M_:

2 1

) M121+M222

M1+M

20

2

Les equacions del moviment sén:

LN ) MM se
zZp=0 , —2z -3,
M1+M2 YA

amb U=U(|Z]|). D'on:



El centre de masses del sistema dels 2 cossos té un moviment rectili

ni i uniforme. El1 moviment del cos de massa M respecte al de massa

2

Ml és el d'un cos de massa MIMZ/(MI +M2) (massa reduida) en un camp de
forces (central) de potencial U que només depén del mddul del vector
de posicidé Z, que notem per R.

El problema gravitatori de 2 cossos és el problema de 2 cossos amb

potencial U = -G(M1+1VL2 )/IZZ-Z]_I) (G, constant de la gravitacié univer-
sal); les anteriors consideracions permeten de reduir-lo a un problema

de camp central, el problema de Kepler de massa M=M1+M2: estudi del

moviment en un camp de forces dirigit cap a l'origen de coordenades,

de mdédul inversament proporcional a la distincia a l'origen:
Z=-X12 , k= GM . (1.1)

Noti's que el valor de la massa reduida és irrellevant en l'estudi

del seu moviment.



1.2. Lleis de conservacid.

Per a qualsevol drbita Z(t) d'un problema de camp central, el vector
moment angular, definit per K(t)=Z(t)AZ(t), és constant al llarg de tota
1'drbita:

K(t)=0 (llei de la conservacié del moment angular).

En efecte, k(t):é(t)Ai(t)+Z(tW§£(t)=O , ja que en un camp central
Z(t) i é(t) sén colineals.

Les oOrbites d'un problema de camp central seran, per tant, planes
(en tot moment t, i(t) és normal al vector K, constant per a tota 1'é6rbi-
ta). Tal fet permet de restringir l'estudi del moviment al pla de 1'3rbi-
ta. Considerarem el problema en el pla del moviment, fent Gs indistinta-
ment de la notacidé en coordenades i de la notacid complexa.
ge

Si usem coordenades polars (R,6): Z=R , les components radial

i angular de la velocitat sén, respectivament, ﬁ i Ré :
18y | (1.2)
El moment angular s'expressa en coordenades polars com:

2nz = R20(e®nie®).
En el problema pla, el vector K es representa per l'escalar Rzé , que
notarem igualment per K, ja que es coneix perfectament que té la direc-
cié normal al pla del moviment.

K es 2 vegades la variacid de l'area escombrada pel vector de posicid

per unitat de temps (velocitat areolar), entenent el signe d'aquesta

area com el de é.



La interpretacié fisica de la conservacié del moment angular la d6na

la 22 llei de Kepler que afirma:

En un problema de camp central, la velocitat areolar és constant

en les drbites; el radi vector escombra arees iguals en temps iguals.

» . 2
L'energia total, definida per E(Z,Z)=4|Z|" +U(Z) és constant al

llarg de les drbites dels problemes amb potencials independents del temps:

d

rre E(Z(%),2(t))=0 (llei de la conservacié dd l'energia).

Ara bé, la consequéncia analiticament important de les lleis de con-
servacié del moment angular i de l'energia és la possibilitat d'integra-

cidé per quadratures dels problemes de camp central independents del temps;

en particular, del problema de Kepler.
Derivant l'expressié (1.2) i substituint en l'equacié (1.1), s'obtenen

la llei de la conservacidé del moment angular i la relacié:

e L] 2

qu 2 duU K

o= m—— 9:—--—— —
R=®*R &R* 3

R

que escrivim com:
R«
- dR !

definint el potencial efectiu (per al moment angular K) per:

V (R) = U(R)+K2/2R% .

La llei de la conservacié de l'energia déna directament la quadra-

dR
dt = (1.3)
I Le(x-vK(R))l’z

i, aprofitant la conservacié del moment angular, l'altra quadratura:

tura:




KdR
de = . (1.4)
_f J.i(Z(E-VK(R))l/z

La .ategracié d'ambdues quadratures en la seccié 2 permet d'obtenir

les solucions del -roblema de Kepler.



1.3. Orbites circulars dels problemes de Kepler i de 2 cossos.

Fixat el moment angular K, les Orbites circuylars d'aquest problema tenen
lloc per als valors de R que 86n extrems del potencial efectiu VK(R).
Aixd és, quan R=d=K2 (cal que K#0), o bé, equivalentment d=x/(-2E)
(cal que E<0).

Notem Qque 2EK2/ k+1=0 en les Orbites circulars i que

6 = xl/zd 3/2=n

Es a dir:
Les oOrbites circulars de radi d del problema de Kepler existeixen

1/2

per als valors de K=d i Ez=—«/(2d), acomplint-se l'equacié 2EK2/K+1=0.

Les dites oOrbites s6n recorregudes a velocitat angular constant n.

Considerem ara una odrbita circular donada Z(t) de radi d tal que
Z(to)=(1,0); la dita drbita es recorrera segons:
Z(t-to) = (dcos(nt),dsin(nt))
i 1i corresponen les drbites circulars del problema de 2 cossos:

M,d M_d M, d M, d

Zl(t-to)=(—;—- cos(nt),-—;— sin(nt)), zz(t-to)=(——;- cos(nt), ~—;— sin(nt)).

Normalitzant les masses per M=1 (notarem M, =1-m, M_=m, meg[0,1/2));

1 2
fent un escalat de l'espai i del temps de forma que n=d=1 (llavors,
k=G=1) i considerant t0=0, aquestes Orbites circulars particulars del
problema de 2 cossos seran:

Zl(t) = (m cost, m sint), Zz(t)=((m—1)cost, (m-1)sint)
i estan associades a la del problema de Kepler:

Z(t) = (cost , sint ).



1.4. E1 problema restringit en diversos sistemes de referéncia.

El problema restringit (de 3 cossos, pla i circular) consisteix en

l'estudi de 1les caracteristiques del moviment d'un cos de massa menys-—
preable, en el sentit que es precisard, sotmés a l'accid (gravitatdria
newtoniana) de 2 cossos (anomenats Brimaris) que descriuen Orbites circu-
lars al voltant de 1llur centre de masses a velocitat angular constant
de forma que el cos de massa menyspreable no modifica 1llur moviment;
a més, els tres cossos es mouen en un mateix pla. Quan un dels primaris
tingui una massa més gran que la de l'altre, en direm secundari a aquest

altim.

El calificatiu de restringit es deu a que és un problema simplificat
del problema de 3 cossos pla, en que 2 cossosS es mouen sempre en Orbites
del problema de 2 cossos (en aquest cas, circulars) considerant insigni-

ficant l'accibé del tercer cos sobre aquells.

Aquest problema pot considerar-se inclds en el camp dels sistemes di-
namics. "er a la major part de problemes que conformen la teoria general
de sistemes dinamics sén referéncia obligada els treballs de Poincaré, en
particular, [27] . En [34] es pot trobar una exposicié monografica del pro
blema restringit, aixi com, les referéncies basiques i, en [1] , es pre-

senta aquest problema dins d'una ceoria general de sistemes hamiltonians.



Mantenint les consideracions finals de 1l'apartat anterior quant a
les orbites circulars, referint-les ara a les &rbites dels primaris;
el potencial del problema restringit en coordenades cartesianes (X,Y)
sera:

U(X,Y,t) =-(1-m)/R, (t) + m/R,(t)
amb B2(t)=(X-m cost)Z+(¥-m sint)?, Ra(t)=(X-(n-1)cos t)Z+(¥-(m1)sint)?,
i les equacions de Newton del moviment:

%

~ (1-m) (X<m cost)/af(t)- m(X-(m-l)cost)/Rg(t) ,

¥ = —(1-m) (Y-m sint)/nf(t)-m(Y-(m-l)sint)/RS(t) )

Observem les singularitats de les equacions en les col.lisions amb
els primaris (Rl=0, R2=0). L'acceleracid s'hi fa infinita.
Per a un tractament global que permeti 1l'estudi de les col.lisions

cal regularitzar el problema (seccié 3 ).

El sistema de referéncia usat té 1l'origen en el centre de masses
dels primaris, s'anomena baricéntric. Notem que és inercial i que, en
ltinstant t=0, els primaris s6n a l'eix X: en direm sideri per aquesta
rad.

Analogament, pot parlar-se dels sistemes de referéncia heliocéntrics

i jovicéntrics considerant l'origen en els primaris de masses 1-m i m

(pensant que podrien ésser el Sol i Jidpiter).

Un altre sistema de referéncia de molta utilitat és el sinddic que
no és inercial siné que gira amb els 2 primaris de manera que queden
fixats en les posicions cartesianes (m,0) i (m-1,0),en el sistema bari-
céntric; en (0,0) i (-1,0), en l'heliocéntric, i en (1,0), (0,0), en el

jovicéntric.

-12 -
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No es distingiran en aquesta memdria els noms de les variables quant
a l'origen dels sistemes de referéncia, que s'especificaré' préeviament.

Notarem amb lletres majlscules les coordenades referides al sistema
sideri: (X,Y), les coordenades cartesianes i (R,9), les polars; les coor-
~denades en el sistema sinddic es notaran amb lletres minlscules: (x,y),
les cartesianes i (r,8), les polars.

En la figura 1.1 es donen dibuixos que clarifiquen les definicions

i notacions donades.

- 14 -



1.5. Formalisme hamiltonia.

Una bona introduccié als sistemes hamiltonians integrables i quasi-
integrables es troba a [12 ] ; ens hi referim en aquesta memdria en
cas de mancanga d'alguna definicié o resultat sobre aquests tipus de
sistemes. Esmentem perd les linies generals de més interés en aquest
treball.

Els sistemes d'equacions associats als problemes de Kepler i res-
tringit de 3 cossos es defineixen sobre varietats simpléctiques M que

que sén els fibrats cotangents d'altres varietats V (varietats de confi-

guracié) : M=T*V ., Per a aqguests problemes, les varietats de configu-

racié sén els oberts formats suprimint les col.lisions corresponents

del pla del moviment. Les varietats M tenen una estructura simpléctica

natural i en els problemes en qiiestié sén M=VxRZ. vegi's [7] .

En coordenades locals (q,,Q.sP4 sP._ ), la forma simpléctica ve donada
2 1 qu QZ

per § = zquiAdpq . Les coordenades de tipus pq s'anomenen moments
i=1 i . I

conjugats de les variables de posicié q.

Les equacions del moviment en aquestes coordenades locals seran de

la forma:

L[] — ﬂ ﬁ
47 ap, ay
essent H l'expressié local en aquestes coordenades d'una funcié analitica

= - %g (i=1,2) (equacions de Hamilton);
i

real sobre M que s'anomena hamiltonia. A més:

dH 3H

o— et e

3t = 3t ° (1.5)

Les diferents transformacions de coordenades es faran de tal manera



que conservin l'estructura hamiltoniana del sistemes d'equacions sobre

M. Aquestes transformacions es diuen simpléctiques perqué han de conser-

var la forma simpléctica f& . Un bon procediment per trobar-les és usar

funcions generatrius.

A continuacidé, donem expressions dels hamiltoniangs dels problemes
en estudi, usant diferents coordenades qﬁe corresponen als diferents
sistemes de referéncia esmentats.

Les equacions del moviment no es detallen perqué poden ésser troba-

des directament é partir de les equacions de Hamilton.

Problema de Kepler.

2 2 2 - ' 2 2,2, -

Problema restringit.

Referéncia baricéntrica.

2 2
H(xyyopx’pyat) = ’/z(px+pY)-(l-m)/R1(t)-m/Rz(t) ’
amb Rl(t) i Rz(t) donats anteriorment.
2 2,.2
H(R,G,DR,Pe,t) = %(pR+pe/R )-(1~m)/R1(t)~m/R2(t) ’

amb Rf(t):Rz—Zchos(e—t)+m2 i Rg(t)=R2-2(m-l)Rcos(e-t)+(m~1)2 .

L}

H(x,y.px.py) %(pi+p§)-(xpy-ypx)-(1-m)/r1-m/r2 R

amb rf:(x—m)2+y2 i ré:(x-m+1)2*y2 :

"

: 2 2,2
H(r,a,pr,pe) %(pr+pe/r )»pe-(l-m)/rl-m/r2 ’

amb r$=r2-2mrcose+m21,i-r§=é2-2(mAi)reose¥!mwl)2 .
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Referéncia heliocéntrica.

2 2
=1 -m(-p. 8i -(1~ -
H(X,Y,px,py,t) = 4(px+py) m( px81nt+chost) (1-m)/R m/Rz(t) ’
amb R2=x2+Y2 i R‘z(t)z(x+cost)2+(Y+sin’c)2 .
2 2,2 .
H(R,0,pp,Pg,t) = %(pp+pg/R™)-m(py sin (6—t)+pecos(e-t)/R)-Ll-m)/R-m/Rz(t) ,
ainb Rg(t):R2+2Rcos(e«t)+l .
2 2
— 1 - -— - Cd -
H(x.y.px,py) = /z(Px"'Py) ((x+m)1:>y yp )-(1-m)/r-m/r, ,
amb.r2=x2+y2 i r§=(x+1)2+y2 .
2 2
-1 -D - -(1- -
H(r,e,pr,pe) = 4(pr+pa) Py m(ggin6+pecose/r) (1-m)/r m/r2 )
amb r2=r2+2rcose+1 .

2

Referéncia jovicéntrica.

2 2 Y 1 _
H(X.Y,px,py.t) = 4(px+py)—(m 1)( pxs1nt+pycost) (1 m)/Rl(t) m/R ,
amb Ri(t)z(x-cost)2+(Y—sint)2 i R2=X2+Y2 .
_ 1yl 2,.2 e R _ - (1o _
H(R,0,pp,Py »t) = %(pp+pg/R7)-(m-1) (pysin(e-t)+pgcos(e t?/R) (} m)/R, (t)-m/F
amb Ri(t):Rz-ZRcos(e~t)+l . ' '
a2, 2 e - _ (1 -
H(x,y.px,py) = /z(px+py) (m=1) ({x+m 1)1:>y ypx) (1 m)/rl m/r ,
amb r]2_=(x~-1)2+y2 i r2=x2+y2 . .
2 2 . ‘
H(r,aypr,pe) =z(pr+pe)-pe-(m-l)(pP31n9+pecose/r)—(l-m)/rl—m/r ,

amb r§=r2~2rcose+1.

En la referé&ncia baricéntrica, els moments associats a les variables
radials . i r sén les velocitats radials. Aquestes sén les mateixes en
els sistemes de r Teréncia sideri i sinddic centrats en un mateix punt,
perd sén diferents al canviar l'origen de la referéncia.

Els moments associats a les variables angulars o i 8 sbn els moment§
angulars sideris .baricéntric¢s, tant en el sistema sideri com en el sind-

dic; varien al canviar l'origen. .
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Els hamiltonians representen l'energia de 1la pafticula en el sistema
corresponent; aquesta perd és diferent en les referéncies sidéria i sind-
dica. Notem que, encara que les energies sidéries siguin diferents al
canviar l'origen, aixd ja no passa per a les sinddiques. A més, els ha-
miltonians sinddics ja no depenen del temps; l'equacié (1.5) assegura

que sén integrals primeres.

Es defineix la integral de Jacobi com el doble de 1l'energia sinddica

canviada de signe. En coordenades baricéntriques sinddiques polars, per
exemple, la conservacié de la integral de Jacobi en un nivell C s'ex-
pressa per:
2 2,2
) 1. - = - .
%(p_ + pg/r7) - py -(1-m)/r, - m/r, = -C/2
La integral de Jacobi és 2 vegades la diferéncia entre el moment

angular sideri i l'energia sidéria.

Cas m=0.

El problema restringit en el cas m=0 es redueix a un problema de
Kepler de massa 1 en el que cal evitar les col.lisions amb un cos de
massa nul.la que, en un sistema inercial, esta girant a velocitat angular
unitat respecte a l'origen. Si usem la referéncia sinddica, aquest estara
fix a (~1,0). E1 problema de Kepler vist des d'aquesta referéncia s'ano-

mena problema giratori de Kepler.

Tant el problema de Kepler com el problema giratori de Kepler sén
integrables per quadratures en el sentit expressat pel teorema de Liou-

ville ([.5], [36] ).
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En efecte, el hamiltonid i el moment angular sideri sén integrals
primeres en involucibé, ja que el primer no depén del temps i els angles

© i 0 sbn variables cicliques.

En les seccions segiients s'analitzaran conseqiidncies topoldgiques
i analitiques d'aquest fet.

El problema restringit quan mv0Q s'entendra com una petita pertorbacid
del problema giratori de Kepler, en molts casos: podrem aplicar-li la

teoria dels sistemes hamiltonians quasi-integrables.
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2. SOLUCIONS DEL PROBLEMA DE KEPLER.

2.1. Introducciéd.

Les lleis de la conservacié del moment angular i de 1l'energia ens
donaven les quadratures (1.3 ): i (.1.4) que seran integrades en aquesta
seccié amb la finalitat d'obtenir les solucions de les equacions del
moviment. No s'aconseguiran expressions explicites en funcié del temps
més que en casos especials. S'obtindran perd les solucions en funcié de va-
riables independents relacionades amb el temps mitjangant expressions
no massa complicades; perd és impossible d'aIllar-les en funcié del temps
mitjangant 1'ds de funcions elementals.

El signe en les quadratures és el de la velocitat radial Pgs aquest
canviara sempre que PR s'anul,li. Pasaard de negatiu a positiu en aquells
punts de 1'drbita a distaéncia minima de l'origen (pR=O, ﬁR>O), que anome-
nem pericentres i notem per (R_,Q). Analogament, en els punts a distancia
maxima (pR=O, pR<:0) , anomenats apocentres i notats per (R+, e+), el
canvi de signe és en la direccié contraria. Les Orbites que no tenen
pericentre sén de col.lisié. Considerarem les orbites que en t=t, surten
de col.lisié amb un angle 9 {(definides només per a t?tg) o passen pel
pericentre (R-'Q.)‘ Els eventuals canvis de signe de les quadratures
no presenten problema usant les determinacions de les variables angulars

adequadament.

Nota: R_ acompleixen 1l'equacié 2E3§+2R:-K2=0 i, per tant,poden tro-
+

bar-se al fixar E i K.



2.2. Integracié de les quadratures.

La segona quadratura ens dbna les expressions de les drbites en el
pla de configuracid.

s , 2 2.%

Si K£0, tenim. © = g, + sgn(K)arccos((K"/R-1)/e) , fent e=(1+2EK")
Invertint-la: R=K2/(l+ecos(e-Q_)) que és l'equacib focal d'una conica.

En el cas K#0, les drbites del problema de Kepler sén el.lipses, parad-
boles o hipérboles segons que O0<e<l, e=1l o e>1; e és l'excentricitat.

Si K=0, les drbites sén arcs de recta.

La primera quadratura cal tractar-la de manera diferent segons que
—1/2K2<E<O (cas el.liptic), E=0 (cas parabdlic) o E>O (cas hiperbdlic).

Cas el.liptic.

Tenim:
t-t0=—(—2E)-l(2ER2+2R-K2)%+(-2E)3/2arc cos((l+2ER)/(1+2EK2)Z).
Fent cos u = (1+2ER)/(1+2EK2)%, es converteix en :
uUu-esinu = a_3/2(t-g)) (equacid de Kepler el.liptica).

on ax=(--2§2)"1 . . (2.1)

R s'escriu en funcié de la variable u (anomalia excéntrica el.liptica)

com R = a{l-e cosu).

Cas hiperbdlic.

Analogament:

2 3/2

t-t_. = (2E)(2ER +2R+K2)1/2-(2E) ArgCh((1+2ER)/(1+2EK2)) .

0
e shu = u = a_3/2(t-to) amb a=(2E).1 i R = a(Chu-1) ,

u s'anomena aci anomalia excéntrica hiperbdlica.




Cas parabdlic.

S'obté:

t-t, = ((2rk%)/3+k%) (2k2) %2

(Kau + u3/3)/2 = t~to (equacié de Barker) i

R =’4(K2 + u2) ;

u es l'anomalia excéntrica parabdlica.
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2.3. Solucions del problema de Kepler en funcié de les anomalies excéntri-

ques.

Problema de Kepler {(inercial).

Cas el.liptic.

e sinu

R = a{l - ecosu) , ’ P, = p——
R %
cosu—e a?(l-ecosu)
6=10 + sgn(K)arCCOS(I:ZEEEG) , p, = K
(e =96 , si K=0) .; : u - esinu = 3—3/2(t_t0) .
Cas parabolic.
2u
R = %(K2+u?) Pp =~ ,
u K +u
0 = 6_ + sgn(K)2arctg(y) , P, =K,
(e=90_, si K=0); (K2u+u3/3)/2 = t-to .
Cas hiperbdlic.
R = a(eChu - 1) , p = —oond_
R %
a”“(eChu~1)
=0 + sgn(K)arccos(EngE—) p.=K
- eChu-1 o !
(6 =06 , siKe0); eshu - u = a7 2(t-t ) .
Problema giratori de Kepler.
Cas el.liptic.
r = a(l - ecosu) , p_ = 5 sinu ’
cosu-e, =3/2 . a’?(1-ecosu)
8 =0 +sgn(K)arccos(———)-a" “(u-esinu) , p =K,
- 1l~ecosu 0
/
(8 =9~_5~3 2(u—es:'u'm) , 8i K=0) ; u = esinu = is/z(t-to) .



Cas parabdlic.

2 2 2
r = %K +u™) , P, = Kzu 5
u 2 3 tu
8 = 6_+sgn(K)2arctg(E)?(K u+u’/3)/2 . Py = K ,
2 3 2 3
(6 = o ~(Ku+u™/3)/2 , 81 K=0); (K u+u~/3)/2 = t—to .
Cas hiperbdlic.
r = a(eChu - 1) , p_ = —TE—§EE——— ’
r %
e—Chu . =3/2 a”(eChu-1)
9 = Q_+sgn(K)2arccos(eChu_l)-a (eShu-u) , Py = K
8 = e_—-;s/z(eShu—u) , 8i K=0); eShu « u = a?a/z(t-tg) .
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3. REGULARITZACIO.

3.1. Introduccié.

La regularitzacié consisteix en transformacions de les coordenades °
i del temps a fi i efecte que les noves equacions del moviment apareixin
sense alguna de les singularitats.

Es tractaran les regularitzacions de Levi-Civita i el "blow up'" que
aconsegueixen de regularitzar, per separat, les 2 singularitats del pro-
blema restringit. Aquestes es porten a terme a cada nivell de la inte-
gral de Jacobi; aixd és essencial. En aquesta memdria es tractaran les
linies generals de la regularitzacié de la col.lisidé amb el primari de
massa 1-m; 1l'altra col.lisid es regularitza de manera similar.

També s'aplica als problemes de Kepler (inercial i giratori); els
problemes regularitzats resulten ésser problemes d'oscil.lador harmdnic.
La integracidé d'aquest permet d'expressar de forma uniforme, usant una
mateixa variable independent en tots els casos, les solucions dels pro-

blemes de Kepler.



3.2. Regularitzacié de Levi-Civita.

Per tractar la regularitzacié de la col.lisié amb el primari de massa
l-m, usem les coordenades heliocéntriques sinddiques (x,y) i fem el ge-
glient canvi de variables de posicié i de temps ([20]):

- - 1,
(x+iy)2 = X+iy , gE = (x2+y‘?')/2 .
s
Usant els moments conjugats adequats de forma que sigui una transformacié
simpléctica , les equacions del moviment poden ésser escrites en formula-
cié hamiltonianaen el nivell d'integral de Jacobi C ; les equacions 1lla-

vors ja no son singulars en aquella col.lisié. Ho farem en coordenades po

lars. La transformacié simpléctica és ara:
-2 - dt Pr

]

9
r=r , =26 , =— =TI ; p.=-— , p,=— .
ds r oF 0 2
El hamiltonia és:
=2
= (= =z 1,2 2,=2, , 2 me=- .= = mr
Hc(r,e,p;,pa)-s(p;+p6/r )+4(C~p6)r —E(rp;sln(z e)+pgcos(26»—(l—m) 2-0.

Aquesta mateixa regularitzacié pot portar-se a terme per al problema
de Kepler; s'obtindria el segiient hamiltonid en el nivell d'energia sidé-

ria E:

= 2 2,22

5 = 1 =2
HE(R,e.pﬁ,pé) = g(p§+p5/R ) -ERT -1=20;

la transformacié candnica és la mateixa que abans, usant lletres majiscu-

les on correspongui,

Es tracta del hamiltonia d'un problema d'oscil.lador harménic, les so
lucions d'aquest problema poden escriure's en funcidé de la variable s,
usant la mateixa expressié per als diferents valors de E, mitjangant

1'Gs de funcions d'Stumpff. Vegi's [33] .



Refent llavors la transformacidé de Levi-Civita, es tenen les seglients

expressions uniformitzades de les solucions del problema de Kepler:

R=R_+ eszcz(—ZEsz), t=t_ + esscs(-ZEsz) .

6]

k
k =z . ,
amb cn(z) = é;%(-l) e (n»0) (funcions d4'Stumpff).

/,2__ n 2n .
Notem que cy Y )=(~1) (cosw~T(cosw)‘2(n_l))/w i que

2 n, . . 2n+1 s qs
cZn—l(w y=(=1) (81nw-T(sxnw)l2n_l/w , on T(f)IN indica el desenvolu
pament de McLaurin de f fins a ordre N,
Per al problema giratori de Kepler s'obté:
r=r_+ e82c2(~2E52) ‘ y t=ty+ eé303(-2Esz) .

Es d'interés observar les relacions entre s i les anomalies excéntri-

ques: u=(-2£)%s (E<0) , u=s (E=0) 1 u=(2E)%s (E>0).
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3.3. "Blow up".

A fi que la regularitzacié aparegui de forma més clara en coordena-
des polars, caldrd usar les velocitats (helioc@ntriques sinddiques regu-

laritzades) radial v= i angular v;. en comptes dels moments p;. i p;:

r
dr -de
Vi=a ! V§g=Ta

En aquestes variables les equacions presenten la forma:

- dv- - =2 -
dr r 2 =3 r l-m mr -, r +cos(26) 1
= =V5 35 " (v;+2va VST 5= T+ S (cos(26)-———§—————— ) =
r r
2
- Vo dv- -4 -
de '@ 6 _ =3 mr sin(2¢) , 1 1
ds - " ds (’VrVS - er Vgt 2 ( 3 1)z
r, r
i la conservacié de l'energia sinddica:
=2
2(v-2 + v-2) = %((1-m);4 + mrz);2 4+ l-m + C;z + 25 (3.1)
r 0 2 r2
Un nou canvi de la variable independent regularitza les equacions
del moviment: ds =r .
ds

{r=0} é&s ara invariant pel flux i té per equacié: 2(v;2+v§2)=1-m .
Aquests canvis de coodenades i de variable independent aconsegueixen
fer explotar la col.lisié (l'origen,en aquestes coordenades) a un tor

invariant. Aquest fet s'anomena 'blow up" de la col.lisi6. En aquest

.tor, el flux ve donat per:

- dv- dv=-
ds ds o ds o

Fl

L'estudi del flux en aquest tor, déna idea del flux prop de la col-

lisid; vegi's [24] i [13].



Observacid.
El moment angular sideri heliocéntric Py és nul en la col.lisiéd.
En efecte: pyg = 4Fv§-25$—2m?%os(23) i 1'equacié de 1l'energia (3.1)

assegura que ;v§ és nul en {r=0},
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4. VARIETATS INVARIANTS DEL PROBLEMA DE KEPLER.

4.1. Varietats invariants I

EK=

Considerem els subconjunts de l'espai de fases M del problema de

Kepler amb energia E i moment angular K, que notarem per 1 El seu

EK®

estudi qualitatiu i topoldgic sera 1l'objectiu d'aquesta seccié. Les
lleis de la conservacid de l'energia i del moment angular asseguren la
invarianga pel flux d'aquests conjunts; d'on,l'interés del seu estudi.

En cordenades polars els punts de IE acompleixen les equacions:

2
R

K
%(p

+ pZ/RZ) -1/R=E , p. =K.

e @

Aquests subcohjunts sén, evidentment, subvarietats de la varietat
de fases i reben el nom donat.

El fet que © no intervingui en les equacions implica que

_ 1 s . _ . . . _
IEK = IEKxS . IEK estd contingut en {pg =K } i pot descriure's en coorde
nades (R,pR) per la relacié:

2 2 K2

pR = 2E + R ;5 = 2E = ZVK(R) ’ . (4.1)

recordant la definicié del potencial efectiu VK .

Les funcions VK tenen les segients propietats:

Si K#0, 1lim VK(R)=w ; R=K2 i R=K2/2 sén els Gnics extrem relatiu
R+0
(minim) i zero de V, i 1lim V_(R)=0..
K Row K
lim V.(R) = -w , V_ és creixent i 1lim V_(R) = O .
0 0 0]
R+0O R+

Vegi s les representacions grafiques en la figura 4.1.



Figura 4.1,

- .
- o~
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]
=3
@)

e,
\3
\

a) K#0: E

0

==.1/(2142).

Figura 4.2
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Dividirem ara el pla (E,K) en zones segons eis diferents tipus de
solucid de l'equacid (4.1).
Cas K#0.

Quan E<—1/(2K2), no hi ha cap soluciéb. Si E=—1/(2K2), la solucié

és (R=K2=1/(-2E), pR=O) (drbita circular). Si -1/(2K2)<E<0, ‘hi ha solu-

+
en R, , pR=O, i en els altres, pg pren 2 valors no nuls oposats (zona

cions amb valors de R en [R_,R+] (essent R. les 2 solucions de 2E—VK(R)=O);
el.liptica). Si E>0, 1l'interval de valors de R per als que hi ha solucid
és del tipus [R_,w), essent pR=O en R_ i per als altres, pR pren 2 valors

1
oposats que tendeixen a O, quan E=0 (zona parabdlica) ia.I(ZE)é, quan

E>0 (zona hiperbdlica).

Cas K=0.

Aquesta zona s'anomena Obviament zona de col.lisié. Hi distingim:

Si E<O, tenim solucions per a R en (O,Rx=l/(-E)) de la forma (Rx,O)

1,
i (R,::(2E+2/R)4) (zona de col.lisié el.lfptica). Existeixen solucions

1
per a tot R>0 de la forma (R,1(2E+2/R)4) que tendeixen a (-» ,0), si E=0

1
(zona de col.lisié parabdlica) o a (w,i(2E)4), si E>O (zona de col.lisié

hiperbdlica).
Vegi's els esquemes de la figura 4.2 per a una visidé qualitativa

d'aquests conjunts de solucions.
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Aquest estudi completament analitic porta al teorema d'Smale que
ens déna equivaléncies topoldgiques diferenciables (mitjangant difeomor-

fismes) de les varietats IEK del problema de Kepler ([30]).

TEOREMA (d'Smale).

a) Si KAO: I =@ (siE<1/(2K%)), I =S (siE=-1/(2°)),
I = 5'xst =.1° (si -1/(2K%)<E<0), I., = S'xR (si E»0).
EK EK
1 . 0 .1 .
b) I.o = S'xR (si E<O), I,o = S xS'xR (si ExO) .

En la figura 4.3 es dSna un esquema d'aquest resultat.

\\

E=-1/(2k%)

\\\\\\\\\

I///

Figura 4.3



4.2. Varietats invariants I..

En el problema giratori de Kepler, definim els conjunts IC d'estats

de M que tenen la integral de Jacobi igual a C, per a cada valor real

C.

En coordenades sinddiques polars, tenen per equacié:

2 2,2
pr=2pe—C+2/r+pe/r .

IC és dbviament una varietat invariant pel flux del problema.

Degut a que pe és una integral primera, les interseccions de IC amb
els hiperplans {1% =K} sén també conjunts invariants; en realitat, sén

els conjunts 1 amb E=K-C/2. Un dels objectius d'aquest estudi és saber

EK

Per aixd, dividirem els I, en

com esta disposats aquests per formar IC. c

zones que continguin conjunts 1 amb la mateixa estructura topoldgica i

EK

analitzarem la distribucidé de zones en cada IC°

Observem les seglients propietats:

IC és de la forma IC=ICxSl .

=150l Ig=ThnIs I(I5)=M(I7)=J, amb 3J_=I, ; essent
IE:ICG{%§O} , IE=IdW{%§D} i n(r,pr,pe)=(r,pe). D'on:

L'estudi dg IC pot reduir-se‘al de IC’ aquest al de JC i, finalmenf.
al de I |

C .
L'eina de treball &s la mateixa que en la seccié anterior, l'estudi

a diferents nivells de pe de les solucions de 1l'equacid de IC.



Estudi dels 12;

0
C

Ac(pe) = l+(2pe-C)p§ . Si Ac(pe)<0, l'equacidé no té arrels reals r=r(p9).

L'equacié de I en coordenades (r,pr) és Zpb-C+2/r—p:/r2 =0. Definim
. %o, -1 .
En cas contrari, fem e, =85 i ac(pe) = |C—2pe| . Estem interessats en
les solucions reals positives (per a r) de l'equacid de Ig a diferents ni-
vells de pe.
s — —2 .’ Iy I3
a) Si ec(pe)_o, r-ro(pe)-pe és l'lGnica solucié.
b) Si O<ec(pe)<1 . r=r:(pe)=ac(pe)(1+ec(pe)) sén les dues solucions.
Cl) Si pe=C/2 (eC(pe)=1), r=r_(C/2)=C2/8 és l'Gnica solucié (notem
que lim ~r+(p )= ).
P +(C/2)
(¢]
02) Si pe=0 (ec(pe)=1), r=r+(0)=2/C és 1l'lnica solucid positiva.
i — - - " 2 Ky
d) Si ec(pe)>1, r—r_(pa)_ac(pe)(ec(pe) 1) és també& l'unica solucié
positiva.

Aquesta diversitat de comportaments duu a una divisid en zones dels Ig

que notem segons els casos anteriors per:

a) zona circular 08 ; b) zona el.liptica Eg H cl) zona parabdlica
Pg ; c2) zona de col.lisié Xg i d) zona hiperbdlica Hg .

Els noms de les zones es corresponen amb el tipus d'drbites que repre-
senten mirades des del sistema de referéncia sideri que com sabem han
d'ésser arcs de cdnica.

Cal notar que totes aquestes zones sén disjuntes llevat del cas C=0
per al que coincideixen Pg i Xg. Aquestes zones s'estenen de manera au-
tomatica 1 zones de IC que seran invariants pel flux degut a que Py
és una integral primera del problema; és a dir, cada zona de I es un feix

C
d'drbites.
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L'andlisi de les funcions Ac(pe) per a cada valor de C d6na ja la

distribucié d'aquestes zones en cada IC :

Notem que la funcid AC-l té un zero doble en Py =0 (que és triple

si C=0) i un de simple en pe=C/2 (que és triple si C=0 i coincideix amb
l'anterior només en aquest cas). Aquests valors sén els corresponents
a les zones de col.lisiéd (pe=Kx=O) i parabdlica (pe=Kp=C/2), respecti-
vament. La funcid AC té extrems en p9=0 (que s6n minims, si C<0, o ma-
xims, si C>0; en tots ells AC val 1) i en pe=C/3 (que sén minims, si

C<0, o maxims, si C>0; en ells, AC val 1—(C/3)3. Si C=0, pe=0 és un

punt d'inflexié.

AC té 1, 2 (un d'ells doble) o 3 zeros segons C<3, C=3 o C>3, que

notarem per K ., Kl’ K,y amb K__1< 0, i K1’2>0.. AC>0 només a [K_l,w) ,
si C<3 i a [K_l,Kl]u[Kz,w), si C>3; en aquest Gltim cas, L, tindra dues

components connexes, Iélnt) i IéGXt).

Per a cada valor de C donat designem per Yo = graf(AC). En la figura

4.4 poden veure's les representacions grafiques per a diferents valors

de C: Cl<0’ 02 3

Els passos d'aquestes per les diferenté zones indicades déna ja idea

=0, 0<C,<3, C4=3 i C5>3 .

de la distribucid de les zones.

. % ‘ Vo, % ¥
Adc ' ! * %
H
P
E
) L Ll ] < >
’ I NI " .
A L Po
Yc' vcz rca Vc. }’c'

Figura 4.4
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Uns altres elements a tractar per la importéncia'geométrica que tenen

sén les corbes de velocitat zero. Es troben fent nul.la la velocitat

sinddica r=§=0 , en 1l'equacié de I,. Com que r=5§ i ré:(pe—rz)/r , tenim
que :

Les corbes de velocitat zero es troben en la interseccid de l'hiper-
pla {pr=0} amb la hipersuperficie {pe=r2} i tenen per equacié:

r2 +2/r-C=0,
Es tracta, per tant,de'circumferéncies en aquest cas.

Observem que hi ha 2 valors de r (ri i re) corresponents a ciscumfe-
réncies de velocitat zero, si C>3; 1 valor (ri=re=l), si C=3, i non'hi ha
cap, si C<3.

Les corbes de velocitat zero limiten les regions del pla de configuracid
on el moviment és possible per a cada valor de C, que s'anomenen regions
de Hill; en aquest problema tenen per equacid r2+2/r-C 0, ja que el
modul de la velocitat sinddica ha d'ésser positiu o nul.

Si C<3, la regid de Hill és tot el pla de configuracid menys 1l'origen.
Si C>3, aquesta esta limitada per les corbes de velocitat zero de radis
r, i re;'el moviment pot tenir lloc només en les regions interior i exte~
rior, respectivament, d'aquestes circumferéncies.

Les drbites quearriben a una corba de velocitat zero ho fan normal-

ment a ella (r=0) i tornen sense variaci§ instantania de l'angle (§=0):

sén punts clispide de les drbites que hi passen.
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Després d'aquest estudi preliminar dels conjuhts ID se'n donara

c
una construccié grafica efectiva. Comentarem ara la forma de construccié
grafica d'aquests, la qual cosa donard una visid qualitativa més clara
d'aquests conjunts per a tot el rang de valors de C. Aquesta visid es

transportara més endavant a l'estudi dels I Les coordenades de treball

c*
sén com fins ara (r,pr).

Les Orbites circulars estan sempre representades en la interseccid
de les corbes d'equacions : :"=pe2 ’ r=1/(C—2pe) . Aquestes, esta clar,
aniran variant a mesura que ho faci C: se'x;t tenen 3 per a C>3 per als

valors de pe =K K, i K2 es confonen quan C=3 i desapareixen

-10KpKp 5 Ky
per a C<3, quedant només 1'drbita circular corresponent a K_l-

La zona parabdlica estd representada només Per un punt (rp,Kp); va-
riant C, aquest punt es mou sobre la parabola r‘=pa2 /2.

Finalment, les corbes de velocitat zero han de representar-se sobre
la parabola {pe =r2}. Una observacidé important cara a la localitzacid
d'aquests punts és que en ells s'assoleixen els extrems relatius de r

en cada component connexa de I es tracta de maxims per a les corbes

C;
de velocitat zero interiors (r=ri, P, =Ki=r§) i de minims per a les ex-
teriors (r=re, pe=Ke)' Notem que només existeixen per a valors de C>3
i que acompleixen O<ri<1<re .

0
Els conjunts I, es representen - graficament per corbes en el

C

pla (r,pv) en la figura 4.5 per a alguns valors d'interés de C.
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)
C

La component interior és una vorba que partint de (0,0) (omitint

Si C>3, I, té 2 components connexes.

aquest punt) arriva al punt corresponent a la corba de velocitat zero

1
é } passant per 1l'drbita circular en (K

. . 2
interior (Ki’ Kl K_l) per una

-1’

banda, i per l'altra, passa per l'drbita circular en (Kl,Kf).
La component exterior pot considerar-se també formada per 2 branques

que comengant en el punt representatiu de la corba de velocitat zero

1
exterior (Ke,Kf ) tendeixen una a 1l'infinit asimptdticament segons la

parabola {pe =2r%; i 1l'altra, segons l'asimptota horitzontal { pe=Kp},

passant préviament per 1'drbita circular en (KZ,KZ).

El punt representatiu de la zona parabdlica es troba a la 12 branca,

1/3 i ala 22, si 3<C<321/3; es confon amb el punt representatiu

/3

de la corba de velocitat zero exterior, si C=321 .

si C>32

. 2 2 % % .
Quan C=3, tenim (Kl’Kl)"(KZ’K2)—(Ki’Ki )—(Ke,Ke )—(;,;) i tots aquests
punts deixen de tenir sentit quan C>3.
Llavors, les 2 branques de IC partint de (0,0) (omitin-lo i, com

sempre fent créixer la coordenada r) tendeixen també a 1'infinit com

2
-1

El punt corresponent a les Orbites parabdliques es troba a la 1% branca,

).

en el cas anterior, la 1% directament i la 2% passant per (K~1,K

si 0<C<3, i a la 2%, 8i C<0., En el cas C=0, és el punt (0,0) que no consi-

derem.
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Reconstruccié dels conjunts I..
c~

A fi de visualitzar IC en coordenades (r,pr,pe ), recordem que té

una part Ig "sobre" el pla {pr=0} i una altra part simeétrica "sota'.

18 és la interseccid de IC amb aquest pla; perd també, i degut a que
T 0

les projeccions de IE s6én difeomorfes amb la imatge, IC és la frontera

d'un conjunt JC que representa de manera difeomorfa f; i f; .

A més, sabem que si tallem I_, per plans {pe=K}, aquestes intersec-

c

cions sén els conjunts IEK amb E=K-C/2 estudiats en 4.1. D'on:

IC té una '"carena" (es tenen extrems de p,. segons r, fixat pe) sobre
la parabola {r=p§}, gue passa per les Orbites circular en {pr=0} i sobre
la qual p_=*(2p +2/p2-C)1/z .
r 0 [}

Per a valors de K<C/2, els talls per plans {pe=K} donen corbes tan-
cades, que deixen d'ésser tancades quan K=C/2.

Una altra propietat important és la referent a les corbes de veloci-
tat zero i la possible eliminacié de la variable pe per una representa-
cidé de certs subconjunts de IC de forma difeormorfa.

El wvalor Ke corresponent a la corba de velocitat zero exterior és

el maxim valor de P, tal que les projeccions segons n(r,pr,pe)=(r,pr)

de IéeXt%\{pe<K} deixa d'ésser injectiva. Analogament, el valor Ki de
la corba de velocitat zero interior és el minim que fa que les projec-

(int)
C
També:

cions de I r\{pe>K} deixin d'ésser injectives.

Les projeccions segons w dels conjunts IC{\{p€<O} sén sempre injec-

tives.
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Representacions de les varietats invariants I..
c

En coordenades (r,p ,0).

chsl representa ICxS1 en coordenades (r,pr,e), si usem la represen-

tacid de JC en coordenades (r,pe). Es a dir, per a representar IC usarem

2 copies del sdlid de revoluciéd chsl, les fronteres del qual estaran
identificades representant els estats amb pr=0. En un dels sdlids podra
representar-se el flux del problema quan r<0 i en l'altre, quan r>0;
quan r s'anul.li es passarda d'un sdlid a l'altre per la frontera identi-
ficada. O bé, permetre que el flux de tornada pugui tallar el d'anada
en un mateix s6lid. Fent aixd Gltim, en els talls del sdlid per plans

§p9=K} {que 86n invariants), s'observaria el flux com és en el pla de

configuracié.

En coordenades (r,p ,6).

7

(ext)
C

representacions en coordenades (r.pr.e).

(int)
c rﬁ{%>Ki}, ICn{%fO} admeten

Els conjunts invariants I n{pe<Ke}, I
Donarem ara una relacié entre aquest fet i els tipus d'drbites que
formen aquests conjunts.
El moment angular sinddic és pe—r2 i, per tant, la hipersuperficie
{pe=r2} delimita el sentit de gir de les drbites: aquestes sén directes
en la regié {pgrz}, retrogrades en {pe<r% i radials en aquella hiper-

superficie.

Un cop d'ull a les representacions grafiques de IC ens permet dir:

(ext)
o
(int)
C

van canviant el sentit de gir.

Les Orbites de I r\{pe< Ke} i 'Icrﬁpé<0} sén retrdgrades a tot

arreu i les de I n{pe<Ki} sén completament directes. Totes les altres
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Representacié grafica global i distribucié de zones en els I..

Donarem una representacidé grafica en el pla (K,C) que permet d'obser-
var rapidament, per a cada valor de C, els valors de K possibles, aix{
com, la distribucid en zones d'aquests.

Caldra dibuixar-hi els valors de K corrresponents a les odrbites cir-
culars: K-l’ Kl i K2 en funcid de.C, que anomenarem corbres caracteristi-
ques de les Orbites circulars i que tenen per equacié: 2Kc+1/K02=C amb
c=-1,1,2. Notem que K, (3)=K,(3)=1 i K, (C)nC™% (C+0) i K,(ChAC/2 (Coe).

Els valors de K possibles per a un cert valor de C estan compresos
entre aquestes corbes: Ke[K_l,Kl]u[Kz,w), si >3 4 KE[Kme), si C<3. .

Les odrbites parabdliques " tenen per corba caracteristica la recta
Kp:C/Z; les col.lisions es caracteritzen per Kx=0 i les corbes de veloci-
tét zero interior i exterior per corbes d'equacid: Kz+2K:/2=C z=i,e;
observem que'Ki(3)=Ké(3)=l, Kim4C_2 (C+OS i KemC (Cre0) .

Una altra corba caracteristica és Km=C/3, referent als valors de K per
als que l'excentricitat té extrems relatius em=(l-(C/3)3)%.

Sén importants els talls entre corbes caracteristiques cara a 1la
distribucié ordenada de les 2zones per a valors de K creixents en cada
IC que es donara més endavant.

Notem el tall entre les corbes caracteristiques corresponents a les
corbes de velocitat zero exteriors i a les dorbites parabdliques en C=321/3-
per a C=3, coincideixen les corbes caracteristiques de les drbites circu-
lars i es de les corbes de velocitat zero interiors i exteriors, que
ja no existeixen per a valors inferiors de C.Les de col.lisibé i parabdli-

ques es tallen per a C=0.

La representacié grafica esmentada es troba a la figura 4,6,
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En les taules que seguiran es donen les distribucions de les zones

en els IC per a valors de K creixents, en diferents rangs de valors de
C: a) C>321/3, b) 3<C<321/3, c) 0<C<3 i d) c<o.
En cadascun d'aquests intervals de C, la distribucié de zones és qualita-
tivament la mateixa. Per als valors de C = 321/3, 3 i 0, les distribu-
cions corresponents es troben fécilﬁent a partir de les anteriors i no
s'especifiquen,

Les lletres O, E, P, H, XiZ indiquen, respectivament, les zones
circulars, el.liptiques, parabdliques, hiperbdliques, col.lisid i les
corresponents a les corbes de velocitat zero.

Es fa esment en aquestes taules del valor de l'excentricitat per a
alguns valors fixos d'interés de K, o bé, si aquesta creix (¢) o decreix
(+) al augmentar K en les diferents zones cénsiderades.

S'especifica també el sentit de gir (és a dir, el signe de 8) en

els punts a distadncia minima i maxima de l'origen (o_,o+), o bé, el sen-~

tit.ode les drbites circulars, quan correspongui; si l'orbita és radial,

posarem O.

S'han obtingut també, per il.lustrar més aquesta seccid, algunes 6rb1
tes tipus en gairebé totes les zones in&icades en la taula, per als se-~
gients valors de C:

C=3.2 (figura 4.7) , C=3.024 (figura 4.8), C=2.9 (figura 4.9), C=2.4
(figura 4.10), C=1.7 (figura 4.11) i C=-0.45 (figura 4.12) ;
en les dites figures s'hi dibuixen també, en cas d'existéncia, les corbes
de velocitat zero (en puntejat). Els nombres en les figures es corresponen

amb els nombres de les zones considerades en la taula.
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d) <0

~¢) 0<C<3
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5. QUASI-INTEGRABILITAT DEL PROBLEMA RESTRINGIT AMB mnO.

5 1. Introduccié.

El teorema de Liouville-Arnold ([6] i [8!]) afirma 1l'existéncia de
variables d'accidé-angle en tota subvarietat compacta i connexa invariant
pel flux dels sistemes integrables. Per als problemes de Kepler, les
subvarietats invariants compactes i connexes maximals s6n els dominis
el.liptics retrdograd i directe. En aquestes variables, els hamiltonians
depenen només dels moments qua sén, per tant,integrals primeres. Els
dominis esmehtats estan foliats per tors (2-dimensionals) invariants
on el flux és lineal en el temps.

Farem la construccié de les variables d'accié-angle de Liouville-~
Arnold i, a partir d'aquestes, trobarem les variables d'accié-angle de
Delaunay i Poincaré.

Les variables d'accidé-angle sén les adequades cara a un estudi dels
problemes que sén petites pertorbacions de problemes integrables en la

regié d'Orbites afitades (sistemes quasi-integrables). El teorema KAM

assegura, sota certes condicions, la persisténcia de la majoria dels
tors invariants per als problemes pertorbats, on el flux continua essent
lineal.

En aquesta seccidé aplicarem el teorema KAM al problema restringit
amb ma0, mirant-lo com una petita pertorbacid del problema giratori de

Kepler.



5.2. Variables d'accié-angle en la zona el.liptica del problema de Kepler.

Variables d'accié—angle de Liouville-Arnold.

L'aplicacié al problema de Kepler de la construccib de variables. d'accib-

angle de ([7]i [8]),que no detallem, porta al canvi de variables:

1 1
arc cos((1+2ER)/(1+2EK>)%)~-2E)"%(2ER%+2R-K°) , Py = (~2E) " -|K|;
1

©
]

2%
°, )*)

sgn(KMl + © —~ arc cos((Kz/R -1)/(1+2EK » Po,= K.

Els dominis de l'espai de fases on s'efectuen aquestes transforma-

cions sén els dominis el.liptic retrograd E° i directe Ed d'equacions

respectives: O0<1+2EK><l , K<O i O<142EK><1 , K>O .

Es fa un abis de notaci6 al considerar els valors constants K i E
en comptes de les expressions del moment angular sideri i de l'energia
sidéria en funcibé de les variables de posicié i moment.

El hamiltonia no depén ara de les variables d'angle 01 i ¢2::

-2
Py, Py,) = %(pg, Ipg, )

Les equacions del moviment seran:

-3 (]
= (p°l+lp°2') =91(p°1’p°2) ’ Pp, = (VI

=
i

-3 .
¢ sgn(K)(ps +. ) T = a.( Py ) =0 .
2 = sg Po, Ipozl 2(Pe 1Pa,) » Do

Els tors {po =Il’ Py =I_} sbén invariants pel flux i aquest és lineal
1 2 °
en el temps. Considerantque en t=to 1'drbita passa pel pericentre (R_,e_):

0,(8) = (-28%2(tt) | 0,(t) = sgn(k) (-28)¥ (et ) + 0_

-%
1 I 11=(-23) “~|K| , I.=K .

essent la relacié extre E, K”; II 2 >



— X » ' -. .
Q= (91(11,12), 92(11,12)) és la freqgiidncia d'oscil.lacié del flux en

el tor {le=Il, p°2=12} . Com que aquesta freqiiéncia és commensurable ,

totes les drbites sén periddiques.

La variable 01 és l'anomalia mitjana que apareix en l'equacié de

Kepler el.liptica (2.1 ) , que es nota classicament per & i és 1l'angle
recorregut, suposant que 1'Orbita periddica es recorri a velocitat angu-
lar constant 1, com es desprén de les solucions de l'equacié de Kepler.

Llavors, ®.= %&+sgn(K) .

2

Per al problema giratori de Kepler, el canvi a fer és el mateix:

1 1
¢, = arc cos((1+2Er)/(1+428K?)%)~(~28)%(2Bx%r2rK7) , p¢1=l(-2E)_|K|;
1,
¢, = sgn(K)¢1 + 8 - arc cos((Kz/r -1)/(1+2EK2)4) , p¢2= K ; (5.1)

obtenint ek hamiltonia:

-3
H(P¢1: p¢2) = (P¢l+|p¢2,) - p¢2 .

El flux és també lineal, ara de fregiiéncia ((Il+|I2|)_3, sgn(K)(Il+|12|)—3—l
en el tor d'equacié: p¢ =Il’ p¢2=I2 , que és commensurable només quan
1

(Il+|12|)3 és racional; per tant

Les drbites sén periddiques quan (Il+|12|)3 és racional; en cas contra

ri, sén denses en el tor.

Tenim que ¢1= [ . ¢2=sgn(K)z+g , fent g=0_ (argument del pericentre).
Les variables & i g seran unes noves variables d'angle.

Considerarem, a partir d'ara, només el problema giratori.
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Variables d'accié-angle de Delaunay.

Les variables (E,g,pz,pg) definides per la transformacid simpléctica:
b=0 0 by =py +lpg s &= -sanlK), p,=p,

formen un nou conjunt de variables d'accié-angle (les de Delaunay).

El hamiltonia del problema giratori es converteix en:

1
H(pz. pg) = 2p2 - Py
2
El flux és lineal de freqgiidncia =(L-3, -1) en els tors invariants

d'equacid pz=L ’ pg=G . Les Orbites seran periddiques o denses segons
la racionalitat o irracionalitat de L3 .

L representa l'arrel quadrada del semieix de 1'drbita vista des del
sistema inercial i G, el moment angular sideri.

(d)

Els dominis el.liptics E¥ estan definits en aquestes coordenades

per 04G|<L , G<O (G>0). La interseccié de cadascun d'aquests dominis amb

cada IC donen corones toroidals foliades per tors invariants pel flux. En

el cas C>3, en tenim dues i si C<3, només una:. Aixd es deu a que l'equaciéd
de l'energia fa que puguem ometre una de les variables d'accid i fer la re-

presentacidé amb totes les altres. Per exemple, si omitim L, el domini de

possibles valors de G és (K_I,Kl)u(Ka,w) (si C>3) o (K_l,w) (si C<3);

si C=3, K1=K2 . Per a cada valor de G, tenim un tor invariant.
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Variables de Poincaré.

Les variables d'accibé-angle de Poincaré es defineixen per la transfor-
macidé candnica:
»=2+sgn(klg, p, =p, ; ¢=-sgnlklg, p, =p - ngl .

El hamiltonia ara sera:

1
H(px'%) = 5 + sgn(K)(p,-p,) .
2py,
El flux en els tors {px=A, p¢=0} és lineal de fregqliéncia

m:(A_s—sgn(K),sgn(K))-
(d)

Els dominis el.liptics EX venen donats tots dos per les relacions
¢ >A>0.
% % %

Notem que A=a” i que ¢=a”-|K| . Per a les drbites circulars, K=a’®. Obser-
vi's també que la variable ¢ no té sentit per a les drbites circulars.

Considerem ara la transformacié simpléctica:

n = V2p¢cos¢ sy & = /Zp¢sin¢ .
El conjunt de variables (de Poincaré) (A,n;a,c) ja no és d'accib-angle ,
el hamiltonia s'hi expressa com:

1 2 2
H(x,np,8) = —5 - sgn(K)p_ + sgn(K)(n"+£g7) .
2p, A

Aquest conjunt de variables s'estén de forma automdtica a les orbites
cirgulars, fent n=&f= 0 . En aquestes variables es demostra 1l'existéncia
i estabilitat de les drbites periddiques de 1% espécie de Poincaré: orbi-

tes tancades que s'obtenen per continuacié de les drbites circulars del

problema giratori de Kepler, quan mvO. Vegi's [1] i.[32].
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5.3. El problema restringit amb mv0 com problema gquasi-integrable.

Les variables de Delaunay es defineixen usant també les expressions

(5.1) per al problema restringit en els dominis d'interseccié dels domi-

r(d) del problema de Kepler amb la varietat de fases del problema

restringit i que notarem per E;(d) o

nis E

El hamiltonia del problema restringit s'expressa usant aquestes va-

(d)

riables en E; y per:

|-

H(g, g, P =Py - mﬂl(&, & Py s Py m)

%

%! pg) =

2p

amb Hl 2n-periddica en & i g , analitica en totes les variables.

El problema restringit amb mv0 és un sistema hamiltonid quasi-integra

Ll )

ble: admet l'aplicacié del teorema KAM que enunciem ara ( [19], [5] i [25]).

TEOREMA KAM
Siguin els hamiltonians de la forma H(q,p):HO(p)+mH1(q,p,m), amb
p=(p1,...,pn) , q=(q1,...,qn) , H1 2w-periddica respecte a q i analitica

en %n on H . acompleix almenys una de les condicions:

(0]
) 32HO
a) det (35—35—) £0 (condicié de no-degeneracib) ,
i™75
2
9 HO aHo
apiapj 3pi
b) det # 0 (condicibé de no-degeneracid
3, o isoenergética) ;
3 Pj

llavors, per a tot €30 , existeix m>0  tal que si |m|<mO » el flux en B

donat per les equacions de Hamilton:

» 3H [] ’ aH

T T aq =

té les segilients propietats:



i) Existeix una descomposicib de E en E i E (aixd és: §n=E UE ’
m m m m- - m

~

Emﬁ§m=y}) amb E-!m i Em invariants pel flux amb Em petit en el sentitque
u(ﬁm)< e.p(Em) , on u indica la mesura de Lebesgue.

ii) E% estd format per tors analitics invariants TZ a distancia més peti-
ta que & dels tors invariants Tm del sistema de hamiltonia HO' definits

per l'equacid p=c¢ (constant).

iii) El1 flux en els tors Tg és lineal i de la mateixa freqiiéncia que

aH
en els tors no pertorbats T , és a dir, ® = -2 .
W R Y .
p=c
D'on:
TEOREMA

Per a tot €>0, existeix mO tal que si 0<m<mO :
. . . . . L. . r d = .o
i) Existeix una descomposicié del domini el.liptic qn=EﬁJEm en Eh i qn'
invariants pel flux del problema restringit amb u(ﬁm)<m.u(ﬁm) .
ii) ﬁm esta format per tors analitics invariants TZ a distancia menor
que ¢ dels tors invariants T del problema giratori de Kepler, definits

= = < <

per pg=L, p,=G (o<|G|<L).

3

iii) El flux en Tm és lineal de la mateixa freqlidncia @ =(L™~,-I) que

en Tu « Les drbites seran periddiques o denses en QT segons la racionali-

tat 6 irracionalitat de L3.

Concretament, el teorema assegura la'persisténcia' a les pertorbacions
dels tors invariants de freqiiéncies w acomplint la infinitat de condi-
cions diofantines:

| (kyw) | >-rii-—- amb c¢=c(n,e) , per a tot neN i k=(k1,k2)€z2 ,

k|n+1

essent |k|=|k1|+|k2|.
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Capfror I1.,

EL PROBLEMA RESTRINGIT
AMB m~0 1 C SUFICIENTMENT
GRAN.




1. DEFINICIONS I EL CAS m=0.

1.1. Variables de McGehee.

Les variables de McGehee (q,e,p,m) s'introdueixen amb la finalitat
de fer 1l'analisi de les Orbites que van o venen de l'infinit, o bé,
d'aquelles que arriven a estar molt allunyades dels primaris en algun
moment. Aquesta analisi és més comoda en aquestes coordenades que inter-
canvien l'infinit i l'origen; de fet, s'obtenen mitjangant una inversié
de les coordenades de posicidé del sistema de referéncia sinddic. En coor-
denades polars ([23]):

r=2/q° (2>0) , PP Py=u -

Notem que aquestes variables deixen d'ésser candniques.

Les equacions del moviment es converteixen en:

a=-ap/4, b=-q"4+ q%"/8 - Rete™g(2¢*%/d%) ,
8 = -1 + q4w/4 , 0= -ZIm{e-ieg(Zeie/qZ,)}/q2 s (1-2)
i la integral de Jacobi en:
C = q2 - p2 - q4w2/4 + 20 4+ v(2ei9/q2) ; (1.2)

tot aixd fent: g(z):(l—m)(z-m)/lz—mI3¢m(z—m+1)/|z-m+1|-z[|z|3 i

v(z)=(1-m)/|z-m|+m/|z-m+1|-1/|z] .



1.2, Classificacidé” de les orbites i punts de retorn.

Els punts de retorn d'una dOrbita sén aquells que tenen velocitat

radial nul.la. Aquests poden ésser pericentres, apocentres o punts de
retorn degenerats, segons que l'acceleracié tangencial sigui negativa,
positiva o nul.la. Els pericentres i apocentres d'una drbita sén respec-
tivament els punts a distancia minima i maxima (relatives) de 1l'origen.
Tots els punts d'una orbita circular sén punts de retorn degenerats.

El conjunt de punts de retorn per al problema restringit, per a cada

valor de C, és Ig=ICﬂ{p=O} .

PROPOSICIO.

En el problema restringit per a C>C1(m), tota Orbita en la component
exterior de la regidé de Hill (interior, en variables de McGehee) té al-
menys un pericentre. A més, si una drbita no té cap més punt de retarn,
a partir d'un de donat, per a temps creixents (resp. decreixents), lla-
vors tendeix a un punt de {q=0} amb p>0 (resp. p<0) quan t+ = (resp.

t‘)-m) .

En efecte, p(t)>0 (resp. p(t)<0 ) per a tot t, ~equival  a
3(t)<0 (resp. q(t)>0) per a tot t; en tal cas, lim q(t)=w . {resp.
lim q(t)= » ), ja que no hi ha punts d'equilib:-imen aquesta component
:;n:exa de la regid de Hill, i aixd esta en contradiccid amb el fet
que en la dita component q esta fitada superiorment. D'on, l'existéncia
de pericentres. Si una Orbita no té cap més punt de retorn a partir d'un

de donat en t=t1, aquest ha d'ésser un pericentre, usant el raonament

p(t)>0 i 4(t)<0. Per tant, lim q(t)=0 i

t+re

anterior; llavors, Vt >tl'

lim p(t)> O.

trm



Conseglientment, donem les definicions segiients:
Els punts de retorn tals que 1l'drbita que passa per ells ja no ta-

lla més {p=0} es diuen zl-hiperbdlics o %l-parabdlics, segons que tendei-

xen a {q=0} amb p>0 o amb p<0, quan t+z~ , respectivament. Els sig-
nes t distingeixen sempre si es tracta el comportament per a temps crei-
xents o decreixents.

Un punt de retorn es diu #n-hiperbdlic o in-parabdlic quan 1l'drbita

que passa per ell talla {p=0} només n-1 vegades, tendint després a

{g=01}, atenent a les mateixes consideracions del paragraf anterior.

. O . 0 c .0 O
Aquests conjunts es noten per Hin i Pin . Els punts de Stn=HinuPin

s‘'anomenen punts de retorn d'escapament i captura a la n-ésima.

Els punts de retorn Z-hiperbdlics sén els de H2=_Ll H:n . Idem amb
nzl
t-parabdlics i P2= U PS .

nxl
Els punts de retorn que no sén de 3E£823 reben el nom de fn-el.lip-
< =Rl L 2

X . X 0 : . 0 0
tics i formen el conjunt Ein . La interseccidé de tots aquests Ei’A;IEEn

conté els punts de retorn d'drbites que tallen infinites vegades {p=0} .
Si aquestes Orbites adhereixen a un punt de {q=0}, direm que el punt de

retorn és de tipus #-oscil.latori; en cas contrari, és ‘trestable-Lagran-

0
t.

ge. Els conjunts de punts d'aquests tipus es representa per 082 i L

_ 0
Tenim que 0SS = fimso = N Us? 1 1

0, 10
tn T onpl knotk - Px = Ep\9Sy

La classificacié dels punts de retorn en t-hiperbdlics, f-parabdlics,
t-oscil.latoris i #*-estables-Lagrange es correspon amb la classificacid

classica de les drbites segons l'evolucié final quan t+ie ( [9] i [3]).
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« t-hiperbdliques: lim r(t) == , lim r(t)> 0 ;

t+t= t+tw
. t-parabdliques: lim r(t) =e , 1lim r(t) = 0 ;
t-+ _'tcn t-+ ico
. t-oscil.latdries: lim r(t) == , lim r(t) < =
t+ o t+ :m

. *-estables-Lagrange: ;(t)<e_. y Vt20 .

Es a dir, un punt de retorn és d'un cert tipus si i només si pertany
a una Orbita del mateix tipus.

La proposiciéd ens permet d'afirmar que només hi ha aquests 4 tipus
d'evolucié final o de punts de retorn en el problema restringit per a

C>C1(m), comptant només un sentit del temps. D'on:

TEOREMA.
Per al problema restringit amb C>Cl(m), existeixen com a maxim 16 ti-
pus d'evolucié final, o equivalentment 16 tipus de punts de retorn cor

. 0 _0 0.0
responents als conjunts A_nA+ amb A:G{H:'P:’OS: ’Lt} .
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1.3. Estudi dels conjunts de punts ‘de retorn per a m=0.

/
Cal considerar valors de C>Cl(0)=3. Recordem que, si 3<C<321'3, el va

lor de w corresponent a les drbites parabdliques és inferior al correspo

/3

nent a les corbes de velocitat zero exteriors; si C>32l , tenim el com-
portament oposat.
Classificant els punts de retorn en directes, retrdgrads i radials

segons el sentit del pas de les Orbites per ells, tenim:

PROPOSICIO.
Per al problema restringit amb m=0 i C>3, en la regié exterior:

a) L. C>321/3

, els pericentres de les drbites el.liptiques, parabdli-
ques i part de ~s hiperbdliques (wKKe) sén retrdgrads (en realitat,
ho sén totes aquestes Orbites en cada punt); els altres sén radials
(w:Ke) o directes (w>Ke).

b) Si 3<(3<321/3, només sén retrdgrads els pericentres d'una part
de les drbites el.lfiptiques (m<Ke); els altres sén radials (w=Ke) o di-
rectes (w>Ke).

c) Tots els apocentres sén retrdgrads.

(ext)
C

identificades per la frontera, del sdlid de revolucié format al girar

En les variables (q,9%,w), I pot representar-se per 2 cdpies,

respecte l'eix {q=0} , el conjunt J., en variables (q,») que es represen-

c
ta en la figura I.4.5,per a diferents valors de C>3, ¢n variables (r,w).

IéethﬁhnzK} és invariant i estd format per 2 cdpies (una a cada sdlid)
d'una corona (degenerada o no) que s8'han d'identificar per la frontera

per donar els conjunts invariants IEK amb E=K-C/2, estudiats en I.2.1.



En la frontera IC de chsl es classifiquen els punts de retorn segons
els comportaments finals de les drbites que passen per ells. Notem que
només hi ha drbites hiperbdliques, parabdliques i estables-Lagrange i qué
ho sén en ambdés sentits del temps; sén branques d'hipérboles, paraboles
i el.lipses o cercles en el problema de Kepler (inercial). Els correspo-
nents punts de retorn seran:

0 0 .0 o 0 _ 0 _ .0 o _ .0
=H, =H=TINwK}, P =P =P =P, =P =INnwuxK},

o
(@)

H =H =H

0 .0 o 0 0 0 0

1]
=
I
=1

+ 0O +
o
o wo
i
=
o
1

Els punts de retorn retrdgrads i directes poden descriure's per sepa-

hu<Ke} i IO(ext

O(ext)
I N c

C

projecten injectivament en el pla (q,®) en discs de radis q=qe , On

rat en coordenades (q, 8). En efecte, %{w>Kg es

re=2/qe, i que notem per Dr i D,. Les fronteres d'aquests discs correspo-

d

nen als punts de retorn radials. En cadascun d'aquests discs hi distingi-
rem els punts de retorn segons els comportaments finals. Aquestes repre-
sentacions sdn qualitativament diferents segons els casos a) i b) de
la proposicié anterior.

L'drbita circular {q=qé=véUK2} estd continguda sempre a Dr; en el

seu interior hi ha tots els apocentres. A l'exterior, en Dr’ hi ha alguns

pericentres el.liptics, si 3<C<321/3, i tots els pericentres el.liptics,

els parabdlics i part dels hiperbdlics, si C>321/3. En Dd s'hi troben

la resta de pericentres el.liptics, els parabdlics i tots els hiperbdlics,

1/3

si 3<C<32 , 1 la resta de pericentreshiperbdlics, si C>321/3. Vegi's la

figura 1.1

1/3

r 3<C<32
Figura 1.1
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2. ESTUDI QUALITATIU.

~2.1. Introduccié.

(ext)
o

identificades continuen essent valides per al problema restringit amb

Les representacions de I com 2 cOpies d'un sbélid amb fronteres
m~0, amb la diferéncia que aquest s0lid ja no és de revolucid, pel fet
que la integral de Jacobi depén ara de l'angle & . Les representacions
obtingudes per al cas m=0 sén perd una aproximacié d'gquelles.

Un altre fet que complica l'anidlisi de les diferents zones és que
els hiperplans {w=K} ja no sén invariants pel flux del problema i els
diferents conjunts de punts de retorn ja no s'obtenen per interseccions
de feixos d'aquests hiperplans amb Ingt) , com en el cas m=0,

Es faran servir dos tipus d'eines per l'estudi dels conjunts de punts
de retorn que no serd tan simple i exhaustiu com en el cas m=0.

La primera d'elles fa referéncia a les drbites parabdliques. Les varie
tats invariants estable i inestable de 1l'drbita periddica de l'origen,
en coordenades de McGehee, coincideix amb el conjunt de punts que perta
nyen a Orbites parabdliques. Els conjunts Pgn sén les successives inter-

seccions d'aquestes varietats amb {p=0}. Els conjunts Hgn s'obtindran

sense dificultats a partir dels anteriors, ja que 3H3n=Rgn. En el comple

(ext)
C

de tipus estable-~Lagrange.

. mentari en I caldria distingir els punts de tipus oscil.latori dels
Per a obtenir informacid sobre aquesta zona s'usara l'altra eina.
El teorema del. twist de Moser podra aplicar-se a les aplicacions de Poin-

caré associades al flux del problema pertorbat en certes corones dels



discs Dr i Dd del problema no pertorbat, on 1‘aplicaéi6 de Poincaré es un
.twist. Aquest teorema assegurard l'existéncia de corbes invariants que
s6n petites pertorbacions de les circumferéncies invariants del problema
amb m=0. Les regions entre corbes invariants seran de punts de retorn
estables-Lagrange., Les dites corbes no sén més que les interseccions
dels tors invariants, donats en l'aplicacié del teorema KAM, amb {p=0}.

La representacidé dels conjunts de punts de retorn es fara també en

coordenades (q,8) en dominis andlegs a Dr i D, del problema no pertorbat;

d
observi's que en casascun d'aquests discs el valor de w queda determinat
univocament donant un punt (q,6) del disc, fent (s de la integral de Jaco
bi. Cadascun d'aquests dominis és unacbpié de la regié de Hill exterior,
d'equacié:

q2 + 2/q4 + v(2eie/q2) > C.

Vegi's [34] per a un estudi exhaustiu d'aquestes regions en coordena

des (r,0).
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2.2. Orbites parabdliques i varietats invariants.

Les dorbites t-parabdliques s'han definit com aquelles que, en l'es~
pai de configuracidé tendeixen a l'infinit amb velocitat radial nul.la,
quan t+ e,

En variables de McGehee, els conjunts de punts que pertanyen a drbi-
tes *-parabdliques (Pi) es corresponen amb els conjunts asimptdtics a
1'drbita periddica de l'origen, quan t+tw, McGehee demostra que P.t sén
varietats analitiques reals ‘([23]) , malgrat no acomplir-se les hipodtesis

del teorema de Hartman ([{17],[31]).Aquests conjunts reben llavors el nom

de varietats invariants estable (P.) i inestable (P_) de la dita drbita

periddica.

Fixada C, els conjunts Pgn seran les successives interseccions de
Pt amb la varietat de punts de retorn Ig(eXt) .

Per a m=0, aquestes varietats poden descriure's en coordenades (q,
8,w) pels talls del pla {w=C/2} amb els 2 sdlids identificats per 1la
frontera que representen I(CeXt). Les varietats estable i inestables es
confonen totes dues amb 2 corones degenerades: (O,qp] xS1 identificades
per la frontera {qp} xS1 ; 1'orbita periodica és {O}xsl.

Aquesta representacid pot fer-se també en el cas mrn0O; el sdlid no
serd de revolucidé i les successives interseccions de P, amb la frontera
del sdlid ja no coincidiran donant lloc als diferénts conjunts Pin a
estudiar en variables (6,w). Podra fer-se'n també una representacié en

coordenades (q,8 ) en el disc Dr com passa en el cas m=0, s8i C és sufi-

cientment gran.



La invarianga de les equacions del moviment del problema restringit
per la simetria (q,9,p,w,t) —=(q,-0,-p,w,~-t) implica que les varietats

invariants estable i inestable es corresponguin per la simetria

0
in

(q,8 y,w)—=(q,- 8,w); en la representacié6 (q,0) es correspondran per la

(q,9,p,0 )—>(q,~0,-p,w) que per als punts de retorn parabdlics P és

simetria (q,8) —(q,-6).
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2.3. Estudi qualitatiu dels conjunts PSlL

Moser demostra que les primeres interseccions de varietats similars a
P, , per al problema de Sitnikov eren difeomorfes a cercles.(26]).Després, en
[21],L1ibre i Simd demostraren que P, eren difeomorfes a cilindres que ta-
llen {p=0} en 2 corbes difeomorfes a cercles,quan ho fan per primer cop.

Ho recollim en el segiient teorema:

TEOREMA 2.1,

a) Per a valors de C suficientment grans i me[0,%), p?l sén corbes ana
liticament difeomorfes a cercles.

b) Pgl tenen interseccid transversal en punts de la forma (q,0) i (q,n),

si m és suficientment petit i C, suficentment gran.

En la seccidé 3 d'aquest capitol es fa un estudi analfitic d'aquestes
corbes, quan mvO i C suficientment gran. En tal cas, els punts de la forma

(q,0) i (q,m) del teorema sén els Unics punts d'interseccié.



2.4, L'aplicacié T.

Sigu’ D_ el conjunt de punts de retorn no degenerats, tals que 1'drbita
que passa per ells té algun punt de retorn anterior del mateix tipus
-mateix signe de p- o de tipus degenerat; definirem 1l'aplicacié T que fa
correspondre a tot punt de D_ el punt de retorn immediatament anterior
de 1'drbita que passa per ell. Feu D+=TD_.

Una aplicacié d'una corona (a,b)xS1 en si mateixa de la forma

(q,8) — (q.e+q(q))
amb a diferenciable a (a,b) i a'(q)#0 , q€(a,b), s'anomena twist; un

twist sera degenerat quan lim a(q)== o 1lim a(q)=w.
q+a G*b

Si m=0, fixada C>3; D+=D_=D és el conjunt de punts de retorn el.lip-
tics menys l'orbita circular, corresponent a aquest valor de C. D esti3
format per corones tals que l'aplicacié T restringida a aquestes corones

és un twist, que en coordenades (q,0) s'expressa com en la definicié amb

a
a(q)= 2na3/2(Q) , on a(q) acompleix (C - ;%37)2 %3 - q2 + ;%%7 =0.(2.1)

Més precisament:

LEMA.

Si m=0, T és un twist en els segiients dominis de definicié:

/3

a) Si 3<C<32l , en els corones (O.qz)xS1 y (qz,qe)xs1 de Dr ien

la corona (qp.qe)xS1 de Dd;

/3

. 1 1, 1
b) si C>327'7, en (O,qz)xS i (q2.qp)xS de Dr‘

Aquests twists sén degenerats en q=0 i q=qp .



Aplicarem ara el teorema del twist de Moser, que enunciem a continua-

cibé,a les aplicacions T per a mvO ([25], [29] i [28]).

TEOREMA (del twist de Moser) 2.2.
Considerem les aplicacions T (|m|<mo) , definides en la corona

(a.b)xsl, per (q,8) —— (q+mf(q,0,m), 6 +alq)+mg(q,e,m)) acomplint:

a) SﬂTm(S)#¢ ,» per a tot cercle S de la corona (propietat d'intersec-

cibé efectiva);

b) a, f i g s6n de classe Ek (k>3) ;

¢c) a'(q)#0 , per a tot q de (a,b) (:: TO és un twist) ;
i sigui 1€(1,(k-1)/2) ; llavors, per a tot €>0, existeix me?O (me=0(52))
tal que si |m|<m2 : Tm té corbes tancades invariants
={q= qo+mum(s) y 8= s+mvm(s) , seSl} amb u i,vm de classe El
on l'aplicacié indulda és una trasllacié6 d'angle o : 8§ —= S +a,
per a tot a acomplint:

€
T+l '

5n 3 VQEN , VvPEZ ;

i, per tant,el conjunt de punts que no pertanyen a corbes invariants té me-

b

sura O(g) i tota oérbita en cada Yo és densa en la corba invariant.
D'on:

TEOREMA 2.3.

Per a tot €>0, cexisteix mgo tal que l'aplicacié T associada al proble
ma restringit,per a valors de mfmc, té corbes tancades invariants, on to-
ta orbita és densa; el conjunt de punts entre les corbes invariants té me

sura de Lebesgue Q(¢€).
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Demostraciéd.

En el conjunt de definicid de T, poden definir-se corones contingudes
en les del lema anterior i prdximes a aquestes (tan més com més petita
sigui m), on l'aplicacidé restringida és de la forma indicada en el teore-
ma del twist amb o, f i g analitiques. La propietat d'interseccid efecti-
va es dedueix del fet que aquestes aplicacions conserven una area. En
efecte, el flux hamiltoniad conserva la forma simpléctica drAdpr+deAdpe;

a cada nivell de la integral de Jacobi, l'aplicacid T conservara 1l'area

donada per la forma simpléctica: deA(%ﬁ p—Odq amb
ey (1= w2q2/2) + 0(m)
aq p=0 1 - wq4/4

Cal notar efectivament que tal forma simpléctica estard definida i no sera

degenerada en corones arbitrariament prdximes (segons m) de les del lema,

30)

7q’ p=0 s'anul.la només en les oOrbites circulars

ja que el denominador de (
i el numerador en les corbes de velocitat zero, si m=0. El1 teorema del

twist de Moser fa la resta.

Considerem ara C suficientment gran i mnO. Llavors, Di sén les re-

llevat dels punts de retorn degenerats. Les orbi-

tes que passen pels punts de %g(ext)

torn per a temps creixents o decreixents, respectivament; tals Orbites

gions interiors a Pil,

\Di ja no tenen cap més punt de re-

tendeixen a {q=0}, quan t+Ze, ja que no poden travessar Pt’

. 0 0 0
Els punts de retorn exteriors a Pil formen Htl i Etl‘D .

Es important assenyalar que éig a(q)==; aixd fa que la imatge d'una
P

corba que tendeix transversalment a Pgl en D és una corba que tendeix

espirale t a Pf{ Aquesta propietat fou estesa per Llibre i Simé, en

[22}al problema restringit amb C suficientment gran, basant-se en un resul

analeg per al problema de Sitnikov, degut a Moser ([26]). Aixd és:
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PROPOSICIO 2.1.

Si C és suficientment gran, la imatge per 1l'aplicacié T d'un arc T,

contingut en D_, tendint transversalment a P? €és una corba que tendeix

1

espiralant,en D+, a Pg . Bs a dir, si I' es parametritza per s a (0,1] per

q=qr(s), 6=6r(s) i tendeix transversalment a P?l,

rametritzat per q=q..(s), ©=6__(8) tendeix a Pp, en D, amb lime_(8)=e,
Tr Tr 1 + o+ 0 T

quan s+0; llavors TT pa

Aquesta proposicié serda clau en la descripcid qualitativa dels 'PS

(n>1) de la segiient secci$.
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0 0

2.5. Estudi qualitatiu de P+n i H+r (n>1).

Considerarem m0O i C prou gran. Els conjunts P: poden ésser definits,

usant l'aplicacié T i a partir de Pg, per:

0 0
— n Y .
Pn+1 T(Pn D_) (2.2)
Del teorema 2.1 en deduim que P%ﬁD_=Y1 és una corba que tendeix als

2 punts d'interseccié de P

1 i P_l, transversalment. La proposicié 2.1

assegura llavors que la imatge per T de Y1 tendeix espiralant a PS a mesu

direm que P0

ra que els punts de Y, van tendint als 2 punts de PQNPO 5

R

espirala doblement a Pg, definint una regié interior que amb Pg forma una

. La regié interior és HO i S0 té la forma de cin-

cinta que espirala a PO > >

2
ta.

A més, PO

5 talla transversalment P?

infinites vegades en punts que

tendeixen alternativament als 2 punts de ﬁ%ﬁﬁi gﬂD con-

tindra una infinitat numerable de corbes {y } que tendeixen
2, k2 kzez

1

1° Observem que P

transversalment a P en els punts d'interseccidé esmentats i que s'acumu~-

1

laran a Y1 quan k2-> o, Usarem {ndexs k2>0 per a les corbeé que provenen
de punts de l'arc de larcorba Y, Que tendeixen al punt amb 0 =0; idem

amb k2<0 i 8_=m . Aquestes corbes s'agrupen a parelles, la vy, amb la
2
. La imatge de

YZ:kz’ de forma que la regié d'aquestes corbes sigui de Hg

cadascuna d'aquestes corbes déna també una corba que espirala doblement a

Es a dir, PO conté

Po; el conjunt d'aquestes corbes stha d'acumular a PO 3

1 2°

una infinitat de corbes que espiralen doblement a ﬁi acumulant-se a una

1

banda i altra de PO

o Sg contindra una infinitat de cintes que s'acumulen



sobre la cinta Sg : aquestes cintes es formen amb 1es_imatges de les cor-

bes ELRZ iyzrkz i de ia regidé compresa entre elles.

Similarment, PoﬁD conté una infinitat de corbes (Y }. de
3 - 3,k2,k3 Aa,kgez

forma que les corbes {y } s'acumulen sobre la corba vy co
3,k2,k3 kgsz 2,k2

rresponent. El signe de k3 es tria de forma similar al de k2. Aixd compor
ta que Sg estigui format per una infinitat numerable de conjunts infinits
numerables de cintes que tendeixen a la infinitat numerables de cintes
que conté Sg. I aixi indefinidament. Vegi's la figura 2.1 per a una visié
intuitiva més o menys artistica.
El 1limit superior d'aquests conjunts de cintes estd contingut en OS+.
Els conjunts de punts de retorn amb subindex: negatiu s'obtenen mit-

jangant la coneguda simetria d'aquests.
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Figura 2.1
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2.6, Estudi qualitatiu de Eg.

0...0 - . . .
EJWE conté les corbes invariants i les regions entre aquestes corbes

invariants donades en el teorema 2.3.; en realitat, estan contingudes en
+ -—

Eg conté, a més, un subconjunt prop de Pgl que té una certa estruc-
tura cantoriana. En efecte, considerem un arc T qualsevol que tendeixi

transversalment a P , en la regié exterior a les corbes invariants esmen-

1
tades i volem conéixer com és qualitativament el conjunt de punts de PﬂE+;

caldra, per aixd, suprimir de T les successives interseccions dels con-

junts d'escapament: la interseccié amb Sg conté una infinitat numerable

d'intervals {C. . }. ; per a cada un d'aquests, SO en conté’una altra
2;\]2 32€N 3
infinitat numerable {C, . . }. y 1 aix{ successivament. Vegi's la fi-
33J5133 JEN

gura 2.2 per a una visidé intuitiva.
Un estudi qualitatiu similar, per al problema de Sitnikov, es troba a

[22].
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3. ESTUDI QUANTITATIU DE Pgl;

2.1. Equacions variacionals.

Es fard una analisi quantitativa de les pertorbacions de lr ordre
en m dels conjunts Pgl del problema amb m=0: circumferéncies de radi
qp=4/C en w=C/2. Per aixd, cal'conéixer les equacions variacionals de
1¥ ordre en m prop de les Orbites barabbliques del problema no pertorbat.
Considerem les solucions del problema restringit de la forma:

(a,98,p,0) = (a5,85,P5rwy) + m(Qy,0,,P100;) + o(m?),
on el primer sumand és la solucibé coneguda del problema amb m=0. Substi-
tuint-ho en les equacions (1.1), els termes en m acompleixen el segiient
sistema d'equacions diferencials lineals a coeficients variables (gggg—

. . r
cions variacionals de 1 ordre):

3p q2 q3 Kq6
. 070 0 . 3325 0
4 ===z -7 P Py = (-apgKiag) ) + 7m0y - ¢
4
1 0 1 4 Y1 w3 2!

-ie ig ~i ie
on c,=Re(e ' oam(g(2e /q2))o) i c2=-21m(e 16Oam(g(Ze '/qz))o)/qg

amb - g -~ definida en 1.1. Fent ara la substitucié en l'expressidé de la
conservacié de la integral de Jacobi (1.2), tenim que els termes en m

acompleixen la relacié:

2.2 4
(1 = %, (1- EE) + 25 (v(2e*/6%))
qo 2 ql - po pl + 4 Q)l 2 am q 0 = O, (3.1)

amb v definida en 1.1. Noti's que en totes aquestes equacions ja s'ha fet

wo=K .



La integracidé analftica d'aquestes equacions és una tasca dificil,
dirfem que impossible; s'han obtingut perd solucions del sistema homo-
geneitzat (°1=°2=0)’ aixf com expressions integrals complicades de les
solucions del sistema en diferents. casos. Per al nostre propdsit, no
calen tals expressions.

La. independéncia en ql, el, P, i Wy de 1l'equacié corresponent a w, per-

1

met d'obtenir una expressidé integral de w. en Pgl. A partir d'aquesta

1
deduirem expressions asimptdtiques per éls coeficients de Fourier de
w, en P?, » quan C+=,

La simplicitat de l'equacié (3.1) en {p=0} per a les drbites parabd-
ques fard que puguin trobar-se també expressions asimptdtiques dels coe-

ficients de Fourier de q; en Pgl'
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P 0
3.2. Expressid integral de wl en Pirl

En 1'drbita periddica de l'origen, w val exactament C/2; alli Wy

serd nul.la. Volem obtenir la variacié de w, al llarg de les drbites.

1

Per aixd, cal saber com varia w, segons les equacions variacionals corres

1

ponents a les drbites parabdliques del problema amb m=0., S'han de consi-
derar per separat la varietat estable de la inestable. Tractarem primera-
ment la estable, la simetria del problema déna immediatament l'altra.

Escrivim l'equacidé variacional que déna la variacid de w4 en varia-

bles polars sinddiques:

190 _3- _3

. . 2
W, =r s1neo(|r0e +1] L ) , amb r0-2/qO .

1 0

Usant la variable uniformitzadora s tal que gg = ro, tenim

; dwl 51n90 ieO 1 .23
T =T e ey
0 0

Les solucions del problema de Kepler en funcié de les anomalies excén
triques foren donades a I1.2.3. Ara bé, l'anomalia excéntrica u i la va
riable s coincideixen en el cas parabdlic.

Usarem la variable t definida per s=§r ; llavors:

2 3

C 2 2 a
ro = ?;(1+1 )=r_(1+17), 8 =6_+ 90 , amb 6 =2arctgt-6(1+%r) i

Per la varietat estable tendim a 1l'drbita periddica quan 1+ o,

Per a un valor donat t, de v, s8i la variacidé de w, per anar del punt

0 1

corresponent en la varietat estable a l'origen en diem Aw es tindra

lﬁ

que w_. en 1=T., valdra -Awl,ija que wl(r=w)=0. Fent 10=O, tenim 1'expres-

1 o)



sié integral de w. en Pg

1
® gino
v, (5=0) = - £ —2 (%2
0 0
2cosé
on A=1+ 0 + L
r 2
0 ro
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; noti's que es tracta d'una funcid en l'angle 0_.



(m)

.
vy
£y

3.3. Desenvolupament de w. en Pgl en funcié dels S

1

Comencem fent el desenvolupament en poténcies de w=1/ro de l'expres-

3/2 -V

sié 477/ °-1. A és la funcié generatriu dels polinomis de Gegenbauer

Cnp’(c) per a c=-cos® és a dir (vegi's{2]):

o ’
'A'v(c) = (1—2cw+w2)‘v = ggg Civ)(c)wn .

v -3/2 = (3/2 1
Com que Cé )=1 y & / -1 = ég: C; / )(—coseo) -

1 ro

'

‘ n
Ara bé, Cgv)(cos¢).= I'(v+m)T (v+n-m)

m=0 m!(n-m)!{T{)

cos((n-2m)o) ;

2

0 r(v+m)T (ven-m)

m=0 m!{(n-m)!{T(v))

(v) _ n TP
d'on, Cn (-cosqp = (~1) 5 cos((n—2m)eo). L'(ltima ex-~

pressié té només sumands en cosinus de miltiples de 60 de la mateixa pari
tat que n. A més, el coeficient de cos((n—2m)eo) coincideix amb el de

cos((n—2(n—m))eo) i cos((n—2m)eo)=cos((n-2(n—m))eu). Aixd fa que:

3
C;Z)(-00s60) = }E ain)cos(keo) .
k=n(-2)0
En 1l'apéndix es troben els valors dels coeficients aén) que es ne

cessiten en aquesta memodria.
L'integrand de l'expressié (3.2) s'escriu com una combinacié de sinus
de miltiples de 6.,tenint en compte la relacié:
2 cos(kegy)sin(ke,) = sin((k+1)ey) - sin((k-1)g)) (k>1)

i que donem en forma explicita:



(1

%

)

(2),_.
0 281ino

. (2),_.
s1n(290) a, (81n(390)—sineo) + o 0 .

1
5 |

o
3

2 M 3
0 To

(3)

3)(sin(490)—sin(290)) + oy

sin(Zeo)

+

o
4

a +

To

4)(sin(590)—sin(390)) " aéa)(sin(Seo)—sineo) +a

(4)
0

2sine

+

2

r5
0

(2)_ (2) , (4)_(4) , (6)_ (6)
ay -a, ey -0, aq =0,

= [

r3 ! ro ! r7
0 0 0

(1) (3), (3)  _(5)_(5)

+(

+(

% ¢ -3 % 3
+ +

% 2 4 2 4
+

rz r4 r6 + ees ) sin(zeo) +
0 0 0

(2)  _(4)_(4) _(6)_(6)

.3 + .5 7
0 0 0

D'on:

5g(2)__(2) 2q(4)_,(4)

C
w) (v=0,0_)=—7[( 3 "3 5 5
r r

ey ) o(3)_,(3) )

1 2 1 73 2
- 32 A S4 + e
r r

+(

(2) (4) (4)
% 5(3) %4 Oy 5(3)
3 °3 * 5 s *-
r r

+ (

n

® gin(me,.)
fent S(m)ij. - o dr (np»2, m»1) .

0 (1+72)"
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+ ees ) sin(seo) + e

[0 ]
0 2 S(1) R 0 2 S(1) ...

<)

]

+
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3.4. Expressions dels 5™ en funci6 dels I, J , M . i N . (kpl).
G e R T4 +2

43 N

Els S(m) sén funcions de o_ 1 de §. En aquesta seccié s'obtindran de-

n
senvolupaments de Fourier dels Sﬁm) com a funcions de 8 _; els coeficients

de Fourier s'expressaran com combinacions lineals de les expressions inte

grals I Jk’ Mk+2 i Nk+2 que es definiran més endavant.

k’
Tenim:
sin(meo) = sin(me_)cos(mg) + cos(me_)sin(mg) ,

3 3
cos(2marctgr)dos(m6(r+%r)) + sin(2marctgz)sin(m6(r+%;)) ,

cos(mg)

sin(mg) = sin(Zmarctgr)cos(ms(r+§;)) - cos(2marctgr)sin(m5(1+%r)) .

Ara bé:
cos(2marctg1)=cos(2marccos(1+12) 4)=T2m((1+12) 4)=Tm((l+12) ) ’

sin(2marctgr)=sin(2marccos(1+12) 4)=U ((1+12) 4)sin(arccos(l+r )
2m=-1
S )

.
H

1 ) -
=t(l+12)~4U2m_1((1+12) 4)=1Um((l+t

fent s dels polinomis de Txebixef de 22 i 12 espécie, T2m i UZm—l’ que
degut a la seva paritat, poden posar-se en la forma:
-, 2
T (x7) = TZm(x) , Um(x ) = xUZm_l(x) ,
amb polinomis Tm i ﬁm adequats de grau m.
El segiient lema déna propietats d'interé&s en aquesta memdria dels coe

s . . =(m) . =(m)

ficients d'aquests polinomis. Notarem per tj i uJ

dels polinomis Tm i ﬁm’ respectivament.

LEMA,
m m m
a) :E E;m)=1 ' Ggm)=2m : b) :E j'Eém)=2m2 ;
J'=O =0 j:l

2)%_

els coeficients en x

J



c) tm

-(m)=22m—l ,

-m2

u(m)=22m--1 . 4) E(m)= 2m-2
m m-1

Demostracib.

-m2 Y

~-(m)_ __2m-3
Un-1=

Les propietats a),c) i d) es dedueixen de propietats andlogues dels

coeficients

£

(N)

v

sén evidents a l'observar les recurréncies que acompleixen:

a) surt de T (1)=1 1 U (1)=N+1 ; c) de t

(M)_,

(N)_N,

i uy =2

i u§M) dels polinomis TN i UM per a M=2m i N=2m-1, que

d) surt

de ‘resoldre l'equacid en diferéncies finites que acompleixen els coefi-

cients del tipus tM

(M+1

Y|

obtenint t(

M--2

‘trem b):

)

M)

=2t

==M2 i analogament uy

i uN :
M-2 N-2 °

(M)_, (M-1)_, (M)__M-2
B2t P2 o

M-3 (N)

2m

(y 1)= (x—l)-E— m+lim
x+1

sin(2marccosx)

amb téz)=

(3)

-11 73

-3

_2m2.

1
(lf--xz)/2

A

-—(N+1)2 . Finalment, demos-

"Usant ara les expressions del comengament d'aquesta seccid podem donar

les segients expressions per als S

Ik(s) =
o

Jk(G) =

(* w

0

" o

0

(m)

+ G [M .])Sin(me_) + (ﬁm[Nn+

] es defineixen de forma anadloga; on

3
c08(6(1+%))(1+12)’13r ’ Mk(c) =J’

3
sin's(1+§;))(1+12)‘5h, N, (8)
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m)In+j(m5) » [Mn+.] = ZO

0

f

0

—(m)
+J

3 2
t8in(6(143-)) (141°)

3 2
008(6(T+€%))(1+1.)

(mg) , Um[Nn

- T [J,, Deos(me_) ,

W31
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-de .



3.5. Desenvolupament asimptdtic dels Ik’ Jk! +2 iN ka2 (k>1), quan §+=,

Aquestes funcions de 8 estan relacionades entre si per les férmules

d'analogia i reduccié segilents, que poden obtenir-se usant integracié

per parts:

§2
8 1
Mer2 = 3(Re1) k Zk+1)(k+35 e * (1= 50037 Ties
2
1 5 5
Nev2 = 3TkeDy - 69%) Ipia® a0 03y Yk * 2(k+3))Jk+3 A (ke1) (Ke3)

Les férmules d'analogia permeten de conéixer les funcions Mk+2 i

a partir de I i Jk; seguidament s'obtindran desenvolupaments asimp~

Nk+2 k
totics de Ik i Jk quan &=, Els desenvolupaments asimptdotics de Mk+2:‘1Nk+2
podran obtenir-se a partir de les férmules d'analogia.

Les férmules de reduccié (o recurréncia) serviran més endavant per a
obtenir els termes asimptdtics dominants de tots els %{ coneixent-los
per a valors petits de k. A continuacié, es calculen aquests termes domi~
nants dels Ik iJ

kc

Desenvoldpaments asimptdtics de I, i J (k>1).

N
-

® . 3
En notacib complexa: Ik+iJkiJ~ h(t)dx amb h(1)=e16(1+T /3)(1+12)~k.
0

Considerem els recintes T'(R,e) del pla complex amb ¢>0 i R>0, donats

en la figura 3.1.



r'(R,e€)

0] A(R=R
Figura 3.1

L'aplicacid del teorema dels residus a la integral de la funcié h

en aquests recintes permetra de trobar aquests desenvolupaments.
El desenvolupament de Ik es troba a [21] . Degut a que 1l'obtencid
del desenvolupament de Jk hi estd molt lligada i a fi i efecte de tenir

una millor unitat d'exposicid, el reproduirem també aci.

Aplicacidé del teorema dels residus a la integral de h en els recintes

r(R,e).

La funcidé h és holomorfa en la regié interior a I'(R,e ), d'on:

A(R) B(R) C(e) D(e) 0
h{ tv)dr = ( + + + + Yh(t)dt = 0 .
I(R,e) 0 ‘A(R) B(R) C(e) D(e)

Vegi's que volem calcular:

A(R) w
lim h{s)dr = h(t)dr = Ik.+ iJ. .
k
R+e 0 0

Per aixd, haurem de fer la suma de:

B(R) B(R) C(e)
== lim h(t)dx , Kz(c)=lim h(r)dr , K3(5)=v h(t)dr i
R+o J A(R) R+w o/ C(¢) : D(e)

D(e)
K4(e)= o h(t)drt.

1
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Calcul de Kl;

L'arc de circumferéncia entre A(R) i B(R) es parametritza per l'angle
o: 1=Re1°, ¢€[0,e(R)], on ¢(R) és 1l'argument de B(R), que tendeix a
#/6 quan R+«, Llavors:
id 3 2 i2¢ .~k
h(Re )-exp(15(Rcos@+R cos(3¢)/3))exp(-is(Rsin®+R"sin(30)/3))(1+R"e ")
i lh(Relo)i< exp(-8 (Rsind+R sin(3¢)/3))R- tendeix a 0 quan R+=., D'on:

Kl=00

Calcul de K3¢

L'arc de circumfer&ncia entre D(e) i C(e) es parametritza per l'angle
o 1—i=ee1°, ¢e[-7/2,¢(e)] ,» on ¢(e) és 1l'argument de C(e), que acompleix
l'equacid e=6sin(¢(¢€) )/(1-481n2(¢(e)) i és, per tant, una funcidé impa-

rella ; a més, ¢(e)=¢/6 +O(53) , quan ¢+0.

* E1 desenvolupament en série de Laurent de h(t) s'analitza ara.

Tenim i(r+r3/3) = ~2/3 - (1-1)2‘-+ i(1~i)3/3 i

(14797 = (r-1)¥(2141-1)% ; d'on: k(1) = > b (-1)3 . Es a air ,
J>-K

t=1 és un pol d'ordre k de la funcié h. Ara bé&, com que dr=i(t-i)d¢ ,

C(e) C(e) o(e) . .
“ h(t)dr=i D, b-f (t-1)3t ar=i 2 b.‘s. e‘]+1el(j+l)¢d¢ N

Jo(s) i>-k 3J D(e) >k ) -n/2 =
=ib 1(-521-!-1»4)(5)) + Z +J1 (ei(j'i'l)Q(e) "1(J"'1)"/2) J+1 - Z a.ej ,
- jook 3 j>-ke1 ?
J;é 1
b. r
amb a0-§1b + Z J+l C—j-l(‘j)’ essent cr(j) el coeficient de € en
Sk .

exp(1(3+1)¢(€)) , que és real o imaginari segons que r sigui parell o im-
parell. Del cdlcul que seguira se'n pot deduir que els coeficients bj
(-kgjg-1) s6n tambe reals o imaginaris segons que j sigui parell o imparell.
-N
=3X i = VN.
Per tant, l-'{e(ao)..lzb_1 i Im(ao) o(s ), VN
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Calcul de Re(a,).

El desenvolupament de Laurent prop de t=1i de la funcié h, per a dife-
rents valors de k, déna els valors dels Rdao)corresponents. En oaxxet,Re@b)=

= %iRes(h(t);r:i) i aquest residu és el coeficient de (t-i)_lgen aquest

desenvolupament:
.13
h(r):exp(is(§i+i(r-i)2+£1§§l—))(21+r-i)‘k(r-i)’k=

23 ,
=exp(-§6)exp(6(-(t-i)2+i£1%§l—»(21)uk(1+%%£)“k(1-i)‘k~

.13
(‘gl) 5 *(’21) §24...) (1-1)7%. o

=exp(_§s)(21)'k(1~(r-i)26+i

‘(1 ;;(T_i)Tk(k+1;(T 1)2 k(k+l)(§+2)(T 1)3,} k(k+1)(k+2)(k+3),t -1)%%. .0

2(21i) 6(2i) 24(21)"
k=l  h(t)=exp(-26/3)(21) " (1+...) (r-1)"1
k=2 h(t)=exp(-26/3)(21) 2 (suumBe(t=i)s.0 ) (1-1) 2,
k=3 h(t)=exp(-26/3)(21)™> (...+@———~—-—6)(r-1) 2 (r-1)73

2(21)
k=4 h(r):exp(-26/3)(21)-4(...+@4;§;§§+4£%6+ %5)(T—i)3+...)(‘l'-i)4
6(2i)7 °
2

k=5 h(r):exp(-26/3)(21)_5(...+(5'6.7.8’ 5:68 S5 6 )(T-l)4+...)(1—1)

24(21)4 2(2i )2 6 "z

S'obtenen doncs els segiients valors per a Re(ao) (k=145).

k Re(ao)

1 Zexp(-26/3)

2 gexp(—26/3)

3 Teexp(-26/3) (8+3)

4 T5exp(-26/3) (342)

5 exp(- 26/3)(—+%-5-2§-+::35) :
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€alcul de Kli

l-¢
Fent =it per a t€[0,1-c], tenim K4(E)=ij exp(6(-t+t3/3))(1-t2)°kdt,
0 PR
que és imaginari pur.
Sigui g(t):(l—tg)-k R u(t)=t-t3/3 és decreixent a [0,1-e¢} , fem B=1l-c.

Calculem K4(€) fent (s del parametre u:

2 -k
_glt(w)  _(-tfun™ 2 -(kel)

k(u)==- = implica
u (t(U)) 1_t2(u)

u(s)
K,(e) = 1j (1-t2(u)) (KD g8ug, |

0
Usant la férmula d'inversid de lagrange ([37]) en u=t—t3/3 , tenim:

2n+l 3 5 7
t(u) = }E dmum = _lﬁﬂllﬂij;__ = (u + %;.+ %r + £§-+ cae) §
mp0 n30 (2n+1)!3 n!
com que:
K(t) = (l—tz)—(k+l)= ZC tn = Z (-(k+l)>(_1)nt2n -
n n
n»0 n20

(k+l)(k+2)t4 .

1+ (kel)t2 + . cee

() = Yo (Fau)®= Fyu i
np0 mp0 rp0

u(s) r
K4(e) =1 :E Y. exp(-6u)u du .

r20 0

Segons el métode de Laplace ( [ 14 ] ), cada integral pot estendre's
a la integral a [0,=) a l'hora de calcular el seu desenvolupament asimp-

totic, quan §+=,
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S'obté doncs el segiient desenvolupament asimptbfic de K4:

i * r : ri ]
K, ~ 122 Yo exp(~su)u du « i }E Yo =T
fent explicits els primers termes tenim:
., =1 -3 -5
Ky ~i(s 7 + 2(ke1)s ~ + 4(k+1)(3k+10)6 ~ + ... ) (3.3)
Calcul de Kz; »

El tros de recinte que va de C(¢) a B(R) segons la corba Re(r+13/3)=0
és un arc de la hipérbola: 3+€2—3n2=0 si t=f+in , que parametritzarem
primerament segons £ . Ara bé, la funcié u(1)=-2/3-ibr+13/3) sobre la

3 2, 2
hipérbola s'escriu com: u(5)=(1(5)-1)z-iiligl:11—=(1+%r)4(§+§§—)-§ ; no-

ti's que u és una funcid creixent i positiva en 1l'arc d'hipérbola conside-
rat. Aquest sera el nou parametre de la hipérbola amb el que estudiarem la

integral K_.El dit parametre es mou en l'interval d'extrems u(ccos(¢(€ ))=

2

v(sz) (ja que ¢(ec) és una funcibé imparella de ¢ i u, funcid parella de ¢)
i infinit (perqué 1lim u(B(R))== , ja que lim E(B(R))== ).
R+ R4+
Per parametritzar la funcié h segons u, cal fer-ho préviament amb 1-i;

ho farem usant de nou el teorema d'inversié de Lagrange:

in—lr(_32£.‘.]_) %n % ‘ ¥
i =Y ———— wH" 2wt Y o (P
n31 n'3 F(E) p0 P

-3 1 1 1
d'on: drt=u 4:5 B (iu 4)pdu ) 1+12=(t-i)(2i+r-i)=2iu4:£ s (iu'é)p i
P
p»0 p20

(14127 - H KT s (WhHPH) K= T e (ah?
p>0 P -k J ’

amb els coeficients reals “p’ Bp’ pri ‘p adequats.
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K2 stexpressa llavors en la forma:

Kz(e) =S‘ 5 exp(-26/3)exp(~-6u)i Z xj(iuyz)jdu =
vie) j>~k-1

= j o exp(-28/3)exp(-su) > Apjuj/z +
v(e™) i>-k-1
j#2

o0 ./2

i exp(=-24/3)exp(~6u) Z u’ .

' ﬂf b(e?) 5519
J=2

2

Fent gr(e) =S exp(-&u)urdu y la férmula de reduccié:
vie™)

= = (w2 o (su(e?))) -

- 8_pg-1 2q-1 € og+1
2 2

ens assegura que la part real del desenvolupament en poténcies de € de K2
només conté poténcies imparelles. Noti's que 1'expressid entre paréntesis

de la férmula de reduccié es funcié imparella de €, ja que w(ez)=z csszs.

21

Im(Kz(e)) és també o(c—N) » YN i no donarad contribucions d'importan

cia en els desenvolupaments tractats aci.

Conclusions.

Observem que Ik+iJk ve donat per una integral no singular i, per tant,
els termes singulars de K2(z), Ks(e) i Ka(e) s'han de cancel.lar. Conside
rem ara el limit quan e+0: Com que Re(KS(e)) té només poténcies imparelles
en el seu desenvolupament, el terme independent de Re(Ks(g)) ha de coinci
dir amb Ik; és a dir,Ik=Re(aO)(per a aquest valor de k), ja que els a, sén
reals. Jk tindrd asimptdticament el desenvolupament de Im(K4) en (3.3) ,
ja que la contribucié de K, és o(G-N). VN 1 la de K, també.

- 99 -



D'on, usant les férmules d'analogia i reduccié, les expressions de Re(ao)

(k=1+4) i el desenvolupament de K,:

4

PROPOSICIO

I~ ﬂexp(-25/3)6[(k—l)/2]i ,

k K

-~ 1 ~ 1 ~ 1 ~ 5 ~ 1 ~
amb  I,=7 » I=g » 13776 » 14796 * 12j4373(25)(25+2) f2j-1 *
(3.4)

i, = L Y ¢ I T (521) ;
2j+4 4(2j+1)(2j+3)72j 2(2j+3) " 72j+3 '

Jk«.s’l + 2(k+1)5_3 + 4(k+1)(3k+10)5'5 ;

)

Mev2 © 2(k+l)Ik ;

-2 -4
thZ = 2(k ") (1- sJ ) v =8 ° = 2(3k+10)8 .
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3.6. Desenvolupament de Fourier de w,_en PSIL

(m)
(m)

tenim el seglient desenvolupament asimptdtic dels Sn amb n+m parell:

De la proposicid anterior i l'expressié dels S en la seccib 3.4 ,

s(m) "sém)(ms)(n+m-2)/2

0 exp(-2mé/3)sin(me_) -
L < ) & <(m) 3
3 Moo S G ™ )72 Y ™ 2(54n41) (m8)"3)cos(me )
j=0 J j=0 j=0 9 =

-(m) —(m)
m)_E(m)“ g{m3 Um-1 3

(
amb Sn “m n+m tm-l n+m-1 Zn+m—1) n+m—2 Zn+m—2 n+m=-3 °

Usant ara el lema de la seccid 3.4 tenim:

PROPOSICIO
Si n+m és parell:

)(n+m-2)/2

s(m) "o @ s;m)(ms

N exp(-26/3)sin(me_) -

-(ms)-1(1+25-1+45—2+2(n+1)(ms)_z)cos(me_) ,

2m-2 2m-4
(m)_,2m-1a 2m=2= 2 a 2 2
amb sn =2 In+m-m2 In+m-1+n+m-1 In+m—2-mE:E:§In+m-3(1-6ml) » onels

1 acompleixen la recurréncia (3.4).

k
(m) _, : =(1)

Nota: L'Gltim sumand de 8 s'omet en el cas m=1, ja que uo =0.

Farem ara Us de l'expressié de w1(1=0.e_) en la seccié 3.3 i trobarem
els termes dominants dels desgnvolupaments asimptdtics, quan C-+e , dels

coeficients de Fourier de wy (x=0, @_) que surten de manera natural a par-

(m)

tir dels desenvolupaments de S de la proposicié anterior.

AL G
K% &!&_

Fent w (1=0,6_) = Cy+ 3 C cos(ne_) +

n»l n2

!

C/(28)=1/r_, tenim:




1 -2 -2
+48 +46 )ul, Cn’h r“+1

1 - -1 -2 -
C0=0, Cl ~ ;Z(1+26 (1426 “+48 “+2(n+1})(né) %an,

N

D1 a -nsl

Vsl

n
8
exp(—26/3)a1, DnN LN rn+1 exp(-2n5/3)an (n>1)

2a(2)_4(2) 5 (4)_ (4)

0 2 0 2 .
2r_
cl(n—l) a(n+1) (n+1) (n+3)_ {(n+3)
o =( n-1 + n-1 n+l + n-1 n+l +oual) (n>1) i
n an 2 4
2nr 2nr

(1)-23 I +lf‘~3-

8, =8 a~13*31773

1773~

on-2 _ ,2n-1 .

n
( 2n-1*"2n-1 ‘2n-2"" 3n-3 2n-3) (n>1). (3.5)

2n-li —n22n_2f 2

2 2n

S =n
n

Escrivint només els primers termes dominants, ara en funcié de C:

- . - 1 -
C4=0, C,~ 3.2%8 | c, (-1)™* i%ga%%?l dm+3p=(2n+2) (o,

n =2 3 n (2n-1)!! _8-n_n-2 3
D; ~ C “exp(-~C /24),,DA»(—1) S a1 27 C" "exp(-nC™/24) (n21).

N

Els coeficients C; i D; (n»1) de w, en Pgl, degut a la simetria, acom
pliran: C_=C_i D =-D_ . D'on:
n 'n n _n
TEOREMA.,

w en Pgl s'expressa asimptdticament quan mA0 i Cew per:

3n+3
6005(29_)+:E (_1)n+1(2n—l)!! 2

cos(nd )
133 (2n) 1! Czn+2 -

w = g +m| 3.280-8005Q-_3.260-

n-2 3
—2 3 2n-1)11 ¢""° _nC™/24__ |
T3¢ “exp(-C /24)sine_gn£§;(71)"sn((gn)3! = e7C 2 5intng )1

C(1+0(1)) + O(m2) 3

amb 8, (n>1) donats en (3.5).
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3.7. Desenvolupament de Fourier de q,.en Pgl;

L'expressié (3.1) en 1=0 permet de relacionar q, i w, en Pg :

ql(x=0,9_) = %((l—g—g-)wl(hO,e_) + %( amv)o(uo,_e*)) .

Coneixem els termes dominants dels desenvolupaments asimptdtics dels
coeficients de Fourier de w1(1=0,e_); desenvolupant (amv)o(t=0,0_) arri-

barem a conéixer aquests termes dominants per a q1(1=0,9_). Escrivim:

ql(t=0,9+) = Ay + :E Akcos(ke+) + }E Bksin(kjL) .

k>1 k>1
1 1 % coso_
Tenim que: E(amv)o(t=0,e+)= = (8 "+ = - 1) amb
» 2cose_ 1
A_ = 1 + r + 2 .
- r

Tornant a usar els desenvolupaments en polinomis de Gegenbauer com en

la seccid 3.3., es té:

(%)
%(amV)o(wO.e_) =2 C, (-cose_) nl+1 i
n»2 r_
C(Z)(-cose ) = :E sén)cos(ke_) H
n ~  k=n(-2)0 _

en l'apéndix es troben propietats i alguns valors d'interés dels coefi-

(n)

cients Bk .

Fent %(amv)o('::O,o_) = Z engos(ne_) , tenim:

_ nz0
BC()Z) B((“U 8](_3) ﬁ‘is)'
80 = 3 + = = 4 s » Bl = 4‘7"' 3 * eeoe N



B(n) B(n+2)
n n
Bn = n+1 + ‘rn+3 + ees (n>1) .

Utilitzant l'apéndix, tenim que B, =%, (n>0) i, a més:
(2)

B
C cC *0 -5

ho =2~ 33 = %C .

A, = (e (1-25’I)+ ) = (1446724006 Yo 4. ) v S 2 (332
152" 8,7 =3 ' ®1%F 2° o i3 ¢
- 4r_ r_ C

C -1 C -2 -3
An = Z(Cn(1—25 )+el) = 4rn+1((1+2(n+1)(n6) +0(s ))an+8n) A
N 3n+11
C -2 _(n) n+l n+l (2n-1)1! 2
- 3 - > .
v 4rn+1 2(n+1)(ns) 8n (-1) n? (2n) 1! C2n+7 (n>1) ;
C

Bn = ZDn (n>1) .

D'on; usant les simetries de P81:

TEOREMA.

q en pfl s'expressa asimptdticament, quan mv0O i C»w per:

ac"t4m[3207%+3-2" ¢ 3c0s0_-9.2'2c M cos (20 ) +

3n+10
n+l n+l (2n-1)11! 2 -
+ 2, (-1) 7 “(em) i1 ane7 cos(ne ) ¥
n33 n c
¥ % C—lexp(—03/24)sinq_ (3.6)

I+

“12; (-l)mlsn i%gg%%%l (g)n"lexp(—n03/24)sin(ng_)](1+Q(ID+ .
n>. '

+ 0(m2) :

amb s (n>1) donats en (3.5).
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COROL.LARI
Els conjunts Pfl 86n difeomorfs ..a cercles que es tallen només en els

punts amb e_:O,n, amb un angle

m % C’lexp(—Ca/Zd)(1+o(l)) + O(mz)’.

quan m0 i C+w,

COROL.LARI

El problema restringit de 3 cossos, pla i circular no és integrable.

COROL.LARI
El minim valor de q en Pgl s'obté tan a prop com es vulgui dels punts
de tall i val
-1 2
4C7" .+ m(A+A,(140(1)) + O(m")

quan mv0 i C+w,

Els dos primers corol.laris es troben a [ 21 ], veieu les seccions 5 i
6 d'aquest article. El corol.lari 3.3 es deu a que A2 és el coeficient de

Fourier dominant (exceptuant AO) i és negatiu.

A pesar del corol.lari 3.2, el corol.lari 3.1 permet de parlar de qua

si-integrabilitat en el segiient sentit: si el sistema fos integrable; lla

“vors, P =P_ i, per tant, P2=Pgl

és extremadament petit quan C és gran i m, petit i la separacié maxima en

. Ara bé, l'angle de tall entre aquests

tre ambdues corbes tancades val asimptdticament el mateix que aquell angle.
Es a dir, encara que matematicament P+ i P_ no coincideixen, fisicament,

es confonen quan mv0 i C suficientment gran. El sistema semblaria integra
Ele sempre que la separacid madxima D entre ambdues corbes no fos observa-

10

ble fisicament. Si D=10 ~ i m=0.1, ho semblaria per a C>8.2, usant tan

sols el primer terme en l'expressié de l'angle.
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4. UN MODEL PER A UN ESTUDI QUANTITATIU.

4.1. Estudi quanti.atiu de P0 i ng(n>l).
Donarem un model de l'aplicacié T per a punts de D_ tan a prop com cal

gui de P? amb el que farem un estudi quantitatiu dels conjunts d'escapa-

1
ment ‘i captura, en aquella regib.

La técnica per a obtenir-lo es basa en el coneixement de l'aplicacié
T en el cas m=0, prop de PO.

Fent q=4/C - p, amb p suficientment petit, i usant 1l'expressié (2.1)
que defineix a(q), tenim: a(p) = é%,+ O(Cz) ; per tant, l'aplicacidé T
s'expressa en variables (6,p) per:

(8,0) —  (os2n(ge +0())¥2 ).

Parametritzem els punts de retorn en coordenades (ei’pi) tals que, si

8, és l'angle de posicié d'un punt, llavors Py és la diferéncia entre el
0

+1 i el del punt en qiiestié.

valor de q corresponent a 6, en P
El nostre model consisteix en aproximar la imatge (6,,p,) d'un cert
punt (e_,p_) per

(0,0,) = (o_s2n(Ss )3/2 ).

Usant (3.6), veiem que el terme dominant en la diferéncia entre p_ i
p, » Per a un cert angle @_ és:

p_ = o, 4Cexp(-C /24)31ne = esine_ .

Es a dir, si referenciem també el punt imatge respecte a P?l i fem
p=et, tindrem que la imatge de (6,t) sera: |
(e+21(B/£)% 2, tesin(er2n(B/t)¥/?))
amb B=Jz .

8¢
Notem que no estd definida la imatge per a valors de tX0.



Recordant (2.2), tenim que els conjunts R?n (n21) estan representats

per les segiients parametritzacions, en aquest model:

0 .
P, = {(91, t1=31n61), ele[O,Zn)} ,

0 3/2 . 0

P = {(en-en_l+2n(B/tn_l) ,tn—tn_1+31n9n), (en-l'tn—l)epn—l’tn_f0}°

0

Notem que aquest model potser no serd bo lluny de P—l’ ja que tn en P+

podria fer-se massa gran i aixd estaria en contradiccidé amb l'existéncia
de corbes invariants. En canvi, pot ésser un bon model per a l'estudi quan
titatiu de les amplades de les successives cintes que formen els conjunts

, . . 0 .
d'escapament i captura, tan a prop com calgui de R+1 i que farem a conti-
nuacid.

QWD_, arcs T

Considerem, en Pl

0 i r“ , .qQue tendeixen als punts amb

6 =0,m7 que formen P%ngl, suficientment petits de forma que sigui aplica
ble el model en qiliestié de 1l'aplicacié T per als punts d'aquests arcs. Els
dits punts es parametritzaran per l'angle 91, amb el que mesurarem ampla

des d'intervals C-j;k K (j»2), Kyyeersk €2 , d'interseccid de les

gr e iky k)

successives cintes que formen els conjunts de captura amb ro i r".

Tro i TI‘Tr espiralen cap a PS , delimitant la part final de la cinta Sg

que talla transversalment P? infinites vegades.

1

Siguin C =[el(k2),31(k2)} , els intervals de tall de la cinta S?

-2;k2 2

amb PO en r. i r" » que indicarem amb k

1 >0 i k2€O, respectivament, i

0 2

que tenen per imatge la frontera de la component connexa |k2| de la cinta

S0 exterior a D k2 es defineix d'acord amb el que segueix.

2 -1}
Els extrems de C—2'k acompleixen l'equacié:
* 2 .
. . 3/2
t, = sinp, + 81n(el + 2n(B/sin91) ) =0,
-1,.0 0

Jja que son de T (PdWP_l) i els considerem de forma que:
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8. (k,)
172 B 3/2 B 3/2 1 .
+ (— ) =lk,| , {(——————) ﬂkd—-, kZOJ.k<O.
i 2 2
n 81nel(k2) 2 51n61(k2) :
D'on, asimptoticament quant k2+:tw, les amplades de C 2.k seran:
-y
2
A8 (k)=l6(k)-3(k)l""‘—§—"‘
1'72 1'72° 12 i 5/3
3k, |
i estaran situades aproximadament en:
. (k) ~ B (k,>0) i 8, (k,) VT~ ———E——— (k<0) .
1'727 - 3/2 2 1'72 3/2 2
|k, | Ik, |
2 2
Els intervals C corresponen a les antiimatges per T, prop de
-3;k2,k3
C (en T. i T ) de les fronteres de les components connexes |k.| de
—2;k2 0 1 3
3?2 en D—l' Observem que existiran 2 intervals per a cada component con-

nexa,situats a una banda i altra de C 5.k ,1 que podem notar amb k3>0 i
=<y
2

k3<0, corresponents als talls, prop dels punts Pgnpgl amb ti:O,", respec~

tivament,de Tr. i TI‘Tr amb la component connexa esmentada.

0]

, cal només observar que
2’73
i rﬂ, prop de C

5/3

Per trobar 1l'amplada aproximada de C 3:k. .k
v ’

la imatge per T d'un petit arc en T quede amplifica

0 —2;k2f

/B i l'amplada de la component
. 0 ] . B
|k3| de la cinta S_, en D_; és aproximadament Ael(k3) t;T;—ngg .
3

da aproximadament per un factor 3n|k2|

+ ' .
37 1'amplada de<c-3;k2.k3 ég:

B
3| k3|

D'on,asimptdticament quan k2,k

B
3nlk2|

Ael(ka’k3) nvow(

Aquest procediment pot estendre's per trobar l'amplada de C sk
“J DIty

definit de forma andloga, obtenint:
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PROPOSICIO.

i L ] I3 —+—° ' I3
Asimptdticament, quan kz, k3, ’ kJ* , l'amplada de CJ;k2'°'°’kj

B

—=73)

. B
es Ael(kz,ooo,kj) ~ "(—57'5)101( -
k2| 3w|kj|

37

Czexp(03/24)

amb B = S

y essent C suficientment gran i m"0; suposant la va

lidesa del model d'aquesta seccié.

Nota. Per mesurar radialment el gruix de les cintes caldra multipiicar

essencialment per € els gruixos trobats.
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4.2, Analisi del model. Reduccid a l'aplicacid standard i simulacié.

El model emprat per l'aplicacié de Poincaré:

(g,t) — '(6=9+2n(B/t)3/2, t'=t+sing') (4.1)
no és,certament, una bona aproximacidé quantitativa del sistema real. En
efecte, si bé la component t té poc error relatiu, la variacié de 8 té
errors relativament petits perd que sén, en valor absolut, molt grans; de
tota manera, l'error que es té afecta essencialment €1 comportament d'un
punt determinat sota iteracid, perd no la dinamica global, en el sentit
d'existéncia de corbes invariants, zones estocastiques, etc. |

Es per aixd que és valubés obtenir informacid sobre el comportament
del model per tal d'extreure'n conseqiiéncies.

3/2e

Considerem B gran i prenem t, tal que (B/to) N. Introduint t=t-t

O!

amb lo qual:

(g,t) — (o'= ~3ﬂ33/2t55/25+-%?1133/2t67/252+..., t'=t+sing')
i, suposantque 33/2t55/2=0(1), ltaplicacié pot aproximar-se per

(erz) i (e'=e+g€, §'=€+Sine') , on g=-31733/2t;5/2 .

Recordem, d'altra banda, l'anomenada aplicacid standard (vegi's, per
exemple, [10]), donada per I'=I+Ksiné, 6'=6+I' . Es conegut que existeix
un valor critic lKl:Kcr per sota del qual hi ha corbes invariants, mentre
que si lKI'.\Kcr des pareixen. Per simulacié numérica ([10]) hom té que
Kcr ~0.989. Una combinacié de m&todes numérics i analftics ([16] ) mostra
que Kcr'»0.972 . Fites analitiques de Kcr degudes a treballs de Mather,

Aubry, etc. donen K <1.3 (vegi's les referéncies pertinents a [18] ).



Ara fem x=¢ , y=gt i tenim x'=x+y , y'=y+Ksinx , on K=g. Si

2/533/5

usem el valor critic |K|=0.98 , tindrem t0=(3ﬁ/0.98) com a 1i

mit inferior de la zona on podem esperar -l'existéncia de corbes invariants.

Per exemple, per B=102, 103 i 104 es té tom39.7, 157.5 i 625, respecti
3/2

vament, recordant que cal (B/to) €N.

Les figures 4.1, 4.2, 4.3, 4.4, 4.5, 4.6 i 4.7 mostren diverses simu
lacions. La taula 4.1 dbéna les dades de cada figura i la taula 4.2 els
punts usats en la simulacié de (4.1), el nombre d'iterats N a partit de
cada punt inicial i el resultat observat. En abscisses apareix sempre ¢€[0,2w]
i,en ordenades t entre t ., i t . En la taula 4.2 el valor inicial de ¢

min max
s'ha prés sempre igual a 3, excepte si es diu expressament una altra cosa.

Figura B t . t S'observa una bona concordancia
min max

amb la prediccié,aproximant per

4.1 100 0 50

4.2 1000 0 500 l'aplicacié6 standard, en certa zona

4.3 1000 140 180 de valors de t. Notem que, com més

4.4 10000 © 1000 gran sigui B, més gran és la zona

4.5 10000 500 800

4.6 10000 600 650 estocastica entre t=0 i t=t0(Kcr,B).

4,7 10000 620 630 Per tant, encara que es produeixi
Taula 4.1 escapament, aquest requereix un nom

bre molt .elevat d'iteracions. Es per

aquest motiu pel que ens hem limitat als valors de B esmentats. Per exem-

ple, per a B=106 € té t0~9850. Una exploracié grollera ha detectat una

corba invariant per 6 .=3 i to=10490. Partint de eo=3, t.=1000, clarament

0]

en la zona estocastica i relativament prop d'escapament, després de 50000

o

iterats es té que aquests cobreixen una banda entre t~900 i t~1300.
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Fig. to N Resultat
45 2000 corba invariant
42 2000 corba invariant
40 2000 zona estocastica gruixuda
4.1 *40 1000 1 illa
35 1000 zona estocastica que es junta amb l'anterior
30 1058 zona estocastica que es junta amb l'anterior
i després escapa.
175 2000 corba invariant
170 5000 16 illes
165 5000 zona estocastica
4.2 160 5000 zona estocastica molt petita
155 5000 zona estocastica petita
150 5000 zona estocastica
140 22338 zona estocastica gran que escapa
178 2000 corba invariant
172 10000 zona estocastica
*172 2000 1 illa |
170 5000 16 illes
168 5000 2 illes
167 5000 8 illes
*166 2000 8 illes
165 10000 zona estocdstica
i62 5000 corba invariant
4.3 161 1000 2 illes
160 10000 zona estocastica molt petita
159 5000 zona estocastica petita
158 5000 zona estocastica
155 10000 zona estocastica
150 10000 zona estocastica
149 5000 zona estocastica
148 1000 2 illes
145 20000 zona estocastica que es junta amb la de 149

i que baixa de 140 (possible escapament)
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Fig. to N Resultat
400 100000 zona estocastica entre 320 i 500
4.4 200 100000 zona estocastica que solapa amb l'anterior i
baixa fins a 70.
775 4000 corba invariant
750 4000 3 illes -
725 2000 corba invariant
700 2000 zona estocastica
675 5000 zona estocastica
650 2000 23 illes
4-3 625 5000 zona estocastica
600 10000 zona estocastica
575 2000 2 illes
562 10000 zona estocastica
550 2000 2 illes
525 10000 zona estocastica gruixuda
645 5000 zona estocastica
640 5000 18 illes
637.5 5000 zona estocastica petita
635 5000 2 illes
632.5 5000 zona estocastica
630 5000 zona estocastica molt peéita
627.5 5000 53 illes
4.6 625 5000 zona estocastica
622.5 5000 zona estocastica
620 5000 zona estocastica
617.5 . 5000 4 illes
615 5000 2x8 illes
613- 5000 zona estocastica
610 5000 zona estocastica
605 5000 zona estocastica
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Fig. to N Resultat
629.5 3000 8 illes
629 3000 zona estocastica
628 3000 2 illes
627 3000 zona estocastica
625 55000 zona estocastica gran
623.5 1000 zona estocastica petita
623.2 1000 zona estocastica

4.7 623 5000 zona estocastica molt petita™ corba invariant
622.8 1000 zona estocastica
622.6 2000 zona estocastica petita
622 5000 2 illes
621.5 1000 2 illes
621.2 2000 zona estocastica
621 5000 zona estocastica molt petita
620.5 2000 zona estocastica

*) 60=1 .
Taula 4.2
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4.3, Aplicacid astrondmica.

Anem a treure conseqii®ncies de l'estudi que hem fet. Usem el valor

2/553/5

to=(3n/0.98) com a limit de la zona de captura-escapament. Desfent

l'escalat, tenim po=5t0=(6n2/0.98)2/5C1/5m2/5e#p(~C3/60)/8 i, per tant,el

semieix sera aO=C/(890)=(0.98/6ﬂ2)2/504/5m-2/5

exp(03/60) .

Fem una aplicacié al cas del sistema solar aproximat per Sol-Jiapiter
(mwlo—s) i considerem el cos de massa menyspreable com un cometa. Desta-
quem que l'analisi feta fins ara no permet d'estudiar cometes que passin
prop del Sol. Estan confinats per la corba de velocitat zero exterior i,
per tant, la minima distancia al Sol és més gran que la distancia de JG-
piter al Sol. Per a fer l'estudi en el cas de cometes que s'apropen ﬁolt
al Sol, cal usar valors de C menors, les eines analitiques per a estudiar
la transversalitat de les varietats invariants de l'drbita periddica de
1'infinit semblen molt més complicades (en particular, cal tenir compte
en les possibles col.lisions).’D'altra banda, les eines geométriques sén

idéntiques. La taula 4.3 déna el valor de a, expressat en unitats adimen-

0

sionals i en unitats astrondmiques (semieix de Jipiter=5.2056 u.a.) i el

valor del periode corresponent.

s ey : - periode
El significat del perilode c a, ao(u.a.) (anys)
és el segiient: quan hom detec 4 27.065 140.806 1670.8
. , 4.5 46.737 243,154 3791.6
ta un cometa i es determinen
5 89.426 465.247 10035.2

els seus elements orbitals, es 5.5 192.337 1000.64 31653.3

pot calcular el periode, si la 6 471.51 2453.06 121496

seva drbita és el.liptica (ge- Taula 4.3

neralment d'elevada excentrici



tat). Pel que sabem, el fet que 1'drbita sigui localment el.liptica no vol
dir que no pugui escapar, degut a l'efecte del tercer cos, Jipiter (encara
que , com en el cas que estudiem, passi lluny d'ell). Llavors, el "periode"
no té cap significat donat que després de cert nombre de revolucions pot
escapar i que mentrestant els successius ''perfodes" poden tenir notables
variacions.

Per cloure aquest apartat cal fer esment de 3 qiliestions:

a) Les conclusions obtingudes ho han estat a partir del model. Cal-
dria verificar que,per a valors grans de t,l'aplicacié usada és encara una
bona aproximacid.

b) L'aplicacié s'ha obtingut usant el valor de ¢ obtingut tedricament.
Aquesta és una expressid asimptotica valida per a C gran. Com es mostra a
[21] , per a valors petits de T, 1l'angle real de tall és molt més gran que
el donat en l'estimacid asimptdtica, tal cosa fa que les estimacions del
"perfode sense sentit" sigui més drastiques i es redueixen,a la practica,
els valors donats en la taula 4.3.

¢) Per a cometes apropant-se al Sol cal suposar que, excepte en el cas
de certes resonancies, l'efecte de Jipiter sigui més fort i el valor del
"periode sense sentit" sigui més petit . (Noti's que l'efecte de la resta
dels planetes és relativament petit, excepte si hi ha passos prop de col.li
si6 1 que, fins i tot per a semieixos de 6000 u.a., l'efecte dels cossocs
de fora del sistema solar és menyspreable). Aixi, quan Arthur C. Clarke
en la seva obra "En el cometa" ( [11] ) parla d'un cometa de per{fode 2 mi- |
lions d'anys incorre en un greu error dinanimic, degut al seu desconeixe~

ment dels fendmens homoclinics.
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(n)

Apéndix. Coeficients a

i 8(" (120, k=n(-2)0).

1.
N\

"'

Definicions.
!¥ (coso)= Y alVeos(ke), ¢! P (coso)= T 8 (Mcos(ke) .
n Kk n K
k=n(-2)0 k=n(-2)0
Taules de valors.
k 0 1 2 3 4 k 0 1 2 3 4 5
n n
0 1 0 1
1 -3 1 -1
9 15 1 3
S S ) 2 3 3
45 35 3 5
’ 8 8 3 "8 8
, 25 105 35 s 2 5 >
64 16 64 64 16 64
5 _5 35 63
Taula de aén). 64 128 128
. ..Taula de B(n).
k
Propietats.
(2n) (2n) _ (2n+1)
Ol(n—l)
-l ) o gymel (en-1)
2n  ~  'n EI
(n+l+2r) _ (n+l+2r)
*n-1 n+l

- B(n+2+2r) )

2n

- n



Capftor I11,

ORBITES PARABOLIQUES DE
COL.LISIOENEL PROBLEMA
RESTRINGIT AMB m~0.




1. Introduccibd.

Les Orbites parabdliques del problema restringit sén aquelles que
arriben a l'infinit amb velocitat sidéria baricéntrica nul.la; fem aques-
fem aquesta precisidé degut a que es parlaran de diferents sistemes de
referéncia en aquest capitol.

Farem una analisi de l'existéncia d'drbites parabdliques de col.li-
sié amb el primari de massa l-m. Per al cas m=0, aquestes oOrbites existei
xen només quan la constant de Jacobi és nul.la i tenen per equaciéd:

1/3t2/3 /3

R(t)=(9/2) . e(t)=e, , pp(t)=(4/3)8"% , p -0 ;

O 1
usant coordenades polars sidéries (heliocéntriques o baricé@ntriques), com
es desprén de les férmules de la seccidé 1.2.3. (cas parabdlic i K=0),

fent l'origen de temps t.=0 a la col.lisié. En realitat, tractarem només

0
les Orbites d'ejeccid (sortida de la col.lisid), ﬁ>0; les drbites parabd-
liques d'entrada a col.lisid s'estudiarien de forma similar. Notem que to-
tes aquestes Orbites sén rectes que passen per l'origen, quan m=0.

L'estudi de la variacié de l'energia de la binadria formada per la par-
ticula i el primari de massa l-m sera l'eina que es fara servirper demos-
trar 1l'existéncia d'aquestes orbites en el problema restringit per a
m\0, en diferents casos, fent (s de la teoria de pertorbacions.

La fase final d'aquesta analisi ha hagut d'ésser numérica degut a les

greus dificultats analitiques que presentava.



2. Equacié de la variacié de l'energia de la binaria.

Les coordenades adequades per a comengar l'andlisi d'aquestes Orbites
sén les cartesianes heliocéntriques, que notem per X i Y.
La conservacié de l'energia sinddica s'expressa en variables heliocén
triques sinddiques per:
2 2 ‘
- - - - - = -
H(x,y,p,sp ) = %(p +py )= (x4m)p +yp ~(1-m)/r-m/r, = -C/2 ,

. 2 2 2, 2 2 2 . L.
essent C la constant de Jacobi , r =x +y i r2=(x+1) +y ; i, en heliocén-
triques sidéries, per:

%(pi+p$)—((X+mcost)pY-(Y+msint)px)—(1-m)/R-m/R2(t) = =C/2 ,
2 2,2 . 2 2 . 2 sz -
amb R7=X"+Y" i Rz(t)=(X+cost) +(Y+sint)® . Aquesta expressid s'obté a
partir de l'anterior, usant les relacions entre les coordenades i moments
d'ambdés sistemes de referéncia.
Fent servir les equacions del moviment en el sistema sideri:

X = px+msint , Y = pY-mcost H
la relacidé anterior s'escriu en funcibé de la velocitat sidéria (k,?)
com:

1 02 02 . . . . 2

%B(XT+Y" )= (XY-YX)~m(Xcost+Ysint)-%m —(l—m)/R—m/RZ(t) = =C/2 (2.1)

Es defineix l'energia de la binaria (particula-primari de massa 1-m):

h = %(X24Y%)=(1-m)/R .
Notem que,en la col.lisid, aquesta expressidé té sentit encara que amb
dés sumands esdevinguin singulars. Usant (2.1),tenim que:

h+C/2 = XY-YX + m(Xcost+Ysint) + Zmz + m/Rz(t) . (2.2)



L'observacié final de la seccié 1.3 assegura quexx?—Yi=O en la col.li

sié. D'on, h en la col.lisié val: h = ho =m + Zmz - Cc/2 .

Notarem ara les coordenades cartesianes en el sistema baricéntric si-

deri per Xb i Yb. Per a les orbites parabdliques en l'infinit, Xb=Yb=w ,
es té ib=§b=0 ; aixd és, X=Y=o i k:mSintA, .=—mcost. Per tant, l'ener-
gia h d'aquestes Orbites en 1'infinit valdra: h = h_ = %mz .

La variacidé total de l'energia de la binaria per a les Orbites parabd
liques de col.lisibé ha d'ésser: Ah = h_ - hO = C/2 - m.

D'altra banda, pot trobar-se una expressié per a la variacié de 1l'ener
gia de la binaria al llarg d'una drbita. Derivant (2.2) i usant les equa-
cions del moviment, tenim:

h = m(Xcost + Ysint - (Xi + YY + Xcost + Ysint)/RZ(t)) (2.3)

En efecte:

h = x?-yi+m(icost+§sint-(xSint-Ycost)+§E(1/32(t)) , (2.4)
X = —(l-m)X/R3 - m(X+cost)/Rg(t) + mcost ,
Y = —(l-m)Y/R3 - m(Y+sint)/RS(t) + msint ; d'on:

XY-YX = m((Xsint-Ycost)(1—1/Rg(t))) i
gz(l/Rz(t)) = -((xi+v§)+(icost+?sint)+(yCost-Xcost))/Rg(t) ,
que substituides en (2.4) donen (2.3).

Per tant,

PROPOSICIO
Les Orbites parabdliques de col.lisié del problema restringit acom-

pleixen 1'equacié:

h(X(t),Y(t))dt = C/2 - m (2.5)
0

amb h donada per (2.3), essent (X(t),Y(t)) l'expressié de 1'drbita en

coordenades heliocéntriques sidéries.
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Si m es suficientment petit, existeixen orbites éel problema restrin-
git que sén petites pertorbacions de les del problema amb m=0, sempre
que no passin massa a prop de la col.lisié:

(X(£),Y(£)) = (X,(£),¥,(£)) + m(X, (£),Y (£)) + o(m) .

Estem interessats en Orbites d'aquest tipus que siguin parabdliques
de col.lisié del problema restringit, essent (Xo(t),Yo(t)) les drbites

parabdliques de col.lisid del problema no pertorbat.

PROPOSICIO
Les possibles Orbites parabdliques de col.lisié del problema restrin-
git amb ma0 que siguin petites pertorbacions d'drbites parabdliques de

col.lisié del problema giratori de Kepler hauran de sortir amb un angle

6., respecte a la posicibé del secundari en t=0,que acompleixi:

0
G(eo) - F(eo) =C/2m - 1 + ofl) , (2.6)
Y2 3/

o © (R+cos(=—R""“-0.) dR
v2.3/2 : 3 0
amb G(8.)= cos(—R"“-8_ )dR i F(e.)= i .
° jo s 0 ° fo (}'{2+2Rcos(-3—1"13/2-60)+1)3/2

Demostracid.

Tenim icost+95int = ﬁcos(t—eo) i Xi+Y§ = RR , ja que ©® és constant;

/5
Rg(t) = R2+2Rcos(t-eo)+1 i t=§§R3/2. Llavors, les férmules de la propo

sicié s'obtenen substituint aquestes en (2.3) i aquesta en (2.5), canviant

la variable d'integracié t per R.

/5
Notem que F té una singularitat en 66 =7 + 33 . Per a valors de eo

prop de 96 no valdra aquest estudi; les pertorbacions no podran conside-

rar-se petites.

Les drbites en qliestié s'obtindran només per a valors de C que sén O(m).
L'estudi de l'equacié (2.6) ens dird quantes drbites hi haurd a mesura que

varii C.
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3. Calcul de les funcions F i G.i conclusions.

La funcidé G té una dependéncia molt senzilla en ©,, usant ([15];pg 399):

0

G(eo) = (%)1/3r(§)cos(% - eo) , r(%) = 1.351170394...

Davant la impossibilitat de trobar una expressid senzilla per a F(eo),
no ha sigut possible tampoc de deduir-ne propietats interessants cara
a l'obtencidé de resultats rigorosos. S'ha optat finalment per obtenir
F numéricament, per a una xarxa de valors de 60. Els resultats correspo-
nents no tindran demostracions rigoroses; es disposa només d'evidéncies
numériques que reforcen la seva veracitat.

Les integrals F(eo) presenten certes dificultats a primera vista;
es tracta d'integrals imprdpies de 2% espécie (interval infinit) de
funcions amb oscil.lacions rdpides (observi's que 1l'argument en el cosi-
nus de l'integrand tendeix a infinit rapidament quan ho fa ia variable
d'integracié}. Les dites integrals poden calcular-se sense dificultat
en intervals finits (no massa grans), usant férmules de Newton-Cdtes,

per exemple. La integral a la resta de l'interval podra calcular-se tro-

bant-ne un desenvolupament asimptdtic. Es a dir, farem:

R
(0] .
F(eo)=Fo(Ro.eo)+E°(RO,eo) amb FO(RO,OO)— . f(R,eo) dR i
o0
FQ(R0;90)= f(R,eo)dB;essent'f(R,eo) 1'integrand en la definicié de F.
R
(8]

FO es calculara pel métode de Simpson i s'obtindra un desenvolupament

asimptoétic de F.. , quan R + =,

0



Desenvolupament asimptotic de F”(Rc;e:)'

Les séries de McLaurin de g (l)=l;(1+2)(1+22+JL)‘3/2, cef-1,1] es do-
c 'R R? R R R2
nen a contiunacié:
k k
(25+1) 1! c
g (& ) }E (23711 23—k+2 (l*ﬁ) '

J>0

»/_3/2

Fent c= cos( -eo) i integrant terme a terme, tenim:

. .
. (2j+1) 11 &k c(1+c/R)dR
F(Ryigg) = 2. BT 2, 2 2j-k+2 .
K0 Jr, ®

J»0

Afitem = el reste J-ésim . R(J)(R

(J) (2 +1)1! (1+1/R)dR
|R (RO,G ) < JZ 2j) 11 kzb j gJ_k+2

Z (2j+1) 1! K¢ 1 . —1 1 )
. (251 kZo 2j-k+1 _2j-k+1 = 2j-k+2 _ 2j-k+2

SJ>J = R, R,
5 (i) )1y, ryu ot 141/Ry
& Tepn g MRy 1T 3+ L 2031 2.

0 0 27 RO

Notem que ||R(5)(1oo,eo)||<1o‘1° .
La suma dels 5 primers termes serid asimptdticament:

-

(R2-20R ™34 (2c2-3)R4-(10c3-6¢)R~54 (2754752 15)R )dR .
. 3¢ 3) 8¢ -2°
0

Es facil, perd pesat, veure que la resta de termes que no apareixen en
1l'expressié anterior poden afitarse en conjunt per 10-10, si Ro=100.
Fent servir les relacions entre les poténcies del cosinus d'un angle

i els cosinus de miltirles d'aquest angle, tenim:
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i -1 -3 9.-5 (1), 3 (1) 9,(2),25,(2)
F_(Ryieg) v Ry™ + 4Ry + =Ry - (21, ) + (4 4 *1els ) -
- 5_(3) 175 _(4) .
- 2I5 * =2 16 , (3.1)
(k) w cos(k(vf-s/z—e ))
amb Im (Ro;eo)= - dR .
R R
0
Usant la variable d'integracidé T= V/- 3/2 :
a_ (*» cos(k(T-6,.)) '
1) (g o) =v/2¥2) =0 gar :
m 0'v0 3 %m ,
T
0 T
c +1 . _2.3/2
amb “m=-é—- i TO_?TRO .
LEMA

» cos(k(T-6.))
Les integrals ~“———————dT tenen el desenvolupament asimptotic

o
TO T

cos(k(T 90))( a(a+1)(a+2) o)

a+l . 4 _a+l
TO k T0
- sin(k(T,-0,)) (== - alarl) |y
3., +2
kT, KT,

L'error al prendre j termes és més petit en valor absolut que 2 vegades

_afa+l) - (a+j-1)
i J+1_a+J
k TO

Demostracié.

El desenvolupament asimptdtic s'obté per integracid per parts succes-

siva. El reste j-ésim és, en valor absolut, menor que

a(a+l)**(a+j-1) ® dT_ _ al(a+l)--(a+j-2)
J a+j St j=1 ’
k T0 T k To
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o sigui, més petit que el coeficient de la funcié trigonométrica del ter-
me j-ésim, en valor absolut. Si prenem j+1 termes l'error serd menor que
ej; si en prenem només j, l'error serd com a maxim 263,.ja que el terme

j+1 esta fitat també per ej.

Fent ara Gs del lema en l'expressié (3.1) , amb R.=100, tenim:

0
-13 -11
175,,.(4) 175 10 =12 (3) 10 PO &1
221111 <32 V2 < 10712, ||I 1R ——<2.3:107,
251182 &8\ 1070 12 11V, < 3B < 45107
6 6 w 8 YV 2 ' 2 :
(2 98 9. V2 3
4 1,7'= 510 51n(2(:3 10 -eo)) te,,
(1)_ 2 2.10” s1n(é-10 ~6y) - 14107 %cos( 32'103"90) v s
o2 . -93 3 -9
b <2 D2 4p79 3 < 1.1-107°
anb|le,ll, 8 2y/2 100
-10 10 3 -11
e <2+14-10 — < 2°10 .
ey Il 3.5 100

Observem també que els Gnics termes del desenvolupament asimptdtic, quan

RO + o de Fw(Ro;eo) sén els considerats efectivament fins ara. Es a dir:
PROPOSICIO
1 1 2'\/551n(\/— 3/2 -0 ) 9\/—81n(2(f 3/2-6 ))
o 0'70 RO 4R3 R7/2 aR9/2
0 ‘\/_ 0 (o]
?s%i - 14°°s(—'Rg/2' %) 11/2
+ + O(R ) . (3.2)
RS 0
0
A més, si R,=100, aquest desenvolupament déna F_(100;6.) amb un

o

error me or que 1410"'9.
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Taula de G-F+1 i representacid grafica.

S'ha fet una taula de la funcié G-F+1 en 19 punts equiespaiats :

(k)~ * Kk _ P
eo ==0, + 10 (k=1+19) en (90’90

Fm(loo;eo) i el métode de Simpson en el calcul de Fo(loo;e ). E1 métode

=0 +21), usant la férmula (3.2) per a
de Simpson s'ha usat sempre amb passos h i h/2 suficientment petits de
forma que els resultats de les integrals corresponents coincidissin al-
menys en les 10 primeres xifres decimals.

Donem a continuacié la taula esmentada:

k (F—G+l)(0ék)) k (F—G+1)(9ék))
0 » 11 0.666972334
1 6.530586295 12 0.553438393
2 4.950044307 13 0.573198822
3 4.334197951 14 0.707325567
4 3.846243199 15 1.053905479
5 3.345809355 16 1.133343387
6 2.813817355 17 1.240144434
7 2.269520542 18 0.966883885
8 1.746919098 19 ~0.786867071
9 1.283877162 20 -
10 0.864315312

i una representacié grafica en la figura 3.1.

Conclusié.

Numéricament s'observa que segons els valors de C=0(m) s'obtindran 1,
2 o 3 drbites parabdliques de col.lisid, d'acord amb la representacid gra
fica donada. Noti's,perd, que només hi ha més d'una orbita d'aquest tipus

per a una petita franja de valors de C aproximadament entre 1.1m i 2.5m.
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CapfToL IV,

APROXIMACIO DELS PASSOS
PROP DEL SECUNDARI PER

ARCS D'ORBITES KEPLERIANES.




1. Introduccié.

“L'objectiu d'aquest capitol és el tractament aproximat de les drbites
del problema restringit amb ma0, quan passen prop del secundari o col,li~
sionen amb ell.

Les Orbites de tal problema que no passin a prop del secundari poden
considerar-se com a pertorbacions de 1¥ ordre en m d'drbites del problema
giratori de Kepler creat pel primari de massa gran. E1 cas contrari és
el d'interés en aquest capitol.

Per a estudiar-lo de forma aproximada:

a) Considerarem un arc d'drbita del problema giratori de Kepler es-
mentat que passi a distancia menor que mOl (a>0) del secundari i estudia-
rem l'ordre de pertorbacié de l'arc d'drbita del problema restringit
amb les mateixes condicions inicials, en el 1r punt de contacte amb la
circumferéncia Ca centrada en el secundari i de radi m .

b) Analitzarem l'ordre de pertorbacié en_Ca dels arcs d'oOrbites del
problema restringit en Da (disc de frontera Ca) front a arcs d'drbites
del problema de Kepler (creat pel secundari).

c¢) Deduirem el valor optim de o tal que la pertorbacié dels arcs
d'drbites del problema restriﬁgit,front a arcs d'drbites obtingudes em-
palmant en Ca 2 arcs d'orbites del problema giratori de Kepler exteriors
a CG amb un arc del problema de Kepler, tingui ordre més gran possible
(segons m).

d) Coneixent les caracteristiques de l'arc d'entrada en qu, donarem
les caracteristiques aproximades de l'arc de sortida, mitjangant 1'drbita

kepleriana en Da'



2. Ordre de pertorbacid dels arcs d'drbites exteriors a CaL

Volem estudiar aci 1l'ordre de magnitud dels efectes de la pertorbacié
singular, deguda al secundari, sobre les Orbites del problema giratori de
Kepler.

Escrivim primerament l'expressié asimptotica de la integral de Jacobi,
quan m0 i la distancia al secundari és petita:

La integral de Jacobi en els sistemes de referéncia sinodics, emprant
la velocitat sinddica de mddul v, pot expresar-se per£

v¥ = (-m)(eZ 4 2/2)) + mirs + 2/ry) - C

essent r. i r, les distancies als primaris. Quan mO,

1 2
2 2
vio= vl o+ 2m/r2 + 0(m) ,
essent vi = ri + 2/rl - C (expressid de la integral de Jacobi per al pro

blema giratori de Kepler), i que té la segilient expressié prop del secunda
ri:
2

2 3
v =3~-C + Zm/r2 + 3rzcosez+ O(rz) + O(m) .

Estudiarem el problema restringit amb constant de Jacobi de la forma:

C=3-m' , imposant les segients hipdtesis sobre a i y:

a>1/3 , a+y<l , 4a+y>2 . (2.1)
Llavors:
v2 =m' + 2m/r2 + O(maa)é (v0 +Av)2 R (2.2)
2 .
on v0=mY/ ; a més, en Ca:

1-a-y,+» m2(1-c-y))) 5

v = vO(l +m 0o{
Es a dir, sota les hipdtesis (2.1),els termes dominants de la pertor-

bacié en el mddul de la velocitat sinddica en Ca sén deguts a la pertorba



v/2

¢ibé singular. La velocitat en Ca és asimptdticament m i ltefecte rela-

tiu de la pertorbacié és de l'ordre de nl™Y |

Les pertorbacions en les posicions deran de l'ordre de

t
av(x,(t),y4(t))dt

%o

essent {(xo(t),ye(t)). t[to,ta]} 1l'arc exterior parametritzat pel temps.
Notem primerament que, per calcular l'ordre d'aquesta pertorbacid, podem

considerar to tan a prop de tOl com vulguem i l'arc exterior pot pensar-se

parametritzat segons r, en un interval tan petit com vulguem [réo),ma],

2

usant la condicid técnica que l'arc exterior tendeixi transversalment a Ca
formant un angle finit amb la tangent. Llavors, la integral anterior és

del mateix ordre que:

a
m
dt
av(r,) = dr, ;
J‘I‘éo) 2" dr, 2 !

de l'expressié (2.2) deduim que Av=0(m1—7/2)/r'2 i la condicié técnica
2
/2

implica que L 0(v~1) = o(m~Y'%).
dr2 0

D'on, l'ordre de la integral anterior és:

o
m l1-y/2 dr

o e 2 = 0T m).
réo) mY 2

0 sigui, sota les hipdtesis (2.1), l'efecte relatiu de les pertorba-
cions en les posicions dels arcs exteriors a Ca és de l'ordre de

nt % Yinm .
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3. Ordre de pertorbacié dels arcs d'drbites interiors a C,.

Considerem el segiient escalat de les variables de posicié jovicéntri-
ques sinddiques (x,y) i del temps:

% , amb B =a-vy/2 . (3.1)

a o
(x,y) =m (g,n) , 1"2=m P, t=m
Notarem amb primes les derivades respecte a Tt.

Les equacions del problema restringit en variables (x,y):

% - 2y = x +m - 1 = (1—m)(x—1)/ri - mx/rg

; + 2x y - (l—m)y/ri - my/rg ,

es transformen en:

n®28gn _ 2n® B 2 % - (1-m (1 - (1-ma£)/rf) - mi™2%o8
ma-zen" + Zma—BE, - man _ (1-m)man/rf - m1~2an/p3'
i,com que rI3=((mGE—l)2+m2an2)_3/2=(1-2ma€+m2092)_3/2=1+3mai+0(m2a)
fa que 1-(1-ma€)r13=—2ma§+0(m2a) '
tenim:
£ - 2m8nf - 3m28E _ ml—3u+285/p3 . O(m0+28)
o s omBEr o _ 130428, 3 o as2B)
i substituint 8:
£ - 2ma—y/2n, - 3m2(u—y/2)c _ ml—a-Yg/QS . 0(m3a-Y)
n" + 2ma-Y/2€' = - m Y003 O(mso_Y) .

Sota les hipdtesis (2.1) , aquest sistema pot considerar-se com una
petita pertorbacié del problema de Kepler, que en variables x,y,t és el

problema de Kepler creat pel secundari:

“ 3 “ 3
X = - mx/r2 , Yy = - my/r2 .



A més, degut a l'escalat (3.1), &, n, £' i n' sén O(1) en Ca i, per
tant, podem afirmar que l'ordre de pertorbacid en Ca dels arcs en Da
aproximats per arcs keplerians en les variables £, n, §' i n' és O(ma"Y/z).

Es a dir, els efectes relatius de les pertorbacions en posicions i ve

locitats dels arcs interiors a Ca sén de l'ordre de ma—Y/z.
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4, Distancia al secundari d'empalme dptima.

La distancia dptima m® d'empalme dels arcs d'drbites exteriors i in-
terior, haurad d'ésser aquella que faci l'error global d4'ordre maxim (en m).
Considerem els errors relatius en Ca donats en les seccions anteriors;

R . l-a-y : .
aquests disminueixen segons m In m per als arcs exteriors i augmen-

a-y/2

ten segons m per als interiors, a mesura que disminueix o, és a dir,

si ens allunyem del secundari.

l-a-y<ma-y/2

Com que, degut a que 4a+v>2, tenim que m , 1l'error total

sera O(ml-a-yln m).

Donat ¢>0 i fixat el valor de y , prenent a = %(1-—%) + % tindrem
errors relatius o(m1/2-37/4-€) per a les drbites exteriors i
O(ml/2_37/4+e/2) per a les interiors.



5. Orbita d'empalme kepleriana.

La finalitat d'aquesta seccid, com ja s'ha indicat, és donar les ca~-
racteristiques d'una drbita kepleriana (deguda al secundari) a la sortida
de q}, coneixent les caracteristiques a l'entrada; en particular, donarem
la variacid del moment angular sideri K al travessar Da’ sempre sota les
hipdtesis (2.1).

L'drbita en qiiestié tindra per equacié, en coordenares polars»(rz,ez):

2
o K2/m
- 4
2 7 1+ e,cos(e, eo)
on eo, e2 i K2 sén, respectivament, el pericentre, liexcentricitat i el

1
moment angular. Aci, e2=(1+2}22!(§/m)/2 , essent E2 1l'energia.

L'energia E, es conserva en el moviment kepleria i val, per exemple

2

en C : E. n ZmY -

ml-u
o 2

>0 ; per tant, el moviment serd sempre hiperbd-
lic.
Els angles de posicié (respecte l'eix x) a l'entrada i sortida de Da'

que notem respectivament per ee i es, han d'acomplir:
2 2
) Kz/m _ Ke/m
1+e2cos(es-eo) 1+e200s(ee-eo)

per tant,

(]
()]
1
(]
il

- - - . ' .
0 8 ee i 64 ee+2(eO ee) s d'on:

"1“°‘)-1)/e2) . (5.1)

2
6, = 6, + sgn(K2)2arccos((K2m

Siguin L i L els angles a l'entrada i sortida de Da de 1'drbita
kepleriana amb la direccié radial sortint del secundari. La conservacié

del moment angular al llarg de l'drbita fa que:



nm“v sin¥ = mav sin¥Y ,
e e s s
essent v i vS les velocitats respectives a l'entrada i sortida. Fent ser
vir 1l'expressié (2.2) de la integral de Jacobi, veiem que aquestes veloci
tats sén iguals a Vgren primera aproximacié; per tant:

Y + ¥ A, (5.2)
e s

El moment angular sideri en coordenades jovicéntriques té la segiient
expressié: K = (x+m-1)py - yp, i usant les relacions entre moments i ve-
locits jovicéntrics tindrem en Ca :

K"l +y=1-vsint, (5.3)
on V és l'angle format per la tangent a 1'drbita amb l'eix x i v pot
Y/2

aproximar-se per v.=m . En els punts d'entrada i sortida de Ca tindrem

o=
W:‘Pe=ee+\l’e i w:wg:es-i-\ys.

Trobarem ara una relacié aproximada entre els angles de posicid, aixi
com entre els moments angulars sideris, a l'entrada i sortida de Ca' Aques
tes s'obtindran usant les expressions (5.2) i (5.1) i aproximant K2 i €59
tenint en compte les hipdtesis (2.1).

Caldra distingir 2 casos:

A) |sinV |??O(ml-a—Y).
|sin ¥ | sin”¥
. e 2 -(1+a) e )
Tenim 82 i —m—- ’ sz -1 To-y ' i llavors:
m m
6 ~ 0 + sgn(sinY )2arccos(|sin¥ |) =6 _ + 2Y -7 i
s e e e e

(]
D
+
€

[}
<
L]

v =0 + ¥ vO +2¥ - m+mwm-Y
s s s e e e-

En aquest cas, notem que el secundari no desvia 1l'drbita en primera

aproximacié: la variacié de moment angular és practicament nul.la.
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B) |sinY | = o(m!™®),

K2

1 —
; ara, e, v (l+82)4 , 2. _ 1= O(m1 =Yy -1 .

l-a-vy
m l+a
m

Fem sin¥_ = 5
e
D'on:
2,-%
o, v 6, + sgn(S)2arccos(-(1+87) ) i
0 6+ V¥ Ao+ sgn(S)Zarccos(-(1+32)_%) + 7 -V
s s s e e
\ 21
S 2 sgn(S)2arccos(—(1+82) 4) + 73
degut a que ¥, és petit.
Considerem la relacié entre moments angulars:

K, v 1+ vosmn(¢e+A) = 1 + vysiny coss + v,cosy, sina

0
2 2.% .
1+ (1—Ke)cosA + (vo—(Ke-l) )%sinp
)
amb A= sgn(S)2arccos(-(1+32) 4).
Com que sinA=-28/(1+Sa) N cosA:(l-Sz)/(1+Sz) i IKe—ll és petit
front a VO' tenim:
K 2 2 2
g 1w+A(1-xe)(1-s )/(1+87) - 2vOS/(1+S ) .
Note que, quan S0 (col.lisié):
6.6 + 0w i K ~2~K .,
s e s e
Per contra, si S és gran, tindrem:
by v we i Ks " Ke ,

d'acord amb A).
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