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CAPITOL 1

INTRODUCCIO
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Introduccid

Comencem donant unes definicions relatives a difeomorfis-

mes 1 fluxos que s'usaran continuament al llarg d'aquest tre-

ball

Siguir F un difeomorfisme d'un obert de R™ en la seva imat-

ge

Definicid

Diem que p &s un punt fix hiperbdlic de F si F(p)=p 1
DF(p) representa una matriu hiperbdlica, &s a dir, una ma-

triu que t& tots els seus valors propis amb mddul diferent

de 1

Per a tot punt fix hiperbdlic, p, hi ha dues varietats
de dimensions adequades dites varietat i1nvariant estable 1
varietat invariant inestable, notades habitualment per Ws(p)
1 Wu(p), tals que s1 un punt pertany a Ws(p), els 1terats po-
sitius d'ell per F, tendeixen al punt fix 1 si1 pertany a Wu(p)
hi tendeixen els 1terats negatius

Les varietats 1invariants s6n una de les eines més impor-
tants en l'estudi dels sistemes dindmics La seva exilsténcia
es pot provar per diversos métodes (16,18,28,31,32 43)

Donem 1l'enunciat precis pel cas d'un difeomorfisme dife-

rencilable

Teorema 1 2

Sigulr F un difeomorfisme d'un obert A de R” en la seva



imatge, de classe c’ amb un punt fix hiperbdlaic p

Siguin El 1 E2 els subespals vectorials generats pels
vectors propis de DF(p) de valor propl amb mddul més gran
1 més petit que 1 respectivament

Llavors

1) w*(p)={xea lim FM(x)=p}

Nn—oroe

2) Existeix un entorn V de p tal que, localment,

Ws(p)z{XEA, F' (x) € V,n >o}
3) Ws(p) &s una varietat diferenciable ae classe C~ tal

que el seu espai tangent en p é&s El

4) Wu(p)={x €F(a), 11im F—n(x)=p}

N~oo

5) Existeix un entorr U de p tal que, localment,

Wu(p)={x €F(a), F ¥ (x)€U,n} o}

6) Wu(p) &s una varietat diferenciable de classe C' tal

que el seu espal tangent en p &s E2

De 1) 1 4) es dedueix immediatament que Ws(p) 1 Wu(p)
s6n objectes invarazants en el sentit que si un punt pertany
a ells, les seves 1matges per F 1 F_l tamb& hi pertanyen

El teorema també &s valid per a difeomorfismes anali-
tics (28) 1 en espals de Banach (18,31,32,43)

També existeix un teorema de la varietat invariant per
a conjunts 1nvariants més generals que els punts fixos, els

anomenats conjunts hiperbdlics (18, 19)



Definicib 1 3

Donats dos punts hiperbdlics Py 1 P, 1 qezws(pl)f\wu(pz),
es diu que g &s homoclinic s1 P{=P, 1 q#pl, 1 es diu que g

&8s heteroclinic si pl#pz

S1 g és un punt homoclinic d'un difeomorfisme F, lla-
vOors Fk(q),kesz, també s6n punts homoclinics per la invari-
dncia de Ws(p) 1 Wu(p) Ai1xJ 1l'existéncia d'un punt homocli-
nic déna lloc a l'exist@&ncia d una famllia de punts homocli-
nics

En general pot haver-hi diverses famflies de punts homoclf-
nics Si1 el difeomorfisme estd definit en un subconjunt del
pla, conserva orientac:i6 1 t& una familia de punts homocli-
nics, forcosament n'ha de tenir una altra

Tot ai1xd val tamb& per a punts heteroclinics

Definici6 1 4

Es diu que un punt homoclfinic &s transversal si1 la suma

dels espais tangents a w° 1 WY en el punt homoclinic é&s

l'espa1l total

Les definicions 1 resultats descrits s apliquen a punts
g-periddics considerant F? en comptes de F En aquest cas les
interseccions de variletats invariants de punts de la mateixa

drbita periddica també es diuen punts homoclinics

Definicib 1 5

Un difeomorfisme F definit en un obert A de R2 &8s 1nte-



grable s1 existeix una funci6 G, no constant, definida en
A, tal que G(F(x))=F(x) per a tot x de A

La funci6 G, quan existeix, rep el nom d”integral primera

Aquest concepte d'integrabilitat depén de la regularitat

que exigim a la funcid G En general exigim la mateixa que la

que té F

Pel cas analitic, en el pla, hi ha el seguent resultat

Teorema 1 6 (30)

Siguir F ACRz————a RZ un difeomorfisme analitic amb un
punt fix hiperbdlic 1 un punt homoclinic transversal Lla-
vors F no té& integral primera analitica

Considerem ara un camp donat per x=f (x)

Definicid 1 7

Es diu que p &s un punt singular hiperbdlic si1 £(p)=0 1

tot els valors propis de Df(0) tenen part real diferent de

Zexo

Associat a un punt singular hiperbdlic també& existeixen
varietats invariants

Es té& un teorema completament andleg al 1 2 canviant F
pel flux solucib Y(t,x) de x=f(x), la condicid dels valors
propis de DF(p) per la dels de Df(p) exigint ara que tinguin
part real positiva per a El 1 part real negativa per a E2 1

els 1fmits lim F™(x) 1 lim F 2 (x) per lim W(t,x) 1 lim ¥Y(t,x)

n-»>ow N> tooe ts



Definicid 1 8

Sigur x=f(x) amb dos punts singulars hiperbdlics P; 1 P,

¥ es diu Orbita heteroclinica si pl¢p2 1 1im “P(t)=pl 1
taoe

lim W(t)=p2 S1 P{=pP, 1 ?(t)#»pl, es diu Orbita homoclinica

t> oo

En el cas dos dimensional, les Orbites homocliniques 1

heterocliniques tamb& es diuen separatrius

Definicib 1 9

S1 ¥ &s una Orbita periddica,de periode T, de x=f(x), es

diu que &s hiperbdlica si els valors propis de

T
SDf(E(t»dt tenen mddul diferent de 1
0

També existeixen varietats 1invariants per a drbites pe-
riddiques (21,41)

En aquest cas parlarem d'Orbites homocliniques referint-nos
a Orbites que, sense ser 1'Orbita periddica, tendeixen a ellsa
per a t tendint a e« 1 per a t tendint a - o
Andlogament per a les Orbites heterocliniques

Situem-nos en el cas d'un difeomorfisme en el pla L'exis-
téncia d'una familia de punts homoclinics transversals déna
lloc, en una regid propera a les varietats 1invariants , a
una dindmica altament impredictible, adjectivada en la lite-
ratura com cadtica, estocdstica, etc, que s'explica pel fet
que es pot introduir el shift de Bernouilli com subsistema (42)
del sistema considerat L7 amplada d"aquesta zona d estocas-

ticitat on la dindmica apareix com aleatdria

{(encara que no he &8s, perqué el sistema &s determinista) es-



td relacionada amb la separacib entre les varietats invariants
estable 1 1nestable, essent menor quan aquesta separacib &s
menor (8) Pot haver-hi diverses zones d'estocasticitat,
associades a diferents punts homoclinics (corresponents a
altres punts fixos o periddics) Aixd fa que sigui 1nteressant
tenir fites superiors de la separacid entre les varietats in-
variants

En aquest treball donarem fites superiors d'aquesta sepa-
rac1ib per a families de difeomorfismes del pla que depenen d'un
pardmetre, que tenen un punt homoclinic per a tot valor del pa-
rametre, 1 que, bdsicament, compleixen que els difeomorfismes
sbn proxims a la i1dentitat 1 que els valors propis de la seva
diferencial en el punt fix tendeixen a 1 ,quan el parametre
tendeix a un cert valor (que normalment suposarem que &s zero)

Les suposicions que fem no ens restringeixen a casos molt
particulars Una famflia de difeomorfismes amb un punt fix,
es pot posar en general, prop dels valors (del pardmetre)
pels quals el punt fix &s parabdlic, en la forma descrita a
través de canvis lineals 1 escalats

Essenclalment obtenim que les fites s6n de l'ordre d'una
poténcia del parametre que depén de la classe de diferencia-
bilitat de F S1 F &s de classe C” la fita &s de l1l'ordre de
qualsevol poténcia del parametre

S1 F és analitic la fita &s exponencialment petita respec-

te del parametre

Aquesta situacid apareix quan s'estudia el comportament d'un
difeomorfisme conservatiu al voltant d'un punt fix el liptic (45)

Usant una forma normal quasi ressonant (4,11) es detecten



els punts periddics, el liptics 1 hiperbdlics, que dbna el
teorema de Poincaré&-Birkhoff (5)

S1 suposem que els valors propis de DF en el punt fix sén
exp (1 (2mp/g+d)) amb d petit, es detecten punts q periddics
1 els valors propis de pFY en aquests punts sb6n del tipus
l+O(dq/4) S1 d és prou petit rd &s una pertorbaci6 d'un flux
temps dq/4 d'un sistema hamiltonid amb un grau de llibertat
que t& Orbites homocliniques

Genéricament les Orbites homocliniques es trenquen per
efecte de la pertorbacid, perd el fet que F sigui conserva-
tiu fa que les varietats invariants es tallin 1 hi hag: punts
homoclinics

Tamb& apareix aquesta situacib en aplicacions de Poincaré
de sistemes hamiltonians amb dos graus de llibertat Vegeu (25)
per al sistema de HEnon-Heiles Per a exemples en el proble-
ma restringit de tres cossos vegeu (6 12,24)

El cas andleg per a fluxos &s el d'un sistema conservatiu
de dos graus de llibertat que depén d'un petit pardmetre
que té un punt singular hiperbdlic 1 una separatriu (drbita
homoclinica) associada a ell, de manera que la dindmica sobre
la separatriu &s lenta (de 1l'ordre de Ek), els valors propis,
en la singularitat sbn del tipus l+O(£k), 1 estd pertorbat

per una funcid d'ordre de £k+l

En sistemes de més de dos graus de llibertat la separacid
entre les varietats invariants estd relacionada amb la velo-
citat de difusidb (2,5)

Per una altra banda existeix una conjectura relacionada amb

aquesta situacib6 deguda a Simd que enunciem pel cas de difeo-



morfismes (existeix una versid andloga per a fluxos conser-

vatius) (3/,38 40)

Conjectura

Sigui F¢ una familia de difeomorfismes del pla analitics,
conservatius, depenent analiticament de £ amb un punt fix hi-
perbdlic 1 una famflia de punts homoclinics associats a ell,
la posic1i6 d' un dels quals depén analiticament de €& Suposem

que els valors propis de DF; en el punt fix sbn del tipus

<y,

l+O(gk) 1 el moviment sobre les varietats i1nvariants &s O(¢g
llavors l'angle que formen les varietats 1nvariants en un punt

homoclinic (fora d'un petit entorn del punt fix) té&, genérica-

ment, un comportament asimptdtic del tipus

AESReexp(—B/lnX)

on A,B 1 s sbn constants A 1 s reals, A>0, B &s complexa

amb Re B> O 1‘X &s valor propi major que 1 de DF¢

Lazutkin ha estat el primer en demostrar analfticament
sobre un exemple aquest tipus de comportament (22)

L'angle que formen les varietats 1invariants en un punt
homoclinic 1 la separaci6 mdxima d'aquestes en un entorn del
punt homoclinic estan relacionats essencialment per una cons-
tant per Ek

La fita que es dbna en aquest treball per a la separacid
entre les varietats 1invariants en el cas que tracta la con-
jectura, &s molt semblant al comportament asimptdtic predit

1 a més d6na la constant B (la seva part real) més precisa-



ment, es t& que per a n> 0 existeixen €y> 0 1 N>0, tals
que la separacid &s menor que

N exp (-27m($§-7)/1n\)
on § &s la distincia a l'eix real de la singularitat més
propera a aquest de 1'Orbita homoclinica d'un camp que es
construeix en la demostracib 1 que &s tal que el seu flux
Ek aproxima a F,

En els exemples veiem que es verifica el comportament
asimptdtic de la conjectura amb Re B=2ﬂ$ cosa que prova que la
fita &s, en certa manera Optima, almenys pel que fa a la part
exponencial

Per estimar la separacid entre les varietats 1invariants
per a fluxos hi ha, en general, el métode de Melnikov (9,20,
27,46) , perd en aquest cas no &s aplicable (33) Malgrat
tot, si1 calculem formalment la separacid, ens dbna el mateix
tipus de comportament

En certa manera la separaci8 entre les varietats invariants
ens d6na una mesura més O menys quantitativa de la manca 4d'in-
tegrabilitat En relacid amb aixd cal assenyalar els resultats
de Ziglin (47) gque donen condicions suficients de no integra-
bilitat per a sistemes hamiltonians, basant-se en la monodro-
mia al voltant de singularitats (complexes) del flux

Pel que fa al desenvolupament del treball, en el capitol
2 s'estudien les varietats invariants de families de difeo-
morfismes n-dimensionals en el cas diferenciable quan els va-
lors propis de la diferencial d'aquests tendeixen a 1 Al final
es db6na una aplicacid per assegurar l'existéncia de punts ho-

moclinics en el cas conservatiu



En el capitol 3 es donen fites de la separacib entre les
varietats invariants en el cas 2-dimensional 1 diferencaiable
En el capitol 4 es donen fites pel cas de fluxos del tipus
x=f(x)+eqg(x,t/€,¢) amb x pertanyen a Rz

En el capitol 5 es prova que es pot donar la forma normal
de Birkhoff uniformement per a tots els difeomorfismes d'una
famflia de les descrites en el cas analitic 1 a partir d'a-
qui s'estudia el comportament de les varietats invariants lo-
cals

En el capitol 6 es globalitzen aquestes 1 es troba la fita
per a la separacid en el cas analitic També es fan algunes
consideracions sobre la integrabilitat de difeomorfismes ana-
l1ftics 1 el fet que la integrabilitat &€s un fenomen de codi-~
mens1b i1infinita Finalment el capitol 7 recull un parell 4d'exem-
ples per 11 lustrar els métodes descrits
Adhuc cada capiftol porta una introduccid que descriu el seu

contingut detalladament

Aprofito l'avinentesa per expressar el meu profund agral-
ment al Doctor Carles Sim6 pel mestratge que he rebut d'ell
des de molt abans de comen¢ar aquest treball, 1 per les 1dees
1 suggeriments que m'ha donat per a la realitzacid del mateix
Haig d'esmentar la meva dona Teresa per l'ajut que m'ha donat
en tot moment 1 per la seva col laboracid en la sempre enut-

josa tasca de mecanografiat
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COMPORTAMENT DE LES VARIETATS INVARIANTS
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2 1 Introduccib

En aquest capitol estudiarem per a famflies de difeomor-
fismes amb un punt fix hiperbdlic ( que suposarem l'origen)
el comportament de les varietats invariants d'aquest en el
cas que els valors propis de la diferencial dels difeomorfis-
mes tendeixen a 1 quan el parametre tendeix a zero 1 que la
familia de difeomorfismes &s propera, en un cert sentit, al
flux temps una certa poténcia del pardmetre d'un camp autd-

nom

r+l
Provarem que si1 els difeomorfismes sbn de classe C ’

les varietats invariants 1 totes les seves derivades fins a
ordre r tendeixen a les varietats invariants del camp autd-
nom 1a les seves derivades,respectivament,quan el parametre
tendeix a zero ME&s precisament, donat un punt d'una varie-
tat invariant del camp, no necessdriament en un petit entorn
del punt hiperbdlic, sigui g una funcib tal que la seva gra-
fica ens doni, localment a l'entorn d'aquest punt, aquesta
varietat invariant, llavors provarem que per a valors del pa-
rametre prou petits la corresponent varietat invariant dels
difeomorfismes de la familia, es pot posar com a grdfica d'una
func16 del mateix tipus (que depén del pardmetre) 1 que agques-
ta funcibd 1 totes les seves derivades fins a ordre r tendei-
Xen a g 1 a les seves corresponents derivades quan el para-
metre tendeix a zero

La praincipal dificultat rau en el fet que els valors propis

en el punt hiperbdlic tendeixen a 1, cosa que, en principi, ho
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permet controlar uniformement les varietats invariants
Aquesta dificultat es compensa, en part, per la hipdtesi
que els difeomorfismes siguin, en el sentit que es precisa-
rd, propers a la identitat,1 en part per fet que la familia
de difeomorfismes associats al flux temps una poté&ncia del
pardmetre d'un cert camp &s propera 1 que les seves varietats
invariants no depenen del parametre

En 1l'apartat 2 2,la proposicib 2 1 &s, de fet, un lema
per als teoremes 2 4 1 2 5

La proposicid 2 2 1 el corol lari 2 3 ens donen les rela-
cions entre el flux temps €*d'un camp autdnom x=f(x) 1 les

families de difeomorfismes
Fe(x)=x+¢f (x),

Fe (x)=x+£%F (x) + g (x,€),

relacions que es necessiten en els capitols seguents 1 que
serveixen per, donada una familia de difeomorfismes de les
esmentades, trobar un camp tal que el seu flux temps €% 1'apro-
X1ml

En l'apartat 2 3,els teoremes 2 4 1 2 5 sb6n el resultat
principal del capitol 1 proven la proximitat entre les varie-
tats 1invariants descrita més amunt

Finalment el darrer apartat db6na una primera aplicacid
d'aquest teorema que assegura l'existéncia de punts homocli-
nics per a famflies de difeomorfismes conservatius complint

certes hipdtesis

En aquest capitol, si F &s una apiicacib suficientment di-

ferenciable, IDkF] representa |DkF| = sup IDkF(x)l , on U &s
xelU



el domini considerat per a F 1 IDkF(x)I é€s la norma de DkF(x)

com a aplicacid multilineal
. n
Mentre no es digui el contrari, en l7espair R es considera

una norma qualsevol, per exemple 1l euclidiana Com &s usual,

admetem el conveni DOF=F 1 per tant |F|= sup IF(x)I
x€U



2 2 Proximitat de difeomorfismes

La seguent proposicif nom&s serd usada en Rn, perd
l'enunciem en espais de Banach perqué la demostracid no

€s m&s dificil en espais de Banach que en R

Proposicib 2 1

Siguin F, , G, dues famflies de difeomorfismes de clas-

se Cr+l de UcE en la seva 1matge continguda en E' on E 1

E' sb6n espais de Banach 1 U &s un obert convex

S1

1) | DF -I|, |DG.-I| < Cce™,

11) IDkFEI, kaGE' < Ly €7 , 2 ¢k ¢ ral,
111) |p¥e, - p¥F,| < M et 0 kg,

per a 0 < ¢ <Eo'amb x>0,

1 lavors

-1

1)|pFe -I, b3t -1] < cre®,

2)|pFst -1, lDG—El -1] < Lye® . 0 <k gr+l,
«+1

N [ofed - o] <My e , 0< k¢,

en FE(U)(}GE(U) per a O<£<£6 on 56 = mln(Em(ZC)-lﬁd)

Demostracid

Per comoditat d'escraiptura durant la demostracib no es-
criurem el subindex & corresponent a F 1 a G

Provem 1) Observem primer que si1 @ &s lineal inversi-
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ble 1 |¢-I|<1, de (I+¢-I) Lo(T+@-1) = I

dedulm que
(T+@-1) L 4 (1+6-1) Lo(g-1) = 1
d”on
(1« -7 | -J(xvp-1)7H ] | g-1] <1

1 per tant

oY - l(1eg-) T L
S N A T
Llavors en F(U)
IDF_l—II=l(DF rlyTlog |=,(DF r~1) "L (1-pF F“l)1<
<|(oF F_l)-lllI—DF F'Hg 1 . | 1-DF FH <

l—lDF F -1

1

< ¢ =4
S T ex Ce <2Ce

J3a que DF &s inversible en F-l(x) per a tot xeF(U) 21
IoF P lo1f < ce%< 2ce¥ < 1
Andlogament es prova que DG_l-I < 2Ce™ en G(U)

Per provar 2) introduim les seguents definicions (1)

Donats E,F,G espais de Banach definim

11311 'Jl

] J
A Lrr,e) x L Y@m,F) x x L YE,F) — 5 1Xg,0)

amb 1>1 1 1% +31=k, per 1l expressid

1,) 5 r]
>\ l 1 'Bl) (el, Iek) -

(AlBll

=A (B
( l(el’ 'ejl)' 'Bl(ejl+ +J .1+
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xlljll ’Jl
€s multilineal 1 t& norma 1

Slmk Lk(E,F)—————>Lk(E,F)

definit per

SlmkAz }:l(" Z G-(A)
O‘ES

k

on e(A)(e), e )=Ale 1y, i© )

Slmk €s lineal 1 ISlmkl <1

KL Lr, ) x ¥ ¢ LF,E) s X (L(E,F),L(F,E))

definit per

k+1 k
k
Inv x\“+1 x Inv GL(E,F)———-—;GL(E,F)X‘&+'1 x GL{F,F)

definit per

(Inv x X Inv)(?)=(w—l, ,W-l)

Amb aquesta notacid

k 1

rJqr ']

(g £)= sam 3 S elays aaph T
1=1 It +jl=k

J J
o(D'q £ xp Yfx x D ‘f)
on Ck(jl, ,]l) €s un enter que nom&s depdn dels iIndexs que
el caracteritzen 1

k k k+1

D'Inv = k! Sim & (Inv X\Kfl X Inv )
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Notem que de 1) es dedueix que |(DF F"l)-ll=IDF_lI<l+Ce°<

Provarem 2) per induccif6 Per a k=2 tenim

p?F L=p(bF~1)=p (bF ¥71)"1=p( 1nv DF F71)=
=D( Inv) DF F L p(oF) F 1 pDF7L =
=D(Inv) DF F L p%F r~ 1 (oF F71)71 =
=-oF FH™ %k rt orrhhy orF rl) 7t
Llavors
‘DZF_l |<|(DF F'l)"lllD2F F"lll(DF Frh ™ [or 7T T <
< (14Ce%) 3 L2£x«<(l+CEg)3 Lzs“ <<%fL25“z Léed

Suposem que sigul cert per a k-1%1,

DkF'1=Dk'1(DF'l)=Dk'1(DF prL)la Dk”l(Inv DF F1)=
=05 Ly (oF F71y)
L}
Per a e,, r€,_y EE' amb fel , , ek_llél,

(No escriurem el punt on es calcula la derivada per simpli-

ficar la notacif)
- - - k=1 1,] J
o5 V(tnv (oF F 1)) (e, , ,e. .)=Sim*] S e N W
1 k-1 S 5 Tkt

1.3 ) ] )
(D*Inv (DF F~')xD '(DF F~')x  xD (DF F 1))(e1, e _q) =

]

k-1
=Slmk—1 > ‘%jck-1 1! Slml[—(DF F—1)-1(D 1(DF F_1)(e1, ,eJ))
1=1

-1, - -1 =17 - -1, -
(oF F )" (DF P~ ') (0 *(DF F ") teg, e, _{M(DF F 1y 1],

on .Z: vol dir suma pels indexs tals que 34t +3._=k-1 ,
*
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c ) 1 X=j1+ +3 +1

k=1"Sk-1'397  +3, 1-1
Jr -1
Fixem-nos en D "(DF F ')

J
J - J r 1,1,, 1
DE(MOF F-yssin © 5 S c (19, 42 P Ir
1=1 ¢ Jr Ir
1 1
- - Jr -
(o*rF) F 'xp 'F %  xp “FrY)

on zz vol dir suma pels indexs tals que 1.+ +1J =],

* X r

En les derivades de la darrera expressid sempre hi ha almenys

una deraivada d ordre superior a 4 Llavors

3
J J 1,1 , 1
|p"* (DF F_1)|s|51m r|[ ﬁi > c (1, 2 ﬂx ! Jr‘
1=1 xx Jr Ir
1 1
{p**'r Y0 'FY b JrF‘1ﬂ<TG £
r
on L' &s una constant(potser gran) que depdn nom&s de I
r
B LR T A
Ai1x1 doncs
10" (v (oFeFT)) (e, s, |
k-1 %! 1 “1, =171 -1
4181m I[ > Z:ck_1 l'ISlm.llNF F ') ||D (DF F )(e1, ,e%)|
1=1 «
J
|oFr 1~ [wor.r"")" 1 |p * (bF F-1)(e£, ,ek_1)||(DF F‘1)_1|]<
‘<k—1 >c 1t (1+Ce) T T L' (e%)* ¢Lre”
Taor x K- J1 32 Ja Sk

on L'k depén només de k,C,L1 o ’Lk’ per tant

1

Dk—1 =

Inv DF F_1|=sup|(Dk_ Inv DF F_1)(e1, ,ek_1)|<_L£g

on el suprem es pren per a tots els e, 1€ _1 amb norma

menor o igual que 1
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Per a leG, es prova igualment
Passem a provar 3) Per a x €F(U) NG(U) G G_1(x)—F°F—1(x)=O

Aixi, en F(U) NG(U)

1 1 1 -1

1-G F_]+G F~ '-F F

0=G G -F F_ '=G G~

Llavors
-1 -1 -1 -1 -1 -1
0={6 67’6 F~'|-|¢ F"'-F F~'|» inf|Dc(¥) | |G '-F"|-|G-F]
teVU
d”on
le™'-F 1 |c-F|

inf | [DG(3) |
teU

De la condicid |DG—I|< Ce® tenim que IDG|> 1-Ce%, per tant

G-1—F_1I< —l~———IG-Flél—l————Moéx+1< 2MOEN+1
1-C e~ 1-Ce*=
Podem prendre M'=2M
O o
Per a k=1, en F(U) NG(U)
o=(c¢" "y Tog T (or~ 1)~ Tpr~1-
=(DG_1)_1DG-1—(DG_1)—1DF_1+(DG_1)DF_1—(DF_1)—1DF—1
1 llavors
0==|(DG"1)"1DG‘1-(DG'1)‘1DF'1|-|(DG'1)‘1DF‘1-(DF‘1)“1DF‘1

Diem (1) a la primera diferé&ncia 1 (2) a la segona

(9= (0cc=") Vg™ -pF ") | » |p6™1 |71 |p6™ 1 -pF~

ja que |aB|3 |a”'|7"|B|
(2) < |pe ¢ 1-pr F||pF | <

<(|pc ¢ 'opc F 1| +|pc F~'-pF F71]) [DFT | <

< (sup IDZG(E)I|G'1-F'1I+M1e“+1)|DF'1l<
3eU

<Ly em et om €Ty (14cte%)

Per tant
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|DG"1-DF“1|<;|DG"1I(LZE“M6E“+1+M1§+1)(1+C'£“)<

s(1+c'g“)2(L2M6+M1)e“*1< 22(L2M6+M1)E“+1EM{Eu+1

Per a k > 1 ho provarem per induccid Per a k=2 escraivim

D2G_1—D2F-1 en funcid de les derivades de G 1 F a través de

les fb6rmules anteriors 1 ho descomposem en forma telescdpica

Llavors |D2G_1--D2F_1 és menor que la suma de les normes

de les diferéncies
Tenint en compte que
|pc™-pr 1|« Mig“+1,

|p%c ¢~ '-p%rF F | < |p% ¢~ '-p%G-F"'|+|D% F~'-D°F F| <

¢sup |D26(3) |67 1-F7 1|+ |p%-D%F| ¢ L3£“M6£“+1+M2£“+1<
eU

o+ 1
< (LyMA+M)E™ T,

|DG_1|,|DF—1|< 1+C'e™,

|p%G G_1|,|D2F F‘1|<:L2£“,

—1-D2F_1|s M'£q+1

resulta que |D2G )

4

on Mé depén de C',Mé,M{,Lz,L3,M2 les quals depenen de C,L1,

L, Ly, M M,

Suposem que &s cert per a k-13» 1 Siguin e, ek_165E'
amb |e1|, ,|ek_1| <1 Com abans no escraivaim el punt on

es calcula la deraivada

1 k-1

1 - =1
DG '-D DF )(e1, ,ek_1)=

k- - K-
(060" ) (e, e, _)=(D

=[Dk_1(Inv oG G~')-p*~1 (Inv DF F—1)} (eg, 1€y _q)=



= 1
Sim Z* Ck—1 1'Sim

3
[(DG ¢~y " (pg ¢ 1) (eys  ,e ) (DG G

1

1,-1

)

1,-1_7

(oG 6~)"'p *(p 671 (ey s 1

-1,-1
,ek_1)(DGG ) -

-1,-1.31 -1 -
- (DF F ) D (DF F )(e1, 'ej ) (DF F

1

1,-1

)

-1 - -1, -
(oF F~')"'p *(DF FT) (e, ,e,_q1) (DF F 1 1}

Per estudiar aquestes diferéncies considerem primer {(notem

1 1

que 3., ,J), <1<k-1) pJ(pG G~ ')y-pI(DF F~ )

1 1

|pd (b6 ¢™")-pI(DF FT') | <

- J - I,
< i Sec |p**'e ¢ 'x  xp *e-d**'Fr F'x  xp YT
1-1 xx J

Posant la darrera diferéncia en forma telescdpica, usant la

desigualtat triangular 1 tenint en compte que

J 3.
Ip felop FF e mr T, (71_< k=1),
J r
r
|D1+1G G—1_DJ.+1F F_1|<
lel”G g _D1+1G F_1I+ID1+1G rm1_pi*lp F—‘llé
<sup |D1+2G(§)| lG_1—F—1,+lDl+1G—Dl+1F|$
3eU
<L EO(M'E«+1+M £o<+1 o+
= 1
1+2 0 1+1 < (L1+2M0+M1+1)E ’ (1+1 < k)
1+1 -1 1+1 -1 x
Ip*" e ¢™ |, 0" F FT <L, € (1+1< k)
J,. _ J. _
[p" e, o F < L! £, (3 .<k=1)
r
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es veu que IDJ(DG G—1)—DJ(DF F

g ] L} L}
on LJ dep&n de 3,L1, LJ+1,M1, ,MJrM p ,MJ

Finalment prenent mddul en l expressid obtinguda per a

k.-1 _k

(DG~ '=-D F'1

)(e1, ,ek_1), escrivint en forma telescdpica

les diferéncies que s“obtenen, usant la desigualtat triangular
1 les consideracions anteriors s arriba a que

<+ 1

k

amb M' 1independent de &

-1 k-1 :
[p"6™ -D"FT < M ¢ .

A1x3 acaba la demostracid

La seguent proposicid ens ddna per a una familia de difeo-
morfismes propers a la identaitat, un camp tal que el flux temps

adequat (petit) d ell, ens ddna una bona aproximacid dels difeo-

morfismes

Proposicib 2 2

Sigui f una funcid de classe Cr+L en A, obert de R"
Sigui ¥(t,x) el flux solucid de 1l equacid x=f(x), x €A
Definim Gg BC!Rn————;»A per GE(x)=‘{’(E°‘,x) on B é&s un
compacte contingut en A (x>0)

Llavors existeix 50 tal que s1 0 <E€<§,

1) G¢ estd ben definit,

2) |pg,-1[<Cce® en B,

3) |DkGE|<Lk£°( en B, 2¢<kgr
S1 definim, a més, F¢ acrR—5Rr" per Fi(x)=x+g“f(x),

4) Existeix un obert A' tal que BCA'CA 1 FE|A- és

difeomorfisme,

5) |DFg-I|<C'e™ en B,
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6) IDkFE|<L}'(g°( en B, 2<k<r,

7) kaGE—DkF£|< Mﬁ&zd en B, O0<kgr

Nota

f de classe cf*l vol dir que f és de classe ct 1 D¢

és Lipschitz

Demostracid

Al llarg de la demostracid B+s 1indicara \¥)Bs(x)
X eB

S1 RT-A &s buit, considerem B'=B+1 Sai R"-A no &s buit con-
siderem ER’ una bola de radi R prou gran perqué B CER 1 per-
qué (Rn—A)f\§§#¢ Llavors (Rn—A)f]ER &s compacte 1 estd

ben definida la distdncia entre aquest conjunt 1 B Diem 3

a aquesta distdncia 1 considerem B'=B+f/2 Ai1xI BcB'C A

Definim K _= sup |D"£(x) |
n ]
X€B

Pel teorema d " existéncia de solucions d"equacions diferenci-

als, s1 E“<ﬁ/4K0 1 s1 x &€B, la solucid ¥(t,x) de x=f(x)
verificant VY(0,x)=x estd definida per a |t|<£:: 1
Y(t,x) €EB' per a |t|< £% A més com que B' és compacte,

w(g%,x) €B'CA Ai1xd prova 1)
Per provar 2) notem que DG&(x)=D2W(t,x)|t=8u on D2 signifi-~

ca derivada respecte de les condicions 1nicials Dzv satis-

fa 1”equacid

D1D y=Df ¢ DZW amb DZW(O,x)=I

2
Llavors t

D2W(t,x)=I+ 5Df(¢(s,x))D2W(s,x)ds ’

0
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d"on, per a 0 <t < £¢%, podem deduir
t
[D, ¢t x)-1]¢ lef(Y(s,x))lds +
0
t
+ gIDf(\{’(s,x)) I IDZ\P(s,x)—IIds

0
Tenim que Y(s,x) €B' 1 per tant |Df(\P(s,x)) |\< Ky d”on

t t
|, w(t,x)-1{< K, fés + K, SlDz?(s,x)—I{ds

0
1 pel lema de Gronwall

0

|D2q>(t,x)—1|< Kt exp K, t
Suposem que E:‘K1 < 1 ILlavors

IDGE(x)-I|=|D2\P(E°‘,x)—I|< K1g°‘exp K1g°‘< K,e g™

Prenem C=K1e En particular hem obtingut que per a 0 <t < ¢,
|D2\{7(t,x) |\< 1+K1t exp K1t< 1+e
Per provar 3), provarem per induccid que si1 0 < t<g™

ID]ZCKP(t) |< Llég“‘, on escrivim ¥(t) en comptes de ¥(t,x)

D}2(tp satisfd 1”equacid

k k K
DD, ¢=D,Dyp=D,y (£ ¥)=
1,2 ]
(2 1) s Se, (3 (0'f wx DY)
k 1,370 43 J J
+Sim® Y 2 cpl3qs ,jl)\ ! Y(p'f \fxD21tfx xD,'¢)
1=2 ¥

amb la condicid D];‘\?(O)=O (k> 2) 1 on Z indica suma estesa
*

als i{ndexs j tals que 3¢ +3,7K

El primer sumand de (2 1) pren la forma
k
S:|.mk >\1'k(Df ¥ X DZ\P)

1 com que DZVR és simétrica podem prescindir de Sim
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En el segon sumand, com que Iq* +jl=k 1 1>»2, les 3 sbn
menors que k 1 per tant nomé&s hi 1ntervenen derivades de ¢
d"ordre estrictament menor que k

Llavors ng satisfd 17equacid lineal

X k
D,Do¢(t) =/\(t)D2\{?(t) +b, (t)

en 1l espail de Banach Ek=Lk(E,E) on hem escrit E en comptes

k

de R" A(t) Ek———-a»E estda definit per

Ae)a=N'"¥ (Df(9(t))xpA) s1 A€E"

Evidentment /\(t) és lineal 1
IAwIa] = [XE o ety xa) | < N [pECeen) | [a]<

<1 sup |Df(x)]]|a]< K1IAl
XeB'

que implica que |/\(t)]< K, s1 0<tce™ 1 bk(t)é':Ek és el

segon sumand de (2 1) 1 veraifica

IJ J-I‘

k k trdqe 1,.1 Iy
|b, (£) |=|s1m Zz e (D*£ (w(£))xD, T p(t)x  xD w(t)) |
1= ¥

k J J
< 3 Zelptreeen|lp e [y tece) |
1=2 *

Per trobar una afitacid de lD?Wl usarem la férmula de la

variacid de les constants Abans considerem l equacid lineal

homogénea

U'=AU  on U(t)eL(ESES) 1 U(0)=I |
E

Verifica qui

U(t)=I+J/\U(s)ds

0
1 t t

|U(t)|< 1+ J|/\U(s)|ds5;1+K1 SlU(s)lds
0
1 pel lema de Gronwall °
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|u(t) | < exp K.t s1 0<t<e”

Llavors, s1 0 <t < ¢%,
t

U(—s)bk(s)ds]

k k
Dz?(t)=U(t)[D2W(0) + g
0

1 com que per a k3» 2, D};W(O):O
t

ID};‘P(t) |< SIU(t—s) I Ibk(s) |ds< y(exp K1 |t—sh|bk(s) |ds<
0 t 0
< (exp K1t) |bk(s) |ds
S1 k=2, 0
b, (61| < [D*£ (w(ed) ||, ie) | D, 9(e) [ < K, (1+e)

1 t
]Dgw(t)lg e fK2(1+e)2ds=K2(1+e)2ee“, s1 0<tece”
0
Prenem L2=K2(1+e)2e 1 per tant IDZGE(X) | 4L25°‘ en B

S1 suposem certes les afitacions per a k» 2, llavors &s clar
que |bk+1 (t)l &s menor que una constant Nk+1 independent

de ¢ s1 O<t<e™ 1 0<€<f,,1 tenim
t

k+1 =
ID2 v(t) | < (exp K t) JNk”dsgeNk” £
0
k+1 .
Prenem Lk+1—Nk+1e 1 per tant ID Gi(x) |< Lk+1 £ en B

Per provar 4) considerem A'=UBF/4(X) que é&s obert 1 esta
contingut en B' X

Veiem praimer que F, &s 1injectiva Si X,y €A', F.(x)=F; (y)
&és equivalent a x+& f(x)=y+ef(y) 1 a x-y=£"(£(x)-£f(y)),

per tant

|x-y| < e (| £(x) |+|£(y) ) < €72k < €52K < /2
D"altra banda, si x,y€A' llavors B/’/4(x) 1 BP/4(Y)

estan contingudes en B' 1 com que |x—y|</3/2, el segment

que uneix x amb y estd contingut en la unid d"elles 1 per
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tant en B' Llavors
|x-y|=eX|£(x)-£(y) | ¢ |DEG) | |x-y]

on § pertany a B' 1 lx—ylg €’K1lx—y| que impli-
ca que |x-y|=0 perqus E“K1 <1

A més DFE(x)=I+g“Df(x) 1 |DFE(x)—I|g gdK1 <1

A1x0 1indica que DF¢(x) é&s un i1somorfisme (1 homeomorfisme)

per a tot xe€A'CB' per tant F, &s un difeomorfisme definit

en A' Aixd prova 4)
5) ja estd provat Notem que K <K1e=C'
1

Per provar 6) cal tenir en compte gque DkFE(x)=£“Dkf(x) 1

IDkFe(x) | < e%|p%e (x) | < £¥K,  s1 k2
1 -
Prenem Lk—Kk

¥v(t,x) verifica 1l 7equacid ¥=f ¥ amb ¥(0,x)=x gue es pot

expressar en la forma
t

Y(t,x)=x+ Kf(W(s,x))ds
0

Llavors per a 0<gc¢g,

EN Eﬂ(

Gg (x) ~Fg (x) =x+ gf(W(S,X))dS—X—E“f(X)= j (f£(9(s,x))-f(x))ds ,
0o Y

perd
f£(v(s,x))-£(x)=£(v(s,x))-£(¥(0,x))= gE(f(V(t,X))q s=

e=}
=Df (V(%,x)) (3 x)s=DE(Y(E,x)))E(¢(¥,x))s

Com que 0<§<s <€Y<« e',f , Y(%¥,x) €B' 1 per tant
lDf(\f(f,x))ng1 1 lf(‘f(§,x))l<Ko

Llavors If(?(s,x))—f(x)lg.K1Kos 1
£
1 2

0
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Com que Dgw satisfa 1”equacid D1D§w=D§(f ¥),

t
D];;‘Y(t,X)=D}2<\P(0,X)+ ng(f ¢) (s,x)ds

0

1 per tant
o

13
FE(x)=D§w(o,x)_okI(x)+ S(D;(f ¢) (s x)-D“f (x))ds

0

p*G, (x)-D®

Quan k=1, D?W(O,x)—DkI(x)=I—I=O 1 gquan k >»1,
D5 9(0,x) DI (x) =0-0=0

Llavors £

p¥G, (x) -D*F, (x) - f(ng(f ¢) (s,x) =D £ (#(0,x))) ds
o]
Afirmem que |D1D§W(t,x)|< Pk 1< kgr, 0« t<:£“, amb Pk
independent de t

En efecte, per a k=1 és cert ja que D1D2w(t,x)=Df(w(t,x))DZWH.u
1 Db, v(t,x) | < [DE(e(e,x)) | [D,%(t,x) | < K, (1+e)

Prenem P1=K1(1+e) Suposant certa l17afirmacid per a k-1 0,
com que D1D§?(t,x)=Dk(f ¥) (t,x) tenam

k 1,3 b)
D, D5 w(t,x) [ < |sam®| }:1zck|x' vy
1=1 ¥

J J
Ip*t ¢(t,x) | e, 0| [D)*9(e,x) | <

on ¢, vol dir Ck(j1, ]l) Diem Pk a aquesta darrera cons-—
tant, que és i1ndependent de ¥ Aixd prova l afirmacid

Com a conseguéncia tenim

[D, (s, x)-D,9(0,x) | < [DD, v} ,x) [[s]< P e™

1s813>1,

J _InJ _nJ J ™
|02?(s,x)|_|D2v(s,x) Dzw(o,x)lgz|D1Dzw(§,x)||s|< Pjg



- 31 =

Després, Dg(f V)(S,x)—Dkf(W(O,x))=

K,3q0 ]
:Slmk chx ’ 1 ’ ko
*

J J
(D*£ (¥(s,%))xD (s, x)x  xD,"¢(s,%))-Df (9(0,x))

k-1 1,3 o J J J
+Slmk 2: z:ckx\ k(le(W(s,x))xD21w(s,x)x xDzlw(s,x))
1=1

*

Diem e, al primer sumand 1 e, al segon

e =N TN E (s, %)) XD, v(s,x)x  xD,9(s,x)) -
N TR (9(0,%) ) xD,w (0,0 % xD,¥9(0,%))

on hem usat que Dkf és simétrica 1 que D2?(0,x)=I
Escraivim aquesta darrera diferéncia en forma telescdpica 1

obtenim k+1 diferé&ncies D' aquestes, k difer&ncies tenen

norma menor que

1 u

k-1 k-
K, (1+e) |D,¥(s,%x)-D,¢(0,x) [< K, _(1+e)"" P ¢
1 l7altra menor que

|0%£ (v(s,x))-DXe(w(0,x)) | < [D"*Te3) | [9(s,x)-v(0,x) |

Observem que
s

¥Y(s,x)-¥(0,x)= Sf(l{?(u,x) ) du

[

1 que  |9(s,x)-%(0,x) |< Kjs<Kye™

Per tant |e, |¢K k(1+e) 1P ¢%4k K ¢ 20¢™
1' 7k 1 k+170% ~

on Q s autodefineix per la 1gualtat

S1 k=r |DT£(\%(s,x))-D £(¥(0,x)) | LipDE |W(s,x)~¢(0,x)| 2
s“arriba al mateix resultat

D altra banda

k-1 J J
le,l< 3 S Ip*e(ets, x| [p) ets, )| D, (s, x) |
]_:1 *
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on tots els sumands contenen una j major que 1 Llavors cada

sumand &s més petit que una constant independent de & per &

Com que el nombre de sumands &s i1ndependent de &, tenim que

existeix Q' tal que
|e2|\< Q' g

Finalment tenim que
D5 (£ @) (s,x)-D £ ((0,%)) | < (Q+0 ) £

per a 0 <s< g% 1 per tant

Eo(

|0%6, (x) -DFF, (x)| ¢ J(Q+Q')£°‘ds: (Q+Q") g™
0

Prenem M£=Q+Q' A1x0 acaba la demostracid

Corol lari 2 3

Sigui F; una familia de difeomorfismes de A<:Rn, obert,

en la seva imatge, del tipus

Fe(x)=x+e"E(x)+ e “Fgix,e)  («,p>0)

on £ &s de classe Cr+L en A 1 g(x,g) é&s de classe ct respecte

de x en A 1 Dkg(x,a) estd afitada en A x P,Eé] per a O <skgr
Sigui G, el flux temps £ de x=f(x)

Llavors, donat B, compacte contingut en A, existeix €& £ &

tal que
1) |pF.-I]<cC %
2) leF£|<L £, (2 <k gr)

3) IDkGE—DkFE | <M £*f (0<kgn),

en B, per a 0<&<g,



Demostracid

Considerem ﬁi(x)=x+£uf(x) Es 1mmediat que
l ~
|D*Fe (x)-D'F (x) [ P g ¥
en B, per a 0 < € <&, on Pl sdn les fites de Dlg(x,i)

Aplicant la desigualtat triangular 1 la proposicid 2 2

s"acaba la demostracid

Observacid

La proposicid 2 2 1 el corol lari 2 3 sbén Obviament vdlids si

FE(x)=x+a£“f(x)+£“+ﬁg(x,i)
1 G¢ representa el flux temps atg” de x=f(x),on a é&s una
constant positiva Es en aquesta forma que s“usard en el

capitol 6



2 3 Proximitat de les varietats 1nvariants

En aquest apartat es prova el resultat principal d aquest

capitol

Teorema 2 4

1

Sigui F; una familia de difeomorfismes de classe ct* (r>1),

de Ac:Rn, obert, en la seva 1matge depenent d un pardmetre ¢
Sigui X un camp autdnom de classe Cr+1 en A 1 siguil G¢ el
flux temps £ d"aquest camp, (x3»1)
Suposem que
1) (0,0) & A 1 é&s un punt fix hiperbdlic de G¢ 1 F¢ per
a 0<e <g,

11) DF¢ (0,0) 1 DG¢(0,0) diagonalitzen

S1 Xl sdn els valors propis de DFE(O,O) l,ﬁl els de

<+ 1

DG¢ (0,0), verifiquen que Xl=1+algq+0(& ), amb al<0
o+ 1
per a 1<i¢f 1 a >0 per a £+1¢1¢n, 1 que Xl-pi_o(i ),
111) |[DFe-I|< Ce™
k o
ID F€|< Lkg 2¢kgr+1

IDkFE—DkG£|<ng°‘”, O<k<r,

en A, per a 0<e<¢e,,

Llavors, si f; 1 9, sén funcions tals que les seves grafi-
ques representen la varietat invariant estable de 1l origen de
Fe¢ 1 G, respectivament, localment a 1l entorn d”un punt de les
varietats contingut en A, es té que

Dka-DkgE|=O(£) per a Ogkgr
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Observacions

La hipdtesi 1) no &s restrictiva ja que sempre es pot fer

una translacid per portar el punt fix a l7origen
Més en general, podem suposar que G, &s el flux temps ae™
d“un camp X, amb a>0, ja que aixd representa el flux temps g™

del camp aX com é&s clar a partir d un canvi de temps

En el decurs de la seguent 1 de les properes demostracions
quan apliquem el teorema del valor mig, l"argument de la deri-

vada de la funcid serd un element ¥ adequat

Demostracid

Per la proposicid 2 2 podem suposar que
|DG, ~I| < Ce*
k =
|Ip%6, [ <L, ¢

Farem la demostracid per a r=0 1 r=1 provant primer el cas

local 1 després el cas global Després per a r>1 ho provarem

per induccid L

gt E1=RL 1 E,=R"”

Escrivim Rn=R

Usarem la norma |(x,y)|=max(|x|,|y|) per a (x,y)eE xE,

Observem que les varietats invariants de G, sOn les varie-
tats invariants del camp X 1 per tant sdén 1independents de ¢

Per facilitar el desenvolupament de la demostracid introdui-
rem diversos lemes,les demostracions dels quals estaran al fi-

nal de la demostracid praincipal

Comencem provant el cas local

Lema 2 4 1

Existeix un canvi lineal S independent de ¢ tal que en les

noves variables(que anomenarem X,Yy) G, pren la forma

G (x,y) =571, 5 (x,y) = (A(e) x+X (g,%,¥) ,B(e) y+T (£,%,y))
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amb X 1 Y sense termes lineals en X,y

1 existeix a>0 tal que |B—1(z)|<1—az“ 1 IA(£)|<1—a£“

1

Considerem ara ?;=s_ F¢S 1 escrivim la seva part lineal

en la forma
(A(e)x,B(e)y)+(C (e, x,¥),C,(e,x,y))
1 la resta
(X(e,x,y),¥(e,x,y))
Per comoditat descriptura, a partir d”"ara no escriurem

la dependéncia en ¢

Lema 2 4 2

En S_1(A) 1 per a 0<E<¢g,
|pG-1|, |DF-1| < C £
|o%E], |0*F| < Lpe™, 2<kgr+1,

|Dk’é—Dki"’| <My g°‘+1, o<kgr

Com a consequéncia d aquest lema

cl=] (e .c,) |=]s™"oF(0,0)5-57 DG (0,0)5]=s™" (DF (0,0)-DE (0,0))5]<

<|S—1HS| M1Eu+1EM1€u+1,
|0% (%, 7) | =[D*G-D" (a(e) x,B () y) | =[DE|¢, £X s1 k>2,
0% (%, ¥) | = [DXF-D* (A (e) x,B(e) y) -D* (C (e, x,¥) ,C, (€,%,¥)) |<

<Lkg“ s1 k»2 1

k

|0X (%, %) -5 (x,¥) |= |D*&-DX (a(e)x,B(e)y) -D*F+D" (A () x,B(e) y) +

0¥ (€ (£,%,),Cy (£,x,¥))] <
£ |Dk§-Dk§| +|Dk(C1 ( E,X,Y) IC2 ( EIXIY)) |

°<+1+M1f_°‘(+1 ﬁkg«+1 s1 k=1 1 menor que

1L

que és menor que ng

. X+ 1
MKE s1 k>1

Pel teorema de la varietat estable sabem que F 1 G tenen una
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varietat invariant estable de 1l origen cada un que es poden

representar localment com les grdafiques de dues funcions

1

f 1 g respectivament, de classe ctt f 1 g E1(r)———9E amb

2
|Df|,|Dg|<1 en E1(r) que representa la bola tancada de radi r

1

- k
en E Suposem que E(r)CS '(A) Diem dk a les cotes de D 'g en

1

E,(r) Com que (X,¥)=0((x,y)) 1 |[DX|,|D¥|=0(>), existeix

r, independent de g (') tal que r

(Assenyalem que DX 1 DY representen les diferencials respecte

14 1 |pX |, |pY]| < %-fxen E(r,)
de les variables x y)
Considerem el canvi R definit per
R(x,y)=(x,y+g(x))

per portar la varietat i1nvariant estable de G al subspair E
1

1
Definim G=R GR
‘5(x,y)=§’1€(x,y+g(x))=§'1(Ax+§bgy+gbd),B(y+g(X))+Y(x,y+g(X)))=
= (Ax+X (x,y+g(x)) ,B(y+g(x) ) +¥(x,y+g(x)) -
g (Ax+X (x,y+g(x))))

La condicid que E., é&s invariant es tradueix en que la se-

1
gona component de G aplicada a (x,0) é&s zero, é&s a dir,

Bg(x)+Y(x,9(x))-g(Ax+X(x,g(x)))=0

g(x) =B (g (Ax+X(x,9(x)))-T(x,g(x)))
Andlogament per a f, considerem el canvi R definit per

R(x,y)=(x,y+f(x))
Definim F=R™ FR
F(x,y) = (Ax+C, (%, ¥+£ (X)) +X (x,y+£(x)),
B(y+E(x)) +C, (x,y+£ (x) ) +¥ (x,y+E£(X) ) =g (AX+C (x,y+E(x) ) +
+X(x,y+£(x))))

La condicid que E, sigui invariant &s

1
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f(x)=B‘1[f(Ax+C1(X,f(x))+X(x,f(x))—C2(x,f(x))—Y(x,f(x))]

Introduim la seguent notacid,

x!

=(x,9(x)), x =(x,f(x))
Z =Ax+X(x,9(x)), =z =Ax+C1(x,f(X))+X(X,f(X))

Observem que s1i |x|<r1
| (x,9(x)) |=max (|x],|g(x) ]) < |x|[<x; (|pglc1 en E (x))

| (x,£(x)) |<x,
Usant que |Ax|g(1-ae™) x| tenim
a

IE |g|Ax|+|§(x,g(x))|<(1—ag“)|x|+ 2-a£“|x|=(1— E“)|x|<|x|
3 3

ja que [X(x,9(x))-X(0,0) [<[p,X(E ) [[x]+]p x5 [gtx) <

<Selxl+ 3 e g [« 5 as]x],
|z°|s|Ax|+|c1(x,f(x))]+|X(x,f(x))|<(1-ae“)lx|+M1g“+1|x|+§aa“|x|=
=(1-é;6d+M1s“

- a
S1 g,prou petit, és a dir, sa EO<§HH

1y x]< x|

Notem que per a er1(r1)

|X(x°)-x(x°) | ¢ |[R(X )=-X(x°) |+[X(x )-x(x°) | <

«+1 a 1

<D RE) [ |g(x)=£ (x) [+Hg e T 5 %o +M £
Igualment
[Tx°)-¥ (x )| <2 e |g-£ | +Fy e
A més
+1

1Z -z <K@ )-x(x") [+]c, (x, £x)) [« F ™ [g-£[+H s

M, £“+1|x|<%£°‘lg—f|+(l‘_’lo+ M1r1)£°(+1

Recordem que Igl 1 |g—f| volen dir la norma del suprem en
E (r1) de g 1 g-f 1 que Ig(x)| vol dir la norma de 1l element
g(x)eE2 Afitem

lg(x)-£(x) =[BT (g(Z°)-T(X )-£(z )+C, (x")+¥(x)) | <

<lB™ [la@ -tz ) [+[T&® 1y (x ) [+]c, x ) |]<
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<z ﬂg(z°)_g(z°)|+|g(z )£z ) |+ Se*|g-f]+H e X+ +1| l]
ng_” [% E"(|g—f|+(MO+M1r1)£°(+‘l Ig f|+ -—E“lg f|+(M +M, ]g
(1_as“)((1+%§e“)|g_f|+2(ﬁ0+M1r1)s“+1)
on hem usat que
lg(z°)-g(z°) [<|pg(}) | |2 -z |<|2 -2°]
amb la qual cosa
lg-£] < (1—ae=) (1+ B2 £%) |g-£ ]+ (1-ac™) 2 (WM oM r ) e "]
2(M. +M.r )E"(+1 2(M.+M., r )£u+1
Ig‘flé 0 171 s < 0" 11 _
a_«x 2a d a .«
1-(1- gi— —35 ) = &

6 ™ =
= — (M +M r ) €= K¢

Abans de passar a afitar Dg(x)-Df (x) fem unes afitacions

prévies
|p X (%°)-D_X(x )| < lnxi(i )-D_X(x )|+|Dx§xx°)-DXX(x°)|<

<D G gt -£ ) [+ ) 1, e g ] 41, € <

1—« o+ ]

o+
<L2KOE +M1 —(L2K0+M e

|Dyi(§°>og(x)—nyx(x°)nf(x)|< IDyi(§°)Dg(x)—Dyi(i°)Df(x)|+
+|DyX(R ) DE (x)-D X (x )Df(x)|+|Dyx(x ) DE (x) =D X (x ) Df (x) | <
4|Dy§(§°)||Dg(x)_nf(x)|+lny§(x )-Dyi(x°)||of(x)|+

+|Dy§(x°)-DyX(x°)|IDf(x)ls

é-%f“ng-Df|+|Dyy§(f)||g(x)—f(x)|+H{E“+1 <

a & +1
< 5e |Dg—Df|+(L2K0+M ye™
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Igualment per a IDXY(R )—DXY(x°)[ 1 per a

IDyY(i )Dg (x)=D_Y (x ) DE (x) |

Avaluem

IDg(x)_Df(x)|=|B‘1{Dg(§ )(A+Dxi(§°)+nyi(§ )Dg (x))-D_Y (X°) -
-0 ¥ (% )Dg (x) - [DE (2 ) (A+D, X (x ) +D X (x )DE (x)+D,C, (x ) +
+Dyc‘l (x°)Df (x) )—DXY(X°)—DYY(x°)Df (x)—DXC2 (x )-
_Dycz(x°)Df(xﬂ} l

Introduim la seguent notacid
61=A+DX§(§ )+Dy§(§°)ng(x)
e =A+D_X(x )+DyX(x°)Df(x)+DxC1(x )+Dyc1(x°)Df(x)

e2=Dg(2 )61—Df(z )e1,

|

D

e3 X

(%X°)-D_Y(x ),

e4=DyY(§°)Dg(x)—DyY(x°)Df(x),

e5=DxC2(x )+DyC2(x ) Df (x)

Aixi

-1
|Dg (x) ~D£ (x) | < |B |[|e2|+|e3|+|e4|+|e5|]
Afi1tem
|€1|<;|A|+|Dx§(i )|+|Dyi(§°)Dg(x)|<(1—a£“)+-%5“+-%z“<<1
|E1—e1|< |D, X (%°)-D X (x )|+|Dyi(§ )Dg(x)—Dyx(x°)Df(x)|+

+]pC, (x )+DC. (x ) DE (x) | <



- 41 -

+M1)£«+1+M1£“+1

<(L.K +M y g%+

K, +-%g“|Dg-Df|+(L2K

0

le, | < [pg(z )é1—Dg(z°)€1|+|Dg(z°)§1—Df(Z°)§1l+
+|Df (z )61—Df(z°)e1|<

a Iy o+ 1 _ _a_°< _
< dy F e%Kpe+ (M M xr)e”" 'y |Dg-DE |+ €| Dg-DE

oL+ 1

+(2(L2K +M1)+M1)E

0

+1

Llavors

|Dg (x) -Df (x) | < (1-a€*) (|Dg-Df |+ ——a“ng DE | +N =)

on N &s la suma de tots els coeficients deE"‘+1

Dg~-Df | = sup |Dg(x)—Df(x)| (1-a€™) (1+ ——E“ﬂDg Df | +

er1(r1)

r(lmagf Nt

1 per tant

Nso(+1
Dg—DfI 2a2 2 < ?EEK‘lE
1—(1—'§E - T3 € )

Passem a estudiar el cas global

x~ ~
A partir d”ara tornem a escriure G 1 F en comptes de G 1 F

Fins ara tenim afitacions només en E1(r1) Hem d"estendre-

les mentre les varietats invariants estables es mantinguin

dins de S_1(A) Per la proposicid 2 1, F_1 1 G—1 verifiquen
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les mateixes desigualtats de la hipdtesi 111) que F 1 G

amb noves constants C',Lé 1 Mé en F (5—1(A))nG (S_T(A))

Sigqui WS la varletat invariant de G (Recordem que &s

independent de €)

T\S(R)

T |
d _J

—

E1(r1)

Sigui peWS Existeix un entorn U de p tal que la component
connexa de UNW® que conté a p es pot posar com a grdfica d una
funcid ES-~———>Er on ES 1 Er sbn subspails vectorials de E de
dimensions ! 1 n-1 respectivament 1 que contenen £1 n-£ rec-
tes coordenades respectivament No tenen perqué ser E1 1 E

2

necessariament El dibuix enganya perqué és bidimensional

Direm G1 a Gg amb €=1

Com que lim G?(p)-O, exlsteix n, natural tal que per a tot
n-se

nyn G’;(p) €E(x,)

O'
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Escollim m> n. 1 considerem q=GT(p)

0
Per continuitat existeix un entorn V de g tal que

v Nnw?) cunw®
(Ens referim a les components connexes de vnwe 1 U nws que

contenen a g 1 a p respectivament)

A més suposem gue U(\Ws 1 tot el tros de varietat invaraiant

w° d"aqui fins a l7origen estd contingut en (S_1(A)—38£)HE(f—1)

on/o és un nOmero suficientment gran 1

mC' . ., %=1 mC
S:max(me MO,C €, (P+1),e KO)

Sigulr O0<€e<e ,

G;m(q) = ¢(~m,q) = ¥(- z"‘% ,q) = (= £X(N+d) ,q) = Y- N, P(- £7d q))

-N
=G ¢ (¢(-£%d,q))
on N 1 d representen la part entera 1 la part decimal de -%:
respectivament

A més

¢ N (e(- £a,v AR") ) =9(=€%N, ¢ (- £%a,V N W)=

]
=@(-£X(N+d) ,VN W) =¥(-m, VN W )c UNW® ,
és a dir, existeix un entorn R=Y(-m,VN Ws) de p en Ws 1 un

obert S en W° contingut en E(r,) tal que G-N(S)=R

( S=9(-¢*d,vNW’) Notem que d<1 )

Definim els operadors projeccid

“s E———>ES ﬂr E——-aEr

N

Considerem la funcid ﬂs G " (I,g) definida per

T e™M(1,q) (x)= T 9(-£N,x,9(x))
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Com que —t*N> -m 1 =-¢*N<-(m-¢7), considerem la familia

ﬂs‘?(ﬁ,x g(x)) amb -m <p< —(m-¢%)

El fet que WS es pugul posar com a grdfica d"una funcid

implica que D(ﬂsw(—m,x,g(x))) no s"anul la mai en
ﬂ1(V)Ljﬂ1(G1(V)) Per continuitat, sai EO é&s prou petit, tampoc
s"anul la D(ﬂsw(ﬁ,x,g(x)) per a,@e[}m,—m+£“] Llavors exis-—
teixen les seqguents quantitats 1 s6n 1independents de t
" _ - o
d1-1nf{D(nS\f(p x,g(x))) , el (VINTG, (V) , ge[-m,~m+e ]}
v _ _ _ =4
dz—sup{Dmr\e(/s,x,g(x))) , XeTl, (VINTIG, (V) /Be[ m -+ € ]}’

dl

3=sup{D (s, x,90x) ) "', x €N (R) ge[-m,-mee]}

La funcid tal que la seva grdfica ens ddna la varietat inva-

riant estable de G a 1l "entorn de p ve donada per

~N N -1
n, 6™ (e 1, 6™ (1,9) . @)

L~"anomenem Je

Lema 2 4 3

S1per a O0<k<N G " (x) e(S—1(A)—ZS£)nE(/J)

llavors per als mateixos valors de k

P (x) € (7 (a)=$e) NE(p+1) cF(s™ @) NG(s™ ()

1 mC M

. [P (x) =67 0) | <k (14760 ug 1 ¢ me™ 'y g

Lema 2 4 4
S1 per a 0¢<k¢N G ¥(x)es ' (a)-35¢) NE(p-1)
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llavors si lx—§|< K 1 0gkgN es té que

OE
-k -1
G (%) e(s (A)-zse)nﬁup)

1 mC'

-k
D™ ) | < (1+c e %< e
Considerem la seguent afitacid en ﬂ1(S) (T representara

N

[ G“No(I,g)_11 F (1)< | G_N(I,g)—'ﬂ G_N(I,f)|+

e ™ML, e -1 F N, e <
<|le™Mr,9) ¢, ) [+]c N £)-r N1, 8) |
Com que (I,g) (x)=(x,g(x))ew® 1llavors G F(x,g(x))e WS
1 per hipdtesi G_k(x,g(x)) 6(8_1(A)-3S£)f}E(ﬁ—1) s1 OskgN

Com que |(I,g)(x)—(I,f)(x)|=max(|Ix—Ix|,|g(x)—f(x)|)=

=|g(x)-f(x)|< Koe tenim que
l6™ (x, g (x)) =67 (x, £ (x)) | < D67 (3 ] (x,q(x)) - (x, £ (x)) |

amb I}B—(x,g(x))lg K.£,per tant

0

la ™ (x,9(x)) -6 N (x,£(x)) | < emC'Koe
Pel lema 2 4 4, com gque G-k(x,g(x))65(8_1(A)—3$z)(1E€P—1) 1

Ig(x)—f(x)|< Kog per a 0 kg N tenim que

¢ K x,£(x)) € (57! (B)-260) NE(p)
1 aplicant el lema 2 4 3 tenim que

- - L
le™N(x, £)-F N (L, 0) | < me™ mie
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Finalment

lnG'N(I,g)-ﬂ F‘N(I,f)|< (KO+mM6)emC

€EN2€

Lema 2 4 5

S1 per a 0s k<N G_k(x) é(S_1(A)—255)ﬂ Eap)

llavors |DG—N(x)—DF_N(x)|<(L2memc

! mC'
1 1
M0+M1)me £

Lema 2 4 6

En la hipdtesi del lema anterior

2

2k-2 , L!
|D G'k(x)l < > (1+C'£“)1Lée“<;e2mc Eﬁ
1=k-1

per a 1< k<N

Considerem ara, en ﬂ1(S),

[pme™(1,9))-DnF N (1,£)) =106 (1,9) (1,Dg)-TDF N

(I,9)
-N -
<|pG™" e (1,9) (1,Dg)-DG

(1,Df) |<
(I,g)(I,Df)] +
+ |o¢™ (1,9) (1,DE)-DF N

o(I,£) (I,Df) |<
N -N -N
DG "o (I,qg)||Dg-DE|+ BDG o(I,g)=DG " (I,f) |+

+|DG_E(I,f)—DF-NRI,f)l] | (1,Dpf) | <
mC

L] ]
e+ D265 | |g=£ ]+ (Lme™ Mlemi)me™C

]
e K

0
on N

¢ < N
3

3
3
és el coeficient de ¢ en l expressid anterior,

ja que DG_N(x,g(x)) 6(5_1(A)—3$£)f\E{p—1)
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| (x,g(x))-(x,£(x)) | < Kye

Llavors el lema 2 4 4 ens assegura que G_N(x,f(x))e(S—1(A)—ZSEwa)
1 podem aplicar el lema 2 4 5

Com que HSG_N(I,g) és 1nversible en W1(S),a1x6 ens diu que

per a ¢ prou petit WSF_N(I,f) serd inversible en ﬂ1(S)

A mé&s, com que

-N -N
[T,67 (T, 9) M F (I, £) [ Nye
-N -1 -N -1
(ﬂSG (I,9)) 1 (ﬂSF o(I,£)) estan ambdues definides en

ﬂS(R)—NZEER

Ara podem considerar

1

m F'N(I,g) (T F_I\l(I,g))— |’R

r

la qual estda ben definida 1 ens dbna una funcid tal que la
seva grdfica ens representa la varietat invariant estable de
F prop de p Diem fe a aquesta funcid

Introduim la notacid

-N -N
L(’S=WSG (1,9), \er~ﬂrG (1,9,

-N o -N
Yg=TF (1,£), Y =N F (T, )

Lema 2 4 7

S :
leg " -vg <d;N,e en

ol

L
on d4> 0

]

Avaluem ara Ige—fel en
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-1 -1 -1 -1 -1 -1
|ge_fe|=I¢r LPS -\Pr \FS Ié I\Pr \?S -Hor \PS I+|\Pr YS _\yr WS <

-1 1 .
< ?;:E(DS) 1Dy, B0 | ey =¥ [ +] e v, ] < d,d N e+Nye

Avaluem IDge—DfeI en R,

-1 -1 -1 -
Dge—Dfe|=|DWr fg D¥g -D¥_ v DY  Is

-1 =1 1 -1
< -
<|py_y_'Dwl-De_wT Dy [+ (1)
~1_ -1 “1. -1 x
+]Dy_ Wl Dy -DY_ v Dy |+ (2)
~1_ -1 -1 =1
+|Dwr Vo DYl -D¥_ y_ D¥_ | (39

Per afitar (1) necessitem una fita de Dzwr

2 2 N

N
D“¢,=D" (M G (I,g))=D(N DG (I,g)(I,Dg))=

n_[p%e" (1,9) ((1,09), (1,09))+06" (1,9) (0,0%g)]
Per tant
Ip%¢,| < [0%6" || (1,09 |2+ D" | |p%g]

que é&s menor o 1gual que una constant independent de ¢ que

anomenarem N4

Ai1xi

1 -1|

- -1 - - -1
(1) < [pe o '-pv_ 2 o ' < [p%e 5y [|v] =¥ [ Dy | <

[ d'
<NydgNy e 5

1 "[1ov] "< Njage

X - -_—
(2) <|Dv_ w_ -D¥ ov_ 543

pel que sequeix al lema 2 4 6,
* -1 -1 -1
(3) <oy, vy |[|Dy, -DYS |

Abans de continuar afitant, notem que si1 A 1 B sbn aplicacions
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lineals inversaibles

a” -7 < [a77| |87 |a-B|
-1

1 que s1 a més, |A—BI<IA_1| llavors

57 < 1/7(]a” |7 - a-B])

Llavors
IDW;1—Dvg1|=I(DWS)_1 @;1—(Dws)_1\v;1|$
<o) he T Ty e e T W me ) 7T v <
S LYCIN I T Y NN R N R
ID(DWE)—1| és menor que una constant independent de € que

anomenem N5

S1 ¢ és prou petit podem utilitzar les anteriors fdrmules

amb A=DwS 1 B=DW€ perqué sup(DYg)—1 &s una certa gquantitat
n, (S)
1

independent de &€ Tenim que
1

I(Dws)_1|< 1 -1 -1
—————~—TT - (pe )T -y ) 7|

| (py )"~

1 per tant (DY )_1 és afitat Siguai N_ una faita
S 6

-1 -1 .
Llavors I(DWS) -(DWS) | < d3N N, e Per tant
N
¥ 2 ,
(3) < NS —d' € +d3N6N3g
1
Finalment

- ] ] v 1 1
Dy, Dfels;(N2N4d3/d1+N3d3+d4N2N5+N3N6d3)&
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Suposem que el teorema &s cert per a r-13» 0 1 suposem que F
1 G sbn de classe Cr+1
Definim les seguents aplicacions
AF AxR'—5F(A) xR®  per aF(x,v)=(F(x),DF(x)v)
AaG A an——~—>G(A)X Rr" per aoG(x,v)=(G(x),DG(x)V)

que sén,de fet families de difeomorfismes ja que depenen de

E 1

(aF) "y, w) = (F] (y) ,DF ™| (y)w)
-1 -1 -1
(aG) " (y,w)=(G "(v),DG (y)w)

com es comprova immediatament

Observem que AF te (0,0) com a punt fix hiperbdlic ja que

DF (x) 0
D(aF) (x,v) = 2
D F(x) (v, ) DF (x)
1 per tant
DF (0) 0
D(aF) (0,0) =
0 DF (0)

Com que DF(0) é&s una matriu hiperbdlica D(aF) (0,0) també

ho &s Llavors aF té la varietat invariant estable de (0,0)

s
gue anomenarem WAF

Lema 2 4 8

Si1 a 1"entorn d~un cert punt p, la varietat invariant es-

table de F es pot posar com a grdfica d”"una funcid, que per



simplicitat de notacid suposarem que és del tipus U<:E1————>E2
que direm £, llavors, en un entorn de (p,4), la varietat in-
variant estable de 4F es pot posar com a grafica de la funcid

U x Rl———>E2 xR}’ definida per (x,v)r—s (f(x),Df(x)V)

Velem que per a aF es verifiquen les hipdtesis del teorema

en A)<E(p) on E(p) &€s una bola de radi >0 en Rn

En pramer lloc és clar que aF &s un difeomorfisme de classe ct
Com que G(x)=v(e%,x) 1 DG(x)=D2?(E“,X) (X<55_1(A))

amb D_]‘*P(t,X):X(\?(t,X)) 1 D‘IDZ\‘P(t,X):DX(\?(t,X))Dz\?(t,X))

tenim que
DD, ¥(t,x)v=DX (¥ (t,x))D,¢(t,x)v (ver™)
Llavors AG é&s el flux temps g® del camp definit per
(X,DX) (x,v)=(X(x) ,DX(x) V)

el qual és de classe ct

La hipdtesi 1) ja estd provada

Per a la hipdtesi 11), observant la matriu de D(AF(0,0))
es veu que agquesta diagonalitza 1 té els mateixos valors
propis que DF(0,0) El mateix passa per a D(aG) (0,0)

Per provar 1i1i), siqui (x,v) EAxE(p)

DF (x) 0 I 0
|D(aF) (x,v)-1]=] - |

D’F(x) (v, )  DF(x) 0 I
Y 2n
Sigu1i u=(u ) eR amb Iulg 1 (A1xd implica que |u1|,|u2|$ 1)
2

u (DF (x)-I)u
| (0 (aF (x,v)-1) () ]=] ¢ 1 )| =

2 D2F(x)(v,u1)+(DF(x)—I)u2
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-max [IDF(x)-Il g1 1028 0 | |v i fu, |+ foF G0 -1 fu, | ]

<L25“|v|+ce“g(L2P+C)e“

|0* (aF) (x,v) =] (D®F () D**TF(x) (v, )| =
—max [IDkF(x)I |0%*TF (x) (v )|]<1.kg"+1,m1 efv|=(L oL, , ,pre”
|p¥aF (x v)-DXaG(x,v) =] (0"F(x) DX*'F(x) (v, ))-
—(DkG(x) Dk*1G(x)(v, ))l
-max [Iokp(x)-okc(x)l | (0% TF(x)-D** TG (x)) (v, )I]<

o+ 1
<M M L pIE

Llavors com a conclusid per a ¢ prou petit, s1 £ 1 g
representen les funcions tals que les seves grafiques ens
donen les varietats invariants estables de aF i aG respec-

tivament a l "entorn d4d“un cert punt, tenim que

k

|0*E-%5| = ote) 0O<ksr=1

perd aixd vol dir que
|oX (£,0f )-D"(g,Dg )| = O(e)
on £ 1 g representen les varietats invariants estables de

F 1 G Per tant

Dk+1 k+1g|

f-D = O(e) ogkgr-1

A1xd acaba la demostracid del teorema

Donem ara les demostracions dels lemes

Demostraci6 del lema 2 4 1

Només cal veure que la matriu que porta la part lineal de

-
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G¢;a l7origen a forma diagonal no depén de ¢ Per aixd &s su-—
ficient que les direccions prdpies de DG (0,0) no depenguin
de ¢t

Escrivim Gg(x,y)=9(e%x,y) on ¥ &s el flux solucid del
camp X Llavors DG&(0,0)=D2W(t,x,y)!(Eq’O 0y ©°n D, és la
derivada respecte de les condicions 1inicials 1 DZW(t X y)

verifica 1l equacid

D1D2\P(t,X,y) =DX(v¥(t,x,y) )Dzk?(t,x,y)

amb la condicid Dzw(O,x y)=I ¥(t,0,0)=(0,0) &s solucid

perqué GE(O,0)=(O,0)
Llavors D1D29(t,0,0)=DX(O,O)D2w(t,0,0) on ara M=DX(0,0)

€s una matriu numérica 1 per tant Dzw(t,0,0)=exth 1
D,G¢(0,0)=D,¢(£%,0,0)=exp Me™

S1 v é&s un vector propi de exp M, és vector propi de M 1
també de exp Me™

A més

-1 14“1+1
B (&)=
14*n
1 per tant lB—1(E)| = sup (10Al)=1/(1+asid+0(fu+1))
L+1<1¢n
amb a, = inf (a ) Per tant, si1 ¢ &s prou petit, existeix
L+1¢1¢n

a'> 0 tal que |B_1(£)|< 1-a'e"
Andlogament es veu que existeix a > 0 tal que |A(£)|< 1-a %

Prenem a=min(a',a )

Demostracid del lema 2 4 2

Tenim que
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DG-I=D (5 1Gs)-I=s"1 (DG S) S-I=s"1(DG-S-I) S
Per tant
pE-1 |<|s||pc s-1||s|< |s|[s7tc e
Prenem
c - clsls7Y
Igualment per a |DF-I|
A més
p%E=p(s" (b s)s)= s (p%G S) s S
1 per 1nduccib
pkG= s~ (DX Ggos) s¥
que 1implica que
DG |<|s7 s s [[s[*< [s7H][s|* L ¢

Prenem
- k
L =|s Yis| Ly

~

Igualment per a IDkFI

Finalment

k klé

|p*G-D*F|=|s7t (D¥G 5) s¥- s (D¥F 5) s¥|=|sT (DK s - DXF 5) s

<|s7}||p¥6 s-p*F s |[s|¥< |s'1||s|k1~4ks"‘+1

Prenem
=[s7H[s [* m

"
My
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Demostraci6 del lema 2 4 3

Provem primer la inclusi6 (S_l(A)—SEME(f+l)CF(S_1(A))

N'hi1 ha prou en provar que si zeS_l(A)—SE, amb la condici6

1

lz|< p+1, llavors F—l(z)es_ (A) ,perqué aixd vol dir que

F—l(S—l(A)—SE)(:S_l(A) 1 com que F és bijectiva, que

s7(a)-Lecr (s~ (a))
S1 zes_l(A) - $¢

|Ftz-z|=[F " 2-F 1 (0) -z | = |DF T (%) (2-0) ~z| = |[(DF ) -1) z[<

<Pty -1z < cre¥|z]= c' ¥z e <S¢
que 1implica
]F_lz]s'z]+8a
1 per tant

L

FL(z)es”
Igualment
(sTHA)-§£)NE(prL)ca (8T (A)
Tamb& tenim

X o+ 1
M'Os <

k(1+c'e“)kM6g“+1< N(1+c's°‘)NM6g°‘+1 m/e

' 1y X '
u)mC /C'e M6£<memc M6

g-g%(1+C'E“)

< m(1+4C'e €

~

S1 xe(s'l(A)—zse)nE§ﬁ) ¢ F (s Tamcis )

' 1 o+ ]
< L(1+C'e™) Mg € < Se

IF_l(x)—G-l(X)kzMé Eu+l

que 1mplica que
[Pl oalg |67 o [+ $e
1 per tant

Fliyes™ay-§e 1 F_l(x)eEVHl)
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Aquf nomé&s cal que §s<1

Suposant que l'afirmaci6 siguil certa per a k-130,
|F™* (x) -67% (x) [=|F~ e =1 () g7 Tg™ =1 () |<
[F7h D () 67 Em R gy [+ Je e TR ) () e 7T e R (50

1 ~-(k-1)

e Lo () [lpm 1) (%) -6 (x)] <

el (1+cre™) (k-1) (1+creXy k1 Még“+“

= [Mb 4+ (k=1) (1+C %) Ru

0J5N+]zk(1+c'g“)kéd+1<éa

Per tant

[F ™)< le™ (x) ] + Se

que 1mplica que

F_k(x)é(S—l(A)-gE)ﬂE(f+l)

Demostracid del lema 2 4 4

S1 xe(s-l(A)—3§£)nE(ﬁ—l) implica que Ees-l(A)-ZSE 1 per
tantlDG_l(§)|<l+C'e“

De G—l(x)—G_l(§)=DG_l(§l)(x—g) amb |x-§1|<|x-§|<K0£<SE
tenim que §16(S_1(A)—255)0F(f) 1 per tant
=1 -1 - $ - =1 ~1 §
IG (x)-G (§)|$(1+C£ )K0£< ¢ d"on tenim que G ' (§) €(S” (A)-2 E)ﬂE(}o)
Suposant que sigui cert per a k-1 0,
per la hipdtesi d'induccid G_(k_l)(g)ezs-l(A)—Zgg 1
o™ "1 (3) | ¢ (1scre k7L,
per tant com que

™ (5)=p(c™F ¢~ R 3y =pe7(e™ " (3))peT R (3
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tenim

Ic™* (3) | < (1+cre™) (et e ¥ o (1ie ¢ K ¢ (1ecrer) WES

)
_(1ecrg R /CE < e

Com que
IG—k(g) —G_k(x)l < IDG_k(gz)’ ]E—xl amb

[8,=x | <[5 —x|< Kt
tenim que

]
mC Koa < Sz

[G‘k(§> —G'k(x)l < e
que 1mplica que

cXE) e (s‘l<A)—2Ss>nh(f>

Demostracib del lema 2 4 5

Pel lema 2 4 3, F 5(x) e (s~ (a)-$e) N E(p+1) per a 0<k <N

N N
06 N (x)=bF M (x)=T] pa™t(c"M ) (x))- T prl(rm M) ()
1=1 1=1

que escrivim en forma telescdpica Un dels termes &s del tipus

e LN )y pelicm M) (x)) prl(x) -

-(N-1) -1

(x)) DF™ ' (x)

4

- b7 (x)) prl(r
el qual, en norma, &s més petit que

™™ x| o e NI () [pe™ (W) (sgppE L (F N ) |

lor L (rmN"271 )y | ol |

<(1+c'e*) o6 ™M) (k) - pFTLETNTI) (yy) [ (14cre) N2

Diem €c a la darrera diferéncia,
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leg | < |pe™t 6™ M) ) b7 T N () [+

-(N-1)

+ et (rm(N=2) (y))-pr~L(F (x)| <

< [ch‘l(g) , IG—(N—l) (X)_F—(N—l) (%) l+Mi £«+l<
« __mC" «+1 . mC"'_ , . o+ ]
< Lye"me ™ Mie+M] = (L me™~ Mp+Mj)E
Finalment

- - - ' 4+
106 ™M (x) -DF N (x)| ¢ W(+C e )N THLy me™C Mpemy ) e¥ T e

[} 1
< me™C (L) me™C M +MI)E

Demostraci6 del lema 2 4 6

x

Per a k=1 tenim |D2G_ll < Lig

Suposem que &s cert per a k-13 0

Utilitzant la férmula

p%(g £) (x) (e},e,)=Dg £(x) (D°f(x) (e ,e,))+

+D%g £(x) (DE£ (x) (e;) ,DE (x) (e,))
es té&
%6 7¥ (x) (e ,e,)=D% (¢~ Ma™) (x) (e e )=

= pc”* ™D ¢ (0267 x) (e ,e,)) +
+ p2e™ R .67 x) (0™ (x) (e) D6 TH (%) (e,))

S1 'eﬂ,lezls 1, prenent normes s'arriba a l'afitacid

-k
|D2G (x)(el,ez)lg
2k-4 1 « x |2
Y S (l+C'£°‘)Lég ) (L+C' % )
1=k=-2

<ecre) T Lre
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2k=-2

= [(ecre* e Y (1+C'e*) "] Ly e =
1=k
2k =2 N
= 2 (g™ )Ly
1=k-1
2k -2 N (1+C'e ™ )2N o 2mC
1 L —
Amés’;L:E]E—l (1+C'¢* )~ < e < T ¢

1 amb aixd s'arriba a la conclusid

Demostracid del lema 2 4 7

-1 _ -1
De \Ps?s - Ws\ys
-1 -1 -1 -1 -1 -1
0= IWS?S ¥ 2]“% ¥s T Y5 ¥s I - lqswg ~Ys¥s 12
> (sup |D -1(§)|)-1|W—1—Y71| - |¢ -y | 1 per tant
= fég s s [} s 's P
2] _1|<su Iy 1) [P -y |<ain ¢
WS _WS \‘Seg s s 's!'™ 7472

-1
on d'= sup |DY_ (s)
A

Demostraci®t del lema 2 4 8

Provem per induccib que si1 x €U CEl 1 vetRL

(oF) ¥ (x, £(x),v,DE(x) v)=(FK(x,£(x),D(FK (I,£))(x) v)

Per a k=1 s'aplica la definicié
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Suposant que sigui cert per a k-12> 0

1

(aF) K (x, £(x),v,DE(x) v)=aF (FF 1(x,£(x),D(F* 1 (1,£))(x) v)=

=(F¥(x, £ (x)),DF (F* 1 (x, £(x))) DENTLo(1,£)) (x) v)

La segona component €&s

1 k

1 (I,£)) (x) v=D(FX (I,£))(x) v

pF (FX"1 (1,f) (x)) D(FF™

1 per comprovar que (x,f(x),v,Df(x) V)‘EWEF fem

1im(aF) ™ (x, f(x),v,Df (x) v)=lim(F*(x,f(x)),D(F" (I,£))(x) v)
n « n-—-o

La primera component tendeix a zero perqué (x,f(x))ezwg

La segona component es pot mirar en la forma

DF™ (x,£(x)) (v,DE(x) V)

que no €s més que el transport per la diferencial del vec-—

tor (v,Df(x) v) tangent a W; Perd com que estem en la va-

rietat estable aquesta quantitat tendeix a zero

Amb ai1xd s'acaben les demostracions dels lemes

Teorema 2 5

Amb les mateixes hipdtesis del teorema anterior tenim

la mateixa conclusi6 respecte de les varietats i1invariants

inestables

Demostraci8

En efecte, les varietats invariants 1inestables de F¢1 G¢



sbn les varietats invariables estables de F;l 1 Gzl

-1

Ge

és el flux temps £~ del camp -X
Per aplicar el teorema anterior a ﬂ;l necessito compro-
var les seves hipdtesis

1) 1 11) s6n i1mmediates

111) &s consequéncla de la proposicib 2 1
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2 4 Una aplicacib Existé&ncira de punts homoclinics

Un problema dificil &s, per a un difeomorfisme, o més
en general, per a una familia de difeomorfismes amb un punt
fix hiperbdlic, provar que hi ha un punt homoclinic En gene-
ral l'existéncia de simetries ajuda a determinar-ne l'exis-
téncia

Els resultats del pardgraf anterior permeten de donar con-
dicions per assegurar-ne l'existéncia per a families de difeo-
morfismes per a valors del pardmetre suficientment proxims

d'un cert valor (que considerarem O0)

Proposicid 2 6

Sigui F¢ Uch—————>R2 una famflia de difeomorfismes conser-

vatius de classe Cr+l, (r»1) del taipus

Fe (5, 9)= 0, A 71y) ¢ e %E 0, 9) w5 g(x,v.6),  (a31),

amb lg(X'y,E) lsK per a (x,y)eU 1 0<E<gy,

X = 1+a£“+0(£d+l), a>0 1 la part lineal de f 1 g nul-

la Sa

x=ax+f1(x,y)
(2 2)
y=—ay+f2(x,y)
t& una oOrbita homoclfnica continguda en U, llavors per a ¢

prou petit Fg; t& punts homoclinics

Demostracib
En primer lloc observem que si Fe €s conservatiu per a
O<€E<t llavors (2 2) &s un sistema conservatiu En efecte,

0
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de la condicib6 det DF (x,y)=1 que s'explicita

det DF¢ (x,y)=

~ o+ ot o« +1
1+¢ (a+DXfl(x,y»+O(E ) aDyfl(x,y)+O(£ )

o ®t 4 oy _ ol +4
£ Dxfz(x,y)+O(E ) 14 &% a+Dyf2(x,y»+O(£ )

i’ o +4 _
= 1+¢ (Dxfl(X,y)+Dyf2(x,y)) +0(¢ ) =1,

obtenim que Dxfl(x,y)+Dyf2(X,Y) =0

Volem veure que es poden aplicar els teoremes 2 4 1 2 5

)

Per verificar 1) manca veure que (0,0) &s punt singular

hiperbdlic de (2 2), que &s i1mmediat perqué la diferencial

del camp(2 2) a l'origen &s

a o
0 -a
Si GE(X,Y)=W(£N,X,Y) on Y(t,x,y) é&s el flux solucid de (2

o
a 0 edt 0
DG¢(0,0)= exp = «

~-acE
0 e

1 per tant els valors propis de DG, (0,0) sbn
q -—
A=e2E =1rae™+0(e2%) 1 W1

que prova 11)
Finalment el corol lari 2 3 prova la hipdtesi 111}

Els teoremes 2 4 1 2 5 ens asseguren que les varietats in-

2)
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variants de F, estan a prop de les de Gg

Les varietats invariants de G¢ coincideixen 1 sb6n 1'Qr-
bita homoclinica de ( 2 2) Per tant les varietats invariants
de F¢ estan properes entre si Com que F; &s conservatiu s'han

de tallar (26) A1xd prova l'existéncia d'un punt homocli-

nic 1 la proposicid



capiToL 3

SEPARACIO ENTRE LES VARIETATS INVARIANTS

PER A DIFEOMORFISMES
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3 1 Introduccib

En aquest capftol estudiem la separacid entre les va-
rietats invariants d'un punt hiperbdlic d'una famflia de
difeomorfismes F, propera al flux temps £ d'un camp au-
tdnom que tingui separatriu homoclfnica També estudiem el
cas en que la famflia tingui dos punts hiperbdlics 1 el camp
autdnom tingui una separatriu heteroclinica

En les condicions adequades, una aplicaci6 immediata dels
teoremes 2 4 1 2 5 ens diu que les varietats invariants del
punt hiperbdlic de F¢ estan a distdncia ordre de ¢ de les va-
rietats invariants der flux temps ¢® S1 aquestes constituei-
xen una Orbita homoclinica llavors resulta que les branques de
les varietats 1nvariants estable 1 1nestable de F¢ que estan
a prop de 1l'Srbita homoclinica estan a distdncia ordre de ¢
entre s1i

Provarem que aquesta estimacil es pot millorar extraordind-
riament

S1 els difeomorfismes F; sbn de classe Cr+l veurem que la
dist3ncia &s de l'ordre de ¢*¥ 1 s1i sén de classe C% , 1la
distd8ncia é€s de l'ordre de Ek per a tot k Aixd vol dir que
fixat k existeix una constant M independent de g tal que 1la
distdncia &s menor que Mg s1 ¢ &s prou petit Aquesta constant
depé&n de k 1 pot cr&ixer molt r3pidament en funcid d”aquesta

El teorema 3 1 d6na condicions perqu@ hi hagi aquest compor-
tament pel cas homoclinic 1 heteroclinic

El teorema 3 2 1 el corol lari 3 3 donen condicions lleuge-

rament diferents per obtenir les mateixes condicions
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3 2 Separacib entre les varietats 1nvariants per a

difeomorfismes

El seguent teorema d6na condicions per tenir afitacions
per a la separacib entre les varietats invariants de families

de dirfeomorfismes

La hipdtesi 111) es verifica si1 la familia &s de la forna

FE(x,y)=(x,y)+&"‘f(x,y)+£°(+l g(x,y,€)
amb les derivades de f 1 g afitades en la regib considerada
grdcies a la proposicid 2 2 Aquesta forma no €s molt res-
trictiva ja que moltes famflies de les considerades es poden
posar en aquesta forma després de canvis de variables Vegeu

els exemples del capitol 7

Teorema 3 1

Sigui F; una familia de difeomorfismes de classe Cr+l

de AcR2 , obert, en la seva imatge Sigui X un camp autdnom

1

de classe C* " en A 1 sigur G, el flux temps ¢ d'aquest camp,

(<>1)
Si

1) Py 1 P, s6n dos punts fixos hiperbdlics de Fg 1 G¢ per a

11) els valors propis de DFg (pj) sén )fi)= 1-+ala“+ 0¥y

+]_)

[4

o o
1 els de DGE(pj) s6n réj) = 1+al£ + 0O(¢

1¢1, 3¢2,
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111) |DFg —I|<C ¢™
IDkFE ,< LkEN, 2 g kgr+l,

k k o+ 1
|p*F¢ - DGy [ <M 577, 0

N
o

N
[a]

~

en A per a 0<E< &,

1v) Per a tot ¢ existeix un punt homoclinic de F¢ , si1

P;=P,s O un punt heteroclinic sa pl# P, Sigqguin Wl 1

W2 les varietats invariants associades a aquests punts
homoclinics A més, els trossos de W1 1 W2 des del punt
fix fins al punt clinic corresponent estan contingu-
des en un compacte B contingut en A
Llavors

1) La separacid entre Wl 1 W2 en una regib fixada E&s
o(e™™)

2) S1 r=o00, la separacil entre Wy, 1 W, &s O &k) per a

tot k

Demostracid

Raonarem pel cas homoclinic, perqué el cas heteroclinic
&s andleg

Pels teoremes 2 4 1 2 5 les varietats invariants de F¢
1 G¢ sb6n properes entre si

Sabem que les varietats invariants de G s6n independents
de & Per tant, prop del punt homoclinic de F; les varietats
invariants de G, sbn properes, perd aixd obliga a que es
tallin Com que les varietats invariants de G¢ s6n Orbites de

X han de coincaidair
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Aixf tenim que X té& una O8rbita homoclinica, 9, (que
coincideix amb les varietats 1nvariants estable 1 1nestable
de l'origen de G, per a tot ¢ )

Evidentment ¢ estd continguda en A

Sigui P > 0 tal que B CB/O(O)

Siguir P un punt de 0 Sigui g UCR——R una funcib tal que

la seva grafica representa localment en un entorn de P a d

De nou pels teoremes 2 4 1 2 5 les varietats invariants
de F, es poden representar com a grafiques de funcions

£, U-§ ——>R , per a Wy, 1 £, U-§——>R, per a W, on
S)O tal que U-§# # 1 es verifica que

IDkfl—Dkg | = O(¢)

(3 1)

|Dkf2-Dkg | = Ote),
en U-S,per a O0gkgr
Sigu:i z un punt homoclinic de F; tal que Tl(z) € U- £,

on T &s 1”operador projeccid adequat
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Com que

IFEz—z'=[FEz—FEp1—z,4g,DFE(E) z-z|= |DF¢ (3)-T ||z |<
<ce¥zlcep

Llavors F¢z també &s hamoclinic 1 la distdncia entre ell

1 z &s menor que Csip

També&
IT](FEz)— T (z) I < IT! ||F£z—zl< CE“/D

1
Definim la funci6 f=f —f2

Per la desigualtat triangular, de (3 1) obtenim que
|pXg|=0(e), 0<kgr
S1 z &s un punt homoclinic tal que Ti(z) € U-§ , £(T(z))=0
Com que la imatge d' un punt homoclinic també &s homoclinic,
per a ¢ prou petit hi ha r+3 punts en U-$ que sbn zeros de

f Designarem, genéricament, per Py els zeros de £ Entre

dos zeros de f hi ha un zero de Df Per tant la separacid

midxima entre dos zeros de f &s 2C£jp Designarem per P els

zeros de Df Entre tres zeros de £ hi ha un zero de D2f La
separacid maxima entre dos zeros de D2f és 3Csjo Els anome-
nem Py etc

Provem ara 1) per contradiccid
Suposem que la separacid entre les varietats invariants no
&s 0(e*F) en la reqib estudiada ML u-5y

A1x3 i1ndica que existeilx dq ( que en general dep&n de £ )

tal que

r

|f(q0ﬂ>Mg“ (M &s una constant adequada)
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Llavors pel teorema del valor mitjd existeix q, tal que
[£(ag) ~£(po) | =[P (ay) | |ag=pg| < |DE(ay) [Cep

perd a la vegada
| £(ag) ~£(py)]| =|£ (q0)|> Me™E

1 per tant

Y
M £~

oL

Cs

|Df(ql)]>

Aplicant de nou el teorema del valor mitja existeix q, tal

que
[Df (a)) -Df(p)) | = |D*f(a,) | [ay-py |<|D*E(a,) | 2Ce%

perd «r

Meg
CC?

lDf(ql) -Df(pl)l=lDf(ql)l>

1 per tant

oY
2 Mg
[D°f(q,) |> 55—
2 5 02,2 2%

Procedint per induccid s'obté& que
I
| D f(q) > —ME

rlcrprer«

1 aix® estd en contradiccib amb que |Drf|=O(E)

Per a provar 2, suposem que la separaclb entre Wl 1 W, no

o0

&s o(eM) per a un cert n Com que F, &s de classe C , en par-
£

ticular és de classe Cn+l L'apartat 1) 1 el fet que «3»1 acaben

la demostracid
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Com ja hem dit, la pres@ncia de simetries pot ser Gtil per
a verificar la condici6 que F¢ t& un punt homoclinic per a tot

€, perd en general &8s diffcil de verificar-ho Per aixd donem

un enunciat alternatiu sense aquesta hipdtesi per obtenir

els mateixos resultats

Teorema 3 2

Siguin F¢ 1 X com al teorema 3 1 verificant 1), 11), 111) amb

P17P2
S1 a més,

iv) F¢ &s una famflia de difeomorfismes conservatius,
v) X t& una O6rbita homoclinica «

Llavors F¢ t& punts homoclinics 1 es tenen les mateixes con-

clusions 1) 1 2) del teorema 3 1

Demostracib

Per 1), 11) 1 111) podem aplicar els teoremes 2 4 1 2 5 Lla-
vors les varietats invariants estan a distdncia ordre de € de ¢
1 per tant a distdncia ordre de ¢ entre elles Com que F; &s
conservatiu s'han de tallar (26) A1xd prova l'existéncia
d'un punt homoclinic A més les varietats invariants des de
P, a aquest punt homoclinic estan prop de ¢ 1 per tant exis-
teix un compacte contingut en A que cont& aquests trossos de
varietats Ai1xd acaba la demostracid

Encara es pot donar un corol lari en el cas que disposem

d'una forma més explicita de F¢ en el que no cal conéixer a

priori el camp X
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Corol larai 3 3

Sigulr F¢ una familia de difeomorfismes de ACRZ, obert, en

la seva 1matge, de classe Cr+%del tipus

Fe(XIY)=(XX9MYQ-*E“(fl(X,Y)rfz(X,Y))+E“+l(gl(X'Y:€),gz(XrYrE)),

o+ 4 +1
(¢»1) amb \=1+a1£“+-0(s ) o1 )ﬂ=1-a2£“+0(£ * ), al'a2>'0'

1 fl’fZ’gl'gz no contenen termes lineals en x 1 y

S1 Fg t& un punt homoclinic corresponent a les varietats 1in-

variants de 1l "origen per a tot €, de manera que les varietats

invariants des de 1l origen fins al punt homoclinic estan con-

tingudes en un compacte B contingut en A, llavors es tenen

les mateixes conclusions del teorema 3 1

Demostracid

Considerem el camp donat per

x=a1x+f1(x,y)
(3 2)

y=_a2y+f2 (XIY)

Sigul G¢ el flux temps €~ de (3 2)
Es facil veure que

a, o0 e®1® o
DG¢ (0,0) = exp . £ = .

1 per tant els valors propis de DG¢(0,0) sbn del tipus

l+a1£“+0(£“*1) 1 l-a2£“+O(Eq+1)

Pel corol lari 2 3, donat un compacte BcA es verifica que
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|DFe-I | < ceX

|p*Fe | < Ly £ , 2<kgr+l,

k k «+1
|D*Fg D G | < M€ , O<ker,

en B, per a 0<£<¢E,,amb eoprou petit

0

Es verifiquen les hipdtesis del teorema 3 1 Aixd acaba la

demostracib



CAPITOL 4

SEPARACIO ENTRE LES VARIETATS INVARIANTS

PER A FLUXOS
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4 1 Introduccib

En aquest capitol estudiarem, aplicant els resultats del
capitol anterior, la separacif entre les varietats invariants
d'drbites periddiques de sistemes del tipus

(4 1)  x=f(x)+eg(x,5,¢€)
amb g T-periddica respecte de t/¢ , considerats com a pertor-
bacions de
(4 2) x=f (x)
amb un punt singular hiperbdlic 1 una separatriu homoclinica
Per aix0 considerarem l'aplicaci6 de Poincaré temps ¢T de
(4 1), la qual estd globalment ben definida per la periodici-
tat de g (3) 1 la compararem amb l'andloga aplicaci6 de Poin-

cargé de (4 2)

Notem que (4 1) &s equivalent a
(4 3)  x=ef(x)+ e2g (x,t, &)

a través d'un escalat del temps 1 que (4 3) es pot interpre-
tar com un sistema de dindmica lenta pertorbat per una funci6
periddica
Aquests sistemes apareixen en la teoria de promifjaments (20)
En (14) s'estudien exemples senzills, en el cas analitic
En l'apartat 4 2 s'estableix l'exist@ncia d'una Orbita pe-
riddica ¥ de (4 1) prop del punt singular hiperbdlic de (4 2),
que suposarem, sense pérdua de generalitat, que &s 1l origen
1 es dbna una fita de la seva amplitud que és essencial en
els seguents apartats La hiperbolicitat d aquesta Orbita

es prova en el teorema 4 3 que és gquan es necessita

Les aplicacions de Poincaré& citades mé&€s amunt s6n de fet
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difeomorfismes 1 en dependre de g les podem considerar for-
mant una famflia En l'apartat 4 3 estudiem la proximitat
d'aquestes famflies Com que l'aplicaci6 de Poincaré de (4 1)
no té el mateix punt fix que la de (4 2) pel fet que el punt
fix de (4 2) esdevé en (4 1) Orbita periddica (considerant

(4 1) com a pertorbaci6 de (4 2)), a (4 1) 11 fem la trans-

laci6 y=x-¥(t) perqué coincideixin obtenint aixf

(4 4)  y=£(y+¥(theg(yey(t) ,5,6) -¥(t)

Considerarem les aplicacions de Poincaré associades a
(4 2) 1 a (4 4) 1 utilitzarem técniques semblants a les de
la demostracib6 de la proposicib 2 2

Finalment en l1l'apartat 4 4 estudiem la separacil entre les
varietats invariants de 1'Orbita periddica de (4 1) obtenint

resultats qualitativament andlegs als del capitol anterior
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4 2 Orbita periddica

Per a 1 apartat 4 4 ens cal establir 1 existéncia d una
O0rbita periddica de (4 1) prop del punt singular hiperbdlaic
de (4 2) 1 afitacions de la seva amplitud En aquest sentit
donem la seguent proposicid la demostracid de la qual estd
inspirada en els métodes de (15)

Suposarem que el punt singular &s 1l oriden

Proposicid 4 1

Siguil 1" equacid
(4 1) x=f(x)+eg9(x,t/€,¢)

on f UC[Rn——> R 1 g UxRx (- Eo,Eo)—>an amb U, obert,

contenint l17origen, sbn tals que

1) £ és de classe C2 en Br (bola de radai r i1 centre 1”“ori-

gen) 1 ké1éssup |D2f(x)|

€B
X r

11) g é&s de classe ¢! en ErEEBerx(— Eo, €0 )

1 kézéasup Ig(x,t,6)| 1 k:z)ssup lD}g(x,t,E)
B B.
112) f£(0)=0 1 Df(0) é&s hiperbdlica
1v) g és T-periddica respecte de la segona variable i
T
jg(O,t,E)dt=0 per a |E|<Eo
0
Llavors (4 1) té& una Gnica Orbita periddica Y de periode ¢T

tal que [X(t,s)|< c£2 per a tot t 1 |£[<£o

Demostracid

Per fer la demostracid suposem que ¢>0
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Definim A=Df (0)

1/2

Prenem c=2e TkéZ)IAIIA-1|+1 1

1 1 1 )1/2
e1/2C2

r(—'

€,=min ( . |
0 ar|al” a{? a7 CalaTT D)

Introduimla funcid
VY (s)=f£(¥(s))-A¥(s)+eg(¥(s),s/€,¢)

Provarem primer que ¥ &s solucid periddica de (4 1) si1 1

només si ¥ verifica
ET

K(t)=[1—¢(ET)]_1 f¢(eT—s)W(S+t) ds

0
1 és periddica de periode ¢T, on ¢ &s la solucid de

@=Df (0)p amb @(0)=I Evidentment @H(t)=exp At
En efecte, s1 ¥ é&s solucid de
x=Ax+f (X)-Ax+eg(x,t/€,€)

verifica

t
3(t)=g(t) [¥(0)+ j¢—1(s)‘{’(s) as ]|

0
1 s1 és gT-peraiddica verifica a més ¥(t)=Y¥(t+¢T) per a tot t

A1x1 t treT
P(t) [6(0)+ §¢’1(s)\v(s) ds]=¢(t+£T) [x(onj o' (s) ¥(s) ds]:
0 t t+eT 0
=@(t+€T) [X(0)+S¢_1(s)‘)"(s) ds+ f¢_1(s)\{l(s) as)
0 t

A 17Gltima integral li1 fem el canvi s=u+t 1 obtenim

€T

‘S¢_1(u+t)w(u+t) du

0

Tornem a escriure s en comptes de u 1 aillem ¥(0)

t
[¢(t)-¢(t+eT)] 5(0) == @(t) S¢‘1 (s)¥(s) ds +

0
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t €T
+P(t+eT) j¢_1(s)W(s) ds + Q(t+eT) g¢_1(s+t)W(s+t) ds

0 0

Per aillar ¥(0) necessitem que @(t)-@(t+eT) sigui inversible

@(t) &s inversible 1  @(t)-@(t+eT)=@(t) [I-p(eT) ]

D"altra banda

I-gemy-1- 5. ETLA =_kZ (M) 2"y Zo (1211);'
=0 =1 k=

1 1l operador que representa 17Gltim sumatori &s inversible

perqué
o (eT)*ak > (eT)<ak = (eT)al®
I~ =] - &
k=0 (k+1)! o (k+1) ¢ ko1 (k+1) !
e€T|AI T|A|—1

- < (eT|a]) ¢ (eoT|A]) < 1/2

S1 5T|A|< ln 2, on hem usat que per a 0<xgln 2
(e¥-x-1)/x ¢ x
A més

(S

k=0

k. k - (gT)kAk

(eT) A
BN P VAT E DY

Tke) 7 e Gyl <

<1/01-2ter|ah?) g1/0- H =2

Llavors I-¢@(eT) é&s inversible,

(ET)kAk

- - -1
[1-geT)] ™" kg) o) T A

o [r-gem] T ¢ 2 E—,}. |a=1]

Ai1xi
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t eT
¥{0) =~ §¢—1 (s)W¥(s) ds+ [I—¢(ET) ]—1¢(ET) 5¢_1 (s+t) Y(s+t) ds
0

0
1 substituint a 1l expressid de ¥(t)
£V

K(t)=¢(t)[I—¢(ET{]_1¢(ET)‘§¢—1(s+t)v(s+t) ds =

€T 0

=[I—¢(F_T)] -1 §¢(ET—S)\V(S+t) ds
0
Reciprocament, suposem que § verifica aquesta darrera expre-

ss1®6 A la integral 1li fem el canvi u=s+t 1 obtenim

t+eV

If(t)=[I—¢(aT):l_1 S G(eT-u+t)¥(u) du
t
Llavors

t+eT
x(t)=[I—¢(sT)]"1 U B(eT-u+t) ¥(u) du+¢(0)‘{’(t+eT)—¢(eT)‘P(t):l=
v
+eT

t
=[I-§15(&T):|_1 J AG(eT-u+t)¥Y(u) du+ Y(t)
t
on hem usat que VY &s ¢T-periddica, perqué ¥ ho &s Per tant

¥(t)=AZ(t)+¥(t)=A¥(t)+£(8(t))-A¥(t)+eqg(¥(t),t/e,€),

és a dir, ¥ é&s solucid de (4 1) 1 és eT-periddica

Per buscar solucions eT-periddiques de (4 1) definim

X:{x R——> U continues, £T-periddiques tals que

I‘(i(t)lgce2 per a tot t}
1 /\ X—————)% definit per

ET
(A¥) (t) = [1-plem) ] 7! j;b(efr—s) Y(s+t) ds
0

Anem a veure que A esta ben definit 1 que &s contraccid
Es clar que A¥ &s continua 1 eT-periddica Per afitar

(A¥) (t) fem el canvi s=¢z a la integral 1 obtenim
T
| (A% ()] ¢ | [I-¢<eT)]'1| [l gfgzﬁ( €(T-z)) [£(¥(ez+t) ) -A¥ (ez+t)]dz |+

0
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T
+| 5€2¢(E(T—Z))Q(X(E2+t),(EZ+t)/51£)dZI]
0

Pel teorema de Taylor

) 2
AP

21

| £(x)-£(0)-Df (0) x| <

1 com que f(0)=0, aplicant-ho als punts de ¥,
ké1)[8(ez+t)l2 ké1)c284

[£(5(ez+t))-A¥(ez+t) | < <
21 2

1 per tant la primera integral &s menor que

T
§E|¢(E(T—z))l\f(X(£z+t))—Ax(ez+t)l dz ¢

0

.
2.5 ké1) e(T-z)A 2.5 ké1) €T |a|
£Cc ¢ 5 e dzgc ¢t — e T

0
Per afitar la segona integral, primer 1integrem per parts fent

u=@( €(T-2)) v'=g(8(cz+t), (ez+t) /€, €)
d”on 2z
u'=—sAeE(T—z)A 1 v=‘fg(6(es+t),(es+t)/e,£) ds
0

Ai1x1i

f¢(8(T—z))g(K(gz+t),(ez+t)/£,£) dz =

0
T

= Jg(&(ss+t),(es+t)/e,e) ds +

0
z

T
+EA‘[eE(T_Z)A(-jg(x(es+t),(£s+t)/E,£)ds)dz p
0 0

integrals que anomenem I1 1 I2

Usant la condicid 1iv)

.
|I1|<| I[ﬁ(X(ES+t),(es+t)/E,E)-g(0,(es+t)/£,e)]ds[g

0
T

<5|D19(§,(Es+t)/e,e)x(gs+t)ldS$;Tk§2)CE2

0
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T Z
IIZIQ ElAI.géTIAII fg(&(&s+t),(Es+t)/E,€)dsldz<

o o

QEIAIGETIAITZkéZ)

Llavors (1)

k
|(AX)(t)|< 2 E%1A—1|(02&5 g eETIA[T .

(2)

1 c&2+€|A|eETIAIT2ké2) ))<

+ €2(Tk
<a M kdM e 2220k {2 a7 e gpe2e 2 (P A |27 ) e ¢
<(1/4+1/2+2e1/2Tké2)|A||A_1|)22< ce?

Per tant /A estd ben definit Per veure que &s contraccid fem
| (A®) (£)~ (Ae) (£) |<

.
<l [-gem ] e Ulsﬁ( €(T-2)) | |£($(c2+£) ) -A¥ (ez+t) -
° -(f(G(EZ+t))—A¢(sz+t))|dz +

-
+E{|g(8(ez+t) (€2+t) /e, e)—g (o (ez+t) , (ez+t) /€, E) le]

La praimera integral &s menor que

feeTlM |D(£-2) (§) | |8 (ez+t)=c(ez+t) [dz ¢
[

.
< e1/2 {IDf(i)—Df(O)IIX—¢|dz<

0 T
<e'? x| 5 Ip2£(3) 3-0) az ¢e' /2 y-c| kM ce?

0
ja que |§|< c82< r

La segona 1ntegral &s menor que

.
j|D1g(§, (ez+t) /€,8) (¥(ez+t)-T(ez+t)) |dz k1(2) [s-c|T
0

ja que |§|<celcr

Llavors
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|INe=Ac]=sup | (Ax) (£)-(AT) (1) |<

teR
ez L a efe! 2m Ve yor ek D rlv—o|] <
< 2)a! le1/2k§1)cgg+2|A~1 |k1(2)20)|x_¢|é

1

stz

]
+ ‘2}];) |¥-o|= = [s —<|

Com que c > 1, pel lema de contraccid A té un Gnic punt fix
en ¥, el qual &s solucid periddica de (4 1) 1 verifica que

és continua, £T-periddica 1 |x(t) |< cE2 per a tot t
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4 3 Proximitat de les aplicacions de Poincaré

Considerem els sistemes descrits en la introduccid

(4 2) x=f (x)

(4 4) x=£(x+3¥(t) )+ g(x+¥(t),t/E,€)-%8(t),

on ¥ é&s l orbita periddica de (4 1) de l apartat anterior
Diem W1 1 ?2 als fluxos associats a (4 2) 1 (4 4) respecti-

vament Definim

Gelx) =¥ (eT,x) ,

FE(x)=v2(ET,x)

En la seguent proposicid estudiem la proximitat de les fami-
lies F¢ 1 G¢ Destaquem la tercera conclusid en la que la fi-
ta és MkE3, quan per analogia a la proposicid 2 2 nomé&s espe-
rariem la fita ngz A1x0 es degut, basicament, a la condicid

que la mitjana respecte de la segona variable de g sigui nul la

Proposicib6 4 2

S1

L

1) £ é&s de classe ct* en U, obert de Rn, que conté& l ori-

gen

11) g &s de classe ct en U respecte de X, D?g és continua

en UxRx[O,Eﬂ per a O0gkgr 1 ng &és Lipschitz respec-

te de la primera variable en U,
111) £(0)=0 1 A=Df(0) és hiperbdlica,

1v}) g és t-periddica respecte de la segona variable 1

é
T
g(x,s,€)ds=0 per a xe€U 1 0< E ¢,

0
Llavors, donat B, compacte contingut en U, que conté l origen
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es té que
1) |DGg-1|,|DF, -I|< Ce
2) IDkGEI,IDkF£|<Lkg, (2<k <),
3) |p*Ge-p*F | < M €3, (O<k<r),

en B, per a 0<g <&,

Demostracid

Com a la proposicid 2 2, s1i R"-U &s buit, considerem B'=B+1
1 s1 R'-U no &s buit, considerem ER’ una bola de raai prou
gran perqué BCER 1 perqué (R"-U)Nn —BR¢¢ Diem 3 a la dis-
tdncia entre ([Rn—U)n _BR 1 B 1 considerem finalment B'=B+/}/2

Tenim que BcB'c U Definim

K = sup anf(x)I, K'= sup ID?g(x,t/E,g)I
I xeB! " xeB'xRx[0,€,

Ké existelix perqué g &s periddica respecte de la segona
variable Notem que
F(t)=f£(3¥(t))+eg(¥(t),t/€,€)
1 per tant
[¥(t) | < |[E(Gs(£))=£(0) |+]|£(0) [+e|g(x(t),t/e,e) | <
' 2 v
< DEG) | [¥(t) [+eKy <K ce 4K e

1/2 . 1/2
S1 (x,t,e) € BxRx [0,£,] amb g°<m1n((ﬁ/4c) ,1/3K0,(1/3K1c) )
llavors

| £(x+5(t)) +eg(x+¥(t) ,t/e,)-5(t) | <

< K, +eK' +K c&2+K6g <K —:13— +;— +;— =K0+1

0 0 "1

0+
perqué Iz{(t) |< cszgc {E % que 1mplica que

X+¥(t) € B+ %CB'
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S1 a més, gog____fi____, pel teorema d existéncia d equacions
4(K0+1)T

diferencials, la solucid v(t,x) de (4 4) amb +(0,x)=x esta
definida per a |t|< £, T 1 v(t,x)e5B+-§— per a Itlg £, T per

tant Fg estd ben definida en B

La proposicid 2 2 ens assegura que G també& estd ben definida
en B Passem a provar 1)
L afitacid IDGE-I’<:CE jJa ens la ddéna la proposicid 2 2

DFE(x)=D2?2(e,x) 1 D2?2(t,x) verifica

D, D¢ 4t ,x) = [DE (¥, (t,x) +¥(£)) +€D. g (¥, (t, %) +¥(t) £/ €,e D, 0,0t ,x)

Llavors
t

Dzvz(t,x)-I=I{Df(?z(s,x)+8(s))+&D1g(V2(s,x)+K(s),s/£,£ﬂ

0

[Dzvz(s,x)—I]ds

+J[Df(v2(s,x)+x(s))+eD1g(W2(s,x)+x(s),s/E,E)]ds
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1 IDZ\fz(t,x)—Ils
t
L L
< g(K1+gK1)ID2w2(s,x)—Il ds + (K1+EK1)ET
0

1 pel lema de Gronwall

' (K,+eK!)t
[D %, (t,x)-I| (K +eKi)eTe 17501 s1 |t] ¢eT

- 1
Per tant, s1 suposem a més que g, <min{ XK' * (K
1

IDF (x)—II (K +1)&Te(K1+1)ET <(K1+1)Tee per a x €B

Prenem C com el mdxim de (K1+1)Te 1 la constant que verifica
|DGe-1I| <Ce
Provem 2) L~ afitacid IDkGE[<‘Lkg ens la ddna la proposicid 2 2

Dk

2W2 satisfd 1l"equacid

D D5, (£,%) =DK (£ (0, (£, %+ ¥(£) ) +2g (, (£,%) +¥(£) , £/ €,€) = ¥(t))

Desenvolupant, utilaitzant la regla de la cadena introduida

en la demostracid de la proposicid 2 2, s obté

Slm°>J k BDf(Wz(t x)+3(t))XD Wz(t x)+

+£(D1g(q>2 (t,x)+¥(t) ,t/E,E)xD];\ez(t,x) )]+bk (t)

on b, (t) conté els restants termes, els quals contenen deriva-
des de Y respecte de x d ordre menor que k

Com que ngz(t,x) és simétrica podem prescindir de l opera-
dor Slmk Com a la proposicid 2 2 introduim 1"operador line-

al A\(t) Ek————>Ek, on Ek=Lk(E,E) definit per

At A= X' ((DE (v, (£,%) + Y(EDED G, (£, %) +§(t) , £/€,) ) xA)

Afitant, obtenim

|AIA] < (k +ex) |a] < (x+1) 2],
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per tant |A(t)]|< Ky+1

Considerem praimer l”equacid homogénea

U'=A(t) U on U(t)éL(Ek,Ek) amb U(0)=I .

E
Es verifica
U(t)=I+-J/\(s) U(s) ds
At tl
lue) | ¢ 1+ jl/\(s) | [uts)|as <1+ (R +1) | |Us) |ds
0 0

1 pel lema de Gronwall
|U(t)|< exp(K1+1)|t| s1 |tl< T
Llavors, de
k k
D Dy, (t,x)=A(t) D, ¢, (t,x) +b, (t)
escrivim
t

D§ ¥, (t,x)=U(t)[ D5, (0,x) + IU(-s)bk(s)ds]
4

on Dng(o,x)=o (k 22) 121
t t

| D}z( P, (t,x) |= j|U(t—s)bk(s) |ds gJ{exp(K1+1) It—s[)[bk(s) [ds g
0

o t

< exp(K1+1)t’J|bk(s)|ds
0
Ara procedim per induccid, si k=2
2
[b,(s) [ < [D"E (%, (s,x)+¥(s))xD,, (s,%)xD, %9, (s,x) | +
2
+E|D1g(wz(s,x)+3(s),s/E,E)xDZWZ(s,x)xDzvz(s,x)Ig

2 2 2
< K2(1+(K1+1)e8) +EK5(1+(K1+1)eE) < (K2+£0Ké)(1+e)

* |D§?2(t,x)|<(exp(K1+1)t)(K2+50Ké)(1+e)2t

Aixi

2 2
|p°F, (x) | ¢ (Ky+£,K3) (14e) “eTe

Prenem L, com el mdxim de (K2+5%Ké)(1+e)2eT 1 la constant
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L, que verifica IDZGE(X)I <L,¢

Suposem que sdn certes les afitacions per a k) 2

Es clar que | bk+1(t)| &s menor que una constant Nk+1 inde-
pendent de &€ Llavors

k+1

o,

Yz(t,x)|<(exp(K1+1)t)Nk+1t<:Nk+1eT£

que 1mplica que

k+1
D FE(x)l< Nk+1eTg
Diem Lk+1 al maxim de Nk+1eT 1 la constant Lk+1 que verifi-
k+1
ca D GE(x)|<:Lk+1E

Finalment provem 3) Sabem que |GE(x)—FE(x)|=|?1(5T,x)—?2(£T x)l

Per a 0 ¢t (¢T
t

|?1(t,x)—l6(t,x)[=lx+.Jf(v1(s,x))ds —-X—

0

-S[f(\oz(s,xnx(s)n g (¢, (s,x)+¥(s),s/€,2)-¥(s)] ds|s<

t
slj [£(¢,(s,x))-£(9,(s,x)+¥(s)]ds]| +
o/t
+ | Sig(?z(s,x)+X(s),s/E,E)dsI + |\ ¥(s)as|<
(4]

t 0
2

é_SIDf(f)||?1(s,x)-?2(s,x)—x(s)|ds + 5K6t+cs <

0t t

. 2
ng1}w1(s,x)—¢2(s,x)|ds+ SK1|6(S)|ds + EKOt+cE
0 0

1 pel lema de Gronwall

l9, (£/x) =, (£,%) |<(K1cT E3+K6T 2icetyefit. (2C+K(')T)e£2

Avaluem, ara, la diferéncia en t=¢T,
A

[y (2T, x) =0, (eT,x) | < |S[f(%q(s,x))—fwz(s,x)w(s))]ds|+
€T ° eT
+|‘jeg(wz(s,x)+x(s),s/E,E)ds|+|I E(s)dslg
ev ‘0 ° T
.glef(E)II?1(s,x)—\%(s,x)—8(s)|ds+lJ’Eg(x,s/s,s)ds|+

[o} 0
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eT
+| js [9(e,(s,x)+¥(s) ,s/€,e)-g(x,s/€,¢)]ds]|<

< (K1 (2c+K1'T)eT+cK1T+K1'cT2£°+KicT£o)E3 = Moe

Provarem, ara, per induccid, gque per a 1g kgr,

2

k (t,x)-D];\Pz(t,x)lgﬁkg s1 X€B 1 0gtgeT

|DJe,

Per a k=1, t
|D2\t’1 (t,x)—Dz\Pz(t,x) I < f'Df(\?1 (s,x)) , |D2‘~?1 (s,x)—Dz%’z(s,x) Ids+
t 0
+ S|Df(«?1 (S,X)—Df(‘Pz(s,x)HS(S)) | |D2‘~P2(S,X) |dS +
°t
+]ESOD1g(\{)2(s,x)+K(s),s/E,E)Dz‘Pz(s,x)ds|<

t
2 2 ,
< SK1|D2\P1(s,x)—Dzkpz(s,x)Ids+K2 (MOE +CET) (1+CE)ET+EK1(1+C5)£T

0
1 pel lema de Gronwall

2 K1t
|D, %, (€,%)=D, %, (£,%) | < [K, (My+c) (14C ) T, +K? (1+Ce,) T|e%e

Prenem M, = [Kz (M0+c) (1+C eo)Ts°+K1' (1+C eo)T] e

Suposem que é&s cert per a 1g k-1

k

21 (t,X)—D};‘{’2 (t,x) ls

|D
t
QJ] )\1 'k((Df (%, (s,X))xDlz‘:kp1 (s,x))-

’ —(Df(\pz(s,x)+2§(s))ngkpz(s,x)))I ds +

t
+ej|)\1 ’k(Dg(\ez(s,x)-nS(s) 'S/ e,e)xD};Pz(s,X)) | das +

0

k 1,34, 3] J
*( > Zleh ] F(DTE(Y, (s,x)+¥(s))x  xD, Ty, (s,x) -
0

1 Jl
~DTE(¢,(s,x))x  xD,t¢,(s,x))| ds +

v k 1,3 '3
+l ESlmk°ZZCk>\, 17 10
1=2 %

0
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J
°(D;g(w2(s,x)+x(s),s/EE)x XDzl?z(S,X) ds |

I, 1 I, a les quatre darreres 1integrals

Iy I4 4

Diem I1,
t
k

1, k
I, < S[l)\ ko(Df(\P1(s,x))xDzkp1(s,x)—Df(\91 (s,x))xDZ\pz(s,x))l +
0

+|)\1'ka(Df(~P1(s,x))xDlg\ez(s,X)—Df(vz(S,X)H(S))X13§?2(er))]dss

t
< lef(W1(s,x))||D§?1(s,x)—D§w2(s,x)Ids +

¢ ©

+ | [DE (e, (s,x))=DE (%, (s,x) +¥(s)) | [Dw, (s,x) |ds <

[

2

© .k K 2
g‘gK1ID2v1(s,x)—Dzvz(s,x)| ds+K2(MOE +CE )LkgTs

0
t
k '
I, <e|lDg(e,(s,x)+3(s),s/€,€) |[D3%,(s,x)|ds < eKIL, eTe

0
Per afitar I3 descomposem cada sumand en forma telescdpica de

manera que tenim 1+1 sumands En ells hi ha les derivades de
f,que estan afitades per Kl, les derivades de Wz respecte de x,
que estan afitades per Lle excepte la praimera, que ho estd per

1+C¢g, Cada terme porta una diferéncia, o bé

[D™£ (¢, (s,%))-D £ (¥, (s,x)+ ¥(s)) |<

=

<Io e @) 9, (s,x)=9,(s,x)=%(s) [ < K, (M e ece?)
(s1 1=r, llavors é&s menor que Lip Drfiw1(s,x)—w2(s,x)—x(s)I),
o bé
|D%?2(S,X)—D%?1(S,X)'
amb j < k, que és menor que Mjaz per hipdtesi d”induccid

Per tant I3‘5Pk£3 on Pk &€s una constant independent de ¢t

(la tercera ¢ prové de que integrem de 0 a t 1 t<€T)

J
% cle?g(\pz(s,x)+x(s) ,s/€,€) | lDzlkpz(s,x) [t <



- 93 -

k J J
1 1 2
£ 2 oki|py 'y (s,x)| Dy Mw, (s,x) |eT < Ple
1=2 ¥
on Pﬁ és 1ndependent de ¢
Resumint
k k 4 3 3 ,,.2
|D2q>1(t,x)-D2Le2(t,x)| < Ky (My+C) Ly, Te +KIL, Te +P e +Ple” +
t
k k
+[K1|D2W1(s,x)—D2W2(s,x)Ids
0
1 pel lema de Gronwall
k k 2 Kqt 2
lD2w1(t,x)—D2Q2(t,x)Ig.PkE e £ PkeE
Prenem ﬁk=P e, on P s“autodefineix
Afitem finalment |D2¢1(£T,x)—D§W2(eT,x)l Aquesta diferéncia

ddna lloc a les integrals I1, 12, I3 1 I4 avaluades entre o 1 t
T

k k 2 2 2

I, <5K1 |D5 %, (s,%)=Dg¢, (s5,x) [+K, (M € +ce )L, 7T <

0

- 3 2 2 2
K1Mk8 T+K2(M0£ +CE )LkE T

Usem les mateixes afitacions pe a I, 11,
T

J
I4 4' SESlm Z: iZc: X D g(x s/€,E)x xDzlwz(s,x) dsl+
1=2 ¥
€T 0 Kk
J,
+ | jaslmk S ck>\ o(D g(‘pz(s x) +¥(s),s/€,€)-D, *g(x,s/€,€ 0 xD2 v, (s, x)ds|<
0 l=2 *

k s N o1
<| £Sim Ej ch A D gi(x,s/€,€)xJ_ x xJ ds[

€T k
~ ]
Ifeslmkz chko(Dig(x,s/f,e)x xD, ¢, (s,x) -
*
-DTg(x,s/E,E)xJ X xJ )dsl
34 ]

1

X J
EEZ C 1+1|Y2(§ x)+X(§)-x||D v (g'x)l IDzlvz(?lx)lﬁT

">'\’ )\11311 ’Jl
on - 1 JJ és la identitat si 3j=1 1 zero si j >1
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€T

El primer sumand é&s nul perqué Dig(x,s/s,e) ds=0

o
El segon sumand es descomposa en suma telescdpica 1 com que
|Dgwﬁs,x)—JJ| és menor que C¢ si1i J=1 1 menor que ng S1
3> 1, tenim que &s menor que Q&B, on Q &s una constant indepen-
dent de &
El darrer terme conté&, en cada sumand seu, una deraivada de 92
d“ordre major que 1 per tant existeix Q', independent de ¢,

tal que aquest terme és menor que Q'E3 Per tant

k k 3
[Dz‘?‘l (ET'X)—DZ\PZ (ET Ix) Ié MkE
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4 4 Separacid entre les varietats invariants

Considerem les equacions (4 1) 1 (4 2) en el pla
(x:éU(:Rz) Hem vist que s1 l7origen é&s punt singular hi-
perbdlic de (4 2), (4 1) té una Orbita periddica prop d~ ell
Veurem que aquesta Orbita periddica també& &s hiperbdlica

S1 considerem (4 1) 1 (4 2) com a sistemes tridimensionals

en la forma

x=f (x)+eg(xX,T,¢€)

(4 5)
r=1/¢,
x=f (x)
(4 o)
T=1/¢,

podem considerar el punt fix de (4 2) com la solucid
(x(t),z(t))=(0,t), la gqual té varaietats invariants de da-
mens1d dos L7Orbita periddica de (4 1) considerada com a
solucid de (4 5) també té varietats i1invariants de dimensid
dos El teorema 4 3 ens proporciona que les corresponents
varietats 1invariants de (4 5) 1 (4 6) sbn properes entre

s1 1 que s1 (4 2) é&s conservatiu 1 t& una separatriu (0r-
bita homoclinica) associada a 1l origen, (4 5) té Orbites
homocliniques 1 la separacid entre les varietats invariants

de (4 5) té& un comportament semblant al dels teoremes del

capitol 3

Teorema 4 3

Siguin
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(4 1) x=f(x)+eg(x,t/€,¢€),
(4 2) x=f (x),
verificant

1) £ 1 g sbn de classe Cr+1 respecte de x en U, obert de
Rz, contenint l17origen 1 D?g(x,t,&) continua en
leRx[O,EOJ per a 0gckgr+1,

11) £(0)=0 1 Re Spec Df(0)#0,
111) tr Df(x)=0 1 tr D1g(x,t,£)=0 per a x €U 1 0<e<g,,

1v) g és T-periddica respecte de la segona variable 1

T
Sg(x,t,e)dtzo per a x €U 1 O0<ce<cgy,
0
v) (4 2) t& una Orbita homoclinica ¢ continguda en U
Llavors
1) (4 1) té& una Orbita periddica ¥ prop de 1l oraigen, la

qual és hiperbdlaica

2) La separacibd entre les varietats invariants de ¥, en

una regid fixada és O(Er) S1 r=o00 és O(Ek) per a tot k

Demostracid

De 11) 1 111) es dedueix que els valors propis de Df(0) sbén
reals 1 de signe oposat, ja que tr Df(0)=0 implica que

a b

Df (0) =
c -a
2 2

1 que els valors propis siguln ﬂt=5f a -bc amb a > bc
perqué si fos a2< bc, la part real dels valors propis se-
ria nul la

Siguin G¢ 1 F¢ com a 1l apartat 4 3,definits en un conjunt
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compacte B contingut en U 1 que contingui a 1”drbita homo-
clinica ¢ Anem a verificar que Gg 1 F¢ compleixen les hipdte-
s1s del teorema 3 2

11) implica que x(t)=0 &s solucid de (4 2) 1 per tant G.(0)=0
per a tot € Com que x(t)=¥(t) &s solucid de (4 1), x(t)=0

és solucid de (4 4) 1 per tant, també& F. (0)=0

Com que DG(0)=exp(Df£(0)eT), els valors propis d aquesta di-

- eT
ferencial son X+=eﬂi Escrivim

a b a' b

C d c' 4d°'

Com que [DFE—DGE[<:M153, tenim que

lat-al, [b*-b|, [c'~c|, |a'-a] < M e’

Els valors propis de DGg (0) 1 DF¢ (0) sdn respectivament

a+d+\[(a+d) 24 \ a'+d'+\/(a'+d')2-4

>‘t= 2 + 2

Avaluem la diferéncia

PYESWE %‘“d‘a"d"i%‘\/(a*d)z—-‘l Nar+a" 1?24 ) |<

O NI S L2Y SN
1 2 \Qa+d)2—4 +VQa'+d')2—4

|<

~

3 1|‘ﬁ+d+“'+d')(a+d—a'—d',|

2 \V(a+d) 2-4

Com que la traga &s un invariant, a+d=e/J\*ET+e)uET

2
Y (aed) Poa= (P e M) gm0 (Chpyem-1) 4 (j,T) 2¢2
Llavors

3
' 3 1 D2Mq¢ 2
l>\+-)\+|<M1E "’"—2—_——1 =O(E )
= = 2, Te
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on D >|a+d+a'+d‘| Podem prendre D=2(|DGE(0)|+|DFE(O)l)
Per tant %;:Xt+0(62)=1iﬂ+eT+O(ez) 1 llavors si1 & &s prou
petit X+>1 1 X_<1, que 1mplica que 1708rbita ¥ és hiperbdlica
1 0 &s punt fix hiperbdlic de F; Aixd prova les hipdtesis
1) 1 11) 111) és consequéncia de la proposicid 4 2 1v) 1
v) sb6n consequéncies i1mmedirates de les hipdtesis

Llavors F¢ té& punts homoclinics 1 la separacid entre les
varietats invariants &s de 1 ordre de £ Es de 1 ordre de
gk per a tot k, s1 r=oo

S1 considerem Fto E(x):\PZ(E,tO,x), on vz(t to,x) és el

flux solucid de (4 4) amb ¥y, (t,,t.,x)=x, resulta que F
2°70"70 tO,E
té les matelxes propietats que F¢ Les varietats invariants

de x(t)=0, solucid de (4 4), interseccid amb el pla t=« coin-

cideixen amb les varietats invariants de 1l origen de Ft €

OI
amb t0=gT—x A1xd acaba la demostracid per a les varietats
invariants de (4 4) Les de (4 1) verifiquen el mateix perqué

s"obtenen d"aquestes pes translacid



CAPITOL 5

UNIFORMITAT DE LA FORMA NORMAL DE

BIRKHOFF I VARIETATS INVARIANTS
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5 1 Introduccib

Per afitar la separacib6 entre les varietats invariants,
com en el capitol 3, per a famflies de difeomorfismes ana-
lftics 1 obtenir una fita m€s precisa necessitem tenir 1in-
formaci6 de les varietats invariants esteses als complexos

La forma normal de Birkhoff d'un difeomorfisme analitic
al voltant d'un punt fix hiperbdlic ens proporciona aquesta
informaci6 localment 1 a més ens db6na una integral primera
local

En l'apartat 5 2, la proposicid 5 3 ens dbna, a partir
d'aquesta, una parametritzacib de les varietats 1invariants
molt Gtil per al seguent capitol que, en certes condicions,
gracies a la proposicib6 5 2, &s Gnica

En l'apartat 5 3 es prova que, per a families de dafeo-
morfismes del tipus que estudiem, &s possible obtenir una
inica expressib6 (depenent del pardmetre) de la forma normal
(1 d'un canvi a forma normal) que permet controlar les va-
rietats i1nvariants complexes uniformement per a tots els va-
lors del pardmetre

El problema principal &s la convergéncia de la forma nor-
mal Per a les families que estudiem,els valors propis de la
diferencral dels difeomorfismes en el punt hiperbdlic tendei-
xen a 1 quan el pardmetre tendeix a zero En principi aixd fa
que el radi de convergéncia de la forma normal tendeix1l a zero,
perd el fet que per a valors del pardmetre petits els difeo-

morfismes sb6n prop de la identitat compensa aquest efecte 1
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el radir de convergé&ncia es mant& més gran que una certa
constant La demostraci6 d'aquest fet segueix la de la
convergéncia de la forma normal de Birkhoff en (35)
tenint en compte la depend@ncia en el pardmetre, excepte
la funcib majorant usada 1 a l'émfasi en les estimacions
del radi de convergéncia

Finalment en l'apartat 5 4 s'estudia la proximitat dels
canvis a forma normal avaluats en punts en que una de les
coordenades &s zero, que essencialment &s la proximitat en-
tre les varietats invariants, suposant que les corresponents

families de difeomorfismes s6n properes en el sentit que es

precisa
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5 2 Forma normal de Birkhoff 1 varietats invariants

En primer lloc recordem la forma normal de Birkhoff d“un
difeomorfisme analitic al voltant d”"un punt fix hiperbdlic
Birkhoff va fer la part formal (7) Posteriorment Moser

(29) 1 Siegel (34) varen provar la convergéncia

Teorema 5 1

Donat F, difeomorfisme del pla, analitic en un entorn de

1"origen, conservatiu, del tipus
-1
(5 1) F(x,y)=Ox+P(x,y) ,A_ y+Q(x,y))

on P 1 Q no contenen termes lineals 1 X>1, existeix un canvi

C (no dnic), analitic en un entorn de 1l origen tal que

1

(5 2) N=C™ 'FC

és del tipus
(5,3) N(E,q)=(§W(§7),Q/W(§Q))
on W(Eq)QX+ngq+«4(gq)2+ és analitica en un entorn de

l1"origen A més N é&s Gnic satisfent aquestes condicions

Vegeu (35)

La forma (5 1) assumida per a F no &s restrictiva, ja que
s1 F té 1l origen com a punt fix hiperbdlic existeix un canvi
lineal que el porta a la forma expressada amb A, el valor pro-
p1L major que 1 de DF(0,0)

Cal assenyalar que N é&s conservatiu, mentre que C no té

perqué ser-ho, encara que sempre existelx un canvi conser-

vatiu que veraifica (5 2)
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S1 escraivim C(§,q)=(P(%,9),v(§,7)), en (35) es prova que

C és (nic si1 Q§—1 1 VQ -1 no contenen poténcies de §q soles

De 1l expressid (5 3) és immediat que
N(E,00=(A},0) 1 N(0,q)=(0, yq)

1 per tant é&s clar que Q:O 1 §=0 representen les varaitats
invariants de N Llavors C(§,0) 1 C(0,7) ens donen una pa-
rametritzacid de les varietats invariants de F,perqué com que
Flc=cN” (1 també F c=cN"") tenim

lim F "C(,0)=lim CN "(},0)=1lim C(X\""§,0)=(0,0)

n-»oo n-»o n—ow

lim F'C(0,n)=11im CNn(o,7)=11m C(o,\'“q)=(o,0)
n

n-»>oo 00 n-> o0
A més aixd prova l"analiticitat de les varietats invariants
en el cas que F sigui analitic 1 conservatiu

Hem 1indicat que el canvi C no &s Gnic Malgrat aixd,

Proposicid 5 2

En les hipdtesis del teorema 5 1, si suposem que C é&s del

tipus

CEm) =3+ 2 ¢ (B,) i+ 2 ¥, (5,7))
k>2 ky2
on ¢k 1 ¥, representen funcions homogénees d”ordre k, llavors

C(§,O) 1 C(0,7) estan univocament determinats

Demostracid

Diem N a la forma normal de Birkhoff de F (CN=FC) Tenim que

CN(%,0)=C(X},0)=FC(},0)
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Suposem que

c(§,00=(3a3", > b3¥"
nzl nzl

amb a1=1 1 b1=0 1 que

k k
Kk, L31 KoLy

Substituint obtenim,per a ordre 1, la identitat A=\
Veiem ara, per 1induccid, que els coeficients a 1 bn estan

univocament determinats

Per a ordre 2, tenim

d”on a, 1 b2 resten determinats perqué X no és arrel de 1
Suposant que a, 1 bk estan determinats fains a ordre n-1,

per a ordre n tenim

n
anX =Xan+ termes determinats

n
bnx =-X-bn+ termes determinats,

relacions que com abans, determinen a 1 bn

Andlogament es prova la unicitat de C(O,Q)

A través de la forma normal de Birkhoff podem obtenir
una altra parametritzacid de les varietats 1nvariants que
serd essencial en el capitol seguent, aixi com una integral

primera analitica local

Proposicid 5 3

Siguilr F un difeomorfisme del pla, analitic en un entorn
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de 1l origen, conservatiu, amb 1l origen com a punt fix hiper-

bdlic Llavors
1) Existeixen funcions u1(t),u2(t),v1(t) 1 v2(t) anali-
tiques tals que localment wu=(u1(t),u2(t)) 1

ws=(v1(t),v2(t)) 1 verifiquen
F(u1(t),uz(t))z(u1(t+h),u2(t+h))
F(V1(t),Vz(t))=(v1(t+h),V2(t+h))

on h=ln\ 1A &s el valor propi de DF(0,0) major que 1
2) Existeix E analitica definida en un entorn de les varie-

tats 1nvariants tal que

E(F(x,y)=E(x,y)

E(u1(t),u2(t))=0 1 E(v1(t),v2(t))=0

Demostracid

Pel teorema 5 1 existeix un canvi C analitic, tal que

N(E,n)=CTFC(3,1) = GWEn) W (Ey))
Siguil r el radi de convergéncia de C Descrivim la varietat

invariant inestable de N pel pardmetre t de la seguent forma

(@ (£), T, (8) )= (750, 0)
Es verifica que

N (T, (£) T, (£))=N(e"7%0,0) = (\e""*0, 0) -

_(etm B et—t0,0)=(ﬁ1(t+h),ﬁ2(t+h))

Definim
(uq (t) ,upy (t))=C(Tq(t),Uy(t))
per a te{t €C, Ret <t +ln r}

De C—1FC(E1(t),ﬁz(t))=(ﬁ1(t+h),ﬁz(t+h))
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tenim que
FC(E1(t),ﬁz(t))=C(ﬁ1(t+h),ﬁz(t+h))
és a dar

F(u1(t),uz(t))=(u1(t+h),u2(t+h))

Aquesta darrera expressid ens permet d extendre u, 1u,
analiticament mentre (u1(t),u2(t)) pertanyi al domini de F
Per a la varietat invariant estable considerem

(v1(t),vz(t))=(o,e'(t‘t6’)
que verifica

N(V1(t),Vz(t))=(V1(t+h).32(t+h))

1 andlogament prenem

(V1(t),Vz(t))=C(71(t),Vz(t))

La funcid E(},7)=%fn verifica que

E(NG ) =EGWEY QW ) =3qw @)W | (Bn) =gn=E(5,7)

1(t),ﬁz(t))=ﬁ(et‘t0,0)=o

o]
o]

(

(V1(t),Vz(t))=ﬁ(0,e—(t_t6))=0
1

=

Definim E=EC Verifica que
E(F(x,y)):EC_1FCC-1(x,y):ENC—1(x,y)=EC-1(x,y)=E(x,y)
1 que
-1 ._ _ - _
E(u, (t) ,u,(£))=EC "C(T,(t),T,(t))=E(m, (t),u,(t))=0
1 andlogament
E(V1(t),V2(t))=0

L expressid E(F(x,y))=E(x,y) permet d”"estendre analitacament

E a un entorn complex de les varietats invariants (localment)

Observacid

De la demostracid es veu que si1 F é&s una funcid entera, u,

v, 1 v, sbn funcions enteres E, en general, no ho &s

2’71 2
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5 3 Convergéncia de la forma normal de Birkhoff per a

families de difeomorfismes

La seguent proposicid prova l existéncia d”una bola de
radir i1ndependent de € en la qual convergeixen la forma nor-

mal 1 el canvi a forma normal dels difeomorfismes de les

families que s estudien

Proposic16 5 4

Sigul F¢ una familia de difeomorfismes analitics en un en-
torn de 1 origen, preservant drea, depenent analiticament del
pardametre €, que tenen l origen com a punt fix hiperbdlic 1

suposem que

FE(x,y)=(Ax+e“f1(x,y)+0(ed+1),X-1y+&“f2(x,y)+0(£“+1))

on X=1+a£“+0(e«+1) amb a>» 0 1 f1,f2 1 els termes 1i1ndicats
per O(£«+1) tenen part lineal nul 1la

Llavors existeix r, independent de € tal que el canvi Cg
1 la forma normal N¢ de la proposicid anterior sdn convergents

en la bola de centre 1l origen 1 rad: r0

Demostracid

Per simplificar la notacid, durant la demostracid no especi-
ficarem els subindexs €

Escrivaim

C(;:?)=(¢(§"{) ,‘V(E ,"]_))=(§+ Z1¢n(§lrl) r‘Z"’Z{'Pn(gIVL))I
n= n=
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on u(§q)=k+m2§q +M4(§Q)2+ 1 viEn)= !

u(sv)

’

F(X,Y)':(P(XIY) ,q(X,Y))

En (35) es prova que formalment es verifica N=C™ 'FC

Introduim ara una mica de notacid Per a una funcid S anali-

tica escriurem

s(5,)= > a, 80" = 2 s (5,0
k,L=0 N=—w
on Sn &s la suma estesa a k-f{=n (n€2), 1 observem que
en aquesta forma, si u=u(§q) amb terme constant no nul,

Sn(ug,u_1Q)=:Zak£uku-£§kql =unSn(§,Q)

Escriurem també

m ! [_S—I(Elrz) o |S(§l‘l)|

per representar la séraie

S la,, |gkY
k,g:ol kel 0

k L k L -
S1 S1(§,q)=§:ak2§ n 1 Sz(E,Q)=§:bk£§ h sén dues
séries de poténcies, S1< 82 voldra dair que |ak2|< bk£

per a tot k,f Andlogament per a s@ries d"una variable

En aquest cas direm que 52 majora a S1

Definim P(x,y)=p(X,y)=-Ax 1 Q(x,y):q(x,y)—x—1y, les quals
comencen en termes de grau dos

Trobem un majorant per a P Per a Q é&s andleg
Com que P &s analitica respecte totes les variables 1 &s

O(e™) respecte £ 1 d”ordre 2 respecte x, y podem escriure
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124 k h
P(x,y,e)=¢ ZE bkxhx yze

k+l>2
h>0

Existeixen M1,x0,y0 1 21 tals que

k L h

[byegn | <My /xpyg ey

kZh

Definint b, ,= Z:b

h
ki n thE tenim que

. h k. h,.h k. g
[Bye I < §r:llkahE | < %:M1/(XOYOE1)E =My /%0¥

2

Llavors escrivaim

S1 E/E1<N<1 1 M =M1/(1—N)

- k
P(x,y,e)=¢* 3 b, x*y’
k+132

gue té un majorant de la forma
2
o« co(x+y)

G(x,y)=¢
1—c1(x+yl

amb Cy 1 4 independents de ¢

Suposem que aquestes constants sbén tals que G &s una majorant

comd a P 1 Q

1

La relacid N=C 'FC es pot escriure CN=FC 1 més explicitament

Blud,vn) =P (@, ¥) + N\

Y(ug,v) =Q(d,¥) + p¥, (/A=x4)
com que B(u},vq)=@uf, 1) llavors ¢_(u§,vq)=u"@_(3,1)
1 per tant

(W'-Ng_=(P(¢,¥))

(W'-p)Y_=(Q(P,¥)),  nez

- k L
D"altra banda ¢1(§,Q)=k_%;1ak2§ QE = %; a£+1,g§ +1er

perd com que (P &s Gnic amb la condicid de que ¢§-1 no contin-
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gul poténcies de ¥vn,tenim que (Q%);-—1=:Z(L+1)ab+1 ngqz
1 per tant 3,1 2:0 s1 L#0 D7aquesta manera dedulm que
¢1(§,7)=§ Andlogament tenim que W_1(§,?)=Q A1xd ddéna
(u=NE=(P(P,¥)) 1
(v=pIn=(Q($,¥)) _,

Provarem ara les relacions

)

(un—x)—1< ’ n#£l,
1—c2s
c
(un—/k)—1< 2 ’ n;é—1:
1—c25

on s s una série majorant de Vjﬂ 1, depén de £
Suposem primer que n 0
n -1 -1 Inl -1,-1 __l____ < n k
N A AR S B S PR I Tl
1—)AV k=0
1 1 C
< - 2 1
1-[¥] 7 1-p-s <1—c2s 221—/A

S1 n>1
(un—k)—1=u_n(1—ku_n)_1=vn S (Xvn)k< ik 2:(>J/nr;]n)nk<
k=0 k=0

<V Z VPNV a PR <

C

<1+>3/2Fﬂ+(X’/ZFﬂ)2+ = 1 = L (2
=N 1N pes) T 1egs
amb ¢ yh/ (NV/2-1)
1 c
Andlogament s1 n}» 0, (un—ﬂ)—1< {2 amb c,>1/(1-p)
1-[v] 1-c s
1 81 n<¢-1, (un-f)—1<-———lL———— { ) amb cé;k/(k1/2-1)
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Prenem ’62=max(1/(1-/1) ,>\/()\1/2—1))

Com que 1/(1-p)=(1/a ) (1+0(€)) 1
)\/(>\1/2—1)=(2/a£°<) (140(€)) existeix c3> 0 tal que per a

-

0 <£<&.,,c2 < c3E

Prendrem a partir d”ara cz=c3s_d (c4no depén de £)

Com que ¢—§=Z ¢n 1 y-y= Z\yn
n#1 ng=1

(6] - 5[] -9 < 2 s([g], v

1—czs

9s=n[V=pIKG([@], [¥])

Fem §=rz 1 definim

0=t (35 [F1-pee,s

1 busquem una funcid majorant per a W Primer considerem

2c 2c
2 2
W(g)< G([B],[¥])+c ks «
sues 1-c,s [¥] 2 1-c,s G(W'm)+ch(m,r‘W)<
302
< c([@], [+
1-c,s

2

perd per la definicid de W

213 <W que implica que [Bl< E(W+1),

5
Fﬂ;—i <W gque implica que m<§(W+1)
1 czs < W
Llavors 2 2
3c, 3c, g“c04§ (W+1)
IW(3) < G(5(W+1),3(W+1))< <
1_czs 1-W 1—2C1§(W+1)

< 12c0c3§2(1+W)2
1—W—201§ (W+1)
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2
12c0c3§(1+w)

oW <
1-W-2c, §(1+W)

12¢ c3§(1+V)2

0
1-v-2c, E(14V)

la qual verifica W(Z) < V(E)

Definim V(§)=

En efecte, si1 considerem V(§)= D ngk 1 W)= D Tkik 1 les
k>1 k»1

substituim a les expressions que les defineixen podrem, per
a V, determinar recurrentment els coeficients Kk’ per les

matelxes relacions que apareixen per a W Llavors,per induccid

es veu que O<Uk<xk
2
V verifica (12c0c3§+2c1§+1)v +(24c0c3§+2c1§—1)V+12c0c3§=O,

que determina una fGnica funcid amb la condicid V(0)=0 Com que
els coeficients sdn independents de €,el radi de convergéncia
de V tamb& ho &s Llavors W convergeix en una bola de rad:i r,

( 1ndependent de £€) 1 a més estd afitada per una fita indepen-

dent de ¢

A1x1 els majorants

x

1
IV—/l|=S<—C—'W= -%—W

2 3

[P]<E(W+1)
rqq<§(W+1)

ens diuen que NE(§,7)=(chﬂy)+O(Ex)

c
1 1 -V 4 -
ja que Iu-}\|=|—v- —Fl= %‘7 <c_3- ¢*W s1 € &s prou petit

A més CE(E,Q)=(§,Q)+O(1) (0(1) respecte de ¢£)
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5 4 Proximitat de les formes normals de Birkhoff

Estudiem aquil, la proximitat de les varietats invariants
locals per a families de difeomorfismes analitics conservatius

que verifiquin bdsicament

|Fe—G¢|=0(** )

1 a diferéncia dels teoremes 2 4 1 2 5 els resultats seran

per a valors complexos de les varietats invariants

Proposicid 5 5

Siguin Fg 1 G¢ dues families de difeomorfismes verificant
les hipdtesis de la proposicid 5 4 Suposem que |FE—GE|=O(£q+1)
1 que els valors propis de DF¢(0,0) 1 DG,(0,0) sbn 1iguals

Si C1 1 C2 sbn els canvis que porten F, 1 G, a la seva forma

normal existeixen £, 1 r, > 0,K>» 0 1ndependents de ¢ tals que
lc, (3,00-C, (§,0) | < Ke ,
lc o, p)-c 0,7 | < ke,

per a l§|,|\l|<r1 1 0<E<E,

Demostracid

En aquesta demostracid si I(x,y) &s analitica escriurem

k &
I((,0)= 3 a 5 n"= 2 I (3,1)
! k,iy0 &t L ny0

on I_(5,9)= 3 a b5
k+L=n

Per economia d”escriptura no escriurem la dependé&ncia en ¢

IntrodulIm la seguent notacid

F(x,y) =%, A7y + (B (x,¥) ,Q, (x,¥))

G(x,y)=(Xx,X'1y)+(P2(x,y),Qz(x,y))
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C, (5, =g, (5,7), ¥, (5,7))

Es verifica que

c,N, (§,0)=FC, (§,0),
C,N, (} 0)=GC, (},0)

Més explicitament

(@, (A5,0) ¥, (A}, 0)=C, (A},0)=C.N, (§,0)=FC, (§,0)=
-1
=(P (B, V) +AB 0, (P, ¥ e N W) .
(@, (X§,0),¥,(X},0))=C, (AF,0)=C,N, (},0)=GC, (§,0)=
= (P, (B, ¥,) +NB,, 0y (B, ¥,) N 9)
2'72"72 21=2r2712 2°7
on aqui 1 d"ara endavant, les expressions que no portenexpli-

citament l”argument estan avaluades en (%,0)

Escrivint les parts homogénees d"ordre n de les expressions

anteriors

(5 4) (@, (AF,0)) =\, (5,00) =(P (4, ¥,))
(550 (¥, (3,000 ~K(yy (3,00) =(Q, (g, %)),
(5 6) (B, (A5,00) -N@,(§,0)) =(P,(,,¥,))
(5 7) (v, (03,00) ~\(¥,(5,00) =(0,(®,,%,))

Tenint en compte que en general (I(X%,0)) =XP(I( ,0)) _, res-
n n

tant (5 6) de (5 4)
n
(N"=X) (B, (§,00=0, (5,0)) =(P ($,¥,)) = (B, ($;,¥,)) =
+P1 (¢2'w2)_P2 (¢2I\P2) )n
Buscarem una série majorant per a ¢1(§,0)~¢2(§,0) Abans

notem que



- 115 -

| K
|P1(x1'y1)'P2(x1’y2)l4§:akc xjyj-3a LX1YgI=

k
Sl ¥ v -

k 1 . 4-2 -3 {1
=Z|akL|x (y{i +y1 YZ+Y1 y2+ +Y2 ) (Y1_Y2)<

£ -1

<§:|ak3|x1(y1+y2) (Y=Y, < IDYP1 (x1,y1+y2ﬂ(y1-yz)

1 andlogament

|P1(X1'Y2)'P1(x2'yz{1<‘DxP1 (X1+x2'yzﬂ(x1"xz’

Llavors

[8,(5,0-6,(3,0)] <-§§liﬁ|nyp1<¢1,w1+w24[w1-w§pn .

+(|DXP1(¢1+¢2,W2ﬂ[¢1—¢b])n+(kP1-P2N¢2,W2)])n]

S1 A=t1+ae”+ existeix a' tal que 0<a'<a 1 que si1 & &s
prou petit es verifica A>l1+a'e”

Arxt A= AOPTTo1) > M1+t T > N+ (n=1ate¥=1) > a'e™
s1ny 2

Per tant

(5 8) ¢@0)¢@*T<

[DPWVWWHW1M+

+[D P (D401, ¥,)] |¢1‘¢2]+RP1‘P2(¢2'W2”}

De la mateixa manera tenim que

(5 9)  |¥,(5,00-¥%,(3,0[<

IDYQ1(¢1,W1+W2ﬂ|W1—$b]+

a'sx

+[DyQq (P48, ¥,)] [¢1"¢21+KQ1‘Q2“¢2'Y2’”
Com que P1(x,y,e) és entera (respecte de x,Yy), |P1(x,y,e)|< %z“

1 P1 comenga amb termes de segon grau tenim que

kK § h
Po(x,y,e)=€ 2 ¢, X y'e
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DxP1 1 DyP1 sbn també& enteres 1 comencen amb termes de

primer grau El mateix passa per a Q1, DxQ1 1 DyQ2
Pel teorema 5 1, @1, @2, W1 1 Wz sdbn analitiques en un en-

torn de 17 origen

Sigui r, tal que les anteriors funcions convergeixen en

la bola de radi r DyP1(¢1 W1+W2), DxP1(¢1+¢2,W2)

0
DyQ1(¢1,W1+y2) 1 DXQ1(¢1+¢2,W2) sdn analitiques si |§|<r0

Recordem que aquestes funcions estan avaluades en (§,0)

Sigui
£*A%

17

1-A2§
un majorant comi a totes elles valid per a |§|< r,
Com que |F—G|=O(Eq+1) llavors |P1-P2|=O(Ed+1)
per tant exasteix M > 0 tal que |P1-P2|< Ms“+1 en

< 1

{(¢2(§l0) r\yz (EIO))I |§|< ro} Ai1xi P1-P2= E“+ g(X:Yri)

on g &s analitica

Llavors existeixen constants positives A3,A4,A5 1 A6 tals que

2 2
AL (x+y) A_(x+y)
P1_P2<Eo(+13* 1 Q1—Q2 {Etx+'|__5___
1-A, (x+y) 1-A, (x+y)
Definim
¥ =[P-¢, 15,00+ [V, =] (5,0)
Sumant (5 8) 1 (5 9) obtenim
1 (£ B3 (Bev)? Ay e
xG) < —L[ —L x5 ve ]
a'e* L1-A% 1-R (D, +Y)) 1-2. (D, +¥))
Sigqui 2
A7§

1-A8§
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un majorant comG a

2 2
A3(¢2+‘4’2) . A5(¢2+W2)
1-A4(¢2+w2) 1-A6(¢2+w2)
Llavors
2
A% 2a.%
¥G3) < —2 ¥+ e—1
1-A% 1-A8§

Com a la demostracid de la proposicid 5 4 considerem }KE)

definida per la mateixa relacid anterior, perd amb la 1igualtat

X &s una majorant de ¥

2
2A7§ (1-2,%)

X3y =c¢
(1—A8§) (1—(A2+A9)§)

Com que les constants A1 sdbn i1ndependents de £ tenim que

existeixen r, 1 K1 positives, i1ndependents de ¢ tals que

| 8,-8,) (3,00 [<[8,-8,] ([¥],0) <k e,
| (¥q=95) (8,00 [<[v=9,] ([3],0) < kye s1 |3]< r,

Llavors

l(C1—C2)(§,0)|< V§K1E s1 || < r,

Igualment es prova que

| (cq-C,) (0,9) | < V2K, &

Prenem K=max(V§K1,V§K2) A1xd acaba la demostracid



CAPITOL 6

SEPARACIO ENTRE LES VARIETATS INVARIANTS

PER A DIFEOMORFISMES ANALITICS
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6 1 Introduccib

En agquest capitol estudiarem la separacid entre les va-
rietats i1nvariants per a families de difeomorfismes conser-—
vatius, propers a la i1dentitat, amb punts homoclinics, descri-
tes al comencament del seguent pardgraf, en el cas analitic,

1 obtindrem una fita de la separacib6 molt m&s precisa que pel

cas diferenciable En aquest cas la separacib &s exponencial-

ment petita en funcib del pardmetre o alternativament del lo-

garitme del valor propi més gran que 1 Aixd ja ens mostra que
una teoria cldssica de pertorbacions no &s fiti1l en aquest cas

jJa que no permet detectar aquesta petitesa

Sembla imprescindible usar les varietats invariants esteses
als complexos per obtenir aquesta fita, cosa que només &s pos-
sible per a families de difeomorfismes analitics

En primer lloc es busca un camp autdnom conservatiu que
tingul una Orbita homoclinica 1 el seu flux temps una poté&n-
cia adequada del parametre s proper a la familia

L'3rbita homoclinica del camp &€s independent del pardmetre
1 €s analitica en una banda complexa,l'amplada de la qual, ve
determinada per la singularitat d'aquesta mé&s propera a l'eix
real Direm $ a aquesta amplada Despré&s es globalitzen les
varietats invariants complexes partint dels resultats locals
del capitol anterior usant com a referéncia 1l'drbita homocli-
nica del camp trobat Es globalitza tamb& la integral primera
local al voltant de les varietats invariants Ai1xd permet cons-—
truir, a 1l'entorn d'un punt en que volem estudiar la separaci§,

una funcib periddica, de periode el logaritme del valor propi

més gran que 1
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De les propietats d'aquesta funcib se'n dedueix la fita
esmentada El resultat &s, de forma més precisa, que donat
qualsevol nflmero n positiu existeix una constant positiva N
tal que per a valors del pardmetre prou petits la separacib

&s menor que

N exp (—2“($—Q)/lnX)

En els exemples del capitol seguent es mostra com families
que no sb6n, en principl, exactament com les del tipus estudiat
s'hi transformen a través de canvis lineals

Finalment en l'apartat 6 3 es fan algunes consideracions

sobre la integrabilitat de difeomorfismes analitics
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6 2 Separacib entre les varietats 1invariants

En aquest capitol considerarem families de difeomorfismes

Fe C2—————>C2 del taipus

(6 1) F (x,¥)=(Ax, Ny + €X(F] (x,¥), £, (x,¥)) +

o
+ € +1(gl(xIYIE ) rgz(XIYI&))

amb (x,y)EEC2 1 «x€N, verificant

1) F¢(x,y) &s real s1 x,y sbn reals,
11) F. preserva drea,
111) F¢ &s analitic en ¢2 respecte de (x,y) 1 en (—EO,EO)
respecte de ¢, fl 149, (1=1,2) comencen amb termes
d'ordre 2 respecte de Xx,y,

+l) amb a >0

1v) A=l+ae®+0(g"
Aquestes condicions obliguen a que (0,0) sigui punt fix
hiperbdlic Denotem que Ww? 1 W° les varietats invariants
corresponents Suposem a més la condicid
v) Per a tot ¢, 0 ¢ <EO, existeix un punt homoclinic cor-
responent a wt o1 owS a1 existeix un conjunt compacte B
que conté les parts reals de W 1 W° des de l'origen

fins al punt homoclinic

Com al capitol anterior h=lnA\

Proposici6 6 1

2
En les condicions anteriors existeix un camp autdnom en €7,

analitic,conservatiu, amb i1matge real sobre els reals que té&
l'origen com a punt singular hiperbdlic 1 t&€ una Orbita homo-

clinica ¢ tal que per a ¢ petit les parts reals de les varietats in-
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variants de l'origen de F; estan prop de la part real de ¢ en

el sentit de la proposicib 2 4

Demostracid

La forma que prenen els difeomorfismes F¢ ens motiva a consi-

derar el camp donat per

1
X=X+ — f1(x,y)

(6 2) 1
Y=-Y+ E f2 (le)

Com que F¢ preserva mesura

1+a €% £%D_£. (x,y) +0 (") e"Dy £, (x,y)+0(e* ")

det 1 1 =1

x <+ ® X+
£ Dxfz(x,y)+O(E ) 1-a¢ +¢ Dyfz(x,y)+O(E )

1 per tant

1+£“(a+DXf1(x,y)—a+Dyf2(x,y))+O(E“+1)=1

1 com que F¢ &s analitica respecte de €, ha de ser que
Dxf1(x,y)+Dyf2(x,y)=O

1 per tant la divergéncia de (6 2) &s nul la

Es immediat que que (0,0) &s un punt singular hiperbdlic

de (6 2) ja que f.| 1 f2 comencen amb termes quadrdtics
Suposarem sense explicitar-ho que 0 < € <&, amb €, suficient-
ment petit

Per 1 observacid que segueix al corol lari 2 3,17aplicacid

E& definida com el flux temps ate~ de (6 2) 1 1l”aplicacid

FE definida per

~ _ o 1 1
Fe(x,y)=(x,y)+ac¢ (X+—aT f1 (x,y) T Gy fz(x,y))
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sbn tals que existeixen constants C,L2,Mk tals que, en B

thEJ‘E—II< CE"I
|DG.-1|< ce*,

£,

|D2§e|<L

2
|D*G-D"F | < m e, (0<k <2)

A més, &s i1mmediat que, en B

DF -D"F |<mretT, (0<k ¢2)

Per tant, utilitzant la desigualtat triangular es veu que
es verifica la hipdtesi 111) dels teoremes 2 4 1 2 5 per
a F¢g a EE, per a r=1

Per a la hipdtesi 11), com a la proposicid 2 6

- 1 0 e 0
DG, (0,0) =exp ae = —ac®
0 -1 0 e

1 per tant els valors propis sdn del tipus 1ia£“+0(2“+1)

Llavors prop del punt homoclinic de F,¢ les varietats inva-
riants de EE han de ser properes entre si Les varietats
1nvariants de EE sbn les de (6 2) que sdn independents de €
Com que el camp és conservatiu, si1 les varietats invariants
sdn properes entre si, han de tallar-se 1 com que, a més,
&s autdnom, han de coincidir Aixi resta provat que (6 2)

t& una Orbita homoclinica Els teoremes 2 4 1 2 5 acaben

la demostracid

Introduim G¢ com el flux temps h de (6 2)

Per a 0 < € <€, existeix b> 0 tal que |h-—a£°‘|<_b&°(+1

Llavors és facil provar que

k k= .t 1
D Gg -D c;E|<ng"‘+ (0 ¢k < 2)

V/a\
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Usant la desigualtat triangular, existeixen constants ME

tals que
p*r -G |<Mk'g‘"+1 (0< k<2)
A mé._
1 0 Mg A O
DG, (0,0) =exp h = hl = -1
0 -1 0 e 0 A

1 per tant els valors propis d aquesta diferencial coin-
cideixen amb els de DF¢ (0,0)

Representem per u(t) 1 v(t) les parametritzacions de les
varietats invariants 1inestable 1 estable de F¢ respectivament
donades per la proposicid 5 3, sense explicitar-ne la depen-
déncia en ¢

La seguent proposicid ens ddna una relacid d"aquestes para-

metritzacions amb 17°drbita homoclinica ¢ de (6 2)

Proposicid 6 2

Existeixen r1> 0 1 K>»O0, independents de €, tals que

[u(t)-e(t) | < Ke s1 Re t<ln r, +t,,

IV(t)-GTt)|<ZKE s1 Re t >1n r, +t6,

per a 0O<&<g,, on t0 1 té s“especifiquen en la demostracid

Demostracid

Primer expressarem ¢ en una forma convenient per a la

comparacibd amb u 1 v

Com que (6 2) &s conservatiu existeix H{(x,y) entera

(f1 1 f2 sdn enteres) tal que
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_ 2H _ 1

X= oy Xt E(xey)
9H 1

y== oy =Y+ - xey)

En (29) es prova que exilsteix un canvi de variable candnic,

analitic, del tipus
C(3,7)=(3+ 2 @ (3,7) M+ 2y, (§,7)),
1 ?k/>2¢k§'2 ’lk?z‘}’ki'l

convergent en un entorn de l origen tal que, en les noves va-

riables, H pren la forma

H(3,n)=a Fnva, B) %
Sigu1i r6 tal que s1i |§[< ré 1 lql< ré, C és convergent

En el nostre cas a1=1 En efecte, recordem que els desenvo-

lupaments de f1 1 f2 comencen amb termes de grau dos

Com gque

2H
—77 _x+f1(x,y)

tenim que y
H(x,y)=xy+ j £, (x,y)dy+R(x)

0

1 d"aqui
4
?H 2 2R
E =y+ f(ﬁ f1 (XIY))dY+ X
0
perd també
9H
ax Y-, (x,y)

Comparant es dedueix que el desenvolupament delgé- comenga
amb termes de grau dos, per tant el de R comenga amb termes
de grau tres Aixi

H(x,y) =xy+
l —
H(E, ) =HG+2 6 (3,0) ,0+ 0¥, (3,9))=
501 §+k;zk R o & 2 S

és a dir, a,.,=1 com voliem provar

1
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_ 2E (28
2
(6 3) oo
_?H 2 H
7‘— 3; —_yz’aw
1 per tant el flux solucib és
Tt} ,Q)=(§eH“’(§7)t,qe_H“’(E7)t)

ja que verifica (6 3) 1 W(O,E,Q)=(§,Q)

En particular, 176rbita homoclinica ve donada localment

en aquestes variables per

F(t)=(3e%,00= (e %0,0) amb EF-te %O

s1 Re t &s suficientment negatiu, 1 per

F(£)=(0,0e"5) = (0,267 F780) ) amp  qaze®d

s1 Re t é&s suficientment gran (positiu)
Llavors (suposant %,n > 0)

¢(t)=C(et_t0,0) per a Re t 'molt negatiu ,

(6 4)
«(t)=c(0,e_(t_t6)) per a Re t molt positiu ,

Anem, ara, a estudiar el canvi C més acuradament 1 a donar-
11 una altra interpretacid Per aixd considerem el flux de
(6 2) El1 representem per Wt(x,y) Representem per Qt(x,y)

el flux de (6 3) Tenim que
= = =1
vt(x,y)=cvt(§,Q)=cvtc (x,y)
Diem Ee al flux temps h de (6 3) L7anterior expressid pren

la forma
= =1

o també



- 127 -

1

EE=C_ qp
Com que
ag(g,q)=(§eHw(§Q)h’qe—Hw(gq)h)=
(Hu(Eq)h) 2 RTINE
(3 (T+He(§) he—— ) - Ghs )
21 .

veiem que EE estd en forma normal de Birkhoff 1 que C és

un canvi que porta G¢ a aquesta forma 1 a més té& la propietat
que és 1independent de &€ Ja hem dit que el canvi a forma nor-
mal de Birkhoff no és Gnic, perd,en el nostre cas, la proposi-
c1d 5 2 prova que C(§,0) 1 C(0,7) estan univocament deter-

minats

Siguin C2=C 1 C1 el canvi (depenent de £¢) que porta F¢
a forma normal En les condicions que estem, la proposicid
5 5 ens assegura que existeixen ¢g; 1 r1> 0 1 K>0 (i1ndepen-

dents de £) tals que

lc, (3,00-C,(5,0) [ <Ke,

lc, (o, p-cyt0,9) [< ke,

per a l?[,]q|<:r1 1 0<E<E,

Usant (5 4), (5 5) 1 (6 4) s"acaba la demostracid

Proposicid 6 3

L~"drbita homoclinica ¢ de (6 2) es pot estendre analitai-

cament per a t pertanyent a una banda complexa del tipus

{tec, |m t[<§}

Demostracid

Per la demostracid de la proposicid 6 2 sabem que existei-
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Xen 71,25 reals que compleixen
W(t)=C(et—tO,0) s1 Re t <T1

<r(t)=C(0,e'(t’té)) 31 Re t >7,

on C &s analitic

Per tant ¢ estda ben definida en
{tec, Re t<zyU{tec, Re t> 7}
L”interval [Z1 zé] &s compacte 1 ¢ estd definida per a t real,
14

t65[21,zé] Per 17analiticitat de ¢ podem estendre-la a una

banda
{tec, r,<Re t<o,, |Imtlcb},

cosa que prova la proposicid

Observacib

Notem que,el § maximal amb aquesta propietat, &s la distdn-

cla de 1l7eix real a la singularitat de ¢ més propera a aquest

El seguent teorema é&s el resultat praincipal d aquest

capitol

Teorema 6 4

Siguil F¢ una familia de difeomorfismes del tipus (6 1)
verificant les 5 condicions del comencament de 1l apartat
Siguai § el valor maximal que verifica la propietat de la
proposicid 6 3 Sigu:ir P un punt real de 1l orbita homoclinica
de (6 2)

Llavors per a tot 1> 0 existeixen g>0 1 N>0 independent

de £ tals que la distdncia entre les varietats invariants
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de F¢ prop de P &s menor gque
N exp(—2ﬂ(5—q)/lnk)

per a 0<E<Eg,

Demostracid

Durant la demostracid d aquest teorema haurem de provar

alguns lemes

Siguai , el radi de la bola centrada a l”origen per la

qual el canvi 1 la forma normal de la proposicid 5 4 con-
vergeixen Diem BrO a aquesta bola Com que C,=I+0(1)

( 0(1) respecte de £), existeix una bola de radi r2, Brz’ tal

perqué en Br es ve-

que CE(BrO)D Br2 S1 cal, restringim r ,

2
rifiqui la propietat de la proposicid 5 5

Siguir C, el canvi que porta Fc a la seva forma normal de

Birkhoff estudiat en la proposicid 5 4 Definim EE per

CE(X'Y) =(x,y) +E£(X,Y)

~ - P4

C¢ és d"ordre 2 en x,y 1 d"ordre 1 en €, la seva 1inversa &s
-1 -

del mateix tipus Si anomenem Cl a la component i1-ésima de

c e

-1 -1
C1 C2 =XY+

on els punts indiquen termesdordre 3 en x,y 1 d"ordre 1 en ¢

Ai1xi

-1

2 ) =x+

-1
Dy(C1 C
on els punts indiquen termes d”ordre 2 en x,y 1 d"ordre 1 en €

Per tant existeixen r;¢r, 1 A>0 tals que en Br
3

21)—x‘<:A|(x,y)|2

-1
|Dy(c1 o

Ai1xi si1 (x,y) eBr3_Br3/2
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ry 2 r3
ID (cy c > x-a| (x,y)| >——Ar3 —=(1-2ar,)
Suposem, a més, que Iy és prou petit perqué 1—2Ar3> 0 1
prenem

3
SO= 5 (1—2Ar3)

Sigui 31 un segment real de 0 contingut en Br3_Br3/2

Siguin t1< t2 els valors reals tals que G(t1) és 1l extrem
inferior de 81 1 G(tz) n"és l extrem superior

Suposem, a més, que 0(t)C Br s1
2

ten —_—-{tec,t <Re t¢t,, [Imt|< S—rl}

0 1

51 ai1xd no es verifiqués, només caldria restringir ry ( 1 per

tant £1,t1 1 t2) ja que

0‘(t)=(Za ent,Zb ent) s1 Re t <7
n n 1
n3l nx1

1 per tant

lImG(t)l ((2:' I nRet 2 (E:Ib |enRet)2)1/2
n31l n3l

que tendeix a zero quan Re t tendeix a -w

Existeix T1> 0 tal que P=¢(t0) amb tO e(t1+T1,t2+T1)

Existeix T2> 0 tal que ¢(t)EEBr2 per a

tea={tec, t,+T +T,)< Re t <t +T, +T,, |Im €] < §-n}
A1xd é&s possible perqué&, andlogament com abans |Imc1t)|

tendeix a zero quan Re t tendeix a o

Sigui fio={z=¢(t), tﬁEAO} Siguil Y el flux de (6 2)
De les anteriors definicions &s clar que ¥ estd definit per
zéfz) 1 te& @,T1+T2] Per la continuitat de ¥ existeix
r tal que vy estd definit per zefio+r 1 té[b,T1+T2] 1 que

¥(t,z)eB s1 z€EQN +r 1 teA
ro 0 2
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Sigui n0=50+r Definim

a = {z=9(t,W), 0 <t T +T,, weno}
Per sencillesa de notacid escriurem 1l equacid (6 2) en la
forma z=f(z) on z=(x,y) De manera semblant escriurem

+1)

1

Fe (2) =2z+£%f (2) +O(E°<

1 E"é1(z)=z—f_°‘f(z)+O(E°<+ )

Sigui N 1-adheréncia de N Es compacte

Siguin M2 1 M3 tals que en

[£1< M, D | < My

en D

Sigui M,=M,+2, de manera que per a g prou petit

4 3

|DFg () | < 1+M e™  s2 zell 1 0<e<e

M5=max( —M—4 4=,

14

1
My omre M
e o)

x

on T=max(T1,T2) 1 C 1 D verifiquen que D < T <C

Definim N 1 Qi’ (1=1,2,3) per

1 1
Ko} _{z_k?(t,w), 0t <T1+T2 y weﬂ1}c_(1—21M £o

5

amb €, prou petit perqué ﬂl$¢ 1

Q;:{Z= ‘f(T1 (W) wéﬂi‘}

1 1
Q3={z=9(T,+T, W), wen1}

Lema 6 4 1

Existeix M1> 0 independent de & tal que

IF&-—GEI < M1 g“”
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-1 -1 «+1
Fe -G¢ | < M1E ’

en O
Demostracid
Y(t,z) verifica v(t,z)=f(v(t,z)) 1 ¥(0,z)=z 1 per tant

¥(h,z)-¥(0,2)= Lf(?(s,Z))ds.

on L &s un cami que uneix 0 amb h L7escollim de manera gque

sigul real Com gque
|£(¢(s,2))-£(¢(0,2)) |=[D(f ) 3)]]|s]=
=|[DE (¢ (3,2))D ¢ (§,2) | [s]=

=[DE(e (3,20 E£(9(F,2)) | |s] <Mmin, (0 <% <h)

Per tant b

lGe(Z)-Fe(Z)I gf M_M,h ds +O(Ed+1)=M2M3h2+O(E

o+ 1 ol +1
oMy ) =0 (€ )

0
De la mateixa manera es prova l altra afitacid

T T
Siguin N1=[Hl] 1 N2={Hg] on els paréntesis indiquen part

entera

Lema 6 4 2

Per a 0<€«<ggpy

1) S1 zen:, F?(z)éﬂ per a OsngN_l,

2) s1zeql, |F™(z)-G"(z)|<M.e per a 0 N
1z 17 e (2)- p 2 5 P €N g 17
N

3) Feta)) ca?,

~N

2 3 2
4) F (113)C£12

Demostracid

Provarem 1) 1 2) per induccid



- 133 -

De fet provarem que

n-1
|FE (z)-GT () [ M (3 (1emye) e
120

Per a n=1

]
|Fe(z)-Ge(z) | <M e™ < Mo <M €,

5 5

Suposant que és cert per a n-1, n-éN1,
n-1

; (z) | <

n-1 n-1 n-1
(z)~F, G (z) |[+|F Gy (2)-G_G

|Fe (2)-G¢ (2) [<|F, F ek

- - 1
<|ore ) [ [P (2) -6 " (2) | +m e " <
n-2 1 x+1
L(T+Me™IM, D (14M,e™) "¢ *Mo €
1=0
n-1 M
<M, D> (1+M £°‘)l£°(+1 < —1(1+M s“)ns <
1 4 4 A
1=0 M4

o+ 1

<

M T,M,C
1 14
<
M4 e E(MSE

A1xd implica que F?(Z)GEBM ¢ (G?(z))Cﬁl

5%0
Per provar 3), primer hem de provar que
n-1
TS (reamy et

[Fe” (z)-G¢" (2) | < 2m,

1=0
2
s1 zéjlz 1 0gngN
1
Notem que
N
n-1 (1+2M,£%) 11
2M1e°‘+1 3 (1e2m,e%) T 2»415"““1 1 <
1=0 2M4£“
x, T/
w1 (1+2M4e ) M1 2M4T1C
< 2M1g " {L— e £
2M4€ M4

Per a n=1, repetint el procés de la proposicid 2 1

-1 - 1
IFE (z)-GE1(z)|g 2M1§°(+ < Mg g
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gque implica que

1 -1 1
(z) éBMSEO (G, (z))ca

Suposant certa l1"afitacid per a n-1, 1 ¢n gN1,

|e;%(2) =677 (20 | < |87 e, Y () F e ) (o) |
Hrte; M () e le; (MM (2 | <
IDF,E (§)|[F (n- 1)(z)-c;;_(n'”(z)|+21~41g°"'1<
o+ 1 n_z2 o, 1 o+ 1
<(1+2M ¢ )2M £ Z(1+2M4s ) Te2M € TS
1=0
o+ 1 n-1
<2M, ¢ Z(1+2M £%) <M55
1=0

A1xd prova que F;n(z) € B, (G_En(z))c_n_1 s1 zEn2 1 0<ng
5o 2

Finalment

FEN1(z)ezBM580(G“N1(z))

Com que
IG_EN1 (z)=¥(-T,,z) |=|‘P(—N1h,z)—\P(-T1 . z) |=
=|w(-N1h,z)-w(-T1+N1h, ¥(-N,h,z)) | =
=|z,-%(6h,z) |

on zo=?(—N1h,z) 1 0<€8<1 1 com que

oh
W(eh,zo)—zo=‘§f(v(s,zo)) ds
[o]

< M.6h <M Dh <M £ <M

[#(oh,z5) -2, < M, 5 5 < M58

tenim que

-N4 1
BM5Eo (GE (z)) C BZMsfo (\P(—T1 ,Z))Cn1
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Per provar 4), 1qualment com per a 3) es prova que

N-—
IFZn(z)-G_En(z) | < 2M, g+ > (1+2M4g°() *
1=0

s1 zéﬂg 1 0 snsNz 1 per tant tenim que

—N N 2M T.C
4
2(2)-G; “(2) < T T M€,

My

1 que
-N -N

2 2 2
(z) GBM (GE (z))CB2M ¢ (\P(—Tz,Z))C_C).2

5 €o 5%0

on la peniGltima inclusid es prova 1gualment que pel cas 3)

A1x0 acaba la demostracid del lema

Com que
F;1 (V1 (t) Vo (t))= (V1 (t-h) A (t-h))

tenim que
-N

¢ 2(v, () v, (£)) = (v, (=N h) v, (£=N_h))

F

A més, per la proposicid 6 2, s1 ¢, &s prou petit

(V.I (t) 'V (t))éﬂg per a t GAZ

Per tant

2
(v1 (t—Nzh) Vs (t—Nzh) )G.O.2 per a teAz

D"altra banda podem definir E en ﬂg per
...N1
E(Z)=E(FE (z))
Ny 2 1
ja que pel lema 6 4 2 F¢ (nz)cn1

Definim Y per Y(t):E(v1(t) ,vz(t)) en

x
0% ={te €, £ +T +T,-N,h <Re t < t,+T, +T,-N,h,

|Im t]< -9}
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Lema 6 4 3

Per a 0 <€ <ty
1) ¥ és h-periddica,
2) |Y(e) <k, en ¥,

3) Exaisteix K> 0 tal que si tGJQBO R, llavors

[¥(t) [ < K exp(-21(§-n) /h)

Demostracid

1) Per a £, prou petit existeix t tal que t 1 t+héj75 Llavors

W(t+h)=E(v1(t+h),v2(t+h))=E(FE(v1(t),vz(t)))=

=E(v1(t),v2(t))=W(t)
-N

1
2) s1 tend, Y(t)=E(v, (t),v,(£))=E(F¢ (v, (t),v,(t)))

0’
on F_N1(v1(t),v2(t))617} Com que E és afitada en.ﬂj, ja
que és analitica en un domini mé&s gran (recordem que

E<E ¢! 1 C_1=I+O(1)),1 per tant existeix K, amb la pro-

pretat buscada

3) Com que Y &s h-periddica es pot desenvolupar en série

de Fourier i tenim que

o2 2T
Y(t) = Z cnexp(ln Y t)

N=-00
t+h
1 2
on cn_-E-S#Ks)exp(—ln —H-s) ds
t

Per avaluar la 1integral per a n > 0, considero el seguent

cami complex
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t t+h

N

~1$
t.11

on prenem S1=S—q A 17 interior d aquest recinte la funcid
a 1ntegrar &s analitica 1 per tant podem aplicar el teorema
de Cauchy, d”on

S'1

cLt % [So‘{J(t+h+1s)exp(—1n 2—2- (t+h+1s))ds +
7

27

+J Y(-1§, +s)exp(-1n S (=16, +s))ds +
b 1 h 1
? 27

+[ Y(t+1is)exp(-1n Y (t+1s) )ds]: 0

s'1

Per la periodicitat, la primera 1 la tercera integral, sbén

i1guals perd amb el signe contrari Aixi

t

c =——11—5W(—1S1+s)exp(—n %%)exp(-ln 2——Es)ds
t

n
exp;hn 2“5 ) Eeh ‘
l - —
h "1 m g
Icnls IY(—151+S)|ds < K1 exp (-n n 1)
t
Per a n <0 considerem el cami
t+1$1
} /
> Re t
t t+h

1 obtenim
2T
Icnng1 exp(-|n| —h$1)

Llavors si1 £, &s prou petit
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exp (- 2%51)

27
< 4K, exp (- —h$1)

IW(t)-00|<2K1 1

1-exp (- 2%51)

Com que existeilxen punts homoclinics reals, es a dir, exis-—

teixen valors de t reals pels quals Y(t)=0

27
|c0|<4K1 exp (- _H£1)
Ai1xi
2M
[¥(t) | < 8K, exp(~ =-5.)
Lema 6 4 4

Per a 0 <e<g, prop de P, la separacid entre les varietats

invariants de F¢ &s menor que
N
T exp(—ZN(S—Q)/h)

on N &s una constant positiva independent de €

Demostracid

Sigui S ewsﬂﬂz ﬂ'Rz
F,th2
u, 2. 2 N
Escollim REW.NA,N R de manera que R'=(R},R))=F¢
€
_N_I
S'=(54,5))=F¢

1(R) 1

(S) tinguin la mateixa primera component, &s

T _ 1)
a dir, R1-S1
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Calculem
D E=D (E c"1)=D E c’1D C-1+D E C—1D el
y Y 5 vy Vi vy 2
o] -1 -1 -1 —1 -1 —-1 -1_ -1,.-1
=9eC DyC1 +% C DyC2 =C, Dyc1 +C} DyC2 _Dy(c1 c5)

D"altra banda

E(S)—E(R):E(S')—E(R')=DyE(90)(Sé—Ré)

1
9 l= 1 <
on 0€ﬂ1, ja que S1 R1 Aixi

:
|8t =R KT 7o TTIE(S)-E(R) |< ~—|E(S) |< £ exp(=2n(§=1) /h)
1772 IDyE(90)| S, 5, 1

Ja que E(R)=0 D7altra banda, com que en 0, IDFEI< 1+M4E“,

s1 81611: llavors Fé‘(61)€ﬂ per a 0 S1$N1 A més
N1 n-1 1
DFe " (9,) = 11:]0131?E (Fg (6,))

1 per tant

T1/s°‘ M, T

N oty 1 » 4T
[DFe ' (6.) | < (14m, €) "< (14M€™) <e
Per tant
N N N M, T
1 1 1 : 4t
|s,-R,|=|F¢ s'-F, R'| < |DF. (8,) |[s'-R'[< e s5-R} | <
M T
<X e? lexp-2m(é-q)/n)
0
M4T1

K
Prenem N= —e
0

Corol lari 6 5

En el teorema anterior podem substituir la hipdtesi v) per
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v') (6 2) té una Orbita homoclinica ¢ associada a 1l origen

Demostraci1d

Igualment com al teorema 6 1, les varietats invariants de
Fe 1 G, sén properes entre si Com que dues branques de les
de G¢ coincideixen amb 0, dues branques de les de F¢g sdn pro-
peres entre si1 Com que F &s conservatiu, han de tallar-se
(26) A1xd prova l existéncia d"un punt homoclinic A més,
com que les corresponents branques (les seves parts reals)
de les varietats invariants de Fe sdn,des de 1l origen fins
al punt homoclinic, a distdncia de l7ordre de € de ¢, ex1s-
teixen €4,>0 1 un conjunt compacte B tal que per a 0<€E<¢g,

B conté& els esmentats trossos de varietats 1i1nvariants

Cal assenyalar que en la demostracid del teorema 6 4 no
s"ha usat que F; sigui analitica en C2, sind tans sols que si-
guil analitica en un entorn de 1”°0rbita homoclinica ¢ per a
valors de t tals que |Im t|< §

Seguint exactament les mateixes 1dees es prova,

Teorema 6 6

Sigui Fg Uc:Rz————>R2, amb U obert 1 afitat, una familia

de difeomorfismes del tipus (6 1) tals que
1) F¢ preserva mesura
11) Fg é&s analitic en U
111) X:1+as“+0(€x+1) amb a>0 1 x€N,
1v) Per a tot €, 0<€<g, existeix un punt homoclinic

corresponent a les varietats 1nvariants de 1l origen
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(que per la forma (6 1) 1 111) &s hiperbdlic) tal que
les varietats i1invariants, des de 1l 7origen fins al punt
homoclinic, estan contingudes en un compacte contingut
en U,

v) S1 ¢ é&s 1786rbita homoclinica de (6 2) 1 F es pot es-—
tendre a un entorn (en Cz) de {ﬁ(t), | Im t|<g} on §
és la distdncia de 17ei1x real a la singularitat de @
més propera a 1l eix real

Llavors es té la mateaixa conclusid que al teorema 6 4

Observaci1d

S1 en comptes de la hipdtesi v), F, només es pot estendre
2
a U*={(z1,zz)eC , (Re z;,Re z,) €U, | Im z1|,|Im 22|< r}

on r &s 1independent de £, llavors la conclusid és que fixat
un punt P de ¢, existeixXen £,50 1 N 1 N Positius 1 independents

de g tals que la separacid entre les varietats invariants de

F¢ prop de P &s menor que
N exp(—2ﬂ?/lnk)

per a 0<E<E,



- 142 -

6 3 Integrabilitat de difeomorfismes analitics

Sigui Fg UCR2—~——9IR2 una famflia de difeomorfismes ana-
litics depenent analfiticament del pardmetre € amb un punt
hiperbdlic 1 un punt homoclfnic associat a ell per a tot €

Les varietats 1invariants del punt hiperbdlic es poden po-
sar localment, a l'entorn d'un punt d'aquestes com a grafi-
ques de funcions analftiques respecte una de les variables
de R2 1 de €

Suposem que existeix una determinacif analftica del punt
homoclinic per a tot g, s a dir, que la posicib6 d'aquest &s
una funci6 analitica de € (Ai1xd &s possible provar-ho si1 exis-
teixen simetries que obliguin a que un punt homoclfnic esti-
gul sobre una determinada recta o corba via el teorema de la
funci6 implicita)

Definim com a funcié angle de tall la funci6 que ens dbna
l'angle que formen les rectes tangents a les varietats inva-
riants del punt hiperbdlic en el punt homoclinic en funcié

del pardmetre

En aquesta situacid6 l'angle de tall &s una funci6 analfti-
ca

Com &s sabut (30) , quan les varietats invariants d'un di-
feomorfisme 2-dimensional es tallen transversalment aquest no
té 1integral praimera analitica

En la situaci6 que hem descrit, els difeomorfismes de la
famflia nomé&s poden ser integrables, com a mdxim per a un con-
junt discret de valors del pardmetre

Per a les famIlies estudiades en l'apartat anterior, per
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a valors petits del pardmetre, l'angle &s exponencialment
petit respecte d'aquest 1 per tant &€s diffcil detectar nu-
méricament que &s diferent de zero Agquest raonament asse-
gura que si1 velem (num@ricament o per algun altre métode) que
1l'angle &s diferent de zero per a un valor del parametre (pot-
ser gran) en la familia hi ha com a mdxim, un nombre discret
de difeomorfismes 1ntegrables

De fet, per a difeomorfismes del pla, perqué hi hagi inte-
grabilitat no tan sols ha de ser zero l'angle de tall sind
que les varietats invariants han de coincadir

Ens fixem ara en famflies de difeomorfismes del pla,anali-

tics, depenent analiticament respecte de £, on E=(£1,62, )

&s un parametre multidimensional, que tenen un punt fix hi-
perbdlic 1 un punt homoclinic associat a ell que t& una de-—
terminaci6 analitica

Considerem la funci6 distdncia entre les varietats inva-
riants mesurada convenientment per exemple, mesurada sobre
la recta normal a una de les varietats, definida entre el
punt homoclinic 1 la seva i1matge Es una funci6 analitica
respecte d'una variable 1 del pardmetre ¢

Escalant l'espail, de manera que la imatge del punt homocli-
nic estigul a distdncia unitat d'aquest, obtenim una funcib
que ens mesura la distdncia entre les varietats 1invariants,
definida en l'interval [O,l], analftica respecte de la varia-
ble 1 respecte de ¢

Es raonable pensar que per a famflies del tipus considerat
que siguin genériques, la funcib obtinguda &s, en certa mane-

ra, genédrica Perqud les varietats invariants coincideixin
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aquesta funci6 ha de ser nul la 1 perqué@ sigul nul la s'han
a'anul lar totes les seves derivades en 0 (per exemple)
Per a cada derivada que volem que s'anul li1 necessitem po-

der comptar amb una component € del pardmetre ¢

A1x0 1ndica que per a difeomorfismes del tipus considerat

la integrabilitat &s un fenomen de codimensi6 infinita



CAPITOL 7

EXEMPLES
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7 1 Difeomorfismes quadrdtics del pla que conserven drea

1 orientacid

Els difeomorfismes quadrdtics del pla que conserven
drea 1 orientacid amb un punt fix, no traivials (17,36)
es transformen a trav&s d'un canvi lineal 1 un escalat en

difeomorfismes de la familia definida per
2
(7 1) Fc(x,y)=(y,-x+2y +2cy)
amb c31 (13)
En particular s'hi poden transformar les aplicacions

d'Hé&non

_ au?
Fa,b(x,y)—(l+y ax”,bx)

amb b=-1

La famflia (7 1) t& un Gnic punt fix, (0,0),per a c=1,
el qual &s parabdlic, 1 dos punts fixos,(0,0) 1 (l-c,1l-c),
per a c>1 El praimer sempre &s hiperbdlic 1 el segon &s el-
liptic per a l<c<3, parabdlic per a c=3 1 hiperbdlic per a

c>3

Ens interessem per les varietats invariants de l'origen

u ]
que anomenem W~ 1 W

Els difeomorfismes (7 1) es poden escriure com a compo-

si1c16 de dues involucions,F =I. I
c 1 "2,c

donades per

I, (x,y)=(y,x),

I, o(%,¥)=(x,y-2(y-x?-cx))
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A1xd proporciona que les varietats invariants siguin
simdtriques respecte la recta y=x 1 simétriques,paral le-

lament a l'eix y, respecte y=2x2+2cx

A (13) es prova que existeix un punt homoclinic corres-
ponent a wY 1 w° sobre la recta y=x, la posicib del qual é&s
funci6 analitica respecte del parametre c per a c>l 1 tendeix

a (0,0) quan c tendeix a 1l

Malgrat que (7 1) no estd en la forma (6 1) veurem com
fent canvis de variable podrem usar el corol lari 6 5 per a
provar que la separacid entre Wt 1 W° as exponencilialment

petita respecte del parametre, quan c¢ tendeix a 1l

Els valors propis de la diferencial de FC a l'origen sb6bn

>\i= C '_"_VCZ-].

que tendeixen a 1 quan c tendeix a l

Escollim com a nou pardmetre E£E= Ne-1 aixt

>\+= 1+ 521 e\V2+el= 1+ V2¢ +0(62)

A partir d"ara escriurem F en comptes de Fc

Per a diagonalitzar la part lineal de F; fem el canvi li-

neal c1 donat per la matriu

A N
1 obtenim fg donat per

(7 2) F (x,9)=(\x+ ——mx (>\x+>\-ly)2 Ay o A Oxed7ly)2
€ Er——2+£2 Yy Er——2+£2 (Ax+ y))
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—~

Velem que quan e tendeix a zero F; no estd afitat

Fem ara 1l "escalat definit per
2 2
CZ(X,y)=(E X,gYy)

1 obtenim ?5 donat per

(7 3)  Folx,y)=0x+ — OxaX Ty 2 N Ty B e X Ty 2)

2+ €2 V2+g2

que &s del tipus

1 -1

(x+y) 2,
V2 2

Considerem el camp donat per

()\X,)\_ly)+&( (x+y)2)+ 0(52)

x=x+-%—(x+y)2
(7 4)

Y= <Y = —%— (x+y)
el qual prové del hamiltonid
3
H(x,y)=xy +% (x+y)

Aquest hamiltonid té& una separatriu (drbita homoclinica)

perd &s dificil d'obtenir-la directament en aquestes varia-

bles
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Fem el canvi candnic

1

u= (x+y)

(-x+y)

S~

que ens transforma H en H donat per

(u2—v2)+‘£3—‘2:;u3

o] =

H(u,v)=
L”3drbita homoclinica ve donada per ﬁ(u,v):O, és a dir, per

2 2 2V2 3
u +-—3—u

D"a1x® 1 de les equacions del moviment



- 150 -

s'obt& que aquesta é&s

Shgat
u(t) = __%L_— V(t)=-2up-——§———_
Ch /Qt Ch /Bt
amb «= —%V;—Z—— 1 /:’=—]2‘— 1 en les variables x,y €s
(7 5) x(t) = — Lhet+2pShpt yt) =2 Chﬁt‘§PShﬁt
V2 V2 Ch gt

Ch%t

Ai1xI doncs, per a ?E , €s compleixen les hipdtesis del
corol lari 6 5 § es troba immediatament de (7 5) ja que

les singularitats més properes de 1'drbita homoclinica a
l'eix real s6n =u1
Per tant, donat Q>0 existeixen EO>0 1 N>0, tals que

per a 0<E<EO la separacif entre les varietats invariants

de fg, en un entorn d'un punt prefixat, &s menar que

N exp 2T LIRSV N exp on 4L
1nA V2 ¢€
Pel que fa a la separacib entre les varietats invariants
de F¢, la fita €s la mateixa excepte un factor constant mul-
tiplicat per 52 degut als canvis fets per a portar F; a %&
Aquesta fita &s, en certa manera, Optima
Anem a comparar-la amb un estudi numéric FC permet un
estudi bastant aprofundit perqué cada i1teracid de Fc reque-

reix nom&s una multiplicaci6 ja que podem escriure

Fc(x,y)=(y,-X+(y+y)(y+c))

L'angle de tall entre les varietats 1invariants en un punt

homoclinic definit en 1l'apartat 6 3 d6na una certa mesura de
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la separaci8 entre aquestes Com que la distdncia entre un
punt homoclfinic 1 la seva imatge &s de l'ordre de €&, la se-
paracid entre les varietats invariants prop del punt homocli-
nic &8s aproximadament proporcional a € per l'angle de tall

Calculem l'angle de tall en el punt homoclinic p situat
sobre l'eix y=x En primer lloc aproximem WY localment en
un entorn de l'origen per un polinom:i de grau 5 Despré&s glo-
balitzem aquesta fins al punt homoclinic 1 calculem la posi-
c16 d"aquest Partint d'un punt suficientment prdxim a l'ori-
gen tal que 1terant-lo N vegades s'obté p, 1terant per la di-
ferencial de F¢ un vector tangent a W' en el primer punt ob-
tenim un vector tangent a WY en o)

Per les simetries,l'angle de tall &s el doble del que for-
men el darrer vector obtingut 1 la recta perpendicular a y=x
en p

Per obtenir angles per a valors mé&s petits del pardmetre
simulem els nfimeros com a vectors enters Per aixd cal uti-
litzar rutines especials per a simular les operacions suma,
producte 1 divisid A1xd ens ha permés treballar amb nlmeros
fins a 285 xifres (la limitacib &s deqguda al temps de cidlcul
emprat)

Els resultats es mostren en la seguent taula

Y £ c angle de tall
13 0 18605210 1 03461538 0 9944869868 E-20
1 29 0 18054611 1 03259690 0 1293376504 E-20
1 28 0 175 1 03062500 0 1443569127 E-21

1 27 0 16941306 1 02870079 0 1358985633 E-22
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angle de tall

A € c
1 26 16378460 1 02682540 1057707498 E-23
1 25 15811388 1 02500006 6649578268 E-25
1 24 15240015 1 02322581 3286291084 E-26
1 23 14664264 1 02150406 1236621438 E-27
1 22 14084057 1 01983606 3411759479 E-29
1 21 13499311 1 01822314 6597370324 E-31
1 20 12909945 1 01666667 8470514533 E~33
119 12315871 1 01516807 6762440325 E-35
1 18 11717002 1 01372881 3097994765 E-37
1 17 11113248 1 01235043 7374050504 E-40
1 16 10504515 1 01103448 8053530221 E-43
1 15 09890706 1 00978261 3446953298 E-46
1 14 09271726 1 00859649 4719315014 E-50
113 08647471 1 00747788 1584357293 E-54
112 08017837 1 00642857 9145215789 E-60
111 07382716 1 00545045 5589696243 E-66
110 06741999 1 00454545 1833626865 E-73
1 095 06419505 1 00412100 8290257666 E-78
1 090 06095568 1 00371560 1208043258 E-82
1 085 05770175 1 00332949 4639671871 E-88
1 080 05443310 1 00296296 3651730632 E-94
1 075 05114957 1 00261628 4281501825 E~-101
1 070 04785101 1 00228972 4960887386 E-109
1 065 04453726 1 00198357 3320257434 E~118
1 060 04120816 1 00169811 6269958966 E-129
1 055 03786355 1 00143365 1256685466 E-142
1 050 03450327 1 00119048 6795065162 E-157
1,045 03112715 1 00096890 1368763698 E-175
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1 040 0 02773501 1 00076923 0 5260040656 E-199

D'aquests resultats es pot pensar en trobar una expressid

del tipus
A(1n\ B exp (-C/1n))

per modelar la funci6 angle de tall Per adonar-nos que €s
realment una expressif molt fidel fem el seguent experiment
Determinem A,B 1 C amb les dades corresponents als valors de
A 13,129 1128 Obtenim A=87692502, B=-8 268891734 1
C=19 78502818 D'aquf 1l'angle predit per a A=1 04 &s
0 3102x10_199 , amb sorprenent acord amb el valor experi-
mental

Fixem-nos que, essencialment, el valor corresponent a
C en la fita trobada tedricament per a la separacib entre
w1 wS &s 2n2=19 739209

El paper de n en la fita tedrica &s afitar, en aquest
cas 1 en general, el factor (ln)\)B s1 B «¢0, cosa que fa

perfectament perqué si € &s prou petat (lnX)B<:exp(JlX)
1n

Es clar que per a N més petit necessitarem €y més petit

En aquest sentit considerarem que la fita &s Optima
S1 ara determinem B 1 C amb les dades corresponents als
valors de A 1 08, 1 07 1 1 06 obtenim B=-8 018273 1

C=19 740035 Notem que la diferé&ncia relativa entre aquest

darrer valor 1 2T% &s 4 1854x10 >

S1 els determinem amb les dades corresponents als va-

lors de A 1 050, 1 045 1 1 040, obtenim B=-8 0082713 1

C=19 739507 Ara la diferé&ncia relativa de C amb 2n2 €s

1 5107x10°
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De tot aixd &s plausible, com a expressib asimptdtica de

l'angle de tall, quan ¢ tendeix a zero, l'expressid
N8 exp(-21%/1n)
(7 6) A(1lnA) exp (=27 /1nA)

Per a determinar m&s precisament el valor numéric de A
calculem els valors de A a partair de (7 6) per a valors de-

creixents de X 1 Oobtenim

A AxlO“8
1 12 1 09613
111 1 09756
110 1 09889
1 09 1 10011
1l 08 1 10122
1 07 1 10221
1 o6 1 10308
1 05 1 10382
1 04 1 10445

1 extrapolant, avaluem el valor buscat en 1 10554x108 apro-

x1madament

Per acabar, a través de (7 6) 1 el darrer valor trobat
calculem alguns angles 1 donem l'error relatiu respecte

dels angles calculats num@éricament

A 1 error relatiu
1 05 0 680559x10 127 1 55x10°3
1 10 0 184471x10 73 6 05x10"3

46 2

115 0 349218x10 1 31x10°
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1 20 0 866132x10 33 2 25x10 2
1 25 0 687615x10 2° 3 41x10 2
1 30 0 104185x10 12 4 76x10 2
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7 2 Aplicaci6 standard 1 aplicaci6 standard generalitzada

L'aplicacid standard apareix en la literatura en diverses

formes Una d'aquestes &s

FE(x,y)=(x+sy+gzslnx,y+531nx)
En comptes d'estudiar aquesta aplicacib estudiarem una apli-

caci6 més general, que anomenarem aplicacid standard generalit-

zada, definida per

(7 7) Fs(x,y)=(x+ey+£2V'(x),y+eV'(xH

on V &s una funcib entera, periddiaa de periode 2N, parell, que
t€ un Gnic minim no degenerat en (—n,n], situat en x=0(V' (0)>0)
Aquesta reprodueix l'aplicaci6 standard quan V(x)=-cosx
2

F¢, és un difeomorfisme global de €“, analitic 1 que preser-

va mesura El seu invers é&s

Feb (x,y)=(x-gy,y-eV' (x-gy))

Per les condicions exigides a V els punts (2kn,0) sb6n els
Gnics punts fixos hiperbdlics reals Hi ha d'haver també& punts
fixos el liptics

Per la periodicitat de F¢ respecte de x podem considerar
gque estd definit en un cilindre obtingut identificant x=0 amb
x=2T] Ens interessem per les varietats invariants de l'origen

les anomenarem WY 1 W° S1 diem a=V"(0), els valors propis

de DF¢ (0,0) sb6n

1/2

At=1+82—%—t(52a+a4a2/4) =1i:VEf+O(EZ)

Per poder aplicar el corol lari 6 5 hem de posar primer F¢

en la forma (6 1) Per aixd fem un canvi que diagonalitzi la
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part lineal El canvi ve donat per la matriu

1 1
( —ta/2 +a+e?a%/4) /2 —ca/2-(ate2a’/a) L2
Pel canvi, F¢ es transforma en ?E definit per

(7 8)  Fe (x,y)=hx+ = (V" (x4y) -a(x+y))+O(£7)

X_ly-—;%;(V'(x+y)-a(x+y))+0(52))

Considerem el camp

(7 9) x=x+~%g(V'(x+y)—a(x+y))
Y='Y-%§(V' (x+y) -a(x+y))

el qual prové del hamiltonid

H(x,Y) =xy+3=(V(x+y) = 2(xey) ?)

Per obtenir la separatriu d° aquest hamiltonid fem primer un

canvi candnic per facilitar-ne el c3dlcul Fem el canvi

1
u= -=(x+y)
(7 10) V2
v=-l-(-x+y)

V2

El hamiltonid en les noves variables pren la forma

- 2
H(u,v)== % + 3= v(VZu)

Les equacions del moviment s&n

u=-v
(7 11)

v=— 1 v'(V2u)
V2a
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La separatriu ve determinada per ﬁ(u,v)=ﬁ(0,0), &s a dair

1,21 i,
5 vi= 5= (v(V2u)-v(0))

la qual estd ben definida perqué v(V2u) > V(0) s1 u#V2kn (k €2)

Tenint en compte (7 11)

(7 12) u=tE (v (V2u) v (0)) /2

De fet hi ha dues separatrius, una correspon al signe positiu
1 1l'altra al negatiu

La proposicif 2 6 ens assegura que 55 1 per tant també F_
tenen punts homoclinics En (10) es prova que si aquests exis-
teixen n'hi ha d'haver un sobre la recta x=7

Es verifiquen les hipdtesis del corol lari 6 5 Ens man-
ca calcular §

Les singularitats de 1'drbita homoclfinica de (7 9) s6n les
mateixes que les de (7 1l1l), ja que les equacions que la des-
criuen estan relacionades pel canvi (7 10) Busquem les de
(7 11) perqué s6n m&s facils de trobar

Suposem que u(0)=b 1 busquem t* tal que u(t*)=o De (7 12)

s'ha de complir
© t
~-1/2 _
(7 13) #fa {(V(V2u)-V(0)) du= |dt
b 0
perd per a la primera integral escollim un cami complex de b

X

a o perqué sind obtindriem t“real (de fetw) 1 ja sabem que
1'drbita homoclinica no t& singularitats reals

Definim Y(u)=V(V2u)-V(0) Els zeros simples de ¥ donen lloc
a punts de ramificacib d'ordre 2 de la funcib subintegral Els

zeros dobles donen lloc a pols simples, etc

D'altra banda s1 x 1 R s6n reals amb R fixat 1 diferent de
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zero,lv(u+R1H_1/2 és de l'ordre de e_\E'Rl/2 (o menor) com

es comprova desenvolupant ¥ en s@rie de Fourier Per tant la
integral (7 13) en un cami de la forma {x+R1,xlg Xs;xz}-ten-
deix a zero quan R — & Llawvors s1 tots els zeros no reals
de VY s6n simples, (7 13) no depé&n del cami d'integracid que

usem per avaluar-la si aquest no passa per l'eix real

Im t

Ri[~ 7~

Re t
b

En aquest darrer cas podem concloure que a l'entorn d'un
punt d'una de les varietats invariants, donat n>0 existeixen

80:>0 1 N>0 tals que per a 0 <¢ <EO la separacib entre aques-

tes &s menor que

N exp ((-21|Im t*| -9)/1In\)

00

on t'=Va g(vmﬁu)—vw))'
b
S1 Y té€ zeros dobles o d'ordre més elevat cal fer un es-

l/zdu

tudi dels camins que porten de b a ®© 1 trobar quin dbna la
singularitat mé&s propera a l'eix real

S1 V(x) &s un polinomi trigonomé&tric del tipus

Vix)=- > Eicoskx
k=1

tal que V(V2x)-V(0) t& els seus zeros no reals simples,
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(7 13) es pot Beduir a una integral irracional (la condicib

v"(0)> 0 &s aquf zf kck> 0) En efecte,

k=1
n
(V(Vfu)—V(o))'1/2=( > —i“(‘:'(l—cos\/_Z—ku))"l/2 =
k=1
n
= ( kzl—j%-251n2{g-ku)_l/2

Per conveniéncla suposem que b= 1 escollim el camf

2

=L 41V2s, s )0} Llavors (7 13) esdevé

61—{‘/2_

-1/2

n c
ZVEllg( > —£-51n2( gk+1ks)) ds =
k=

©
< C -
= 2V31.5(clcoszlsa-—%—51n212s+—%-c05213s+ ) l/2ds,
(]

on usant relacions trigonométriques podem escriure la funcib

subintegral com

n-1
(cos®is 5 4 cos?¥1s) 71/ 2= (chs)
K=o *

-1 -1/2

( 2: a, ch?k

on dk s6bn constants obtingudes en substituir 1 reordenar
Fem el canvi Chs=u 1 obtenim

n-1
2val‘gu‘1(( S au?) @?-1)) M 2au=e¥
k=0

4

S1 V(x)=—cosx—-§cos 2x es poden concretar més els cdlculs

La condici6 perqu@ 1'origen sigul hiperbdlic &s 1+42c >0

En aquest cas els zeros camplexos de Y sbn sumples (7 13) esdevé

41 fu—l((l—Auz)(uz-l))_l/zdu
1

on A=2c/(1l+2c)
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Fent el canvi l/u2=t obtenim

t

N [

II
1 J(-—t2+(A+1)t—A) “1/24¢
0

Usem la praimitiva (44)
2at+b

j ~—§E————— =-Ii:arc51n( )
f a 2
at2+bt+c b"-4ac

1 obtenim per a -1/2 <c 0

%—[-TV2-arc51n«A+l)/(l—A))]1=$~%—[-W/2+arc51n(—4c-l)] 1=

+l

=:;%4arccos(-4c—1))1 1L per a ¢ »0, de

- 2
l"expressi1i6 anterior, usant que arcsinz= -11ln(zi+\V1-z7)

¥ % [-W2-1 1n(x(~4c-1)+ V1-(4c+1)? ] 1=
=;%§-[—ﬂ/2—1 1n(1(—4c—l+2V4c2+2c)ﬂ1 =

= i[ln (V2c+l+V§E)+-%-1]

Llavors podem concloure que en un entorn d'un punt, donat
71 > 0 existeixen EO> 0 1 N>0 (depenents de c)tals que per a

0 <€ <gy la separacib entre les varietats invariants de Fg

€s menor que

N exp (—ﬂ(arccos(—4c—l)—2q)/lnX) per a -1/2<c g0

1 menor que

N exp (—mz-Zq)/ln)\) per a ¢ »0

Aquestes fites estan plenament d'acord amb els resultats



- 162 -

analitics de Lazutkin (23) 1 els numérics de Sim6 (39)
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