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Introducció 

Comencem donant unes definicions relatives a difeomorfis-

mes i fluxos que s'usaran contínuament al llarg d'aquest tre-

ball 

Sigui F un difeomorfisme d'un obert de IRn en la seva imat-

ge 

Definició 

Diem que p és un punt fix hiperbòlic de F si F(p)=p i 

DF(p) representa una matriu hiperbólica, és a dir, una ma-

triu que té tots els seus valors propis amb mòdul diferent 

de 1 

Per a tot punt fix hiperbòlic, p, hi ha dues varietats 

de dimensions adequades dites varietat invariant estable i 

varietat invariant inestable, notades habitualment per WS(p) 

Q S 

i W (p), tais que si un punt pertany a W (p), els iterats po-

sitius d'ell per F, tendeixen al punt fix i si pertany a WU(p) 

hi tendeixen els iterats negatius 

Les varietats invariants són una de les eines més impor-

tants en l'estudi dels sistemes dinàmics La seva existència 

es pot provar per diversos mètodes (16,18,28,31,32 43) 

Donem l'enunciat precís pel cas d'un difeomorfisme dife-

renciable 

Teorema 1 2 

Sigui F un dif eomorf isme d'un obert A de IRn en la seva 
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imatge, de classe C amb un punt fix hiperbòlic p 

Siguin E^ i E^ els subespais vectorials generats pels 

vectors propis de DF(p) de valor propi amb mòdul més gran 

i més petit que 1 respectivament 

Llavors 

1) WS(p)={xéA lim Fn(x)=p} 
n-»~ 

2) Existeix un entorn V de p tal que, localment, 

WS(p) = [xe A, Fn(x) £ V,n >0| 

s r 3) W (p) és una varietat diferenciable ae classe C tal 

que el seu espai tangent en p és E^ 

4) WU(p) = [x 6F(Ä), lim F_n(x)=pj. 
n-»» 

5) Existeix un entorn U de p tal que, localment, 

WU (p) =|x €F(A), F~n(x) e U,n> oj 

u r 6) W (p) és una varietat diferenciable de classe C tal 

que el seu espai tangent en p és E2 

s u 

De 1) i 4) es dedueix immediatament que W (p) i W (p) 

són objectes invariants en el sentit que si un punt pertany 

a ells, les seves imatges per F i F ^ també hi pertanyen 

El teorema també és vàlid per a difeomorfismes analí-

tics (28) i en espais de Banach (18,31,32,43) 

També existeix un teorema de la varietat invariant per 

a conjunts invariants més generals que els punts fixos, els 

anomenats conjunts hiperbòlics (18,19) 
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Definició 1 3 

Donats dos punts hiperbòlics p^ i p2 i q e W
S (p-̂ ) f| WU (p2 ) , 

es diu que q és homoclínic si P^=P2 1 Ç^P^' 1 e s diu <3ue 

és heteroclínic si p.^p2 

Si q és un punt homoclínic d'un difeomorfisme F, 11a-

k 

vors F (q),k É Z, també són punts homoclínics per la ínvari-

s u 

ancia de W (p) i W (p) Així 1'existència d'un punt homoclí-

nic dóna lloc a l'existència d'una família de punts homoclí-

nics 

En general pot haver-hi diverses famílies de punts homoclí-

nics Si el difeomorfisme està definit en un subconjunt del 

pla, conserva orientació i té una família de punts homoclí-

nics, forçosament n'ha de tenir una altra 

Tot això val també per a punts heteroclínics 
Definició 1 4 

Es diu que un punt homoclínic és transversal si la suma 

s u 

dels espais tangents a W i W en el punt homoclínic és 

l'espai total 

Les definicions i resultats descrits s'apliquen a punts 

q-penòdics considerant F^ en comptes de F En aquest cas les 

interseccions de varietats invariants de punts de la mateixa 

òrbita periòdica també es diuen punts homoclínics 

Definició 1 5 

2 
Un difeomorfisme F definit en un obert A de R és inte-
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grable si existeix una funció G, no constant, definida en 

A, tal que G(F(x))=F(x) per a tot x de A 

La funció G, quan existeix, rep el nom d"integral primera 

Aquest concepte d1integrabilitat depèn de la regularitat 

que exigim a la funció G En general exigim la mateixa que la 

que té F 

Pel cas analític, en el pla, hi ha el següent resultat 

Teorema 1 6 (30) 

2 2 

Sigui F AcR > |R un difeomorf isme analític amb un 

punt fix hiperbòlic i un punt homoclínic transversal Lla-

vors F no té integral primera analítica 

Considerem ara un camp donat per x=f(x) 

Definició 1 7 

Es diu que p és un punt singular hiperbòlic si f(p)=0 i 

tot els valors propis de Df(0) tenen part real diferent de 

zero 

Associat a un punt singular hiperbòlic també existeixen 

varietats invariants 

Es té un teorema completament anàleg al 1 2 canviant F 

pel flux solució f(t,x) de x=f(x), la condició dels valors 

propis de DF(p) per la dels de Df(p) exigint ara que tinguin 

part real positiva per a E^ i part real negativa per a i 

els límits lim Fn(x) i lim F~n(x) per lim M>(t,x) i lira 4>(t,x) 
n-»°o t-»00 t-> »o 
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Definició 1 8 

Sigui x=f(x) amb dos punts singulars hiperbòlics p^ i p2 

vp es diu òrbita heteroclínica si i lim fCtl^p^ i 

lim f(t)=p2 Si P^=P2 1 f(t)/^ p, , es diu òrbita homoclínica 
t-> 

En el cas dos dimensional, les òrbites homoclíniques i 

heteroclíniques també es diuen separatrius 

Definició 1 9 

Si X és una òrbita periòdica,de període T, de x=f(x), es 

diu que és hiperbólica si els valors propis de 

T 

DfU(t))dt tenen mòdul diferent de 1 
h 

També existeixen varietats invariants per a òrbites pe-

riòdiques (21 ,41) 

En aquest cas parlarem d'òrbites homoclíniques referint-nos 

a òrbites que, sense ser l'òrbita periòdica, tendeixen a ella 

per a t tendint a oo i per a t tendint a - °o 

Anàlogament per a les òrbites heteroclíniques 

Situem-nos en el cas d'un difeomorfisme en el pla L'exis-

tència d'una família de punts homoclínics transversals dóna 

lloc, en una regió propera a les varietats invariants , a 

una dinàmica altament ímpredictible, adjectivada en la lite-

ratura com caòtica, estocàstica, etc, que s'explica pel fet 

que es pot introduir el shift de Bernouilli com subsistema (42) 

del sistema considerat L'amplada d'aquesta zona d'estocas-

ticitat on la dinàmica apareix com aleatòria 

(encara que no ho és, perquè el sistema és determinista) es-
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tà relacionada amb la separació entre les varietats invariants 

estable i inestable, essent menor quan aquesta separació és 

menor (8) Pot haver-hi diverses zones d1estocasticitat, 

associades a diferents punts homoclínics (corresponents a 

altres punts fixos o periòdics) Això fa que sigui interessant 

tenir fites superiors de la separació entre les varietats in-

variants 

En aquest treball donarem fites superiors d'aquesta sepa-

ració per a famílies de difeomorfismes del pla que depenen d'un 

paràmetre, que tenen un punt homoclínic per a tot valor del pa-

ràmetre, i que, bàsicament, compleixen que els difeomorfismes 

són pròxims a la identitat i que els valors propis de la seva 

diferencial en el punt fix tendeixen a 1 ,quan el paràmetre 

tendeix a un cert valor (que normalment suposarem que és zero) 

Les suposicions que tem no ens restringeixen a casos molt 

particulars Una família de difeomorfismes amb un punt fix, 

es pot posar en general, prop dels valors (del paràmetre) 

pels quals el punt fix és parabòlic, en la forma descrita a 

través de canvis lineals i escalats 

Essencialment obtenim que les fites són de l'ordre d'una 

potència del paràmetre que depèn de la classe de diferencia-

bilitat de F Si F és de classe c" la fita és de l'ordre de 

qualsevol potència del paràmetre 

Si F és analític la fita és exponencialment petita respec-

te del paràmetre 

Aquesta situació apareix quan s'estudia el comportament d'un 

difeomorfisme conservatiu al voltant d'un punt fix el líptic (4 5) 

Usant una forma normal quasi ressonant (4,11) es detecten 
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els punts periòdics, el líptics i hiperbòlics, que dóna el 

teorema de Poincaré-Birkhoff (5) 

Si suposem que els \alors propis de DF en el punt fix són 

exp(i(2np/q+d)) amb d petit, es detecten punts q periòdics 

i els valors propis de DF*̂  en aquests punts són del tipus 

1+0 (d^ 4) Si d és prou petit F^ és una pertorbació d'un flux 

q/4 

temps d^' d'un sistema hamiltonia amb un grau de llibertat 

que té òrbites homoclíniques 

Genèricament les òrbites homoclíniques es trenquen per 

efecte de la pertorbació, però el fet que F sigui conserva-

tiu fa que les varietats invariants es tallin i hi hagi punts 

homoclínics 

També apareix aquesta situació en aplicacions de Poincaré 

de sistemes hamiltonians amb dos graus de llibertat Vegeu (25) 

per al sistema de Hénon-Heiles Per a exemples en el proble-

ma restringit de tres cossos vegeu (6 12,24) 

El cas anàleg per a fluxos és el d'un sistema conservatiu 

de dos graus de llibertat que depèn d'un petit paràmetre 

que té un punt singular hiperbòlic i una separatriu (òrbita 

homoclínica) associada a ell, de manera que la dinàmica sobre 

la separatriu és lenta (de l'ordre de s ), els valors propis, 

en la singularitat són del tipus 1+0(£ ), i està pertorbat 
k+1 

per una funció d'ordre de £ 

En sistemes de més de dos graus de llibertat la separació 

entre les varietats invariants està relacionada amb la velo-

citat de difusió (2,5) 

Per una altra banda existeix una conjectura relacionada amb 

aquesta situació deguda a Simó que enunciem pel cas de difeo-
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morfismes (existeix una versió anàloga per a fluxos conser-

vatius) (3 /,38 40) 

Conjectura 

Sigui F g una família de difeomorfismes del pla analítics, 

conservatlus, depenent analíticament de £ amb un punt fix hi-

perbòlic i una família de punts homoclínics associats a ell, 

la posició d1 un dels quals depèn analíticament de £ Suposem 

que els valors propis de DFg en el punt fix són del tipus 

k k 1+0(f ) i el moviment sobre les varietats invariants és 0(6 ), 

llavors l'angle que formen les varietats invariants en un punt 

homoclínic (fora d'un petit entorn del punt fix) té, genèrica-

ment, un comportament asimptòtic del tipus 

A £SReexp (-B/lnX) 

on A, B i s són constants A i s reals, A>0, B és complexa 

amb Re B > 0 i \ és valor propi major que 1 de DFg 

Lazutkin ha estat el primer en demostrar analíticament 

sobre un exemple aquest tipus de comportament (22) 

L'angle que formen les varietats invariants en un punt 

homoclínic i la separació màxima d'aquestes en un entorn del 

punt homoclínic estan relacionats essencialment per una cons-

4. t k tant per e 

La fita que es dóna en aquest treball per a la separació 

entre les varietats invariants en el cas que tracta la con-

jectura, és molt semblant al comportament asimptòtic predit 

i a més dóna la constant B (la seva part real) més precisa-
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ment, es té que per a ^ > 0 existeixen £Q> 0 i N> 0, tals 

que la separació és menor que 

N exp (-2TT(£-^) /ln\) 

on £ és la distància a l'eix real de la singularitat més 

propera a aquest de l'òrbita homoclínica d'un camp que es 

construeix en la demostració i que és tal que el seu flux 

£ aproxima a F£ 

En els exemples veiem que es verifica el comportament 

asimptòtic de la conjectura amb Re B=2Tl& cosa que prova que la 

fita és, en certa manera òptima, almenys pel que fa a la part 

exponencial 

Per estimar la separació entre les varietats invariants 

per a fluxos hi ha, en general, el mètode de Melnikov (9,20, 

27,46) , però en aquest cas no és aplicable (33) Malgrat 

tot, si calculem formalment la separació, ens dóna el mateix 

tipus de comportament 

En certa manera la separació entre les varietats invariants 

ens dóna una mesura més o menys quantitativa de la manca d'in-

tegrabilitat En relació amb això cal assenyalar els resultats 

de Ziglin (47) que donen condicions suficients de no mtegra-

bilitat per a sistemes hamiltonians, basant-se en la monodro-

mia al voltant de singularitats (complexes) del flux 

Pel que fa al desenvolupament del treball, en el capítol 

2 s'estudien les varietats invariants de famílies de difeo-

morfismes n-dimensionals en el cas diferenciable quan els va-

lors propis de la diferencial d'aquests tendeixen a l Al final 

es dóna una aplicació per assegurar l'existència de punts ho-

moclínics en el cas conservatiu 
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En el capítol 3 es donen fites de la separació entre les 

varietats invariants en el cas 2-dimensional i diferenciable 

En el capítol 4 es donen fites pel cas de fluxos del tipus 

2 
x=f(x) + e g(x,t/£,£) amb x pertanyen a ¡R 

En el capítol 5 es prova que es pot donar la forma normal 

de Birkhoff uniformement per a tots els difeomorfîsmes d'una 

família de les descrites en el cas analític i a partir d'a-

quí s'estudia el comportament de les varietats invariants lo-

cals 

En el capítol 6 es globalitzen aquestes i es troba la fita 

per a la separació en el cas analític També es fan algunes 

consideracions sobre la mtegrabilitat de difeomorfismes ana-

lítics i el fet que la mtegrabilitat és un fenomen de codi-

mensió infinita Finalment el capítol 7 recull un parell d'exem-

ples per il lustrar els mètodes descrits 

Àdhuc cada capítol porta una introducció que descriu el seu 

contingut detalladament 

Aprofito l'avinentesa per expressar el meu profund agraï-

ment al Doctor Carles Simó pel mestratge que he rebut d'ell 

des de molt abans de començar aquest treball, i per les idees 

i suggeriments que m'ha donat per a la realització del mateix 

Haig d'esmentar la meva dona Teresa per l'ajut que m'ha donat 

en tot moment i per la seva col laboració en la sempre enut-

josa tasca de mecanografiat 



CAPITOL 2 

COMPORTAMENT DE LES VARIETATS INVARIANTS 
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2 1 Introducció 

En aquest capítol estudiarem per a famílies de difeomor-

fismes amb un punt fix hiperbòlic ( que suposarem l'origen) 

el comportament de les varietats invariants d'aquest en el 

cas que els valors propis de la diferencial dels difeomorfis-

mes tendeixen a 1 quan el paràmetre tendeix a zero i que la 

família de difeomorfismes és propera, en un cert sentit, al 

flux temps una certa potència del paràmetre d'un camp autò-

nom 

r+1 

Provarem que si els difeomorfismes són de classe C , 

les varietats invariants i totes les seves derivades fins a 

ordre r tendeixen a les varietats invariants del camp autò-

nom i a les seves derivades,respectivament, quan el paràmetre 

tendeix a zero Més precisament, donat un punt d'una varie-

tat invariant del camp, no necessàriament en un petit entorn 

del punt hiperbòlic, sigui g una funció tal que la seva grà-

fica ens doni, localment a l'entorn d'aquest punt, aquesta 

varietat invariant, llavors provarem que per a valors del pa-

ràmetre prou petits la corresponent varietat invariant dels 

difeomorf ismes de la familiars pot posar com a gràfica d'una 

funció del mateix tipus (que depèn del paràmetre) i que aques-

ta funció i totes les seves derivades fins a ordre r tendei-

xen a g i a les seves corresponents derivades quan el parà-

metre tendeix a zero 

La principal dificultat rau en el fet que els valors propis 

en el punt hiperbòlic tendeixen a 1, cosa que, en principi, no 
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permet controlar uniformement les varietats invariants 

Aquesta dificultat es compensa, en part, per la hipòtesi 

que els difeomorfismes siguin, en el sentit que es precisa-

rà, propers a la identitat,i en part per fet que la família 

de difeomorfismes associats al flux temps una potència del 

paràmetre d'un cert camp és propera i que les seves varietats 

invariants no depenen del paràmetre 

En l'apartat 2 2,1a proposició 2 1 és, de fet, un lema 

per als teoremes 2 4 i 2 5 

La proposició 2 2 i el corol lari 2 3 ens donen les rela-

cions entre el flux temps E^d'un camp autònom x = f(x) i les 

famílies de difeomorfismes 

F£(x)=x+£"f (X), 

F£ (x)=x+£"f (x) + E ^ g (x,£), 

relacions que es necessiten en els capítols següents i que 

serveixen per, donada una família de difeomorfismes de les 

esmentades, trobar un camp tal que el seu flux temps 1'apro-

ximi 

En l'apartat 2 3,els teoremes 2 4 i 2 5 són el resultat 

principal del capítol i proven la proximitat entre les varie-

tats invariants descrita més amunt 

Finalment el darrer apartat dóna una primera aplicació 

d'aquest teorema que assegura l'existència de punts homoclí-

nics per a famílies de difeomorfismes conservatius complint 

certes hipòtesis 

En aquest capítol, si F és una aplicació suficientment di-

ferenciable, I DkF | representa |DkF I = sup |DkF(x)| , on U és 
xelT 
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i k i k 
el domini considerat per a F i |D F(x)| és la norma de D F(x) 

com a aplicació multilineal 

Mentre no es digui el contrari, en l'espai Rn es considera 

una norma qualsevol, per exemple l'euclidiana Com és usual, 

admetem el conveni D^F=F i per tant |F|= sup |F(X)| 
x£U 
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2 2 Proximitat de difeomorfismes 

La següent proposició només serà usada en Rn, però 

l'enunciem en espais de Banach perquè la demostració no 

és més difícil en espais de Banach que en Rn 

Proposició 2 1 

Siguin Fe , Ge dues famílies de difeomorfismes de clas-

r + 1 

se C de IKE en la seva imatge continguda en E' on E i 

E' són espais de Banach i U és un obert convex 

Si 

1) I DFe -l| , |DGe-l| 

li) I DkFfI , |D
kGJ < Lk , 2 < k < r+1 , 

m ) |DkGÊ - D
kF£| < Mj^e^1 , 0 < k <<: r , 

per a 0 < t < £Q / amb * > 0 , 

1lavors 

D (DF"1 -I I , I D G I 1 -I I < C ' s " , 

2)|DF~1 -I I , I DG^1 -l| < L^t* , 0 N< k < r+1 , 

3) |DkG g1 - DkF;l·| < M¿ + 1 , 0 ¿ k < r , 

en F£(U)nG£(ü) per a 0<£<£¿ on g¿ = m m ( f0,( 2C) ~
1/c< ) 

Demostració 

Per comoditat d'escriptura durant la demostració no es-

criurem el subíndex s corresponent a F i a G 

Provem 1) Observem primer que si 0 és lineal ínversi-
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ble i I 0-1 I <1, de (I+0-I) ~1
 o(I+0-I) = I 

deduïm que 

( i ^ - D ^ + d + M ) " 1 . ^ - ! ) = i 

d'on 

1+ 0-1) 1 I -|(H-0-I) 1 I I 0 -I I < 1 

i per tant 

-ll I . ^ Tx -1 |0 = |(l+çJ-l) 1 I 4 
1-I0-I 

Llavors en F(U) 

DF 1-I = I (DF F - 1) - 1-! = I (DF F - 1) 1(I-DF F-1) < 

< (DF F - 1) 1 I-DF F -1 

I- IDF F_1-I 
¡I-DF F 1| < 

l-c t° C £*< 2C l" 

ja que DF és inversible en F "'"(x) per a tot XÉF(U) i 

|DF F"1-lf < CEK < 2CÉ? < 1 

Anàlogament es prova que IDG-1-I|< 2CÉ* en G(U) 

Per provar 2) introduïm les següents definicions (1) 

Donats E,F,G espais de Banach definim 

X 
' r. 

L1(FFG) x L"'
1(B,F) x x L"1;L(E,F) >LK(E,G) 

amb i>l i +ji=k, per l'expressió 

A x (A,B^, ,Bi) (elf ,ek) = 

=A(B1(e1, fe3i,f / B i(e : i + ^ ^ ,ek)) 
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és multilmeal i té norma < 1 

Simk Lk(E,F) >Lk(E,F) 

definit per 

SimkA= X ^A) 
<r.Sk 

on<r(A)(elf 'e
k>

=A(e<r(l) ' 'e<r(k)} 

k i k Sim és lineal i |Sim | 4 1 

<*k+1 L(F,E)x^-+1 x L (F , E) ^ Lk(L(E,F) ,L(F,E) ) 

definit per 

Inv x^"4"1 x Inv GL(E,F) > GL (E ,F) x x GL{í",F) 

definit per 

(Inv x x Inv) (f) = (M'~1, 

Amb aquesta notació 

Dk(g f)= Simk X X c,(Dl, .J,)^'31' 
1 = 1 ^ i = k 

i D1 Di o(D g f xD fx x D f) 

on u n e n t e r q u e només depèn dels índexs que 

el caracteritzen i 

DkInv = k' Simk (Inv x ^ 1 x Inv ) 
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Notem que de 1) es dedueix que (DF F ^ 

Provarem 2) per inducció Per a k=2 tenim 

DF 1|< 1+C í* 

D2F~1=D(DF~1)=D(DF F~1)~1=D( Inv DF F_1)= 

=D( Inv) DF F"1 D(DF) F 1 DF_1 

=D(Inv) DF F 1 D2F F"1 (DF F _ 1) 1 

= -(DF F 1)~1 (D2F F"1 (DF F"1) 1) (DF F _ 1) 1 

Llavors 

D V 1 (DF F 1) 1 2 -1 D F F x (DF F 1) _:L ! I (DF F - 1) 1| < 

< (1+C L2£
0<< (1+CÉQ)3 L2E^<(|)

3L2£^ L^ 

Suposem que sigui cert per a k-l>l, 

DkF 1=Dk"1(DF~1)=Dk 1(DF f" 1)"^ Dk~1(Inv DF F 1) 

=Dk~1 (Inv (DF F"1)) 

Per a e ^ ' ek-l é E' a m b |ei|' 'lek-l|<]L 

(No escriurem el punt on es calcula la derivada per simpli-

ficar la notació) 

k-1 -1 D 
k-1 

(Inv (DF F - 1) ) (e., , ,ek_^)=Sxm
K 1 £ X c ^ X 1' 1 

(D1Inv (DF F ^xd""1 (DF F 1)x xD^ÍDF F 1) ) (e1 , ,e, ,) = 
I K— 1 

k-1 k-1 
=Sim" ' X I c , , i ' Sim"1 

* * K— I 
1=1 * 

- 1 - 1 (DF F ) ' 

- 1 -(DF F ) (D (DF F ) (e., , ,6^) ) 

on 

(DF F 1) J1(DF F 1)(eg, ek_1»(DF F
 1) 1 

vol dir suma pels índexs tais que j + +j =k-1 , 
* l i 
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c
k _ r

c k _ i < v x +1 

Jr -1 Fixem-nos en D (DF F ) 

Dr -1 2_r v D (DF F ) =Sim Y c (i., ,1 ) X 
TI 1 1 1 

i , V ,1 

i=1 ** Jr 

i -1 X1 -1 1Dr -1 
{D (DF) F xD F x XD F ) 

on vol dir suma pels índexs tais que 1..+ +i =j 
* # ^ r- r 

En les derivades de la darrera expressió sempre hi ha almenys 

una derivada d'ordre superior a 1 Llavors 

j _1 j 
I D r(DF F ) I $ I Sim rI 

¿ I c »IX1'3"1' 
3r| 

i=1 ** Jr 

|D1+1F F_1I |D 1F~1 I |D JrF~1 I £ 
J V 

on L1 és una constant(potser gran) que depèn només de j , 
•'r r 

W LJr+1
,C 

Així doncs 

Nk-1 - 1 
D" '(Inv (DFCF ) ) ^ , ^ E ^ ^ K 

rk-1 
< Sim 

k-1 
II I c , - I' ISIM1! |o(F F'1) 1 I |D (DF F 1)(e1f ,e.. 

- 1 . - 1 I(DF F ) 

k-1 
X 
1=1 * 

(DFoF 1) 1 I |DJi(DF F'1) (ez, ,e^., ) | | (DF F 1 ) 
- 1 - 1 , -

= 1 + Vj « L 1 

31 ^ 2 3-
< X Z c k _ 1 i'(I+c^)1+iL: L: L: (s-')1 ^ ¿ ^ 

on L'k ^epèn n o més de I P e r tant 

|Dk~1Inv DF F - 1 I =sup| (Dk-1Inv DF F - 1 ) ^ , ' e k - 1 ) l < L ¿ ^ 

on el suprem es pren per a tots els e^, ,ek_i n o r m a 

menor o igual que 1 
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I k i Per a f D G| es prova igualment 

Passem a provar 3) Per a xeF(ü)/lG(U) G G~~1 (x) -F»F~1 (x) =0 

Així, en F (U) fi G(U) 

- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 
0=G G -F F =G G -G F +G F -F F 

Llavors 

0=[G G-1-G F"1 I — J G F-1-F F - 1 I > inf|DG(£) I |G~1-F~1 |-|G-F| 
|éU 

d'on 

G-1-F"1U 1 |G-F 
inf I |dG()) I 

De la condició iDG-lj^Cg" tenim que |DG j > 1-Cs*, per tant 

G"1 -F"1 I < I G-F U J M0
 +1 < 2M0

 1 

1-C 1-C£* U U 

Podem prendre M'=2M 
o o 

Per a k = 1 , en F(U)DG(U) 

- 1 - 1 - 1 - 1 - 1 - 1 
0=(DG ) 'DG -(DF ') 'DE = 

— 1 —1 —1 —1 —1 —1 —1 —1 —i _ 1 _ i 
= (DG ) DG -(DG ) DF + (DG ) DF -(DF ) DF 

i llavors 

0=| (DG~1)~1DG_1 - (DG~1 ) "1DF"1 |-| (DG~1 ) "1 DF~1 - (DF~1 ) ~1 DF-1  

Diem (1) a la primera diferència i (2) a la segona 

a)=l(DG-1)"1(DG~1-DF'1)I^ |DG-1|-1|DG-1-DF~1¡ 

1 1 

ja que j AB J > |A | |B| 

(2*) 4 |DG G"1-DF F"1 I |DF"1 I 4 

<(|DG G~1-DG F~1|+|DG F~1-DF F~1|)|DF~1|< 

c(sup |D2G(}) I |G"1-F"1 I e**1) |DF"1 | < 
£éU 1 

<(L2É
0(M¿£0< + 1+M1£

0<+1) (1+C'£«) 

Per tant 
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I DG 1-DF 1 I DG"1 I (L2£°
<M¿£O< + 1+M16

0í+1) (1+C'£*)< 

« d+C'Ê^) 2(L2M¿+M1)£
0< + 1 ^ 22(L2M¿ + M1)£

0< + 1=M^ £*+1 

Per a k >1 ho provarem per inducció Per a k=2 escrivim 

2 - 1 2 - 1 
D G -D F en funció de les derivades de G i F a través de 

les fórmules anteriors i ho descomposem en forma telescòpica 

2 12 1 

Llavors |D G -D F | és menor que la suma de les normes 

de les diferències 

Tenint en compte que 
I DG~1-DF~1 I 4 M.J , 

|D2G G~1-D2F F-1I < |D2G G~1-D2G*F~1|+|D2G F"1-D2F F~1|< 

^ sup I D3G (|) I I G"1 -F"1 I + I D
2G-D2F I 4 L ¿ « M ^ ^ + M +  

leu J V ¿ 

<(L3M·+M2)6"
< + \ 

|DG"1I,|DF"1| < i+c'e*, 

|D2G G"1 I, |D2F 

resulta que |D2G~1-D2F~1|« M ^ \ 

on M2 depèn de C ' ,M.j ,L2 les quals depenen de 

L2' L3 / M1 / M2 

Suposem que és cert per a k-1 > 1 Siguin e^ , ek_i 

amb ^ ̂  C o m at>ans no escrivim el punt on 

es calcula la derivada 

(DkG~1-DkF_l) (ê  , ^ e ^ ^ = (Dk"1DG"1-Dk-1DF"1) ( e i , = 

D k 1(Inv DG G 1)-Dk 1(Inv DF F 1) (e r
 ,ek-1 ̂  = 



-Simk 1 Z I c, . i'SimJ  

i=1 * K ~ 1 

k-1 

(DG G ^ 1D 1 (DG G"1) (e. , ,e ) (DG G - 1) 1 
1 ]1 

(DG G 1) 1D 1 (DG G 1) (e¿ , 'ek_-,) (DG G
 1 ) 1 

-1,-1^1 -1,-1 - (DF F ) D (DF F ) (e1# ,e ) (DF F ) 
J1 

(DF F"1)"1D3:L(DF F~h(e z, ,ek_1)(DF F
- 1) - 1 

Per estudiar aquestes diferències considerem primer (notem 

que j , rD D](DG G-1)-D](DF F _ 1) 

¡DD(DG G~1)-DD(DF F ĵjíS - 1 

G G 'x xD^1G—D1+ ̂ F F 1x xD^F ') 
1-1 ** 

Posant la darrera diferència en forma telescòpica, usant la 

desigualtat triangular i tenint en compte que 

D ^ G ^ - D ^ F " 1 ! * M' £*+\ 
•̂ r (Jr4 k-1) , 

D 1 + 1G G"1-D1+1F F"1| < 

«|D 1 + 1G G"1 -D 1 + 1G F~1|+|D1+1G F"1-D1+1F F"1|* 

^sup |D1+2G(£)| |G"1-F"1|+|D1+1G-D1+1F|4 

^ LI+2 (L 9M'+M ) e*+1 , 
1+2 0 1+1 ' 

(1+1 á k) 

D 1 + 1G G - M J d " ^ F"1U L 1 + 1 £*, ( l + ^ k ) 

Dr„-1i i „-'r^-l D G - I , I D r F " ' U L' 
-J T-

(Dr<k-1) 
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es veu que ¡D3 (DG G 1)-D3 (DF F 1 ) | < î/ £°<+1 per a j ̂  k-1 

on L' depèn de 3,1^, L , , M r 'M-,'M¿' 

Finalment prenent mòdul en l'expressió obtinguda per a 

k — 1 k — 1 (DG -D F )(e1, ,e, 1), escrivint en forma telescòpica i K— 1 

les diferències que s'obtenen, usant la desigualtat triangular 

1 les consideracions anteriors s'arriba a que 

|DkG~1-DkF_l |< M¿£eí+1 amb independent de £ 

Això acaba la demostració 

La següent proposició ens dóna per a una família de difeo-

morf ismes propers a la identitat, un camp tal que el flux temps 

adequat (petit) d'ell, ens dóna una bona aproximació dels difeo-

morf ismes 

Proposició 2 2 

Sigui f una funció de classe C r + L en A, obert de IRn 

Sigui V{t,x) el flux solució de l'equació x=f(x), x ÉA 

Definim G £ B C > A per Gg (x) = f( E ̂ x) on B és un 

compacte contingut en A (00O) 

Llavors existeix tal que si 0 <£<£0 

1) G£ està ben definit , 

2) |DG£-II < C £* en B , 

3) I D ^ J C L ^ * en B, 2 < k < r 

Si definim, a més, Fe ACÍR
n >IRn per F£ (x) =x+ £"f (x) , 

4) Existeix un obert A' tal que B C A ' C A 1 

difeomorfisme, 

5) |DFE-I| < C'£
W en B, 
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6) |DkFfc I < L¿ £* en B, 2 < k < r , 

7) ¡DkG£-D
kF£ j < M' í

2* en B, 0 < k < r 

Nota 

2T + XJ 37 JT 

f de classe C vol dir que f és de classe C i D f 

és Lipschitz 

Demostració 

Al llarg de la demostració B + s indicarà 
XÉB S 

SI IRn-A és buit, considerem B'=B+1 Si IRn-A no és buit con-
siderem B , una bola de radi R prou gran perquè B CB i per-

R H 

què (Rn-A) fl Llavors (Rn-A) f| BR és compacte i està 

ben defxnida la distància entre aquest conjunt i B Diem {$ 

a aquesta distància i considerem B'=B+^/2 Així BcB'c A 

Definim K = sup |ünf(x)| 
n xeB' 

Pel teorema d'existència de solucions d'equacions diferenci-

als, si £°<j3/4K0 i si xéB, la solució fftjx) de x = f (x) 

verificant vP(0,x)=x està definida per a 111 < i 

4'(t,x) £B' per a ¡t| < A més com que B' és compacte, 

T ( E^/X) ̂ B ' C A Això prova 1) 

Per provar 2) notem que DG£(x) =D2^(t,x) 1 o n D^ signifi-

ca derivada respecte de les condicions inicials D ^ satis-

fà l'equació 

D.JD24'=Df V D24> amb D2vp(0,x)=I 

Llavors t 
/ 

D2^p(t,x) =1 + Df (vp(sfx) ) D24>(s,x)ds , 
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d'on, per a 0 < t < £ * , podem deduir 

f 
|D2H>(t,x)-l|< I Df ( f ( s ,x) ) I ds + 

Jo 

4- ( |Df (^(s,x) ) I |D2^(s,x)-l|ds 

'0 
Tenim que ^(SjX) £B' i per tant j Df (̂ P(s,x)) K ^ d'on 

¡D2?(t,x)-l|< K1 jds + K1 |(D2f(s,x)-I jds 

i pel lema de Gronwall 

|D2 vf(trx)-I |< K ̂  t exp K t 

Suposem que 1 Llavors 

|dG€(x)-i|=)d2t( £^,x)-l|< K ^ e x p I ^ e g * 

Prenem C=K^e En particular hem obtingut que per a 0 < t < í 

j D24
7(t,x) j 4 1+K.jt exp K^ t 4 1+e 

Per provar 3) , provarem per inducció que si 0 < t<£°<  

i k i 

|D2^(t) L^E* on escrivim f(t) en comptes de vf(t,x) 

k 

D 2Y satisfà l'equació 

DlD2^=D2D1f=D^(f Y)= (2 1) =Simk Ic k(] l)\
1' ] l (D1f *fx D 2 V ) + 

V X- __ \ 1']I ' / 3 -, -, HI 3.. 
+ Sim 2. Ic K(] 1 ( , D ) A (D f U D Vx xD 

i=2 t z z 

amb la condició D f(0)=0 (k> 2) i on X indica suma estesa 
z * 

als índexs 3 tals que 3̂  + +ji=k 

El primer sumand de (2 1) pren la forma 

Simk \1'k(Df yx D ^ ) 
2 k 1 com que D Y és simètrica podem prescindir de Sim 
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En el segon sumand, com que i i> 2, les j són 

menors que k i per tant només hi intervenen derivades de 

d'ordre estrictament menor que k 

Llavors D2 ̂  satisfà l'equació lineal 

D1D^f(t) = A ( t ) ^ ( t ) +bk(t) 

k k 

en l'espai de Banach E =L (E,E) on hem escrit E en comptes 

de IRn A ( t ) Ek > Ek està definit per 

A(t)A=V , k (Df (vf(t) )xA) si A é E k 

Evidentment 

A(t) és lineal i 

| A ( t ) A| = |V' k (Df ( f ( t ) ) xA) I < |\1'k| I Df ( f ( t ) ) I I A| < 

< 1 sup ¡Df(x) I |A|< K IA I 
X£B' 1 

que implica que | A ( t ) | < K1 si 0 < t<£°< i (t) 6 Ek és el 

segon sumand de (2 1) i verifica 
|bk(t) | = |Sim

k X X c k \ ' J V '"3l(D1f (vf(t) JxD^VtJx xD^yit) ) | £ 
1 = 2 * 

k D 1 j 
4 X XcjD 1f(^(t))||D 9>(t)| |D/^(t) 

i = 2 * 'k 

i k i 

Per trobar una afitació de I °2 u usarem la formula de la 

variació de les constants Abans considerem l'equació lineal 
homogénea 

U'=AU on U(t) € L(Ek,Ek) i U(0)=Ifc 
E 

Verifica que 

U(t) = 1 + A u ( s ) d s 
'o 

l /t 

| u ( t ) | < 1 + | A u ( s ) Ids 4 1+K1 11 U ( s) I ds 
h 

i pel lema de Gronwall 
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|u(t) j 4 exp K^ t , si O < t < í 

Llavors, si 0 < t < 

D2«P(t)=U(t) D^ÍO) + U(-s)bk(s)ds 
'o 

i com que per a k>2, D y(0)=0 
t ¿ 

Y(t) ¡4 j | u ( t - s ) I |bk(s) |ds < j ( e x p K1 | t - s | ) | b k < s ) |ds < 

<£(exp K^t) |b (s)|ds 

/ 
k 

Si k = 2, '0 

,2,,..,, 4 , i . i i .„,. 4 , „ . 2 |b (t) I ^ l D f < v(t) ) I | d I |d Vf(t) I 4 K (1+e) 

|ö^(t) j < e 

t 
i 2 2 

ds=K2(1+e) 

2 i „ 2 

K2(1+e)"ds=K2(1+e)"e6
0<

/ si 0 < t < í 
'o 

Prenem L2=K2 ( 1+e) "e i per tant |D^G&(x) | <L2£°
< en B 

Si suposem certes les afitacions per a k>2, llavors és clar 

que |bk+^(t)| és menor que una constant N
k+-| independent 

de E si 0 < t < * i 0<£<£ o ri tenim 

|d2
 + 1 «fit) I ̂  (exp K^ t ) N, ds 4 eN, . L " k+1 ^ k+1 

IK +1 I O< 
D eg (x) I < Lk+-|

 £ e n B 

Per provar 4) considerem A'=\jBrt/.(x) que és obert i està 
XÊB R/Q 

contingut en B' 

Veiem primer que F£ és infectiva Si x,y gA', Fg(x)=Ft(y) 

és equivalent a x+£Vf (x) =y+£°<f (y) i a x-y= £*(£ (x)-f (y)) , 

per tant 

|x-y|<^(|f (x) |+|f(y) |) 4 £°<2K0 < í^2KQ< p/2 

D'altra banda, si x,y éA' llavors (x) i ^/¿j^Y) 

estan contingudes en B' i com que |x-y|<y3/2, el segment 

que uneix x amb y està contingut en la unió d'elles i per 
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tant en B' Llavors 

|x-y|=£*|f (x)-f (y) | < g^Df ($) | | x-y | 

on $ pertany a B' i |x-y|4 K^¡x-y| que impli-

ca que |x-y|=0 perquè E°(K1 <1 

Amés DF£ (x) =1+t^DF (x) 1 | d F E ( X ) - i | < £*K < 1 

Això indica que DF£(x) es un isomorfisme ( 1 homeomorfisme) 

per a tot x é A ' C B 1 per tant F£ es un difeomorfisme definit 

en A' Això prova 4) 

5) ja està provat Notem que K <K.e=C' 
1 1 

Per provar 6) cal tenir en compte que D F^(x) = E.°<D f(x) 1 

|DkF£(x) I < £°
<|Dkf (x) I < sx k ) 2 

Prenem 

^(t,x) verifica l'equació y = f ¥ amb y(0,x)=x que es pot 

expressar en la forma 

t 

vp(tfx) =x+ f (<f(s,x) ) ds 

Llavors per a 0<£<£ o 

Gí(x)-Fí (x)=x+ [f (<f(s,x) )ds-x-£*f (x)= [ (f («f ( s ,x) )-f (x) ) ds , 

però 

J 0 

f (<p(s,x))-f(x)=f (<p(s,x))-f (M>(0,x)) = (V(tfx) ) ) S= 

=Df (vf(̂ ,x) x)s=Df(f(Ç,x)))f(^(|,x))s 

Com que 0 < £ < s <£•*<£*, M'í £,x) € B ' 1 per tant 

|Df (vf ) U K1 1 |f (<f(|,x) ) \4 KQ 

Llavors | f (V (s ,x) )-f (x) | < K ^ s 1 

| g £ ( X ) - F £ (x) 1 4 j K1KQsds= -Y KqK^' 
2 °< 
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k k k Com que D2 if satisfa l'equaciô D^D^=D2(f ^ ) , 

t 

D2^(t,x)=D2^(0,x)+ D2(f «f) (s,x) ds 

'o 

i per tant 

DkGE(x)-D
kF£(x)=D2H

)(0,x)-DkI(x)+ (Dk(f f ) (s x)-Dkf (x) ) ds 

'o 

Quan k=1, Dk ̂ (0 ,x)-DkI (x) =1-1 = 0 i quan k > 1 , 

Dk^>(0,x)-DkI (x) =0-0 = 0 

Llavors 

DkGf (x)-D
kFÊ (X) = j (Dk(f »f) (s,x)-Dkf (4>(0,x) ) ) ds 

o 

Afirmem que | D.jDk<f (t,x) |< , U r, 0 < t < amb P^ 

independent de £ 

En efecte, per a k = 1 és cert ja que D D2 m>( t ,x) =Df ( M>( t ,x) ) D ^ t x) 

i |D1D2vf(t,x) I < j Df ( ( t #x) ) I |D2«f(t,x) I < K1 (1+e) 

Prenem P^=K^(1+e) Suposant certa l'afirmació per a k-1>0, 

k k 
com que D.J D 2 t ,x) =D (f vp) (t,x) tenim 

i k i i ki Ĵ- IV1' ̂  1 ' ' 3, i 
|D D%(t,x) U |SimK| I L E , I X I 

' 1=1 * 

I D1f ^(t,x) I |D2\(t,x) I I D^^ít ,x) I 4 

k 
4 X I C K L L 

i=1 * K 1 Di 

on c^ vol dir c^ÍD-j* Diem P^ a aquesta darrera cons-

tant, que ës independent de F Això prova l'afirmació 

Com a conseqüència tenim 

|D2if(s,x)-D2vp(0fx) U |D1D2Vf(| rx) | | s| < P^L* 

i si j > 1 , 

| D ^ ( S , X ) | = |D^(S,X)-D^M>(0,X) I 4 I D-J D 2 4>( £ ,x) | |s|< P £ 
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Després, Dk(f y) ( s ,x) -Dkf ( vf ( 0 ,x) ) = 

k \ k ' 3 1 ' ' 3k 
=Sim 2. 

(Dkf (^(s,x) )xD32V(s,x)x xD2kvp<s,x) )-Dkf (y(0,x) ) 

K
K"1 _ XI/3 D, ! D, D. 

+ Sim X X C . \ .(D f (M'í S ,x) )xD2 >(s,x)x X D 2 \ ( S , X ) ) 
i = 1 * 

Diem e^ al primer sumand i e2 al segon 

E 1 =\
k '1 ' ,1 (Dkf (^(s,x) )XD2M>(S,X)X XD24>(S,X))-

_ X K ' 1 , (Dkf (^(0,x) )XD24>(0,X)X XD2H'(0,X)) 

on hem usat que D f és simètrica i que D24>(0,X)=I 

Escrivim aquesta darrera diferència en forma telescòpica i 

obtenim k+1 diferències D' aquestes, k diferències tenen 

norma menor que 

Kk(1+e)
k_1 |D2Y(s,x)-D2vf(0fx) U Kk(1+e)

k_1P1 £* 

I l'altra menor que 

|Dkf (vf(s,x))-Dkf (vf(0,x) ) I < |Dk + 1f (}) I |^(s,x)-W,x) | 

Observem que 

M>(s,x)-<f(0,x) = (f (H>(u,x) )du 

/o 

i que (s,x)-<f(0,x) K Qs< K Q£* 

Per tant | e^ | ̂  KRk ( 1 +e)
k_1 P1 ̂ K ^ K ^ " =Q £ 04 

on Q s'autodefmeix per la igualtat 

Si k = r |Drf (y(s,x) )-Drf ( W , x ) ) | 4 LipDrf | M>(s ,x)-^>(0 ,x) | 1 

s'arriba al mateix resultat 

D'altra banda 

k-1 3 D 
| e 2 k X X c k ID^-F (H"(s,x) ) I |D 2

1M»(S,X) I |D 2
1^(S,X)| 

i = 1 * 
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on tots els sumands contenen una j major que 1 Llavors cada 

sumand és més petit que una constant independent de £ per 

Com que el nombre de sumands és independent de í, tenim que 

existeix Q' tal que 

|e2U Q' 

Finalment tenim que 

|Dk(f V (s,x)-Dkf (vf(0,x) ) I < (Q+Q )Z°l  

per a 0 < s < i per tant 

IDkGc(x)-DkF£ (x)I 4 (Q+Q1) £ ds =(Q+Q')£ ' 
J r 

Prenem M^Q+Q' Això acaba la demostració 

Corol lari 2 3 

Sigui F£ una família de difeomorfismes de AclR
n, obert, 

en la seva imatge, del tipus 

F £ (x) =x+6°
<f (x)+ E °c+^g(x,e) («,/ï > 0) 

ï* "t* L f 
on f és de classe C en A i g(x,£) és de classe C respecte 

k r i 
de x en A i D g (x,£ ) està af itada en A x 0, £Q per a 0 < k r 

Sigui G £ el flux temps de x=f(x) 

Llavors, donat B, compacte contingut en A, existeix £ $ £o 

tal que 

1) |DF£-I I < C t*, 

2) |DkF£ I < L g
0", (2 «k <r) 

3) |DkG£-D
kF£ I <M k í*?t (0 < k < r) , 

en B, per a 0<£<£„ 
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Demostració 

Considerem F£(x)=x+t
wf(x) Ës immediat que 

I d ^ (x)-D1Fe(X)UPi£
c<+/9 

en B, per a 0 < £ < £0 on P són les fites de D1g(x,£) 

Aplicant la desigualtat triangular i la proposició 2 2 

s'acaba la demostració 

Observació 

La proposició 2 2 i el corol lari 2 3 són òbviament vàlids si 

F£ (X) =x+a £
wf (x) + £*+/3g (x ,£ ) 

i G e representa el flux temps as* de x=f(x),on a és una 

constant positiva Ës en aquesta forma que s'usarà en el 

capítol 6 



- 34 -

2 3 Proximitat de les varietats invariants 

En aquest apartat es prova el resultat principal d'aquest 

capítol 

Teorema 2 4 

Sigui F£ una família de difeomorfismes de classe C
r + 1 (rï.1) , 

de AclRn, obert, en la seva imatge depenent d'un paràmetre í 

r+ 1 

Sigui X un camp autonom de classe C en A i sigui G £ el 

flux temps £d'aquest camp, (°<>1) 

Suposem que 
i) (0,0)é A i és un punt fix hiperbòlic de G £ i F £ per 

a 0 <£ < £ e 

il) DFe (0,0) i DG£(0,0) diagonalitzen 

Si \ i són els valors propis de DF£(0,0) i els de 

DG ̂ (0,0) , verifiquen que X1=1 +ai£
o(+0 (e*"1"1 ) , amb a ^ O 

per a "Ui«£ i a^O per a JK + 1 4 í^n, 1 que X ( + 1 ) »• 

111) j DFe - I I < CÉ* 
|DkFç| < I^e* , 2<k«.r+1 

\D kF,-D k
G í\<M k^

+\ 0<k<r , 

en A, per a 0 < £ < ¿0 , 

Llavors, si f£ 1 g£ són funcions tais que les seves gràfi-

ques representen la varietat invariant estable de l'origen de 

F £ 1 G £ respectivament, localment a l'entorn d'un punt de les 

varietats contingut en A, es té que 

|Dkfg-D
kggI=0(£) per a O^k^r 
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Observacions 

La hipòtesi i) no és restrictiva ja que sempre es pot fer 

una translació per portar el punt fix a l'origen 

Més en general, podem suposar que G £ és el flux temps a e.** 

d'un camp X, amb a>0, ja que això representa el flux temps 

del camp aX com és clar a partir d'un canvi de temps 

En el decurs de la següent i de les properes demostracions 

quan apliquem el teorema del valor mig, l'argument de la deri-

vada de la funció serà un element | adequat 

Demostració 

Per la proposició 2 2 podem suposar que 

|DG£-II < C 

|D kGj<L k£~ 

Farem la demostració per a r=0 i r=1 provant primer el cas 

local i després el cas global Després per a r>1 ho provarem 

per inducció 

Escrivim Rn=IRíxlRn-2', E^IR1 i E 2=R
n' 1 

Usarem la norma | (x,y) |=max ( |x|,|y|) per a (x,y)eE.jxE2 

Observem que les varietats invariants de G £ són les varie-

tats invariants del camp X i per tant són independents de í 

Per facilitar el desenvolupament de la demostració introdui-

rem diversos lemes,les demostracions dels quals estaran al fi-

nal de la demostració principal 

Comencem provant el cas local 

Lema 2 4 1 

Existeix un canvi lineal S independent de £ tal que en les 

noves variables(que anomenarem x,y) G£ pren la forma 

GÉ(x,y) =S"
1G£S(x,y) = ( A ( £ ) x+X ( £ ,x , y ) ,B(E.)y+Y( fL,x,y) ) 
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amb X i Y sense termes lineals en x,y 
•I 

i existeix a>0 tal que | B~ (í) ¡K-i-at* i | A ( í ) | < 1 -aí* 

_ i 

Considerem ara F£=S F£S i escrivim la seva part lineal 

en la forma 

(A(e)x,B(e)y)+(C1(e,x,y),c (e,x,y)) 

i la resta 

(X(e,x,y), Y(e,x,y)) 

Per comoditat d'escriptura , a partir d'ara no escriurem 

la dependència en e 

Lema 2 4 2 

En S (A) i per a 0 <£ <£0 

IDG-XI,|DF-II< C £* 

I DkG I , I DkF I < L££<*, 2<k<r+1 , 

|DkG-DkF| <Mk£°
<+1, 0<k<r 

Com a conseqüència d'aquest lema 

|c| = | (C 1,C 2) | = |s"
1DF(0 f0)S-S"

1DG(0 f0)s| = |s""
1 (DF ( 0 , 0 ) -DG ( 0 , 0 ) )s| 

<|S~1 I I S I M ^ " * 1 ^ « * 1 , 

|Dk(X,Y) | = |DkG-Dk(A(£)xfB(e)y) | = | DkG |<LR si k>2, 

IDk(X, Y)|=|DkF-Dk(A(e)x,B(e)y)-Dk(C1(e,x,y),C2(e,x,y))|< 

<Lke°
< si k>2 i 

j Dk(X,Y)-Dk( X , Y ) |= |DkG-Dk(A(e)x,B(£)y)-DkF + Dk(A(£)x,B(£)y) + 

+Dk(C1 (i,x,y) ,C2(£,x,y))| < 

<|DkG-DkF|+|D
k(C1(£,x,y),C2(£/x,y))| 

que és menor que M^£°< + 1 £ ° < +1 EÍ^£(X+1 si k = 1 i menor que 

M^e°<+1 si k>1 

Pel teorema de la varietat estable sabem que F i £ tenen una 
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varietat invariant estable de l'origen cada un que es poden 

representar localment com les gràfiques de dues funcions 

f i g respectivament, de classe C r + 1,f i g E^(r) ^E2 amb 

IDfI,IDg 1 en E^(r) que representa la bola tancada de radi r 

— 1 k 
en E1 Suposem que E(r)CS (A) Diem dk a les cotes de D g en 

E1 (r) Com que (X, Y) =o ( (x ,y ) ) i | DX | , | DY | =o (£**), existeix 

r1 independent de £(') tal que r^r i | DX | , | DY | < y en Eir^ 

(Assenyalem que DX i DY representen les diferencials respecte 

de les variables x y) 

Considerem el canvi R definit per 

R(x,y)=(x ,y + g(x)) 

per portar la varietat invariant estable de G al subspai E^ 

Definim G=R-1GR 

G(x,y) =R~1G(x,y+g(x) ) =R_1 (Ax+X(x,y+g (x) ) ,B (y+g (x) ) +Y (x,y+g(x) ) ) = 

=(Ax+X(x,y+g(x)),B(y+g(x))+Y(x,y+g(x))-

-g(Ax+X(x,y+g(x)))) 

La condició que E^ ês invariant es tradueix en que la se-

gona component de G aplicada a (x,0) és zero, és a dir, 

Bg(x)+Y(x,g(x))-g(Ax+X(x,g(x)))=0 

° g(x)=B~1(g(Ax+X(x,g(x)))—Y(x,g(x))) 

Anàlogament per a F, considerem el canvi R definit per 

R(x,y)=(x,y+f(x)) 

Definim F=R-1FR 

F(x,y)=(Ax+C1(xfy+f(x))+X(x,y+f(x)), 

B(y+f(x))+C2(x,y+f(x))+Y(x,y+f(x))-g(Ax+C1(x,y+f(x))+ 

+X(x,y+f(x)))) 

La condició que E1 sigui invariant és 
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f(x)=B 1 f(Ax+C1(x,f(x))+X(x,f(x))-C2(x,f(x))-Y(x,f(x)) 

Introduïm la següent notació, 

x =(x,g(x)), x =(x,f(x)) 

z =Ax+X(x,g(x)), z =Ax+C1 (x,f(x))+X(x,f(x)) 

Observem que si |x|<r^ 

I (x,g(x) ) I =max (|x| , |g(x) I) < |x|<r1 (|Dg|<1 enE^r)) 

(x , f (x) ) I <r. 
1 

Usant que |Ax|^(1-ae*)|x| tenim 

I z |<|Ax| + | x ( x , g ( x ) ) |<(1-a£«) |x|+ a£*|x|=(1- y £*) |x|<|x| 

ja que | x ( x , g ( x ) )-X(0,0) |D xX(^) I jx| + |DyX(^2) I |g(x) 

|z° |Ê|AX| + |C1 (x,f (x) ) | + |x(x,f (x) ) |<(1-a£*) |x|+M1£
0< + 1 | x | +|a £°< | x | = 

M1_-J{:*+M1É'
< + 1)|X|<|X| 

si £Qprou petit, és a dir, si 

Notem que per a xéE^(r^) 

|x(x°)-X(x°) I < IX(x )-X(x°) I + I X(x )-X(x°) |< 

<|DyX(|) I |g(x)-f (x) I+MQS*-^ f £«|g-f l + M ^ ^ 1  

Igualment 

I Y (x° ) -Y (x ) |<-f- £"|g-f I+Mqê^1 

A més 

|z -z I < I X (x )-X(x°) |+|C1 (x,f (x) ) |g-f I+MQ^""^ 

+M1 £°
<+1|x|<-f-fc<|g-f| + (M0+ M ^ U « * 1  

Recordem que |g| i |g-f| volen dir la norma del suprem en 

E^ de g i g-f i que |g(x) | vol dir la norma de l'element 

g(x)eE2 Afitem 

|g(x)-f (x) | = |B-1 (g<z°)-Y(x )-f(z )+C2 (x° )+Y (x) ) | 4 

<|B"1 I [|g(z )-f (z ) | + |Y(X ) -Y ( X ) | + | c 2 ( x ) |] < 
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<|B"1 I [|g(z°)-gU°> | + |g(z )-f (z ) | + f-E«| g-f | +MQ £*
 + 1 £* + 1 

<|B~1 I [f ̂ |g-f| + (M0+M1r1)£
O< + 1

 + |g-f|+ f-É^g-f | + (M^M, r, )£* 

( 1 -as'*) <d+^e") |g-f |+2(M0+Mlrl)E°
< + 1) 

on hem usat que 

|g(z°)-g(z°) |^|Dg<?) | |z -z |<|z -z° \ 

amb la qual cosa 

¡ g-f j < ( 1 -a £*") ( 1 + E«) |g-f | + d-a£
w) 2(M0+M1rl)£°

(+1 

1 I ,1/ i ^ V V l ^ 1 2(M0+M r )£
w + 1 

I g-f I 4 2 < = 
1_(1_ 2a £2-C} 

= I < V M 1 r 1 , £ S V 

Abans de passar a afitar Dg(x)-Df(x) fern unes afitacions 

prèvies 

ID X (x ° ) -D X (x ) I < |D X (x ) —D X (x ) [ + |D X (x° ) -D X(x°) |< 1 x X 1 ̂  1 X X
 1 1 x x 1 

4 |DxyX(|) I j g (x) -f (x) l + M ^ E « ^ L2£*|g-f |+Ml£"
 + 1< 

<L2K0E
O< + 1

+M1 

|DyX(x°)Dg(x)-DyX(x°)Df(x)|< |DyX(x°)Dg(x)-DyX(x°)Df(x)|+ 

+ |DyX(x°)Df (x)-DyX(x°)Df (x) |+|DyX(x°)Df(x)-DyX(x°)Df(x) 

< |DyX(x°) I j Dg (x) -Df (x) |+|DyX(x )-DyX(x° ) | |Df (x) | + 

+|DyX(x°)-DyX(x°)I|Df(x)I < 

4 -j £*|Dg-Df | + |DyyX()') | |g(x)-f (x) l+M-'E**
1 ^ 

< Dg-Df I + (L2Kq+M1 ) E*
 + 1 
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Igualment per a |d Y(x )-D Y(x°)| i per a 
X X 

¡DyY(x )Dg(x)-DyY(x )Df(x)| 

Avaluem 

|Dg(x)-Df(x) | = |B~1{Dg(z ) (A+D X(x°)+D X(x )Dg(x) )-D Y (x°) 
C x y x 

-D Y (x ) Dg (x) - [~Df ( z ) (A+D X(x )+D X(x )Df(x)+D C (x ) + 
y L. x y x 1 

+DyC1 (x°)Df (x))-DxY(x°)-D^Y(x°)Df (X)-DxC2(X )-

-DyC2(x°)Df (x)]| I 

Introduïm la següent notació 

ë-j =A+D^X (x )+DyX(x°)Dg(x) 

e1=A+D X(x )+D X(x°)Df(x)+D C1 (x )+D C1(x°)Df(x) i x y x i y I 

e2=Dg(z
0)ë1-Df(z°)e1 , 

e =D Y (x ° ) -D Y (x ) , 
J X X 

e4=D^Y(x°)Dg(x)-DirY(x°)Df (x), 

e5 = Dx C2 ( x° ) + Dy C2 ( x° ) D f (x)  

Així 

"1· ' ' T ' c3 I I e4 ' ̂  ' |Dg(x)-Df(x)I 4 |B I |e2|+|e3|+|e4|+|e; 

Afitem 

|ë1 U |a| + |DxX(X ) | + |DyX(x")Dg(x) |^(1-a£
0<)+ j£«+ < 1 

|Ë 1-E 1I < |DXX(X°)-DXX(X ) | + | D X ( X )Dg(x)-DyX(x°)Df(x)|+ 

+|DxC1(x°)+DyC1(x )Df(x)|< 
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4(L2K0+M1 ) + I £«| Dg-Df I + (L2K0+M1 )
 + ̂  E"*1 

|e2| 4 I Dg ( z )é1-Dg(z°)i1 | + | Dg (z ° ) 1.,-Df | + 

+ J Df ( z )e1-Df(z°)e1 | < 

< d2 T 0 + M
 1

r
1>

£°' + 1 + lDg-Df 1+ ye*! Dg-Df | + 

+ (2 (L2Kq+M1 ) +M1 ) e°
<+1 

| e 3 U (L2K0 + M1)Ê"
 + 1 

e4 k-f-d Dg-Df I + (L2Ko+M1 ) 

e 5 l < 2 M l £ ^
1 

Llavors 

I Dg (x) -Df (x) I < (1-ae*) ( | Dg-Df | + -y-£°Í Dg-Df | +N e**1 ) 

on N és la suma de tots els coeficients de £°í+'' 

I Dg-Df I = sup |Dg(x)-Df (x) | < (1-at*) (1+ Dg-Df | + 
xéE1(r1) 

+ ( 1 -a £*)N£*+\ 

i per tant 

I Dg-Df I < < ^ E s U 

Passem a estudiar el cas global 

« « 

A partir d'ara tornem a escriure G i F en comptes de G i F 

Fins ara tenim afitacions només en E^ir^) Hem d'estendre-
les mentre les varietats invariants estables es mantinguin 

- 1 - 1 - 1 dins de S (A) Per la proposició 2 1, F i G verifiquen 
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les mateixes desigualtats de la hipòtesi m ) que F i G 

amb noves constants C',L¿ i en F (S~1(A))flG (S-1 (A) ) 

s 

Sigui W la varietat invariant de G (Recordem que ës 

independent de £) 

s 
Sigui peW Existeix un entorn U de p tal que la component 

s 
connexa de UflW que conté a p es pot posar com a gràfica d'una 

funció E >E on E i E són subspais vectorials de E de 
s r s r 

dimensions % i n-I respectivament i que contenen i i n-i rec-

tes coordenades respectivament No tenen perquè ser E^ i E 

necessàriament El dibuix enganya perquè és bidimensional 

Direm G1 a G e amb e=1 

Com que lim G"(p)-0, existeix nQ natural tal que per a tot 
n-»00 

n > nQf € E(r1) 
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Escollim m> n^ i considerem q=G^(p) 

Per continuïtat existeix un entorn V de q tal que 

G^ivrivr5) CUÍ)Ws 

S S 

(Ens referim a les components connexes de V H W i U fiW que 

contenen a q i a p respectivament) 

A més suposem que U fi W i tot el tros de varietat invariant g 1 W d'aquí fins a l'origen està contingut en (S (A)-3&£ )n E (yc-1 ) 

on jo és un número suficientment gran i 

Umax (memC,M¿, C e f 1 (/>+D , e m C KQ) 

Siguí 0 < £ <£ , 

G~m(q) = f(-m,q) = W- f"-pr *q) = W - ^(N+d) ,q) v if(- E^N, H>(- Ê d q) ) 

= G"£
N(í(-£"d,q)) 

on N i d representen la part entera i la part decimal de -y* 

respectivament 

A més 

G ~ N ( « f ( - E^d, V f) WS) ) ̂ (-E^N, Y(-£*d,Vn WS))= 

= ̂ ,(-E0<(N+d) ,vnws)=»f(-m,vnws)cünws , 
S S és a dir, existeix un entorn R=y(-m,Vf) W ) de p en W i un 

s -N obert S en W contingut en E(r^) tal que G (S)=R 

( S= E^d, V n WS) Notem que del ) 

Definim els operadors projecció 

Tl E >E TI E >E s s r r 

-N Considerem la funció TI G (I,g) definida per 
s 

îls G"
N(l,g) (x) = Tls>f(-Ê

0<N,x,g(x)) 
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Com que -£<XN> -m i -E ̂ N < - (m- E* ) , considerem la família 

g(x) ) amb -m <y3 < - (m- z" ) 

El fet que WS es pugui posar com a gràfica d'una funció 

implica que D (Tl̂ if (-m,x,g (x) ) ) no s'anul la mai en 

TI1 (V) (G (V) ) Per continuïtat, si és prou petit, tampoc 

s'anul la D (Tls f(y3 ,x ,g (x) ) per a ß 6 [-m,-m+ £*] Llavors exis-

teixen les següents quantitats i són independents de £ 

d.¡ =mf{D(hsVf(y3 x , g (x) )) , xeT^ (VjnTl^ (V) ) e[-m,-m+ 

d¿ = sup{Dnyy(y3,x,g(x) )) , x efi ( V)071^G1 (V) ) ß e [-m -m+ g*]]- ̂  

d^sup^Dfn^i^x^ix) )) ~1 , x é71 s (R) ̂  e[-m,-m+£*]} 

La funció tal que la seva gràfica ens dóna la varietat inva-

riant estable de G a l'entorn de p ve donada per 

Tlr G -
N (I,g) [n s G - N (ifg)]

 _1|TTs (R) 

L'anomenem g 

Lema 2 4 3 

Si per a 0 < k < N G~k (x) G (S~1 (A)-2 $>t) f! E (f> ) 

llavors per als mateixos valors de k 

F"k(x) é (S"1 (A)-£e) riE(yo + 1) C F (S-1 (A) ) D G (S_1 (A) ) 

1 I F - k (x) -G - k (x) I <k(1+C'£
o^)kM¿£0<+1

<me
mC,M¿ £ 

Lema 2 4 4 

Si per a 0^k s<N G~k (x) G (S~1 (A)-3Í t) fi E (yO-1 ) 
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llavors si |x-||< K̂ é. i 0 4 k < N es té que 

G _ k ( h £ (S~1 (A) -2 k) f\E(p) 

|DG"k(|) I < (1+C£*)
k< e m C' 

Considerem la següent afitació en Tl̂  (S) ( T] representara 

Tls o v 

H G~N ° ( I ,g) - H F"N (I,f) U H G~N(I,G)-7I G~N(I,f)|+ 

+ |n G~N(I,f)-7l F"N(i,f) 

<|G"N(I/G)-G~
N(I,f)|+|G"N(I f)-F_N(I,f)I 

Com que (I ,g) (x) = (x ,g (x) ) e WS llavors G-k(x,g(x)) g W S  

1 per hipòtesi G~k(x,g(x)) £ (S-1 (A)-3 Íí ) D E (yO-1 ) si 0«kéN 

Com que |(I,g)(x)-(I,f)(x)|=max(|Ix-Ix|,|g(x)-f(x)|)= 

=|g(x)-f(x)| «c kq £ tenim que 

IG-N (x,g(X) ) -G - N (x,f (x) ) I ̂  |DG~N(£3) I I (x,g(x) )-(x,f (X) ) I 

amb Î  -(x,g(x))I< KQE,per tant 

|G"N(x,g(x))-G~N(x,f(x))I< e m C ,K 0£ 

Pel lema 2 4 4 , com que G~k (x ,g (x) ) £ (S-1 (A)-3 ít ) fi E (yo-1 ) 1 

I g(x)-f(x) I< KQ£ per a 0 < k < N tenim que 

G"k(x,f (x) ) é (S~1 (A)-2Í€) D E(yo) 

1 aplicant el lema 2 4 3 tenim que 

|G~N(I,f)-F"N(I,f)I4 memC,M'e 
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Finalment 

I n-G-N ( I, g) - TI F"N(l,f) I ̂  (K0+mM¿)e
mC,£ = N2& 

Lema 2 4 5 

Si per a 0 « k 4 N G_k(x) é (S-1 (A)-2 it) (\ E {j>) 

llavors |DG~N(X)-DF"N(X) |< ( L 2 m e
m C ' ) m e m C £ 

Lema 2 4 6 

En la hipòtesi del lema anterior 

|D2G"k(x)| < 2 k¿ 2 (1+C,£oC)1L2£
0<< e2m<~ ' Í 2  

i=k-1 

per a 1< k < N 

Considerem ara, en "fl (S), 

I D (T>G—N ( I, g ) ) -D (n F - N ( I, f ) ) I = |tI DG-N (I,g) (I,Dg)-TTDF"N (I,g) 

(I,Df)|< 

<|DG"No(I,g)(I,Dg)-DG"N (I,g)(I,Df)| + 

+ |DG"N (I,G)(I,Df)-DF"No(I,f)(I,Df) 

<|DG"N. (I ,g) I I Dg-Df j + [|DG"No(i,g)-DG"N(I,f) | + 

+ |DG
_No(I,f)-DF"No(I,f) |] I ( I, Df ) I < 

t i 

<e m C ,K l 6 + I D 2 G ~ N ) | |g-fI + (L^memC M¿+M^)me
mC

E < N3£ 

on N^ és el coeficient de £ en l'expressió anterior, 

ja que DG~N(x,g(x)) e (S-1 (A)-3 í¿ ) fi E (yo-1 ) i 
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I(x,G(x))-(x,F(x))I < KQ£ 

Llavors el lema 2 4 4 ens assegura que G~N (x,f (x) ) é(S~1 ( A ) ) 0 E ( f ) 

i podem aplicar el lema 2 4 5 

Com que T1 gG
 N(I,g) és inversible en TĴ  (S)f això ens diu que 

-N 
per a ¿ prou petit "17 F (I,f) serà inversible en 71 (S) 

S I 

A més, com que 

| n sG"
N(I,g ) - H sF

_ N ( l,f)N 2£ 

-N -1 -N -1 
(TlgG (I,g)) i (T1S

F °(I,f)) estan ambdues definides en 

T1 ( R) —N £ =R 
s 2 

Ara podem considerar 

71r F-
N(I,g) (TTs F ^ d ^ ) ) " 1 ^ 

la qual està ben definida i ens dóna una funció tal que la 

seva gràfica ens representa la varietat invariant estable de 

F prop de p Diem f^ a aquesta funció 

Introduïm la notació 

^s = TTsG"
N(I,g) , ^ r = HrG"

N(Ifg) , 

V s = -nsF"
N ( I, f ) , y r = \ F ~ N ( 1 ' f ) 

Lema 2 4 7 

K 1 " ^ ¡ 1 N d 4 N 2 £ e n 5 

on d'> 0 4 

Avaluem ara Ig -f I en R , 1 ̂ e e 1 
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l ge- fel = K ^ O * l^r ^ ¡ ^ r ^ ^ ^ 
1 1 

< sup |Dlp ( | ) I |vf- -y" l + l ^ - Y - U d0d'N £+N £ T11 (S)
 r s s r r 2 4 2 2 

Avaluem |Dg^-Df | en R, 

l D V D f
e l

 = lDv?r ^ Dlf¡1 " D V
r ^ ^ 

j D 4" lf~1D»P~1-DV (1*) 1 r s s r s s 1 

+ ID4> f~1Dvf~1-Dy 1D vf_ 1 I +- (2*) 1 r s s r s s 1 

-f-lû̂  V-1D<f~1-Dvp f^DM'-1! ( 3*) 
' r s s r s s ' 

2 
Per afitar (1) necessitem una fita de D vp 

r 

D27r=D
2(nrG

N (I,g) )=D(TlrDGN (I,g)(I,Dg))= 

"nr[o
2GN (I,g)((I,Dg),(I,Dg))+DGN ( I ,g) ( 0 ,D2g)] 

Per tant 

\ d \ \ * |D2GN||(I,Dg)|2
+|DG

N||D2g| 

que és menor o igual que una constant independent de í que 

anomenarem N, 
4 

Així 

.-1 — 1 1 [ — 1 i , i„2.. .>,11.-1 ..-1 11^-1 (f) < |D«fr*¡ -Dvpr y-
11 lovf"11 4 |D>R(|) I H ¡ - R ¡ I K ; n | < 

^ N 4 d 4 N 2 £ d 3 ' 

(2*) < |DVr Hr
1-Drroy¡

1 I I Dvf"1 | <; N3d^£ 

pel que segueix al lema 2 4 6, 

(3*) < |DV̂ R I |DVF"1-DY¡1 I 

Abans de continuar afitant, notem que si A 1 B són aplicacions 
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lineals inversibles 

IA~1-B"1I < |A"1I IB"1I|A-B 

I que si a més, | A - B | A - 1 | l l a v o r s 

B"1|< 1/(IA"1|"1-|A-B|) 

Llavors 

4 I (D4's)"
1oH'¡1-(D^s)~

1 | + | (D^s)-
1 T¡1 k 

<|D(Dvps)
 1 I l + l (Difs)

 1-(Dys)
 1 

|D (DVF ) 1 I és menor que una constant independent de £ que 

anomenem N^ 

Si £ és prou petit podem utilitzar les anteriors fórmules 

_ i 
amb A=D«f i B=D^ perquè sup(Df ) és una certa quantitat 

S s fl^S) s 

independent de £ Tenim que 

-1.. 1 

(Drj 
S 1 ~ I T 7 "I U > V 1 

|(Dfs) 'I S S 

i per tant |(Df) | és afitat Sigui N una fita s o 
i i 

Llavors | ( D ) ~ -(D^) - | < d3 Ng N3 e P e r t a n t 

N 2 

(3)< N5 — £ +D^N6N3£ 
d1 Finalment 

IDge-DfeI< (N2N4d'/d•+N3d•+d·N2N5+N3N6d^)£ 
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Suposem que el teorema és cert per a r-1 ̂  0 i suposem que F 

i G són de classe 

Definim les següents aplicacions 

A F A x R n >F(A)xR n per AF (X , v) = (F (x ) , DF (x) v) 

A G A x IRn >G(A)XR N per AG (x , v) = (G (x) , DG(x)v) 

que són,de fet families de difeomorfismes ja que depenen de 

£ i 

(AF)~1 (y,w) = (F~1 (y) ,DF"1 (y)w) 

(AG)"1(y,w)=(G"1(y),DG"1(y)w) 

com es comprova immediatament 

Observem que AF te (0,0) com a punt fix hiperbòlic ]a que 

DF(x) 0 

D(AF) (x , v) = I 2 
V D F(x)(v, ) DF(x) 

i per tant 

DF(0) 0 

D(AF) (0,0) = 
0 DF(0) 

Com que DF(0) és una matriu hiperbólica D(AF)(0,0) també 

ho és Llavors AF té la varietat invariant estable de (0,0) 

T T S que anomenarem 

Lema 2 4 8 

Si a l'entorn d'un cert punt p, la varietat invariant es-

table de F es pot posar com a gràfica d'una funció, que per 
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simplicitat de notació suposarem que és del tipus UCE^ >E 

que direm f, llavors, en un entorn de (p,\p, la varietat in-

variant estable de AF es pot posar com a gràfica de la funció 

U x R X % R l definida per (x,v). >(f(x),Df(x)v) 

Veiem que per a AF es verifiquen les hipòtesis del teorema 

en AxE(y3) on E(y3) és una bola de radi /3> 0 en IRn 

TÇ 

En primer lloc és clar que AF és un difeomorfisme de classe C 

Com que G(x) = M'(£0<,x) i DG (x) =D »p( £*,x) (x G S - 1 (A) ) 

amb D1 V(tfx)=X(vp(t,x) ) i D D2 t ,x) =DX ( 4> ( t ,x ) ) t ,x) ) 

tenim que 

D1D2vp(tfx)v=DX(S'(t,x) )D24>(tfx) v <v eR n) 

Llavors AG és el flux temps e* del camp definit per 

(X,DX) (x , v) = (X(x) ,DX(x) v) 

r 

el qual es de classe C 

La hipòtesi i) ja està provada 

Per a la hipòtesi 1 1 ) , observant la matriu de D(AF(0,0)) 

es veu que aquesta diagonalitza i té els mateixos valors 

propis que DF(0,0) El mateix passa per a D(AG)(0,0) 

Per provar 1 1 1 ) , sigui (x,v) e A x E (fi) 

DF(x) 0 
|D(AF)(X,V)-II= 

D2F(X)(v, ) DF(X) 

u. 
Sigui u= ( ^ ) G R 2 n amb | u | ̂  1 (Això implica que | u1 | , | u„ | ^ 1 ) 

u 2 

u (DF(x)-I)u 
I (D(AF(x,v)-I) ( u

1) | = | ( )| = 
2 D2F(x)(v,u1)+(DF(x)-I)u2 
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=max [| DF (x)-X I | U l | , | D
2F (x) | | v | | | • | DF (x)-I | | u 2 | ] < 

I D**1 ( A F ) (X,V) | = | (DkF(x) Dk + 1 F ( x ) ( v , ))| = 

=max [|DkF(x) I |Dk + 1F(x)(v ) l] " + Lk +1 ^
 V ' = (Lk + Lk +1/

51 

|DkûF(x v)-DkûG(x,v)1=1(DkF(x) Dk+1F(x)(v, ))-

-(DkG(x) D k + 1G(x)(v, 

=max [|DkF(x)-DkG(x) I | (Dk + 1 F (x)-Dk + 1G (x) ) (v, ) 

Llavors com a conclusió per a s prou petit, si f i g 

representen les funcions tais que les seves gràfiques ens 

donen les varietats invariants estables de ú F i AG respec-

tivament a l'entorn d'un cert punt, tenim que 

|Dkf-Dkg| = 0(e ) 0 s k $ r-1 

però això vol dir que 

IDk(f,Df )-Dk(g,Dg )| = 0(e) 

on f I g representen les varietats invariants estables de 

F i G Per tant 

i + 1 - k +1 i , , 
|D f-D g I = 0(e) o < k ^ r - 1 

Això acaba la demostració del teorema 

Donem ara les demostracions dels lemes 

Demostració del lema 2 4 1 

Només cal veure que la matriu que porta la part lineal 
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G£a l'origen a forma diagonal no depén de e Per això és su-

ficient que les direccions pròpies de DG6(0,0) no depenguin 

de 6 

Escrivim G É (x ,y) s^x ,y) on 4> és el flux solució del 

camp X Llavors DG L (0 , 0) ( t ,x ,y) j ̂  Q ^ on D2 és la 

derivada respecte de les condicions inicials i D2^(t x y) 

verifica l'equació 

D1D2Vf (t,x,y) =DT(vf(t,xfy) )D2vf(t,x,y) 

amb la condició D2^(0,x y)=I H>( t,0,0) = (0,0) és solució 

perquè G£(0,0) = (0,0) 

Llavors D D 2 f ( t, 0 , 0) =DX(0 , 0) D ^ ( t, 0 , 0) on ara M=DX(0,0) 

és una matriu numèrica i per tant D^(t,0,0)=expMt i 

D 2 G s (0,0) =D2^( £°<,0,0) =exp M 

Si v és un vector propi de exp M, és vector propi de M i 

també de exp ME* 

A més 

B~1 (£) = 

u n + 1 

i per tant |B~1(E)| = sup ( 1/u ) = 1/(1+a £* + 0 (E**1 ) ) 
i+Uiín ' 1 S 

amb a = inf (a ) Per tant, si í és prou petit, existeix 
X+l4i<-n 

a'> 0 tal que |B-1(t)\< 1-a'í* 

Anàlogament es veu que existeix a > 0 tal que |A(S)|< 1-a 

Prenem a=min(a',a ) 

Demostració del lema 2 4 2 

Tenim que 
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DG-I=D(S-1GS)-I=S-1(DG S) S-I=S_1(DG°S-I) S 

Per tant 

I DG—I |< I S~1||DG S-I I I s I < I S I | s - 1 | C £ 04 

Prenem 

C = C |s I |s-1| 

Igualment per a JDF—Ij 

A més 

D2G=D(S-1(DG S)S)= S-1(D2G S) S S 

I per inducció 

— I V V 
D G= S (D G°S) S 

que implica que 

i D ^ k l s " 1 ^ S U S I M S ^ I I S ^ LkE-

Prenem 

Igualment per a (D^F) 

Finalment 

JDKG-DKF|=|s_1(DKG S) SK- S-1(DKF S) Sk|=|s-1(DKG S - DKF S) Sk|< 

<|s_1||DkG S-DKF s||s|k< I S ^ H S L ^ G ^ 1 

Prenem 
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Demostració del lema 2 4 3 

Provem primer la inclusió (S-1 (A)-Í¿)(\E (jo+l )cF (S-1 (A) ) 

N'hi ha prou en provar que si zGS ^(A)-¿£, amb la condició 

|z|<^-t-l, llavors F "*"(z)éS "'"(A) ,perquè això vol dir que 

F - 1 (S-1 (A) - it) cS - 1(A) i com que F és bijectiva, que 

S_1(A) -&CF(S_1(A) ) 

Si ZÉS-1(A) - iz 

|F_1Z-Z|= |F~1Z-F"1(0)-Z|= |DF_1 ) (Z-0 ) -z j = |(DF-1^) -I)Z|< 

^|DF~ 1(^)-I ||Z| ̂  C'E^lz [= C,£0<"1|z|£ 4 U 

que implica 

|f~1z|4|Z| + Í£ 

I per tant 

E^ízJes" 1^) 

Igualment 

(S-1 (A)-i e )F|E (YO+1 ) CG (S_1 (A)) 

També tenim 

<m(l+C'£-)
mC,/C'£C<M¿E<memC,M¿£ 

Si xe(S_1(A)-2k)AE(yO) C F (s"1(A))nG(S"1(A) ) 

|F-1(X)-G"1(X)|<M¿ i(i+c-g-)1M¿eBÍ + 1 < íe 

que implica que 

|F_1(X)|< |G_1(X)| + ̂ £ 

I per tant 

F - 1(x)£ S-1(A)-¿e i F-1(x)eE(yO + l) 
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Aquí només cal que £g<l 

Suposant que l'afirmació sigui certa per a k-l>0, 

|F-k(x)-G-k(x) M f - V ^ - 1 * (x)-G-1G-(k-1) (x) k 

^ |F-l(F-(k-l) (x))_G-l(F-(k-l) ( x ) ) | + |G-l(F-(k-l) ( x ) K - l ( G - ( k - l ) (x))| 

< M' £° , + 1
+|DG-

1(n ||F- ( k- 1 )(x)-G- ( k- 1 )(x)|4 

+ (k-i) (I+C'É*)1^1 M; s**" = 

= M¿ ^ ( K - L K L + C ' F ^ ^ J J Í ^ ^ K D + C ' ^ L ^ ^ ^ Í Í 

Per tant 

)F~k(x)|< |G~k(x) I + U 

que implica que 

F~k(x) 6(S"1(A)-^)nE(^p+l) 

Demostració del lema 2 4 4 

Si x GÍS-1 (A) -3 Í£)f|E (yo-1) implica que (A) -2 U i per 

tant |DG-1(^)|< L+C'A" 

De G"1(x)-G~1(n=DG"1(^1) (x-^) amb | x - ^ | < | x-| |<KQ£ < í £ 

tenim que ^ ( S - 1 (A) -2Í £ )fiF (yO) i per tant 

|G~1(X)-G~1(£) I <: (1+C'E")K0E<^£ d'on tenim que G~
1(£) 6(S_1(A)-2^)(1E(J>) 

Suposant que sigui cert per a k-1 > 0, 

per la hipòtesi d'inducció G~ ( K _ 1 )(£) € S-1(A)-2ít i 

|DG"(K"1) (}) I < (L+C'F*)1^1, 

per tant com que 

DG _ K(N=D(G" 1 G * ^ ' 1 ^ ) =DG'1(G_(K"1) ($) JDG"^"15 (£ ) 
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tenim 

|DG~k(£)|< (1 + C'e") (1+C,£°<)k~1=(l + C f " ) ^ (l4C'£a) m/£0<= 

M i + c ^ r 0 ' / ^ * < e r a C' 
Com que 

|c"k(f) -G~k(x)| < I DG_k ( I ||-x| amb 

|Ç2-x |< -x|< K 0t 

tenim que 

IG-k(^) -G_k(x) I < e m C ' K 0 £ < k 

que implica que 

G _ k(|) G (S_1(A)-2k)fiMyO) 

Demostració del lema 2 4 5 
Pel lema 2 4 3, F~k(x) E (S~1 (A)- $E) 0 E(p + 1 ) per a 0 ̂  k <N 

DG-N(X)=DF"N(X)=T1 DG"1(G-(n"1í (x))- f\ DF"1(F"{n"i)(x)) 
1=1 1=1 

que escrivim en forma telescòpica Un dels termes és del tipus 

D G - ^ G - ^ - ^ í x ) ) D G ^ Í G - ^ ^ x ) ) D F ^ x ) -

- D G ^ Í G - ^ - ^ t x ) ) D F - ^ F - ^ - ^ t x ) ) D F ^ x ) ' 

el qual, en norma, és més petit que 

|DG-1 (G~ Í N - 1 ) tx) )I |DG" 1(G" ( N" 1 + 1 ) (X)) ||DG"1(G"(N"I) (X))-DF_1(F"(N í,}| 

|DF-1(F-(N-I-1)(X)>| IDF-I^,^ 

<(1+C'£
0,)1-1|DG-1G-(N-:l,(x)) - DF-1(F-(N-1,(x))|(l+C·g°')N-:L 

Diem efi a la darrera diferència, 
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I e 6 I < I DG"1(G-(N-i) (x))-DG"1(F"(N-1} ( x ) ) I + 

+ |DG-1 (F~(N-:L) (X))-DF-1(F"(N-I) (X)U 

<|D2G-1(|Î||G-(N-XÎ (X)-F-(N-I) (X) L+M- £«+1< 

< L- £-ME
M C ,M¿ £ +M'£

T X' + 1 = ( 4 memC'M¿ + M^ ) £ «
 + 1 

Finalment 

I DG~N (X) -DF - 1* (X) I < NII+C'E")1'-1^ meMC,M¿^M')£'
Í + 1< 

< me m C ' (I¡2 memC' M¿ 

Demostració del lema 2 4 6 

Per a k=l tenim | D 2G - 1 | < 

Suposem que és cert per a k-l> 0 

Utilitzant la fórmula 

D 2 (g f) (x) (eire2)=Dg f (x) (D
2f (x) ( e ^ e ^ ) + 

+D2g f (x) (Df (x) ( e i) ,Df (x) (e2)) 

es té 

D2G~k(x) (e1,e2)=D
2(G~(K~1)G"1) (x) ( e ^ e ^ 

= DG~ ( K - 1 ) G"1(x) (D 2G _ 1(X) ( E L F E 2 ) ) + 

+ D2G"ik~1)°G'1(x) (DG_1(x) (ex) ,DG
_1(x) (e2)) 

Si Ie, je2 I ̂  P r e n e n t normes s'arriba a l'arfitaciô 

ID2G
_k(x)(e1,e2) 

2k-4 
<(1+C'£<*)K"1 Z (1+C·E·,)1LJ£

0C)(1+C·£
0' 

i=k-2 
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2k—2 
[(I+C'e*)1^1 + £ (1+C e " L ' £' 

i=k 

2k-2 
X (1+C1 E" )l·L: £c 

i=k-l ¿ 

2k-2 (1+C ' £ * ) 2 N e 2 m C' 
Amés, £ ( 1 + C £ ^ ) 1 < < 

i n C 'e* Ce' i=k-l u c 

i amb això s'arriba a la conclusió 

Demostració del lema 2 4 7 

De f-1 = V y 1 s 's s s 

0= I »p f"1 -y v"11 > I M> ^ f 1 - ^ y 1 ! - I ̂  v-1 - y ^ 1 I > I s s s s I r I s s s s « Is s s s I ̂  

$ï(sup |Dif 1|vfc;
1-Y1| - K - Y J I per tant 

JeR s s s s s 

I ̂  S UP LDVF¡1 I I V ^ S L ^ D 4 N 2 £ 
Y€ R 

on d ' = sup |D^:1 (|) I 
4 |€R 

Demostració del lema 2 4 8 

Provem per inducció que si x éU c E^ i v ÉIR^ 

UF)k(x,f (x) ,v,Df (x) v) = (Fk(x,f (x)),D(Fk (I,f))(x) v) 

Per a k=l s'aplica la definició 
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Suposant que sigui cert per a k-1> 0 

UF)k(x,f (x) ,v,Df (x) v)=AF(Fk-1(xff (x))fD(F
k_1 (I,f))(x) v) = 

= (Fk(x,f (x)),DF(Fk_1(x,f (x) ) ) D(Fk_1 o(I,f) ) (x) v) 

La segona component és 

DF(Fk_1 (I,f)(x)) D(Fk_1 (I,f))(x) v=D(Fk (I,f))(x) v 

i per comprovar que (x, f (x) , v,Df (x) v) eW s„ fem 
A r 

lim (AF ) n (x, f (x) ,v,Df (x) v) =lim(FN (x, f (x)),D (FN (I,f))(x) v) 
n °o n-°° 

La primera component tendeix a zero perquè (x,f(x)) eW^ r 

La segona component es pot mirar en la forma 

DFn(x,f(x))(v,Df(x) v) 

que no és més que el transport per la diferencial del vec-
tor (v,Df(x) v) tangent a W^ Però com que estem en la va-

lí 

rietat estable aquesta quantitat tendeix a zero 

Amb això s'acaben les demostracions dels lemes 

Teorema 2 5 

Amb les mateixes hipòtesis del teorema anterior tenim 

la mateixa conclusió respecte de les varietats invariants 

inestables 

Demostració 

En efecte, les varietats invariants inestables de F£i G£ 
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són les varietats invariables estables de F g1 i G 

G é s el flux temps tw del camp -X 

Per aplicar el teorema anterior a F£ necessito compro-

var les seves hipòtesis 

i) i li) són immediates 

m ) és conseqüència de la proposició 2 1 
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2 4 Una aplicació Existència de punts homoclínics 

Un problema difícil és, per a un difeomorfisme, o més 

en general, per a una família de difeomorfismes amb un punt 

fix hiperbòlic, provar que hi ha un punt homoclínic En gene-

ral l'existència de simetries ajuda a determinar-ne l'exis-

tència 

Els resultats del paràgraf anterior permeten de donar con-

dicions per assegurar-ne l'existència per a famílies de difeo-

morfismes per a valors del paràmetre suficientment pròxims 

d'un cert valor (que considerarem 0) 

Proposició 2 6 

2 2 Sigui F£ UC(R >|R una família de difeomorf ismes conser-

r+1 vatius de classe C , (r>l) del tipus 

Fe (x,y) = (\x/\~
1y) + e*f (x,y) + g(x,y,e), (*>1), 

amb |g(x,y,£) | 4 K per a (x,y) e U 1 0<£<EQ, 

X = l + a £ w + 0 ( + , a>0 1 la part lineal de f 1 g nul-

la Si 

x=ax+f (x,y) 
(2 2 ) 

y=-ay+f2(x,y) 

té una òrbita homoclínica continguda en U, llavors per a e 

prou petit Fg té punts homoclínics 

Demostració 

En primer lloc observem que si F£ és conservatiu per a 

0<£<£f. llavors (2 2) és un sistema conservatiu En efecte, 



- 63 -

de la condició det DFÊ(x,y)=l que s'explicita 

det DFg (x,y) = 

l+&o<(a+Dxfl(x,y))+0(E
0<+1) eDyf x (x, y) +0 (£ " ) 

E* Dxf2 (x, y ) +0 ( t *
 + 1+ £*( -a+Dyf 2 (x,y))+0 ( £°

< + /' ) 

- l+£0<(Dxf1(x,y) + D f2(xfy)) +0(E"
 + <) = 1, 

obtenim que Dxf^(x,y)+Dyf2(x,y) = 0 

Volem veure que es poden aplicar els teoremes 2 4 i 2 5 

Per verificar i) manca veure que (0,0) ës punt singular 

hiperbòlic de (2 2), que és immediat perquè la diferencial 

del camp(2 2) a l'origen és 

Si G£(x,y) =
 v?( £** # x, y ) on <f(t,x,y) és el flux solució de (2 

que prova íi) 

Finalment el corol lari 2 3 prova la hipòtesi m ) 

Els teoremes 2 4 i 2 5 ens asseguren que les varietats in-
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variants de Ff estan a prop de les de G£ 

Les varietats invariants de G g coincideixen i són l'òr-

bita homoclínica de ( 2 2) Per tant les varietats invariants 

de Ft estan properes entre si Com que F£ és conservatiu s'han 

de tallar (26) Això prova l'existència d'un punt homoclí-

nic i la proposició 



CAPÍTOL 3 

SEPARACIÓ ENTRE LES VARIETATS INVARIANTS 
PER A DIFEONORFISMES 
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3 1 Introducció 

En aquest capítol estudiem la separació entre les va-

rietats invariants d'un punt hiperbòlic d'una família de 

difeomorfismes propera al flux temps £<* d'un camp au-

tònom que tingui separatriu homoclínica També estudiem el 

cas en que la família tingui dos punts hiperbòlics i el camp 

autònom tingui una separatriu heteroclínica 

En les condicions adequades, una aplicació immediata dels 

teoremes 2 4 i 2 5 ens diu que les varietats invariants del 

punt hiperbòlic de F £ estan a distància ordre de ¿ de les va-

rietats invariants dei flux temps Si aquestes constituei-

xen una òrbita homoclínica llavors resulta que les branques de 

les varietats invariants estable i inestable de F£ que estan 

a prop de l'òrbita homoclínica estan a distància ordre de £ 

entre si 

Provarem que aquesta estimació es pot millorar extraordinà-

riament 

r-*-l 

Si els difeomorfismes F£ són de classe C veurem que la 

distància és de l'ordre de i si són de classe C 0 0 , la 

distància és de l'ordre de 8 per a tot k Això vol dir que 

fixat k existeix una constant M independent de £ tal que la 

distància és menor que M£ si í és prou petit Aquesta constant 

depèn de k i pot créixer molt ràpidament en funció d'aquesta 

El teorema 3 1 dóna condicions perquè hi hagi aquest compor-

tament pel cas homoclínic i heteroclínic 

El teorema 3 2 i el corol lari 3 3 donen condicions lleuge-

rament diferents per obtenir les mateixes condicions 



- 67 -

3 2 Separació entre les varietats invariants per a 

difeomorfismes 

El següent teorema dóna condicions per tenir afitacions 

per a la separació entre les varietats invariants de famílies 

de difeomorfismes 

La hipòtesi in) es verifica si la família és de la forna 

F g (x,y) = (xfy)+e
0<f (x,y)+£*+1 g(x,y,¿) 

amb les derivades de f i g afitades en la regió considerada 

gràcies a la proposició 2 2 Aquesta forma no és molt res-

trictiva ja que moltes famílies de les considerades es poden 

posar en aquesta forma després de canvis de variables Vegeu 

els exemples del capítol 7 

Teorema 3 1 

r+1 
Sigui Fç una família de difeomorfismes de classe C 

2 

de AcIR , obert, en la seva imatge Sigui X un camp autònom 

r+1 

de classe C en A i sigui G £ el flux temps £ * d'aquest camp, 

(«*>1) 

Si 

P^ 1 P2 punts fixos hiperbòlics de F £ 1 G £ per a 

tot € , 0 < £ <í0  

11) els valors propis de DF^ (p^) són l + a ^ * * 0( £<x+1 ) 
1 els de DGc (p ) són m ( d ) = 1+a í"+0(è*+1) c j / 1 1 f 
1 < 1» 
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m ) ¡DF£ -I|<C í* 

|DkFfc I < L k 8
e", 2 < k <r+l , 

|DkF£ - DkG£ I < Mk £*
 + 1

f 0 4 k ^ r , 

en A per a 0 < í < £0 , 

ív) Per a tot £ existeix un punt homoclínic de F g , si 

p^=p2, o un punt heteroclínic si p ^ p2 Siguin W^ i 

W2 les varietats invariants associades a aquests punts 

homoclínics A més, els trossos de W^ i W2 des del punt 

fix fins al punt clínic corresponent estan contingu-

des en un compacte B contingut en A 

Llavors 

1) La separació entre W^ i W 2 en una regió fixada és 

0( £*r) 

2) Si r = M , la separació entre W^ i W 2 és 0( £ ) per a 

tot k 

Demostració 

Raonarem pel cas homoclínic, perquè el cas heteroclínic 

és anàleg 

Pels teoremes 2 4 i 2 5 les varietats invariants de F e 

i G £ són properes entre si 

Sabem que les varietats invariants de G Ê són independents 

de £ Per tant, prop del punt homoclínic de F £ les varietats 

invariants de G ^ són properes, però això obliga a que es 

tallin Com que les varietats invariants de G ¿ són òrbites de 

X han de coincidir 
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Així tenim que X té una òrbita homoclínica, , (que 

coincideix amb les varietats invariants estable i inestable 

de l'origen de Gg per a tot £ ) 

Evidentment <r està continguda en A 

Sigui p > 0 tal que B CB^(O) 

Sigui P un punt de <r Sigui g UCIR >IR una funció tal que 

la seva gràfica representa localment en un entorn de P a <r 

De nou pels teoremes 2 4 i 2 5 les varietats invariants 

de FÊ es poden representar com a gràfiques de funcions 

f^ U-£ > [R , per a W^, i f2 U- í > Kr per a V¡2 on 

í > 0 tal que U-&/ 0 i es verifica que 

|Dkf1-D
kg I = 0(É) 

(3 1) 

|Dkf2-D
kg I = 0(E) , 

en U-&,per a 0<k<r 

Sigui z un punt homoclínic de F£ tal que "Tl(z) 6Ü- Í, 

on 71 és l'operador projecció adequat 
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Com que 

|PE2-Z|=|F£2-F£PI-Z| < |DFe z-z| = |DFE(£)-I ||z |< 

<C fw|z |<CEyO 

Llavors F€ Z també és hamoclínic i la distància entre ell 

i z és menor que C 

També 

I 7] (F£ Z ) - 71 (z) I < ¡TI ||F£ z-z I < CF̂ YO 

1 2 Definim la funció f=f -f 

Per la desigualtat triangular, de (3 1) obtenim que 

[Dkf )=0 (£) , 0 < k < r 

Si z és un punt homoclínic tal que 71 (z) £ U-6 , f(7T(z))=0 

Com que la imatge d1 un punt homoclínic també és homoclínic , 

per a e prou petit hi ha r+3 punts en U-í que són zeros de 

f Designarem, genèricament, per p^ els zeros de f Entre 

dos zeros de f hi ha un zero de Df Per tant la separació 

màxima entre dos zeros de f és 2Cg°y0 Designarem per p^ els 

2 
zeros de Df Entre tres zeros de f hi ha un zero de D f La 

2 

separació màxima entre dos zeros de D f és 3C £°jd Els anome-

nem p2, etc 

Provem ara 1) per contradicció 

Suposem que la separació entre les varietats invariants no 

és 0(£°lr) en la regió estudiada (T1~1(U-^ )) 

Això indica que existeix qg ( que en general depèn de t ) 

tal que 

|f(q )|>Me°(r (M és una constant adequada) 
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Llavors pel teorema del valor mitjà existeix q^ tal que 

|f (qQ)-f (P0)| =| Df (q1) I j q Q -p Q j < |Df (q1) |CE^o 

però a la vegada 

I f (q0) -f (p0)| =|f ( q ^ ^ M ^ , 

i per tant 

jüf (q^) |> M £ 
«r 

C £ P 

Aplicant de nou el teorema del valor mitjà existeix q 2 tal 

que 

|Df ( q i) -Df ( P l) I = |D
2f (q2) I | q i- P l |< I D

2f (q2) j 2C e
Kyo 

però «<r 
|Df(qi) -Df(Pl)| = |Df(qi) 

i per tant 

9 M c *r 

|D 2f(q 2)|>
M £

 2 2 2. 
z 2 cy¿e 

Procedint per inducció s'obté que 

I Drf(qr)|> 
<* r 

Me 

r'C ryorer« 

i això està en contradicció amb que |Drf|=0(e) 

Per a provar 2, suposem que la separació entre W^ i W2 no 

és 0(en) per a un cert n Com que F £ és de classe C°°, en par-

n "t* 1 

ticular és de classe C L'apartat 1) i el fet que acaben 

la demostració 
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Com ja hem dit, la presència de simetries pot ser ötil per 

a verificar la condició que Fe té un punt homoclínic per a tot 

però en general és difícil de verificar-ho Per això donem 

un enunciat alternatiu sense aquesta hipòtesi per obtenir 

els mateixos resultats 

Teorema 3 2 

Siguin Fe i X com al teorema 3 1 verificant i) , n ) , i n ) amb 

P1 = P2 

Si a més, 

ív) Ff és una família de difeomorfismes conservatius, 

v) X té una òrbita homoclínica <r 

Llavors F£ té punts homoclínics i es tenen les mateixes con-

clusions 1) i 2) del teorema 3 1 

Demostració 

Per i) , li) i m ) podem aplicar els teoremes 2 4 i 2 5 Lla-

vors les varietats invariants estan a distància ordre de s de o~ 

i per tant a distància ordre de e entre elles Com que F£ és 

conservatiu s'han de tallar (26) Això prova l'existència 

d'un punt homoclínic A més les varietats invariants des de 

p^ a aquest punt homoclínic estan prop de 0~ i per tant exis-

teix un compacte contingut en A que conté aquests trossos de 

varietats Això acaba la demostració 

Encara es pot donar un corol lari en el cas que disposem 

d'una forma més explícita de F e en el que no cal conèixer a 

priori el camp X 
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Corol lari 3 3 

2 
Sigui FG una família de difeomorfismes de ACR , obert, en 

r+1 la seva imatge, de classe C ,del tipus 

Fe (x,y) = (\x,yuy) +£
<x(f1(x,y) ,f2(x,y) )+£

0<+1(g1(x,y,£) ,g2(x,y,e 

(*>1) amb \=l+a1£
0<+ 0( è*+ 1 ) i = i -a2 &V> ( E**

1 ) , a ^ a ^ 0 

i f^,f2,g1,g2 no contenen termes lineals en x i y 

Si Fe té un punt homoclínic corresponent a les varietats in-

variants de l'origen per a tot £, de manera que les varietats 

invariants des de l'origen fins al punt homoclínic estan con-

tingudes en un compacte B contingut en A, llavors es tenen 

les mateixes conclusions del teorema 3 1 

Demostració 

Considerem el camp donat per 

x=a1x+f1(x,y) 

(3 2) 

y=-a2y+f2(x,y) 

Sigui G É el flux temps £* de (3 2) 

Es fàcil veure que 

a. 0 
DG£(0,0) = exp ' 

' 0 -a2/ 

\ / 
E« = 

e"r 

-a_ í * e 2 

i per tant els valors propis de DG£(0,0) són del tipus 

l+a^+OÍE«* 1) x l-a2£
e,
 + 0(E

,, + 1) 

Pel corol lari 2 3, donat un compacte BcA es verifica que 
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|DF£-I I < C£* 

I DkF£ I < Lk£* , , 

|DkF£-D
kG£ I < , 0«k«r, 

en B, per a 0<£<EQfamb ¿^prou petit 

Es verifiquen les hipòtesis del teorema 3 1 Això acaba la 

demostració 



CAPITOL 4 

SEPARACIÓ ENTRE LES VARIETATS INVARIANTS 
PER A FLUXOS 
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4 1 Introducció 

En aquest capítol estudiarem, aplicant els resultats del 

capítol anterior, la separació entre les varietats invariants 

d'òrbites periòdiques de sistemes del tipus 

(4 1) x=f(x)+eg(x,|,6) 

amb g T-periòdica respecte de t/e , considerats com a pertor-

bacions de 

(4 2) x=f(x) 

amb un punt singular hiperbòlic i una separatriu homoclínica 

Per això considerarem 1'aplicació de Poincaré temps eT de 

(4 1), la qual està globalment ben definida per la periodici-

tat de g (3) i la compararem amb l'anàloga aplicació de Poin-

caré de (4 2) 

Notem que (4 1) és equivalent a 

(4 3) x=ef (x)+ £2g(x,t,£) 

a través d'un escalat del temps i que (4 3) es pot interpre-

tar com un sistema de dinàmica lenta pertorbat per una funció 

periòdica 

Aquests sistemes apareixen en la teoria de promiÇjaments (20) 

En (14) s'estudien exemples senzills, en el cas analític 

En l'apartat 4 2 s'estableix l'existència d'una òrbita pe-

riòdica K de (4 1) prop del punt singular hiperbòlic de (4 2), 

que suposarem, sense pèrdua de generalitat, que és l'origen 

i es dóna una fita de la seva amplitud que és essencial en > 

els següents apartats La hiperbolicitat d'aquesta òrbita i 

es prova en el teorema 4 3 que és quan es necessita 

Les aplicacions de Poincaré citades més amunt són de fet 
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difeomorfismes i en dependre de £ les podem considerar for-

mant una família En 1*apartat 4 3 estudiem la proximitat 

d'aquestes famílies Com que l1aplicació de Poincaré de (4 1) 

no té el mateix punt fix que la de (4 2) pel fet que el punt 

fix de (4 2) esdevé en (4 1) òrbita periòdica (considerant 

(4 1) com a pertorbació de (4 2)), a (4 1) li fem la trans-

lació y=x-tf(t) perquè coincideixin obtenint així 

(4 4) y=f (y+*(t)>+-£g(y+tf(t) ,|f£) -*(t) 

Considerarem les aplicacions de Poincaré associades a 

(4 2) i a (4 4) i utilitzarem tècniques semblants a les de 

la demostració de la proposició 2 2 

Finalment en l'apartat 4 4 estudiem la separació entre les 

varietats invariants de l'òrbita periòdica de (4 1) obtenint 

resultats qualitativament anàlegs als del capítol anterior 
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4 2 Orbita periòdica 

Per a l'apartat 4 4 ens cal establir l'existència d'una 

òrbita periòdica de (4 1) prop del punt singular hiperbòlic 

de (4 2) i afitacions de la seva amplitud En aquest sentit 

donem la següent proposició la demostració de la qual està 

inspirada en els mètodes de (15) 

Suposarem que el punt singular és l'origen 

Proposició 4 1 

Sigui l'equació 

(4 1) x=f(x)+£g(x,t/£,£) 

on f ü clRn > IRn i g UxIRx (— ío,E0 ) > IRn amb U, obert, 

contenint l'origen, són tals que 

2 

i) f és de classe C en (bola de radi r i centre l'ori-

gen) i k<1)=sup |D2f (x) I 

xéBr 

1 _ 
ix) g és de classe C en B^sB^xIRxI- e0, £o) 

( 2 ) ( 2 ) 1 
i =sup I g (x, t, £ ) I i k1 = sup |D g(x,t,£)| 

B B. 

m ) f (0) =0 i Df (0) és hiperbólica 

iv) g és T-periòdica respecte de la segona variable i 
,T 

g ( 0 , t, E) dt=0 per a | e|<£( • o 
'o 

Llavors (4 1) té una única òrbita periòdica # de període éT 

2 tal que | tf (t ,£ ) | < c £ per a tot t i | £ | < £0 

Demostració 

Per fer la demostració suposem que £>0 
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Definim A=Df(0) 

Prenem c=2e1/2Tk*2*|A||A 1|+1 

1 1 
2 

V M I N ( « _ I ' (2) . - 1 I ' 1 . 1 - 1 h (1 ) 1 / 2 2 
2T j A j 4k.j |A j c 4 | A e c 

Introduïm la funció 

Y(s)=f (K (s) )-A<(s)+Eg(*(s) ,s/£,£) 

Provarem primer que ïf és solució periòdica de (4 1) si i 

només si fc verifica 
êT 

tf(t) = [I-0(ET)] 0(ET-s)V(s + t) ds 
'o 

i és periòdica de període iT, on 0 és la solució de 

0=Df (0)0 amb 0(0) =1 Evidentment 0(t)=expAt 

En efecte, si t és solució de 

x=Ax+f(x)-Ax+eg(x,t/e,£) 

verifica 

8 (t) =0(t) [ tf(0) + 

t 

(s) f(s) ds] 

i si és £T-penòdica verifica a més ï(t) = t+tT) per a tot t 

Així 

t t+eT 

0(t) [s(0)+ Í0"1 (s) vp(s) ds] = ̂ (t+£T) [ï(0) + 0"1(s)>P(s) ds]: 

'o t t+ tT 
-0(t+eT) [tf(0) + Í0"1 (s) r(s) ds+ 0~1(s)^(s) ds] 

'o 4 

A l'última integral li fem el canvi s=u+t i obtenim 

( 0 1 (u+t)^(u+t) du 
Jo 

Tornem a escriure s en comptes de u i aïllem tf(0) 

,-1 . 
+ [0(t)-0(t+eT)] 8(0) =-0(t) j 0 1 (s)f(s) ds 
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t eT 

+ 0(t+£T) U T 1 (S) f(s) ds + 0( t+eT) ( (s + t) V(s+t) ds 

'o '0 

Per aïllar tí(0) necessitem que 0(t)-0(t+eT) sigui inversible 

T) és inversible i t) - 0( t+ ET) = 0( t) [L-0(e. T) ] 

D'altra banda 

I-0UT1-I-2: üïLjf- - z Z i f S r ^ 
k = 0 k=1 k=0 y + n 

1 l'operador que representa l'últim sumatori és inversible 

perquè 

V U T ) k A k y (£T)kAk - ( e T )k| A jk 

'I_k?o ( k + 1 ) ' ' = '~k=l ( k + 1 ) ' ' % - 1 ( k + 1 ) ' " = 

eeTlAl-£T|A|-1 
< (e T [ AI ) < (E0T|A| ) < 1 /2 

ET|A| 

si ÊT|A|< In 2, on hem usat que per a 0 < x ̂  In 2 

(eX-x-1)/x < x 

A més 

- (£T)kAk _ * (£T)
kAk 

^ 1/(1-2 (ETI A| ) 2) ̂  1/(1- h = 2 

Llavors I - 0 ( e T ) és inversible, 

00 (F T) KA K 

[L-TFET,]"'.-« Z 1 - 1 
k = 0 

(k+1)' ' eT A 

1 |[I-0(ET)]-
1|<2 -^T|A"1| 

Així 



- 81 -

.ET 

* ( 0 ) = - 0 1(s)Y(s) ds+[l-0(eT)] 10(fcT) 0 1(s + t)Y<s+t) ds 

i substituint a l'expressió de tf(t) 

,ec 
- 1 W , „. í 

X(t)=0(t) [I-0(ÊT)] 10(GT) 0 1 (s + t) <p(s + t) ds = 

/ET 

= [l-0(£T)] 1 ( 0(eT-s)^(s+t) ds 

Jo 

Recíprocament, suposem que X verifica aquesta darrera expre-

ssió A la integral li fem el canvi u=s+t i obtenim 
-t+ÍT 

I 0UT-u + t)V(u) du 

't 

.t+eT 

0(eT-u + t) f (u) du+0(O) ̂ (t+eT) -0(eT) f(t) 
't 
/tter 

*(t) = [l-0UT)] 

Llavors 

*(t) = [l-0(eT)] 

- 1 

- 1 

= [i- 0(eT)] 1 A0(&T-u+t) f(u) du+ V(t) 

on hem usat que t és £T-penòdica, perquè ï ho és Per tant 

V(t) =Arf(t) + Y(t) =A*(t) +f U (t) )-Atf(t) +£gU(t) ,t/e,£) , 

és a dir, tf és solució de (4 1) i és eT-penòdica 

Per buscar solucions eT-periòdiques de (4 1) definim 

R — — > U contínues, ¿T-periòdiques tals que 

I tf(t) I < c£2 per a tot tj 

i A X definit per 

(A*) (t) = [I-0(6T)]~
1 U(GT-s) V(s+t) ds 

K 

Anem a veure que A està ben definit i que és contracció 

Ës clar que Av és contínua i £T-periòdica Per afitar 

(A*) 

(t) fem el canvi s=ez a la integral i obtenim 

|(A*) (t) I ^ I [l-0(eT)]~1 I I (E0( e(T-z)) [f (Ï(ez + t) )-A<(ez + t)]^ | + 
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T 
2 

+ | £ 0( ¿(T-z) )gU(ez + t) , (£z + t)/£,£)dz| 

h 

Pel teorema de Taylor 

t ( 1 ) | i 2 
i i 2 lx' 
|f (x)-f (O)-Df (0)x|<—  

2 ' 

i com que f(0)=0, aplicant-ho als punts de X, 

k<1>|*(£z+t)l2 k< 1 )
c
2£ 4 

|f U(E z+t) ) -Aï(ez + t) j < 
2 ' 

i per tant la primera integral és menor que 

jé! 0(£(T-z) ) I |f U U z + t) )-A*(sz + t) I dz ̂  

k (1)/-T k ( 1 ) , , 2 5 2 £(T-z ) A , 2r5 2 eT AI ^c s — - — e dz ̂  c £ — e 1 'T 

Per afitar la segona integral, primer integrem per parts fent 

u=0( e (T-z) ) v1 =g ( í (s z + t), (e z + t) / e, e) 

z 

g(tf (es+t),(es+t)/£,£ ) ds 
d'°n , £ (T—z) A 

u ' =- s Ae i v= 

Així 
T 

( 
0(8(T-z) )g(S(EZ + t) , (£z + t)/6,E) dz = 

"o 

= g(tf(£s+t) , (es+t)/e,e) ds + 
-VI 

/T Z 

+ eA 
y 

e(T-z) A. 
e ( g(tf(£s+t) , (e s+t )/£,£) ds) dz , 

->o 

integrals que anomenem i 

Usant la condició îv) 

,T 

I ^ I ( [g(X(ES + t ) , ( E S + t)/£,£)-g(0, (es+t)/£,£)] ds U 
*o 

<jlDIG(5,(ss+t)/£,£) X(£ S + t) Ids ̂  Tk| 2 ̂  C £2 
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T z 

| L 2 U É | A I (ETLAL| f g U U s + t) , ( E s + t )/£,£) ds | dz < 

O 

<£|A|e
£TlAlT2k¿2) 

Llavors 

|(A.)(t)|<2 7l|A-1|(c2E5 -̂e£TlAlT + 

+ e 2(T k l
( 2 )c Ê

2
+ e|A|e

£ Tl AlT 2k< 2 )) K  

< (LA-1 |k<1)e1/2c2,2
 + 2kl

(2) LA"1 |c£0+2e
1/2Tk<» |A| |A"1 |, £

2
4 

<(1/4 + 1/2 + 2e
1/2Tk(;

2)|A||A-1|)£2
<c£

2  

Per tant A està ben definit Per veure que és contracció fem 

I (A*) (t)-(Acr) (t) I* 
[l-0(£T)]~

1 ¡í |^(e(T-z)) I |f (8(£z + t))-AX(£z+t) -

0 -(f (c(£z+t) )-A<r(6z + t) ) |dz + 

+6 |gUUz+t) , (ez + t)/e,£)-g(<r(ez+t) , U z + t)/£,E) |dz 
-'o 

La primera integral és menor que 

T 

( etT'Al j D (f-A) (£) I (£z + t)-<r (£z + t) | dz < 

< e 1 / 2 I Df ) -Df (0) I |*-<r|dz< 

'O T 

<e 1 / 2|*-r| f |D2f(^')(!-0)|dz ^e1/2|^-cr|Tk<1)c£2  

2 ja que I) I < c£ < r 

La segona integral és menor que 

T 

( I D1g C (ez+t) /£,€) (X(£z+t)-<r(£z + t) ) | dz 4 kj2* |*-<r| T 
'0 

ja que | J|< c£2 < r 

Llavors 
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IAli —ACTJ =sup I (Aï) (t)-(Ao-) (t) 
te|R 

< 2 ̂  lA-'lÉte'^Tk^'c^lí-rUrt'^Tlï-rl]« 

< (21A-1 l e ^ k ^ ' c ^ A " 1 |k{2)£0) U-<r|4 

Com que c >1, pel lema de contracció A té un únic punt fix 

en ̂ , el qual és solució periòdica de (4 1) i verifica que 

2 és continua, ET-penòdica i |tf(t)|^c£ per a tot t 
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4 3 Proximitat de les aplicacions de Poincaré  

Considerem els sistemes descrits en la introducció 

(4 2) x = f(x) 

(4 4) x = f(x+ï(t))+ g(x+ï(t) ,t/£,£)-*(t) , 

on « és l'orbita periòdica de (4 1) de l'apartat anterior 

Diem ^ i vp als fluxos associats a (4 2) i (4 4) respecti-

vament Definim 

Gc(x) (£Tfx) , 

F £ (x) = (ET,X) 

En la següent proposició estudiem la proximitat de les famí-

lies Fe i G e Destaquem la tercera conclusió en la que la fi-

3 
ta es , quan per analogia a la proposició 2 2 només espe-

2 

rariem la fita Això es degut, bàsicament, a la condició 

que la mitjana respecte de la segona variable de g sigui nul la 

Proposició 4 2  

Si 

i) f és de classe C r + L en U, obert de IRn, que conté l'ori-

gen 

r k n ) g és de classe C en U respecte de x, D^g és contínua 

en UxRx[0,£o] per a 0 < k ^ r i D^g és Lipschitz respec-

te de la primera variable en U , 

m ) f ( 0 ) =0 i A=Df(0) és hiperbólica, 

ív) g és t-periòdica respecte de la segona variable i 

r
T 

g(x,s,£)ds = 0 per a x e U i 0 < £ < £0 

K 
Llavors, donat B, compacte contingut en U, que conté l'origen 
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es té que 

1) I DGg-I I , I DFg -I I < C £ 

2) |DkGÉI ,|D
kF gI< L ks, (2 ̂  k ^ r) , 

3) |D kG £-D
kF £I < M ke

3, (0 ̂  k < r) , 

en B, per a 0 < £ < £ 0 

Demostració 

Com a la proposició 2 2, si IRn-U és buit, considerem B1 =B+1 

i si Rn-U no ës buit, considerem B , una bola de raai prou 

gran perquè B c B R i perquè (IRn-U) f\ Diem j3 a la dis-

tància entre (IRn-U) H B R i B i considerem finalment B1  

Tenim que B c B ' c U Definim 

K = sup j D nf (x) j , K ' = sup |D^g(x,t/£f£) I 
xeB ' xeB'xlRx[0,Ê0]

 1 

K^ existeix perquè g ës periòdica respecte de la segona 

variable Notem que 

*(t)=f U(t))+eg(*(t) /1 / £ , £ ) 

i per tant 

I *(t) I < |f U(t))-f (0) | + |f (0) | + t|gU(t) ft/E,£) I < 

< |DF(}) IIX(t) | + EK¿ <KLC£
2+K¿£ 

SI (x,t,£ ) G BxIRx [O , £0] amb £0 < m m ( (Y3/4c) 1 / 2 ,1 /3K¿ , ( 1 /3K1 c)
 1 / 2) 

llavors 

|f (x+ X(t) ) +£g(x+ ï(t) ,t/£,£ )- ï(t) I < 

á KQ + ÊK1Q+K^c £ 2+Kq£< K q+ -j + j =KQ + 1 

perquè | $ (t) | < c £ 2 ^ c -j^ = que implica que 

x+*(t) e B+ -jCB' 



- 87 -

Si a més, go < L , pel teorema d'existència d'equacions 
4(KQ+1)T 

diferencials, la solució f(t,x) de (4 4) amb 4"(0,x)=x està 

definida per a |t| < £0T i M'í^x) e B+ per a |t| ̂  £0T per 

tant Fe està ben definida en B 

La proposició 2 2 ens assegura que G g també està ben definida 

en B Passem a provar 1) 

L'afitació ¡DGg-I I< C e ja ens la dóna la proposició 2 2 

DF£ (x) =D2T2 ( £,x) i D24>2(t,x) verifica 

D1D2^f^t,x) = ¡Df (H>2 (t,x) + ï(t) ) + 6D1g(f 2(t,x) + X(t) ,t/ £,£ )] D2 f2< t ,x) 

Llavors 
t 

D 2 f 2 (t,x)-I = |[Df (s,x) + S(s) ) + C D ^ Í ^ (s,x) + if{s) ,s/£,£ )] 

[D 2^ 2 (s,x)-l]ds 

[öf (f2 (s,x) + K(s) ) +£D1g(Y2 (s,x)+y(s) , s/í ,£ )] ds 
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/ 

i |D2«f2(t,x)-l| $ 

t 

(K1+6K:¡)| D24>2 (S,X)-I| ds + (K1 + £K')eT 

i pel lema de Gronwall 

|D24»2(tfx)-l| <c (K 1 +£K^) £Te
( K 1 + g K î ) t si |t| < ÊT 

1 1 
Per tant, si suposem a mes que £0 <min(-RRR / ~n; TTÍT) ' l-ts-̂  + \ ) i 

|DF£(X)-I I < (K1+1)£Te
(K1 + 1 } £ T c(K^ +1)Tee per a x e B 

Prenem C com el màxim de (K^+ljTe i la constant que verifica 

IDGe-II < C £ 

i k i 

Provem 2) L'afitació |D | < ens la dóna la proposició 2 2 

D Y satisfà l'equació 

D1D2<f2(t,x) =D2(f (vf2 (t,x+ tf(t) ) +£g(vp2(tfx) + *(t) ,t/£,É)-ï(t) ) 

Desenvolupant, utilitzant la regla de la cadena introduïda 

en la demostració de la proposició 2 2, s'obtë 

Simko\1 'k [(Df (vp2(t,x) + *(t) )xD
kvp2(t,x) + 

+ Ê(D g(V2 (t,x) (t) ,t/£,£)xDkvf2 (t,x) )] +bk (t) 

on conté els restants termes, els quals contenen deriva-

des de Y respecte de x d'ordre menor que k 
jç 

Com que D2¥2(t,x) és simètrica podem prescindir de l'opera-

dor Sim Com a la proposició 2 2 introduïm l'operador line-

al A ( t ) Ek >E k, on Ek=Lk(E,E) definit per 

A(t)A= X1 'k( (Df (VP2 (t,x)+^(t))+£Dig(vf2 ( t / X) +*(t),t/6,£))XA) 

Afitant, obtenim 
I A(t) AI < (K1+£K^) |A| (K1+1) |A| , 
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per tant |A(t) | < K^+l 

Considerem primer l"equació homogénea 

U'=A(t) U on U(t) € L(Ek,Ek) amb U(0)=I . 
EK 

Es verifica 
t 

/ 

U(t)=I+ A ( s ) U ( s) ds 

v ^ 
|u(t) | < 1 + I A i s ) I |u(s) |ds <1+(K1 + 1 ) j U(s) j ds 

h 
i pel lema de Gronwall 

| u ( t ) I 4 exp(K1+1) |t| si j 11 < £ T 

Llavors, de 

D1D
k4'2(t,x)=A(t)D

kf2(t,x)+bk(t) 

escrivim 

D^2(t,x)=U(t)[D
k(P2 (0 ,x) + U(-s)bk(s)ds] 

k 0  

on d2v2( 0 ,X)=0 (k > 2) i 

I Dk ?2(t,x) |= | u ( t - s ) b k ( s ) I ds £ (exp(Kl + 1) | t-s f)f (s) | ds ̂  

X Jo r 
exp(K1+1)t |b, (s) |ds 

k 

Ara procedim per inducció, si k=2 

|b2(s)|^ |D f (Vf2(s,x) + íf(s) )xD2vf2 (s,x)xD2
lf2 (s,x) I + 

+ e|D1g(^2 (s,x)+ï(s) ,s/g,6 )xD2f2 (s,x)xD2H>2 (s,x) |< 

< K2(1+(Kl + 1)eE)
2
 + eK¿(1 + (Kl + 1)ee)

2< (K2+£QK¿) (1+e)
2 

1 |D2f2(t,x) |<(exp(Kl+1) t) (K2+£0K¿) (1+e)
2t 

Així 

A - I . / K 2 T C O „ 2 . |D2F6 (X) I ̂  (K +£0KI) (1+e) 2eT £ 

2 
Prenem L 2 com el màxim de (K2+ £0K^) (1+e) eT i la constant 
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2 
J-¡2 QUE verifica |D G£(X) | <L 2

e 

Suposem que són certes les afitacions per a k^ 2 

Es clar que lb, „ (t) és menor que una constant N. „ índe-
' k+1 1 k+1 

pendent de £ Llavors 

.k + 1 ID2+ (t'x) |<(exp(K1 + 1)t)Nk+1t <N k + 1eT& 

fc 
/ 

f(f1(s,x))ds -X-

que implica que 

|Dk+1F£(x)I< Nk+1eTg 

Diem L. „ al màxim de N. „ eT i la constant L. „ que verifi-
k+1 k+1 k+1 ^ 

ca |Dk+1Ge(x) I < L k + 1£ 

Finalment provem 3) Sabem que |G e(x)-F £ (x) | = | UT,x)-4>2 (g T 

Per a 0 < t ^ ET 

I <f1 (t,x)- ip2 (t,x) I = |x + 

- j[f (vp2(s,x)+X(s) )+ g(<p2(sfx) + *(s) ,s/£fe)-*(s)] ds|*s 

« |( [f lVi(s,x) )-f <*P2(s,x) + *(s))]ds| + 
Jo ft ft 

+ 1 hgW 2(s,x) + ií(s) ,s/£ , £ ) ds I + I tí(s) ds | 4 

4 11 Df I ^ (S,X)-4»2(S,X)-ÎÎ(S) |ds + £K¿t+C£ < 

h t t 

< K1 |vp1 (s,x)-if2 (s,x) I ds+ (k1 I S (s) |ds + £K¿t+c£
2 

o 'o 

i pel lema de Gronwall 

( t, x ) — f 2 ( t / x ) |<(K1cT£
3+K¿Te2+c£2)eK1t < (2c+K¿T)e£2 

Avaluem, ara, la diferència en t=eT, 

|vf1 (ÉT,X)-<?2UT,X) I [f («f1 (s,x))-f (»f2(s/x)+*(s))]ds| + 

/CT 0 ,tT 
( s , x ) + * ( s ) /S/e,£)ds| + I tf ( s) ds I ̂  

'0 J o 
fer ^ /tT 

^ HDf 0 ) I I (s,x)-4>2(S,X)-S(S) |ds+| tg(x,s/£,£)ds| + 
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tT 

+ | £ [g(i?2(s,x) + *(s),s/£,€)-g(x,s/e,e)]ds|$ 

•'o 

^ (K1 (2c+K1'T)eT+cK1T+K1
,cT2£0+K1'CT£0)E

3 S MQ£
3 

Provarem, ara, per inducció, que per a 1 ̂  k $ r, 

I (tfXj-D^ I £ \e2 si x e B i 0 < t ^ £ T 

Per a k = 1 , 

j ü ^ (t,x)-D2^2 (t,x) I < |Df (s,x) ) I |D2vf1 (s,x)-D2f2 (s,x) |ds + 

t 
f 

t 

+ V I Df (T 1 (s ,x) -Df (*2(s,x)+tf(s)) I |D2V^2 (S,x) | ds + 

+ | M D1g(\f2(s,x) + íí(s),s/e,£)D2f2(s,x)ds|< 

< ID2vp1 (s,x)-D2f2 (S,x) |ds+K2 (MQE
2+c£2) (1+Ce)eT+eKj d + c e U T 

Jo 
i pel lema de Gronwall 

I D ^ (t,x)-D2vp2(t,x) I ^ [K2(MQ + C) (1+C£O)T£0+K^ (1+C£0)T]£
2eKlt 

Prenem M1 = [k2 (MQ+C) ( 1+C £0)T£0+Kj ( 1+C Ê0)T] e 

Suposem que és cert per a i^k-1 

t-
k -k 

,t 

/ 

|D2f1 (t,x)-D2vf2 ( t, x ) k 

t 

I X1 'k((Df (vf1 ( s ,X))XD2 ( s ,x) ) — 

- ( D f CH*2 <S,X) + K(S) )XD24>2 (S,X) ) ) I ds + 

+ £ IX1 ,k(Dg(vf2 (s,x)+>$(s) ,s/ E, £)XD2T2 (s,x) ) | ds + 

'o 

k 1 : 3 
+ II Z | c k \ '

 1 ' ' 1(D1f (vp2(s,x) + íf(s) )x xD2
1f2(s,x) -

o1" 
i 3i i 

-D £ (f1 (sfx))x xDj^(s,x)) I ds + 

•i ( « » " . z r c k x
1 ' 3 1 ' 

J i = 2 * 
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i i O(D1g(vp2(s,X) + tf(s) ,S/£Ê)X XD2
J"V2(S,X) ds | 

Diem , I2, i I4 a les quatre darreres integrals 

,t 

[| A1 'k°(Df (vp1 (s,x))xD2S'1 (s,x)-Df (s,x))xD2vp2(s#x)) | + 

0 

+ |X1 ,ko(Df (vp1 (s,x) )xD
kvf2 ( s , x ) -Df (>f2(s,x) (s) ) xDk^(s p<) )|ds $ 

4 |Df (vpi (s,x) ) I |D
k ̂  (s,x)-Dk^2 (s,x) |ds + 

< 

'0 
ffc 
|Df (srx))-Df (<f2(sfx) + y(s)) I |D24>2(S,X) j ds < 

\ 
< ( K1 |D

kS'1 (s,x)-D
kH'2 (s,x) j ds+K2 (M0£

2+c£2)Lk&T£ 
0 t-
r 

i2 ^ £ |Dg(vp (s,x) + y (s) ,s/£, e) I lD2^2 ( s , x ) ' d s * eK-¡L
k
£T£ 

Per afitar descomposem cada sumand en forma telescòpica de 

manera que tenim 1+I sumands En ells hi ha les derivades de 

f,que estan afitades per K , les derivades de respecte de x, 

que estan afitades per L^a excepte la primera, que ho està per 

1+Ce0 Cada terme porta una diferència, o bé 

\dx£ (<f1 (s,x) J-D^-f (T 2(S,X) + îf(s) ) K 

< | D l + 1 f ( p I |«p1 (s,x)-vf2(s,x)-*(s) U
 K

l + 1 (M q£
2+C£ 2) 

(SI i = r, llavors és menor que Lip Drf [ vp ( s ,x)-4>2 ( s ,x) - í( s) | ) , 

o bé 

|d̂ H>2 (s^ï-D^^ (s ,x) I 

2 
amb j< k, que és menor que M^ £ per hipòtesi d'inducció 

3 

Per tant 4 P^E on P^ es una constant independent de £ 

(la tercera £ prové de que integrem de 0 a t 1 t < ET) 

k j 
x4 £ ck|D^g(vf2(s/x)+X(s) ,s/£,6) I | D ^p (s ,x) 11 < 

1 = 2 * 
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k J1 ^ 
CKK« |D2

1VJ>2(S,X) I |D2
1M»2 (S,X) |ÊT Ç P¿£ 

i = 2 

on és independent de £ 

Resumint 

I D ^ ( t, x ) —£>2 ( t, x ) I < K2(M0+c)LkT£
4+K|LkTÉ

3+Pk£
3
 + P¿É

2 + 

f k 
K1 |D 2^ <S,X)-D24>2 (s,x) I ds 
I 

i pel lema de Gronwall 

(t,x)-D^2(t,x) I < Pke£
2 

Prenem M^^P^e, on P^ s'autodefineix 

i k k i 
Afitem finalment | D2ip.j ( eT,x)-D2 f2 (&T ,x) | Aquesta diferència 

dóna lloc a les integrals , I2, i avaluades entre o i t 

I1 < K1 |D24'1 (S,X)-D2H>2(S,X) |+K2(M0E
2+c£2)Lkt

2T 

Jo 

< K1Mk£
3T+K2(M0£

2 + ce2)Lk£
2T 

Usem les mateixes afitacions para I 2 i 
/eT 

I4 < I £ Sim ¿ 2Tc kX D^g(x,s/f,£)x x D 2 ^ ( s ,x) ds j + 
)0 i = 2 * 

C k k 3 
+ | £Sim Y . ^ ckX«(D^g(y2(s,x)+í((s),s/£,£)-D|g(x,s/£,£»x x D ^ ^ (s,x)ds| ̂  

Jn i = 2 * 'o 

f k k ^ 
eSim X ZcvX D^"g(x,s/6,e)xJ x xJ ds | + J0 i = 2 * 1 

/£T k n 
£ Sim 2. 2.ckX®(D1g(X/S/ef£)x xD2<f>2(s,x) -

-D^g(x,s/£,£)xJ x xJ )dsI + 

k D -i 3 

Ê Z Ç C k K î + 1 I + |D2\2(y,x) I |D 2> 2(V,X) ITT 

t V l / 31' 
on A = A _ - -, , . . , i J^ es la identitat si j=1 i zero si j > 1 
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íT 

El primer suraand és nul perquè jüíj'g (x, s/£ , e ) ds=0 

El segon sumand es descomposa en suma telescòpica i com que 

|D^(S/X)-J I és menor que C£ si ] = 1 i menor que L £ si z z j j 
3 

j > 1, tenim que és menor que Q£ , on Q és una constant indepen-

dent de £ 

El darrer terme conté, en cada sumand seu, una derivada de ^ 

d'ordre major que 1 per tant existeix Q1, independent de 3 

tal que aquest terme és menor que Q'£ Per tant 

( D̂ T-, ( £ T , x ) (&T,x) | ̂  M £ 3 
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4 4 Separació entre les varietats invariants 

Considerem les equacions (4 1) i (4 2) en el pla 

2 

( x é ü C R ) Hem vist que si l'origen és punt singular hi-

perbòlic de (4 2), (4 1) té una òrbita periòdica prop d' ell 

Veurem que aquesta òrbita periòdica també és hiperbólica 

Si considerem (4 1) i (4 2) com a sistemes tridimensionals 

en la forma 

x=f(x)+eg(x,t,6) 
(4 5) 

r = 1/e , 

x=F(X) 
(4 6) 

T=1 /£ / 

podem considerar el punt fix de (4 2) com la solució 

(x(t),z(t))=(0,t), la qual té varietats invariants de di-

mensió dos L'òrbita periòdica de (4 1) considerada com a 

solució de (4 5) també té varietats invariants de dimensió 

dos El teorema 4 3 ens proporciona que les corresponents 

varietats invariants de (4 5) i (4 6) són properes entre 

si i que si (4 2) és conservatiu i té una separatriu (òr-

bita homocllnica) associada a l'origen, (4 5) té òrbites 

homoclíniques i la separació entre les varietats invariants 

de (4 5) té un comportament semblant al dels teoremes del 

capítol 3 

Teorema 4 3  

Siguin 
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(4 1) x=f (x) + Eg(x,t/e, e) , 

(4 2) x=f(x), 

verificant 

r+1 
i) f i g són de classe C respecte de x en U, obert de 

2 k 
IR , contenint l'origen i D^g(x,t,£) continua en 

UxIRx [O , £0] per a 0<k<r+1 r 

n ) f(0)=0 i Re Spec Df(0)¿0, 

m ) tr Df (x) =0 i tr D g(x,t,£)=0 per a x e u i 0<e<£0 , 

îv) g és T-periôdica respecte de la segona variable i 

f g (x , t, e ) dt=0 per a x eU i 0<£<£o, 
h 

v) (4 2) té una òrbita homoclínica <r continguda en U 

Llavors 

1) (4 1) té una òrbita periòdica tf prop de l'origen, la 

qual és hiperbólica 

2) La separació entre les varietats invariants de K, en 
r k 

una regió fixada és 0(£ ) Si r=oo és 0(£ ) per a tot k 

Demostració 

De n ) i n i ) es dedueix que els valors propis de Df(0) són 

reals i de signe oposat, ja que tr Df(0)=0 implica que 

(a b 
Df(0)= 

V -a 

i que els valors propis siguin jx+= ±ya -bc amb a > bc 

2 

perquè si fos a < bc, la part real dels valors propis se-

ria nul la 

Siguin Gg i F^ com a l'apartat 4 3,definits en un conjunt 
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compacte B contingut en U i que contingui a l'òrbita homo-

clínica <r Anem a verificar que Gg i F£ compleixen les hipòte-

sis del teorema 3 2 

il) implica que x(t)=0 és solució de (4 2) i per tant Ge(0)=0 

per a tot £ Com que x(t)=tf(t) és solució de (4 1), x(t)=0 

és solució de (4 4) i per tant, també Fe(0)=0 

Com que DG E(0) =exp(Df(0)tT) , els valors propis d'aquesta di-

ferencial són Escrivim 

Els valors propis de DG£(0) i DF£(0) són respectivament 

Avaluem la diferència 

I \ ± - i±\ = I \(a+d-a ' -d ' )±~N{a+d)
 2-4 -\¡(a ' +d ' ) 2-4 ) | ̂  

3 ía + d)2— ía'+d *) 2 

3 1 i (a+d+a'+d') (a+d-a'-d') 

Com que la traça és un invariant, a+d=e A£T+e/x £ T 

1 (a+d) 2-4=(e/A+ET+e/X-£T)-4=2(Ch2yu+eT-1) > 4 (ya+T) 2£ 2 

Llavors 

- Í J a . í M » - 1 =o(£2) 
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on D >|a+d+a*+d'I Podem prendre D=2(|DG£(0)|+|DF£(0)|) 

0 \ 2 2 
Per tant A+=A++0(6 ) =1±/M+eT+0 ( e ) i llavors si £ és prou 

petit A,>1 i .<1, que implica que l'òrbita ü és hiperbólica 

i 0 és punt fix hiperbòlic de Fe Això prova les hipòtesis 

i) i li) m ) és conseqüència de la proposició 4 2 ív) i 

v) són conseqüències immediates de les hipòtesis 

Llavors Fg té punts homoclínics i la separació entre les 

varietats invariants es de 1 ordre de £ Es de l'ordre de 

k 
g per a tot k, si r=oo 

Si considerem £ (x) =vp2 ( £, tQ ,x) , on f 2 ( t tQ,x) és el 

flux solució de (4 4) amb 4>2 ( tQ , tQ ,x) =x, resulta que £ 

té les mateixes propietats que Fe Les varietats invariants 

de x(t)=0, solució de (4 4), intersecció amb el pla t=°< coin-

cideixen amb les varietats invariants de l'origen de F 
t0' 

amb tQ=£T-o< Això acaba la demostració per a les varietats 

invariants de (4 4) Les de (4 1) verifiquen el mateix perquè 

s'obtenen d'aquestes pes translació 



CAPITOL 5 

UNIFORMITAT DE LA FORMA NORMAL DE 
BIRKHOFF I VARIETATS INVARIANTS 

t 
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5 1 Introducció 

Per afitar la separació entre les varietats invariants, 

com en el capítol 3, per a famílies de difeomorfismes ana-

lítics i obtenir una fita més precisa necessitem tenir in-

formació de les varietats invariants esteses als complexos 

La forma normal de Birkhoff d'un difeomorfisme analític 

al voltant d'un punt fix hiperbòlic ens proporciona aquesta 

informació localment i a més ens dóna una integral primera 

local 

En l'apartat 5 2, la proposició 5 3 ens dóna, a partir 

d'aquesta, una parametrització de les varietats invariants 

molt útil per al següent capítol que, en certes condicions, 

gràcies a la proposició 5 2, és única 

En l'apartat 5 3 es prova que, per a famílies de difeo-

morfismes del tipus que estudiem, és possible obtenir una 

única expressió (depenent del paràmetre) de la forma normal 

(i d'un canvi a forma normal) que permet controlar les va-

rietats invariants complexes uniformement per a tots els va-

lors del paràmetre 

El problema principal és la convergència de la forma nor-

mal Per a les famílies que estudiem,els valors propis de la 

diferencial dels difeomorfismes en el punt hiperbòlic tendei-

xen a 1 quan el paràmetre tendeix a zero En principi això fa 

que el radi de convergència de la forma normal tendeixi a zero, 

però el fet que per a valors del paràmetre petits els difeo-

morfismes són prop de la identitat compensa aquest efecte i 
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el radi de convergència es manté més gran que una certa 

constant La demostració d'aquest fet segueix la de la 

convergència de la forma normal de Birkhoff en (35) 

tenint en compte la dependència en el paràmetre, excepte 

la funció majorant usada i a l'èmfasi en les estimacions 

del radi de convergència 

Finalment en l'apartat 5 4 s'estudia la proximitat dels 

canvis a forma normal avaluats en punts en que una de les 

coordenades és zero, que essencialment és la proximitat en-

tre les varietats invariants, suposant que les corresponents 

famílies de difeomorfismes són properes en el sentit que es 

precisa 
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5 2 Forma normal de Birkhoff i varietats invariants 

En primer lloc recordem la forma normal de Birkhoff d'un 

difeomorfisme analític al voltant d'un punt fix hiperbòlic 

Birkhoff va fer la part formai (7) Posteriorment Moser 

(29) i Siegel (34) varen provar la convergència 

Teorema 5 1 

Donat F, difeomorfisme del pla, analític en un entorn de 

l'origen, conservatiu, del tipus 

(5 1) F(x,y) = (Xx+P(x,y) ,À~1y+Q(x,y) ) 

on P i Q no contenen termes lineals i \>1, existeix un canvi 

C (no únic), analític en un entorn de l'origen tal que 

(5 2) N=C"1FC 

és del tipus 

(5,3) = ) 
2 

on W = \ + c < 2 ^ + o<4 + ®s analítica en un entorn de 

l'origen A més N és únic satisfent aquestes condicions 

Vegeu (35) 

La forma (5 1) assumida per a F no és restrictiva, ja que 

si F té l'origen com a punt fix hiperbòlic existeix un canvi 

lineal que el porta a la forma expressada amb X, el valor pro-

pi major que 1 de DF(0,0) 

Cal assenyalar que N és conservatiu, mentre que C no té 

perquè ser-ho, encara que sempre existeix un canvi conser-

vatiu que verifica (5 2) 
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Si escrivim C ( £ ) = ) (£,£)) , en (35) es prova que 

C és únic si (pç -1 i Yî  -1 no contenen potències de ̂  soles 

De l'expressió (5 3) és immediat que 

N(|,0) = (\$,0) i N(o,»j) = (0, y-7) 

i per tant és clar que = 0 i "Sj=0 representen les varitats 

invariants de N Llavors C(f,0) i C(0,^) ens donen una pa-

rametrització de les varietats invariants de F,perquè com que 

FnC=CNn (i també F~nC=CN~n) tenim 

lim F"nC(|,0)=lim CN~n(J,0)=lim C ( , 0 ) = ( 0 , 0 ) 
n->°o n->00 n-*a> 

i 

lim FnC(0,^)=lim CNn(0,^)=lim C ( 0 , ) = ( 0 , 0 ) 
n->oo n-»°° n->00 

A més això prova l'analiticitat de les varietats invariants 

en el cas que F sigui analític i conservatiu 

Hem indicat que el canvi C no és únic Malgrat això, 

Proposició 5 2 

En les hipòtesis del teorema 5 1, si suposem que C és del 

tipus 

k>2 k}2 K 

on i fjç representen funcions homogènees d'ordre k, llavors 

C(£,0) i CfO,^) estan unívocament determinats 

Demostració 

Diem N a la forma normal de Birkhoff de F (CN=FC) Tenim que 

CN(£,0)=C(\$,0)=FCO,0) 
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Suposem que 

amb a-]=1 i b ^ O i que 

F(x,y)=( Z c X d x V ) 
k,¿>1 K k 1 ** 

Substituint obtenim,per a ordre 1, la identitat 

Veiem ara, per inducció, que els coeficients a n i b^ estan 

umvocament determinats 

Per a ordre 2, tenim 

a2X
2=Xa2+c20 

b 2 ^ = X b 2 + d20' 

d'on a 2 i b 2 resten determinats perquè X no és arrel de 1 

Suposant que a^ i b^ estan determinats fins a ordre n-1, 

per a ordre n tenim 

a \n=\a + termes determinats 
n n 

\ n 1 
b X = -r- b + termes determinats t  
n A n 

relacions que com abans, determinen a i b 
^ n n 

Anàlogament es prova la unicitat de C(0,*j|) 

A través de la forma normal de Birkhoff podem obtenir 

una altra parametrització de les varietats invariants que 

serà essencial en el capítol següent, així com una integral 

primera analítica local 

Proposició 5 3 

Sigui F un difeomorfisme del pla, analític en un entorn 
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de l'origen, conservatiu, amb l'origen com a punt fix hiper-

bòlic Llavors 

1) Existeixen funcions u (t),u 2(t)(t) i v2(t) analí-

tiques tals que localment WU=(u^(t),u2(t)) i 

s 

W =(v^(t),v2(t)) i verifiquen 

F(u1 (t),u2(t)) = (u1 (t+h),u2(t+h)) 

F(v (t),v2(t))=(v1(t+h),v2(t+h)) 

on h = lnX íX és el valor propi de DF(0,0) major que 1 

2) Existeix E analítica definida en un entorn de les varie-

tats invariants tal que 

E (F (x ,y))=E (x,y) 

E(u (t),u2(t))=0 i E(v1(t),v2(t))=0 

Demostració 
Pel teorema 5 1 existeix un canvi C analític, tal que 

N(|,»¿)=C"1FC(£,I) = ( £ W ^ w " 1 ) 

Sigui r el radi de convergència de C Descrivim la varietat 

invariant inestable de N pel paràmetre t de la següent forma 

(Ü1(t),ú2(t))=(e
t_t°,0) 

Es verifica que 

N(ú1(t),ü2(t))=N(e
t_t0,0)=(Xet"t0,0)= 

=(eln h et~t°,0)=(ü1(t+h),ú2(t+h)) 

Definim 

(u1 (t) ,u2(t) )=C(ü1 (t) ,ü2(t) ) 

per a t é |t e C , Ret <tQ+ln rj 

D e C"1FC (Ü (t),ü2(t)) = (ú1(t+h),ïï2(t+h)) 
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tenim que 

FC(ü1(t),û2(t))=C(û1(t+h),û2(t+h)) 

és a dir 

F(u1(t),u2(t))=(u1(t+h)#u2(t+h)) 

Aquesta darrera expressió ens permet d'extendre u^ i u2 

analíticament mentre (u^(t),u2(t)) pertanyi al domini de F 

Per a la varietat invariant estable considerem 

(v1 (t) ,v2(t) ) = (0,e"
(t~t(^) ) 

que verifica 

N(v1(t),v2(t))=(v1(t+h),v2(t+h)) 

i anàlogament prenem 

(v1(t),v2(t))=C(v1(t)fv2(t)) 

La funció Ë = verifica que 

1 É(ü1(t),ü2(t))=É(e
t~t0,0)=0 

Ê(v1(t),v2(t))=É(0,e~
(t"t¿))=0 

Definim E=ËC-^ Verifica que 

E (F (x ,y ))=ÊC~1FCC"1(x,y)=ËNC~1(x,y)=Ec~1(x,y)=E{x,y) 

i que 

E(Ul (t) ,u2 (t) )=ËC"
1C(û1 (t) ,ü2(t))=È(ú1 (t) fu2(t))=0 

i anàlogament 

E(v1 (t) /v2(t))=0 

L'expressió E (F (x ,y ))=E(x,y) permet d'estendre analítacament 

E a un entorn complex de les varietats invariants (localment) 

Observació 

De la demostració es veu que si F és una funció entera, u^ 

u ,v1 i v~ són funcions enteres E, en general, no ho és 
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5 3 Convergència de la forma normal de Birkhoff per a 

families de difeomorfismes 

La següent proposició prova l**existència d'una bola de 

radi independent de e en la qual convergeixen la forma nor-

mal i el canvi a forma normal dels difeomorfismes de les 

families que s'estudien 

Proposició 5 4 

Sigui Ft una família de difeomorfismes analítics en un en-

torn de l'origen, preservant àrea, depenent analíticament del 

paràmetre £ f que tenen l'origen com a punt fix hiperbòlic i 

suposem que 

Fe(x,y) = (Xx+£°
<f1 (x,y)+0(E°

< + 1) ,X" V É * f 2 U ,y)+0(E*
+1 ) ) 

on X=1 +a€0<+0(£t< ) amb a> 0 i f ̂  i els termes indicats 

per OtÉ**^) tenen part lineal nul la 

Llavors existeix r^ independent de e tal que el canvi C£ 

i la forma normal N £ de la proposició anterior són convergents 

en la bola de centre l'origen i radi r^ 

Demostració 

Per simplificar la notació, durant la demostració no especi-

ficarem els subíndexs e 

Escrivim 

C($,?) = (0<S,1) ,r<$,i)) = < $ + í l ? n < M > + 
n=1 n=1 
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2 1 
on +(X4 (J^) + iv(£«i) = 

u(|l) 

F(x,y)=(p(x ,y),q(x,y)) 

En (35) es prova que formalment es verifica N=C V e 

Introduïm ara una mica de notació Per a una funció S analí-

tica escriurem 

1 a u $ V = £ s n ( M ) 
k,£=0 n = -oo 

on S és la suma estesa a k-£=n (nèZ), i observem que 
n 

en aquesta forma, si u=u(|^) amb terme constant no nul, 

S n (u},u~\) = I a w u
k u " ^ \ l

 = u
nS n ( ) 

Escriurem també 

[s~| , fsl (1,7) O [sTJTv] 

per representar la sèrie 

2 l a ^ l s Y 
k ,£ =0 L 

Sx S 1 ( | , n ) = Z a k ^ V
 1 són dues 

sèries de potències, S^ < S^ voldrà dir que l a ^ l ^ b ^ 

per a tot k A n à l o g a m e n t per a sèries d'una variable 

En aquest cas direm que S^ majora a S^ 

Definim P(x,y)=p(x,y)-Xx i Q(x,y)=q(x,y)-X~1y , les quals 

comencen en termes de grau dos 

Trobem un majorant per a P Per a Q és anàleg 

Com que P és analítica respecte totes les variables i és 

0(6*) respecte £ i d'ordre 2 respecte x, y podem escriure 
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P(x,y,£)= X b, , h x V Ê
h 

h^O 

Existeixen M^fxQ,y0 i tais que 

k l h 
l ^ i J * V W Î 

Definint b, . = V , ch ki t"b, £ tenim que h k£ h ^ 

h JV</11 h 

si E/E <N<1 i M2=M1/(1-N) 

Llavors escrivim 

P(x,y,E) = e* x b 

que té un majorant de la forma 

G (x .y) = f** C 0 ( x + y ) 2 

1-cl(x+y) 

amb CQ i c^ independents de £ 

Suposem que aquestes constants són tais que G ês una majorant 

comú a P i Q 

_ -j 
La relació N=C FC es pot escriure CN=FC i més explícitament 

0(u£,vrç) =P (0,<p) + \0 

y(u^fv7)=Q(0,r)+/^T, = ̂  ) 
*1 Y* 

Com que 0(u} , v^) = (p(u J, — t|_ ) llavors 0n(u^,v^)=u $ 

i per tant 

(un-X)0n= (P(0,T) )n 
(un-/A)fn=(Q(0,Y) ) n n e z 

D'altra banda V ^ ^ k l * V = £ ajl+1 ,1 V ' 

però com que 0 és únic amb la condició de que 0^-1 no contin-
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gui potències de tenim que )| -1 = + a¿+i 

i per tant a =0 si X^O D'aquesta manera deduïm que 
•C+ I f H 

Anàlogament tenim que ( ̂ , ̂  ) = Això dóna 

(u-X)! = (P(0,V) ) 1 

Provarem ara les relacions 

( u n - \ ) 1 < — — , n ¿ 1 , 

1-c2s 

/ n »-1j C2 , -, (u -jx) -( / n/-1, 
c2s 

on s és una sèrie majorant de v-yu. i c 2 depën de £ 

Suposem primer que n ̂  0 

( u ^ r ^ - X - ^ i - v H x - V ^ 

1 1 c 2 
K -i rm = -, < C A M B 

1-pv| 1-^-s 1 —c2s 2 ̂  1-y* 

Si n > 1 

(un-X)-1
=u"

n(i-Xu-n)-1
=v

n f (Xvn)k^n X(X1/nMn)nk< 
k=0 k=0 

(X 1 / nrvi) n k=(X 1 / nR) n(i +(X
1 / n[vi) k

+ x 
k=0 

1~X fV) i_x1/2(^+s) i-c2s 

amb c )X/(X1/2-1) 

n -1 1 c2 
Anàlogament si n ̂  0 , (u -yw) <( amb c2^1/(1-^) 

1_p7] 1 —c s 

i si n < -1 , < °2 amb c ^ X/(X1/2-
1_X1/2fV] 1-c2s 

1) 
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Prenem c2=max ( 1 / ( 1-/A) 

Com que 1/(1-/») = (1/a E*) (1+0 (e) ) i 

-1 ) = (2/a.£aí) ( 1 +0 (8 ) ) existeix c3 > 0 tal que per a 

0 <£<£„,c2 < e t
-" 

— o( ^ 
Prendrem a partir d'ara c2 = c3 £ ^C3no ^epen ^e 

Com que i = I f 
n*1 n¡t-1 

[ i l - ^ R 7 ! < — G ( r 0 i . r p i ) 
1-c2s 

1 VJS^P^/tkgí r^ur^i ) 

Fem £ = i definim 

w<J> = y < f ^ M + [sn-i)+c2s 

i busquem una funció majorant per a W Primer considerem 

3c_ 

— G ( | 0 l f ffl) 

1-c2s 

però per la definició de W 

^ que implica que [0V|(W+1), 

< W que implica que [vJ7|̂ |(W+1) 

1 c 2 s < W 

Llavors 
3 c2 3c £"c 4|2(W+1)2 

$W(Ç) -< ±_ G(|(W+1) f)(w+D K — L 1 < 
1-c2s 1-W 1-2c1|(W+1) 

12cQc3^
2(1+W)2 

^ 1-W-2c^I(W+1) 
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12cnc^(1+W)
2 

1 0 3 

1-W-2cl}(1+W) 

12c c J ( H V ) 2 

Definim V(| ) = la qual verifica W(|)-<V(|) 
1-V-2c1£(1+V) 

En efecte, si considerem i W(£) = X i le: 

k>1 k ̂  1 

substituïm a les expressions que les defineixen podrem, per 

a V, determinar recurrentment els coeficients tf, , per les JC 

mateixes relacions que apareixen per a W Llavors,per inducció 

es veu que 0<G~, < tf K K 

V verifica ( 1 2 c Q c 3 | 1 ) V
2 + ( 2 4 c Q c 3 ^ + 2 c ^-1)V+12cQc^ =0 , 

que determina una única funció amb la condició V(0)=0 Com que 

els coeficients són independents de £,el radi de convergència 

de V també ho és Llavors W convergeix en una bola de radi r^ 

( independent de £) i a més està afitada per una fita indepen-

dent de £ 

Així els majorants 

V-M|=S -J-W 
' 2 3 

ens diuen que N£ ) = (Ax,y^y) +0(£°<) 

ja que |u- X |= 1 1 rv 
V 

°4 « 
£ W si £ es prou petit 

°3 

A m é s CE(|,^) = (£,»})+0(1) (0(1) respecte de £) 
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5 4 Proximitat de les formes normals de Birkhoff 

Estudiem aquí, la proximitat de les varietats invariants 

locals per a families de difeomorfismes analítics conservatius 

que verifiquin bàsicament 

|F£-GE|=0U*
 + 1) 

I a diferència dels teoremes 2 4 i 2 5 els resultats seran 

per a valors complexos de les varietats invariants 

Proposició 5 5 

Siguin F £ i G £ dues famílies de difeomorfismes verificant 

les hipòtesis de la proposició 5 4 Suposem que | Fp -gf NoU*"1"1) 
£ £ 

i que els valors propis de DF£(0,0) i DG£(0,0) són iguals 

Si C^ i C2 són els canvis que porten Fe i G e a la seva forma 

normal existeixen £0 i r^ > 0 , K > 0 independents de £ tals que 

| c 1 ( £ # 0 ) - C 2 < | , 0 ) I < Kg , 

|c1 (o,«i)-c2(0,7) I < K£ , 
per a ß | , < ̂  1 0 < £ < E o 

Demostració 

En aquesta demostració si I(x,y) és analítica escriurem 

k,¿)0 n>0 

on i (S.,1. r a ^ Y 
k+t =n 

Per economia d'escriptura no escriurem la dependència en £ 

Introduïm la següent notació 

- 1 F(x,y) = (\x,\~ y) + (P1 (x,y) ,Q1 (x,y) ) 

G ( x , y ) = ( \ x , X " 1 y ) + ( P o ( x , y ) , Q - , U , y ) ) 
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Es verifica que 

C1N1(|,0)=FC1(£,0) , 

C2N2(^ 0)=GC2(|,0) 

Més explícitament 

(0., ^ (^|,0))=C1 (X)F0)=C1N1 (|,0)=FC1 (£,0)= 

= (P1 (01 +X01 ,Q1 (01 ,f 1)+X~V l) , 

(02(X$,O) ,f2(X|,0) ) =c2 (X"5,o) =C2N2 (f f 0) =GC2 (|,0) = 

= (P 2(0 2,T 2)+X0 2,Q 2(0 2,f 2) , 

on aquí i d'ara endavant, les expressions que no porten explí-

citament l'argument estan avaluades en (|,0) 

Escrivint les parts homogënees d'ordre n de les expressions 

anteriors 

(5 4) (0l(X^,O))n-\(01(|,O))n=(Pl(0l,yi))nf  

(5 5) (yi(X·Ç,O))n-X
1(f1(5,O))n=(Q1(01,^))n , 

(5 6) (02(\^,O))n-X(02(|,O))n=(P2(02,Y2))n , 

(5 7) ^2 ( X^ 0 ) )n-^ ( r2 (^ 0 ) )n = ( Q2 (9 : )2^2 ) )n 

Tenint en compte que en general (I(X|,0))n =\
n(I(|,0))res-

tant (5 6) de (5 4) 

(Xn-X) (01 (^O)-0 2(|,O)) n=(P 1 ( 0 r V ) n - ( P 2 < ? 2 , W 

= (P1 (01 )-P1 (01 ,Y2) +P1 (01 ,4'2)-P1 (02'^2) + 

+P1(02,f2)-P2(02,^2))n 

Buscarem una sèrie majorant per a 0 1 , 0 ) - 0 2 , 0 ) Abans 

notem que 
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P1 (X1 'y1 > " P2 (X1 'y2> H r - W X M - 5 > M x ! [ y 2 

I k, l-l 1-2 1-3 1-1 w . , 
= X|a k ¿|x 1(y 1 +y1 y 2

+Y 1 Y 2
+ + Y2 ) ( y1 - y2 ) < 

<r|a kJx
k(y 1 +y 2)

í' 1 ( y ^ K 

i anàlogament 

V i Í X 1 ' y 1 + y 2 ) ( y l " y 2 } 

p1 (x1 ,y2)-
p-| <x

2'Y2
) 

Llavors 

DxP1 (x1+x2,y2) (x rx 2) 

+ (|D xP 1(0 1 +0 2^ 2)|[V^1 )n+(|(PrP2)(02,y2)| ) n 

Si X = 1+ae°<+ existeix a' tal que 0 <a'< a i que si £ és 

prou petit es verifica X>1+a'£°< 

Així \n-X=X(\n"1-1) > Xíd+a'E*)"-1-!) > X(1+(n-1)a'£"-1) > a'£* 

si n > 2 

Per tant 

(5 8) 
a '£ 

+
 l ° x P 1 ( ' V l I + l<P1-P2 ) i^2^2 , l 

De la mateixa manera tenim que 

(5 9) (|f0)-V2(|,0)|^ —-U|DyQ1 (01 f^Wll l + 

cl E 

Com que P^(x,y,£) és entera (respecte de x,y), | P^ (x,y, £) | < M^* 

i P.J comença amb termes de segon grau tenim que 

^ (x,y,E)=£" Z 
k > 2 
h > 0 

k l h 
CkíhX y £ 
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D P . i D P„ són també enteres i comencen amb termes de 
x 1 y 1 

primer grau El mateix passa per a Q^, DXQ^ i °y^2 

Pel teorema 5 1 , 0 ^ , ^ ' ^ 1 s° n a n a l^ t l c3 u e s e n u n e n _ 

torn de l'origen 

Sigui r^ tal que les anteriors funcions convergeixen en 

la bola de radi rQ D P1 (0., D ^ (01 + 02 , y>2 ) 

D Q1 ( ^ I ^ + ICJ)
 1 °xQ1 són analítiques si || | < rQ 

Recordem que aquestes funcions estan avaluades en (f,0) 

Sigui 

un majorant comú a totes elles vàlid per a ¡|| < r^ 

Com que |F-G|=0(Éc< + 1) llavors | P -P | =0 ( +1 ) 

« + 1 per tant existeix M > 0 tal que | P^ -P2 | < M en 

{(02(frO)FY2(^,O))f |)|< r 0| Així P1-P2=e
0( + 1g(x,y^) 

on g és analítica 

Llavors existeixen constants positives i A^ tals que 

2 2 
b£4.I A-,(x+y) A (x+y) 

V P 2 < Ê ~ i Q^-Q2 ^ £ — 
1-A4(x+y) 1-Ag(x+y) 

Definim 

"X(f) = |Sz>r02l
(^o, + l V2I cl",oi 

Sumant (5 8) i (5 9) obtenim 

R » ^ ... » 2 . „ .„ , 2 

a '£"* 

Sigui _ >2 

. .,A_ (0. + F? )
 2 . AC (0, +SM 

-< — [ + + 1 3 2 2 + E* — - — — — 
" L 1 - A 2 ^ 1-A4<02+f2) 1_A6(02 ) J 

V 
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un majorant comú a 

a 3(0 2 +V 2)
2 A5(02+f2)

2 

I 
1-A4 (02+Y2) 1-A6 «p2 + f2) 

Llavors 

Com a la demostració de la proposició 5 4 considerem 

definida per la mateixa relació anterior, peró amb la igualtat 

^ és una majorant de X 

Com que les constants A i són independents de £ tenim que 

existeixen r^ i K^ positives, independents de £ tals que 

I M 0-T02I {l£l'0) < K1 £ ' 

I (Y.,-^) (J,0Ï |<| y.,-^! ( \)\ ,0) < K.,8 si |||<r1 

Llavors 

I <C1-C2) (5,0) |< si |||<r1 

Igualment es prova que 
I (C.,-^) (0,^) |< N/2K2£ 

Prenem K=max ( V2K , \Í2K0 ) Això acaba la demostració 

*<*>= e 
2A7^

2(1-A2^) 

(1-Agp (1-(A2+A9)|) 



CAPITOL 6 

SEPARACIÓ ENTRE LES VARIETATS INVARIANTS 
PER A DIFEOMORFISMES ANALÍTICS 
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6 1 Introducció 

En aquest capítol estudiarem la separació entre les va-

rietats invariants per a famílies de difeomorfismes conser-

vatius, propers a la identitat,amb punts homoclínics, descri-

tes al començament del següent paràgraf, en el cas analític, 

i obtindrem una fita de la separació molt més precisa que pel 

cas diferenciable En aquest cas la separació és exponencial-

ment petita en funció del paràmetre o alternativament del lo-

garitme del valor propi més gran que 1 Això ja ens mostra que 

una teoria clàssica de pertorbacions no és útil en aquest cas 

ja que no permet detectar aquesta petitesa 

Sembla imprescindible usar les varietats invariants esteses 

als complexos per obtenir aquesta fita, cosa que només és pos-

sible per a famílies de difeomorfismes analítics 

En primer lloc es busca un camp autònom conservatiu que 

tingui una òrbita homoclínica i el seu flux temps una potèn-

cia adequada del paràmetre és proper a la família 

L'òrbita homoclínica del camp és independent del paràmetre 

i és analítica en una banda complexa,1'amplada de la qual, ve 

determinada per la singularitat d'aquesta més propera a l'eix 

real Direm í a aquesta amplada Després es globalitzen les 

varietats invariants complexes partint dels resultats locals 

del capítol anterior usant com a referència l'òrbita homoclí-

nica del camp trobat Es globalitza també la integral primera 

local al voltant de les varietats invariants Això permet cons-

truir, a l'entorn d'un punt en que volem estudiar la separació, 

una funció periòdica, de període el logantme del valor propi 

més gran que 1 
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De les propietats d'aquesta funció se'n dedueix la fita 
esmentada El resultat és, de forma més precisa, que donat 
qualsevol número positiu existeix una constant positiva N 
tal que per a valors del paràmetre prou petits la separació 
és menor que 

N exp 
En els exemples del capítol següent es mostra com famílies 

que no són, en principi, exactament com les del tipus estudiat 
s'hi transformen a través de canvis lineals 
Finalment en l'apartat 6 3 es fan algunes consideracions 

sobre la mtegrabilitat de difeomorfismes analítics 
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6 2 Separació entre les varietats invariants 

En aquest capítol considerarem famílies de difeomorfismes 

Fe C2 >C2 del tipus 

(6 1) FG (x,y) = (Xx/X"
1y)+e°<(f1(x,y) ,f2(xfy)) + 

+ e0^1 (g1 (xfy,e ) ,g2(x,yf a) ) 

2 
amb (x,y) 6C i *<=IN, verificant 

i) Fe(x,y) és real si x,y són reals, 

íi) Fe preserva àrea, 

2 

m ) Fe és analític en <E respecte de (x,y) i en 

respecte de f , ^ i g (i=l,2) comencen amb termes 

d'ordre 2 respecte de x,y, 

ív) X=l+a£*-+0 ( e*"1"1) amb a > 0 

Aquestes condicions obliguen a que (0,0) sigui punt fix 
u s 

hiperbòlic Denotem que W i W les varietats invariants 

corresponents Suposem a més la condició 

v) Per a tot 0 < £ existeix un punt homoclínic cor-u s responent a W i W i existeix un conjunt compacte B 

U s 

que conté les parts reals de W i W des de l'origen 

fins al punt homoclínic 

Com al capítol anterior h=lnX 

Proposició 6 1 

2 

En les condicions anteriors existeix un camp autònom en (D , 

analític,conservatiu, amb imatge real sobre els reals que té 

l'origen com a punt singular hiperbòlic i té una òrbita homo-

clínica (r tal que per a e petit les parts reals de les varietats m-
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variants de l'origen de F£ estan prop de la part real de <r en 

el sentit de la proposició 2 4 

Demostració 

La forma que prenen els difeomorfismes F£ ens motiva a consi-

derar el camp donat per 

x=x+ ~ f (x ,y) 
a I 

( 6 2 ) 1 

y=-y+ — f2(x,y) 

Com que F£ preserva mesura 

/l+a £%£°<Dxf1 (x,y)+0(E°
( + 1) f (J (x ,y ) +0 ( E

0"+ 1 ) \ 

det 
y £0<Dxf2(x,y)+0(e

0' + 1) 1-ae°< + £
vDyf2(x,y)+0(E

t>< + 1)/ 
= 1 

i per tant 

.«+1 1+£0<(a+Dxfl (xfy)-a + D f2(x,y) )+0(E'" ")=1 

i com que Fe és analítica respecte de £, ha de ser que 

Dxf1(x,y)+Dyf2(x,y)=0 

i per tant la divergència de (6 2) és nul la 

Es immediat que que (0,0) és un punt singular hiperbòlic 

de (6 2) 3a que f^ 1 f 2 comencen amb termes quadràtics 

Suposarem sense explicitar-ho que 0 < 6 <£„ amb £0 suficient-

ment petit 

Per l'observació que segueix al corol lari 2 3,l'aplicació 

G £ definida com el flux temps ae"* de (6 2) 1 l'aplicació 

Fg definida per 

— Oí 1 1 
F 6(x,y) = (x,y)+a e (x+ — f (x,y),-y+ — f2(x,y)) 



- 123 -

són tais que existeixen constants tais que, en B 

|DF£ -II < C 

I DGe -1 I < C 

|D 2FJ< 

|DkG£-D
kF¿ I < ( 0 k < 2 ) 

A més, és immediat que, en B 

|DkF -DkF I < M¿e* + 1 , (0 ̂  k 

Per tant, utilitzant la desigualtat triangular es veu que 

es verifica la hipòtesi ni) dels teoremes 2 4 i 2 5 per 

a Ft i G £, per a r=1 

Per a la hipòtesi il), com a la proposició 2 6 

o\ /ea£" 0 
DGe (0,0) =exp at0<= 

\0 -1/ \0 e" 

i per tant els valors propis són del tipus liat^+OU**1 ) 

Llavors prop del punt homoclínic de F £ les varietats inva-

riants de Gj han de ser properes entre si Les varietats 

invariants de G £ són les de (6 2) que són independents de e 

Com que el camp és conservatiu, si les varietats invariants 

són properes entre si, han de tallar-se i com que, a més, 

és autònom, han de coincidir Aixl resta provat que (6 2) 

té una òrbita homoclínica Els teoremes 2 4 i 2 5 acaben 

la demostració 

Introduïm G g com el flux temps h de (6 2) 

Per a 0 < £ < E0 existeix b > 0 tal que | h-AE* | < b ^ 

Llavors és fàcil provar que 

DKGe-D
KGE I < (0 <k ^ 2) 
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Usant la desigualtat triangular, existeixen constants M̂ ' 

tals que 

|DkF -DkG |<M^£"
 + 1 (0^k<2) 

A més 
1 0 

DG£ (0,0) =exp| ]h = 
/eh 0 

h 
\0 e 

i per tant els valors propis d'aquesta diferencial coin-

cideixen amb els de DFe (0,0) 

Representem per u(t) i v(t) les parametntzacions de les 

varietats invariants inestable i estable de F£ respectivament 

donades per la proposició 5 3, sense explicitar-ne la depen-

dència en £ 

La següent proposició ens dóna una relació d'aquestes para-

metntzacions amb l'òrbita homoclímca <r de (6 2) 

Proposició 6 2 

Existeixen r^> 0 i K>0, independents de £, tals que 

|u(t)-<r(t) I < KÊ SI Re t < ln r1 + tQ , 

I v (t) - <r(t) I < K £ si Re t > In r , 

per a 0<£<£o, on tQ i t'Q s'especifiquen en la demostració 

Demostració 

Primer expressarem <r en una forma convenient per a la 

comparació amb u i v 

Com que (6 2) és conservatiu existeix H(x,y) entera 

(f i f„ són enteres) tal que 
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3H 1 _ - . 
= - y + V f 2 ( x ' y ) 

En (29) es prova que existeix un canvi de variable canònic, 

analític, del tipus 

C(5,7) = (|+ X 0 U + X^k(^,i)), 
k>2 k>2 

convergent en un entorn de l'origen tal que, en les noves va-

riables, H pren la forma 

Sigui r^ tal que si r^ i j ̂ |< , C és convergent 

En el nostre cas a=1 En efecte, recordem que els desenvo-

lupaments de f^ i f 2 comencen amb termes de grau dos 

Com que 

=x + f (x ,y ) 
-3Y 1 

tenim que 

H(x,y)=xy+ ( ̂  (x,y)dy+R(x) 

i d'aquí 

•3H 

però també 

|f=y-f2(x,y) 
R 

Comparant es dedueix que el desenvolupament de — comença 
dx 

amb termes de grau dos, per tant el de R comença amb termes 

de grau tres Així 

H (x,y)=xy+ 

Yn K K 

és a dir, com volíem provar 
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Diem oj= £ »j Les equacions en les noves variables són 

T _ H 
^ ~ 9 h 

(6 3) 
9 H 9 H 

7 T y 

i per tant el flux solució és 

ja que verifica (6 3) i ÑF(0 , £ ,7) = , 

En particular, l'òrbita homoclínica ve donada localment 

en aquestes variables per 

ö:(t)=(|et,0) = (±et~t0,0) amb $ =+e_t° 

si Re t és suficientment negatiu, 1 per 

?(t) = <0,«le-
t) = <0,±e-(t-tÖ)) amb ^=±et(^ 

si Re t és suficientment gran (positiu) 

Llavors (suposant > 0) 

<r( t) =C (et-t° , 0) per a Re t 'molt negatiu , 
(6 4) 

<r(t) =C(0/e~*
t~t<^ ) per a Re t molt positiu , 

Anem, ara, a estudiar el canvi C més acuradament 1 a donar-

li una altra interpretació Per això considerem el flux de 

(6 2) El 

representem per ^J-ÍX/Y) Representem per (x,y) 

el flux de (6 3) Tenim que 
M>t(x,y)=C^t(54)=CÍftC"

1 (x, y ) 

Diem Ge al flux temps h de (6 3) L'anterior expressió pren 

la forma 

Ge(x,y) =CG£C"
1 (x,y) 

o també 
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G£=C
 1G6C 

Com que 

(Hw(lï)h)
2 (H^j^h) 2 

(|(1+HCÜ(|l)h+ + ) ,*l(1-HÜJ($7)h+ + )) 
2 ' 2 ' 

veiem que G g està en forma normal de Birkhoff i que C és 

un canvi que porta G£ a aquesta forma i a més té la propietat 

que és independent de £ Ja hem dit que el canvi a forma nor-

mal de Birkhoff no és únic, però,en el nostre cas, la proposi-

ció 5 2 prova que C ( § , 0 ) i C(0,<j) estan univocament deter-

minats 

Siguin C2 = c 1 C1 c a n v i (depenent de £) que porta Fe 

a forma normal En les condicions que estem, la proposició 

5 5 ens assegura que existeixen e0 i r^>0 i K > 0 (indepen-

dents de £) tais que 

|c1 <!,0)-C2(|,0) I < Kg , 

|C1 (0,*})-C2(0,*|) I < K£ , 

per a || | , M < ̂  i 0 <€<£„ 

Usant (5 4), (5 5) i (6 4) s'acaba la demostració 

Proposició 6 3 

L'òrbita homoclínica <r de (6 2) es pot estendre analíti-

cament per a t pertanyent a una banda complexa del tipus 

{ t G C , |lm t|<£ j 

Demostració 
Per la demostració de la proposició 6 2 sabem que existei-
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xen z^ , reals que compleixen 

(T(t) =C(et_t°,0) si Re t < 1 

CT(t) =C(0,e~(t~t^) ) si Re t > î 2 

on C és analític 

Per tant er està ben definida en 

[tec, Re t < z ] U (t G C , Re t > 

L'interval C O MP a cte i <r està definida per a t real, 

t e ^z P e r l'analiticitat de CT podem estendre-la a una 

banda 

{tec, r ^ R e t<z 2, I Im 11 < S j , 

cosa que prova la proposició 

Observació 

Notem que,el Í maximal amb aquesta propietat, és la distàn-

cia de l'eix real a la singularitat de 0" més propera a aquest 

El següent teorema és el resultat principal d'aquest 

capítol 

Teorema 6 4 

Sigui Fe una família de difeomorfismes del tipus (6 1) 

verificant les 5 condicions del començament de l'apartat 

Sigui £ el valor maximal que verifica la propietat de la 

proposició 6 3 Sigui P un punt real de l'orbita homoclínica 

de (6 2) 

Llavors per a tot ^>0 existeixen £o>0 i N>0 independent 

de £ tals que la distància entre les varietats invariants 
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de Eg prop de P és menor que 

N exp (-2TI(£-7) /ln\) 

per a 0< £ <£0 

Demostració 

Durant la demostració d'aquest teorema haurem de provar 

alguns lemes 

Sigui r^ el radi de la bola centrada a l'origen per la 

qual el canvi i la forma normal de la proposició 5 4 con-

vergeixen Diem B a aquesta bola Com que C£=1+0(1) 

( 0(1) respecte de £), existeix una bola de radi r_ , B , tal 
2 r2 

que C,(B )D B Si cal, restringim perquè en B es ve-
r0 r2 2 r2 

rifiqui la propietat de la proposició 5 5 

Sigui C e el canvi que porta F£ a la seva forma normal de 

Birkhoff estudiat en la proposició 5 4 Definim c¿ per 

C£(x,y) = (x,y) +C£(x,y) 

Ce és d'ordre 2 en x,y i d'ordre 1 en £, la seva inversa és 

leí i 

, 

_1 
del mateix tipus Si anomenem C a la component i-èsima de 

- 1 - 1 
C1 C 2 =xy+ 

on els punts indiquen termes d'ordre 3 en x,y i d'ordre 1 en £ 

Així 

Dy(C;
lC¡1)=x+ 

on els punts indiquen termes d'ordre 2 en x,y i d'ordre 1 en £ 

Per tant existeixen r,< r i A> 0 tais que en B 
ó ¿ r-3 

|Dy(Cl
1C2

1)-x|< A|(x,y)I2 

Així si (x,y) G B -B 
r3 r3/2 
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I (C1
1C2

1 ) |> X-a| (x,y) |2>2^-Ar3=^-(1-2Ar3) 

Suposem, a més, que r^ és prou petit perquè 1-2Ar^> 0 i 

prenem 

s0=-^(1-2Ar3) 

Sigui i^ un segment real de C contingut en B^ -B^ ^ 
3 3 

Siguin t^ < 12 els valors reals tals que cr(t̂ ) és l'extrem 

inferior de í̂  i 0*^2) n'és l'extrem superior 

Suposem, a més, que (T(t)C B si 
r2 

t 6û0s|t <=C , t1 < Re t < t2, |lmt|<6-^} 

Si això no es verifiqués, només caldria restringir r^ ( i per 

tant -̂j/t-| 1 

fl-(t) = ( I a e n t , I b e n t ) si Re t < z. 
« n „ n 1 n>1 n>1 

i per tant 

|lm<r(t)U((Z | a J e n R e t ) 2
+ ( Z | | e n R e t) 2) 1 / 2 

n>1 n^1 

que tendeix a zero quan Re t tendeix a -oo 

Existeix T > 0 tal que P=cr(t0) amb tQ e (t +T1 ,t2+T.| ) 

Existeix T > 0 tal que cr(t) £B per a 
2 r2 

t éA2={t ë <C , tyj +T2< Re t < t2+T/) +T2 , | Im 11 < 

Això és possible perquè, anàlogament com abans |lmcr(t) | 

tendeix a zero quan Re t tendeix a oo 

Sigui Ü Q = |z = <r(t) , Sigui 4> el flux de (6 2) 

De les anteriors definicions és clar que f està definit per 

z i t€ [O,T1+T2] Per la continuïtat de ^ existeix 

r tal que ^ està definit per zG?íQ+r i t^[o,T1+T2] i que 

¥(t,z)€B si zGíV+r i 
r 2 0 2 
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Sigui H g ^ Q + r Definim 

.n. = {z=4>(t,w) , o ̂  t < t1+t2 , wen.Q j-
Per sencillesa de notació escriurem l'equació (6 2) en la 

forma z=f(z) on z=(x/y) De manera semblant escriurem 

Fe (z)=z + £
oíf (Z)+O(Î0< + 1 ) 

1 F"1 (z)=z-£*f (z)+0 (£* + 1) 

Sigui 71 1'adherència de A Ës compacte 

Siguin M2 i M^ tals que en 

IFI< M2 |DFJ < M3 

e n ñ 

Sigui M ^ M ^ + 2, de manera que per a î0 prou petit 

|DF£ (z) I < I+M4E
W SI zen. I o<e<£0 

M M 1 2 M . T C M 2 . 

5 E 4 ' ~D~ ' 
0( 

on T=max(T1fT2) i C i D verifiquen que D < < C 

Definim i cl ¡J" (i=1,2,3) per 

-A1={Z=LF(T,W), 0 4t <T 1 +T 2 , W6N^}CIL-2IM5£0  

amb £0 prou petit perquè i 

n2={z=
vf(T1 ,w) , w&n^j 

/l.3 = {z=>f(T1+T2,w), 

Lema 6 4 1 

Existeix M.J> 0 independent de £ tal que 

k - G £ | < M l £ "
+ 1 , 
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^ - g - M ^ É « * 1 , 

en xi 

Demostracío 

4>(t,z) verifica t, z ) =f ( f ( t, z ) ) i 4>(0,z)=z i per tant 

f (h, z ) - HH 0 , z ) = f (vp(s,z))ds , 

on L és un camí que uneix 0 amb h L'escollim de manera que 

sigui real Com que 

~ " | f (f(s,z) )-f (vp"(0,z) ) |^[D7f~?n|) I |s| = 

= |Df )D M» I I s I = 

= |Df )f ) I I s I ^ M2M3h , (0 <| < h) 

Per tant 

|G£(Z)-F£ (Z) I ^ J M2M3h ds +O(E°
< + 1)=M2M3h

2+O(£O< + 1)=O(E0< + 1) 

'0 
De la mateixa manera es prova l'altra afitaciô 

Siguin 

entera 

I N2 = on els parèntesis indiquen part 

Lema 6 4 2 

Per a 0 <e <íot 

1 ) Si z e ^ , F£ (z) éfl per a 0 ̂  n ̂  N , 

2 ) S i z € N J , |F"(Z)-G^(Z) I < M5£ per a 0 < n 4; N 

N 1 1 2 3) F£ ' (n.j) c n 2 , 

~N2 3 2 
4) f e

 2(n 3)cn 2 

Demostració 

Provarem 1) 1 2) per inducció 
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De fet provarem que 

|F£(Z)-GÎ<Z) U M 1(
N¿\L +M 4£

<V)6* + 1 

1 = 0 

Per a n=1 

|Fe(Z)-Ge(Z) I < ML£
0< + 1< M 5£<M 5£ 0 

Suposant que és cert per a n-1, n ̂  N^ , 

|Fe
n(z)-G?(z)|<|F£Fj-

l(z)-FEG^-
1(z) | + |F£G

IJ-1(z)-G^-1{Z) | * 

,n-1 , . „n-1 . . i w « + 1 
<|DF£ (J) I |F£

_1 (z)-G^-1 (Z) |+M1£
0{+I< 

C Í I + M ^ Ï M " ! : (1+M4€
ot)l£0,+ 1+Ml£

D' + 1< 
4 1 = 0 1 

n-1 i M. 
X ( 1 +M. £* ) 1 £ < ^ ( U M . e 0 ' ) ^ £ 

i=o M4 

M L T M C 
e £ < M 5 £ 

AIXÒ implica que Fg(z) £B (Gc(z)lCil 

Per provar 3), primer hem de provar que 

n 1 
|F¡n(z)-G"£

n(z) U 2M1e«
 + 1 ¿ ( 1 + 2 M 4 £ V 

1 = 0 

2 
si z €-íl2 I 0 < n < N^ 

V 1 ... «+i n+2M4£«)
Ni-i 

Notem que 

2M1£"
 + 1 J d ^ f - V ^ M ^ « * ' Ü - - < 

1 1=0 4 1 

M i (1+2M.£0<),ri/ M 2M.T.C / OM
 4 / 1 4 1 < 2M1£ < e £ 

2M £* M 
4 4 

Per a n=1 , repetint el procés de la proposició 2 1 

|F¡1(Z)-G~1(Z) U Z M ^ " * ^ M5£O 
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que implica que 

F ; 1 (Z ) £B m (G"1 (z) ) c n 1 

5 0 

Suposant certa l'afitaciô per a n-1, 1 

|F¡n(z)-G-£
n(z) I < |F-1F-(n-1) (z)-F-1G-¡(n-1) (z) | + 

+ |F7^
( N- 1 Ï(Z)-G- 1G7 ( N- 1 ,(Z)|< 

<|DF¡1 <)) I |F¡(n"1) (z)-G-(n-1) (z) 

1 n - 2 1 
é(1+2M/)2M £ + X (1+2M Z1) 1+2M 

q 1 i= 0 4 1 

1 n _ 1 

$2M1£°
<+I X (1+2M .E") < M G 

1 = 0 b 
Això prova que Fg n(z)£B (G7n(z))c^i si z e n 2 i 0 < n ̂  N 

J>igt0
 c ¿ \ 

Finalment 

F " N 1 ( z ) É B H C ( G ~ N 1 (Z)) 5 

Corn que 

|G~NI (Z)-4'(-T1 ,Z) | = |^(-N hFZ)-^(-T1 ,Z) | = 

= h ( - N 1 h , z ) - ^ ( - T l + N l h , ^>(-N1h,z) ) | = 

= |z0-^(9h,z0) I 

on ZQ = h, z ) i O < 0 < 1 i com que 

A 

M>(eh,z0)-z0= f(vf(s,z0)) ds 

'0 

1 |vp(ehfz0)-z0|< M 20h<M 5Dh <M 5£^< M5e0 , 

tenim que 
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Per provar 4), igualment com per a 3) es prova que 

|F7n(Z)-G-
n(z)h 2Mi£"

 + 1 IZ(1 +2M 4 e
o t) 1 

1 1 = 0 4 

3 
si i 0 ̂  n < N2 i per tant tenim que 

—N -N M1 2M T C 
|F£ (z)-Gg (z) I ̂ — e ^ e < M5 £0 

M4 

I que 

-N2 -N2 2 
FE U , G B M 5 e 0

( G E ( Z , , C B 2 M 5 f 0
( ? ( " T 2 ' Z ) ) C n 2 

on la penúltima inclusió es prova igualment que pel cas 3) 

Això acaba la demostració del lema 

Com que 

f;1(Vl(t),v2(t))=(Vl(t-h),v2(t-h)) 

tenim que 

F £
 Z(v1(t),v2(t))=(Vl(t-N2h),v2(t-N2h)) 

A més, per la proposició 6 2, si £0 és prou petit 

(v1 (t) ,v2 (t^en
3 pera t é ^ 

Per tant 

(v1 (t-N2h) ,v2 (t-N2h) )en 2 pera t € A 2 

2 
D altra banda podem definir E en fl̂  per 

-N E(z)=E(Fg ' (z) ) 

" N 1 2 1 

ja que pel lema 6 4 2 Fg (n2)Cn^ 

Definim Y per Y(t) =E (v (t) ,v2 (t) ) en 
ílg^té C, t1+T1+T2-N2h < Re t < t2+T1+T2~N2h, | Im 
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Lema 6 4 3 

Per a O < E < E 0 , 

1) f és h-periòdica, 

2) |y<t) \ < K1 en .n.* , 

3) Existeix K > O tal que si te_Q*OIR, llavors 

|?(t) I < K exp (-2TJ (¿-rj) /h) 

Demostració 

Ac 
1) Per a í0 prou petit existeix t tal que t i Llavors 

Y(t+h)=E(v1(t+h),v2(t+h))=E(Fe(v1(t),v2(t)))= 

=E(Vl (t) rv2(t)) = y(t) 

-N 
2) Si ten*, R<t)=E(v1(t) fv2(t))=E(FG ' (v1 (t) ,v2(t) ) ) 
on f~N1 (v1 (t) ,v2 (t) ) g fi^ Com que E és afitada en íl1, ja 

que és analítica en un domini més gran (recordem que 

- - 1 - 1 

E=E C i C =I+0(1)),i per tant existeix K^ amb la pro-

pietat buscada 
3) Com que Y és h-periòdica es pot desenvolupar en sèrie 

de Fourier i tenim que 

m ) = f c exp(in^-t) 
n=-°o n h 

t+h 

on c = Pf(s) exp ( - m s) ds 
n n j h 

h 

Per avaluar la integral per a n > 0 , considero el següent 

camí complex 
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t+h 
Re t 

on prenem = A 1~ interior d'aquest recinte la funció 

a integrar és analítica i per tant podem aplicar el teorema 

de Cauchy, d'on 

c + — 
n h lo 

t 

2"H 
f (t+h+is)exp(-in — ( t + h + is))ds + 

+ j T(-i ̂ +s) exp (-in -̂ j- (-í^ + s) )ds + 
t+h 
o 2T1 

t + is) exp (-in —pj- (t+is))ds = 0 

Per la periodicitat, la primera i la tercera integral, són 

iguals però amb el signe contrari Així 

t+h 

/ 2H . 
exp(-in —j^s)ds 

c ^ 
n 1 

, 2n ( . exp (-n ) 
,t+K 

| Y ( - 1 ^ + S ) j d s < K 1 e x p ( - n 

Per a n < 0 considerem el camí 

t + i£ 

t+h 
Re t 

i obtenim 

l c
n U K1 exp (- I n I ) 

Llavors si E0 és prou petit 
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exp (- —7~ « .. ) 
| m ) " c ° k 2 K l ^ ~ < 4 K l e x p ( " 

1 -exp ( — à ) 

Com que existeixen punts homoclínics reals, es a dir, exis-

teixen valors de t reals pels quals y(t)=0 

|c0|< 4K1 exp(-

Així 

|y(t) |< 8K1 exp(-

Lema 6 4 4 

Per a 0 < £ < £0 prop de P, la separació entre les varietats 

invariants de Fg és menor que 

^ exp(-2T|(£-7)/h) 

on N és una constant positiva independent de £ 

Demostració 

Sigui S e w^nn 2 HR 2  

£ ¿ 

u 2 2 ~N1 
Escollim Ré W F n n 2 D R de manera que R' = (R.j , R^) =F £ (R) i 

"N1 

S'=(S^,S2)=F£ (S) tinguin la mateixa primera component, és 

a dir, R1=S1 
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Calculera 

D E=D (Ê C"1)=DFË C~
1D c7 1+D NË C

_ 1D C~1 = 
y y > y 1 7 y 2 

—1 —1 —1 —1 —1 —1 —1 —1 —1 —1 
= V)OC 'D C, + £ C D C '=C 0D C, +C/D C '=D (C/C ') 
i y 1 > y 2 2 y 1 1 y 2 y 1 2 

D'altra banda 

E(S)-E(R)=E(S,)-E(R,)=D E(E0)(S^-R^ 

on e0
eA|, Da que S.j=R.j Així 

1 

I3!"11! '<lD~É7ë^TT'E(S)-E(R) l <"i^ E ( S ) exp ( — 2T1 ) /h) 

]a que E(R)=0 D'altra banda, corn que en fl, | DF£ f< 1+M^g^, 

si © ^ n ] llavors per a 0 A mes 

N n-l 
DF£ I^) = J! DF8 (FG(EI ) ) 

N, n-1 
n i 
1 = 0 

i per tant 

N N T / F W M T 
|DFÊ

1 (6.,) I ^ (1+M4 E*)
 1<; (1+M4E

0<) 1 < e 4 1 

Per tant 

N 1 N 1 N 1 M 4 T 1 

|s2-R2|=|FE
1S,-Fg

1R·I ^iDFg 1(0^ I|S'-R'|< e 4 n|s'-R¿|< 

M T 

< ^-e 4 1exp(-2TI(á-^)/h) 

M T 
« K "4 1 

Prenem N= —-e 
0 

Corol lari 6 5 

En el teorema anterior podem substituir la hipòtesi v) per 
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v1) (6 2) té una òrbita homoclínica <r associada a l'origen 

Demostració 

Igualment com al teorema 6 1, les varietats invariants de 

F e i G£ són properes entre si Com que dues branques de les 

de Gg coincideixen amb ff", dues branques de les de Fg són pro-

peres entre si Com que F és conservatiu, han de tallar-se 

(26) Això prova l'existència d'un punt homoclínic A més, 

com que les corresponents branques (les seves parts reals) 

de les varietats invariants de F^ són,des de l'origen fins 

al punt homoclínic, a distància de l'ordre de e de <r, exis-

teixen £o>0
 1 u n conjunt compacte B tal que per a 0<£<£ 0 

B conté els esmentats trossos de varietats invariants 

Cal assenyalar que en la demostració del teorema 6 4 no 

2 

s'ha usat que Fg sigui analítica en C , sinó tans sols que si-

gui analítica en un entorn de l'òrbita homoclínica (T per a 

valors de t tais que |Im t|< í 

Seguint exactament les mateixes idees es prova , 

Teorema 6 6 

2 2 

Sigui Fe U c IR > !R , amb U obert i afitat, una família 

de difeomorfismes del tipus (6 1) tals que 
i) Fe preserva mesura 

li) F£ és analític en U 

m ) X=1+ae°<+0(£0( + 1 ) amb a > 0 i txeK, 

ív) Per a tot £, 0<£<£ o existeix un punt homoclínic 

corresponent a les varietats invariants de l'origen 
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(que per la forma (6 1) i 111) és hiperbòlic) tal que 

les varietats invariants, des de l'origen fins al punt 

homoclínic, estan contingudes en un compacte contingut 

en U, 

v) Si (T és l'òrbita homoclínica de (6 2) i Fe es pot es-

tendre a un entorn (en C ) de ĉr(t) , | Im t|<£j- on Í 

és la distància de l'eix real a la singularitat de fl" 

més propera a l'eix real 

Llavors es té la mateixa conclusió que al teorema 6 4 

Observació 

Si en comptes de la hipòtesi v), Fe només es pot estendre 

a U*=|(z1,z2)eC , (Re z^ ,Re z 2)£U, | Im z.JJlm z 2 | < r ^ 

on r és independent de £, llavors la conclusió és que fixat 

un punt P de c, existeixen £o>0 i N i positius i independents 

de £ tals que la separació entre les varietats invariants de 

F E prop de P és menor que 

N exp (-211 y/lnX ) 

per a 0< £ < £ 0 
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6 3 Integrabilitat de difeomorfismes analítics 

2 2 

Sigui FE UCR > IR una família de difeomorfismes ana-

lítics depenent analíticament del paràmetre £ amb un punt 

hiperbòlic i un punt homoclínic associat a ell per a tot £ 

Les varietats invariants del punt hiperbòlic es poden po-

sar localment, a l'entorn d'un punt d'aquestes com a gràfi-

ques de funcions analítiques respecte una de les variables 

2 

de R i de e 

Suposem que existeix una determinació analítica del punt 

homoclínic per a tot £, és a dir, que la posició d'aquest és 

una funció analítica de £ (Això és possible provar-ho si exis-

teixen simetries que obliguin a que un punt homoclínic esti-

gui sobre una determinada recta o corba via el teorema de la 

funció implícita) 

Definim com a funció angle de tall la funció que ens dóna 

l'angle que formen les rectes tangents a les varietats inva-

riants del punt hiperbòlic en el punt homoclínic en funció 

del paràmetre 

En aquesta situació l'angle de tall és una funció analíti-

ca 

Com és sabut (30) , quan les varietats invariants d'un di-

feomorfisme 2-dimensional es tallen transversalment aquest no 

té integral primera analítica 

En la situació que hem descrit, els difeomorfismes de la 

família només poden ser integrables, com a màxim per a un con-

junt discret de valors del paràmetre 

Per a les famílies estudiades en l'apartat anterior, per 
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a valors petits del paràmetre, l'angle és exponencialment 

petit respecte d'aquest i per tant és difícil detectar nu-

mèricament que és diferent de zero Aquest raonament asse-

gura que si veiem (numèricament o per algun altre mètode) que 

l'angle és diferent de zero per a un valor del paràmetre (pot-

ser gran) en la família hi ha com a màxim, un nombre discret 

de difeomorfismes integrables 

De fet, per a difeomorfismes del pla, perquè hi hagi ínte-

grabilitat no tan sols ha de ser zero l'angle de tall sinó 

que les varietats invariants han de coincidir 

Ens fixem ara en famílies de difeomorfismes del pla,analí-

tics, depenent analíticament respecte de £, on 6=(£^,&2' ) 

és un paràmetre multidimensional, que tenen un punt fix hi-

perbòlic i un punt homoclínic associat a ell que té una de-

terminació analítica 

Considerem la funció distància entre les varietats inva-

riants mesurada convenientment per exemple, mesurada sobre 

la recta normal a una de les varietats, definida entre el 

punt homoclínic i la seva imatge Ës una funció analítica 

respecte d'una variable i del paràmetre £ 

Escalant l'espai, de manera que la imatge del punt homoclí-

nic estigui a distància unitat d'aquest, obtenim una funció 

que ens mesura la distància entre les varietats invariants, 

definida en l'interval [o,l], analítica respecte de la varia-

ble i respecte de £ 

És raonable pensar que per a famílies del tipus considerat 

que siguin genèriques, la funció obtinguda és, en certa mane-

ra, genèrica Perquè les varietats invariants coincideixin 
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aquesta funció ha de ser nul la i perquè sigui nul la s'han 

a'anul lar totes les seves derivades en 0 (per exemple) 

Per a cada derivada que volem que s'anul li necessitem po-

der comptar amb una component £ del paràmetre £ 

Això indica que per a difeomorfismes del tipus considerat 

la integrabilitat és un fenomen de codimensió infinita 



CAPÍTOL 7 

EXEMPLES 
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7 1 Difeomorfismes quadrâtics del pla que conserven àrea 

i orientació 

Els difeomorfismes quadràtics del pla que conserven 

àrea i orientació amb un punt fix, no trivials (17,36) 

es transformen a través d'un canvi lineal i un escalat en 

difeomorfismes de la família definida per 

(7 1) Fc(x,y)=(y,-x+2y
2+2cy) 

amb c>l (13) 

En particular s'hi poden transformar les aplicacions 

d'Hénon 

Fa^b(x,y)=(l+y-ax
2,bx) 

amb b=-l 

La família (7 1) té un únic punt fix, (0,0),per a c=l, 

el qual és parabòlic, i dos punts fixos,(0f0) i (l-c,l-c), 

per a c>l El primer sempre és hiperbòlic i el segon és el-

liptic per a l<c<3, parabòlic per a c=3 i hiperbòlic per a 

c>3 

Ens interessem per les varietats invariants de l'origen 

u s que anomenem W i W 

Els difeomorfismes (7 1) es poden escriure com a compo-

sició de dues involucions, F =1, 
c 1 2 ,c 

donades per 

(x,y)= (y,x), 

2 I2 c ( x , y ) = ( x , y - 2 ( y - x -cx)) 
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Això proporciona que les varietats invariants siguin 

simètriques respecte la recta y=x i simètriques,paral le-

2 
lament a l'eix y,respecte y=2x +2cx 

A (13) es prova que existeix un punt homoclínic corres-

LI S 

ponent a W i W sobre la recta y=x, la posició del qual és 

funció analítica respecte del paràmetre c per a c>l i tendeix 

a (0,0) quan c tendeix a 1 

Malqrat que (7 1) no està en la forma (6 1) veurem com 

fent canvis de variable podrem usar el corol lan 6 5 per a u s 

provar que la separació entre W i W és exponencialment 

petita respecte del paràmetre, quan c tendeix a 1 

Els valors propis de la diferencial de F c a l'origen són 

\ ± = c ±Vc 2-1 

que tendeixen a 1 quan c tendeix a 1 

Escollim com a nou paràmetre £ = N/c-l Així 

X ± = l+£ 2± í\¡2+E1= 1 ± VJ£+-0(£ 2) 

A partir d'ara escriurem Fe en comptes de F c 

Per a diagonalitzar la part lineal de Fg fem el canvi li-

neal c donat per la matriu 

i obtenim F£ donat per 

(7 2) Fg (x,y) = (Xx + j1 , (\x+X~1y)2 r X ' V - i 1
 0 (Xx+X~1y)2) 

£V2 + £2 £V 2 + £ 
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Veiem que quan e tendeix a zero Fe no està afitat 

Fem ara l'escalat definit per 

C2(x,y) = (e
2x,£2y) 

i obtenim Fe donat per 

(7 3) Fe (x ,y) = (\x+ (\x+\~1y)2,X~1y- g _ ( A x + \~1y)2) 
v 2+Ê 2 \ j 2 + e 2 

que és del tipus 

(\x,\~^y)t 6 ( -==- (x+y)2, --L (x+y) 2 ) + 0(£2) 
V2 V2 

Considerem el camp donat per 

1 , .2 x=x+ y (x+y) 

(7 4) 

1 , .2 
y= -y - ~2 

el qual prové del hamiltonià 

H(x,y) =xy (x+y) 3 

Aquest hamiltonià té una separatriu (Òrbita homoclínica) 

però és difícil d'obtenir-la directament en aquestes varia-

bles 
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Fem el canvi canònic 

u= — (x+y) 
V2 

v= (-x+y) 
V2 

que ens transforma H en H donat per 

v 1 , 2 2. \Í2" 3 H (u , v) = -y- (u -v ) + -j-u 

L'òrbita homoclínica ve donada per H(u,v)=0, és a dir, per 

2 2 2\Í2 3 
V =u + — = — u 

D'això i de les equacions del moviment 

9H u= — — =—v 
3 v 

3H ,/r 2 
v=- - — =—u—V2u 

9 u 
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s'obté que aquesta és 

Shßt 
u(t) = - v (t)= -2«ß í=  

Ch y91 Ch y3 t 

3 V T 1 
amb o< = -r- i ß = "2" i en les variables x,y és 

(7 5) x(t) = ^ P ^ P ^ h ß t y ( t ) = .Chgt-2ftShfft 

V2 c h 3 / í t 12 ChJyS t 

Així doncs, per a F£ , es compleixen les hipòtesis del 

corol lari 6 5 í es troba immediatament de (7 5) ja que 

les singularitats més properes de l'òrbita homoclínica a 

l'eix real són ±TJI 

Per tant, donat ^>0 existeixen íq> 0 i N>0, tals que 

per a 0<E<£Q la separació entre les varietats invariants 
« 

de Fg, en un entorn d'un punt prefixat, és menor que 

N exp 2TÎ JLtl ~ N exp lnX V2 £ 

Pel que fa a la separació entre les varietats invariants 

de Fg, la fita és la mateixa excepte un factor constant mul-

2 

tiplicat per £ degut als canvis fets per a portar FE a F£ 

Aquesta fita és, en certa manera, òptima 

Anem a comparar-la amb un estudi numèric F c permet un 

estudi bastant aprofundit perquè cada iteració de F reque-

reix només una multiplicació ja que podem escriure 

F
c(x,y)=(y,-x+(y+y)(y+c)) 

L'angle de tall entre les varietats invariants en un punt 

homoclínic definit en l'apartat 6 3 dóna una certa mesura de 
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la separació entre aquestes Com que la distància entre un 

punt homoclínic i la seva imatge és de l'ordre de £f la se-

paració entre les varietats invariants prop del punt homoclí-

nic és aproximadament proporcional a e per l'angle de tall 

Calculem l'angle de tall en el punt homoclínic p situat 

sobre l'eix y=x En primer lloc aproximem Wu localment en 

un entorn de l'origen per un polinomi de grau 5 Després glo-

balitzem aquesta fins al punt homoclínic i calculem la posi-

ció d"aquest Partint d'un punt suficientment pròxim a l'ori-

gen tal que iterant-lo N vegades s'obté p, iterant per la di-

ferencial de F£ un vector tangent a W
u en el primer punt ob-

tenim un vector tangent a Wu en p 

Per les simetries,1'angle de tall és el doble del que for-

men el darrer vector obtingut i la recta perpendicular a y=x 

en p 

Per obtenir angles per a valors més petits del paràmetre 

simulem els números com a vectors enters Per això cal uti-

litzar rutines especials per a simular les operacions suma, 

producte i divisió Això ens ha permès treballar amb números 

fins a 285 xifres (la limitació és deguda al temps de càlcul 

emprat) 

Els resultats es mostren en la següent taula 

X £ c angle de tall 

1 3 0 1 8 6 0 5 2 1 0 1 0 3 4 6 1 5 3 8 0 9 9 4 4 8 6 9 8 6 8 E - 2 0 

1 29 0 1 8 0 5 4 6 1 1 1 0 3 2 5 9 6 9 0 0 1 2 9 3 3 7 6 5 0 4 E - 2 0 

1 28 0 175 1 0 3 0 6 2 5 0 0 0 1 4 4 3 5 6 9 1 2 7 E - 2 1 

1 27 0 1 6 9 4 1 3 0 6 1 0 2 8 7 0 0 7 9 0 1 3 5 8 9 8 5 6 3 3 E - 2 2 
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X E c angle de tall 

1 26 0 16378460 1 02682540 0 1057707498 E--23 

1 25 0 15811388 1 02500006 0 6649578268 E--25 

1 24 0 15240015 1 02322581 0 3286291084 E--26 
1 23 0 14664264 1 02150406 0 1236621438 E--27 
1 22 0 14084057 1 01983606 0 3411759479 E--29 
1 21 0 13499311 1 01822314 0 6597370324 E--31 
1 20 0 12909945 1 01666667 0 8470514533 E--33 
1 19 0 12315871 1 01516807 0 6762440325 E--35 
1 18 0 11717002 1 01372281 0 3097994765 E--37 
1 17 0 11113248 1 01235043 0 7374050504 E--40 
1 16 0 10504515 1 01103448 0 8053530221 E-•43 
1 15 0 09890706 1 00978261 0 3446953298 E-•46 
1 14 0 09271726 1 00859649 0 4719315014 E-•50 
1 13 0 08647471 1 00747788 0 1584357293 E-•54 
1 12 0 08017837 1 00642857 0 9145215789 E-•60 
1 11 0 07382716 1 00545045 0 5589696243 E-•66 
1 10 0 06741999 1 00454545 0 1833626865 E-•73 
1 095 0 06419505 1 00412100 0 8290257666 E-78 
1 090 0 06095568 1 00371560 0 1208043258 E-82 
1 085 0 05770175 1 00332949 0 4639671871 E-88 
1 080 0 05443310 1 00296296 0 3651730632 E-94 
1 075 0 05114957 1 00261628 0 4281501825 E-101 
1 070 0 04785101 1 00228972 0 4960887386 E-109 
1 065 0 04453726 1 00198357 0 3320257434 E-118 
1 060 0 04120816 1 00169811 0 6269958966 E-129 
1 055 0 03786355 1 00143365 0 1256685466 E-142 
1 050 0 03450327 1 00119048 0 6795065162 E-157 
1, 045 0 03112715 1 00096890 0 1368763698 E-175 



- 153 -

1 040 0 02773501 1 00076923 0 5260040656 E-199 

D'aquests resultats es pot pensar en trobar una expressió 

del tipus 

A(ln\)B exp (-C/lnX) 

per modelar la funció angle de tall Per adonar-nos que és 

realment una expressió molt fidel fem el següent experiment 

Determinem A,B i C amb les dades corresponents als valors de 

X 1 3, 1 29 i 1 28 Obtenim A=87692502, B=-8 268891734 i 

C=19 78502818 D'aquí l'angle predit per a X = 1 04 és 

-199 

0 3102x10 , amb sorprenent acord amb el valor experi-

mental 

Fixem-nos que, essencialment, el valor corresponent a 

C en la fita trobada teòricament per a la separació entre 

W u i W s és 2T12=19 739209 

El paper de en la fita teòrica és afitar, en aquest g 

cas i en general, el factor (lnX) si B <0, cosa que fa 

perfectament perquè si e és prou petit (lnX) < exp lnX 
Ës clar que per a ^ més petit necessitarem eQ més petit 

En aquest sentit considerarem que la fita és òptima 

Si ara determinem B i C amb les dades corresponents als 

valors de X 1 08, 1 07 i 1 06 obtenim B=-8 018273 i 

C=19 740035 Notem que la diferència relativa entre aquest 

2 -5 
darrer valor i 271 és 4 1854x10 

Si els determinem amb les dades corresponents als va-

lors de X 1 050, 1 045 i 1 040, obtenim B=-8 0082713 i 

C=19 739507 Ara la diferència relativa de C amb 27I2 és 

1 5107xl0-5 
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De tot això és plausible, com a expressió asimptòtica de 

l'angle de tall, quan s tendeix a zero, l'expressió 

(7 6) A(lnÀ)"8 exp(-2n2/ln\) 

Per a determinar més precisament el valor numèric de A 

calculem els valors de A a partir de (7 6) per a valors de-

creixents de X i obtenim 

X Axio"8 

1 12 1 09613 

1 11 1 09756 

1 10 1 09889 

1 09 1 10011 

1 08 1 10122 

1 07 1 10221 

1 0 6 1 10308 

1 05 1 10382 

1 04 1 10445 

g 

i extrapolant, avaluem el valor buscat en 1 10554x10 apro-

ximadament 

Per acabar, a través de (7 6) i el darrer valor trobat 

calculem alguns angles i donem l'error relatiu respecte 

dels angles calculats numèricament 

X <* error relatiu 

1 05 0 680559xl0~157 1 55xl0~3 

1 10 0 184471xl0~73 6 05xl0"3 

-46 -2 
1 15 0 349218x10 1 31x10 z 



- 1 5 5 -

1 2 0 0 
1 25 0 
1 30 0 

866132xl0~33 

687615xl0"25 

104185xl0~19 

2 25xl0"2 

3 41xl0"2 

4 76xl0~2 
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7 2 Aplicació Standard i aplicació standard generalitzada 

L'aplicació standard apareix en la literatura en diverses 

formes Una d'aquestes és 

2 

Fe(xfy)=(x+Ey+£ sinx,y+Hsinx) 

En comptes d'estudiar aquesta aplicació estudiarem una apli-

cació més general, que anomenarem aplicació standard generalit-

zada, definida per 

(7 7) F£ (x,y) = (x+ey + É
2V' (x) ,y+eV' (x)) 

on V és una funció entera, periòdica de període 2TI, parell, que 

té un önic mínim no degenerat en (-"n,"n], situat en x=0 (V1 (0)>0) 

Aquesta reprodueix 1'aplicació standard quan V(x)=-cosx 

2 

Fg és un difeomorfisme global de € , analític i que preser-

va mesura El seu invers és 

FI1 (x,y) = (x-fy,y-£V' (x-ey)) 

Per les condicions exigides a V els punts (2kn,0) són els 

únics punts fixos hiperbòlics reals Hi ha d'haver també punts 

fixos el líptics 

Per la periodicitat de F£ respecte de x podem considerar 

que està definit en un cilindre obtingut identificant x=0 amb 

x=27l Ens interessem per les varietats invariants de l'origen 
n g 

les anomenarem W i W Si diem a=V"(0), els valors propis 

de DFf (0,0) són 
1/2 

X±=l+6
2-|-±(E2a4-e4a2/4) = 1 ± VlTe+o ( £2 ) 

Per poder aplicar el corol lan 6 5 hem de posar primer F6 

en la forma (6 1) Per això fem un canvi que diagonalitzi la 
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part lineal El canvi ve donat per la matriu 

-£a/2+(a + £2a2/4)1/2 - ga/2-(a+ £2a2/4 ) 1 / 2 

Pel canvi, Fe es transforma en Fe definit per 

(7 8) F^ (x,y) = (Äx + -ŷ =r(V' (x+y)-a(x+y) ) + 0(£2) , 

X _ 1 y - - ^ ( V (x+y) -a (x+y) ) + 0 ( £2) ) 

Considerem el camp 

p x=x + (x+y)-a (x+y) ) 

y=-y-^(V' (x+y) -a(x+y) ) 

el qual prové del hamiltonià 

H ( x , y ) = x y + ^ ( V ( x + y ) - - f ( x + y ) 2 ) 

Per obtenir la separatriu d^ aquest hamiltonià fem primer un 

canvi canònic per facilitar-ne el càlcul Fem el canvi 

u= pr(x+y) 
(7 10) V2 

v= -¡= (-x-t-y) 
V2 

El hamiltonià en les noves variables pren la forma 

H(u,v)=- ~ V(V2u) 

Les equacions del moviment s6n 

u=-v 

(7 11) 
v = - — V ( Í 2 u ) 

ña 



- 158 -

La separatriu ve determinada per H(u,v)=H(0,0), és a dir 

Y v 2 = li" (V(^2u)-V(0)) 

la qual està ben definida perquè V(\¡2u) >V(0) si u^ \Í2kTl ( k € Z ) 

Tenint en compte (7 11) 

(7 1 2 )
 U = ± ( T (V(\Í2u)-V(0) ) 1 / 2 

De fet hi ha dues separatrius, una correspon al signe positiu 

i l1altra al negatiu 

La proposició 2 6 ens assegura que F£ i per tant també F e  

tenen punts homoclínics En (10) es prova que si aquests exis-

teixen n'hi ha d'haver un sobre la recta x=V 

Es verifiquen les hipòtesis del corol lari 6 5 Ens man-

ca calcular i 

Les singularitats de l'òrbita homoclínica de (7 9) són les 

mateixes que les de (7 11), 3a que les equacions que la des-

criuen estan relacionades pel canvi (7 10) Busquem les de 

(7 11) perquè són més fàcils de trobar 

Suposem que u(0)=b 1 busquem t* tal que u(t*)=°° De (7 12) 

t* 

s'ha de complir 
» 

(7 13) ±\[ä f (V(Í2u)-V(0) )'1/2 du= ! dt 

A '0 

però per a la primera integral escollim un camí complex de b 

a 00 perquè sinó obtindríem t*real (de fet®) 1 3a sabem que 

l'òrbita homoclínica no té singularitats reals 

Definim V(u)=V(f2u)-V(0) Els zeros simples de f donen lloc 

a punts de ramificació d'ordre 2 de la funció submtegral Els 

zeros dobles donen lloc a pols simples, etc 

D'altra banda si x 1 R són reals amb R fixat 1 diferent de 
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zero, |y(u+Ri)P1/'2 és de l'ordre de e" A W 2 ( 0 menor) com 

es comprova desenvolupant ^ en sèrie de Fourier Per tant la 

integral (7 13) en un camí de la forma |x+Ri,x^ x ^ ten-

deix a zero quan R 00 Llawors si tots els zeros no reals 

de y són simples, (7 13) no depèn del camí d'integració que 

usem per avaluar-la si aquest no passa per l'eix real 

Im t 

Rl 

i 
<1 Ai 

b 

En aquest darrer cas podem concloure que a l'entorn d'un 

punt d'una de les varietats invariants, donat ^>0 existeixen 

EQ > 0 i N > 0 tals que per a 0 <t <fQ la separació entre aques-

tes és menor que 

N exp ( (-2n J Im t*| - /lnX) 

on t* = Va (V(f2u)-V(0))"1/2du 

k 

Si f té zeros dobles o d'ordre més elevat cal fer un es-

tudi dels camins que porten de b a oo i trobar quin dóna la 

singularitat més propera a l'eix real 

Si V(x) és un polinomi trigonométrie del tapus 

n c 
V (x) =- X —rjcoskx 

k=l K 

tal que V(\/2x)-V(0) té els seus zeros no reals simples, 
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(7 13) es pot tfeduir a una integral irracional (la condició 
n 

V"(0)> 0 és aquí ¿L kc, > 0) En efecte, 
k=l K 

(V(\/2u)-V(0) )"1/2=( X "T" (l-cos/2ku) ) ~ 1 / 2 = 
k=l K 

, V CK o 2Í2 , v-1/2 = ( Z. -tt 2sin -ô-ku) •« O - L I 1 r\ 

k=l k 2 

Per conveniència suposem que b= -pL i escollim el camí 
V2 

i /2s, s > 0 | Llavors (7 13) esdevé 

2 Väi 

y 

00 

( il ^ sin2(4k+iks))"1/2ds = 
k=l K ¿ 

.00 

r - I 2 c 2 2 c 3 2 - 1 / 2 = 2 vai (c^cos 1S+ - y sin ^st-^-cos i3s+ ) ' ds , 

•'o 

on usant relacions trigonomètriques podem escriure la funció 

subintegral com 

(cos2is ¿ d, cos2kis)~1/2=(Chs)"1( U ¿ d kCh
2 ks)" 1 / 2 

k=0 K k=0 

on d^ són constants obtingudes en substituir i reordenar 

Fem el canvi Chs=u i obtenim 

00 

2 V^i ' u - 1 « X ä ^ h i u 2 - ! ) ) " 1 ' 2 ^ * 
k=0 K 

Q 
Si V(x)=-cosx- -^cos 2x es poden concretar més els càlculs 

La condició perquè l'origen sigui hiperbòlic és l+2c >0 

En aquest cas els zeros complexos de y són simples (7 13) esdevé 

00 

±1 íu"1  

'1 
((1-Au2)(u2-l))~1/2du 

on A=2c/(l+2c) 
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2 
Fent el canvi 1/u =t obtenim 

(-t2+(A+l)t-A)"1/2dt 

h 

Usem la primitiva (44) 

dt 1 , 2at + b , =- —arcsin( -) 

\j .2 . . ^ Vb2-4ac vat +bt+c 

i obtenim per a -1/2 <c < 0 

+ — [-TV2-arcsin((A+l)/(l-A)) ] i= + y [-Tl/2 + arcsin (-4c-l) ] i = 

= +y(arccos(-4c-1) )i i per a c ̂ 0, de 

l"expressi6 anterior, usant que arcsmz= -íln(zi+vl-z2) 

+ y [-11/2-1 In (i ( —4c—1 )+• Vl- (4c+l) 2 ] i= 

= [-N/2-i ln (i (-4c-1+2 V 4 C 2 + 2 C ) )]I = 

= ±[ln ( V2c+l+\/2c) + y i] 

Llavors podem concloure que en un entorn d'un punt, donat 

> 0 existeixen £q> 0 i N > 0 (depenents de C)tals que per a 

0 < £ <£g la separació entre les varietats invariants de Fe 

és menor que 

N exp (-Tl(arccos (-4c-l)-2i|)/lnX) per a -1/2 < c ^ 0 

1 menor que 

N exp (-m2-2i|)/lnX) per a c > 0 

Aquestes fites estan plenament d'acord amb els resultats 
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analítics de Lazutkin (23) i els numèrics de Simó (39) 
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