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dee espacials relevants i la solucid snalftica és de dificil obten—

ci8 (Acki i Osteryoung — 1981,1984 i Shoup i Szabe - 1982).

Recenment, K. Aoki et al. (1984) plantegen el pro-
bleme del transport de carrega a través de polimers lligats sobre
la superficie de 1°el®ctrode com si es tract8s d’una difusié aparent
amb un model de dues dimensions, perd han de recdrrer a métodes de

diferencies finites per a trobar les cobres cronoamperomdtriques.

4.2.4.~ DESENVOLUPAMENT EN SERIES.

Aquest mdtode de recolucid de sistemes d’equacions
diferencials en derivades parcials engloba tots els procediments en
qud se suposa la solucidé com ura sdrie (generalment infinita) de fun
cions de les coordenades espaoio—temporals; Aquest m&tode &s molt
emprat en la resolucid d’equacions diferercials de diffcil solucid
analftica, perd cuan es tracta d“equacions diferencials en derivades

parcials, el métode és ja de més diffcil aplicacié.

Normalment, i pel que respecta a les equacions di-
ferencials en derivades parcials que ens interessen, el que se sol
fer es suposar que la solucid &s producte de funcions que només de-
penen d’una variable (mdtode de separacions de variables) i &s per
a cada funcid que s’estableix un desenvolupament en s®rie funcional
que se suposa, que podem englobar els diversos tractaments que es
troben normalment a la literatura, especialment de cindtica electrd-

dica, i sén basicamebt dos:
i) desenvolupament en série de poténcies.
ii) desenvolupament en s&Tie de polinomis ortogonals.

de fet, el segon mdtode &s un cas particular del primer, perd &s

~degut a la seva recent importdncia i a uns aspectes diferents, que
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després ja es comentaran, que s’ha considerat apart.

N \
4.2.4.1.~ DESENVOLUPAMENT EN SERIE DE POTENCIES.

No farem un tractat general, sin que ens centra-
rem en un cas particular, prou important i pel que fbu aplicat per
primer cop aquest mdtode. Ens referim al cas de la polarografia en
qud el sistemz d’equacions de difusib-conveccid (4), que com ja veu-
rem més endavant (capitol V), suposant el model de pla en expansif
(model d'Ilkovié) i aplicant el procediment aproximat introduit per
Je Kouteckf (Kouteckﬁ i Koryta - 1961, Brdiéka, Hanus i Kouteckfr—
1962), en qu® es pot desacoblar el sistema d”equacions (4) a unes

5

equacions on el terme de font K\{Ls%) no hi apareix, es convertei-

Xen en
\ [ y T C ( g
en b e lec(Bl) = v 98 (4
ot T xE 5 o K

on x &s una coordenada espacial que t& qQue veure amb la distdncia a

la superffoie de l’eldctrode (= ).

Per a resoldre 1l’equacid (16), J. Koutecky (1953a,
b i ¢) va introduir un mdtode, al qual se’l coneix com "m&tode dels
pardmetres adimensionals", perd que no &s més que un métode de desen
volupament en série de poténcies, i al que R. Guidelli en el seu re-
view (1971) s’hi refereix com a mdtode d’integracid en sdries, el qual

és molt apropiat;

Aquest métode consisteix en fer adimensionals les
variables espacio-temporals (x,t), mitjangant el segllent canvi de

coordenades

v
U

s )
W0, &

~
311
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" on K1 y K, y n 1 m s6n pardmetres a determinar.
<.

Arb el canvi (17), l’equaci8 (16) esdevd, pel cas

.en qud n = —1/2

+ ;t > %;ES;EELZJ - Yﬁ}7 QQELL&.EJL - (j

2 Do oy
D Kl M_m_f_g;gi)
‘ o D x D

D

K, encara que no entri a (18) s’escull de manera que y sigui adi-

mensional, i amb la seglient definicid per a K1

= K:L X - ) + X S 49
—2: {‘L/—L = ﬂf& D/ \: K )

3

\

% esdevé clarament adimensional.

/

Ara se suposa que la concentracié ¢, (z,y) es pot

k
expressar com una série de poténcies en y

20

< (gy) = =2 &Nl)/h (20)

{1=0°

(‘\

on fi (z) sén funcions desconegudes de z (els coeficients del desen—

volupament) i 1 &s un pardmetre que s’escolleix segons les circums-—

t3ncies, per a qud la sdrie (20) sigui convergent.

Agul es veu gque la solucid no serd de variables se~—
parades i1 1l’dnic que imposem al canvi de variables (17) és que m'eli
mini coeficients mixtes (de x i t) i que el coeficient de cada terme

derivada només depengui de la variable respecte de la qual es deriva.

Per a calcular els cceficients fi (z), substituim
(20) a l’equacid diferencial (18) i per a qué es verifiqui l’equacié
cada coeficient de la mateixa poténcia de y ha de ser idénticament
nul. Aixd ens déna la segllent equacid diferencial pels ooeficienté

fi (Z)

,S&“ (v) + 2% g; L) - 24 %{&(‘t) = 0 @0

f(,fO-i/-n

- g (1¢)
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on Y = (6/7) m 1.

Per a resoldre (21) hem de tornar a suposar que

fi (z) es pot desenvolupar en sgdrie de potdncies de z

_ (> :
&&w =D d E 21/
AR : .

on g &8s un parametre arbitrari.

Procedint de forma andloga, al substituir (22) a
1’equacid diferencial (21), els coeficients de la mateixa poténcia
de 7z han de ser iddnticament nuls, la qual cosa ens porta a les se-

glients relacions de recuxréncia
) '.—‘b .
PR . Sl et (AU (29

e KF*}{"”WSWH’) o

amb la cordicid inicial

wio ffrI =0 (w4

la qual'ens d8ra dos valors possibles per a (g ’ <5 =0 i (3 =1,

i aixd ens porta a dos tipus de solucions

A

~ So
— . i ~ = (F N 3 kK')?
(‘b = O J V(,\ (,'E) = i:'o A, \
e oy o e (md)
a; ) () (p42)
_ At
) /
- ) = < C o ?: (*&é)
S = 2 ,
amb Co ne2 2 (X4 - A-2) .
e Z forr
G A (D) (Ma3) ?@
on a, iec, vindran determinades per les condicions de contorn. }“
i,o i,so

Aleshores la solucid general serd de la forma

0 . (¢ /sy
c((qc/\/) = ,fi; {E’LLK,LUV) ' K{ L‘fx k%)}‘}/ (x?)
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Aquest mdtode es pot aplicar a qualsevol forma ex—
plfcita que pugui nrendre l”equacié de difusib-conveccid, perd, na-
turalment, la complicacib estard en la forma explfcita de les equa-—
cions diferencials que surtin, aixf com en les condicions de contorn

(que serd a on hi haurd la major dificultat).

L’escola de Mdrcia (J. G&lvez, A. Sernz, A Molina i
col.laboradors) 8s la que ha\emprat més aquest mé&tode en diferents
tdcniques. Aguesta escola s“ha centrat en 1%estudi de la resposta -
i(t) del dme dins del modei d’esfera en expansié (s®ries de potdn-
cies respecte al parametre de correccid de l°esfericitat, 3 Ky in—
troduilt per J. Kouteok§((1953a) al model de pla en expansié d’Ilko-
vié),en les t2cniques polarografiques NPP i dc polarografia (com a
1imit de la NPP quan el temps de pule tendeix a zero)(Galvez i Serna
- 1976a, b i ¢) en gue segueixen i milloren els treballs de A.A.A.M.
Brinkman i J.M. Los (1964-6tabd, sense considerar efectes de doble
capa (adsorcib, termes capacitiug) i a diferents mecanismes de reac-
cié quan hi ha reaccions quimiques en fase voldmica acoblades a la
reacci§ o reaccions electroquimiques (G&lvez, Serna i Fuente — 1979,
G&lvez, Serna, Molina i Marin - 1979, G&lvez i Molina - 1980a,b i
1981, G&lvez, Molina i Fuente - 1980, GAlvez, Serna, Molina i Serna
- 1981, GAlvez, Molina i Serna - 1981). Culminant 1 &studi dels di-
ferents mecanismes CE, catalftic, EC. ECE i mecanismes de regenera-
cid en uns criteris per a poder discriminar entre els diferents me-
canismes a partir de les respostes experimentals (G4lvez, Molina i

Serna - 198lb);

Més recenment, aquesta escola, emprant la mateixa
técnica de desenvolupament en sdries, ha estudiat 1l’efecte de funci-
ons de pertorbacié no lineals sobre el dme, especialment en crono-
potenciometria, introduint funcions de pertorbacid del tipus i = iotq

amb q € Q (G&lvez - 1982), que a 1“igual que els estudis en polaro~
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grafia impulsional anteriors, no tenen en compte els efectes de la

doble capa, la qual cosa suposa treballar amb unes condicions de

contorn molt més senzilles.

No coneixem cap treball en qudé s’hagi aplicat a-—
quest m&tode quan les condicions de contorn incloguin efectes d’ad-
sorci8. Pensem que seria factible, perd que complicaria enormement

els oélouls;

. . A}
4.2.4.2.~ DESENVOLUPAMENT EN SERIE DE POLINOMIS ORTOGONALS.

Agquest mdtode é&s similar al darrer, perd fa us de
polinomis ortogonals segons una métrica definida, la qual cosa millo

« . ’
ra molt la convergéncia.

Foren L.F. Whiting i P.W. Carr (1977) qui introdui-
ren dins del camp de l’electroquimica (especialment dins del mén de
la gquimica electroanalitica), l‘anomenat mdtode dels residus ponde—
rats que ghavia anat aplioant‘en el camp de l%enginyeria quimica,
especialment en la versié desenvolupada per J.V. Villadsen i W.E.
Stewart (1967), els quals usaren desenvolupaments en séries de po-
linomis ortogonals (com una classe de residus ponderats) i tdcniques
de col.locacib (discretitzacid espacial). Degut a aixd, a la litera-
tura, a aquest mdtode se’l coneix com métode de la col.locacid or-

togonal (orthogonal collocation method).

Una comparacid del temps de cdlcul necessdris per
a resoldre aplicacions representatives dins del mén de l’enginyeria
qufmica (transport de matdria, calor, problemes de valors propis i i
problemes amb condicions de contorn rigides) feta per B.A. Finlay-
son (1972) va indicar que el métode de la col;looacié ortogonal era
molt més rapid que els mdtodes usuals eh diferéncies finites (expyi

cits o implfcits).



69

4.2.4.2.1.~ COL.LOCACIO ORTOGONAL EN MEDIS FINITS.

El mdtode de la col.locacid ortogonal consisteix en
suposar una funcié de prova, normalment un conjunt de polinomis pon-
derats, substituir aquesta funcib de prova dins de 1l°equacid diferen
cial i llavors seleccionar els coeficients dels diferents termes po-
lindmics imposant que el residu sigui zero, al promitjar sobre certs
punts. Si s’avalua 1°equacid diferencial en els zeros d“un polinomi
ortogonal, els residus hauran de ser necessiriament zero en aguests

punts de col.locacié (Villadsen - 1970).

Aixd +t8& 1l advantatge d’efectuar una enorme simpli-
ficacid matemdtica. De totes maneres, a l”augmentar en nombre de
punts de col.locacié, la solucid de prova haurd de satisfer 1’equa—

cif diferencial a més i més punts.

Un dels tipus de polinomis seleccionats sén els po-
linomis de Jacobi "desplagats" (Finlayson - 1972, pig. 9), definits

pel producte escalar

4 DO S B O I W o
j x(su—x")% A i () T, W dx = o (<3)
0

on 5, ~  &s 1l%anomenada delta de Kronecker.
)

Les propietats d”aquests polinomis es troben en
molts tractats matemdtics, cal citar els de J. Villadsen (1970) i

J. Villadsen i M. Michelsen (1978), entre els més importants.

: , , :
4e2,4:2.1.1s~ APLICACIO A UN EXEMPLE SENZILL.

Veiem com s’aplica aguest mdtode en un cas senzill

de fendmens de transport (Whiting i Carr - 1977), per exemple, volem

trobar la solucid de la funcié y (x,t) que satisfa la segllent equacid

I
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de difusid generalitzada
- -~ 2
R , \ L}’ . i ; -
EARAIN &%'E) * g ﬁ JAAY ? (1)
a b o X
amb les segllents condicions inicials i de contorn
x&lo ] | /(o/\:)
7’(4/%) = k(Y

\
O
—
[su

t<o S yXe) s puy

Per a aquest cas concret (difusié en ura e
nita), consideracions geom®triques indiquen que X = f& = 0, i con-
sideracions matemdtiques indiquen que una bona, perd no tnica, solu-

cié de prcva 8s

yUR, k) = (=) (o k) v Xy (4 k) o

L X ({A-x 13_ C(_(‘:ﬁ ?
(¢-x) = 5§ )T
(S—
on P 1 (x) 8s refereix a un menbre del conjunt complert de polino—
J—-
mis ortogonals que satisfan (28) amb X = 5 = 0 (anomenats polino-

mis de Legendre). S°ha de notar que un polinomi de Legendre d’ordre

N, t6 N arrels reals diferents dins de l®interval [0,1] .

Explicitént els N polinomis de Legendre, un cop esg
collit el valor de N, podem reescriure (31) en una forma mds compac-
ba N2 i

AL > X
.

on es veu clarament que aquest mé&tode &g similar al mé&tode Koutecky,

-

perd t& dues grans diferdncies:

() :»



T1

l.- La sdrie 8s finita (dep®n del valor de N)

2.~ Només busquem la solucié de y(x,t) en els N + Z punts de
col,locacib que s8n les arrels dels polinomis de Legendre i els dos

valors de x en les condicions de contorn.

Aquestes dues diferdncies fan que el mdtode sigui |
molt més facil d”aplicar ja que redueix considerablement el temps de

cdlcul,

Per a obtenir els ooeficients bj (t), hem de susti-
tuir la solucid de prova (32) dins de 1l’equacib diferencial (29), la
solucid de la qual es busca. Tanmateix, el programa de cdlcul és enor
mament simplificat quan nomds considerem la solucid de 1°equacid di-
ferencial en els punts de col.locacid, y (Xi y8) on i = 1,2,..,N + 2,

i cada Xi &s una de les N arrels del polinomi o un dels dos valors

de les condicions de contorn. Per tant, en termes d aquests N &+ 2

punts de col.locacid, podem escriure (32) com
Nig B o
Yo b)) = 3 (0 by (>2)
N

Ara, hem d”imposar que la solucié de prova (33) sa~
tisfaci 1l%equacif diferencial (29) en els N ¢+ 2 punts de col.locacid,
la quai cosa implica unes condicions per a trobar els coeficients
bj (t); Per a realitzar aixd, necessitarem les primeres i segones de
rivades parcials respecte de x de (33), cosa que farem imposant des—

prés el valor dels punts de col.locacid, x,

' wNiS \ ,
" /A\' ; ; ';‘/()(K 5*4) L) K{) .
erixe) ) - 5 ;T_Mﬂ/ d
(sw‘) ;

\ N+2 ;o

oAt
SALAIR
NI X= ¥, §

M

i

K T sy

i
(A
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Per a alleugerir la notacid, emprarem notacid matri

cial. L’equacié (33) serd
7 )
? (w = K /(Q/U) T ,/7(K~u,¥) )

< )7

/ \\ A

(b,

1

a b LY 0=

on

L
éf?
~
=
[T

/

emkw)

"
—
—
Y

i les equacions (34) les podrem posar com

—
NEACAD

N
—

\ —

on

Vi
N
~—
-
[k
( Q\/\
/’\
) =
-
[}
F58
S
\__/
7
)
A
-

S———
i

Y
- Q
i ™~
‘/\

<

|

(=8

Ne—

Aleshores, emprant aquesta notacid matricial i amb
les regles usuals de 1“3lgebra matricial, obtindrem de (35) (sempre

que es verifiqui que la matriu @k és no singular)

T - @il e

i substituint 1”equacié (37) dins de (36), tindrem
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>
Oy ) o gt S = A Y LY
\ ¢ X 7 /

on

M= R4 ™= T w’

S’ha de notar, que donat N, les matrius Al i 1> es
poden calcular facilment i sén invariants, independents del mecanis-—
me de reaccions quimiques acoblades i de les condicions de contorn.

Aixd &s una gran avantatge del mdtode.

A més, per a obtenir el flux de matéria a 1°inter-
ficie electrddica > , nomds cal sustituir a la primera de les equa

cions (38) una vegada el perfil de concentracions s®obtingui, y(t).

Per a obtenir el perfil de concentracions només en
els punts de col.locacib, hem de substituir (38) a 1%equacib diferen-

cial (29)
(Q;Z&:) - ’DB;W + %{;(.\)} (39)

L’equacid (39), per a un valor de N donat, ens ha
reduft el problema de solucionar una equacid diferencial en derivades
parcials a un sistema d“equacions diferencials de primer ordre res-
pecte de només una variable, la temporal, sense cap dependéncia ex—

plicita a 1%altra, l'espacial;

Ara s°ha d”imposar les condicions de contorn (30),

i explicitant el sistema (39) tindrem
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Naturalment, una de les grans limitacions d”aquest
m&tode, a 1l’igual que el de les diferdncies finites, serd 1%ds de
condicions de contorn més complexes, en qud no sigui facil tenir de
forma explfcita llur depend®ncia temporal (el cas més normal serd

1’exist®ncia d’una equacid de balang a la interffcie electrddica que

ens lligard "\9/(%{)/:)1\7>k:\‘z P 7/ k(r \';‘ljc ) . Encara que

no coneixem cap treball en qu® s’hagi emprat el m&tode de la col.lo-
cacib ortogonal en problemes complicats per adsorcid, si que n“hi ha
emprant el mdtode de les diferéncies finites a les t&cniques experi-
mentéls NPP i DPP complicades per adsorcid (Anson et al. - 1976, |
Flanagan et al, - 1977a i b), la qual cosa el fa molt mds farragds

d’aplicar.

Nosaltres creiem que el métode de la col.locacid
ortogonal es podria aplicar en aquests casos, perd el cilcul mate-—
matic es complicaria molt, depenent del tipus de condicions de con-

torn que s’empressin.

Tornant al cas particular que aqui ens ocupa, s’ha

de resoldre l’equacié (40) que &8s un sistema de N equacions diferen
cials de primer ordre, en qud les N funcions incdgnites y(xi yt) no
s8n més que el perfil de concentracions en els N punts de col.loca-
ci8. Per a resoldre el sistema (40) es pot emprar qualsevol sistema

d’integracid numédrica d’equacions diferencials en un ordinador.

S ‘\b\ﬁ7(\-\£)(k+ g{\k7k¢,¥)( K )

A S A
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4+2.4.2.1.2.,~ ALTRES APLICACIONS.

L.F. Withing i P.W. Carr (1977) han aplicat aquest
métode a un mecanisme ECE i a un mecanisme de disprotonacid de pri-
mer ordre i de segon ordre en un eldctrode pla (t®cnica cronoampero

métrica).

L4aplicacié d’aguest métode a altres técniques elec
troquimiques i a altres mecanismes s’ha realitzat per B. Speiser i
A. Rieker de l’escola de THbingen (R.F.A.) i per S. Pons de la Uni-
versitat d’Alberta (Canadd) en recents publicacions, els quals han
aplicat aquest métode s t&cniques com la cronopotenciometria, vol-
tametria ciclica amb el&chrodes plans i a eldctrodes com el dme 1
el rde (Speiser i Rieker - 1978, 1979, Speiser - 1980, Pons - 1981,
Speiser, Pons i Rieker - 1982, Pons, Speiser i McAleer - 1982, Pons,

Speiser, McAleer i Schmidt - 1982).

Recenment, S. Pons (1984) ha publicat un review so-
bre les aplicacions del m®tode de la col.locacid ortogonal als pro-

blemes electroquimics.

4.2.442.24— COL.LOCACIO ORTOGONAL EN MEDIS SEMIINFINITS.

Un dels grans incovenients d’agquest métode, tal com
1’hem desenvolupat aquf, &s 1°fis d’un espai finit de difusié (condi-
cions de contorn finit), la qual cosa obliga a la introduccié d’un

parametre adimensional, Cb ,que en el cas de la voltametria ciclica
D

i 8
sional la velocitat d’escombrat del potencial en voltametria ciclica,

&s (> = (Speiser — 1979), essent a el pardmetre que fa adimen—
i L una dimengid tipioa,dél problema, més enlld de la qual 1%efecte
de la difusié no es t& en compte (la qual cosa en s recorda el model

de la capa de difusid de Nernst); Aguest pardmetre els obliga a un
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procds d’optimitzacié (Speiser — 1980) per a trobar el millor valor
del parametre per a efectuar el cdlcul. El mateix es fa en el cas del

rde (Pons et al. — 1982a) i del dme (Pons et al. - 1982b).

Recenment, Shi-Chern Yen i T.W. Chapman (1982), el
darrer dels quals ja havia emprat, junt amb R. Caban, aquesta t&c—
nica en casos estacionaris (Caban i Chapman - 1976, 1977), han apli-
cat el mdtode de la col.locacid ortogonal a 1l’estudi de la voltame-
tria, perd a diferdncia dels treballs de B. Speiser, A. Rieker i S.
Pons, en qud adoptaven polinomis de Legendre dins de l’interval
X & [O,LJ , empren una nova famflia de funcions de prova, definides
en un domini semiinfinit, x ¢ EO,tw ) que s8n molt fitils per a trac-
tar problemes de transport usuals en el camp de 1l°electroguimica, i
aixf s’estalvien d’emprar un parametre adimensional ajustable per

l’amplada de la regid de difusid.

En una altra publicacid, R. Caban i T.W. Chapman
(1981), han introduft els polinomis ortogonals segons el segiient

producte escalar »
[T el (y) el dy = 1)

per a utilitzar-los com a funcions de prova en el mdtode de la col.lo
cacid ortogonal per a simular una gran varietat d’experiments elec-
troanalftics, els quals involucren transport dins d’una regié semi-
infinita. Shi-Chern Yen i T.W. Chapman han emprat aquests polinomis

a 1l%estudi de la voltametria cfclica amb transfer®ncia de carrega
reversible i amb un mecanisme Ecirr , com a exemple d”aplicacib del
métode, el qual, diuen, &s ficilment extensible a altres té&cniques i
amb altres mecanismes (amb cin®tiques no lineals), perd no mencio-
nen res de condicions de contorn més complicades en qué s’hi tingui

en compte complicacions degudes a l’adsorcié, fendmens capacitius,

etc, aixi com per a l‘obtencid de parametres cinétics i aplicacions
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a l7andlisi.

7 ~ N
4.2.4.2.3.- COMPARACIO AMB EL METODE DE LES DIFERENCIES FINITES

EN UN EXEMPLE CONCRET.

Recenment, M.J. Eddowes (1983) ha comparat els m&-
todes de les diferencies finites i de la col.locacid ortogonal a 1°
estudi de diversos mecanismes en un eldctrode de disc rotatori (rde),
restringt-se al cas d’estat estacionari i emprant un métode implfcit
(de Crank-Nicolson) en el cas de diferéncies finites, i un interval
finit en el cas de la col.locacid ortogonal, trobant que el métode
de la col.locaci8 ortogonal 8s, de llarg, el métode més eficient,
poguent-se optimitzar l“efici®ncia amb un canvi de la variable es-
pacial, degut al fet de suposar un interval finit per a la capa de

difusid-conveccib.

4.2.5;— TRANSFORMADES INTEGRALS.

Quen s’intenta resoldre una ecquacid diferencial en
derivades parcials (normalment en els problemes de la Fisica-Matemd-
tica solen ésser de segon ordre, com 1l°equacib de difusibé—conveccid
que aqui ens ocupa), hi ha un m&tode molt comunment emprat a la lite
ratura per a resoldre-les (Tyohonov, Samarski - 1964, Myint-U - 1973,
Mijailov - 1978), que &s l%anomenat mdtode de separacid de variables
i que consisteix en suposar que la solucib de l’equacid diferencial

és del tipus seglient
wW(r b)) = AH)-B((»)-C\X):T(%) i)
on T 3&¥/F/X') sén coordenades generalitzades.

Aixd normalment porta a la resolucid d“equacions

diferencials de segon ordre per a cada variable a considerar, que
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normalment solen ésser diffcils de resoldre i es recdrrer a desen-
volupaments en série de voténcies o en s&rie de polinomis ortogo-
nals. El gran inconvenient d’aquest mdtode &s que amb problemes de
contorn com el que agufl considerem, no es pot aplicar, ja que la

solucid no serd de variables separades.

Un altre métode bastant emprat &s 1°anomenat m&to-
de de les funcions de Green, especialment utilitzat per a problemes
no homogenis i déna la solucid en forma d”equacib integral, la qual
porta inclosa les condicions de contorn i inicials. Aquest metode
no el considererem aguf, encara que estd molt relacionat amb el que

a continuacid exposarem.

Finalment, quan hi ha problemes que involucren re-—
gions d’extensid infinita o semiinfinita, amb condicions de contorn
com les nostres (6), normalment no es pot aplicar aplicar el mdtode
de la separacié de variables i s”empren mdtodes de transformades in-
tegralsg, els qudls sén molt ficilment adaptables a les condicions de
contorn. Hi ha una t3cnica matematica, anomenada t&cnica de Wiener-
Hopf (Noble — 1958, Wyld - 1976), que &s molt fitil segons les condi-
ciong de contorn considerades, especialment guan la superficie on
es consideren aquestes condicions de contorn (~L) no és una super-
ffcie tancada dins de la qual s*hi produeix el fenomen de difusid-

conveccid.

4.2.5.1.,—~ TRANSFORMADA DE LAPLACE.

Les transformades integrals més emprades s8n les de

Laplace
' -

amb la transformacid inversa
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SRR
Ku) . A Yo e ds \u4)
/ A ) ag
amb c,xc i s ¢ , i la de Fourier
. e
T (H) = —w:f:a: . X\K/c‘ ' c\x (us)
i la seva transformacid inversa
+ % ;
ka) = \‘% /~x) TRr) ¢ el (&)

on X, i x tant poden &sser reals com complexes.

Si treball®ssim sempre en el camp complexe, ambdues
transformades serien equivalents (Wyld - 1976). Normalment, com es
treball en el camp real, s’escolleix la transformada de Laplace, ja
que usulament emprarem funcions en qué'la part temporal estigui en
1’interval LO,\ﬁ>), o que siguin idénticament nul.les per a t O, per

exemple la funcié pas de Heaviside (Schwartz - 1969), H(t)

1 t >0

()

ut

Ht)

o t<o
per a la qual
) r_ C " _ ‘;L VE
LA = sS = 2 (4?)
S >
i si empré&ssim una transformada de Fourier, definida de forma andlo-

ga a la de Laplace (43)

/m 8@k/ t__«xx' c\k (wc‘)

! - 4
T &) =TT
amb la transformada inversa, andloga a (46)

o y
| o = j F' (e Ak (s0)

4
Vo
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P Y \ ‘\ . . | N
veuriem que Ty R'WK\)/ no convergeix si vy & R .

40 20 501 ° lo— PROPIETATS.

En aquest treball s’ha escollit la transformada de
Laplace per a intentar resoldre el sistema d’equacions diferencials
(4), perd abans enumenerem algunes propietats (que s8n teoremes ma—
temdtics facils de demostrar (Mynt-U — 1973) ) de la transformada
de Laplace, les quals ens indicaran la utilitat d’agquest tipus de
transformada integral en la resolucid d”equacions diferencials en

derivades parcials.
I.- Existéncia.

Sigui f una funcid contfnua a trossos (excepte en
un conjunt de mesura nul.la) en l%interval [O,Tfl, ¥ T)>0, i sigui

at
f una funcidé d’ordre exponencial, &s a dir, lim f£(t) = e per

t- "0

algun a > 0. Llavors la transformada de Laplace de f(t)

F(S) = W/oo gxm@*st At (54)

existeix per a s > a.
II.- Linealitat.

si F(s) 1 G(s) sén les transformades de Laplace de

les funcions f(t) i g(t), llavors

w ) ¢ L () = aF6)+ bbs)
SR A A (59)

essent a i b constants.
III.~ Desplagament.

Si F(s) &s la transformada de Laplace de f(t), lla-

. at X
vors la transformada de Laplace de la funcid e f£(t) serd
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"%> { 6&% /\\k) % = T (3-4) (22)

IV.— Escala.

Si F(s) &s la transformada de Laplace de f(t), lla-

vors la transformada de Laplace de la funcié f(ct) amb ¢ © sera

-555{ S\ck)

V.~ Diferenciacid.

i

T2 e

=
o

Sigui f£(t) una funcié continua i £°(t) una funcié
continua a trossos dins de 1%interval 1 e—[O,Tsl, ¥4 >0, ademés
sigui £(%) una funcié d’ordre exponencial al fer t 2 < , llavors la

transformada de Laplace de £°(t) existeix i ve donada per

9%% W WQHM}-XM <)

Aquesta propietat es pot generalitzar a un ordre

qualsevol de diferenciacié

LAt A REANCE

(n=2) 0o(n-3 )
_ o ~ (c)
R S (©) X (5]
VI;— Integracié.

Si F(s) &s la transformada de Laplace de f(t), lla-

vors es verifica

@?,ps { jot ch(t > = tFS)‘ (S?>

Al resoldre problemes per aquest métode, la dificul-
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tat surgeix en trobar la transformada inversa. Encara que la férmu-
la de transformacid inversa existeixi, aixd requereix el coneixement
de la teoria de variable complexe. Tot i aixd, per certs problemes

de fisica-matemditica com el nostre, no es necessitard amprar la for-—

n

mila 4°inversib. Ene podem estalviar d°emprar-la, desenvolupant una
trensformada donada pel mdtode de les fraccioans parcials en termes

de fracccions simples en les variadbles transformadaes. Amb ajuestes
funcions senzilles es fa ser-ir una taula de transformades de Lapla~
ce (Erdély - 1954, Spiegel - 1970, Abramowitz i Stegun - 1972), i
aixf obtenir les funcions corresponents. B important fer esment de
la correszponddncia biunfvoca entre les funcions i llurs transforma-—
des de Laplace. Aixd &z cons=qUdncia del segient teorema (Churohill -

1944, Myint-U - 1973)

VII.- Tdentitat.

Siguin f i g dues funcions contfnues a trossos d’or
dre exponencial. Si existeix una constant So '/ &65,{ %Qb)} = %i-{a(%)}
Vs > s, » llavors £(t) = g(t) ¥ t > 0 excepte, possiblement,
en els punts de discontinultat. '

VIII.- Teorema de convolucid.

Definim el producte de convolucid de dues funcions

definides a l’interval IjO,T] sy ¥ T >0 , com una nova funcié h(%t)

o)l = " fle-o) g de o0

1 que compleix les seglents propietats:

1

b(¥)

i) commutatiu

REER I
ii) associatiu :

fr () = Uprgdeh o 60)
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iii) distributiu
%*(og_*.en) = &ga{c&)+(%*9\) Qoi)
anb aqQuesta definicié, el teorema de convolucid 8s:

Si F(s) i G(s) sbn les transformades de Laplace de
£(+) i g(t), respectivament, llavors la transformada del producte de

convolucié de £ i g serd

£ ] jweqly } - T 6(s) (8

4.2.5,1.2.~ APLICAGIO A LA RESOLUCIO DE L‘EQUACIO DE DIFUSIO-
CONVECCIO.

Si apliqudssim 1la transformada de Laplace a la part
temporal de la funci8 c, (F,t) definida per 1l’equacid ( o sistemes
d’equacions) (4), i fent ds de les propietats ssmentades, en parti-

cular la de diferenciacid (55) (teorema V), tindrem
S () = Cp(Po) = D D Cp (F5) -

- 385{(6'(?‘,%) : T‘o’\cl) Gr L2 Y) } + X4 U‘KHCSCF,U})}
()
on 5; (E:S) &s la funcid transformada per Laplace segons la variable
temporal associada a la concentracid de 1l esptcie k, i *g‘{ﬁ} % és
el funcional font vblﬁmica transformat per Laplace, que dependrd de

les concentracions de les espdcies o (Z,t) (en un cas general).

4.2.5.1,2.1.~ LIMITACIONS DEL METODE.

Véiem que a (63), encara que hem reduft una variable
parcial no tenim una equacié (o sistema d”equacicns) per a la funci

transformada, ja que en el terme convectiu hi ha la transformada de
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Laplace d”un producte de funcions i en el terme de font, efectes no
lineals porten també& termes de transformades de Laplace de productes
de concentracions. Per a simplificar 1’equacid (63) farem dues supo-
sicions de treball, que ja veurem més endavant que quasi sempre es

verifiquen:

1l.- Pels casos en qud hi hagi conveccid, al resoldre 1%equa-
cif de Navier-Stokes se suposa que el fluid ha assolit el régim es-

tacionari, &s a dir, que ’?'37/?*:=0, la gual cosa ens diu que no hi

ha depend®ncia explfcita de la velocitat amb el temps. Si la convec—
cid &s produida pel creixement de la superficie de 1°eldctrode, com
és el cas del dme, la velocitat estard relacionada amb el creixement
de 1%4rca i normalment serd temps—dependent. Per a adquests casos supo

sarem gue sempre hi haurd un canvi de variables que m“anul.li els

s . . = N .
productes de funcions relacionades amb Ok (r,t) i funcions temporals,

com la v(7,%).

2.- Quan en el terme de font (normalment degut a cindtiques

acoblades al procds que tenen lloc en fase homogénia) hi aparsixen

termes no lineals, sempre es pot fer s dels mdtodes aproximats in-
trodults per Kouteck$§ (Brdidka, Hanu§ i Konteck$ — 1962) per a eli-
minar aquestes no linealitats i quedar-nos amb squacions diferencials

amb derivades parcials de segon ordre lineals.

A mds, en el cas de qud (4) sigui un sistema 4%e-
quacions diferencials acoblades, suposarem due existeixen canvis fun
cionals, entre les {o_ (fﬁt) } a considerar, de manera due ens

J

desacoblin el sistema d’equacions diferencials.

4.2.5;1.2.2.— ESTABLIMENT D’UN FORMALISME GENERAL DE RESOLUCIO.

Amb les hipdtesis introduides en el darrer apartat,

1’equacid (63) es podrd posar de la segllent manera
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g .ﬂ C. (% s Cy(®s) - ° >
+:/L{T‘“Q(('W/)) T )/ qu)

on EF &€s un funcional generalitzat, que ha de ser lineal, on no hi
havurd depend®ncia explfcita amb la variable temporal transformada <
(aquf hem pogut fer un canvi de variables per a eliminar la depen—
déncia temporal de v(?,t) en el producte escalar amb erad o\ (Z,%) )

assoclada a la nova variable temporal, y.

Evidenment (64) &s una equacid diferencial en de-
rivades parcials, de segon ordre i lineal, que amb les condicions
de contorn (6)-(7) i inicials (8), un cop adaptades a les transfor-
macions efectuades a (4) per a pasgsar a (64), formen un problema

encara hastant diffcil de resoldre.

Ara hem de fer s de la simetria del problema, la
qual ens dird que nomds hem de considerar una i en alguns casos dues
variables espacials relevants. En aguest treball desenvoluparem el
cas en queé només calgui una variable espacial relevant per a des-
criure el procés, perd farem esment d’alguns dels intents fets en

el cas de dues variables espacials relevants.

4.2.5.1;2.2.1.— RESTRICCIO AL CAS D’UNA VARIABLE ESPACIAL RELEVANT.

Pel cas en gqu® nomds considerem una variable espa—
cial relevant, 1%eguacié (64) se’ns queda redulda a una equacié di-
fe;encial ordindria lineal de segon ordre amb derivades totals, si
r &s aquesta variable espacial relevant (que no t& perqud &sser car—

tesiana), llavors 1l%equacié (64) serd del tipus
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SZK(’T/S> - C,K(r/o) = }r %, Z,‘,Krj%)/’ \"} (QS)

-~
on ara \}‘

que dependrd de cada cas en particular, i hem posat una dependéncia

c serd un operador diferencial de segon ordre lineal i

explfcita en r per a indicar que,en general, els coeficients poden

ser funcions de €.

Una de les conclusions més importants d’aquest tre-
ball 8s l’establiment d’una solucid general de (65) indspendent del
funcional JFe i de les condicions inicials i de contorn, (8),(7) i
(8). La clau resideix en el fet de qud, com ja hem comentat a bas—

X ' . . rd .
tament, no ens interessa tota la solucid ¢ (F#,t) sind solament el

k
gradient de la concentracib a la superffcie de 1”el®ctrode, que amb

aquestes coordenades generalitzades vindrd donat per [j(ﬂfaﬁ\ '?<2;>'

C'b( QV/JV—),J T=v o Aleshores, es pot veure, no en sapem cap
demostracibé rigurosa d’aquest fet, perd tots els exemples que després
analitzarem ho corroboren, que el factor més important del qual de-

pendrd aquest gradient es pot posar com

QZWQV/S)) = “welB9 ¢ (v s)}?—ij (s)
Chy F=vs { s I ‘ (kb}

on E; (), transformada de Laplace d’una funcié h(t), &s una funci$
temporal general que estard associada, per a cada problema concret
(geometria i mecanisme de reaccions electroquimiqgues acoblades amb
reaccions qufmiques en fase voltmica) a la funocid o, (r,t). El pro-
blema, al resoldre cada cas varticular, serd trobar ls funcié hv<(t),
que en alguns casos pot arribar a é&sser bastant complicat, tot hi

aplicant les hipdtesis abans esmentades.

Per a trobar (66) s’ha hagut de considerar les con-
dicions de contorn a la superficie B (7), cosa ldgica, ja que 2’una

equacid diferencial de segon ordre hem hagut de trobar la primera de




87

rivada. (66) també porta implfcita la condicid inicial (8), ja que
prové d’efectuar la btransformada de Laplace segons la variable tem—

poral.

Aleshores, tot el problema, un cop coneguda la fun-
cié EL (g), serd resoldre el sistema d’equacions format per la so-
lucib general (és aixf com d’ara en endavant anomenarem a l’equacid
(66) ) i el balang de matdria a la interffcie electrddica (6), on les
dues incégnites seran o (F>re, t) 1 [(cb,}aa\.—v’\z)-cwk\'/b) ] rerg
Perd, per a poder resoldre aquest sistema de dues equacions, falta
expressar totes les funcions temporals en la mateixa variable tempo-
ral, y (aquf escollim la variable temporal y, que &s la que prové
d’un canvi de variables per a desacoblar la depend®ncia temporal de
la velocitat com a factor del gradient de la concentracil en el ter-—
me convectiu. D®ara en endavant farem servir les variahles (z,y) en
comptes de (r,t) ); Aixd ens porta a realitzar la transformada de
Laplace inversa de l’equacib (66), i &s aquf on juga un paper primor

dial el teorema de convolucid VIII (58).

Per a aixd, definim la funcié B_ (s) com

’XB‘,r e) = Ce (2,0) _ —C-vr C 2z, S) (gq)
S

on ja veurem, en alguns casos particulars, que Bk (s) estard relaci-

onada émb un dels coeficients de la solucid general de l1”equacid di-

ferencial de segon ordre (65). I, mitjancant les propietats de la

transformada de Laplace, &s inmediat comprovar que la funcid bk (y),

antitransformada per Laplacs de Bk (s), ve donada per
‘bw (7/) = C, (2,0 ~- Cy (21,7) (b&)

on (Z,0) no és més que la condicid inicial (8).

x

Aleshores, (66) queda de la forma
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D (55)

- B s) My (s) (#9)
@% = b3

la gual, aplicant el teorema de convolucié (58), esdevindrk

Pewl®y) - //mw-\&w-%)d%

0 % 3= %21 o) &}O)

De fet, (70) no és l’expressié més @til, ja que no

: -~
gol ser facil trobar la funcid hk (y) (com a antitransformada de
\
Hk (s) ) i a més a mds, 1%equacid de balang de matéria a la inter-
ficie electrddica (8) sol ésser una equacid diferencial per a la fun
cid %k ( r5, t) respecte de la variable temporal t, o respecte de
la variable temporal y si considerem C ( Zy s v). Aleshores, se sol
treballar (ja veurem quines avantatges comporta) amb 1%equacid inte—
grada de (8) on hi apareixeran unes noves condicions inicials rela-
cionades amb l’establiment del balang de matdria un cop es verifiguin

totes leg condicions que s’imposaran per a cada procés en concret, i

per tant necessitarem de 1%expressié per a ~) (? A)) A;)
=tz

la qual cosa ens vindrd facilitada pel teorema VI d'integraoié (57),

que aplicat a 1’equacid (69) ens donard

/a 2z l:zz
on definim una nova funcib »
Hw ($) .
Hvr (.g) = TS @2’)

que, ja veurem en alguns casos concrets, ens fard molt facil trobar
la seva antitransformada per Laplace, hk(Y)' Aleshores ,. amb aquesta
nova funcid (72), 1’equacid (70) s’escriurid

j D (% ))L:% c\) :] b (\) A (7 N\ ) (15)

° 0% o
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equacib, que explicitant b ( )&), ens quedard com

j/ M> AN ://E“K (0) 'Cv\(%zf))]' |

CR -2 @)
X
A (y-2) 4

i junt amb l%equacid integrada del balan¢ de matdria a la interficie
electrddica (8), que generalment la podrem posar com

Y (¢ | :

v *(\) :
“"z{J ._u,> AN, wel2ny) 5y 5 Ea) a9

° 7" ¥ ts

on ja ha deixat de ser una equacid diferencial respecte a y, podrem

eliminar el terme ~/'7 Eﬁi&&zﬂ)) d ) i quedant-nos amb una
o} e =0

. o a 1 .4 3
equacid per a ck ( Zg ,y) ( ck (rz_,t) ) que serd una equacid inte-—
gral, on hi estaran incluides totes les condicions inicials i de con-
torn, inclis la situacid inicial un cop es comenga a verificar 1%e-

quacidé de balang (8);

En resum, el sistema d”squacions integrais (74) i (75)

(que en general seran més de dues) ens donen un m&tode general per a
trobar, o b8 el gradient de concentracid a la interficie electrddica,
0o bé& la concentracid a la superficie de 1 eldctrode. Aleshores, com
que les funciong resposta (que seran temporals) estan relacionades
amb aquestes funcions, ja tenim el problema plantejat, i en principl
resolt; és important donar-se’n compte de la generalitzacid d”aquest
forralisme (que ja el podem anomenar unificat, en quant &s vhlid per
a qualsevol procds electrddic controlat per transport) on no hem fet
cap hipdtesis referent al funcional que apareix a 1%equacid que ens
d8na el balang de mat®ria a la interficie electrddica, en forma di-

ferencial (&) o en forma integral (75).

, o . < .
4e2:501,2.2.20= VISId'BIBLIOGRAFICA DB LA GENERALITZACIO DEL

FORMALISME.
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Van 8sser M. Smutek (1955), K.H. Henke i W. Hans
(1955) i H. Matsuda i Y. Ayabe (1955) els qui primer varen aplicar
aquest formalisme al cas de la polarografia sense adsorcid, perd

en casos molt particulars.

P. Delahay i I. Trachtenberg (1957) foren els pri-
mers en considerar el procééid'adsorcié d’una sustincia sense reac-
cid electroquimica i plantejar una equacid pel balang de matéria a
la interficie electrddica en forma integral pel cas d®un eldctrode
pla,‘i pel cas del dme (suposant el model de pla en expansid 4°Il-
kovig). Per a trobar una expressié analftica, han de suposar una i-—
soterma d’adsorcié lineal i pel cas pla troben 1°expressid per a la

concentracid seglient

Ce (X, k)

= 4—ef§o{i+‘0t}€ﬁ%0 a +\Y§€§
v (%,0) X X 2ot )

con K 8s el coeficient de la isoterma d’adsorcid lineal ( 17 (t) =
K Cy (x=0,1t) ); no trobant cap expressid analftica pel cas del dme,
la qual cosa els indueix a suposar una solucid numeérica per a resol
dre l’equacié integral corresponent, inclds suposant una isoterma

1inea1;

Sén R.S. Nicholson i I. Shain (1964) els qui fan un
ds generalitzat d’aquest métode de transformades integrals pel cas
d“un eléctrode pla, sense adsorcib, amb diferents senyals -de poten-
cial d”entrada (voltametria lineal i cfclica) i diferents mecanis-
mes de reaccib, arribant a plantejar una equacid integral per a cada
cas particular, seguint un formalisme general introduit per W.H.
Reinmuth (1962), per a convertir problemes amb condicions de con-
torn (boundary value problem) com el gque aqqi ens preocupa, en una
equacid integral; Per a resoldre les equacions integrals escollei-

Xen métodes numdrics, ja emprats per P. Delahay (1953), A.Y. Gokhsh—
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tein i Y.P. Gokhshtein (1959,1960), H. Matsuda (1957), H. Matsuda

i A. Ayabe (1955) i M.M. Nicholson (1954) entre d’altres, per a
problemes semblants, en comptes de me&todes de desenvolupament en
séries, com els emprats per W.H. Reinmuth (1961) i M. Smutek (1955),

ja que aquests presenten problemes de convergénciae

Pel cas d’una reaccid reversible en un eldctrode
pla en tdcniques voltamdtriques (lineal i cfclica), R.H. Wopschall
i I. Shain (1967) han estés el mdtode d”obtencid d’equacions inte-
grals quan a les condicions de contorn hi ha complicacid per la
preséncia d'édsoroié de les espécies electroactives. Per a resoldre
les equacions integrals Qque apareixen empren un métode numéric simi
lar a l”%emprat per R.S. Nicholson i I. Shain (1964) en 1%estudi de
diferents tipus de meoanismes de cindtica electrddica sense adsor-—

cid.

Seguint el treball de P. Delahay i I. Trachtenberg
(1957) de la cindtica d’adsorcid d’una sustincia electroinactiva
controlada per la difusid vers a un eldctrode pla, K. Holub i J.
Koryta (1965) estudien el mateix cas, perd quan la sustdncia pot

experimentar una reaccib electroquimica en fase adsorbida.

Pel cas d’una interffcie esfirica, K. Holub (1966b)
planteja una equacid integral associada al balang de matdria a la
interficie i troba la seva solucid general en forma analitica, sem-
pre suposant isotermes d®adsorcid 1ineals; Perd, quan es vol estu-
diar el dme, segons el model de pla en expansid d'Ilkovié, K. Holub
(1966a,1968) planteja una equacid integral, la qual no t& solucid
analftica i per a resoldre-la, empra un desenvolupament en sdrie de
poténcies al voltant de t = 0, perd que no 8s convergent per a llargs
temps, la qual cosa l’obliga a fer una expansid al voltant de T = <0

si es vol trobar una solucid assimptdtica.
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R. Guidelli (1971) ha demostrat que els desenvolu-
paments en s2rie de poténcies fets per a solucionar equacions inte-
grals que surten en polarografia (model de pla en expansib) i els
desenvolupaments trobats directament a 1l’aplicar él métode dels pa-
rametres adimensionals de Kouteckj (desenvolupament en sbrie de po-
téncies aplicats a 1°equacib diferencial (16) ) coincideixen, cosa

1ldgica ja que la solucid del problema &s dnica (aixf ho esperem).

Quan es considers una isoterma més complicada que
la lineal, per exemple la de Langmuir, les solucions de 1”equacib
integral sén molt mé&s complicades. Cal fer esment dels treballs de
W.H. Reinmuth (1961) que va proposar una expansid en sdrie de po-
téncies per a resoldre 1°equacié integral que surgeix a 1l estudiar
la cindtica d’adsorcid d’una sustidncia electroinactiva en un el®c—
trode pla, de V.G. Levich et al. (1965) que empren métodes numdrics
per a solucionar les equacions integrals que apareixen en la cin®-
tica d“adsorcid d’una sustincia electroinactiva sobre un eldctrode
pla o sobre el dme (model de pla en expansid) quan l’adsorcié segueix
una isoterma lineal o de tipus Langmuir, de L. Rampazo (1969) que
empra métodes num®rics per a resoldre 1°equacid integral que sorgeix
a l7estudiar la cindtica d’adsorcidé d’una sustancia electroinacti-
va sobre un eldctrode pla segons les isOtermes de Langmuir i de Frum
kin, i de M. Sluyters-Rehbach i J.H. Sluyters (1977) que seguint el
treball de K. Holub (1966a,1968) proposen un desenvolupament en s&-
rie de poténcies al voltant de t = @0 per a resoldre l‘equécié inte-
gral pel cas del dme (model de pla en expansié) i isoterma de Lang-

muir.

R. Guidelli (1968) tracta de trobar expressions
generals per a la funcid resposta, i(t), guan s®aplica un potencial
constant a un sistema electroqufimic complicat per adsorcid (suposada

lineal) sobre tipus d’eldctrodes pla i esféric, pel cas de transfe-
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réncia de carrega reversible o totalment irreversible des d”un punt
de vista electroqufmic. Mé&s tard, R. Guidelli (19719 intenta fer un
formalisme unificat, emprant tant el métode dels parametres adimen~—
sionals de Koutecky com el de les transformades integrals per a
trobar equacions integrals, per a 1l’estudi de processos electrddics
a potencial constant complicats o no per adsorci§ en el cas d’eléc-—
trodes pla, esf®ric i pla en expansié, donant id®ies per a resoldre
les equacions integrals amb mdtodes aproximats, com el d®aproxima-
cions succesives, introduit en la resolucid d’aquest tipus de pro-

blemes arran del treball de V.G. Levich et al. (1965).

W.K. Reimuth i K. Balasubramanian (1972a i b) de-

senvolupen un formalisme unificat pel cas d’una reaccid electroqui-~

micament reversible a potencial constant amb adsorcid dels components

de la reaccié segons una isoterma d’adsorcid generalitzada, segons
ells, perd més endavant veurem que &s un cas particular del que no-
saltres tractem, i per a diferents tipus d’eldctrodes, pla, esfiric

i pla en expansié.

I. Ruzié (1977) va portar aquest procés d*unifi-
cacié un pas més enlld, ja que encara que no considerds l®adsorcid
dels components de la reaccid, fa un tractament per a diferents tdc
nigues en qu® la senyal d'entradé s un puls de potencial (polaro—
grafia impulsional, cronoamperometria i cronocolumbimetria). I. Ru-
¥ic basa el seu formalisme en una equaci8 integral per a i(t) de la

segilent forma (Ru¥id - 1974)
/
C\TK\‘:VI_/)/) = C,Vr&\"}‘O) 4~ /‘O ’S/L(’y‘A)NkA‘)C\A}

essent K(y -\) el nucli de l”equacié integral que dependrd del r&-
gim de transport de massa i de la geometria de la interficie elec-

trddicas

@)
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FEn canvi, el formalisme emprat per Reinmuth i Bala~-
snbramanian és d=1 mateix tipus del que aguf es planteja i parteix
rd . . - . . -
d’una equacid similar a (66) arribant a una equacid integral, no per
o o 2 rl 1 . .
a o (rZ »¥) sind per a . (y), la qual cosa fa que sigui menys a-
propiada per a aplicar-hi mdtodes aproximats (especialmeant el m¥to-

de de les aproximacions succesives).

J. Goodisman (1983) estudia el cas d’un microel&c-
trode esfdric en qud hi té& lloc una reaccié electroquimicansnt re—
versible sense adsorcid dels components de la reaccié i amb una san
yal de potencial generalitzada, E(t). Al tractar un procds electrddic
sense adsorcid, emprant el mdtode de les transformades integrals,
arriba a una equaci8 integral per a i(%) (<L Q?Cw(flk%/ar)r:vo).
Considera tant el cas convex (normal) com el cdncav (difusid vers
1’interior de 1”esfera, 8z a dir, formaci8 d’amalgames). Proposa un
metode pertorbatiu respecte a 1/1'O (L%invers del radi del microeldc
trode) per a arribar a una sxpressid per a i(t) en sbrie de potdncies
respecte de l/rO , donant compte de les correccions al cas pla pro-

duides per l”%esfiricitat.

A.M. Bond i K.B. Oldham (1983)tracten de revalorit-
zar el treball de J.R. Delmastro i D.E. Smith (1967) que ja varen
trobar la solucid general per a i(t) per a un eldctrode esféric quan
hi t& lloc una reaccid electrogquimicament quasi-reversible sense
adsorci8 amb condicions potenciostdtiques, tant si hi ha formacid
d’amalgames com si no. Aquest treball ens indica que ber a una reagc
ci8 electroguimicament quasi-reversible també es pot trobar solucions
analftiques per a i(t), esseat conseqi®ncia de l7sxistdncia de so-
lucid snalftica de 1°equacid integral que es pot plantejar per a

aquest cas.

Nosaltres hem contribult en aduest camg generalit—

zant el formalisme de Reinmuth i Balasubramanian (1972b)pel cas del
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dme (Mas et al. - 1983) aplicant—ho a una reaccid electrogquimica-
ment reversible amb condicions potenciostdtiques, quan els compo-—
nents de la reaccid s”adsorbeixen seguint una isoterma de Langmuir

o de Frumkin (Puy et al. — 1983). Pel cas d’un senyal de potencial
variable amb el temps, E(t), hem desenvolupat un formalisme gene-
ral pel dme (model de pla en expansib), amb especial énfasi a la
polérografia impulsional (Puy et al. - 1985) amb adsorcid dels com
ponents de la reaccid segons una isoterma de Langmuir (Mas et al..—
1985a) i particularitzant-ho a les t&cniques DPP (Sanz et al. — 1985)
i NPP (Mas et al. — 1985b).

Quan la regid on t& lloc el procés de difusid &s
finit, ja hem comentat alguns treballs en aquest sentit, perd cal
fer esment de 1l%escola japonesa que estudia el cas de la voltame-—
tria lineal sobre elictrode pla (Aoki, Tokuda i Matsuda - 1983, 1984)
i al cas de la voltametria cfclica sobre un eldctrode esféric (To-

kuda, Enomoto, Matsuda i Koizumi -~ 1983) amb formacid d’amalgames.

4.2.5.102.2,3.— EXTENSIO DEL FORMALISME AL CAS DE MES D*UNA
VARTABLE ESPACTAL RELEVANT.

Pins ara nom&s hem tractat processos electrddics
amb una sola variable espacial relevant; S®han fet intents d’estu-—
diar processos electrddics quan la simetria del problema cng exi-
geix dues variables espacials relevants, cal destacar el treball de
K. Aoki i J. Osteryoung (1981, 1984) per a trobar el senyal respos—
ta, i(t), sobre un disc finit (dues coordenades relevants que poden
ésser esfiriques (r ,©) o cilindriques (z ,& ) ) pel cas poten-
ciosthtic, complementat pel treballde D. Shoup i A. Szabo (1982) i
extés al cas de la voltametria per K. Aoki, K. Akimoto, K. Tokuda,

H. Matsuda i J. Osteryoung (1984).
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Un cop realitzada la transformada de Laplace a la
variable temporal, encara queda una equacid en derivades parcials
amb unes condicions de contorn que a diferdacia de les esmentades
fins ara, no estan donades sobre una superficie tancada, la qual
cosa ens complicard molt el problema, i es veuern obligats a fer’trag
taments aproximats (a curts i llargs temps). FEmpren la ja esmentada
t&cnica de Wiener—-Hopf (Noble — 1958) en conjuncié amb la transfor—
made integral de Kontorovich-Lebedev (Erdélyi - 1954) Gtil en 1%a-
proximaci a llargs temps i la transformada.integral de Hankel, -
t1il en l’aproximacid a curts temps.‘Aixb &s degut al fet de qud les
trénsformades integrals s®adequen molt bé& a les condicions de con-

torne

Aquegt treball &s important, des del punt de vista
del formalisme unificat que agqui tractem d”establir, ja que ens des—
crin la solucid, per al cas cue tractem (Aoki i Osteryoung - 1984),
dins del marc de la solucid general obtinguda a (665, perd de la

segllent forma equivalent

° (%t
colnn ) = ST g, P Q)
)

4e2.5.102.2, 4o~ COMENTARTS SOBRE LESTABLIMENT DUN FORMALISNE
GENERAL DE PROCESSOS ELECTRODICS.

L’expressié darrera (78) ens permet conjecturar
que la solucid general (66) &s vidlida, al menys sempre es pot tro-
bar una funcib h(t) de forma aproximada, per a un tipus de geome—
tria qualsevol; Cosa que ens reafirma en la nostra tesi del forma-
liegme unificat, encara que aqui només tractarem geometries amb una

sola variable espacial relevant.
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El retit review fet en els darrers apartats, sobre
les aplicacions del mdtodes de les transformades integrals als pro-—
cessos electrddics no vol &sser exhaustiu, sind per a fer esment d°
algunes de les contribucions més importants fetes cap . a 1”establi-
ment del formalisme unificat que aquf s’exposa. Per a més bibliogpé
fia cal esmeatar el treball de Z. Galus (1976), aixf com de les o-
bres de referéncia dins del éamp dels proceésos eleotrbdics; D;D.
MacDonald (1977), A.J. Bard i L.R. Faulkner (1980) i A.M. Bond (1980).
Cal fer esment del procéds d’unificacié que D.D. MacDonald (1977) fa
pels processos electrddics sense adsorci amb geometries plana, es-

ferica i pla en expansid.

Recenment, Marchiano i Arvia (1983) han fet un re-
view sobre fendmens de transport en sistemes electroquinics (difu—
si6 en abs®ncia de conveccid) quan no hi ha procls d®adsorcid, fent
esment de diversos procediments matemdtics per a resoldre el proble-—
ma, en particular 1°fs de transformades integrals per a converitir les
equacions de difusib, junt amb les condicions de contorn (1”anome-
nat boundary value prcblem), en equacions integrals, el qual guali-

figuen com del tractament mé&s general.

En resum, podem afirmar que el métode d’emprar trans
formades integrals (en particular la de Laplace) a 1%equaci8 diferen
cial en derivades parcials que ens déna el transpérf de mat®ria cap
a la interffcie electrddica, junt amb les condicions de contorn, ens
indueix a un sistema d”equacions integrals (75), la resolucib del
qual ens donard la solucid del problema considerat. Aquest formalié
me ha estat molt emprat en diverses aplicacions de caire eleotroqqi
mic i estd consgiderat com una tecnica de les més potents per a es—

tudiar processos electrddics controlats per transport.




98

7’
4.2.5.1.3.~ RESOLUCIO D"EQUACIONS INTEGRALS.

58n contats els casos en qué el sistema d’equacions
integrals t& solucib analftica, i generalment s’ha de recdrrer a mE
todes numérics o m&todes aproximats per a resoldre-les. Com ja hem
anat esmentant, al fer una visid retrospectiva de 1%aplicacid d’a~
quest mdtode en diferents sistemes electroquimics, per a arribar a
solucions aproximades o num®rigues de les equacions integrals plan-
tejades, hi ha tres zipus diferents de métodes que S'empren comumment

a la literaturas
i) expansib en série de pcitdneies.
ii) mdtode de les aproximacions succesives.

iii) m¥todes numdrics.

: o I \ Ay

Parteix d’un desenvolupament en s@rie de potencies
per a la funcib desconeguda, racordem que &s una funcié d”una varia
ble temporal, i pels casos en que es pugui realitzar la integracif
(dependrd del nucli de 1”equacid integral), 1%egyuaci8 integral ens
donard unes relacions de recurréncia per als coeficients de la s¥—

rie.

Aguest mdtode no es pot aplicar ssmpre, ja que hi
ha la restriccid de saber efectuar la inkgracié del mucli de 1’squa
cif integral gque estd multiplicat per una potdneia arbitriria de la
variable temporal, per a aixd només s’ha aplicat en alguns casos

molt concrets.

4e245e143,2.~ METODE DE LES APROXIMACIONS SUCCESIVES.
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Aquest mdtode supose inicialment una expressid a—
nalftica per a la funcib desconeguda. La substitucid de la funcil
incdgnita per a aquesta expressid analftica en el terme integral
ens donara una nova expressid analftica per a la funcid desconeguda,
la qual pot ser introdufda de bell nou ding del terme integral i
aix{ succesivament de forma iterativa; Aquest mdtode sembla molt
farragds, i el més segur &s que només poguem fer poques iteracions,
perd emprant una bona funcif inicial, una solucid final bastant acu-

rada es pet obtenir amb pocs pasos d’iteracid.

Ding d’aquesta dptica es poden incloure dos trac—
-

taments clissics aproximats , dels més smprats per a resoidre pro-—

blemes electroquimics.

1;— La capa de difusibé de Nersnt o de 1l°estat estacionari,
que no 8s res més que suposar que la funcid incdgnita &s una cons—
tant, independent del temps (d”aquf el nom d’estat estacicnari),
que es calcula a partir ds= l’equacié de balan¢ de matéria a la in-

terficie electrddica, un ccp s’han calculat els valors de facw<(%79
/a% }10
supogant una capa de difusid finita, de gruix i;i, amhb un pertil de

concentracions lineal (estat estacionari), naturalmentii( &s una

funcib del temps, el qual es considerard com a un paramotres

2.— La hipdtesi de flux mdxim, introdufda per J. Koryta
(1953), dins del camp de la polarografia, i que consisteix en supo-—
sar que o (rz sV) = 0, o sigui e®estableix 1°anomenat 1imit de di-

fusié del procés electrddic.

Aguesta hipdtesi es fa servir molt, Jja que redueix
considerablement la complexitat de les condicions de contorn. Con-
verteix 1’equacid integral (que generalment contindrd a C\ ( rz:,y)

dins del terme integral) en una equacid funcional normal, no inte-
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gral, que generalment dfna explfcitament la furcid incdgnita en for

ma analftica.

Sén V.G. Levich et al. (1965) els qui smpraren a-—
quest mdtode de forma més generali, ja que consideren la funcié in-
cdgnita constant, d’aduesta manera, i a partir de 1l°equacié integral
plantejada, arriben a uﬁa equacid funcional senzilla per a la funcié

incbgnita, la qual déna una solucid en principi analftica.

Naturalvent 1l%expressid inicial per a la funcid
incdgnita que s®escolleixi dependrd del problema en particular. No-
saltres n"hem considerat un altre tipus, adequa’t a problemes amb
senyals impulsionals de potencial (Puy et al. - 1985) que &s de tipus

grad, similar al puls de potencial.

. . . \ .
4.2.5.1.3.3.~ METODES NUMBRICS.

Els mdtodes numdrics sbn unes de les formes més
convenients i efectives, de qud avui en dia disposem, per a tractar
aquests tipus de problemes, especialment degut a 1%Gs d’ordinadors

digitals per a la solucid dels algorismes plantejats .

Hi ha una ampla i general bibliografié gque consi-
dera la resoluci8 d’equacions integrals d’una forma exacta o mit-
jangant mdtodes aproximats (Tricomi - 1957, Krasnov, Kiss8lev i Na-
karenko — 1977) . El principal interés resideix en el cas d’equacions
linials, encara que alguns mdtodes es poden generalitzar a casos no=-
linials. L%8s de tdcniques num®riques aplicables a aquests mdtodes

8s ben coneguda (Freberg — 1977).

Un mdtode dissenyat especialment per a solucionar
problemes electroquimics es troba en el treball de R.S. Nicholson

i M.L. Olmstead (1972). Aquest mdtode estd basat en 1”aplicacid del
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mdtode de Huber (1939), que consisteix en dividir el domini de la
funcib incdgnita en N parts iguals, i dins de cada part suposar una
variacid§ linial per a la funcid. D’aquesta manera l’equacib integral
es convertird en un sistema d’equacions alg®briques recurrents per

a les diferents pendents de la funcié a cada interval considerat.

. :
4,2.5.2.~ CALCUL FRACCIONAL: DIFERINTEGRALS.

Dins de l%apartat de transformades integrals, s’
ha de fer un especial esment a l”aplicacié de les diferintegrals
(en particular semiderivada i semiintegral, d‘ordre +1/2 i —1/2,
respectivament) (Oldham i Spanier -~ 1974) en la solucid de certs
problemes de difusid (com a cas particular d’una teoria general

de transport).

Aguest concepte de diferintegral, introdult per
K.B. Oldham i J. Spanier (1974) engloba la diferenciacidé i integra—

¢ié en un ordre qualsevol q & TR/ , 1 es pot expressar com

LA S P Y (LAY S
Tomge ~ e L) 5 mogrge
X(M"_‘Lﬁ—) } (#)

N

que pel cas particular q< 0, é&s equivalent’a la ben coneguda trans-—
formada integral de Riemann-Liouville, d*ordre q (Liouville - 1832,

Riesz - 1949, Riemann - 1953) <

At I L_dy @)
EXCSTRAT Pg) J. )T

en especial per q = -1/2 (semiintegral), que es troben tabulades

(Brdély et al. — 1954).
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Pel cas en qud 920, (79) es pot posar com

4t 4" 2 " i
H &x—qﬂ t axn T {n-%) a Lx7] e @1)

{1t

amb neNin>q.

L
4.2.5.2.1.~ APLICACIONS ALS PROBLEMES DE DIFUSIO.

Aquest mdtode permet solucionar, encara que de for¥
ma parcial, ﬁna famflia general de problemes de difusid, mitjangant
la transformacié de les equacions diferencials en derivades parcials,
" que descriuen la difusid, en una equacid diferintegral compacta, 4’
ordre 1 per a les coordenades espacials i d'ordre'1/2 per a la tempo-
ral. Aleshores, per a sistemes semiinfinits, inicialment en equili-
bri, aquesta equacid semidiferencial conduird a una relacid entre la
variable intensiva considerada (la concentracif, en el cas del trans—
port de matdria) i el flux a la superffcie de contorn considerada
(la interffcie electrddica). L’fs d’aquesta relacid fa que no calgui
solucionar l’equacié de difusidé original en aguells problemes per
als quals el comportament a la superffcie de contorn &s de primera

importancia .

K.B. Oldham i J. Spanier (Oldbam i Spanier - 1972,

Oldham - 1973) han mostrat que 1’equacid semidiferencial segllent

M s g(r,%) - %0] T

T T
C o Uenp) =e e

descriu el mateix problema que la segona llei de Fick amb una coor-

denada espacial relevant
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o) Mg 29 DAY (ga
L (A2 RIS (A2 4 (82)

y
@JC ) t* ct

on g &s un factor geomdtric que engloba cinc geometries diferents i

que decideix el signe més o menys de l’ecquacié:

g =20, plana semiinfinita.

g=1/2, cilfndrica semiinfinita (convexa).
g =1, esférica semiinfinita (convexa).
g = -1/2, cilfndrica finita (cdncava).

g = -1, esférica finita (cdncava).

r &s la coordenada espacial normal a la superffcie de contorn amb
curvatura R (quan n hi ha, pel cas pla R = 0), i fo és la condicid

inicial.

L’equacid (82) només &s exacte pels casos de geo-—
metries semiinfinites (excepte la cilfndrica) essent valida, en les
altres, en 1°aproximacié de temps curts. De fet a la practica no e-—
xisteixen regions semiinfinites, sind que solsament es requereix que
si L és la dimensid de la regié quasi-semiinfinita, ha d’estar re-
lacionada amb el temps maxim © d’interds per a la desigualtat

T << L"/% . ﬁs a dir, que qualsevol pertorbacid. que comenga a
la superficie de contorn (r = 0) a t = 0, no pot aproximar-se a cap
altre superffcie de contorn dins del rang'de temps d’intereés. ﬁé
din%ﬁ'aquest requeriment que es poden englobar lea dues geometries,

com si fosin semiinfinites. Per tant, dins del rang de temps d‘in-—

terés, per a derivar (82) s®ha de verificar que

< c3=;9 =4
%(‘)H’%a ¥ b 4 v = - cb:——i'—ri (84)
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Es pot veure que (82) junt amb la definicid (81)
per a una semiderivada, estd en la 1fnia del nostre formalisme uni
ficat, tal com es desprén de l’equacid (70). De fet, Oldham i Spa-
nier donen l”analogia pel cas pla i esféric amb el tractament per
transforrades de Laplace, aguf desenvolupat. A més tambd extenen el

seu formalisme quan hi ha termes de font en fase volémica.

: , .
4,2.5.2.2.,~ APLICACIO ALS PROBLEMES ELECTROQUIMICS.

A Aquest formalisme ha portat a K.B. Oldham i col.la—
boradors (Oldham i Spanier - 1970, Orennes i Oldham - 1972, Goto i
Oldham - 1973) a desenvolupar una nova tecnica basada en el concepte
de semiintegracié (electroandlisi semiintegral) que 8s equivalent a
la voltametria per convolucid, introdufda per J.M. Saveant et al;
(Andrieux, Nzdjo i Saveant ~ 1970, Imbeaux, Saveant - 1973, Saveant
i Teggier - 1975) que congisteix (Epelboin, Gabrielli i Keddam - 1984)
en estudiar el current convolucionat, g(t), mitjangant un micropro-

cessador, en comptes del current normal, i(t);

Al = = A de (%S)
o Ni-e
Recenment, J.C. Myland i K.B. Oldham (1983) han ex
t8c la teoria de l7arndlisi semiintegral al cas de la voltametria ci-
clica. Fu-Chin Socng i J;T. Mzloy (1983) han amprat la transformada
de Riemann-Liouville per a separar el curreant faradaic del capacitiu,
que sorgeixen en polarografia; Aguest treball ha estat generalitzat

a altres casos (filtraoié de Cottrell) per M.R. Hempstead i K.B.

O0ldham (1984) per a poder separar el current purament faradaic.

No tractarem el formalisme desenvolupat per Oldham;

que en el fons &s andleg al aquif desenvolupat, perd si que cal fer -
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esment del procés d’unificacid realitzat en englobar 5 geometries
unidimensionals (tedricament semiinfinites), la qual cosa ens déna
idéia de la potdncia del mBtode de transformades integrals, espe-

cialment el que agui desenvolupem.

, e \
4.2.543.= ALGUNS EXEMPLES D“APLICACIQ DEL METODE DE LES TRANSFOR-
MADES INTEGRALS A ALTRES CAMPS NO ELECTROQUfﬂICS.

Per a no restringir-nos dins del camp purament
electroquimic, cal fer esment, a titoyﬁ'exemple, dels treballs de
M. Caselli; M. Maestro, D. Pereo i A; Traini (1983) referent al
transport de matdria a trav8s de menbranes lipfdigues adjuntades
a la superffcie d”un eldctrode a potencial constant, amb un forma—
lisme similar al nostre en el cas no estacionari (Maestro - 1984),
i el de R.T. Foister (1983) que fa un desenvolupament unificat sem

blant al nostre, perd pel cas dels tensoactius.

Aguests exemples ens donen iddia del gran camp d4°
aplicacid en cu® un formalisme com el que aguf desenvolupem pot fer~
se servir, arribant a les maveixes conclusions de caire matemitic,

independenment del tipus de sistema estudiat;

. \ \ AN .
4.3.- IMPORTANCIA DE L°ELEGANCIA DINS D’UN FORMALISME MATEMATIC.

Fins aquf hem parlat de qud el formalisme de leé
transformades integrals, per a convertir les equacions diferencials
en derivades parcials que ens descriuen el procés de transport vers
1’eldctrode, junt amb les condicions de contorn, especialment 1%e-
quacid de balang de matdria a la interficie electrddica, en un sis—
tema d’equacions integrals, &s un dels mdtodes matemdtics més po-
tents i generqﬂs per al tractament de processos electrddics, i que

ens permet parlar d’un formalisme unificat de processos electrddics
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controlats per transport, sobretot respecte a les equacions que sur-

ten en llur tractament matemitic.

Perd abans d’acabar aquest capftol de mdtodes mate-
matics &s important esmentar un altre aspecte Que ens reafirma en el
perqué escollim aduest tractament matemdtic, i &s el de 1l’eleghncia
del formalisme i de la bellesa de les equacions matemdtiques que sur-—
%en. No farem un tractat d’estdtica matemdtica o de l’elegincia dels
formalismes matemdtics en general, siné que només realgarem uns punts
respecté a la importdncia de l’elegidncia i bellesa de les matemdti-— .
ques que hom empra en estudiar fendmens ffsics (quimico-fisics en

particular) naturals.

4+3.1.~ BELLESA DE LES EQUACIONS.

P;A;M; Dirac, un dels grans genis humans i cienti-
fics contemporanis, recenment traspassat, en un dels seus darrers
articles (Dirac — 1982) par@m de la belless matemdtica com a cosa
important en les teories f{siques (en particular es refereix a les
teories de partfcules) i concretament diu que una part important del
seu treball de recerca en fisica, no s’ha limitat a solucionar pro-
blemes concrets, sind simplement examinar gquantitats matemdtiques
d*un tipus que els fisics empren, i intentant adequar-les duna ma-
nera interessant sense tenir en compte les aplicacions concretes que
el treball deu tenir; Aixd 8&s simplement la bdsqueda de la bellesa
matemética;vSi més tard el treball t& aplicacid, llavors hom ha tin-—

gut sort.

De les paraules de Dirac es desprén que la blsque~-
da de la bellesa en les matemdtiques que hom empra en estudiar pro-
blemes concrets (en el nostre cas de la quimica-fisica) es pot esié

venir, si hom t& sort, en una major comprensié dels fendmens de la
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ratura aix? com 1%aplicabilitat dels formalismes matemidtics desen-—
volupats en altres arzes del coneixement. Per Dirac, un dels mctors
de la seva recerca en fisica &s, a part de la comprensid dels miste-
ris de la natura, la blsqueda de la bellesa de les eguacions matemd~

tiques,que descriuen el fendmens fisics, en si.

o N
4.3.2.~ LA TRREONABLE EFECTIVITAT DE LES MATEMATIQUES.

Un altre punt a fenir en compte, &s la irreonable
efectivitat de les matemditiques. En un article recent titolat amb
les mateixes paraules (Hamming - 1984), R.W. Hamming argumenta en
alguns exemples concrets, l°efectivitat del llenguatge matemdtic en
descriure el comportament del mén fisic i destaca la importdncia de
fer teories mateméfiques belles, la qual cosa ens fa obtenir un nom

bre d’aplicacions reeixides al mén real.

Bn preguntar-se sobre el perqud les matemdtiques sbn
tant irreonablement efectives, dbna una primera resposta dient gque
enfoquem les situaclons amb un aparell intel.lectual, de manera que
només podem trobar el que trobem, en molts casos. El que eng va en-
senyar que la base de la Cidncia eren els experiments, en el mén re—
al &s només parcialment cert. A. S. Bddignton va anar més lluny, va
petendre que una ment prou sdvia podria deduir totza la fisica i va

donar una parabkola meravellosa per il.lustrar aquest punt. Va dir:

"Uns homes anaren a pescar a la mar amb una xarxa
i en examinar el que havien agafat
conclogueren gue existia una mida minima per als

peixos de la mar"

En resum, podem dir que no sabem perqud el llenguat-
ge matemdtic ens déna tan bona descripcid del mén ffsic, perd que a

vegades déna resultats dependent del tipus de matem®iiques emprades,
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o potser &g el model‘matemétio usat el que s’adequs al resultat?.
Un altre punt &= que sempre han reixit els models matemdtics més
senzills i bells per a de.criure els fenonens naturals (encara que
sbn molts pocs els que les matemdtiques, avui en diz, i en contra
de moltes opinions, descriuen), per tant, si hem d”escollir entre
diferents models matemdtics (o md%todes, com és el noutre cas), per
a descriure un fenomen natural, escollirem sempre el més bell, el

més elegant. Aixd &s el que, creiem que, hem fet en agquest apartat

en escollir el metode de leg transformades integrals per a tractar !

el problema del transport. : |

Aixd no 8s cap justificacid per a 1%intent fe3 aqui
de buscar un formzlisme matemdtic que ens unifiqui i descrigui els

processos electrddics, en particular, i els ferndmens interfacials,

. | i
en general, que sigui a la vegada senzill i bell. Perd sf que ens |
déna esperances de reeixir on el nostre propdsit, i potser perme-

tre’ns noves aplicacions avui en dia impensables.




V.- APLICACIO A CERTS TIPUS D'INTERFfCIES
ELECTR\ODIQUES AMB GEOMETRIES {

UNIDIMENSIONALS.
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N Id
5.1.= HIPOTESIS FISIQUES DE TREBALL.

En aquest capftol pretenem justificar la metodolo-
gia matemidtica exposada. en el darrer capftol, en pértiéular 1%4s del
metode de les transformades integrals per a convertir 1”anomenat pro
blema de contorn (boundary value problem) en un sistema d’equacions
integrals, amb uns exemples concrets, perd prou importants des de

diversos punts de vista, com indica la bibliografia esmentada.

Dins de la generalitat d”aquest formalisme, ens res
tringirem a un cas particular de processos electrddics, amb unﬂshi—
pdtesis ffsiques de treball concretes, per a poder fer un desenvo—‘
1ﬁpament a fons del mdtode i aixf glosar la seva potdncia. De totes
maneres, algunes de les hipdiesis no sén gaire restrictives 4 d’al-
tres es poden generalitzar per a fer estudis_d'altres tipus de pro-

cessos electrddics (Jaume Puy - 1985).

El cas particular al que ens restringirem &g 1”es-
tudi d’un procéds redox controlat pel transport dels reaccionants vers
1%el&ctrode en qud hi ha adsorcid dels components de la reaccid, su

posant gue el procds té& lloc a potencial constant.

El procds redox que escollirem serd el més senzill,
per a no tenir complicacions de tipus mecanistic, &s adir, quins me—
canismes de reaccions suposem per al procés. Per tant, agafem el cas

d’una reaccid electroquimicament reversible
- — 4
R * e ~ A Co (/_\,)
on n 8s el nombre d”electrons bescanviats en el procés.

Aguestes hipdtesis en el llenguatge matemdtic s’ex—

pressen de la seglent format
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5.1.1,—~ TRANSFERENCIA D% CARREGA.

Suposarem que la Velocitaf del proéés‘de transfe-
réncia electrdnica és molt més répida-que la del procés de trénsporﬁ.
Amb aquesta hipdtesi es verificard (Ibl - 1983) una relacié de tipus
Nernst, anomenada relacid de reversibilitat electroquimica, de la

segllent forma

C ?:Fz h)
Wk ! :er{t
Ce (33F2/€)

1l

p‘
1

P (&)

(€-8€s) % @)

on ek?) és un parametre adimensional que definim, E0 &s el poten-
cial d’eldctrode standart per al procds (1) i els signes més i menys
signifiquen qus el procés és de reduccié o d’oxidacid, respectiva—

ment.

5¢1.2.,— ISOTERMA D”ADSORCIO.

Considerem tamb& dque la velocitat del procds d ad-
sorcid-desorcib &s més gran que la velocitat del procds de transfe-
réncia electrdnica, aleshores podem expressar aquest procés governat

instantineament per una isoterma d”adsorciéd.

Si considerem el model d°interfase de Gibbs, sense
consideracions degudes a la curvatura de la inferfioie electrddica,
i que s’estableix 1%equilibri termodindmic entre fases, es pot con-
siderar el segiient tipus generalitzat d’isotermes d’adsorcié (quan

entren dues sustincies en joc, apart del dissolvent)

‘Wg‘ Cﬂ(”r:"r'z)\:) = ’\\’hﬂ/r\ﬂ“ﬁ ?\\:) 5 vr}
te(oo) o h=nP €3)

/

on &y representa tots els diferents parametres de la isoterma,"{’vf
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és un funcional generalitzat de Pw\k) que dependrd del tipus con-

cret d’isoterma, i les K. sbn les anomenades constants d”adsorcid

k
(coeficients d’adsorcid).

Aqui hem considerat congrudncia de la isoterma amb

el potencial, 8s a dir, tant K com els parametres representats per

k
&« , només sén funcions del potencial de 1eldctrode, E.

A partir de les isotermes (3) i de la relacid de
reversibilitat electroquimica (2), es pot obtenir una relacid entre

ambdues funcions Vg\k), que en genral serd de forma implfcita
Pl T,y o € =0 ~
*{ -{ g\ )) 7\ ) y ur M)
on \F €3 un funcional generalitzat, que naturalment dependrd d4”amb
d8s funcionals “%u<.

‘ \
Per a fer la relacié (4) explicita. Reinmuth i Ba-
lasubramanian (1972b) van suposar un tipus particular d“isotermes

d“adsorci
Men(Fefn, ) = T (8 Y| Tl E‘fé (5)

la qual cosa condueix a una relacid de tipus Nernst per a les con-

centracions o excessos superficials (relatius al dissolvent) ﬂf(kj-

Teld vz ca(fefp,®) o X2 4 4o
“,ﬂ&k} V(ﬂ. (.—PL (T—"f':'z) %) Wh’ E

‘
v teloo &

| AY ” -~
5.1.3.- TRANSPORT DE MATERIA VERS LA INTERFICIE ELECTRODICA.

Pel cas particular de geometries unidimensionals
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amb el procds electrddic (1), 1®equacié de difusid-conveccid (IVQH)

es converteix en

@C»{(V/ E)

- -
= D, AW ("T(T;‘t)—[\;&‘r;%)"x{“!](‘fﬁ'ik)
AN (#)
on el terme de font volﬁmica no el considerem, i pel terme convec-
tiu només agafarem el terme associat a la coordenada espacial rele-

vant del producte escalar.

'Les condicions inicials i de contorn oonsiderédes
C (v, k=0 - X &)
W /s v 7 > = w .

o Q.V—aoo/‘gj = ok o | | @)

aqui considererem geometries semiinfinites, i si volgubssim consi-
derar-les finiteé-ho fariem en l%aproximacid de temps curts, &s a

dir, suposarem que en l’escala de temps de treball, la pertorbacid
inicial feta a la interffcie no ha tingut temps d®arribar a la su-
perficie B que 1imita el sistema (1a qual es considera a l'infinit

matemdtic). -

L’equaci8 del balang de matdria a la interficie e-

lectrddica es tradueix en

Alt)- X = Dvr[(‘\‘?@fi‘?:> “fk‘}’c)]rsrz =

1, 2

_ d LA 7r)] .
= W;Z&,i" =Tt (a0)

-, -~ 0
on Vg s el vector normal a la interficie electrodica, que natural-

ment serd en la direccid r , i A(t) &s 1°3rea de la superficie de 1°

eldctrode que en principi pot dependre del temps.
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L’equacid de balang (10) no &8s més que dir que a la
interficie electrddica ( 2 ) la quantitat de matdria que ve i se’n
va per transport cap a 1%eldctrode per unitat d’irea i de temps
(flux &s proporcional a ggad S\ (r,t) ) &s igual a la gquantitat de
matéria en fase adsorbida que queda acumulada per unitat de temps
(en qualsevol de les dues formes,. ja que a l”adsorbir-se, automdti-
‘cament reacciona fins que es compleixi 1’equacid (4) ). E1 flux de-
gut al terme convectiu no es considera, ja que sempre tractag§m casos

r 2 7 ~d
en qud v (P = T5t) Ny = 0.

éé important donar—-se’n compte de qud la hipdtesi
de reversibiiitat electroquimica fa que no haguem de considerar cap
tipus de mecanisme de feaocié, ni en fase voléimica (no hi ha termes
de font) ni en fase adsorbida, ja que les quantitats d’interés thk)
1 Cylr=T5 k) estan 1ligades per les relacions de reversibilitat elec-

troquimica (4) i (2), respectivament.- -

: .
5¢1le4.~ PROCES A POTENCIAL CONSTANT.

Quan es treballa amb un sistema electroquimic, sem—
pre existeix una variabie externa que controlem (control extern del
'procés), querla imposem odm a senyal d"entrada sobre el sistema, o
com a pertobacib a t=0 (input) i en're%istrem.una altra (output).
Aguf volem estudiar el procts a potencial constant i registrar—ﬁe‘la
intensitat (per exemple) en funcid del temps. Per a aixd hem d”ana~
litzar ol sietema a t = 0 amb molt de detall (Reimmuth i Balasubra-
manian — 1972b, Mag et al. - 1983, Puy et al. - 1985), ja que per a
t < 0 no hi ha potencial aplicat, matemdticament aixd vol dir que el
potencial &z ¥ Q | depeﬁent de si el procds &8s d“oxidacid o reduc—
cib, per a qud la relacib de reversibilitat eiectroquimica, gue hem
suposat que es verificava V 1 ¢ ‘( 0,00 ), no produeixi reacci$

redox abans d’iniciar-se el procés.




