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Capitol 1
Introduccio

Si considerem una matriu de Cartan A de tamany n X n, o sigui, una matriu amb
coeficients enters (a; ), amb 4,5 € S = {1,...,n} tals que

(1) A5 = 2 Vi € S,

(' ai,jSO Vi%jES,

(iii) am-:O — aj,i:O Vi#£jesS,

(iv) A és definida positiva,

11

~—

obtenim un grup de Lie compacte G(A) i una algebra de Lie g(A) de dimensi6 finita.
Aquesta algebra de Lie es pot definir a partir de 3n generadors e;, f;, h; amb i =
1,...,n amb les relacions seglients:

(a) [huh’]] :07 [eivfi] :h’iv [€Z7f]] :OSIZ%Ja
(b)  [hi, 5] = aijej, [ha, fi] = —aij;fj,
(c) (adei)l_“ivjej =0, (adfi)l_“ivjfj =0sii#j,

d’on, si la matriu A és definida positiva, la tercera de les relacions (c) ens assegura
que 'algebra de Lie g(A) és de dimensié finita.

Considerem doncs una matriu A que no té perque ser definida positiva, o sigui,
considerem una matriu de Cartan generalitzada com una matriu A de tamany n x n
i amb coeficients enters tal que:

i) Qij = 2 Vie S,

11) am-SO Vi#jeSs,

111) ajj = 0 <~— Qj; = 0 Vi 75] €S,

iv) Existeix una matriu diagonal D tal que DA és simetrica.

D’aquesta manera ’algebra de Lie que es defineix pot ser de dimensié infinita.
Tenim que les matrius de Cartan generalitzades es divideixen en tres families:
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1. Tipus finit: Aquelles que s6n definides positives i els correspon una algebra de
Lie de dimensié6 finita (tota matriu definida positiva complint les condicions (i),
(ii) i (iii) compleix (iv) automaticament).

2. Tipus afi: Matrius semidefinides positives i no de tipus finit (aquestes també,
en cas de complir les condicions (i), (ii) i (iii), compleixen automaticament la
condicié (iv)).

3. Tipus indefinit: la resta.

Les dues ultimes families ens donen algebres de Lie de dimensié infinita. Tot i aixo
cada una d’aquestes algebres de Lie és integrable i permet la construccié d’un grup
G(A), de dimensié infinita, que s’anomena grup de Kac-Moody.

Aquests grups van ser estudiats principalment per V. Kac i D. Peterson a [29] i
[31], on van demostrar que tenien moltes analogies amb els grups de Lie compactes.
Una d’aquestes analogies és 'existéncia d’una involucié compacta

eG(A) — G(A)

que té com a punts fixos un subgrup L(A) (que no és un subgrup compacte) i que
anomenarem forma unitaria del grup de Kac-Moody. La forma unitaria ens aporta
una descomposicié d’Iwasawa analoga a la dels grups de Lie i obtenim que L(A) és
homotop a G(A). Igual que en el cas de grups de Lie, aquests resultats s’utilitzen
per a fer teoria d’homotopia amb els grups K(A) en lloc de G(A).

FEn el cas de rang 2, o sigui, que considerem A una matriu de Cartan generalitzada

2 —a
A:<_b ; ) (1

amb a,b > 01ia =0 siinoméssib=0 (la condicié (iv) es dedueix directament

de tamany 2 x 2:

d’aquestes dues). Les families queden agrupades en:

1. Tipus finit: Correspon als valors de a i b tals que ab < 3. En aquests cas
obtindrem grups de Lie compactes i el resultat és:

alb |G

00 SU@2)xSU@2)
1]1|8U@3)

1| 2] Spin(5)
13]Gy

2. Tipus afi: Correspon als valors de a i de b tals que ab = 4, o sigui {a, b} = {1,4}
o bé {a,b} ={2,2}.
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3. Tipus indefinit: Correspon als valors de a i de b tals que ab > 4. Aquests sén
els grups de Kac-Moody que estudiarem a aquest treball.

Considerem doncs K (a,b) la forma compacta del grup de Kac-Moody associat a
la matriu A de 'equacié (1.1), amb ab > 4 i considerem BK (a, b) l'espai classificador.
Una de les primeres preguntes que ens podem fer és fins a quin punt els coeficients
{a, b}, determinen la classe d’isomorfia de K (a, b) i el tipus d’homotopia de BK (a, b).

El primer que observem és que si ab < 4, tant la classe d’isomorfisme de K(a,b)
com la classe d’homotopia de BK (a,b) queden determinats pel conjunt {a, b}.

En el cas ab > 4 apareixen grups de Kac-Moody no isomorfs amb espais classifi-
cadors homotops, per exemple K (1,225) 2 K(9,25) i BK(1,225) ~ BK(9,25).

Un altre dels topics importants als grups de Lie és el calcul de les aplicacions
entre els espais classificadors BG. Una possible manera d’enfocar aquesta qiiestié
passa per completar els espais classificadors a cada primer p, obtenint EE;p i utilitzar
el quadrat aritmetic de Sullivan [44]:

BdG

Hp BGp

|

BGg — (Hp ‘EEP>Q

Apliquem el functor Map(BG’,—) i obtenim un altre quadrat aritmetic. Com que
els grups de Lie compactes tenen la cohomologia racional H*(BG;Q) concentrada
en graus parells, obtenim que a nivell de components connexes, les dues aplicacions
horitzontals sén injectives, per tant:

moMap(BG', BG) — [ [ moMap(BG', BG,) .
p

L’estudi de les aplicacions als p-completats utilitza dos resultats fonamentals:

Un és el demostrat per B. Dwyer i A. Zabrodsky [18], que relaciona, per a w
un p-grup i G un grup de Lie compacte els centralitzadors de les imatges de les
representacions p:m — G amb el tipus d’homotopia de Map(BW,E(\?p), obtenint
una equivalencia modul p:

[I BCalp), > Map(Br, BG,) .
pERep(m,G)

Aquest resultat va ser generalitzat per D. Notbohm [37] al cas de grups p-torals.
En el cas dels grups de Kac-Moody, el resultat analeg al de Dwyer i Zabrodsky
va ser demostrat per C. Broto i N. Kitchloo a [10]. En canvi, en general, el resultat
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de D. Notbohm no és cert: existeixen aplicacions de BT (un tor) a BL (un grup de
Kac-Moody que no sigui grup de Lie) que no provenen de representacions.

L’altre resultat fonamental és la descomposicié de BG, amb G un grup de Lie
compacte, com a colimit homotopic de subgrups p-torals. En el cas de grups de Lie
compactes aquest problema va ser estudiat per S. Jackowski, J. McClure i B. Oliver
a [22] i [26].

L’estudi homotopic dels grups de Kac-Moody el podem trobar a la tesi de N.
Kitchloo [32]. Un dels principals teoremes és I’aproximacié de BL com a colimit
homotopic de grups de Lie compactes. Més concretament, considerem J C S un
subconjunt d’indexs tals que la submatriu de Cartan Ay = (a; ;)i jes sigui definida
positiva i per tant Py, el subgrup parabolic, sigui compacte. Sigui C la categoria
parcialment ordenada formada pels subconjunts propis J C S tals que Py és compacte
i el conjunt buit (). Llavors:

BK ~ hocolimjccBPr .

Aquest resultat, en el cas de rang 2, es redueix a considerar T" el tor maximal, H
i Hy dos grups de Lie compactes amb tor maximal de rang 2 i grup de Weyl Z/27Z i
el colimit homotopic es converteix en un push-out:

BT —*> BH;

4

BHy —— BK

Utilitzarem aquest push-out per a realitzar I’estudi de I’espai d’aplicacions [BK, BK].

Finalment comentar que en el cas de grups de Lie compactes connexos sabem que
la cohomologia racional classifica 1'espai de les autoaplicacions. Més concretament, a
[26] demostren que si G és un grup de Lie compacte connex, llavors, dues aplicacions
f, f': BG — BG s6én homotopes si i només si H*(f; Q) = H*(f; Q).

Veurem que aquest resultat és fals per a grups de Kac-Moody: dues aplicacions
de BK a BK seran la mateixa a cohomologia racional si i només si tenen el mateix
grau i veurem que el grau no caracteritza les aplicacions.

Si considerem cohomologia amb coeficients enters, el resultat també és fals, o
sigui, podem trobar aplicacions no homotopes que a cohomologia entera indueixen la
mateixa aplicacié.

1.1 Organitzacio del treball

El treball es divideix en 7 capitols, dels que el primer és la introduccio i els resultats
principals dels segiients sén:
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Al capitol 2 hi ha la definicié i un resum de les propietats basiques dels grups
de Kac-Moody de rang n. Es defineixen a partir de la matriu de Cartan, passant per
I’algebra de Kac-Moody i obtenint finalment el grup G(A).

Es comenten les semblances i diferencies entre els grups de Lie compactes i els de
Kac-Moody. El més important es concentra en ’estudi dels subgrups parabolics i els
subgrups compactes, obtenint, en particular, que hi ha elements de la forma unitaria
del grup de Kac-Moody que no estan a cap tor maximal.

Al capitol 3 es veuen resultats més concrets que afecten a grups de Kac-Moody
de rang 2, que anomenem K (a,b), on a i b sén els coeficients de la matriu de Cartan

2 X 2:
2 —a
-b 2 '

Aquest és un cas molt particular ja que el grup de Weyl sempre és isomorf a Z /27 /2
i per tant tota la seva torsié esta concentrada a p = 2. A aquest capitol també es
determina les classes d’isomorfisme dels grups de Kac-Moody de rang 2, obtenint
que:

Proposicié 3.7.1 K(a,b) és isomorf a K(a',b") si i només si {a,b} = {a’,'}.

Al capitol 4 es repassen alguns resultats coneguts sobre els espais classificadors
dels grups de Kac-Moody. Una de les coses que es demostra és que el quadrat
aritmetic de Sullivan [44] de 'espai BK, sota bones condicions d’un espai X, ens
dona una aplicacié injectiva:

X, BK] — [][X,BEK,) .

Aquesta eina la utilitzarem per a demostrar els resultats principals del treball. Si
tenim en compte que BKg ~ K(Q, 4), tenim que al quadrat aritmetic

Map(X, BK) [1, Map(X, BK,)

| |

Map(X, K(Qa 4)) - Map(X, K(@, 4))

necessitem molt poques restriccions per a que una familia d’aplicacions (fp), €
[, Map(X, BK ) estengui a una aplicacié f: X — BK.

A aquest capitol també parlem dels subgrups parabolics de la forma unitaria dels
grups de Kac-Moody, que és una altra de les eines importants que aplicarem més
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endavant. En el cas de rang 2 es tradueix en 'existéncia d’un push-out homotopic:

BT —> BH;

S

BHy —— BK

on H; = S x S' o bé H; = U(2), depenent de la paritat de a i b.

Al mateix capitol estudiem les autoaplicacions d’aquests grups BH;, que farem
servir per a construir autoaplicacions entre els grups de Kac-Moody K (a, b).

Al capitol 5 s’estudien les components connexes de 'espai Map (BT, BK). Neces-
sitem l’estudi a cada primer i per aix0 comencem amb alguns conceptes de teoria de
nombres sobre formes quadratiques, definint el genere i calculant el grup d’automorfs
d’una forma quadratica sobre Z i sobre 2p. Aquestes dues eines, juntament amb el
calcul del grup de Weyl completat, ens donen dues demostracions independents d’un
resultat que en el cas de grups de Lie no es dona:

Teorema A FEuisteixen aplicacions a [BT, BK| que no provenen de representacions
p:T — K.

Acabem aquest capitol amb un estudi de 'espai d’aplicacions Map(BT, BK p)-
Primer estudiem 'espai en general i després ens restringim al cas que ens interessa i
del que en podem dir més coses: les components connexes Map(BT, BK p)g, ON g €3
una aplicacié que estén a BK.

En aquest cas, si I’aplicacié no és homotopa a constant, quan la restringim a 7}
(els elements d’ordre un divisor de p™ del tor T'), ha de tenir nucli finit, d’ordre menor
o igual a p®, per a certa s independent de la n, i aquests espais d’aplicacions sén:

Teorema B Sin > s llavors cada component connexa de Map(BTpn,EI\(p)(s) és

homotopament equivalent a (@)p X K(zp, 1).

Acabem aquest capitol demostrant que el grup de Weyl completat és el grup de
Weyl topologic quan completem els espais:

Teorema C Siguin p,p':Tpee — Tpeo homomorfismes amb nucli finit. Llavors
Bp ~ Bp' a Map(BTp~, BK,) si i només si existeix o € W), tal que p = ap’.

Al capitol 6 es considera un grup de Kac-Moody de rang 2 generic K(a,b) i
s’estudia la dependencia del tipus d’homotopia en funcié de a i de b. El resultat
principal d’aquest capitol és determinar la condicié necessaria i suficient per a que
els espais classificadors de dos grups de Kac-Moody de rang 2, BK (a,b) i BK (', V')
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siguin homotops. Aquesta condicié no coincideix amb la del tipus d’isomorfisme dels
grups K(a,b) i K(da',V'), obtenint doncs, grups de Kac-Moody no isomorfs amb el
mateix espai classificador i obtenint un altre resultat que difereix del cas de grups de
Lie compactes.

Per a l'estudi comencem definint les aplicacions admissibles. Aqui també apa-
reixen diferéncies respecte als grups de Lie, ja que necessitem treballar amb el grup
de Weyl completat a cada primer.

Aquest factor sera precisament el que fara apareixer equivalencies homotopiques
per a cada primer i que estendran a ’espai classificador sense completar:

Teorema D Siguin a, b , a’, V' enters positius. Llavors, BK (a,b) ~ BK(a',b') si i
NOMES Si:

1. ab=d't/ i med(a,b) = med(a’, V).

2. Ezisteiz u € {a',V'} tal que au = A%, A € Z i per a tot p tal que vp(a) # vp(u),
tenim que bu és un quadrat a Zj.

Al capitol 7 d’aquesta memoria, es classifiquen les autoaplicacions dels grups de
Kac-Moody de rang 2. El fet que BK (a, b) sigui 3-connex i que H*(BK (a,b);Z) = Z
permet definir el grau d’una aplicacié f entre un grup de Kac-Moody i ell mateix
com l'enter g tal que 'accié de f a H*(BK(a,b);Z) correspon amb multiplicar per
aquest g.

Aquest enter g no determina, en general, el tipus d’homotopia de 'aplicacié. De
fet només les aplicacions de grau g = 0 queden determinades pel seu grau, obtenint
que una aplicacié de BK (a,b) en ell mateix és homotopa a constant si i només si és
de grau zero:

Teorema E Sigui f: BK — BK wuna aplicacid. Les tres afirmacions segiients son

equivalents:
1. f és homotopa a l'aplicacid constant.

2. flpr és homotopa a laplicacié constant.
3. f és una aplicacio de grau 0.

Els primers exemples d’aplicacions no nulhomotopes entre els grups de Kac-
Moody els trobem a les aplicacions d’Adams ordinaries, que no és res més que una
generalitzacié de les aplicacions d’Adams en el cas de grups de Lie. Aquestes les
definim a nivell de subgrups parabolics i després veiem que estenen a tot BK(a,b).
Notarem per ¢* les aplicacions de BK en ell mateix que estenen I’aplicacié a nivell
del tor maximal Bp: T — T, on p és I'aplicacié que envia t — t.

Als grups de Lie compactes sabem que aquestes aplicacions apareixen només per
a A tal que no divideixi ’ordre del grup de Weyl. En el cas de grups de Kac-Moody
tenim el resultat analeg:
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Teorema F Suposem que tenim una aplicacié d’Adams ordinaria: ¢*: BL — BL.
Suposem també que el grup de Weyl té algun element d’ordre p, o sigui, Z/pZ C W.
Llavors p no divideix a .

Per tant, en el cas de grups de Kac-Moody de rang 2, A haura de ser senar.

Un estudi més detallat ens permet veure l'existéncia d’unes altres aplicacions,
que anomenarem aplicacions d’Adams paraboliques, que consisteixen en “creuar” els
subgrups parabolics, obtenint una nova familia d’aplicacions ¢®%, on a'i  sén senars
i complint ace = bg3.

Si passem a un estudi local de les aplicacions, o sigui, a ’analisi primer de
[BK, BK p] per a cada primer p i a estudiar les families compatibles d’aplicacions
que ens en donaran una de BK a BK, obtenim el que anomenem les aplicacions
d’Adams generiques, que venen determinades per uns coeficients:

((ep, Ap))p eIl ({o, 1} x 2p) (1.2)

sota unes certes restriccions. Un analisi de les aplicacions entre els espais completats
ens déna el segiient resultat:

Teorema G Sigui f: BK — BK wuna aplicacio. Llavors f és una aplicacio d’A-
dams genérica.

Amb tota aquesta informaci6 ja podem caracteritzar els enters g tals que existeix
una aplicacié f: BK(a,b) — BK(a,b) de grau g.

Fins ara tot el que hem vist demostra ’existencia d’aplicacions entre espais classi-
ficadors de grups de Kac-Moody, pero no hem parlat encara de la unicitat d’aquestes
aplicacions.

Un primer pas per a veure la unicitat consisteix en, coincidint amb el resultat
conegut per a grups de Lie, demostrar que dues aplicacions f, f': BK — BK' sén
homotopes si i només si ho sén sobre el tor maximal. En el cas de grups de Kac-
Moody de rang 2 tenim el resultat analeg:

Teorema H Siguin f, f': BK — BK. Les afirmacions segiients sén equivalents:
1. f i f sén homotopes.

2. flerk @ ['|BT $6n homotopes.

Aquest resultat ja és prou rigid i ens permet caracteritzar la relacié d’equivaléncia
que hem de posar als coeficients de les aplicacions d’Adams generiques (1.2) per a
tenir la classificacié completa de [BK, BK].

Finalment, per tal de resumir 'estudi de [BK, BK], per a cada f: BK — BK
donem una familia d’invariants:

() e TT(f0.13 xZ,)



1.2 Agraiments 17

complint:

Teorema I Fizats a,b tals que ab > 4, la familia d’invariants (e,,7p) per a cada
primer p classifica el tipus d’homotopia de les aplicacions de BK (a,b) a BK(a,b).

A més, fixada una familia:
<(5p77p)>p € H ({07 1} x zp)
D

sota unes certes restriccions, obtenim:

Teorema J Ezisteix una unica aplicacid f: BK(a,b) — BK(a,b) amb aquests in-

variants.

Finalment, observem que la cohomologia racional no detecta el tipus d’homotopia
de les aplicacions, o sigui, hi ha aplicacions no homotopes de BK en ell mateix
que indueixen el mateix a H*(BK;Q). Afegim, a més, que tampoc la cohomologia
entera detecta el tipus d’homotopia de les aplicacions, construint dues aplicacions no
homotopes que donen el mateix a H*(BK;Z).
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Capitol 2

Els Grups de Kac-Moody

A aquest primer capitol definirem les algebres i els grups de Kac-Moody.

Definirem I’algebra de Kac-Moody d’una matriu de Cartan generalitzada seguint
els primers capitols del llibre de V. Kac [28] i enunciarem els resultats necessaris
per a més endavant. Quan parlem de grups de Kac-Moody, les referéncies que hem
utilitzat sén els articles de V. Kac i D. Peterson [29] i [31].

Tan sols hem escrit la demostracié dels resultats que no es troben explicitament
enunciats a les referéncies que hem donat.

2.1 Matrius de Cartan generalitzades

Sigui S = {1,2,...,n} un conjunt finit i A = (a; ;) jes una matriu de Cartan gene-
ralitzada, o sigui, una matriu n X n amb coeficients enters i que compleix:

(1) Qjj = 2 VieS.

(ii) a;; < 0 Vi£jeSs.

(i) ai; =0 < a;, =0 Vi#jeSs.

(iv) Existeix una matriu diagonal D tal que DA és simétrica.

Una matriu A que compleixi aquesta tltima condicié s’anomena una matriu sime-
tritzable.

Si aquesta matriu, a més, és definida positiva, obtenim un grup de Lie compacte
i una algebra de Lie de dimensié finita. En el nostre cas, aquesta restriccié no la
tindrem, i de manera analoga obtindrem el grup de Kac-Moody i ’algebra de Kac-
Moody associats.
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2.2 L’algebra de Kac-Moody

Fixem doncs A = (aiJ)i’j:Ln_,n una matriu de Cartan generalitzada de rang [. Una
realitzacié d’A és una tripleta (h,I1,1IV) on b és un espai vectorial complex, II =
{aq,...,an} CH*illY ={af,...,a,/} C b sén subconjunts de h* i h respectivament,
complint les segiients condicions:

(a) els dos conjunts IT i ITV estan formats per vectors linealment indepen-
dents.

(b) ozj(oz;/) = Q45 Vi,j: 1,...,n

(c) dimbh=2n-—1.

Direm que dues realitzacions (h1, 11, I1}) i (h2, II, I1Y) s6n isomorfes si existeix un
isomorfisme d’espais vectorials ¢: h; — by tal que ¢(I1y) = LY i ¢*(Ilp) = II;.

Lema 2.2.1 ([28]) Fizada una matriu de Cartan generalitzada A, existeir una unica
realitzacid, modul isomorfisme.

Fixades dues matrius de Cartan A; i A, amb realitzacions (b1, Iy, IT}) i (h2, IIs, I1Y),

. . . , A O
obtenim una realitzacié per la matriu 0 A :
2

(b1 @ by, I x {0} U {0} x Iy, I} x {0} U {0} x IIy),

que anomenarem suma directa de realitzacions.
Igual que al cas de dimensi6 finita, diem que II és la base d’arrels i IIV és la
base de coarrels. Els elements de IT i ITV s’anomenen arrels simples i coarrels simples

respectivament. Considerem les zarxzes d’arrels i les arrels positives:

n n
QZZZ% ; Q+:ZZ+%’-
i=1 i=1
Aix0 ens permet definir un ordre parcial a h*: direm que A > psi A — p € Q4.
Considerem ara A una matriu de Cartan i (h,II,IIV) una realitzacié. Definim
I’algebra de Lie auxiliar g(A) amb generadors e; i f;, 7 =1,...,n1ibh, amb les segiients
relacions:
lei, f5] = Jav Vi,j=1,...,n.
[h, W] Vh,h' € b.
[h,e;] = ()eZ Vi=1,...,niheb.
[h, fil = —ci(h)f; Vi=1,...,niheb.

Per la unicitat en la realitzacié d’A tenim que g(A) esta ben definida i només depen
d’A.

Denotem per n (respectivament n_) la subalgebra generada per ey, ..., e, (res-
pectivament fi,..., f,).
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Teorema 2.2.2 ([28])
(a) g(A) =n_®hdny com a espais vectorials.

(b) ny (respectivament n_) esta lliurement generada per ey, ..., e, (respectivament

fiyeoos fn)

(¢) L’aplicacid e; — —f;, fi — —e; i h — —h estén de manera inica a una involucid
W de lalgebra de Lie g(A).

(d) Tenim la descomposicio d’arrels

A= P sa|lore| B o]
a€Q4 , a#0 a€Qy , a#0
on go = {z € §(4) | [h,x] = a(h)z}. A més, dimgy, < 00 i go C Ny per a
ta € Qy, a#0.

(e) Existeiz un unic ideal v que interseca trivialment b i és maximal respecte a
aquesta condicié. A més tenim la suma directa d’ideals:

t=(tNn_)® (tNng).

Definicié 2.2.3 ([28]) Definim [algebra de Kac-Moody associada a la matriu de
Cartan A com el quocient:

g(A) =g(A)/x,

on g(A) it son els que acabem de veure.

La matriu A s’anomena matriu de Cartan de 'algebra de Kac-Moody g(A) i
n s’anomena el rang de g(A4). La quadrupla (g(A),h, I, I1V) s’anomena quadrupla
associada a la matriu A. Dues quadruples (g(A1), b1, 11, 10Y) i (g(As2), ha, o, I1Y)
s’anomenen isomorfes si existeix un isomorfisme d’algebres de Lie ¢: g(A41) — g(Az2)
tal que ¢(h1) = b2, p(ITf) =113 1 ¢*(Ilz) =TI,

La subalgebra h € g(A) s’anomena subalgebra de Cartan i els elements e;, f;
s’anomenen els generadors de Chevalley. De fet, aquests generen 'algebra derivada:
g'(A) = [g(A4),8(4)]. A més, g(A) = ¢g'(A) + b 1ig(A) = g'(A) siinoméssi A té
determinant no nul.

Acabem aquest apartat amb un lemas:
Lema 2.2.4 ([28])

(a) Donades dues matrius nxn, A i A', existeix un isomorfisme entre les quadruples

associades si i només si es pot obtenir A a partir d’una permutacio dels indexs
d’A’



22 Els Grups de Kac-Moody

(b) g(A) és simple siinomés si A té determinant no nul i per a tota parella d’indexs
(1,7) existeizen iy,...,is tal que el producte a;; a;, i, - i, ; # 0.

2.3 Sistemes de Coxeter

Definicié 2.3.1 ([29]) Sigui S un conjunt finit, direm que M = (mgy)sics €5 una
matriu de Coxeter sobre S si és una matriu simétrica amb coeficients no negatius
tals que mgy =1 si 1 només si s =t.

Direm que W és el grup de Coxeter associat a M, una matriu de Coxeter, si W
és el grup generat pels elements de S amb les relacions:

(st)™st =1 per a tot s,t €S.

En particular compleiz que s> =1 per a tot s € S.
Anomenarem a la parella (S, W) un sistema de Coxeter.
Si J és un subconjunt de S, denotarem per Wy el subgrup de W generat pels

elements de J.

Definicié 2.3.2 ([29]) Fizat w € W, direm que una expressié w = si--- Sk, amb
S1,...,8; € 5 ésreduida si k és minima. Anomenarem a aquest k la longitud de w
i Uescriurem l(w).

Considerem ara A = (as¢)stes una matriu de Cartan generalitzada, definim el
grup de Cozeter associat a la matriv de Cartan A com l'associat a la matriu de
Coxeter M4, amb coeficients més =11iperas#t, mét = 2,3,4,6 o 0 segons si
asars =0,1,2,3 0 > 4. Sigui (W(A),S) el sistema de Cozeter associat a la matriu
de Cozeter M, amb generadors {r,}scs.

Siguin @ i QV grups abelians lliures generats per les variables a5 i o), s € S
respectivament. Definim laplicacié bilineal Q x QY — Z com (a4, ) = a4.

)

Lema 2.3.3 ([29]) Les formules

S o =0p — Qs tOg T S+ ozl\/ = Ofl\t/ — at,saz
defineizen accions fidels del grup W (A) per automorfismes de Q i Q" respectivament,

que respecten l'aplicacid bilineal (| ).

Considerem ara dos exemples de grups de Coxeter que provenen de matrius de
Cartan i que per tant, tal i com veurem més endavant, sén grups de Weyl de grups
de Kac-Moody:
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Exemple 2.3.4 Considerem la matriu de Cartan 2 x 2:
2 —a
A=
amb ab > 4, per tant, la matriu de Coxeter és:

(1)

i el grup de Coxeter té dos generadors wy,ws i dues relacions, w$ = 1 i w3 = 1, per
tant és isomorf a Z /27 * Z/27.

Exemple 2.3.5 Considerem ara la matriu de Cartan 3 x 3:

amb ab > 4, llavors la matriu de Coxeter és:

1 2
M=1]20 3
2 1

w = O

i el grup de Coxeter té tres generadors wy,w; i ws, i les relacions w? = w3 = w3 =

(wrw3)? = (waws)® = 1 i aquest grup és isomorf a PG Lo (Z).

2.4 Arrels de ’algebra de Kac-Moody

Considerem A una matriu de Cartan generalitzada i g(A) 1’algebra de Kac-Moody
associada a A (definici6 2.2.3).
Tenim la descomposicié d’arrels:

g(A) = @ga .

a€eq@

On go = {z € g(A4) | [h,x] = a(h)x per a tota h € h} és 'espai associat a l'arrel a.
Observem que go = 0, ga, = Ces i g_o, = Cfs. Definim la multiplicitat d’una arrel
«a com la dimensié de g,.

Definicié 2.4.1 ([28]) Un element o € Q s’anomena arrel si o # 0 i t€ multiplicitat
diferent de zero.
Anomenarem arrels positives a aquelles que pertanyen a Q4 i negatives a les

de Q_.
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Tenim que tota arrel és o be positiva o be negativa. Denotem per A, A i A_ el
conjunt de totes les arrels, les arrels positives i les arrels negatives respectivament.

Llavors:

A=A UA_.
Sigui ny (respectivament n_) la subalgebra de g(A) generada per ey, ..., e, (respec-
tivament fi,..., f,). Tenim la descomposicié triangular:

gA)=n_dbhon_.

L’ideal v de g(A) és w-invariant (on w és la involucié definida al teorema 2.2.2), per
tant, tenim una involucié w: g(A) — g(A) determinada per les propietats:

w(e;) = —fi, w(fi) = —e; 1 w(h) = —h per a tot h € b.

Com que w(ga) = g—q tenim que les arrels o i —« tenen la mateixa multiplicitat. En
particular
A_=—-A,.

Recordem que a la construccié de g(A), les arrels complien Paplicacié bilineal del
lema 2.3.3, per tant, tenim una acci6 fidel del grup W (A) sobre Q.

Definici6 2.4.2 Definim les arrels reals com el conjunt:
A :={w-as |weW(A),se S}.

També utilitzem les notacions A’ = A™ N A, i es compleix que A™ = AT U —A®

(unié disjunta).

2.5 Integracié d’algebres de Kac-Moody

Considerem A una matriu de Cartan generalitzada. Considerem (b, II,1I") una rea-
litzaci6. Observem que (h*,IIY,1II) és una realitzacié per a A7, la transposada de la
matriu de Cartan A, que és alhora una matriu de Cartan. Llavors, si (g(4), h, I, ITV)
és una quadrupla associada a la matriu A, (g(AT), h*, IV, II) és una quadrupla asso-
ciada a la matriu A”. Anomenarem g(A”) I’algebra de Kac-Moody dual de g(A).

Sigui ara V un g-modul sobre una algebra de Lie g. Diem que un element x € g
és localment nilpotent en V si per a qualsevol v € V, existeix N un natural tal que
N (v) = 0.

Considerem g(A) com a g(A)-modul amb I’adjuncié:

Lema 2.5.1 ([28]) ade; i adf; sdn localment nilpotents a g(A).
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Direm que un g(A)-modul V' és h-diagonalitzable si V = @, cq- Va, on Vi = {v €
V| h(v) = (A, h)v per a tot h € h}. Direm que A és un pes si V) # 0 i anomenarem
multiplicitat de \ a la dimensié de V).

Un modul h-diagonalitzable V' sobre una algebra de Kac-Moody g(A) s’anomena
integrable si tots els elements e; i f; per ai=1,...,n sén localment nilpotents sobre
V.

Un element z € g s’anomena localment finit sobre V., on V és un g-modul, si per
a qualsevol v € V, Iespai vectorial generat per {z"V(v)}necz és de dimensié finita.
Observem que els elements localment nilpotents i h-diagonalitzables sén localment
finits.

Fixem g una algebra de Lie i V un g-modul. Diem que V' és integrable si V = Vgy,
on Vi, = {v € V | v és localment finit}.

Proposicié 2.5.2 ([28]) L’algebra de Kac-Moody g(A) associada a una matriu de
Cartan generalitzada A és una algebra integrable.

Ara podem definir el grup de Kac-Moody associat a 1’algebra g(A): sigui G* el
grup lliure generat pels elements de g(A). Considerem V un g(A)-modul integrable.
Donada 7 una representacié de g(A) en V', definim una representacié de G* sobre V
amb ’exponencial:

1
I(m)(x) = —m(@)" @€ g(A).
n>0

Considerem N* el nucli de tots els I(), on 7w varia sobre tots els g-moduls integrables.

Definicié 2.5.3 ([28]) Definim G(A) el grup de Kac-Moody associat a la matriu
de Cartan A com el grup G*/N*, on G* i N* son els que acabem de definir.

2.6 El grup G(A)

A la seccié anterior hem definit el grup de Kac-Moody associat a una matriu de
Cartan generalitzada A. A aquesta seccié veurem una caracteritzacié axiomatica del
mateix grup, tal i com es fa a larticle de V. Kac i D. Peterson [29] i comentarem les
propietats que necessitem.

Per a cada t € C* i u € C considerem els segiients elements de SLy(C):

h(t)—(é t‘_)l), x(u)—(é j‘) i y<u>—<i ‘f)

Denotarem per € la involucié compacta de SLy(C)
Ty 1
e(a) = (@") .

Tal que els punts fixos per aquesta involucié sén SUs.
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Teorema 2.6.1 ([29]) Els segiients axiomes ens determinen, modul un dnic iso-
morfisme, un grup G(A), isomorf al grup de Kac-Moody associat a la matriu A, i
uns morfismes de grups ¢;: SL2(C) — G(A) per a tot i € S. (A partir d’ara de-
notarem per hi(t), x;(u) i yi(u) els elements de G(A): i(h(t)), vi(zx(w)) i @i(y(u))
respectivament. )

(G1) Ezisteix un G(A)-modul (V,7) sobre C fidel tal que cada SLo(C)-modul
(V,mo ;) és una suma directa de submoduls racionals de dimensid finita.

(G2) () hi(t); (whi(t) ™ = 2;(t%u) i hi(t)y;(u)ha(t) " = yo(t~%u) per a tot
i,j elements de S, t € (C*)% iu e C.

(b) xi(u)y;(v) = y;j(v)zi(u) per a toti#j e S itotu,vecC.

(G3) Si un grup G i morfismes ¢}: SLa(C) — G per a tot i € S satisfan (G1) i (G2)
llavors existeiz un dnic isomorfisme ¥: G(A) — G tal que @} =1 o ;.

Definicié 2.6.2 Composant les p; amb € i aplicant 'azioma (G3) obtenim que exis-
teiz una unica involucid w: G(A) — G(A) tal que ¢p;oe = wo ¢; per a totai € S, que
anomenem involucié compacta de G(A).

Considerem els segiients subgrups de G(A):
o G;=¢;(SL2(C)) per atotieS.
o H;={hi(t)|t € C*} peratoticS.
e H el subgrup generat per {H;}icg, el tor mazimal complez.
o T ={[Licghi(t) | t € S* C C*}, el tor mazimal real.
Lema 2.6.3 ([29])

(a) El morfisme (C*)% — G(A) definit per (t;)ies + [licg hi(ti) és un isomor-
fisme amb la seva imatge, que és H.

(b) Els morfismes p; son injectius, per a toti € S.
(c) GiNGj={1} perai#jeS.

Considerem ara els segiients elements:

- 0 1
Si = ¥ 10 .

Sigui N el subgrup de G(A) generat per H i §; per a i € S. Llavors tenim les
propietats:



2.7 Subgrups parabolics de G(A) 27

Lema 2.6.4 ([29])

(a)

H és un subgrup normal de N, per tant, té sentit considerar W = N/H, que
anomenarem grup de Weyl de G(A).

Ezisteiz un unic isomorfisme de W en W (A) tal que envia $;H a r; per a tot

ie€S.

El centralitzador de H en N i en G(A) és H.

El normalitzador de H a G(A) és N.

Hi ha un dnic isomorfisme de W a W(A) que envia §;H a r; per a tot i € S.

G(A) = [1,yew BwB (descomposicié de Bruhat).

Per tant, a partir d’ara identificarem W amb W (A) i utilitzarem sobre W totes les

propietats que hem vist sobre W (A).

2.7

Subgrups parabolics de G(A)

Els subgrups parabolics jugaran un paper important per a poder entendre homoto-

pament els grups de Kac-Moody.

Considerem abans els seglients subgrups dels grups de Kac-Moody:

Ua, = {zs(u) |lu e C}, peraseS.

Si o = w - as és una arrel real (definicié 2.4.2), sigui n € N tal que w = nH i
considerem U, = nU,,n~!. Aquest grup esta ben definit (veure [29]), per tant,
només depen de a. Observem que U,, = {zs(u) | u € C}.

Sigui Uy (respectivament U_) el subgrup de G(A) generat per U, (respectiva-
ment U_,) per a o € A’f.

W el subgrup de G(A) generat per § amb s € J C S.

B el subgrup de G generat per H i Uy.

Definicié 2.7.1 Definim els subgrups parabolics de G(A) com els subgrups Q; =
BW;B, per a cada J C S.

Observacié 2.7.2 Considerem també B com el subgrup parabolic corresponent al

subconjunt buit (0).
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2.8 Els grups L(A) i K(a,b)
Considerem ara la involucié de G(A) de la definicié 2.6.2 i definim L(A), la forma
unitaria del grup G(A) com el conjunt de punts fixos de w.

Observacié 2.8.1 Utilitzarem la lletra L = L(A) per a designar la forma unitaria
d’un grup de Kac-Moody G(A) geneéric amb matriu de Cartan A de mida n x n. En
canvi, utilitzarem la notacié K(a,b) per als grups de Kac-Moody corresponents a

(5

que son les que analitzarem més detalladament.

matrius 2 X 2:

Lema 2.8.2 ([29])

(a) G(A) = L(A)H, U de manera unica (descomposicié d’Twasawa,).

(b) L(A) és homotop a G(A).

(¢) L(A) esta generat per {Ls}scs, on Ls = L(A) N Gs.

(d) L(A)NH =Ty, i és un tor maximal de L(A).

(e) El normalitzador de Ty, a L(A), que escriurem NT7,, és NNL(A) i esta generat

per T, i {5}ses.

(f) El grup de Weyl de L(A), que definim com NTy /Ty, és isomorf a W(A).

Sigui D = {u € C | Ju| < 1} el disc unitat tancat i S' = {t € C | |t| = 1} la seva
frontera. Per a u € D considerem:

=i VT ) e

Observem que si t € S! tenim z(t) = h(2).
Considerem ara SUj escrit de la manera segiient:

Lema 2.8.3 ([29]) SU;y és el grup amb generadors {z(a)}aecp, amb les segiients
relacions (posem h(t) = z(t) quan t € S*):

(a) h(t)h(t') = h(tt'), on t,t' € St.
(b)
(c) z(ic)h(t)z(ic) P =2(Pt+(1—c*)f) on0<c<1ite St ambImt>0.

I~

(t)z(a) = z(t2a)h(t™), ont € St ia € D.
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A més z(u)~! = z(—u)h(-1).

Observem que un possible isomorfisme és aquell que envia

o) — u V1= |ul?
iR w )

I per tant podem explicitar la inversa:

(5 5) =i ()

Recordem ara les aplicacions s: SLy(C) — G(A), que donaven 'estructura al
grup de Kac-Moody, i la composem amb la inclusié SU; < SL2(C), obtenint unes
aplicacions que anomenarem Zzs:

25:8Uy — G(A).

Com que SU; s6n els punts fixos per la involucié compacta de SL2(C) que s’utilitza
per a definir la involucié compacta de G(A) veiem que l'aplicacié zs té la imatge
continguda a L(A) i més concretament:

25:8Uy — Lg C L(A) .

Utilitzarem SUs amb la notacié del lema 2.8.3 i per tant considerem, igual que al
principi, zs(u) = ps(2(u)) i hs(t) = ps(h(t)), peraue Dite St C D.

Tal i com hem vist al lema 2.8.2, els subgrups L, per a s € S generen L(A), per
tant, tot element de g € L es pot escriure com:

g = 25, (u1)zs, (u2) -+ 2, ()
amb s; € Siu; €D.
Lema 2.8.4 ([29])

(a) Siw = s1---8k €és una expressid reduida (definicid 2.3.2) per a w € W i

o
g € L(A) N BwB llavors existeizen uns unics ui, ..., ux €D it € Ty, tal que

9= 25y (u1) -+ 25 (up)t -

(b) Per a tot s,t € S, existeix una unica aplicacid T y: (loj)msvt — (f))mw tal que
stu = (u1,us,...) € (B)m“ iTst(u) =v=(v1,v2,...) € (ﬁ)ms’t llavors

zs(u1)ze(ug)zs(ug) - - = z¢e(v1)zs(v2)ze(vs) - - - .
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(¢) L(A) és el producte amalgamat dels subgrups L(A) N Py modul les relacions de
(b), on Ps son els subgrups parabolics corresponents a {s} C S.

Finalment enunciem el teorema que ens déna l'estructura dels grups L(A):

Teorema 2.8.5 ([29]) L(A) és el grup amb generadors zs(u), amb s € S iu € D
amb les relacions (posarem hy(t) = zs(t) sit € S*):

(K1) hs(t)hs(t') = hy(tt') sis€ S it ¢ € ST

(K2) zs(ic)hs(t)zs(ic) ™ = zg(Pt + (1 —c)i) sis € S,0<c<1itec S' amb
Imt¢ > 0.

(K3) hs(t)ze (u) = 2g (t% " u)hg (t~ %" Yhs(t) sis, s’ € S, t€ St iueD.

K4) zs(u)zy (v) = 25 (V)25 (u sis,s’ES,mA,:2iu,UED.
S,S

(K5) zs(u1)zg(u2)zs(ug) -+ = zg(v1)zs(v2)zgr (v3) - -+, amb m‘:s, factors a cada cos-

tat, amb s,s' € S, complint que asy = —1 i ay s = —k per a k € {1,2,3} i que
(v1,--+,v,,4 ,) =T g(ur, -, u,a ,), on I g és la definida al lema 2.8.4.

Lema 2.8.6 FEl centre d’un grup de Kac-Moody amb matriu de Cartan A és el grup
abelia generat per {gs}scs amb relacions les files de la matriu de Cartan, tenint en
compte que la part lliure Z" la substituim per (S1)™.

DEMOSTRACIO: Per a simplificar considerem S = {1,2,...,n}. Considerem la matriu
de Cartan A = {a; j}ijcs. Si volem que un element sigui del centre, aquest haura
d’estar inclos al centralitzador del tor maximal, que és ell mateix i per tant, el que
ens plantegem és quines condicions haura de complir un producte:

hi(t1)ha(t2) - - - ha(tn)

per a estar al centre. Si ara demanem que la condicié (K3) sigui una relacié de
commutacid, obtenim el resultat de ’enunciat.

2.9 Subgrups compactes

A aquest apartat resumirem alguns resultats que es deduiran de la proposicié 2.9.2
que podem trobar a [31]:

Sigui A una matriu de Cartan generalitzada, sigui G(A) el grup de Kac-Moody
associat 1 L(A) la seva forma unitaria. Sigui 77, el tor maximal de L(A) de rang n,
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NT7y, el normalitzador del tor maximal i W el grup de Weyl, generat per les reflexions
{U)l, ey wn}

Sigui I C {1,...,n} un subconjunt propi. Considerem @ el subgrup parabolic
de G(A) definit a la seccié 2.7 1 Pr = Qr N L(A).

Definicié 2.9.1 Anomenem a P; construit d’aquesta manera com el subgrup para-
bolic de L(A).
Direm que I C {1,...,n} és de tipus finit si el grup Pr és compacte.

Aquest conjunts de subindexs coincideixen amb aquells tals que el subgrup del grup
de Weyl generat per {w;}ier és un subgrup finit, o sigui, amb aquells tals que la
submatriu de Cartan A és definida positiva.

Considerem la descomposicié de Bruhat G(A) = [],,cy BwB (lema 2.6.4) i sigui
K’ un subgrup de L(A):

Proposicié 2.9.2 ([31])

(a) K' és compacte si i només si talla un nombre finit d’elements del conjunt
{BWB}wew.

(b) Per a tot subgrup compacte K' de L(A) existeiz x € L(A) i I C {1,...,n} de
tipus finit tal que xK'z=1 C P;.

(c) Tot tor de L(A) esta contingut al tor maximal, modul conjugacié. Tot element

g € L(A) tal que el subgrup generat (g) té adheréncia compacta es pot conjugar
dins del tor mazximal.

I d’aquesta proposicié en podem treure el corol-lari segiient:
Corol-lari 2.9.3
(a) Tot element d’ordre finit es pot conjugar al tor maximal.

(b) Sigui P C L(A) un subgrup p-toral. Llavors tot element g € P es pot conjugar
al tor mazximal.

DEMOSTRACIO: La proposicié anterior ens déna el primer apartat.
Sigui ¢ € P C L(A) on P és un grup p-toral, o sigui, P es pot escriure com
I’extensio:
Py— P —»m,
on Py és un tor i 7 és un p-grup finit. Llavors P és un subgrup tancat de L(A) i el

grup generat per g esta contingut a P, per tant la seva adherencia també i tenim que
(g) és compacta (ja que P és compacte), i podem aplicar la proposicié 2.9.2. ]
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Observacié 2.9.4 Aqui apareix una diferéncia amb els grups de Lie compactes. En
el cas de grups de Kac-Moody no és cert que tot element de la forma unitaria L sigui
d’un tor maximal, modul conjugacié. Per a veure-ho tan sols cal considerar K (a,b),
ab > 4, un grup de Kac-Moody de rang 2 i w € K(a,b) un representant del producte
wiwy € NTx [Tk, per exemple @ = z1(0)22(0). Utilitzant el lema 2.8.4 i la proposici6
2.9.2, obtenim que el grup generat per w talla un nombre infinit de BwB, fent variar
w € W i per tant, no esta contingut a cap subgrup compacte i en particular a cap

tor.

2.10 Accio del grup de Weyl

Considerem ara A = (a; ;)i j=1,..n una matriu de Cartan de rang n. La realitzaci6
de A definida a lapartat 2.2: (h,II, 1Y) compleix que IT i [TV sén bases per a h* i h
respectivament.

Recordem ara les reflexions elementals definides sobre h al lema 2.3.3, expressat
en la base ITV:

wi(e) = of — ajia

per tant, en forma matricial i en aquesta base:

1 0 0 0
0 1 0 0
w; =
_a’1774 _G/Q,Z o .. _1 DY _anﬂ/
0 0 0 1

per tant, passant al tor maximal utilitzarem w;, mentre que quan parlem de l'accié
T

a cohomologia, utilitzarem la seva transposada, w; .
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A aquesta seccid considerarem els resultats de I’apartat anterior per al cas particular
en que la matriu de Cartan és dos per dos, on es poden simplificar algunes coses:
Considerem doncs la matriu de Cartan generalitzada amb S = {1, 2}:

2 —a
(2 7) "

Suposarem que ab > 4 de tal manera que no sigui ni un cas de dimensié finita ni un
cas afi.

3.1 El grup K(a,b)

A partir d’ara, considerarem G(a, b) el grup de Kac-Moody associat a la matriu (3.1)
i K(a,b) la seva forma unitaria.

Si ara considerem les aplicacions ¢ i @2, obtenim que K (a,b) esta generat per
dos subgrups isomorfs a SUs 22 S amb interseccié {1}.

Si volem una descripcié de K(a,b), utilitzant les notacions de la seccié 2.8 tenim
el segiient:

Teorema 3.1.1 ([29]) K(a,b) és el grup amb generadors z1(u) i z2(u), amb u € D
(els elements de C de radi menor o igual a 1) i amb les relacions (posarem h;(t) =
zi(t) site SY):

(K1) hj(t)hi(t') = h;(tt') sij e {1,2} it t' € SL.

(K2) zj(ic)hj(t)zj(ic)™ = z;j(Pt+ (1 —c*)t) sij e {1,2},0<c<1ite S’

amb Im(t) > 0.
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1(Bu)hy(t71) site St iue D.

(K3) ha(t)za(u) = zo(t2u)ho(t™) sit € St iu € D.
(K3) hi(t)ze(u) = zo(t~Pu)ha(t?)hy(t) sit € ST iu € D.
hg(t)zl(u) = zl(t_“u)hl(ta)hg(t) site St iueD.

On observem que (K1), (K2) i (K3) ens defineixen dos subgrups de K (a,b) isomorfs
a SUsy (lema 2.8.3).

3.2 Tor maximal, normalitzador i matrius del grup de
Weyl

Considerem el subgrup de K (a,b): Tx = {h;(t) | j =1,21it € S'}. Aquest subgrup
és abelia, connex i ens defineix un tor mazimal a K (a,b), que és de dimensié 2.
El seu normalitzador esta format pel subgrup de K generat per:

N = <TK,21(0),22(0)> .

L’estructura del grup de Weyl la podem deduir a partir de la matriu de Coxeter
associada a la matriu de Cartan A, que com que ab > 4 sera la matriu:

A (10
Lo 1 /-

Per tant el grup de Weyl W(A) esta generat per elements {ri,r2} amb les tiniques
relacions 77 = 11 r3 = 1, per tant, és el grup Z/2Z * Z/27, generat per 71 i 72,
elements d’ordre 2. En aquest cas 1’accié del grup de Weyl a I’algebra de Lie del tor
maximal ve donada per les matrius (seccié 2.10):

Considerarem les matrius corresponents a 1’accié a la cohomologia del tor maximal:

wlT:<_bl(1)>iw2T:<(1)_al>. (3.3)

A més, els elements del Grup de Weyl, a I’acci6 sobre I’algebra de Lie del tor maximal
s6n matrius de la forma:

don, —dop, . n —dop, don,
<w1w2>”=( el >1<w1w2) wlz( 2t “2>. (3.4)

Con —Con—1 —Con Con+1
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On els coeficients es defineixen com:

co=dyp=0,
co=d =1,
Cjiy1 = adj — cj_1, (3.5)
dip1 =bej —dj_1 . (3.6)

I on es pot comprovar que compleixen:

C2i41 = d2i41 VieZ, (3.7)
ada; = bey; VieZ.

Lema 3.2.1 Sigui T una arrel del polinomi xz* + (2 — ab)z? + 1, que a més podem
mmposar que sigui real 1 més gran que 1. Llavors:

7-2”_]- ; 7_21'1,_1 3
¢, = W St n senar, d, — W st n senar,
a T "— . s2n_ )
Tn—2 (7—4_1) st n parella; Tn—2 (7_4_1) St n pCM‘@lla.

DEMOSTRACIO: Veiem que cg,do,c1 i di coincideixen i que aquestes férmules com-
pleixen les condicions (3.5) i (3.6).

O

Lema 3.2.2 La funcid diferéncia entre dos termes f(n) = capi1—Con—1 €s decreizent
en els negatius, té un minim per a n = 0 i creix per a n positiva.

DEMOSTRACIO: Observem primer que la funcié és simetrica (f(n) = f(—n)), per
tant, només cal veure que és creixent en els positius:

An+2 An—2
T —1 T —1 _
7_2n —r 2n )

f(n) = cony1 —con—1 = 1) (2 —1)

T amb 7 € R imés gran que 1. La seva

Considerem doncs la funcié f(z) = 7% 4+ 7~
derivada, f/(,];) = ].g(T)(Tx —_ T_I)7 S’anul.la només per a x = 07 éS negativa per a

x < 01 és positiva per a = > 0.
O

Ara ens interessa estudiar la divisibilitat dels coeficients ¢ i dp per nombres
primers fixats. Considerem d = mcd(a,b), o’ =a/d iV =0b/d.

Lema 3.2.3 Sigui p un primer senar fizat. Les dues definicions de la parella d’enters
(k,r) son equivalents:
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(a) k és lordre de la matriu wiwse reduida modul p i r és el mazrim exponent tal
que (wiwe)* és la identitat modul p".

(b) k és el minim natural no nul tal que p divideix al mazim comi divisor de cj, i

di i T el maxim exponent tal que p" divideix med(cg, di).
A més, sip divideix a a'b'(ab — 4) llavors r = 1.

DEMOSTRACIO: Considerem les notacions @, ¢; i d; per a les reduccions modul p de
les matrius w € W i els coeficients ¢; i d; respectivament.

Segons la definici6 (a) 1'ordre k de wiws és I'ordre de les arrels del polinomi A% —
(ab—2)A+1 (el polinomi caracteristic de la matriu wjws) al seu cos de descomposicié
de caracteristica p.

k
2

En el cas que k sigui parella, tenim que (w1wsz)2 és una matriu d’ordre 2, per

tant, igual a la seva inversa:

Ek—f—l —dj, _ —Ck—1 _Ek
Cr  —Ck—1 —Cr dgt1

i per tant obtenim ¢ = dj, = 0, Ekﬂ =Cpy1 =—11 di_1 =¢p_1 = 1.
k—1 k—1
En el cas que k sigui senar considerem la igualtat (wiwe) 2 w1 = We(wiwa) 2 :

—d, —di41 _ di,  —dp—
Ck—1 Ck, Ck+1  —Cg

No pot ser que ¢; = d; = 0 modul p abans: si aixo passés, aplicant dels equacions

i per tant ¢, = dj, = 0.

(3.2) i imposant que el determinant sigui 1 arribariem al fet que la periodicitat dels
(Ei,ai) comenca abans de k' i també que 'ordre de wws és inferior a k.

Tots els calculs que hem fet serveixen per a 'anell Z/p"Z, (les matrius sén igual-
ment invertibles, ja que tenen determinant 1), per tant la definicié de la r també és

la mateixa.

O

Definicié 3.2.4 Sigui K(a,b) un grup de Kac-Moody de rang dos. Per a cada primer
p definim la parella (k,r) com:

(a) Sip=2 definim:

T

a parella | b parella mazxim exponent de 2 que divideiz med(a, b)

a parella | b senar maxim exponent de 2 que divideix ab — 2

b parella | a senar maxim exponent de 2 que divideix ab — 2

Wk | N

a senar | b senar mazim exponent de 2 que divideix ab — 1




3.2 Tor maximal, normalitzador i matrius del grup de Weyl 37

(b) Sip és senar, definim (k,r) com al lema 3.2.3.

Considerem la projeccié de GL2(Z) a GL2(Z/pZ) i W), 1a imatge de W per aquesta
projeccio.

Lema 3.2.5 Per a tot p senar, l’enter k i el grup W), compleizen les segiients pro-

pietats:
(a) Si plmed(a,b) lavors k =2 ¢ Wy, = {Id, w1, w2, w1wy = —1d}.

(b) Siplaip fb llavors k = 2p,
(w1 wa)" = (=1)" ( (1) nlb ) i (wiwe)"w; = (—1)" ( _01 (n—; 1)b ) .

On observem que k = 2p, —1d € W), i no hi ha matrius amb zeros a la diagonal.

(c) Sip|(ab—4) llavors k = p,

(w1w2)n=< Lran —bn ) , (w1w2)nw1:(—1)”< —1=2n bn+1) ) )

an 1—2n —an 14 2n

_ 2
Per tant —1d & W, i (0,W2)"% W, = ( a[/)2 b(/) ) e W,

(d) Sipftablab—4), llavors —1d € W), si i només si k és parella i si i només si no

hi ha matrius amb la diagonal zeros a W)

DEMOSTRACIO: Considerem la forma de la matriu wyws:

ab—1 —=b
wiLwg = a 1 .

El cas (a) és dedueix directament de reduir modul p.
El cas (b), reduint modul p, tenim:

wrz=m g g )

i per tant també es pot deduir directament el mateix resultat.
El cas (c) es pot fer per induccié: tenim que

L <3 —b)
wiwy = a —1 )
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i coincideix amb l’expressiéo per a n = 1. La resta del resultat es dedueix de fer el
pas d’induccid.
El cas (d): suposem que —Id € W), llavors, com que té determinant 1, existeix [

l

tal que (wiwa)" = —Id, i per tant k ha de ser parella. Per altra banda, si k és parella,

tenim que (wiws)?2 és una matriu d’ordre 2 i tal i com hem vist a la demostracié del

k
2 6
lema 3.2.3, (wjw2)

Si k és parella, llavors, pel lema 3.2.3 no hi ha coeficients ¢; i d; congruents amb

k
2

zero modul p, amb [ senar, i per tant, veient les equacions (3.2) no hi ha matrius amb
k—1

diagonal nul-la. Sien canvi, k és senar, (wjwz) 2 té diagonal nul-la (utilitzant altre

cop el lema 3.2.3).

3.3 Subgrups parabolics

En el cas de rang 2 el conjunt d’indexs té dos elements S = {1,2}, per tant tenim
només tres subgrups propis parabolics:

1. Considerem el conjunt buit () i obtenim que el subgrup parabolic és el tor
maximal: Tk.

2. Considerem un conjunt format per un sol element, que aportara els elements
de K(a,b) de la forma Bw;B. Tindrem un grup tal que el seu grup de Weyl
associat és Z/27, per tant, finit i llavors ha de ser un grup de Lie compacte, que
anomenarem H;. D’aquest grup de Lie també sabem que té un tor maximal T
de rang 2 i a més coneixem 1’accié del grup de Weyl a T', que ve donada per
una de les matrius definides a ’equaci6 (3.2).

Amb totes aquestes dades ja sabem que el grup H; sera isomorf a U(2) o bé a
S3 x S1, depenent de 1'accié de w; sobre T

Aquest estudi ja esta fet a [5], 1 obtenim el segiient resultat:

Proposicié 3.3.1 ([5]) Sigui G = U(2) o bé S* x S.  Escrivim lisomorfisme
v Hi — G com una matriu, que correspondria a l’isomorfisme a nivell del tor
mazimal. FEls valors de p; 1 G son:
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3.4 Centre de K(a,b)

Calculem el centre en aquest cas:

Lema 3.4.1 Sigui w una arrel (ab — 4)-éssima primitiva de la unitat o bé un ge-
nerador de S* si ab = 4. El centre del grup de Kac-Moody de rang dos ve donat
per:

O { (u?) x ZJ2Z sia ib son parelles,

(u) altrament.

DEMOSTRACIO: Es dedueix directament del lema 2.8.6.

3.5 Automorfismes externs

Tan sols volem comentar un resultat que es troba a l'article de Kac i Wang [30], on
es calculen els automorfismes externs dels grups de Kac-Moody, i en el cas de rang

dos obtenim el resultat:

Proposicié 3.5.1 ([30]) Sigui K = K(a,b) un grup de Kac-Moody de rang dos. El
grup d’automorfismes externs Out(K) és:

ozt sia#b,
Out(K) _{ Z)2 -t x 72 -9 sia=b,

on vt i bl K — K son automorfismes que indueizen les aplicacions —Id i
0
10

a l'algebra de Lie del tor maximal Tk respectivament.
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3.6 Elements en forma reduida

Si apliquem el lema 2.8.4 al cas de K(a,b) tenim que les formes reduides per als

n n+1

elements de W = (wq,ws) sén: w = (wjwe)"™ i w = (wew)" " si la longitud de w

és parella i w = (wywg2)"w; 1 w = (wawi)"wy si la longitud de w és senar. A més, si

considerem n > 0, la interseccié d’aquestes 4 families d’elements de W és buida.
Aix0 déna les condicions necessaries i suficients per a que la longitud del producte

de dos elements de K sigui la suma de les longituds:
Lema 3.6.1 Siguin
w=wj W w’:wifl"-wi;/ ew

expressions en forma reduida i siguin g € L(A)NBwB i ¢ € L(A) N Bw'B. Llavors
I(gg") = U(g) + 1(g') siimnomés siiy # 1.

DEMOSTRACIO: Es dedueix directament del lema 2.8.4.

3.7 Grups de Kac-Moody isomorfs

A aquest apartat volem veure quan, donats a,b,a’, b’ enters positius, amb ab > 4 i
a’b’ > 4 tenim un isomorfisme de grups topologics entre els corresponents grups de
Kac-Moody K(a,b) i K(a',V).

Proposicié 3.7.1 Fizats a,b,d’,b enters positius amb ab > 4 i d'b/ > 4, llavors
K(a,b) és isomorf a K(da',b"), com a grups topologics, si i només si {a,b} = {a’,t'}.

DEMOSTRACIO: Notem per K = K(a,b) i K' = K(d/,b'). Sigui p: K — K’ un iso-
morfisme. En particular sera un homeomorfisme d’espais topologics i un isomorfisme
a cohomologia. Tenint en compte que HS(K;Z) = Z/(ab — 1)Z, tenim que ab = a'l’.

La imatge del tor maximal de K sera un tor maximal de K’: sera un subgrup
de K isomorf a un tor de dimensié 2, connex i autocentralitzador, per tant, un tor
maximal. Els normalitzadors aniran als normalitzadors i tindrem accions del grup
de Weyl sobre el tor isomorfes. Si restringim p|r, tindrem una matriu de GLy(Z),
que anomenem M. Per tant, sigui W el grup de Weyl de K i W’ el de K’, tenim que
MWM~cWwW'.

Considerem ara la forma de les matrius de W = (wy,wq) i W' = (w},w)), que
podem trobar a I’equacié (3.2). Tenim que wjws té valors propis 7 i 7!, que no
sén arrels de la unitat, i que només depenen del producte ab = a/b’. A més, no
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hi ha cap altre matriu de W amb els mateixos valors propis, a part de (wjws) .
Fent el mateix analisi a wjw) i que conjugar conserva els valors propis, obtenim que
MuwiwaM ™t = (wiwh)*L.

Per altra banda Mwi M~ = (wjwh)"w). Si n és parella, considerem N =
wiwh)"2 M i obtenim NwiN~! = w/. En cas que n fos senar, considerem N =

1Wo 1 q

n—1

(wjwh) = M i obtenim NwjN~! = w). Aquesta matriu N també compleix que
)il

NuwjwaN~! = (wiwh)*". Considerant els possibles coeficients de la matriu N surt

que estem en un dels casos segiients:

Cas 1: NwiN~!'=w] Cas 2: Nwi N~ =w)
NwaeN~! =w) | NwaN~! =w) |

amb N una matriu de determinant +1.
En el primer cas obtenim que N = £Id, i per tant, a = a’ i b =¥/, i en el segon
0 1

Lo )= b’ i b= d, obtenint els resultat que voliem.

caSN::l:<
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4.1 Normalitzador del tor maximal

Sigui L(A) la forma unitaria d'un grup de Kac-Moody (no té per que ser de rang 2),
T7, un tor maximal, NT7, el normalitzador del tor i Wy, = NT7, /T, el grup de Weyl.

En el cas de grups de Lie compactes, sabem que si p és un nombre primer que
no divideix 'ordre del grup de Weyl, llavors la inclusié del normalitzador del tor
maximal dins del grup de Lie és una equivaléncia modul p.

En el cas de grups de Kac-Moody, el grup de Weyl és infinit, pero obtenim re-
sultats analegs que es resumeixen en els teoremes segiients i corol-lari de la tesi de
N. Kitchloo [32]:

Teorema 4.1.1 ([32]) Sigui p un primer tal que Wi, no tingui p-torsié. Llavors
tenim una equivaléncia homotopica:

—

(BNTy), ~ BL, .

Teorema 4.1.2 ([32]) L’espai BW és aciclic a tots els primers que no apareizen a
la torsio de W.

Corol-lari 4.1.3 ([32]) Tenim l’equivaléncia homotopica:
B(TL A WL) ~p BL

per a tots els primers que no apareizen a la torsié del grup de Weyl.
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4.2 El quadrat aritmetic

Tenim que BK és simplement connex, per tant, nilpotent i tenim el quadrat aritmetic
de Sullivan:

BK

HpBKp

|

BKqg — (Hp E?{p)(@

A més sabem que BKg ~ K(Q,4) i per tant hi ha una classe a cohomologia:
¢: BK — K(Z,4) que indueix una equivaléncia racional. Si racionalitzem el p-
completat tenim que (El\(p)(@ ~ K(@p, 4). Denotem per ¢ ® @p la classe: EI\(}, —
K(ZP, 4) — K(@p, 4) que fa commutatiu el diagrama:

BK BK, K(Zy, 4)

L
q
K(Z,4) —> K(Q,4) —> K(Q,.4)
on les aplicacions que no tenen etiqueta sén les naturals en cada cas: complecié d’un

espai o bé extensié d’escalars.
Considerem @ = <Hp ip) ® Q. El pull-back es pot escriure com:

BK I1, BK,

]

K(Q,4) — K(Q,4)

El resultat que farem servir per analitzar els espais d’aplicacions és:

Proposicié 4.2.1 Sigui X un espai tal que H>(X;Q) = 0. Llavors l’aplicacid
I:[X, BK] — [[,[X, BK}]| és injectiva. La seva imatge consisteiz en aquelles fa-
milies d’aplicacions {f,: X — BK,} complint que existeir * € H*(X;Q) tal que
filg®Qp) =2 ®Q, per a tot p.

Map(X, BK); — [ Map(X, BK,);, (4.1)
p

indueix un isomorfisme a H*( ;Z/nZ) per a qualsevol n > 0.
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DEMOSTRACIO: Considerem el pull-back:

BK [1, BK,

_

K(Q,4) — K(Q,4)

que indueix un pull-back d’espais d’aplicacions:

Map(X, BK) [1, Map(X, BK ) (4.2)

| |

Map(X, K(Q,4)) — Map(X, K(Q,4))

Sigui ara f € Map(X, BK) i considerem les seves imatges a [[, Map(X, E?(p) ia
Map(X, K (@,4)) Considerem ara F' la fibra homotopica d’aquests dos punts per
les fletxes horitzontals, obtenim el segilient diagrama de successions exactes llargues
d’homotopia:

71 (Map(X, BK))

S N

- (Map(X, K (Q,4))) — mo(F) — [X, K(Q,4)] —— [X, K(Q,4)]

on 'aplicacié r és injectiva: tant Q com @ sén divisibles, per tant, tenim els isomor-
fismes H*(X;Q) = Hom(H4(X); Q) i H*(X;Q) = Hom(H4(X);Q), i 'aplicacié

Hom(Hy(X); Q) — Hom(H,(X); Q)

és injectiva.

Calculem ara el grup fonamental
w1 (Map(X, K(Q, 4))) 2 mo(Map(X, K(Q, 3))) = 0

i per tant, com que la linea inferior és exacta, F' és connex i deduim que ’aplicacié [
és injectiva.

Suposem ara que tenim una familia {f,: X — BK p} complint que existeix x €
H*(X;Q) tal que frlg® @p) =r® @p per a tot p.

Aquesta igualtat es tradueix en la commutativitat (modul homotopia) del quadrat



46 Espais classificadors de grups de Kac-Moody

exterior del diagrama:

I, /o —
X [1, BK, ~

(1) 2)

r1 —

z| BKg (IL, Q [L(BKp)o 11, 4®Qp

BEK,)
~ (3) lN (4) Nl
(@,4)

K(Q,4) K 2 K(I,Qpd) <

El triangle (2) és homotopament commutatiu per construccié. Els quadrats (3) i
(4) sén homotopament commutatius per que les equivaléncies homotopiques amb els
espais d’Eilenberg-Mac Lane venen determinades per I'aplicaci6 q. Les aplicacions r;
i 9 compleixen que, fixat Y un espai, indueixen aplicacions injectives

v.([[ BE,)ol — V. [[(BE,)e) 1 [V, K(Q,4)] — [V, K([[ Q. 4)]

respectivament (tant Q com [], @p s6n divisibles).

Per tant, aixo implica que el quadrat (1) és homotopament commutatiu i la imatge
de I'aplicacio Hp fpr X — Hp El\(p a Map(X, K(@, 4)) coincideix amb la imatge de
laplicacié z: X — K(Q,4). L’aplicacié queda definida al pull-back (4.2) i tenim
una aplicacié f: X — BK.

Finalment volem veure que si tenim f: X — BK, 'aplicacié

Map(X, BK); — [[Map(X, BK,);,
p

indueix un isomorfisme a H*( ;Z/nZ) per a qualsevol n > 0: considerem la fila
inferior del pull-back (4.2), i els dos espais sén Z/n-aciclics, i per tant la fibra ho-
motopica també ho sera. Com és un diagrama pull-back, les fibres de les dues fletxes
horitzontals s6n Z/n-equivalents i per tant obtenim que 'aplicacié (4.1) és una Z/n-

equivalencia.

O

4.3 Subgrups parabolics i colimits homotopics

Sigui J C S, considerem Pj els subgrups parabolics de L(A), tal i com els hem definit
a la seccio 3.3.

Observem que si I C J C S tenim les inclusions naturals Py C Py C L i aquestes
inclusions passen a aplicacions entre espais classificadors.
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Considerem ara C la categoria que té per objectes els subconjunts propis de S
(incloent el conjunt buit §)) i per morfismes les inclusions.

Lema 4.3.1 ([32])
BL = hocolimjcc BPr

A la secci6 2.9 hem estudiat els subgrups compactes de L i hem vist que Pr és
compacte si i només si la matriu de Cartan Ay = (as;)stcr és definida positiva. Sigui
ara C' la categoria que té per objectes els subconjunts propis I de S tals que P és
compacte (incloent I = (), que ens déna el tor maximal) i per morfismes les inclusions.

Lema 4.3.2 ([32])
BL = hOCOlimIeC/BP[ .

Observacié 4.3.3 En el cas de rang 2, els dos lemes anteriors sén equivalents, ja
que C = C’ i obtenim tres subgrups parabolics, que ja hem estudiat a la seccid 3.3.
Per tant obtenim BK (a,b) com el push-out homotopic:

BT —>~ BH,

o

BHy; —— BK

on 1, w9, Hy, Hs sén els definits a la seccié 3.3, i depenen de a i de b.

Aquest push-out és d’espais sense completar. Com que els espais BT i BH; sén
simplement connexos tenim que si considerem el push-out d’espais completats a un
primer p fixat:

o —

(BH;)

BT, ) (4.3)

obtindrem un espai X que, en general, no és homotop a BK p, ja que no té per que
ser complet. Tot i aixo, el que si que tenim és una aplicaci6 X — BK p que és
una equivaléncia modul p, per tant direm que el push-out (4.3) ens déna BK modul
complecio.

4.4 Obstruccions d’un push-out homotopic

Per a estudiar les aplicacions entre els grups de Kac-Moody de rang 2 utilitzarem el
colimit homotopic que hem definit a 'apartat anterior.
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Sigui F:C — Top un functor d’una categoria C petita a la categoria d’espais
topologics. A.K. Bousfield i D.M. Kan defineixen a [9] I’espai hocolimF" i posterior-
ment Z. Wojtkowiak a [47] va estudiar els espais:

Map(hocolimF, Z) .

A Testudi considera els functors Il,:C — Gr com el functor contravariant que a
cada objecte ¢ de C i a cada aplicaci6 continua f.: F(C') — Z li assigna el n-éssim
grup d’homotopia m,(Map(F(c), Z), fc).

En el mateix article defineix I’homologia d’una categoria C amb coeficients a un
functor F: H*(C; F') i demostra la segiient proposicié:

Proposicié 4.4.1 ([47]) Suposem que tenim dues aplicacions f,g:hocolimF — Z
tals que per a cada ¢ objecte de C, f. és homotopa a g.. L’obstruccid per a construir
una familia compatible d’homotopies entre f. i g. viu a H'(C;I11). Les obstruccions
per a construir una homotopia entre f i g viuen als grups H™(C;1l,) i al conjunt
HY(C;TL).

En el nostre cas 'espai BK es construeix a partir d’un push-out homotopic,
per tant, quan considerem Z un espais i el functor Map(—, Z) i calculem els grups
d’homotopia, tenim que pren valors a la categoria:

1102 o,
Considerem II un functor II: C — Ab. Com que a la nostra categoria no podem
composar dues aplicacions (sense tenir en compte la composicié amb la identitat)

obtenim directament que la cohomologia H*(C;II) = 0 per a * > 2 i per tant, per a
aplicar la proposicié 4.4.1 només cal comprovar:

HY(C;1) =0.

Si ara estudiem la definicié d’aquest grup, obtenim que hi intervenen els grups
m1(Map(F'(c), Z), f.), pero com que la categoria és un push-out homotopic, veiem que
l{iﬂl%ﬂM&p(F(C), Z), fc) és un quocient de 7w (Map(F'(0), Z), fo). La majoria de les
vegades Map(F'(0), Z) s, sera simplement connex i per tant no hi haura obstruccions
a estendre 'homotopia.

4.5 Aplicacions de BH;

Abans d’estudiar les aplicacions entre els grups de Kac-Moody de rang dos necessitem
veure com son les aplicacions entre els parabolics.
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Considerem doncs BH;, que recordem que poden ser B(S% x S') o bé BU(2). En
els dos casos el grup de Weyl és W; = Z /27 i 'acci6 al tor maximal ve donada per les

0 1 10
de Lie compactes recordarem els resultats segiients, que es poden trobar a [1] i a [26]:

. -1 0\.(0 1 .
matrius i respectivament. Com que estem en el cas de grups

Teorema 4.5.1 ([1]) Siguin G i G' grups de Lie compactes, T i T' els tors mazi-
mals, NT i NT' els normalitzadors dels tors maximals i W, W' els respectius grups
de Weyl. Fizada f: BG — BG', existeiz una aplicacié ¢: BT — BT’ tal que fa el
seguient diagrama homotopament commutatiu:

BTi>BT’

Bil lB

BG " BG
A més, hi ha un morfisme de grups c: W — W' tal que pw = a(w)¢. Una aplicacié
¢ complint aquesta condicio direm que és admissible.

En el nostre cas el calcul de les aplicacions admissibles és molt senzill, ja que
W = 7./27 i per tant, o = Id. D’aqui obtenim el segiient lema:

Lema 4.5.2 Les aplicacions admissibles ¢: BT — BT, on BT és el tor mazimal
de B(S3 x S1), venen donades per les aplicacions diagonals.
En els cas de BU(2), les aplicacions admissibles venen donades per les matrius

(1)

La qliestié que hem de resoldre ara és, fixada una aplicacié admissible ¢: BT — BT,

de la forma:

0

a quantes aplicacions diferents de BG — BG’ estén?

En el cas B(S3 x S'), la solucié ens la déna el treball de Rector [40], on ens diu
que una aplicacié de BS! — BS! s’estén a BS? si i només si és de grau senar, i a
més, ho fa de manera tunica. Per tant tenim:

Proposicié 4.5.3 Les aplicacions admissibles de BT, el tor maximal de B(S® x S1),

(i)

estenen a una aplicacié de B(S® x S1) si i només si x és senar. A més, en aquest

que son de la forma

cas, ho fa de manera unica. O
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En el cas de U(2), hem d’utilitzar resultats de Jackowski, McClure i Oliver [26],
per a respondre a aquesta pregunta:

Sigui ¢: BT — BT’ una aplicacié admissible. Definim [BG, BG'], les classes
d’homotopia d’aplicacions de BG a BG' que estenen ’aplicacié ¢.

Tenim una correspondéncia bijectiva entre els conjunts:

[BG,BG'|, = [] IBG,BG)s .
p| W]

Aix0 ens diu que en el nostre cas només cal estudiar el primer p = 2.

Definim una representacié Rp-invariant d'un grup G connex a U(n) com una
representacié p: Np(T) — U(n) complint que per a tot g i ¢ € N,(T) conjugats per
G, les seves imatges han de ser conjugades per G’.

Aquesta definici6 és més simple que la que trobem a [26], perd equivalent en el
cas G connex i G' = U(n).

A la proposici6 1.13 de [26] tenim que si p?  [W| qualsevol aplicacié R,-invariant
estén a una aplicaci6 de BG — BG' p-

En el nostre cas, tenim que només ens hem de preocupar per a p =2 i:

No(T) = {D>\1=/\2’A“h/‘?})\l,)\g,m,meR )

e . 0 e
Dy, = ( 0 et ) L Apps = ( dite ) .

Finalment també tenim que en el nostre cas No(T') és un grup 2-toral, i per tant,

on

tota aplicacié f: BU(2) — BU(2), restringida a N2(T') és una representacid, que a
més, per [26], podem considerar que és Ro-invariant.

Amb tots aquests resultats hem reduit el problema d’estudiar I’espai d’aplicacions
[BU(2), BU(2)| a estudiar les aplicacions admissibles del tor maximal que estenen a
z oy

) una aplicacié admissible.
Yy T

una representacié R ,-invariant. Sigui doncs ¢ = (
Tenim doncs les imatges fixades:
p(D/\1,)\2) = D>\1ﬂc+)\2y7)\1y+/\21’ .
Observem a més la igualtat
AO;OA/—L17H2 = DH«LM2 .

01

10 ) La seva imatge haura de

Per tant, només cal fixar la imatge de Agg = (
ser una matriu d’ordre 2, i a més, observem que

Ap,0Dx; 20400 = Dy 2, -
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Siguin doncs A; i Ag reals tals que e # 2 i a més e!M@Tr2y) £ i(A22+M1Y) Tenim
que p(Ap,0) haura de ser una matriu tal que elevada al quadrat sigui la identitat i que
conjugui una matriu diagonal a una altra matriu diagonal, aquesta haura de ser Ag .
Per tant, més concretament, tenim que ’aplicacié que hem definit és la segiient:

p(D)\l,/\Q) = D)\1$+/\2y,)\1y+)\21‘ )
p(AM,)\Q) = A>\1r+>\2y7>\19+)\2$ :

Per a continuar ens cal estudiar les possibles conjugacions per elements de U(2) entre
els elements de No(T)):

Lema 4.5.4 Les possibles conjugacions d’elements de No(T) per elements d’U(2)
son:

e Dy, ., ¢s conjugada de Dy, x, i de cap altre si e # giratm),

o A, ., €s conjugada de A, ., i de cap altre si et # €2,
® Dy, xi+r €s conjugada de Axytrg+n A+rgtn -
2 ’ 2

DEMOSTRACIO: Si volem obtenir una matriu diagonal conjugant una altra matriu
diagonal I'inic que podem fer és permutar els valors propis, i en el nostre cas, la
matriu de permutacié és la matriu Agp, i per tant, unitaria.

Si volem passar per conjugacié d’una matriu de la forma D), ), a una matriu de
la forma A, ,.,, aquesta haura de complir que la seva traca sigui zero, i per tant,

Ao = A1 4+, 1 conjugant per la matriu
11
Vol -1 1 )"

Finalment només cal considerar les conjugacions de matrius del tipus A4, ,,, que

Obtenim A xjsxg4r Ajtrgtn-
2 ’ 2

tornen a donar matrius del tipus A. Tan sols observem que només podem conjugar
per matrius de U(2), i per tant obtenim el resultat de ’enunciat.

O

Ara només cal considerar les conjugacions del lema per tal de buscar restriccions
entre els coeficients = i y de la matriu ¢, i I'inica restriccié I'obtenim quan im-

posem que la imatge p(Dx; aj4x) = D, (aty)+ym i (a+y)+2r SigUL conjugada de la
P(Ax fr0tr Atr04n) 1 per tant tingui traca zero, d’on obtenim que x + y ha de ser
2 ’ 2

senar. Tot aix0 es pot resumir en el segiient resultat:

Proposicié 4.5.5 Les aplicacions de BU(2) a BU(2) estan classificades per les ma-

trius admissibles ¢ = < vy ), amb x 1y de paritat diferent. O
y T
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4.6 Aproximacié modul 2 de B(S? x S') i BU(2)

Considerem els resultats de [22] on ens déna la descomposicié de G = BSO(3)
en subgrups 2-torals. Aquest es pot pensar com el colimit homotopic d’un functor
contravariant d’una categoria amb dos objectes {0, 1}, amb grup d’automorfismes de
I’objecte 1 el simétric de tres elements i tres morfismes entre 1 i 0, de manera que
I’accié de Y3 permuta els tres morfismes:

5372
0 1 Q X3

Ara apliquem el functor contravariant F:C — Top de tal manera que F(1) =
B(Cy x C3), F(0) = BO(2) i’accié del grup simetric de tres elements ve donada per
l'isomorfisme N(Cy x C3)/(Co x Co) = 3.

El mateix article [22] diu que el mateix functor es pot construir per a aproximar
altres grups G sempre i quan tinguem un morfisme exhaustiu ¢: G — G’ i considerem
F(1) = ¢~ (C x Co) i F(0) = ¢ (0(2)).

Si considerem G = S3 x S 0 bé G = U(2) aquest morfisme exhaustiu existeix i a
més els grups ¢~ 1(Cy x Cs) i ¢~ 1(O(2)) sén 2-torals, obtenint aix{ una descomposicié
homotopica de S x S i de U(2) en subgrups 2-torals.

Més concretament, aquests grups dos torals sén, en el cas de S3 x S

=P xS onP=dsia+| " O )l Y ) (Y (4.4)
0 —1 -1 0 1 0

Py = Ngs(S') x St. (4.5)

En el cas U(2) podem considerar S1 C U(2) el seu centre i tenim 1'extensio:
St U(2) - SO(3).
Si considerem Cy x Cy € SO(3) obtenim 'extensio:
S Py — Ca x Ca

i tenim que P; esta format per les matrius:

A0 0 A 0 A
e (05 (0 (), o

El calcul de P ens déna el normalitzador del tor maximal:

Py = Ny@)(T) . (4.7)
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En tots els casos, els grups sén 2-torals, per tant, es poden escriure com una
extensié:

T—P—nm

amb 7 un tor i m un 2-grup finit. Considerem 75~ el subgrup del tor format pels
elements d’ordre un divisor de 2" i notem per P" el subgrup de P:

Ton — P" — 1. (4.8)
Lema 4.6.1 Per an > 4, els centralitzadors segiients son:
Cs3><51(P1n) = Z/2Z X Sl .
Cs3><sl(P2n) = Z/QZ X Sl .

Cup(Pr) = Sh.
Cup(Py) = Sh.

DEMOSTRACIO: Suposem que un element de S% x S! centralitza el subgrup PJ,
definit entre (4.4) i (4.8). La condicié n > 4 la utilitzem per a assegurar que les
matrius que estem fent servir sén a PJ'.

Com que és un producte, n’hi ha prou amb calcular C Py (83) i per a fer-ho, podem
considerar la notacié matricial de I'isomorfisme S3 = SU,. Imposem doncs:

(0 )=o) (s )

i obtenim que y = 0. Si ara imposem que:

(2)(50)=(53) (5 2)

obtenim que x = T i per tant x = £1. Amb tot aix0 tenim que el centralitzador
Cgsyxg1 (PP) = Z/27Z x S'. A més, aquest subgrup és el centre de S® x S1, per tant,
també tenim:

Cgsngt(PY) = 7)27 x S* .

Fem ara el cas U(2). Utilitzem els P/* definits entre (4.6) i (4.8). Imposem la

relacié de commutacio:

)G )=0 8 )

i obtenim que y =01 2z = 0. Afegim ara:

)=
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i obtenim que z = ¢t. En aquest cas també ens hem reduit al centre de U(2) i obtenim
el resultat que necessitem. ]

També haurem d’estudiar els limits superiors de functors aplicats sobre aquesta
categoria. Aix0 va ser estudiat per J. Aguadé a [3] i posteriorment per J.M. Mgller
a [35] i [36]. Utilitzarem el segiient resultat que es pot trobar a aquesta ultima
referencia:

Sigui G un grup i H un subgrup. Suposem que tenim la categoria segiient I =
I(G, H), amb dos objectes, 01 1, i les aplicacions segiients:

NG(H)/HCOﬂ 1 )¢

Lema 4.6.2 ([36]) Sigui R un cos o l'anell Z,y. Considerem I1 un functor de I a
la categoria de R-moduls complint:

o |Ng(H)/H| és invertible a l'anell R.
e FEl p-subgrup de Sylow Sy, de G és ciclic d’ordre p i |G : Sp| és invertible a R.
® N (Sp) = Na(Sp).

Llavors tenim la successio exacta:

0 — Hm°II — 11(0)NeH/H _ 11(1)Ne ) /11(1)¢ — lim 1T — 0,
—1I

—1I

i els limits superiors lim/ IT son zero per a j > 1.

—I(G,H)
En el nostre cas G = X3, H és una transposicié Z/2Z i el nostre anell és Zy. El
normalitzador de H en G és el mateix H i per tant |Nx,(Z/2Z)/(Z/2Z)] = 11 és
invertible a Z ). El 2-subgrup de Sylow és X3, que és ciclic d’ordre 21 [X3 : Z/27Z| = 3,
que és invertible a Zp). A més Z/2Z = Nny_(7/22)(Sp) = Nx;(Sp) i podem aplicar

el lema 4.6.2. Per tant lim’ IT és un quocient de IT(1)%/%% /T1(1)>s.
—I(33,2/2)

Per tant, el problema queda reduit a calcular I1(1)%/2Z/T1(1)*3, que en el cas que
ens fa falta és evident:

Lema 4.6.3 Si l'accid de X3 sobre 11 és trivial,

H(1)Z/2Z/H(1)E3 =0.
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4.7 Cohomologia i acci6 de I’Algebra d’Steenrod

Recordem que BK es pot escriure com el push-out [5]:

BT —2~ BH, (4.9)

o

BHy; —— BK

Recordem també qui sén BH; i qui s6n @1 i 9. Considerem BTi i BT les inclusions
naturals dels tors maximals a BH; i BHs. Expressem ¢; com aplicacions de BT —
BTj per tal de poder treballar en forma matricial. Tenim les expressions segiients:

a=0(2) | BHy = B(S® x S) @2:(_2/2 é)

a=1(2) | BHy = BU(2) S02:<(1—a)/2 1>

b=0(2) | BH; = B(5° x S1) @1:<1 —b/2>

b=1(2) | BH, = BU(2) ¢1:< 1 (1—b)/2)

Considerem p primer senar i H*(X) voldra dir la cohomologia amb coeficients a I,
mentre no es digui el contrari.

Recordem que K(a,b) té un tor maximal Tk de dimensié 2, un normalitzador N
iun grup de Weyl W =2 Z /2« 7Z,/2.

Considerem H*(BT) = FF,[u,v], on w i v tenen grau 2. Fixem també les notacions
d = med(a,b), ' = a/dib/ = b/d. Utilitzarem els subindexs per a dir el grau de
cada generador.

Lema 4.7.1 ([5],[32]) Els invariants de Fplu,v] per l'accié del grup W és una al-
gebra de polinomis Fplzy, yor] amb generadors de graus 4 i 2k respectivament, amb

v? sip|a,

x4 =4 u® sip|bipfta,
a'u? — a't'duv +b'v?  sipfab.
Onk=psip|(ab—4), k=2p sip divideix a a 0 ab, pero no a tots dos o bé k és
lordre d’una arrel del polinomi:

2 — (ab—2)z +1



56 Espais classificadors de grups de Kac-Moody

en el seu cos de descomposicid de caracteristica p.

Estudiem ara ’accié de l’Algebra d’Steenrod per a cada primer p.
Per a p = 2 l'estudi el podem trobar a [5] i és:

Proposicié 4.7.2 ([5]) La cohomologia modul 2 de ’espai classificador del grup de
Kac-Moody BK (a,b) és:

o Folxa,ys] ® Elz5] si a i b son parells i hi ha un Bockstein superior (3, tal que
Br(ys4) = 25, on 1 és el maxim enter tal que 2" | med(a, b).

o Folxg,ys] ® Elz9] si a ib son de paritat diferent i en aquest cas el Bockstein
superior compleix B, (ys) = z9, amb r el maxim enter tal que 2" | (ab — 2).

o Folzy,ys] ® El27] si a i b son senars i tenim (,(ys) = 27, on r és el mazxim
enter tal que 2" | (ab —1).

En els tres casos, si T =1 tenim que z = Sq* (y).

Estudiem ara el cas p senar. Recordem que la cohomologia és:

Lema 4.7.3 ([5],[32]) La cohomologia a coeficients ), de l’espai classificador BK és
Fplza, yor] ® Elzog+1] amb Br(yar) = 22k+1, on els enters r i k depenen de a, b ip i
coincideizen amb els de la definicié 3.2.4.

Volem estudiar 'accié de l’algebra d’Steenrod sobre aquests generadors i per
aixo utilitzarem ’expressié de x4 en funcié dels generadors de la cohomologia del
tor maximal u i v. Per tal de simplificar la notacié, utilitzarem x,y, z, sense els
subindexs.

Per a estudiar ’accié haurem de distingir les possibilitats per a a i b:

e Cas 1: ¢ i b sén multiples de p: en aquest cas ens quedaran les matrius:

10 . 1 0
w = 1 Wo = .
! 0 1 2 0 —1

En aquest cas els generadors sén: = = u? i y = v? i laccié de I’dlgebra
d’Steenrod és:
p+1 p+1

PYz) =227 i Ply)=2y= .

e Cas 2: a no és miltiple de p i b si: Tindrem les matrius:

I B A R (R
Yl o 1 2=\ e -1 )
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I obtenim que # = u?, k = 2p iy = (uP~1v — vP)?, amb l'acci6 de I’Algebra de

Steenrod:
p+1

Pl(z) =225 i Pl(y) = —22°7 4.10
(r) =2z"2 1 P (y) T2y, (4.10)

e Cas 3: Quan ab =4 modul p:
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I veiem que z = (u — gv)z, per tant, fent el canvi de variable

b
ﬁ:u—iviﬁzv, (4.11)

tenim que les matrius del grup de Weyl ens queden:

) 10\ . . 1 0
w, = 1 Wy = .
! 0 1 2 a 1

I calculant els invariants en aquests nous generadors ens queden:

r=u21y=a""to—1".

A més, 'acci6 de 'algebra de Steenrod sobre aquests generadors és:

—1

1
Plz =25 i Ply::cpz Y .

e Cas 4: Cas més general, quan p no divideix ab(ab — 4). En aquest cas podem

(-1 (10
=19 1)1 4 21 )

x = au® — abuv + bv? .

considerar:

I el generador:

Si calculem D'accié de P! ens queda:
PY(x) = 2auP™" — ab(uv? + uPv) + 2boPt

I aplicant el criteri del Jacobia [8] tenim que x i P!(x) sén algebraicament

independents.
Per tant, el que veiem és que hem de distingir dos casos diferenciats:

e Quan p divideix ab(ab — 4) llavors existeix un generador x de grau 4 tal que
+1

Pl(z) =2z"7 .

e Quan p no divideix ab(ab — 4) llavors existeix un generador z de grau 4 tal que
x i P!(x) sén algebraicament independents.






