Capitol 5

Aplicacions de BT a BK

Fixem a i b enters positius i la notacié d = med(a,b), a = a’d i b = b'd. Considerem
la inclusié de BT a BK i el generador ¢ de H 4(BK ; Z) que es pot escriure en funcié
dels generadors de grau 2 de la cohomologia del tor maximal com:

q=du®—dVduv+v?. (5.1)

Es pot pensar com una forma quadratica en dues variables i imposant la condicié que
ab > 4 obtenim que aquesta forma quadratica és hiperbolica.

Per tal de poder continuar necessitem alguns resultats sobre formes quadratiques.
Aquests resultats utilitzaran equivaléncies enteres i p-adiques, i precisament la relacié
entre aquestes ens donara ’existencia d’aplicacions de BT a BK que no provenen de

representacions.

5.1 Genere d’una forma quadratica

A aquest apartat recordarem els resultats de [13] i [12] sobre formes quadratiques
racionals i enteres.

A una forma quadratica ¢ = au® 4+ buv + cv? se li assigna el seu discriminant
A = b? — 4ac.

En el nostre cas les formes quadratiques que utilitzarem tenen discriminant posi-
tiu, anomenades indefinides i per tant ens reduirem a estudiar aquest cas.

Suposem que tenim g = au?® + buv + cv? i ¢ = a’'u® + Vuv + v? dues formes
quadratiques sobre Z, amb discriminants A i A’

Diem que dues formes quadratiques sén Z-equivalents si existeix un canvi de base
a 7Z que transforma ¢ en ¢’. Si utilitzem les notacions matricials aquesta condicié és
equivalent a que existeixi una matriu M € GLg(Z) complint que:

MTqM =4 .
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Diem que una forma quadratica q¢ = au? + buv + cv? és reduida si es compleix:
0<b<VA i VA-b<2al<VA+b.

Proposicié 5.1.1 ([12])
e Ll nombre de formes quadratiques reduides de discriminant A és finit.

e Tota forma indefinida és Z-equivalent a una forma reduida amb el mateix dis-
criminant.

Fixat un discriminant A, les formes quadratiques reduides que es poden escriure
com ¢ = u? + buv + cv? s’anomenen formes principals.

Considerem a partir d’ara les classes de formes quadratiques de discriminant A
fixat, amb la relacié de Z-equivaléencia.

Definicié 5.1.2 Direm que dues formes quadratiques q i ¢ amb coeficients enters
pertanyen al mateix genere si son equivalents sobre R 1 sobre Z, per a tot p primer.

Rapidament es dedueix que dues formes quadratiques del mateix genere tenen el
mateix discriminant: el nimero A’/A és det(M,)? per a tot p i ha de ser invertible,
per tant A’/A = +1. Finalment imposant que siguin equivalents sobre R, obtenim
que A = A’

El fet que dues formes quadratiques pertanyin al mateix genere no implica que
siguin equivalents sobre Z: pot passar que una forma quadratica g sigui zp—equivalent
a una altra ¢’ per a tot p i sobre R, perd que no siguin Z-equivalents. En aquest cas
direm que el genere de la forma quadratica ¢ té més d’una classe.

Per tant, si fixem un discriminant A, les formes quadratiques que tenen aquest
discriminant s’agrupen per Z-equivalencia, dins de cada Z-equivalencia per generes,
i dins de cada genere, per classes. Aquest problema ja va ser estudiat per Gauss, a
Disquisitiones Arithmeticae, on va donar una estructura de grup abelia G a les classes
de Z-equivalencia de les formes quadratiques de discriminant fixat. El genere no és
res més que classes laterals dins d’aquest grup abelia i per aix0 tenim que el niimero
de classes diferents que hi ha dins de cada genere depeén tnicament del discriminant
de la forma quadratica. A més, també sabem que el quocient del grup G per la relacié
d’equivalencia del génere té cardinal una potencia de 2.

Existeixen taules que, a partir del discriminant, donen el nimero de classes de Z-
equivalencia que hi ha. Si trobem un discriminant A tal que un nombre de classes que
no és potencia de 2, obtindrem que els generes de cada forma quadratica amb aquest
discriminant tenen més d’una classe, o sigui, que existeixen altres formes quadratiques
que son Zp—equivalents a aquesta per a tot p, perd que no sén Z-equivalents.
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5.2 Automorfs d’una forma quadratica sobre Z

Recordem uns quants resultats de formes quadratiques, que es poden trobar al llibre
de D.A. Buell [12]:

Definim un automorf d’una forma quadratica donada au® + buv + cv? com una
aplicacié lineal de canvi de base sobre Z de determinant 1 que la deixa invariant, o
a p
v 4

Considerarem formes quadratiques au® 4+ buv + cv? i el seu discriminant A =
b? — 4dac.

sigui, una matriu M = ( ) que compleix l'equacié MTQM = Q.

Teorema 5.2.1 ([12]) Hi ha una bijeccid entre els automorfs de la forma quadratica
au? + buv + cv? i les solucions de lequacio de Pell:

X2 AY?2=4 onA=05b>—4ac.

Aquesta bijeccio, si tenim un automorf, ve donada per:

a [
(’y 5 ) — (a+9,v/a).

1 si tenim una solucio de 'equacio de Pell:

z—by —c
Y
(CC, y) 2 +b .
ay 52

Per tant el problema queda ara en trobar les solucions de ’equacié de Pell.

Aquest problema, esta resolt en el cas de discriminant positiu, A > 0 que correspon
a les formes quadratiques indefinides.

Teorema 5.2.2 ([12]) Sigui (X,Y) una solucid entera, amb X,Y > 0 ¢ tal que
X 4+ Y VA sigui minima dins de les solucions enteres positives.
Totes les parelles (X,,,Yy,) generades per

() () o

: - (5.2)

son solucid de Uequacid de Pell. A més, totes les solucions de l'equacid de Pell amb
coeficients enters positius es poden obtenir de (5.2).

Observacié 5.2.3 Cada solucié positiva de ’equacié de Pell ens déna 4 automorfs,
corresponents a les solucions (X, +Y") segons la correspondencia d’abans.
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Observacié 5.2.4 Si A no és lliure de quadrats a Z, aquesta recurrencia donaria
varies solucions per a la parella (X,,,Y,). Tot i aixd, només una és solucié de I’equacié
de Pell i a més correspon amb el segiient:

(25p2)" = 4 (3 (7)) -

=0

|~

(3]

Z <n> X2y 2ipi | 4
21

=0

3=

(2]
—1-2% i( n )Xn—2i+ly2i—1Ai—1 \/Z,
i=1

21 —1

obtenint que:

(5]
Xn = 2% : <;) XniZiYQiAi
=0
[234] n
Y, = 2% Z <2Z - 1>Xn—2z+1y21—1A1—1
=1

Siguin a i b enters positius tals que ab > 4. Considerem les notacions segiients:
d =mcd(a,b), a=d'dib="Vd.

Considerem la forma quadratica: a’u® + a/b'duv + b'v?, amb discriminant A =
a't'(a'b'd? — 4) > 0.

Lema 5.2.5 Sia =0, el grup d’automorfs esta generat per les matrius:

()8

Sia#£b, el grup d’automorfs esta generat per:

() 8))

DEMOSTRACIO: Observem primer que demanar una solucié de ’equacié6 de Pell (z, y)
de modul minim coincideix amb demanar que = o y siguin minimes i utilitzant la cor-
respondencia amb els automorfs obtenim que és equivalent a que el coeficient v sigui

minim.
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Volem un automorf, per tant, una matriu de determinant 1 que compleixi ’equa-

AT A TR AN A
oo )\ v Js )T )

Aplicant que el determinant ha de ser 1, 'equacié queda:

a v a _a’g’d B a _a’g’d 5§ —pB
P L U7 Ll TR | G

O sigui les equacions:

a—Vdy—6=0 i dB+by=0.

Com que a’ i b/ sén coprimers obtenim que [ és miltiple de a’ i per tant podem
escriure 8 = b3, quedant que la matriu de I'automorf té la forma:

o B\ [ —avds +5 g
v o8 ) —d' 3 ) ’

Imposem ara que el determinant sigui 1, obtenim 1’equacié:
1=06%—dVd3's+adb(p)?.

I hem d’estudiar els punts de coordenades enteres d’aquesta hiperbola, amb eixos 9 i
B'. Volem que v = —b'3 sigui minima i per tant volem 3’ negativa i de modul minim.

Observem que els punts segiients sén de la hiperbola: +(1,d) i +(0,1/va’t’). Un
estudi d’aquesta hipeérbola ens fa veure que el punt amb coordenada entera 3’ més
petita en modul i negativa és (0,—1) sia’ =¥ =11 (—1,—d') altrament: en efecte,
aquesta hiperbola té dues branques separades per la recta:

a't'd
2

Per tant, coneixent els punts per on passa, ja podem fer un dibuix aproximat. Ara

5=2"%g

veiem que una de les branques té els punts amb coordenades enteres i negatives
(0,—-1)sia’ = =11i(-1,—d). El cas o’ =V =1 ja queda resolt.

Només cal considerar ara el cas a’ # V. Suposem que hi ha un punt (r, —s) tal
que té coordenades enteres i que 0 > s > d. Llavors la recta horitzontal que passa
per aquest punt, tallara la branca que conté el (—1, —d) en un punt de coordenades
enteres (el coeficient en 62 de la hipérbola és 1) i per tant ja tenim que el punt més
petit és el (—1,—d).

En el primer cas obtenim que si a = b el punt de coordenades enteres més petit

(1)

ens dona la matriu:
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ab—1 —b
a -1 /-

Observem a més que la recurréncia de les solucions de 'equacié de Pell coincideix

I en el segon cas que si a # b:

amb la del producte de matrius i per tant tenim que en els dos casos les solucions
positives estan generades per aquestes matrius.

Finalment cal veure que passa quan canviem de signe les (X,Y’) que sén solucié
de 'equaci6 de Pell, i obtenim que es canvia de signe les matrius que ja tenim o bé
ens déna la seva inversa.

0

Corol-lari 5.2.6 Les aplicacions lineals de GLy(Z) que deizen invariant la forma
quadratica ¥'u? 4+ 'V duv + a’v? sén les generades per les matrius:

(o) ()0 5))

sia' =0 =11ipertanta=>b=d. Sia+#b sén les generades per:

) 28

DEMOSTRACIO: Si M deixa invariant la forma quadratica, aplicant determinats a
la igualtat MTQM = @Q obtenim que M té determinant +1. Al lema anterior ja
hem trobat totes les de determinant 1, per tant, n’hi ha prou amb trobar-ne una de
determinant —1, i aixo és el que hi ha de més.

O

Corollari 5.2.7 El grup de Weyl és un subgrup d’index 4 del subgrup de GLy(Z)
que deixa invariant la forma quadratica si a = b i si a # b és un subgrup normal
d’index 2.

DEMOSTRACIO: Estudiem primer el cas a = b. En aquest cas sabem que el grup de
Weyl esta generat per:

wr — _1aiw—10
1l o 1 S WP I
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Observem ara que també podem pensar el grup de Weyl W com el generat per
(w1, wiws), 1 tenim la igualtat:

-1
wi1wWw9 :T2 onr = “ .
1 0

A més, observem també que

o)) )

i per tant podem pensar que hem d’estudiar la inclusié: (wq,72) C (wy,r, —1) i ens
déna un subgrup no normal d’index 4 amb el quocient amb classes laterals: Id, —Id,
ri—r.

En el cas a # b tenim:

(v (10
o 1) T e )

i per tant, tenim que el subgrup de GL2(Z) que deixa invariant la forma quadratica ¢
és el grup (W, —1d), on W és el grup de Weyl. Per tant, és subgrup normal ja que és
d’index 2 i a més observem que el quocient esta representat per les classes Id i —Id.

O

5.3 Automorfs d’una forma quadratica sobre Zp

Considerem com sempre a i b dos enters positius tal que ab > 4. Utilitzarem la
notacié habitual: d = med(a,b), o’ =a/dib =b/d.
Llavors tenim la forma quadratica primitiva: ¢ = a’2? — a/b/dzy + b'y?, que

AN
a agd
a’t'd / :
T2 b

Finalment definim A = a'b/(a't/d? — 4) > 0 el discriminant de la forma quadratica.

correspon a la matriu:

Volem calcular I'estructura de grup de les matrius amb coeficients a Z;, que deixen
invariant la forma quadratica ¢, i que denotarem per Aut,(q).

Sense cap restriccié podem considerar que p no divideix a’: si p divideix a’ llavors
p no dividira ¥, llavors podem intercanviar b’ i @’ ja que tenen un paper simetric.

També sabem que si M és una matriu que deixa invariant g, llavors el determinant
de M sera +1 i tindrem ’extensio:

Autf (q) — Auty(q) - Z/22,



66 Aplicacions de BT a BK

on Aut;(q) son les matrius de determinant 1 que deixen invariant ¢, i aixo sera el
que estudiarem a aquesta seccio.

Si és necessari, considerem els coeficients a Q,[V'A] de tal manera que puguem
fer el segiient canvi de base:

2

—a’ a’

VA=dbd A+dbd
2 . (5.3)

En aquesta nova base la nostra forma quadratica és:

( L )
a’ A ’
2 0

i si ara calculem les matrius de determinant 1 que la deixen invariant obtenim que

( g 401 ) . (5.4)

Com a grup, son les unitats de ’anell on estigui definida la forma quadratica, per

son les matrius de la formas

tant, ja obtenim el primer resultat:
Si A és un quadrat invertible a Z, i p és senar llavors Aut;' (q) és isomorf a les

unitats de ip i per tant:
Aut}(q) 2 Z, x Z/(p— 1)Z.

Aix0 és conseqiiencia de que tot el que hem fet té sentit a Z, i estructura de grup
de les unitats dels enters p-adics la podem trobar a [43].
De la mateixa manera es podria fer el cas p = 2 i obtindriem:
Si A és un quadrat invertible a Zs llavors Aut] (¢) és isomorf a les unitats de Zs
i per tant:
Aut (q) = Zy x Z)27..

Apliquem ara el canvi de base (5.3) a la matriu (5.4) i obtenim:

41 dVd(¢E-1) b/<2—1
20 20VA VA (5.5)
_a/42—1 G+1 , a'bd(¢2-1) ’ )
N 2 20VA

Ara el problema queda reduit a trobar per a quins ( € @p[\/Z] aquesta matriu té
coeficients enters p-adics.

Considerem ara el cas on A és un quadrat a ip pero no és invertible. Aixo vol dir
que podem escriure A com u?p?®, amb u invertible a 2]3 in > 0. Hem de demanar

al coeficient: )
b/ C - 1
VA
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que visqui a Zp i si pensem que ( = p™v amb v una unitat a Zp obtenim que m
ha de ser zero i que ( € +1 + pQ"Zp. I aix0 ja és tot, ja que si tenim un element
de +1 + p2”2p Llavors aquest ens donara una matriu entera. Aixo vol dir que hem
d’estudiar el subgrup multiplicatiu d’elements a Zp de la forma +1 + p2”2p. Aquest
calcul esta fet a [43] 1 és isomorf a:

Zp X L2 .

D’ara en endavant podem considerar que A no és un quadrat a ip i per tant els
elements ¢ de Q[vA] es poden escriure de manera tnica com ¢ = r + sV A per a r i
s a Q.

.. . 2— . . . . ., N .
Siimposem que el coeficient —b’ ETAl sigui enter obtenim que la condici6 necessaria

i suficient és que r i s siguin de Zp i que la norma de (:
N(C) = (r+ sVA)(r — sVA) =12 — s2A

sigui igual a 1. A més, amb aquesta condici6 tenim que la nostra matriu (5.5) és de

r—a'blds 2V's
. 5.6
( —2a’s  r+a'bds > (5:6)

Llavors el problema es redueix a trobar l'estructura de grup de les unitats de

la forma:

norma 1 a Z,[v'A]. Per a fer aixo distingirem varis casos:

A és una unitat a Z, i p is senar: En aquest cas considerarem A € [, un no quadrat,
ho podem fer ja que el fet de ser un quadrat o no a ip només depen de la reduccié
modul p. Llavors utilitzarem la segiient filtracié: U seran els elements de norma
1 de Z,[VA], i Uy = (1 4 p'Zy[V/A]) NU. Les classes del quocient U/U; estaran
representades per r +sv/A amb r i s a I, i podem pensar que son elements de norma
1 de Fj2. Si el podem trobar llavors obtindrem que genera un Z/(p+ 1)Z. Finalment
hem d’estudiar U; = hﬁlUl/Ui.

Calculem ara U; /Us. Per a aix0 considerem un element de U; \ Us, per exemple
¢ =1+ pVA + p*u, on u és un element de 2p tal que ¢ tingui norma 1 (es pot
comprovar que aquest element existeix). Llavors podem veure que si demanem a un
element de la forma 1+ p(r + svV/A) + p*u, amb r,s € F, i u € ZD, que tingui norma
1 obtenim que » = 0. Finalment podem veure que { genera tots els elements de la
forma 1 + psv/A + p?u, modul p? i obtenim que Uy /Uy = Z/pZ.

Per tal d’acabar aquest cas tan sols hauriem de comentar que Cpi ceU; \Uj_1 i
que U;/U;11 té p elements. Llavors obtenim que U /U, = Z/p"Z i que Uy = 21, i per
tant:

Ux~Z,xZ/(p+1)Z.
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A és una unitat a 273 1 p €s 2: Aquest cas és una mica diferent per que ser un quadrat
0 no a 22 no depen de la reduccié modul 2. Llavors I'estudi s’ha de fer en tots els
residus quadratics: 3, 51 7.

Considerem doncs el cas A = 3. Definim U com les unitats a 22[\/3] amb norma
1. Considerem la filtracié:

U; = 14 2Z5[V3].

Si comencem l'estudi a U;/Us obtenim que el podem identificar amb el subgrup
multiplicatiu {£1}, i per tant tenim que és isomorf a Z/27Z.

Ara necessitem un element de norma 1 de Us \ Us. El podem calcular i veiem que
ha de ser de la forma:

(=1+4V3+8u,

amb v un element 22. Ara es pot comprovar que aquest element ( té la propietat
que (¢ € Ujyo \ Uips. A més, U;/U;_1 = 7/27 i obtenim els resultats que volem:
Us/U; & 7,/20727. D’aqui podem deduir:

U="17yxZ)2Z.

Els altres dos casos, A = 51 A = 7 es poden fer utilitzant el mateix argument i
obtenim el mateix resultat.

A és de la forma up®™ amb u una unitat a ZD, tal que no és un quadrat © p senar:
Aquest cas és molt semblant als anteriors. Veiem que hem d’estudiar el elements de
la forma:

U={r+sp"Vu|r®-spu=1}.
Aixo vol dir que 7 = £(1 + %p%u + --+). Llavors podem fer el mateix que als casos
anteriors, canviant A per w i comencant per U, i obtenim el resultat:

U7, xZ/2Z.

Aquest Z /27 apareix per que U/U; es pot identificar com el grup multiplicatiu {£1}.

2n+1

A és de la forma up amb u una unitat i un quadrat a Zy i p senar: No hi ha cap

restriccié si considerem u = 1 i per tant hem d’estudiar:
U={r+sp"p|r*—sp™tt=1}.
Si utilitzem la mateixa notacié: U; = 1 +pi\/]_), obtenim que Uy = Uy = --- = U, i
que Uy, /Upyi = Z/p'Z i el resultat és:
Ux7,x7/2Z.

2n+1

A és de la forma up amb u una unitat, no quadrat a Z, i p és senar: Es tornar

a fer els mateixos calculs i obtenim:

Ux7,x7/2Z.
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Per acabar, tan sols comentar que aquests tltims casos, per a p = 2 és fan de la
mateixa manera, i obtenim:

U7y x7)27 .

2 _a'bdry + b'y? una forma quadratica primitiva

Proposicié 5.3.1 Sigui ¢ = d'x
amb discriminant A = a't/'(a'b/'d* — 4). L’estructura dels automorfs de q sobre 21) és
p>2: Zp XZ/(p—1)Z si A es un quadrat i una unitat a Zp.
Zj XZ/(p+1)Z si A no és un quadrat, pero si una unitat a Zp.

Ly X L)27 altrament.

p=2: Zyx7/2Z.

5.4 El grup de Weyl p-completat

Considerem W el grup de Weyl i p primer fixat. Pensem els elements del grup de
Weyl com matrius enteres, per ’accié sobre I'algebra de Lie del tor maximal, per tant
W C GLQ(Z).

Per a cada n > 1, considerem la projeccié m,: GLa(Z) — GLo(Z/p"Z) i W,, =
T (W). R

Considerem també la projeccié op,: GL2(Zy) — GLo(Z/p"Z).

Definicié 5.4.1 Definim el p-completat del grup de Weyl com el grup:

W, = {A € GLy(Zy) | 0n(A) € W, Vn € N} = lim ¥, .

Considerem /W; = /Wp N SLy (ip). Tenim 1’extensié:

—

Wi — W, - Z/2Z.

Tenim també la inclusié W C Wp. Considerem 'element 7 = wiwe € W, que genera
un subgrup ciclic d’ordre infinit. Sigui N(n) l'ordre de m,(7).

En el cas p senar, sabem que N(1) =k, on k és la que hem definit al lema 4.7.1.
D’altra banda, com que el nucli de la projeccié G Lo(Z/p"Z) — GLy(Z/p" 'Z) és un
p grup, tenim que

N(n) = kp™™ .

On «a(n) és creixent i no acotada (ja que 7 té ordre infinit). Sigui G = imZ/N (n)Z.

Clarament G = Z/kZ x 21,. Volem veure que G = Wp* , 1 per aixo considerem el
morfisme ¢:G — W;’, si B = (Bu)nen, ™" € GLa(Z/p"Z). Amb aixd tenim un
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element: ¢(r) € imGLy(Z/p"Z) i que a més, és de W; Per la definici6 de G i W;,
tenim que ¢ és un isomorfisme.

En el cas p = 2, el raonament és el mateix, i k£ pren valors 2, 3 i 4, segons la
paritat de a i b . Els valors parells de k construeixen Zg, mentre que 3 sobreviu:

Proposicié 5.4.2 Tenim [’extensio:
Zp X L)L — W, —> L/2.

on: sip=2,1=1sia ob son parelles il =3 si a i b son senars; sip>2,1=2 si
plab, l=1sip|(ab—4) il =k altrament, on k és l’ordre de les arrels del polinomi
22 — (ab—2)x + 1 al seu cos de descomposicid de caracteristica p.

DEMOSTRACIO: Considerem l'odre de la reduccié modul p del producte wiws i
obtenim la k£ del lema 4.7.1. D’aquesta k, la part divisible per p passa a Zp i queda
I = k/p»®). Sip és senar i p t ab(ab — 4) k és lordre de les arrels del polinomi
caracteristic de wjws (reduit modul p) al seu cos de descomposicié de caracteristica
p. Aquest ordre divideix a p—1 si ab(ab—4) és un quadrat modul p i divideix a p+1
altrament. En els dos casos p 1 k i per tant [ = k.

0

Finalment, acabarem aquesta seccié amb ’estudi dels elements del grup de Weyl
completat que tenen una forma molt particular:

A0 0 «
Ad = i dyg= .

Observem que aquestes matrius formen un subgrup de W), que anomenarem W;dmls.

Lema 5.4.3 Considerem K(a,b) grup de Kac-Moody, p primer fizat, ﬁ/\p el grup de
Weyl completat, i I com a la proposicié 5.4.2. Llavors

1. Sip=2: Wadmis = {1d}.

2. Sip>2il és senar: /Wz?dmis = {Id,dy,1/y} amby € 2p un unic element que
compleiz ay® = b.

3. Sip>2il és parella: W;dmis = {xId}.

DEMOSTRACIO: Suposem primer que A\Id € Wp C Aut,(q), llavors, aquesta aplicacié
envia g — A2q, i per tant A = £1, i per tant, en cas de ser una matriu de Wp, seria
de W, .
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Suposem ara que dy g € Wp, llavors diﬂ = afld, i per tant af = +1.
Si af = —1, llavors do 3 € W, i diﬁ = —Id. Utilitzant Pestructura de W,
estudiada a la proposicié 5.4.2, —Id € W; només quan [ és parella i correspon a

I'element:
(0,1/2) € Zp x ZJIZ = W;r ,

per tant correspondria a I’element (0,1/4) (que només existiria si [ és multiple de 4),
pero aquest element, segons I'estudi dels automorfs de la forma quadratica (Aut,(q))
fet a la seccié 5.2, i més concretament per 'equacié (5.5), correspon a una matriu
diagonal, per tant, en cap cas seria de la forma d, g i per tant a3 = 1.

Suposem doncs a8 = 1. En quest cas considerem la matriu

1 aa®—b =
(dapw2)*wowy = ( 0 ) > e W,

i per tant, com que la tinica matriu de /W; amb els dos valors propis 1 és la identitat
tenim que:
(da,g’u&)? =wiwy, amb dygws € WI}L (5.7)

iaa® =0b.

Sip=2, /V[72+ = 22 i per tant no hi ha cap element de 2-torsi6 i —Id & WJ
Tampoc hi pot haver cap matriu de la forma d, g, ja que aixo voldria dir que wjws,
que correspon amb 1 € Zs, és 2 divisible (equacié (5.7)).

Si p és senar, observem primer que el lema 3.2.5, on vam estudiar la reduccié
modul p de W, que és la mateixa que la de W\p, per tant, ens diu que per a que
—Id € Wp, [ ha de ser parella. Per altra banda, si [ és senar, no trobem cap element
de W; =~ 7, x Z/1 de 2 torsié.

Llavors suposem que existeixen « i 3 tals que do g € /V[7p, llavors, a8 = —1.
Utilitzant que di 5= —Id, ja tenim que [ ha de ser senar. En aquest cas si que tenim

— ~

que wiwg € W};" és 2 divisible, per tant existeix w € SLy(Z)y) tal que w? = wiwy. A

més, com que wiwsg és 'element (1,1) € 210 X 7/l = /W; , aquest element és unic.

_ [T Y. 2 _ .
Suposem que w = ; i que w* = wyws, per tant:
z

()=

i aquesta equaci6 ens diu que la matriu ha de ser de la forma

w:<f/yy _()y)’ amb 3? = b/a .
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Com que aquest element és tinic, només una de les dues posibles arrels de b/a fan
que w € W,

Si ara considerem wws, obtenim d per tant aixo acaba la demostracié del

v,1/y>
lema.

5.5 Inclusié del grup de Weyl al grup d’automorfs

Considerem W el grup de We/\yl i p primer senar fixat. Sigui W, tal i com ’hem
definit a la secci6 5.4, tal que W), = limWV,,.
Observem que Wy =2 Z/k, on k é<s‘la que haviem definit al lema 4.7.1 i que per a
p senar tenim:
2k = [Wh| = [Wa| = -+ = [Wp| < [Wrpq].

Llavors, en aquest cas:

Lema 5.5.1 Sigui p primer senar fixat i k, r tal i com els hem definit al lema 3.2.3.
Tenim les successions exactes dels grups:

0— Wp — Auty(q) — Z/p"t — 0 si p divideix d.
0— W, — Auty(q) — 0 si p divideix A.
0 — W, — Auty(q) — Z/m x Z/p"™' — 0 altrament.

On 1 és la que hem definit abans i m és (p+1)/k o (p —1)/k, depenent de si A és
un quadrat o no modul p.

DEMOSTRACIO: Es dedueix a partir de la definicié de la complecié del grup de Weyl
i del calcul dels automorfs de la forma quadratica.

5.6 Aplicacions que provenen de representacions

Sigui ¢: BK — K(Z,4) un representant d’H*(BK;Z) que indueixi una equivaléncia
racional. Podem, a més, fixar ¢ com el de l'equacié (5.1). Considerem ara la
proposicié 4.2.1 en el cas del tor BT:

Proposicié 5.6.1 L’aplicacid I: [BT, BK]| — [[,[BTpe, él\(p] és injectiva. La imat-
ge consisteir en aquelles families d’aplicacions { fp: BTy — ﬁ(p}p tal que f;(q) viu
a HY(BT;Z) C HY(BTy~;Z) i és independent de p.
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DEMOSTRACIO: Considerem X = BT i apliquem la proposicié 4.2.1. Utilitzant que
H3(BT;Q) = 0 tenim una aplicacié injectiva:

(BT, BK] — [[IBT, BK,),
p

pero com que BK p és p-complet i BT és equivalent modul p a BT}, tenim ’aplicacié
injectiva de I’enunciat.

Suposem que tenim una familia d’aplicacions { f,: BTpe — BK »}p tal que és de la
imatge de [, o sigui, existeix f: BT' — BK tal que l(f) = [[,, f,- Aix0 voldir, segons la
proposicié 4.2.1, que existeix un element 2 € H*(BT;Q) tal que frlg® @p) =z ®@p
per a tot p. En el nostre cas ¢ viu a la cohomologia entera de BK i per tant
podem considerar z := f*(q) € H*(BT;Z). Si aquest element x € H*(BT;Q)
existeix, llavors f; (¢) ha de ser independent del primer p. Si, en canvi, tenim que
fr(q) € H*(BT;Z) per a tot p i és independent de p, considerem z := fp(q) 1 tenim
I’element que necessitem.

0

Considerem ara f: BT — BK(a,b) una aplicacié tal que existeixi p:T —
K(a,b) amb Bp ~ f. Aixo vol dir que aquesta aplicacié p factoritza pel tor maxi-
mal i per tant, a nivell d’algebres de Lie, existeix una matriu My: BT — BT amb

coeficients enters que fa el segiient diagrama commutatiu:

BT
o

BT — BK(a,b)

i si mirem com funciona a cohomologia, veiem que g va a parar a ¢ = MquM #, on
estem utilitzant la forma quadratica ¢ definida a ’equacié (5.1) amb notacié matricial.

Si es compleixen totes aquestes condicions direm que aquesta aplicacié prové de
la representacid p.

En el cas de grups de Lie compactes, l'article de D. Notbohm [37] ens diu que
totes les aplicacions de BT al grup de Lie provenen de representacions. En canvi,
veurem que als grups de Kac-Moody aixo és fals.

Considerem el genere d’una forma quadratica, que hem estudiat a la seccié 5.1.
Per a aplicar aquells resultats necessitem trobar una forma quadratica de la forma:

g = d'u? — d'Vduv + V'v?

amb a’ i b coprimers i discriminant A = a'b'(a’t’d* — 4) que tingui un nombre de
classes modul Z-equivalencia que no sigui una potencia de 2.
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Si mirem les taules de [12], obtenim que per a A = 1509, les classes que hi ha
sén 6, que no és poteéncia de 2. Aquest discriminant correspon al cas @’ = 1, ' = 3
id= 13,1 per tant, si a = 13 i b = 39 tenim que existeixen formes quadratiques
q que sén zp—equivalents a la forma quadratica g, pero no Z-equivalents. Conside-
rem doncs per a cada p una zp—equivaléncia de ¢q a ¢/, pensada com a aplicacié de
BTy — BT,~. Composem aquesta aplicacié amb la inclusié a BK i obtindrem
una familia d’aplicacions compatible que ens donara una de BT a BK. Suposem
ara que aquesta aplicacié provenia d'una p:T — K, llavors aquesta aplicacio fac-
toritza pel tor maximal T i per tant tenim una matriu amb coeficients enters tal
que MTqM = ¢. Com que ¢ i ¢’ tenen el mateix determinant aquesta matriu M és
invertible sobre Z i per tant ens déna una equivaléncia entera entre ¢ i ¢/, cosa que
no pot passar.

Aixi queda demostrat:

Teorema A Euzisteizen aplicacions a [BT, BK| que no provenen de representacions
pT — K.

0

5.7 Aplicacions de BT a B/I\(p

Per a fer aquest estudi necessitarem passar del cas local al global i per tant necessitem
I’estudi de les aplicacions modul complecié.

Denotem per Ty els elements d’ordre alguna potencia de p del tor maximal. La
inclusE')\ Tpo — T indBe\iX una equivalencia modul p a BTjc — BT. Tenim doncs
[BT,BK,| = [BT,~, BK,|.

Considerem ara 7w un p-grup finit i p:m — L un morfisme. Sigui CL(p) el
centralitzador de la imatge de p a L. Podem construir el morfisme de grups:

WXCL(p) — L
(g, h) —  gh.

Apliquem el functor espai classificador i obtenim una aplicacié
Bm x BCL(p) — BL
i passant ara a ’adjunt, obtenim una aplicacié que venia induida per p:
BCr(p) — Map(Bn,BL) .

En el cas de grups de Lie compactes, B. Dwyer i A. Zabrodsky van veure que
era una equivaleéncia homotopica modul p [18] i en el cas de grups de Kac-Moody el
resultat va ser demostrat per C. Broto i N. Kitchloo a [10] i [11]:
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Teorema 5.7.1 ([10] [11]) Si L és un grup de Kac-Moody i m és un p-grup finit,
llavors:

1. Tenim una equivaléncia homotopica:

[1 BCrlp), = Map(Br, BL,).
pERep(m,L)

En particular, [BT&',EEP] = Rep(w, L).

2. Si{Pr} és el conjunt parcialment ordenat de subgrups parabolics de L que son

grups de Lie, llavors hi ha una equivaléncia homotopica:

—

hocolim/Map(Bm, (BFr),) — Map(Br, Efp) .

Volem aplicar aquests resultats a T,» C T, els subgrup del tor maximal format
els t € T tals que t*" = 1. Observem que Tpn = Z/p"Z x Z/p"Z.
Considerem ara els subespais de Map(BTy», BK ) segiients:

Map(BTpn, BKp)(s)

format per aquelles aplicacions que sén homotopes a una Bp, on p:T)n — K és un
homomorfisme de grups amb nucli d’ordre menor o igual a p®. Notem per End® (Tpn)
els endomorfismes de T),» que compleixen que el nucli té ordre menor o igual a p®. La
inclusié Tn C Tk, on Tk és el tor maximal del grup de Kac-Moody, ens déna una
acci6 del grup de Weyl W en Tj». Llavors W actua per I’esquerra sobre els conjunts
End®) (Tpn).

Utilitzant les idees de B. Dwyer i N. Kitchloo podem estudiar Map(BTn, EI\(p)(S):

Teorema B Sin > s llavors cada component connexa de Map(BTpn,EI\{p)(s) €s

homotopament equivalent a (@)p X K(Zp, 1).

DEMOSTRACIO: Utilitzant el teorema 5.7.1, obtenim el segiient diagrama push-out,
modul complecié:

o — —

Map(BTpn, (BTK)p)(s) — Map(BTpn, (BHl)p)(s)

| |

o — —

Map(BTpn, (BHg)p)(s) — Map(BTpn, (BK)p)(s)

Cada un dels espais d’aquest push-out, com que estem en el cas de grups de Lie
compactes, es pot calcular utilitzant el teorema de Dwyer i Zabordsky [18], que ens
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diu que és l'espai classificador del centralitzador de la imatge dels morfismes. Tenim
que per a n prou gran, les imatges estan contingudes al tor maximal del subgrup
parabolic i el centralitzador és ell mateix, que coincideix amb el tor maximal del
grup de Kac-Moody i per tant obtenim (@)p.

Cal veure que passa amb les components connexes de cada element del push-out,
i aix0 equival a calcular el push-out homotopic de conjunts finits:

End®)(T}n)

l

(w2)\End® (T;)

(w1)\End®)(T}n) (5.8)

Les matrius wy i wy son les matrius d’ordre 2 que estan definides a (3.2). A partir
d’aquesta definicid, vegem que 'accié de wi a End®) (Tpn) no té punts fixos si la n és
prou gran. Abans, considerem el segiient lema que demostrarem més endavant:

Lema 5.7.2 Sigui M una matriu amb coeficients a Z, de tamany m X m i deter-
minant no nul. Sigui 0: T — T Paplicacio induida per la matriu en T, un tor de
dimensio m. Si la matriu té determinant zero modul p” llavors, per a n > r, hi ha
com a minim p" elements al nucli de l’aplicacid induida al subgrup (Z/p"Z)™ de T.

Sigui o ? una matriu de End®®) (Tpn). Podem considerar que aquesta matriu
z

té coeficients enters i determinant no nul sobre Z. Aplicant el lema 5.7.2 1 que n > s
tenim que aquesta matriu tindra determinant no nul modul p”. Suposem que és un
punt fix per a wy, o sigui,

-1 b x Yy Tz Yy .
= modul p”
0 1 z t z 1

i tenim que, modul p™: 2x = bz i 2y = bt, per tant, per a que sigui un punt fix, el
determinant ha de ser zero modul p™, cosa que no pot ser certa si considerem n > s.

El mateix raonament és valid quan diem que per a n > s, 'accié de wy a
End(®) (Tpn) no té punts fixos.

Per tant, el push-out homotopic, que en el cas d’aplicacions entre conjunts dis-
crets és el graf que resulta d’unir els punts de End® (Tyn) amb les imatges a cada
un dels quocients i per tant d’identificar-los dos a dos. Per tant, el graf tindra el
mateix nombre de vertexs que d’arestes, o sigui, caracteristica d’Euler-Poincaré igual
a zero i tots els vertexs tindran dues arestes, per tant, quedara la unié disjunta de
circumferencies. Si completem ara les circumferencies obtindrem K (ZD, 1).

O
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DEMOSTRACIO DEL LEMA 5.7.2: Sigui M amb coeficients enters i determinant no nul,
com a matriu que indueix 'aplicacié ¢ de T en ell mateix. El seu nucli estara format
per un subgrup abelia, que s’aixecara a una xarxa de dimensié m a nivell de ’algebra
de Lie del tor T'. El nucli que ens interessa calcular és la interseccié de la projeccid
d’aquesta xarxa amb el subgrup (Z/p"Z)™ C T. Considerem la PAQ reduccié de
M i composem l’aplicacié6 M del tor en ell mateix per les aplicacions invertibles
P per lesquerra i ) per la dreta. Tant P com @ envien (Z/p"Z)™ C T en ell
mateix. La nova aplicacié tindra el nucli del mateix cardinal i, com a matriu M’, sera
diagonal amb coeficients di,...,dy,, amb d; - - -d,, = det M. El nucli estara format
pel subgrup abelia Z/d1Z x - -+ x Z/d,7Z i la seva interseccié amb (Z/p"Z)4mT c T
s Z/p"Z x -+ X Z/p'™, amb i; = min{n, v,(d;)}, j = 1,...,m. Per tant el cardinal
del nucli de ¢ intersecci6 (Z/p"Z)™ és p't ---pim = ptt—+im  Gj existeix j tal que
i; = p", tenim que hi ha un Z/p"Z al nucli i com que r < n, ja esta. Sii; < n per
atot j =1,...,n, llavors el cardinal del nucli interseccié (Z/p"Z)™ és pietM > pr i
també tenim el resultat que volem.

0

Corollari 5.7.3 Sigui p: T« — K un homomorfisme amb nucli finit. Llavors
Map(BT, ﬁ(p)gp és homotopament equivalent a (BT),,.

DEMOSTRACIO: Tenim que el limit directe imBT,» és homotopament equivalent a

ﬁp (modul p) i com que lespai d’arribada és p-complet, podem considerar
Map(imBT,n, BK )y, i el limit surt fora com a limit invers. Apliquem ara el

teorema B:
Map(BT, BK,) 5, ~ holim Map(BT}», BK ), ~ holim {(ﬁ)p x K(Z,, 1)} .

Per tant hem de veure que el limit invers d’aquests cercles p-complets és contractil.
Per a aixo tornem a estudiar el push-out homotopic (5.8). Un cercle apareix quan
tenim una matriu M i un enter m tal que (wjws)™M = M modul p". Fixem la
nostra M, que és una matriu amb nucli finit, per tant, amb menys de p° elements per
a certa s i definim m(n) el minim enter positiu tal que (wyw)™ ™M = M modul p™.
Si veiem que les valoracions p-adiques vp(m(n)) sén creixents llavors el limit invers
h(ﬁm{K (Zp, 1)} sera contractil. Si multipliquem la congruencia (wjws)™™M = M
modul p™ per la matriu adjunta de M, veiem que m(n) ha de ser un multiple de
lordre de wyws a GLy(Z/p"~*). Com que la valoracié p-adica d’aquest ordre tendeix
a infinit quan n creix, també ho fara m(n).



78 Aplicacions de BT a BK

Considerem ara la inclusi6 W C GLs (Zp) (ens ho podem pensar directament ja
que les matrius de W tenen coeficients enters). També es pot pensar que aquesta
inclusié prové d’aplicar el functor Hom(—;Zy~) a I'espai Tje i aprofitar 'accié de
W que ja tenfem sobre Tje.

Proposicié 5.7.4 Sigui A un subgrup propi de Tpeo tal que WA C A. Llavors A és
finit.

DEMOSTRACIO: Estem en el cas ab > 4, i 'accié de W = (wy, w3) ve donada per les
matrius de 'equacié (3.2). Considerem aquesta accié sobre (2},)2 i suposem primer
que hi ha un 2p—submbdul W-invariant de dimensié 1. Aix0 voldria dir un vector de
(ip)2 que és vector propi de wi i we alhora, i aixo només pot passar si ab = 4, que
no és el nostre cas.

Apliquem ara el functor Hom(—; 2p) a la successié exacta de grups abelians

0—A— Ty —Tpe/A—0,

on W actua a cada peca.
Obtenim la successié exacta de caracters:

0 — (Tpoe JA)* — (Zy)? — A" — 0,

i obtenim que (T~ /A)* és un ip—subm(‘)dul W-invariant i no trivial. Pel raonament
anterior no pot tenir rang 1, per tant té rang 2, llavors A* és finit i A també.

O

La segiient proposicio s’utilitzara també per a 'estudi d’aplicacions entre grups
de Kac-Moody no isomorfs, per tant, considerem K un grup de Kac-Moody com fins
ara i K’ un altre (tots dos de rang dos, i cap de tipus Lie).

Proposicié 5.7.5 Sigui f: BK — EI\(’p. Existeiz un homomorfisme p: Tpeo — K’
tal que f]BTpoo ~ Bp. Si p # 1 llavors p té nucli finit.

DEMOSTRACIO: Per a cada n el teorema 5.7.1 ens diu que f|BTpn ~ Bp,, on
pn:Tp, — K’ és un homomorfisme determinat de manera tnica, modul un au-
tomorfisme intern de K’. Podem obtenir una successié compatible {p,}, i aix0 ens
donarad un homomorfisme p: Tpe — K’ amb la propietat que Bp]Tpn ~ f ]Tpn. Per
trobar el resultat a T~ tenim la successié exacta:

0—1lim'm Map (BT, BK',) py— moMap(BT =, BK',) —lim’roMap (BT, BK’,) —0 .

Per tant, hem de comprovar que el terme lirnlml\/laup(BTpn7 BK 'p)Bp, s'anul-la.
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Si p = 1, llavors Map(BTy», BK ") =~ BK 'p 1 en particular és simplement connex
i aquest limit és zero.

Si p # 1 volem utilitzar el teorema B, per tant, hem de veure que el nucli de p,
esta acotat, o sigui, que Ker(p) és finit.

Observem que si w € W, w € NTk és un representant de w € NTx /Tk, cw la
conjugacio dels elements de Tk per W i ip: Tpn — K, llavors

BT, 2% BT,

flBT,n ~Bpn
Binp Bin

BR, - BE, —~ BE,

P BId
per tant Bp, ~ B(p, - w) i aixd vol dir que existeix g, € K’ tal que:
P Wt = Cg, - PlTn -

Com que ¢4, és una conjugacid, obtenim que Ker(p) és W-invariant, i aplicant la
proposicié 5.7.4 tenim que Ker(p) és finit

O

Considerem ara la definicié de Wp, el completat del grup de Weyl, feta a la seccié
5.4, que conté a W i actua sobre Tje.

Teorema C Siguin p,p':Tpee — Tpeo homomorfismes amb nucli finit. Llavors
Bp ~ Bp' a Map(BTy~, BK,) si i només si existeix o € W), tal que p = ap’.

DEMOSTRACIO:

Com que el nucli és finit, triem s prou gran tal que Bp, Bp' € Map(BTpe, E?(p)(s).

Mirem primer el cas a Map(BTyn, BK p)(s) per a n prou gran, tal que puguem
aplicar les eines del teorema B. En aquest cas tenim que hi ha una aplicacié bijectiva
entre les components connexes de Map(BTj», BEK p)(s) 1 els conjunts Wyn \End®)(T})
(on Wpyn és la reduccié de les matrius del grup de Weyl modul p™).

Utilitzant que BT = hocolimBT)» tenim la successié exacta de conjunts:

0 — lim'm Map(BTyn, BK )(s) = [BTye, BK,)(s) — im°[BTn, BK,]() — 0,

on [BTpn, BKp](s) = WQMap(BTpn, BKp)(s)-

Aixo vol dir que si tenim una familia compatible d’aplicacions f,: T,» — BK que
donen un element de limOTroMap(BTpn, BKp)(s), aquesta prové d’alguna aplicacié de
BT, — BK p- Que la primera aplicacié sigui injectiva vol dir que, fixada familia
compatible, el nombre d’antiimatges esta controlat per 1111117T11\/Iap(BTpn7 BKy)s,.
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Aplicant altre cop el teorema B obtenim que l(iinlmMap(BTpn, BK p)f. s’anul-la

i per tant:
TOMap(BType, BK,) (5 = limWpr\ End® (Tyn) 2 W\ End ) (T;)
i obtenim el resultat que volem.

0

Observacié 5.7.6 Aquest teorema ens permet veure una altra demostracié de ’exis-
tencia d’aplicacions que no provenen de representacions.

Considerem ¢ € H*(BK;Z), com el definit a I'’equacié (5.1). Considerem ara
el subconjunt de les aplicacions [BT, BK| format per les f tals que a cohomologia

2 _

compleixen que f*(q) = a’'u?® — a’b'duv + b'v?. Les matrius corresponents serien les

matrius amb coeficients enters que compleixen ’equacio:
M{qMy=q.
Si estudiem les possibles My obtenim que sén les del grup de Weyl i a més apareixen:

—Id si a1 b sén diferents.

—Idi:l:(0 1) sia="b.
10

Per tant, si totes les aplicacions vinguessin de representacions, tindriem que hi ha
dues aplicacions que conserven la forma quadratica si a # b i quatre si a = b.
Considerem ara la proposicié 5.6.1, tenim quina condici6 ha de complir una familia
d’aplicacions
pr amb  f,: BT — Ef\(p
p
per a que defineixi una aplicacié de BT a BK. Hem de comprovar que la forma
quadratica g, que esta definida sobre Z i per tant podem pensar-la sobre Zp i sobre
Q, vagi a parar a la mateixa forma quadratica sobre Q, independentment del primer
P.
Si ens fixem ara en aquelles aplicacions f, tals que envien ¢ a u? — a't/ duv + b'v?
(o sigui, aplicacions que deixen invariant la forma quadratica), veiem que per a cada
primer p n’hi ha tantes com el quocient Aut,(q)/ /Wp. Aquest quocient haviem vist
que era de la forma Z/p"7Z x Z/IZ i en general r > 111 > 1 i per tant ens apareixen
moltes aplicacions que deixen invariant la forma quadratica.
Com a exemple, considerem a = b = 52 = 25, obtenim que per a p = 5 la inclusié
del grup de Weyl completat al grup Auts(q) és:

Ws — Auts(q) — Z/57.
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Per tant, el nombre d’aplicacions f € [BT, BK| que compleixen que f*(q) = a'u® —
a'b/duv + b'v? serd com a minim 5, en particular més de 4, que és el nombre d’a-
plicacions maxim que poden provenir de representacions i per tant tenim una altra
demostracié de I'existencia d’aplicacions que no provenen de representacions.

Corol-lari 5.7.7 Sigui f: BK — B/I\(’p. Ezisteiz un endomorfisme p: Tpeo — To
tal que f|BTpoo ~ Bi' - Bp, amb i:Tp — K. A més, p és unic modul l'accié per
Uesquerra de ﬁ/\’p a End(T)e ).

DEMOSTRACIO: La proposici6 5.7.5 ens diu que existeix un homomorfisme g: Tpeo —
K' complint que f|p7,. =~ Bo. Si ¢ = 1 el resultat es dedueix directament de
I’enunciat, per tant, podem suposar que ¢ # 1. Llavors ¢ té nucli finit i per tant:

flB7 € Map(BTy, BK'y)(5) = W'y \End® (T3

per a alguna s prou gran. Per tant podem canviar o per p, tal que p:Tpo — TZ’)OO.
Llavors, si p’ és un endomorfisme de T tal que Bpo Bi ~ Bp'o Bi tenim que p|r,, i
0 |Tpn sén conjugats per a qualsevol n. Agafant n prou gran deduim que p i p’ tenen
nuclis finits, amb el mateix cardinal. Ara podem aplicar el teorema C i tenim que p
i p/ difereixen d’un element de W b

O






Capitol 6

Grups de Kac-Moody amb el
mateix espai classificador

En el cas de grups de Lie compactes connexos i simples, sabem que dos grups Gj i
G2 s6n homotops (com a espais topologics) si i només si sén isomorfs com a grups de
Lie.

A [7] és déna un contraexemple si traiem la condicié de “simple”: els grups SO(4)
1 SO(3) x SU(2) sén homotops com a espais topologics i no sén grups de Lie isomorfs.

Més endavant D. Notbohm, a [38], va demostrar que dos grups de Lie sén isomorfs
si i només si el seus espais classificadors sén homotops. Per tant, el functor “espai
classificador” és fidel i resol completament el problema.

Veurem que aquest resultat és fals per a grups de Kac-Moody. El tipus d’isomor-
fisme dels grups de Kac-Moody de rang 2, com a grups topologics ja I’hem estudiat
a la proposicié 3.7.1 i sabem que K(a,b) = K(d',V') < {a,b} = {d/,b'}. En canvi,
veurem que el tipus d’homotopia dels espais classificadors segueix una condicié més
feble i obtindrem grups de Kac-Moody no isomorfs amb espai classificador homotop.

(57

una matriu de Cartan generalitzada de rang 2. En el cas finit, quan ab < 3 tenim la

Sigui doncs:

taula:
al|b |G
0|0 SU(2) xSU(2)
118U
1|2 Spin(5)
13]Gy
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i sabem que dos a dos sén no isomorfs i els seus espais classificadors no sén homotops
(excepte quan intercanviem a i b), per tant, quan ab < 3, BK (a,b) ~ BK(a/,V) si i
nomsés si {a,b} = {a’,V'}.

6.1 Aplicacions p-admissibles

Al capitol anterior hem vist que hi ha aplicacions de BTk a BK que no provenen de
representacions. Aixo vol dir que no podem continuar amb D'estudi tal i com es fa a
[26]: alla es considerava una aplicacié de BG en ell mateix, amb G un grup de Lie
compacte, i llavors, quan la restringien al tor maximal, podien pensar ’aplicacié de
BT a BG com una matriu amb coeficients enters.

En el nostre cas, hem vist que aix0o no és cert, pero en canvi, si que apareix una
matriu quan completem 'espai BK i, per tant, la matriu agafa coeficients p-adics.

Sigui K el grup de Kac-Moody, Tk el tor maximal, NTx el normalitzador i
W = NTk /Tk. Considerem /V(7p el p-completat del grup de Weyl. Els seus elements es
poden pensar com matrius amb coeficients p-adics. Considerem ﬁ/\; = /WpﬁS Lo (Zp).

Considerem doncs a,b,a’,b’ enters positius tal que ab > 4 i a'b/ > 4. Siguin
T =Tk i T = Tk els corresponents tors maximals, i W, W’ els grups de Weyl que
hi actuen.

Definicié 6.1.1 Direm que una aplicacid ¢: Ty — ngoo és p-admissible si 1 només

st per a tot w € W emisteix w' € /V[Zﬁ tal que pw = w'¢.

Observacié 6.1.2 Hauriem de dir matrius W-W’-p-admissibles, ja que el concepte
depén dels grups W i W’ i del primer p, perd per a simplificar la notacié i com que
els grups estan fixats, utilitzarem p-admissible.

Com sempre, podem pensar que ¢ és una matriu A amb coeficients p-adics.

Proposicié 6.1.3 Suposem que ab = a'l/, Les aplicacions p-admissibles sén aquelles
de la forma w'A amb w' € W', i amb A d’una de les formes:

Cas 1: </\ 0) Cas 2: <0 A)
0 u w0

amb a'\ = ap . amb al =bp .
Amb X i aip.

DEMOSTRACIO: Sigui A una matriu p-admissible. Per la definicié tenim que AW C
W, A i per tant el nucli d’A és un sub-Z,-modul invariant per 'accié de W de (Zp)2.
Utilitzant la proposicié 5.7.4, si A # 0, llavors, pensada com a aplicaci6 entre Tpeo i
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ell mateix, té nucli finit, o sigui, A, com a matriu, té determinant no nul i passant
per Q, si fa falta, podem calcular AL

Considerem ara les matrius del grup de Weyl definides a I’equacié (3.2). La matriu

1 on 7 no és una arrel de la unitat, i només depen del

):I:l +1

wiws té valors propis 71 77
producte ab. Com que ab = a'b’ tenim que les quatre matrius (w1w2 1 (wjwh)
tenen els mateixos valors propis i cap altre matriu de W ni de W’ té aquests valors
propis:

En efecte, si alguna altra matriu de WIQ té aquests valors propis, haura de ser
una matriu de determinant 1. A la secci6 5.3 hem vist que el grup W\’: estava
inclos al grup d’automorfs d’una forma quadratica ¢. Al calcul d’aquests automorfs
passa per diagonalitzar les matrius en una mateixa base i veure que els valors propis,
considerats com a conjunts ordenats (7,77!), sén diferents. En particular, com a
molt hi ha dues matrius a 17[/\/ - amb els mateixos valors propis.

Amb tot aixo tenim que Awlng ! (wlw yEL

Considerem ara ’estructura de grup W’ = Z X Z/IZ que hem vist a la proposicié
5.4.2. Llavors, es dedueix que donat w € W’ o bé és 2-divisible, o bé, wwiws és
2-divisible.

. . _ N _ =T .
Si ara conjuguem Aw;A~! tenim w'w{, amb w' € W’,. Aplicant el raonament

p

que acabem de fer, estem en una de les dues situacions segiients:

Cas 1: existeix w' € /Wﬁ tal que Cas 2: existeix w' € /I/IZ;JF tal que
w'"? =w. W'? = wwiw).
Estudiem primer el Cas 1. Utilitzant que w}w'~! = @'w], tenim que si substituim A

per B = @'~ A, aquesta matriu compleix:
Bu1B™'=w|  BwyB'=uw)

llavors, Bw; = w{B i Bwy = whB i obtenim:
5o < A0 ) |
0 n

En el Cas 2, fem un raonament analeg: considerem B = w/(@')"1A. Aquesta

amb a’\ = apu.

matriu compleix
-1 / -1 /
BwiB™" = wy BwyB™" = wy

llavors, Bw; = w)B i Bwy = w) B, obtenint que

B:<O >\>’
w0

amb a\ = b/ p. O
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Proposicié 6.1.4 Sigui f: El\(p — B/I?’p. Llavors existeiz una aplicacio p-admis-
sible p: Tpeo — Ty tal que flpT 0o = Bi' - Bp, on i": Ty — K' és la inclusio del
tor mazimal a K'.

DEMOSTRACIO: Considerem f| BT, > aplicant el corol-lari 5.7.7, obtenim un morfisme
p:Tpoo — ngoo, tnic modul P'accié per I'esquerra de ﬁ/\’p. Si escollim p - w en lloc
de p obtenim també que f|p7 0 = Bi' - Bp - Bw, per tant, existeix w’ € W\’p tal que
p-w=w-piper tant p és p-admissible.

6.2 Dependéncia de a i de b

Considerem a, b, a’, b’ enters, amb ab > 41 a't/ > 4 i K(a,b), K(d',') els correspo-
nents grups de Kac-Moody. Fixem ¢: K (a,b) — K(Z,4) i ¢: K(d',0) — K(Z,4) i
les classes de cohomologia que indueixen una equivaléncia racional (secci6 4.2) i per
tal de fixar la notaci6, podem considerar que en cada cas sén els de 'equacié (5.1).
Llavors:

Teorema D Siguin a, b , a/, V/ enters positius. Llavors, BK (a,b) ~ BK(a',b') si i

NOMES Si:
1. ab=a't i med(a,b) = med(a, V).
2. Euisteiz u € {d/,V'} tal que au = A%, A € Z i per tot p tal que vy(a) # vy(u),

tenim que bu és un quadrat a 2,3.

Abans de la demostracié necessitem adaptar la proposicié 4.2.1 al nostre cas:
Proposicié 6.2.1 L’aplicacio

I:[BK, BK'| — [[IBK,, BK"}]
p

€s injectiva.

La seva imatge esta formada per aquelles families d’aplicacions {f,: BK, —
BK'p} complint que f;(q® Qp) = A¢ ® Qp) per a tot p, on X és un enter que no
depén de p.
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DEMOSTRACIO DEL TEOREMA D Fixem les notacions BK = BK(a,b) i BK' =
BK(d/,V) i sigui f: BK — BK' una equivaléncia homotopica. Considerem a més
BT el tor maximal de BK, BT’ el de BK' i les notacions W i W’ pels grups de Weyl.

Si BK ~ BK' llavors, agafant espais de llacos obtenim que K ~ K’. Si con-
siderem la cohomologia entera, tenim que H*(K;Z) = Z/mcd(a,b) i H*(K;Z) =
Z/(ab — 1), per tant tenim que ab = a’t’ i que med(a,b) = med(a’,b).

Sigui ara p un primer fixat i sigui Ty els elements d’ordre alguna poténcia de p
dins del tor maximal. La restriccié f| BT, , tal i com hem vist a la proposicié 6.1.4, ve
induida per un homomorfisme p: Tpoo — T};oo, és a dir, existeix una matriu p-adica
M tal que, mitjancant conjugacié, déna un isomorfisme entre les representacions dels
grups de Weyl: W i W’.

Aquestes matrius les hem estudiat a la seccié 6.1, i haviem distingit dos casos:

Cas a: M:<)\0> Cas b: M:<OA>
0 u w0

AN =bu 1 pd = Ma. b =aX 1 b= pud.

Considerem ara la cohomologia entera de BK. Tenim que H*(BK;Z) = 7Z, conside-
rem g un generador (i sigui ¢ € H*(BK';Z) = Z I’analeg a BK'). A cohomologia
p-adica veiem que f*(¢') = Aug, perd a cohomologia entera f*(¢') = +q, per tant,
A = £1. Aquesta condicié implica, en el cas 1, que +7; és un quadrat invertible a
ip, i en el cas 2, que &; és un quadrat invertible a Zp.

Observem que si x, y sén racionals i cap dels dos no és un quadrat, existeixen
infinits primers tals que ni x ni y sén quadrats a Zp: considerem x = p1/q1 iy = p2/qo.
El fet que = sigui un quadrat a Zp 0 no es pot determinar pel simbol de Legendre

(%) (quan p és senar). Llavors sabem que, si ni pi1q; ni p2ge sén quadrats, fixat

P
en particular ni  ni y no seran quadrats a Z,. D’aquesta manera, podrem trobar

r, existeix p > r tal que (%) = (m) = —1 (veure, per exemple, [43]), per tant,

infinits primers tals que ni  ni y siguin quadrats a Z,.
En particular, aixd ens diu que el signe negatiu no es pot donar, és a dir f*(¢') = q.
A més, també ens diu que un dels dos nombres, 7 o ; ha de ser un quadrat racional.

Suposem que 5 = B?, amb B € Q. Llavors aa’ = (Ba')? sera un quadrat enter.

Sigui p tal que v,(a) # vp(a’), o sigui, & no és invertible a Z,, llavors, el que ha de

passar és que per a aquest primer ;; ha de ser un quadrat invertible a Zj i per tant
ab’ és un quadrat a Zp, per tant, les condicions 1. i 2. sén necessaries.

Per a veure que soén suficients, construirem una aplicacié concreta. Suposem,
doncs, que estem en els condicions 1. i 2.. Observem que aquestes condicions sén
equivalents a que per a tot p, o bé 7; o bé 7 és un quadrat invertible a Zp.



88 Grups de Kac-Moody amb el mateix espai classificador

Recordem que BK es pot obtenir com el colimit homotopic:
BK = hocolim(BH, «— BT — BH;),

i que si el completem, obtenim una espai X:
—_— — —_—

X = hocolim((BHs),, «— BT, — (BH1),,)

que és modul p equivalent a BK.

Per a escriure les aplicacions considerarem el diagrama:

(BG), BT, BT, (fG\l)p
IS
(BH>) BT, (BHY),

: v v
(BH;-(Q))p BT, (BHZ,(l))p
(BGU@))p BT', BT, (BGU(l))p

e G; i G representen S$3 x S o bé U(2), depenent de la paritat dels coeficients
a,b,a’ il

e Les aplicacions ¢; 1 ¢} sén les aplicacions a nivell del tor, i que donarem com
matrius 2 x 2 que donen l'equivaléncia homotopica de BH; amb BG; i BH]
amb BG,. Aquestes aplicacions ja les hem definit a la proposici6 3.3.1.

e Les aplicacions horitzontals sén les inclusions dels tors maximals en cada cas,
tenint en compte que si l'espai d’arribada és BH; (respectivament BH!) estem
parlant del tor maximal del grup de Kac-Moody BK (respectivament BK').

e Les aplicacions M, M7 i My sén aplicacions a nivell dels tors maximals, amb
M; (per a i € {1,2}) aplicacions admissibles (en el sentit de grups de Lie com-
pactes), de BH; a BH C’r (5)> due donaran ’existencia i unicitat de les aplicacions
puntejades entre els BG; i BG4 (;), tal i com hem vist a la seccié 4.5. Utilitzarem
la notaci6 matricial per a denotar les aplicacions entre els BG; i BGy;).
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e La commutativitat de la part del diagrama dels tors maximals ens assegura
I’existencia de les aplicacions entre els push-outs corresponents, per tant, entre
els completats dels espais classificadors dels grups de Kac-Moody BK i BK'.
Les obstruccions a la unicitat de les aplicacions, segons hem vist a la seccié 4.4,
viuran a un quocient del grup:

71 (Map(BT, BK",), f) .

Hem vist, que en el cas d’aplicacions no homotopes a constant, utilitzant els
corol-laris 5.7.7 1 5.7.3, tenim que

Map(BT, BK",) ~ BT,
i per tant el grup fonamental és zero.

Per tal de simplificar la notacid, escriurem en cada cas la part del diagrama que
ens interessa, per tant:

(BGs), <=— BT, ——> (BG)),
le ML Mll
(BG;-(2)) ; BT (BG:,(U)

p 900(2) p ‘10:,.(1) p

Cas 1: Considerem primer el cas a i b parelles (el que implica a’ i b parelles). En
aquest cas tenim que BH; ~ B(S® x S!), i 'equivaléncia homotopica I’hem vista a
la proposicié 3.3.1.
Suposem també que aa’ és un quadrat enter, per tant, o= A2, amb )\AE Q.
Sigui p un primer tal que vp(a) = vp(a’). Llavors A és un invertible a Z,. Consi-
derem doncs el segiient diagrama commutatiu:

51 13
- 1 0 - 0 1 .

B(S% x S1), BT, B(S?% x Sh),
0 A0 A0
0 A 0 1 0 1
B(5% x S1), BT B(5% x S),

P 1,71,/
0 1

Tal i com ja hem comentat tan sols cal comprovar que aquests diagrama és commu-
tatiu i aixo consisteix en veure que les multiplicacions de les matrius coincideix.
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Sigui ara p primer tal que vp(\) # 0. Per hipotesis, ab’ és un quadrat a Zp, per
tant, com que ab’ = % i med(a,b) = med(a’, '), llavors % = 42, amb p una

unitat de Z,. En aquest cas el diagrama queda:

—a —b
5 1 1 5
1 0 e 0 1 .

B(S% x S1), BT, B(S% x S1),
(5 1) (1 0) (5 0)
1 1
B(S% x S1), BT, B(S% x 1),

75/ 701/
1 = 5 1
0 1 1 0

i també els diagrames sén commutatius i ens déna aplicacions entre els subgrups
parabolics i aquestes aplicacions també estenen a una aplicacié de BK, — BK’),.

Amb aix0 ja acabem el cas a i b parells, ja que si el quadrat a Z és ab’, lla-
vors sortirien els mateixos diagrames, pero intercanviant BH] per BH) als espais
d’arribada.

Cas 2: Considerem ara el cas en que a i b s6n senars (per tant, o’ i &’ també sén
senars).

Suposem també que aa’ és un quadrat enter i per tant, o= A2, amb \ € Q.

Sigui p un primer tal que vp(A\) = 0, llavors A és invertible a ip. Considerem el

diagrama:
1— _
(T“ 1 ) ( 1 17”)
Ita _4 1 1xb
— 2 — 2 —
BU(2)p BT, BU(Z)p
A4l A2l A0 A1 1-)2
2\ 2X 2X 2X
()\2—1 A241 ) ( o 1 ) ( 1-22  A%41 )
22 2X X 22 22X
BU(2) BT, BU(2),

p 1—a’ 1-b'
a
5 1 -1 5
També tenim les aplicacions entre subgrups parabolics i que I'aplicacié estén a una
de BK, — BK’,,.
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Sigui ara p un primer tal que v,(\) # 0, per tant, % = 42, on p és invertible a
Zy. Considerem el diagrama:

(17“ 1) (1 %b)
1+ 1+
—— \ 5 1) -1 50 )

(=

BU(2), BT, BU(2),

1;52 1;52 0 u 1+52 u;;l
1_N2 1_;'_#2 l 0 u2_1 1+M2
21 21 12 21 21
BU(2) BT, BU(2),

p 1-b 1-a’
(L) ()
a
-1 =5 - 1
i obtenim exactament els mateixos resultats que fins ara.
Cas 3: Suposem que un dels dos és parell. Per tal de fixar els diagrames, considera-
rem a parella, b senar, a’ parella i b’ senar.

Com fins ara, treballem amb els primers tals que 7 = A2, on \ és invertible a Zp.
En aquests primers, el diagrama que ens déna aplicacié de BK a BK' és:

1-b
-5 1 L=
- 1 0 - -1 )
BT

B(S3 x 81), » BU(2),
)\2 _/\2
(59 (0 1) (22
0 A 0 X 2\ 2
B(S% x S1), BT, BU(2),

1-b
(4 )
_ 146
L=
Finalment considerem el cas en que 7; no és un quadrat invertible a Z,. Llavors %

ha de ser un quadrat invertible a Z,, per tant, p ha de ser senar i escrivim b= 2
a

Per a als primers senars p tenim la seglient equivaleéncia homotopica ~:

()

BT, BT,

l l

(BS? x BS'), —~ BU(2),

NI D=
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que fara que el diagrama segiient sigui commutatiu:

BT, BT, B0, (2 \F,
: 21 21

_a 1 1=b
2 2
( 1 0) — (‘1 ITH)>/\ (1+u2 u"’—l)
p

- BT", ——> B(5? x S
P Ca g
-1 4¥ 10

on les fletxes puntejades sén la composicid de les aplicacions exteriors

p

1+u2 k v !
2 1+H

Per tant, fins ara, hem construit una equivalencia homotopica f: K — BK !
per a tot p.

Llavors una aplicacié fp: BK i BK' p em donara una aplicacio, que anomenem
igual, fp: BK — BEK 'p. Llavors cal veure quines condicions de compatibilitat s’han
de complir per a que aquesta aplicacié pugi a f: BK — BK’, pero aquestes condi-
cions son les de la proposicié 6.2.1, i hem de calcular ’enter \ corresponent, en el
nostre cas. Com que hem utilitzat ¢ i ¢’ tal i com estan definits a I'equacié (5.1),
tenim:

fld)=q
per a tots els primers, per tant, A, = 1.

A més, I'aplicacié estén a una equivaleéncia homotopica: podem definir les inverses
homotopiques a cada pega del push-out i aixi tindrem, per a cada primer p, una
aplicacié de BK » en ell mateix que a cada un dels elements del push-out és homotopa
a la identitat. Per a estendre ’homotopia necessitem comprovar que, tal i com hem
vist a la secci6 4.4 i ja hem fet servir al principi d’aquesta demostracié:

™1 (Map(BT, BK",), f) = 0.

i com que estem en el cas d’aplicacions no homotopes a constant, utilitzant els
corol-laris 5.7.7 i 5.7.3 obtenim que

Map(BT, BK",); ~ BT,

i per tant el grup fonamental és zero.
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Corollari 6.2.2 Ezisteizen grups de Kac-Moody no isomorfs amb espais classifi-
cadors homotops.

DEMOSTRACIO: Considerem els grups de Kac-Moody K = K (1,225)1 K' = K(9,25).
Per la proposicié 3.7.1 tenim que no sén isomorfs, perd en canvi, es compleixen
les condicions del teorema D: el maxim comu divisor i el producte dels coeficients
son el mateix i com que tot sén quadrats sobre Z, la segona condicié es verifica
automaticament.






Capitol 7

Aplicacions de BK a BK

Considerem K = K(a,b) un grup de Kac-Moody, amb ab > 4 i BK el seu espai
classificador. A l'estudi de les aplicacions és natural considerar com es llegeix a
cohomologia entera. Sigui doncs f: BK — BK una aplicacié continua. Considerem

f**H*(BK;Z) — H*(BK;Z),

I’aplicacié induida a cohomologia. Observem que el primer grup de cohomologia no
trivial és H*(BK;Z) = 7, generat per un element que anomenem z4. Aix0 ens porta
a la seglient definicio:

Definicié 7.0.3 Sigui f: BK — BK, definim el grau de f com [’enter g tal que
f*(x4) = g

Al llarg d’aquest capitol estudiarem quins sén els possibles graus, i veurem que,
en general, el grau no caracteritza el tipus d’homotopia de I'aplicacié.

7.1 Aplicacions nulhomotopes

A aquest apartat estudiarem les aplicacions homotopes a constant.
Considerem P un grup p-toral, o sigui, P és I'extensio:

T— P —»m,

amb 7" un tor i w un p-grup finit.
Utilitzarem les notacions Tj,» per al subgrup del tor format pels elements d’ordre

un divisor de p", Pp» 'extensio:
Tpn — Ppn — T,

i Tyeo, Ppoo els limits d’aquests subgrups quan n tendeix a infinit.
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Proposicié 7.1.1 Sigui f: BK — ﬁ(p una aplicacio continua tal que f]BTPoo és
homotopa a constant. Llavors f]Bppoo és homotopa a constant per a tot P subgrup
p-toral de K.

DEMOSTRACIO: Sigui z € K. Considerem proo:z:_l els conjugats del tor maximal.

Vegem primer que f és homotopa a constant quan restringim a Pp,» per a tot n:
aplicant el teorema 5.7.1 existeix una representacié pp: P,» — K tal que f|p Py ™
Bp. Considerem el segiient diagrama commutatiu:

Bpn,

B(xTpmna ™t N Pyn) BPyn BK,

L

BK ———> BK|*

T BC;~1d T

B(aTpat) —> BTy

on tots els morfismes que no tenen etiqueta sén les aplicacions induides per les inclu-
sions i C, és la conjugaci6 per z. Per tant, si i:aTpna ™t N Py — Pyn és la inclusio,
B(py, - i) és homotopa a constant, i per tant p, -i = 1.

Si ara fem variar les x € K i apliquem el corol-lari 2.9.3, que ens diu que tot
element d’un subgrup p-toral es pot conjugar al tor maximal, tenim que p, = 1.

D’aquesta manera podrem construir un element del limit invers: p: Pyeo — K,
que sera l'aplicaci6 trivial. Si volem veure que Bp ~ f|p P, hem de comprovar que
el segiient limit invers s’anul-la:

{iinlmMap(BPpn, El\{p)Bpn .

Pero utilitzant altre com el teorema 5.7.1 tenim que Map(BFPp», E?(p)gpn ~ E?(p i
és simplement connex, per tant el limit invers és zero.

0

Lema 7.1.2 Sigui p senar i M un Z,)[W]-modul. Llavors H)(W; M) = 0 per a
j >2. Silaccié de W sobre M és trivial, llavors H)(W; M) =0 per a j > 1.

DEMOSTRACIO: El grup de Weyl W = Z/27Z x Z/27 també es pot pensar com
Z 1 7./27., per tant, com l'extensi6é de Z per Z/2 amb acci6 no trivial:

Z—W - 7/27
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Com que M és un Z,)-modul amb p senar, la successié espectral de Serre estaciona
a F 1 tenim 'isomorfisme

H*(W; M) = H*(Z; M)*/? .

Considerem ara G un grup isomorf a Z i ZG = Z[t,t~!] amb ¢ una variable i tenim
la resolucié Z[t,t ] projectiva:

0—za=t726 —7—0.

Per tant, independentment de 'accié de W sobre M, tenim que H?(W; M) = 0 per
a j > 2. Per a ’acci6 de W sobre M trivial, tenim que hem de calcular ’homologia

del complex de cadenes:

M—-=M—=0

i per tant H/(M) =0 per a j > 1.
]

Els seglient resultat és valid per a grups de Kac-Moody en general, per tant,
utilitzarem la notacié L en lloc de K:

Proposicié 7.1.3 Sigui P un grup p-toral i L un grup de Kac-Moody. Tenim

l’equivaléncia homotopica:
Map(BP, EZP)* ~ EE,, ,
on Map(BP, Efp)* és la component de l’aplicacié constant.
DEMOSTRACIO: Observem que si P és un p-grup finit es dedueix directament del teo-
rema 5.7.1, per tant, només cal estendre aquest resultat al cas P no finit. Considerem
Pyn, tal que BP), ~, BP,~ = hocolimBFpn.
Per a cada n, aplicant altre cop el teorema 5.7.1, tenim 1’equivaléncia homotopica:

Efp ~ Map(BPpn,ﬁp)*

induida per l’aplicacié que a cada punt x de ﬁp li assignem l’aplicacié constant
y — x per a tot y de BPpn.
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Aix0 ens donara el seglient diagrama commutatiu:

BL, — Map(BP,, BL,).

BL, —> Map(BP,u+1, BL,).

Com que tot sén equlvalenmes homotoplques aquest diagrama ens donara una equi-
valencia homotopica de BL a Map(BP, BL p)x-

Tornem ara a considerar K un grup de Kac-Moody de rang 2.

Proposicié 7.1.4 Sigui f: BK — El\(p una aplicacid tal que f|Bppoo és homotopa
a constant per a tot P subgrup p-toral. Llavors f és homotopa a constant.

DEMOSTRACIO: Considerem dos casos molt diferents: quan p > 2 i quan p = 2.
Cas 1: En el cas p senar podem utilitzar I’equivaleéncia homotopica induida per la
inclusié del normalitzador del tor maximal i que hem vist als teoremes de la seccid 4.1:

BK,~BNT,~B(T x W), ~ (BTw),
Considerem I'espai
Map(BK, EI\(p)ﬁ = {g: BK — E[\(p ‘ 9|BT,e0 = *} ,

i 'objectiu és veure que és connex.
Tenim les equivalencies segilients:

Map(BK, BK )5 ~ Map(BTyw, BK )5 ~ Map(BT, BK ;)XW

Considerem I’aplicaci6 de BK » — Map(BT, BK p) que a cada x € BK p li correspon
I'aplicacié constant z. Aquesta indueix una equivaléncia homotopica equivariant
respecte 'accié de W, per tant, tenim:

Map(BT, Ef\(p)gw ~ (ﬁp)hw ~ Map(BW, E?(p) ,
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on a l'ultima igualtat hem utilitzat que ’accié de W a BK p €s trivial.
Utilitzem ara que BW = BZ /27 \V BZ/2Z, per tant, les aplicacions puntejades:

Map, (BW, f??(p) ~ Map, (BZ/2Z, E?(p)2 ~ %,

Amb tot aixo tenim que Map(BK, Ef\(p)ﬁ ~ Map(BW, El\(p) ~ EI\(,, i en particular
és connex.
Cas 2: En el cas p = 2, considerem H; els dos subgrups parabolics de K, que ja
sabem que sén isomorfs a S® x S o bé a U(2). En els dos casos considerem la
projeccié f;: H; — SO(3).

Jackowski i McClure van descriure la descomposicié modul 2 de BSO(3) i a la
secci6é 4.6 hem vist com estendre-la a una de BH;, per a cada i. Denotem per Pi1 i
Pi2 els grups 2-torals que hi intervenen, obtenint el colimit homotopic:

7/2\3

BP? .

)

z; ( BP}

Considerem ara f|BPj:BP,Lj — EI\(Q, on i,j € {1,2}. Com que BPij sén 2-torals
tenim que f| ppi SON Zhomotopes a constant. Com que BH; és un colimit homotopic
d’aquests espaié, per a veure que f|pp, també sén homotopes a constant, només cal
comprovar que uns limits superiors s’anul-len. Aquesta categoria ja ’hem estudiada
al lema 4.6.2 i hem vist que 'inic limit superior possible és el %iinl i que aquest és

un quocient de:

mMap(BP, BRa)* [mMap(BP!, BR2)Y*.

Pero, segons la proposicié 7.1.3, Map(B Pil, BK p)+ €s homotop a BK p 1en particular,
és simplement connex.

Per tant de moment tenim que f|py, és homotopa a constant.

Per a veure que f és homotopa a constant tornem a tenir la mateixa dificultat
d’abans, pero ara la categoria és la corresponent a un push-out homotopic, i en aquest
cas 'obstruccio6 és a l(iinlm(Map(BHi7 E[\Q), *) 1 només hem de veure que és zero.
Aquest problema ja ’hem estudiat a la secci6 4.4, i hem vist que aquest limit invers
és un quocient de m(Map (BT, ET(p), %). Aquest espai I'hem estudiat a 7.1.3 i és
homotop a BK p, per tant, en particular, és simplement connex.

0

Teorema E Sigui f: BK — BK wuna aplicacid. Les tres afirmacions segiients son

equivalents:
1. f és homotopa a laplicacid constant.

2. flar és homotopa a laplicacid constant.
3. f és una aplicacio de grau 0.
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DEMOSTRACIO: Clarament 1. = 2. = 3., per tant, falten les implicacions contra-
ries.

Per a veure 3. = 2. observem que per a cada p, f| BT, tal 1 com hem vist a la
proposici6 6.1.4, correspon a una matriu p-admissible, per tant de la forma A - w, on
w és del grup de Weyl i A és de la forma:

cas 1: Az(A O) cas 2: A:(O A)
0 w w0

amb a’'\ = ap , amb a\ =b'u ,

amb Aipa 2p. En els dos casos el grau de I'aplicacié és Ay, i per tant, si és 0, tenim
que f] BT, €s homotopa a constant per a tots els primers p i, utilitzant la proposicié
4.2.1 (H3(BT;Q) = 0), tenim el resultat que volem.

Finalment, demostrem 2. = 1.:

Si f|pr és homotopa a constant, llavors f,| BTpoo BTy — BK p també és ho-
motopa a constant per a tot p. Utilitzant les proposicions 7.1.1 i 7.1.4, obtenim que
fp: BK — BEK p ha de ser homotopa a constant.

Observem que H3(BK;Q) = 0, per tant podem aplicar altre cop la proposicié
4.2.1, que diu que 'aplicacio:

I:[BK, BK] — [[[BK, BK,)]
p

és injectiva, i obtenim que f és homotopa a constant.

7.2 Aplicacions d’Adams ordinaries

En aquest cas volem estudiar ’existéncia de les aplicacions d’Adams per a grups de
Kac-Moody.

Recordem que si G és un grup de Lie i BG el seu espai classificador, una operacid
d’Adams de tipus A, és una aplicacié ¢*: BG — BG complint que indueix una
multiplicacié per A\ a nivell de H*"(BG;Q).

Sullivan va construir aquestes aplicacions per a G = U(n) i A coprimer amb n! a
[44], lavors Friedlander [19] i Wilkerson [46] van construir-les per la resta dels grups
de Lie compactes i connexes, amb la condicié que \ fos coprimer amb |W|.

La unicitat de les aplicacions d’Adams va ser demostrada per Mislin en el cas S3
a [34], i en el cas general per Jackowski, McClure i Oliver a [23].

Finalment la no existeéncia de les aplicacions d’Adams per a A no coprimer amb
|W| va ser demostrada per K. Ishiguro a [21].
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En el cas dels grups de Kac-Moody de rang 2, demostrarem el resultat analeg,
que és l'existencia de les aplicacions d’Adams per a A coprimer amb 2, que és "inic
primer que apareix a la torsié de W.

Per a donar la definicié d’aplicacié d’Adams ordinaria, utilitzarem la notacié L
per al grup de Kac-Moody, ja que la definici6 és també valida per a rangs superiors.

Definicié 7.2.1 Direm que ¢*: BL — BL és una aplicacié d’Adams ordinaria si
@ estén, modul homotopia, Uaplicacié Bp: BTy, — BTy, on Ty, és el tor mazimal
de L i p: Ty, — Ty, és ’homomorfisme t — t*.

Observem que no diem que les aplicacions siguin iniques, ni que existeixin, siné que
tan sols donem una definicié per a que una aplicacié sigui considerada una aplicacid
d’Adams ordinaria.

Les aplicacions d’Adams ordinaries, igual que al cas de grups de Lie compactes
formen un monoid amb la composicié isomorf al monoid dels enters amb la multipli-
cacid, ja que ot = @M,

7.2.1 Existéncia d’aplicacions d’Adams ordinaries ¢* amb X senar

Considerem K (a,b) un grup de Kac-Moody de rang 2 i els subgrups parabolics com-
pactes, que poden ser B(S3 x S) o bé BU(2). En els dos casos tenim que el grup de
Weyl és Z/27, per tant, existeixen les aplicacions d’Adams (s6n grups de Lie com-
pactes) amb A positiu i senar a nivell de grups parabolics. De fet, tenim el diagrama:

BH; BT BHy
o} ©) v3
BH; BT BHy

i per tant podem estendre I'aplicacié a una aplicacié ¢*: BK — BK

Proposicié 7.2.2 Sigui A un nombre senar. Llavors existeix una aplicacio d’Adams
ordinaria:
©": BK — BK

DEMOSTRACIO: El raonament que acabem de fer és la demostracié per a A > 0, per

1

tant, tan sols cal veure que existeix =, i aix0 ens ho déna I’estudi dels automorfismes

externs que van fer Kac i Wang a [30] i que ja hem comentat a la seccié 3.5.
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7.2.2 No existéncia d’aplicacions d’Adams ordinaries ¢* amb \ pa-
rell

Aquest apartat és valid per a qualsevol grup de Kac-Moody, no només els de rang 2.
Sigui doncs L un grup de Kac-Moody, BL el seu espai classificador i W el seu
grup de Weyl.

Teorema F Suposem que tenim una aplicacié d’Adams ordindaria: ¢*: BL — BL.
Suposem també que el grup de Weyl té algun element d’ordre p, o sigui, Z/pZ C W.
Llavors p no divideix a X.

DEMOSTRACIO: Considerem g € L un element d’ordre una poténcia de p, o sigui
|(g)] = p* per a certa k. Conjuguem aquest element per tal de portar-lo al tor
maximal (ho podem fer pel corol-lari 2.9.3) i considerem la composicid:
ok
\_/

*

Considerem w € W un element d’ordre p. Sigui @ un representant de w a Np(T').
Agafem @ d’ordre p si p > 2 1 d’ordre 4 per a p = 2 (segons la notacié del teorema
2.8.5 considerem, per exemple, z5(0) que tindra ordre 4). Veiem que (4,0)‘)2\3(@ és
homotopa a constant.

Sigui ara n prou gran tal que w actui no trivialment sobre els elements d’ordre
p" del tor maximal, i sigui IV el subgrup de L generat per aquests elements i w. Es
un p-grup finit, per tant, (¢*)?|pn =~ Bp, on p: N — K és una representacié.

Tenim la igualtat:

at @ = platd) = p(@)p(t)p(@) " = p(t) =tV

Podem agafar n prou gran tal que w actui no trivialment sobre algun element de la
forma t* i per tant tenim una contradiccié.

0

Corollari 7.2.3 Si K és un grup de Kac-Moody de rang 2, no hi ha aplicacions
d’Adams ¢*, amb X parell.

DEMOSTRACIO: Si el grup de Kac-Moody és de rang 2, tenim que W = Z/27% 7./ 27,
per tant, els inics subgrups finits de W sén isomorfs a Z/27Z, i per tant 2 és 1'tinic
primer que no pot dividir I'ordre d’una aplicacié d’Adams.
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7.3 Aplicacions d’Adams paraboliques

Recordem que podem obtenir el grup de Kac-Moody de rang 2 com un push-out de
subgrups parabolics compactes:

BT —*~ BH,

o

BHy; —— BK

Amb ¢1 i 2 tal i com estan definides a la proposici6 3.3.1.
Considerem ara aplicacions no homotopes a constant entre els dos push-outs de
tal manera que les aplicacions creuin BH| i BHo:

BT —>> BH,

BH, BT —2*5 BH,

\% l

BH,

Per tant, s’han de fer commutatius dos diagrames on hi apareixen la a i la b. Per
aixo haurem de distingir els dos casos possibles:
a) Cas en que a i b sén parelles:

En aquest cas tenim que BH; = B(S® x S!) i les equivalencies les podem llegir a
nivell de tor maximal a les matrius de la proposicié 3.3.1. Denotem per BT} i BTs
els tors maximals de BH, i BH5 respectivament. El problema queda reduit a trobar
les matrius M que compleixen el segiient diagrama commutatiu:

—a/2 1 1 —b/2
1 0 0 1
BT, BT BTy

i : i
S

On tots els coeficients sén enters i a més v i A han de ser senars.
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Si fems els calculs necessaris obtenim que v = p, A = § i la matriu M queda de

0 p
M =
<AO>’

amb A i p senars i tals que au = bA.

la forma:

b) Cas en que a i b s6n senars:
En aquest cas tenim que BH; = BU(2) i si fem el mateix que al cas anterior
tenim que l’aplicacié M a nivell del tor maximal la tenim al diagrama:

((1—a)/2 1 ) ( 1 (1—5)/2)
(14+a)/2 -1 —1 (1+4b)/2

BT BT BT,
v 0 u A p
o nwoA
BT BT BT,

1 (1-b)/2 (I—-a)/2 1
-1 (1+b)/2 (I+a)/2 -1
On v i 0 han de tenir paritat diferent i també X i p. Si ara estudiem les equacions

que fan commutatiu aquest diagrama, obtenim que A\ = v i u = —d0 queda que la
matriu M ha de ser de la forma:

M- 0 ~v—-9 7
v+4 0

amb v — 0 iy + 6 senars i tals que a(y — d) = b(y + 9).

Observacié 7.3.1 Veurem més endavant, a la demostracié de la proposicié 7.3.3,
que els casos amb a i b de paritat diferent no cal considerar-los.

Definici6é 7.3.2 Anomenem aplicacié d’Adams parabolica a una aplicacio
©*’: BK — BK,

que estengui l’aplicacio definida a nivell del tor maximal per la matriu:

(5)

amb «a i 3 enters.
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Proposicié 7.3.3 Euzisteiz una aplicacié d’Adams parabolica o®P si i només si o i
B son senars i ac = bf3.

DEMOSTRACIO: Els diagrames que acabem de veure demostren l'existéncia de les
aplicacions sota les condicions « i 8 senars i acc = b3. Observem que en particular,
si es compleixen aquestes condicions, a i b tenen la mateixa paritat.

p
aplicacié de ¥®*#: BK — BK, es compleix que la composicié P . p®8 = 428 o

., . . 0 « 3
Suposem ara que l’aplicacié a nivell del tor maximal ( 0 estén a una

sigui, una aplicacié d’Adams ordinaria de tipus a3, per tant a i 3 han de ser senars.
Finalment la condicié aae = b3 es dedueix del fet que laplicacié ®? ha de ser
p-admissible, en el sentit de la seccié 6.1, per a qualsevol p.

O

Observem que tan sols hem definit I'aplicacié a partir d’un colimit homotopic,
per tant, les obstruccions a l'existéncia viuen a H*(C;m;_1), i > 2. Hem estudiat
aquestes obstruccions a la secci6 4.4 i sabem que sén zero.

De moment, igual que amb les aplicacions d’Adams ordinaries, no podem afirmar
la unicitat d’aquestes.

7.4 Aplicacions d’Adams generiques

Totes les aplicacions de BK a BK que hem construit fins ara utilitzen només ’exis-
tencia de certes aplicacions entre els grups parabolics. Igual que passava a ’estudi de
les aplicacions de BT a BK, poden apareixer noves aplicacions que es construeixen
primer a nivell dels p-completats i després es poden estendre a BK.

Comencem veient el cas local de les dues seccions anteriors, o sigui, quines possi-
bles aplicacions d’Adams ordinaries i paraboliques tenim entre els p-completats.

Definicié 7.4.1 Direm que @ BEK p— BK p €5 una aplicacié d’Adams ordinaria s¢
estén 'aplicacio de (BTK)p en ell mateix donada per la matriu A\Id, on \ és un enter
p-adic.
Direm que goo‘ﬂ:BKp — BK, és una aplicacié d’Adams parabolica si estén
L, ey . . 0
l’aplicacio de (BTK)p en ell mateix donada per la matriv My 5 = ( P 3 ), on

a i 3 son enters p-adics.

Proposicié 7.4.2 Sigui p primer fixat, o, B i A enters p-adics.
Les aplicacions d’Adams ordindaries ¢ existeizen per a tot A si p és senar i per
a AZ 0 modul 2 quan p = 2.
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Les aplicacions d’Adams paraboliques ¢™P existeizen per a tot o i 3 complint que
ac = bB quan p es senar i per a tot o i B complint que ac = bB 1 o, B Z 0 modul 2
quan p = 2.

DEMOSTRACIO: La demostracié és la mateixa que en els casos no completats: s’uti-
litza el push-out homotopic (que quan completem ens déna un espai equivalent modul
p a BK) per a demostrar I'existéncia de les aplicacions.

Comencem amb les aplicacions d’Adams ordinaries ¢*. Sabem que I’aplicacié AId
estén a cada un dels parabolics (s6n grups de Lie compactes) per a qualsevol A quan
p és senar i per a A invertible quan p = 2 (el grup de Weyl dels parabolics és Z/27Z),
obtenint aplicacions:

— —

Y2 ==
(BHy), <— BT, — (BH)),

2 Ad 2y
\ \
(BH3), <57 BTy —7 (BH),

i aquestes aplicacions estenen a una aplicacié del push-out, que quan completem ens
déna una aplicacié de BK p en ell mateix.

Per a les aplicacions d’Adams paraboliques, considerem I’aplicacié M, g a nivell
del tor maximal. Aquesta aplicacié, amb la restriccié acc = b3 donara una aplicacié
admissible (en el sentit de grups de Lie) entre els grups parabolics, de la segiient
manera:

— —

P2 == P
(BHz), <~— BT, —> (BH)),

a5’ Mo, 5y
v 7
— — —
(BHl)p < BT, — (BHQ)p

i per tant tenim les aplicacions puntejades, que ens definiran una aplicacié al push-
out, que quan completem tindrem una aplicacié de BK, en ell mateix.

O

Per a cada primer p considerem una aplicacid f,: BK p— BK p que pot ser una
aplicacié d’Adams ordinaria o bé una parabolica. Utilitzant el quadrat aritmetic que
hem estudiat a la proposicié 4.2.1, tenim que una familia d’aplicacions { f,}, estén a
una aplicacié f: BK — BK si sén racionalment compatibles.

Definici6é 7.4.3 Les aplicacions construides d’aquesta manera les anomenarem apli-
cacions d’Adams generiques.
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La condicié que es demana, ser racionalment compatibles, es redueix a ’existéncia
d’un enter g (que hem definit com a grau) tal que f;(r4) = grs, on x4 és 'element
que s’identifica amb el generador de H*(BK;Z) per la complecié a H *(EI\( i Zp).

Per tant, per a descriure una aplicacié d’Adams generica necessitem saber el tipus,

(0 2) eI (1013 xZ,) .

que interpretarem com: €, = 0 vol dir que f, és una aplicacié d’Adams ordinaria 0™,

que sera una familia:

mentre que €, = 1 'utilitzarem per a les aplicacions d’Adams paraboliques @ ok
amb p, = aX,/b € Zp.

Observem que no estem dient (encara) que les aplicacions d’Adams genériques
estiguin caracteritzades per aquests coeficients, pero en canvi, si que tenim les condi-
cions necessaries per a l’existéncia, i a més:

Teorema G Sigui f: BK — BK wuna aplicacié. Llavors f és una aplicacié d’A-

dams genérica.

DEMOSTRACIO: Fixem p i considerem f| Brge: BTpeo — BK p. Per la proposicié
6.1.4, existeix una aplicacié p-admissible i per la proposicié 6.1.3 obtindrem uns
coeficients (€p, Ap).

O

7.5 Grau de les aplicacions

Considerem les dades que fan referencia a les aplicacions d’Adams genériques per a
descriure els possibles graus de les aplicacions.

Considerem K = K(a,b) un grup de Kac-Moody de rang 2 i tornem a utilitzar
les notacions d = med(a,b), a’ =a/d it/ =b/d.

Considerem ara g € Z. El problema que estudiarem a aquesta seccié és per a
quins g existeix una aplicacié d’Adams generica f: BK — BK de grau g, segons la
definicié 7.0.3.

Proposicié 7.5.1 Sigui g # 0 un enter.

1. Si g és un quadrat, llavors g és el grau d’alguna aplicacio d’Adams generica si
1 NOmés si g és senar.

2. Si g no és un quadrat, llavors g és el grau d’alguna aplicacido d’Adams genérica
si g €s senar i existeizen enters A, B i r tals que:

(a) g= A?r, a't/ = B?r.
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(b) Si B és parell llavors r =1 modul 8.

c) Sip és senar i v,B > v,A llavors r és un quadrat a Zp.
D P P

DEMOSTRACIO: Si g és el grau d’una aplicacié d’Adams genérica tenim que, per a tot
D, fp(xa) = gza, on x4 és la classe a H *(EI\{ i Zp) que s’identifica amb el generador
d’H*(BK; Zp). Per la definicié d’aplicacié d’Adams generica ha d’existir, per a cada
p, un A, tal que >‘127 = g si laplicacié a BK p ¢s d’Adams ordinaria , o bé, A\, i
complint que A\ppp = g1 a’A, = ' pyp si és d’Adams parabolica. L'inica restriccié que
cal afegir és la que dona la proposicié 7.4.2, o sigui, A2, uo = 1 modul 2, per tant g
és senar.

Per a acabar la demostracié del primer apartat tan sols considerar la proposicié
7.2.2, que ja ens déna una aplicacié d’Adams ordinaria que, en particular, és generica.

Per a la demostracié del segon apartat, suposem que g no és un quadrat, i que
tenim A, B ir complint (a), (b)1i (c).

Triem un primer p. Si g es un quadrat a Zp, considerem ’aplicacié d’Adams
ordinaria de tipus \p, on )\f,A: qg.

Si g no és un quadrat a Z,, necessitarem construir una aplicacié parabolica, per
tant, necessitem A, i p, tals que:

Apbp = 9 a/)‘p = b,ﬂp )
isip=2, amés s’ha de complir la condicié:
Ao, o =1 modul 2.

Considerem A\, = VA/B i pu, = a’A/B. En el cas p senar i que v,(B) < 1,(A),
aquests nombres serien de ip i ja haurfem acabat. Si p es senar i v,(B) > v,(A),
llavors (c) ens diu que r és un quadrat, i per tant ¢ = A%r també, contradiccié, ja
que haviem suposat que g no era quadrat. En el cas p = 2, cal veure que A9 i ug sén
de Zz i no s6n multiples de 2: els problemes per a definir Ay i uo els tindriem si B
fos parella, pero llavors, per (b), r seria un quadrat a Zg, per tant g = A%r també
i tenim contradiccié. Un cop sabem que estan definits, com A i r sén senars, i B
també, a’ i b’ sén senars, per tant Ag i ps no sén multiples de 2.

Anem a veure ara que totes aquestes condicions sén necessaries, per aixo, enun-
ciem el segiient lema de teoria de nombres que demostrarem més endavant:

Lema 7.5.2 Siguin z,y € Z, x© senar i no quadrat, y > 0. Les condicions segients

son equivalents:

1. (%) = —1 per a tots els primers p que no divideizen y i tals que (%) =—1.

2. Ezisteiz r € Z tal que x = A%r iy = B?r.
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Apliquem aquest lema a x = g iy = a’l’. Si g no és un quadrat modul p per alguns
primers p que no divideixen a'b/, llavors g no és un quadrat a Zp, i per tant, si és
el grau d’una aplicacié, estem en el cas d’una aplicacié d’Adams parabolica i per
tant ¢ = Ay, amb a\ = by, per tant a’'b'A\? = b?g i si g no és un quadrat a Z?,
a’b’ tampoc. Per tant la condicié 1 del lema es compleix, i per tant, podem escriure
g = A%ridb = B* amb A i B enters. Si B és parella, a’b’ també ho és, i per
tant g ha de ser un quadrat a 22 (necessitem una aplicacié d’Adams ordinaria, ja
que una parabolica portaria grau parell), i per tant, r = 1 modul 8. Si r no és un
quadrat a ZD, llavors g no és un quadrat a i,,, llavors g = A, amb a’\ = /. Per
tant a/a’t’ = (u/a')? = A/B € Zp i tenim que vp(B) < vp(A).

O
DEMOSTRACIO DEL LEMA 7.5.2: recordem alguns fets sobre residus quadratics, que
podem trobar, per exemple, al llibre de Serre [43]:

° (%1) =1 siinomés si p=1 modul 4.

° (%) =1 siinomés si p=-+1 modul 8.

e Donat un nombre primer senar p existeix un enter u = u(p) primer amb p tal

que v = 1 modul 4 i (%) =—1.

e Llei de reciprocitat quadratica: Siguin p i ¢ primers senars diferents, llavors:

(2)-()""

La implicacié 2. = 1. és directa: si = A?%r no és un quadrat modul p llavors
r no és un quadrat modul p i y = B?r tampoc ho és.

Suposem que es compleix I.. Escrivim x = +p{* - - - pfm amb p; senars i a; també
(z no és un quadrat), i y = 2]“1011’1 oopbmoopbeamb b; > 0.

Si z < 0, considerem ¢ un primer gran complint que:

q = —1 modul 8.

g = 1 modul p; per als j € {1,...,n} tals que p; = 1 modul 4.

q¢ = u(p;) modul p; per als j € {1,...,n} tals que p; = —1 modul 4.
Llavors, aplicant la llei de reciprocitat quadratica, tenim que, per als j tals que
pj = —1 modul 4,

()= () () e
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Llavors, podem calcular
B @) ()
q q q q ’
()=C) () () =
q q q q ’

i contradiu la condicié 1. Per tant x ha de ser positiva.

i en canvi,

Sigui ara ¢ un primer prou gran i tal que:

qg=1 modul p; ,1=2,...,n.
g =u(p1) modul p;.
g=1 modul 8.

Llavors (%) =—1i (%) = (=1)", per tant b és senar. El mateix podem fer per als
b; tals que a; siguin senars.

Suposem ara que a; és parella, considerem ¢ un primer prou gran complint:

g=u(p;) modulp; j=1,i.
g=1 modul p; j7=2,3,...,i—14i+1,...,n
g=1 modul 8.

Llavors, (p%) = —(=1)%i (p%) = —1, per tant b; ha de ser parella.

Dins aquest iltim raonament podem incloure el cas a; =0 pera j=m+1,...,n
i obtenim que by,11, ..., b, sén parells.

Considerem ara, per a i = 1,...,m els coeficients ¢; = min{a;, b;}, i considerem
Cm41 = - = ¢, = 0. Observem que, fixat j, els coeficients aj;, b; i ¢; tenen la
mateixa paritat. Podem escriure x i y com:

z= ) ),
y= 280 )y pl )
Amb tot aixd tenim: x = A%r, on r = p{* -+ p¥m i A queda definit com el producte
a1—¢c am—cm bi—cy bn—cn
A=p * --pn? . També deduim que y = 2kC2%r, amb C =p; % pn’
Com que r no és un quadrat, sigui p un primer tal que (%) =-—1i (%) = —1, llavors

k
(%) = —1 i per hipotesi —1 = <%) = (%) (%) , per tant, k és parella i y = B?r,

amb B = 2§C’.
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7.6 Restriccio al tor maximal
Considerem K (a,b) el grup de Kac-Moody, W el grup de Weyl i per a cada p, I//I\/'p
el seu completat a p. A aquest apartat volem estudiar les classe d’homotopia de les
restriccions de les aplicacions d’Adams genériques al tor maximal.

Al teorema C hem vist que aquestes classes d’homotopia quedaven determinades
modul 'accié de /Wp, definim doncs, fixats p, un nombre primer, i g un nombre senar,

Mz(g §>,A2=g 5 M=<2 g),aﬁzg, aa:bﬁ},

i definim la relacié d’equivaléncia

els conjunts:

Syp= {M € GLy(Zy)

M~M & M=wM, weW,,

obtenint Sg,,/ ~. A la descripcié d’aquest quocient intervé l'estudi de Wp que hem
fet a la proposicié 5.4.2, on podiem incloure W), a:

Zoy X T)1Z — W, — )2
on [ depenia de a, b i p.
Lema 7.6.1 Siguin M, M’ € Sy ,. Llavors

1. Sip=2 llavors M ~ M’ si i només si M = M’.

A0
2. Sz'p>2iléssenar,MNM’siz'noméssiM:M’oM:(O )\),

M = < g (S ) i A= By, amb y la definida al lema 5.4.35.

3. Sip>2il és parella, M ~ M' si i només st M = +M’.

DEMOSTRACIO: Suposem M ~ M’ o sigui, exiteix w € ﬁ/\p tal que M = M'w, per
tant M (M)~ € /Wp i aquest problema ja I’hem estudiat al lema 5.4.3. Considerem
tots els casos:

Si M i M’ sén del mateix tipus, o sigui, o bé totes dues diagonals o be cap de
les dues o és, llavors M (M')~! és diagonal i per tant, aplicant el lema 5.4.3, o bé
M =M, 0obé M = —M" quan p és senar i [ és parella.

Si M i M’ no sén del mateix tipus,

n-1_ [ 0 =z
M(M)l_<t 0)
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per a certes z it de Zp. Aplicant altre cop el lema 5.4.3 sabem que aquestes matrius
sén de W)y, només per a p il senars. A més, sén uniques i compleixen que z = —y i
t =1/y, on y és la definida al lema 5.4.3. Suposem ara que z = aA™ i que t = SA !
i obtenim \ = 3y.

0

Amb aquest lema ja podem decidir si dues aplicacions de BK — BK coin-

cideixen quan les restringim al tor maximal:
Proposicié 7.6.2 Siguin f, f': BK — BK dues aplicacions d’Adams genériques de
tipus ((eps2) o (e M)

p

S 1 NOMES Si:

i graus g i g’ respectivament. Llavors f|pr,. ~ f'|pry
P

1. g=4.
2. ¢p= e;, per a p =2 i qualsevol p > 2 tal que l(p) és parella.
3. A = y(p)ep*éé)\; per a qualsevol p > 2 tal que l(p) és senar.

DEMOSTRACIO: Utilitzem primer la proposicié 5.6.1 per a veure que sén aplicacions
homotopes restringides a BT si i només si ho sén quan les restringim a aplicacions
de BT,~ per a tot p primer.

De manera immediata es dedueix que g = ¢’ i aplicant el teorema C, veiem que, un
cop considerem les restriccions, cal veure que les aplicacions difereixen d’un element
del grup de Weyl completat Wp.

Aixo és precisament el que hem estudiat al lema 7.6.1, per tant hem de veure que
les condicions 2. i 8. coincideixen amb les del lema.

Donats un primer p i un nombre senar g, existeixen (com a molt) 4 possibles

A0 0 o
+My, = + i 4+ M, =+ .

Per ap = 2, (€2, \2) = (€}, N}) ja que a Sg2/ ~ no hi cap relacié d’equivaléncia i aixd

matrius a Sy p:

es dedueix de les condicions 2. 1 3..

/
p

hi ha dues possibilitats que difereixen del signe, també ho tenim.

Per a p > 2, i [ parella, s’ha de complir €, = €, i com que fixat el grau g només

Per a p > 2 [ senar, o bé (¢, \;)) = (€p, A\p) 0 bé €, # ¢, considerant els 2 casos

possibles: !
| | A
011 (X | YN
11O | X |yt
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que és equivalent a dir A\, = 6”_6;’)\; O

Observacié 7.6.3 Acabarem aquesta seccié comentant que el teorema G ens diu
que tot l'estudi que hem fet per a aplicacions d’Adams generiques ja serveix per a
totes les aplicacions de BK — BK.

7.7 Deteccio al tor maximal

Aquest apartat contindra el resultat final d’aquest treball, que juntament amb les
altres seccions d’aquest capitol ens donara una descripcio de les autoaplicacions entre
grups de Kac-Moody de rang 2.

Teorema H Siguin f, f': BK — BK. Les afirmacions segiients sén equivalents:
1. f i f sén homotopes.

2. flerk @ ['|BTK $O6n homotopes.

Abans d’escriure la demostracié adaptarem la proposicié 4.2.1 al cas de X = BK.
Considerem ¢: BK — K(Q,4) una aplicacié que indueixi una equivaléncia racional.
Per tal de fixar la notacio i els calculs, considerem ¢ com el definit a I'equacié (5.1).

Proposicié 7.7.1 L’aplicacio l: [BK, BK| — Hp[gl\(p, El\(p] és injectiva. La imat-
ge esta formada per aquelles families (fp), tals que f;(q® @p) =\ ® @p, amb A

independent del primer p.

DEMOSTRACIO: L’aplicacié [ és injectiva ja que H?(BK;Q) = 0 i podem aplicar
directament la proposici6 4.2.1.

Per a aplicar la proposici6 4.2.1 per a veure quina és la imatge necessitem trobar
r € H*(BK;Q) complint que per a tot p primer, filg® Q) = 2 ®Qp. Agafem
T = Aq.

O

Abans d’escriure la demostracié necessitem uns lemes: considerem H; els subgrups
parabolics i N;T' els normalitzadors del tor maximal Tk a cada uns dels H; per a

i = 1,2. Observem que tenim 'extensio:
T— N,T—Z/)27.
Sigui (N;T)an el subgrup de N;T corresponent a 'extensié
Ton — (N;T)an — Z/27

on Thn el subgrup format pels elements de Tk d’ordre algun divisor de 2".
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Lema 7.7.2 Sigui f: BK — BK wuna aplicacid tal que f|pr ~ Id|pr, llavors exis-
teiz un morfisme p: (N;T)oc — K tal que p\(NiT)QOO = Id\(NiT)QOO i f\B(NiT)Qw ~
Bp.

DEMOSTRACIO: Per a cada n, considerem py,: (N;T)on — K complint que Bp,, ~
fl(nyT)yn 1 pu(t) = t per als elements del tor maximal (utilitzant el teorema 5.7.1,
obtenim una aplicacié que podem conjugar per a que sigui la identitat al tor maximal,
ja que f|pr ~ Id|pr).

Aquestes aplicacions donaran una aplicacié pso : (N;T)200c — K, que hem de
veure que és homotopa a f|(n,7),.- Per a aixo caldra comprovar que uns certs limits
inversos s’anul-len:

lim' 71y (Map(B(NiT)sn, BK,) ) -

Per a veure-ho, necessitem estudiar abans 'aplicacié poo: (N;T)2c — K, que
restringeix a p,, per a cada n. Considerem l'estructura del grup de Kac-Moody que
hem vist a la seccié 3.2, on veiem que (N;T)20c = ((Tk )2, z(0)) i el normalitzador
del tor maximal NTx = (Tk, 21(0),22(0)). Com que els elements de (IV;T")2 nor-
malitzen Tk 1 p és la identitat a The, tenim que p(z;(0)) normalitza The. Llavors,
p(2i(0)) conjugara el tor a un altre tor 7" complint que The C 7" N Tk. Per tant,
T' = Tk i tenim que p(z;(0)) normalitza el tor maximal i, per tant, utilitzant el lema
2.8.4 1 la forma del normalitzador, p(z;(0)) es pot escriure de la forma:

p(2i(0)) = 21,(0)21,(0) 215 (0) - - - 21, (0) by (1) h2(t2)

amb [; € {1,2}il; #lj;1pertot j=1,...,5s — 1.
Per a cada t € Ty i per a cada g € (IV;T)0 considerem la igualtat:

p(g) -9 "tg-p(g)~" = plg) - p(gtg) - plg)~" = p(t) =t

L centralitza Theo. Vegem ara que Tk és el centralitzador de

i per tant p(g) - g~
Tr: en efecte, si ¢ centralitza The, llavors és del normalitzador de Th, que ja
sabem que és el normalitzador de Tx. Sabem que Tk és autocentralitzador, per tant
Tk C Crye (K) C NTk. Siun element de NTx/Tk no és I'element neutre, actua
de manera no trivial a Th» per a n > 0 (utilitzant les equacions (3.2)), per tant
Cryee (K) =Tk

Per tant p(g) - g~' és del tor maximal per a tot g € (N;T)2~. En particular
p(2i(0)) - 2;(0)~! € Tk i obtenim que:

p((0)) = 24O (t1)ha(ts)

Amb tot aix0, tenim un isomorfisme de grups p: (N;T)20c — (N;T)2 tal que al tor
maximal és la identitat.
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Per tal de continuar amb uns calculs explicits, considerem ¢ = 1. El cas ¢ = 2 es
fa analogament, canviant el paper del coeficient a per b:
Observem que tenim: z1(0)% = hi(—1) € T, per tant, p(21(0))% = hi(—1) € T. Si
el calculem:
p(21(0))* = ha(=1)ha(t5)ha(t3)

per tant, s’ha de complir que t% =t5=1
Si a és senar, tenim que to = 11 per tant p(z;(0)) = 2;(0)h1(t1). Tant sols cal
observar que per a t it de S!,

ha(t)ha(t')z1(0)ha(t) " ha(t) ™! = 21(0)ha (¢°(¢')?) -
_1
D’aqui deduim que, conjugant p per hj(t; “), obtenim una aplicacié que anomenem
p', que és la identitat de (N17T)2 i tal que Bp ~ Bp', que és el que volem.
Si a és parella, pot passar que, fent la mateixa conjugacié del pas anterior, ens
quedem amb:

p(21(0)) = 21(0)ha(-1) .

Si velem que aix0o no pot passar, ja haurem vist que p ha de ser la identitat (modul
conjugacié per un element de (N17")ge):

Suposem que tenim p: (N1T)200 — (N171)200, amb p|1ee = Id|7,e 1 p(21(0)) =
21(0)ha(—1). Considerem la categoria C i els subgrups P; i P> que hem fet servir a la
seccié 4.5 per a aproximar homotopament a (EH\l)Q Considerem també la categoria
C’ indexada pels naturals N i que aproxima els subgrups 2-torals P; i P», segons
les notacions de l'equacié (4.8), mitjancant els subgrups P{* i Pj' respectivament.
Observem que p| pr indueix un isomorfisme de grups entre P}" 1 ell mateix, per tant,
els centralitzadors de la imatge seran els mateixos que hem calculat al lema 4.6.1.

Suposem que Bp: B(N1T)2e — B(N1T)2e estén a una aplicacié de (EIZ)Q —
BK 9. Aixo vol dir que el diagrama sobre la categoria C x C’ és compatible i que no
hi ha obstruccions. Aquestes obstruccions, segons ’article [47], sén elements de:

: k+1 Y %
@(j n)EC><C”7r ﬂk(Map(BP]n’ BK2)B(p‘P}L))

Aplicant altre cop el teorema 5.7.1, tenim que Map(BPJ”, EI\(Q)B( el podem

plpn)
J
trobar al push-out homotopic:

— —

Map(BP!, (BTx),)5, —> Map(BPF, (BH1),) 5,

| |

— —

Map(BP}', (BHz),)p, —> Map(BP}", (BK),)) 5(y) )
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Aplicant el teorema de Dwyer i Zabrodsky [18], com que estem a grups de Lie com-
pactes, cada aplicacié vindra d’una representacié que, modul conjugacié, sera la res-
triccié de p. Com que Pj”, per a n > 2 no és commutatiu, no el podem incloure al
tor maximal i per tant, tenim una equivalencia homotopica, induida per la inclusié
H, C K:

—

Map(P?", (BH1),) g = Map(P?, BK») p(

plpn) plpn)
J J

per tant, si no hi ha obstruccions per a estendre ’aplicacié a una de BH; a BK 2, NO
hi ha obstruccions per a estendre-la a una de BHy a (BH),.

o —

Aquesta aplicacié no seria homotopa a la identitat restringida a (BNlT)p 1 aixo
contradiu la proposicié 3.5 de article [23].

Per tant, si Bp no es pot estendre a BH1, no pot ser la restriccié de f a B(IN1T')g.

Falta veure que:

lim' 1 (Map(B(NiT)an, BK ) p,.) = 0.

Utilitzem altre cop el teorema 5.7.1. En aquest cas per a n > 0, no podem tenir
la inclusié N;Ts» al tor maximal, per tant, al push-out d’espais d’aplicacions, la
component connexa que ens interessa, no té antiimatge a Map(B(N;T)an, BT) i per
tant el tipus d’homotopia sera el de Map(B(N;T)an, B/Eip)Bpn (en realitat, no seria
Pn, Siné que 'hauriem de conjugar per a que la seva imatge estigui a H;), amb H;
un dels subgrups parabolics, que és un subgrup compacte. Els grups N;(T")an ens
han sortit quan consideravem ’aproximacié modul 2 de BH;, a la seccié 4.6. Alla
utilitzavem la notacié P» per a N;(T) en cada cas i estan definits a les equacions
(4.5) 1 (4.7). Alla també calculavem aquests centralitzadors i tenien grup fonamental
7./27 i 0, depenent de cada cas. Amb tot aix0 ja tenim que el limit invers s’anul-la.

0

Lema 7.7.3 Sigui Py el grup 2-toral que de la seccié 4.6, is: PL — K la composicio
de les inclusions P C Hy C K per a s =1,2. Llavors:

m1(Map(BPy, BK2)pi,) 2 Z/2Z sis=11ib és parella.
ﬂl(Map(BPl,El\(g)Bis) =0 sis=11b és senar.
m1(Map(BP;, EI\{Q)BZ'S) > 7)27  sis=21ia és parella.
m1(Map(BP;, §I\(2)Bis) =N sis=21a és senar.

DEMOSTRACIO: Donat P un grup 2 toral, o sigui, que es pot escriure com una
extensio:

T—P—m,
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amb 7T un tor i m un 2-grup finit. Considerem T5» el subgrup del tor format pels
elements d’ordre un divisor de 2" i notem per P" el subgrup de P:

Ton — P" — 1. (7.1)

Apliquem aquesta notacié als grups P; definits a les equacions (4.4) i (4.6).
Tenim que P; és equivalent modul 2 a limP}'. Podem utilitzar el teorema 5.7.1

per a calcular Map(BP/", BK 2) 1 tenim el push-out:

— —

Map(B P}, (BTx),) — Map(BP}",(BHy),)

l l

o — —

Map(BP}, (BHs),) — Map(BP}", (BK),)

cada peca del push-out la podem calcular utilitzant el teorema de B. Dwyer i A.
Zabrodsky [18] (estem a grups de Lie compactes). Com que hem d’estudiar les apli-
cacions que restringeixen a la inclusié6 Pj* C P C Hy C K, aquesta viura a, per a n
prou gran a Map(BP}, (Ej?s)p)Bisa pero no tindra antiimatge a Map(B P}, (@)p),

per tant el push-out és el mateix Map(BP[', (BHs),)pi,, 1 per tant és homotop a
I’espai classificador del centralitzador 2-completat. Aquests centralitzadors els hem
calculat al lema 4.6.1 i hem vist que sén S! x Z/27 o bé S depenent de la paritat de
a ib1iper tant, quan considerem els espais classificadors i els 2-completem, obtindrem
el resultat de ’enunciat.

0

Lema 7.7.4 Sigui f: BKy — BKQ una aplicacio tal que f|1§vi\T2 ~ Id|§vﬁ2’ lla-
V018 f|®2 ~ Id|®2, perai=1,2.
DEMOSTRACIO: En aquest cas hem de tornar a considerar ’aproximacié modul 2 de
BH,; feta a la seccié 4.6. A aquesta aproximacié apareixien dos subgrups 2-torals
P, C P, = N,;T i BH; es construia com:

7/2\ %3
33 g BP1

BP; .

Hem de veure, doncs que limjﬁjMap(BPs, Ef\(g)Bld =0 per a tot 7 > 1.

L’espai Map(B P, BK 2)p1d €l podem calcular a partir de aproximacié modul 2
de P;. Com que volem calcular la component de la identitat, tenim que P7*, utilitzant
la notacié de la férmula (7.1), no es pot incloure a BT, per tant, el push-out homotopic



118 Aplicacions de BK a BK

d’espais d’aplicacions només tindra imatge a un dels dos vertexs i tindrem que per a
i=1loi=2,
Map(BPs, BK2)pa ~ Map(BP, (BH) )B1d

i per tant és, modul complecié és BS! o bé B(S! x Z/27).

Tal i com ja hem dit a la seccié 4.6, els limits sobre aquesta categorla s’anul-len
per a j > 2, per tant tan sols cal comprovar que hm m1 Map(BPs, BKQ)BId =0.

Al lema 7.7.3 hem calculat aquests grups fonamentals i els resultats que hem
obtingut sén 7T1Map<BP1,§[\(2)BId = Z/?Z, o bé WlMap(BPl,EI\(Q)BId = (0. Tan
sols cal considerar el cas Z/2Z. L’accié de X3 a Map(BP;, BK 9) és per equivaléncies
homotopiques, o sigui, que al grup fonamental (Z/27Z) laccié és trivial, per tant,
podem aplicar el lema 4.6.3 i obtenim el resultat que necessitem.

O

Lema 7.7.5 Sigui f: BK2 — BK2 una aplicacio tal que f| B, Id(B/H\_) per a
i)2
1=1,2, llavors f ~1d.

DEMOSTRACIO: Tenim una homotopia definida sobre cada element del push-out i
que volem veure que estén a tot BK. Per aixo necessitem que les obstruccions a la
unicitat d’aplicacions siguin zero, pero aquestes obstruccions viuen a:

flBH; >

lim' 7 Map(BH;, BK>)

i tal i com hem vist a la secci6 4.4 sén un quocient de m Map(BT, Ef\(g) pero

flBT)
Paplicacié f & ivalencia b N 1; I st al 1-lari
aplicacié f és una equivalencia homotopica i per tant, tal i com hem vist al corol-lari

5.7.3, és homotop a ETQ i per tant simplement connex.
O

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA H: Només cal demostrar 2. = 1., i aquest teorema ja
I’hem demostrat pel cas homotop a constant, per tant, podem suposar que f|pp 7 *.
Utilitzant altre cop la proposicié 7.7.1, veiem que n’hi ha prou amb comprovar que f
i f/ sén homotopes a cada primer. Igual que en el cas de les aplicacions nulhomotopes
distingirem els casos p=21ip > 2.

Cas p senar: Aquest torna a ser el cas facil, ja que tenim el teorema 4.1.1:

—

El\(p ~ E]\Vp ~ ((BTK)hW) ,
P

on N és el normalitzador del tor maximal Tk a K. Com que f i f’ coincideixen sobre
—_—
BTy, per a veure que coincideixen a [(BTK)hW]p, cal veure que les obstruccions
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per a la unicitat d’aplicacions sén zero. Aquest problema esta detallat a l'article de
Wojtkowiak [48] i les obstruccions viuen a:

HY(W; mjMap(BTx, BK,,) i>1.

flBT) )
Per la proposicié 5.7.5, f| BT, ve indulda per una representacié p: Tpee — K amb

nucli finit, i utilitzant el corol-lari 5.7.3, tenim que Map(BT¥, El\(p)
utilitzem ara el lema 7.1.2 tenim que les obstruccions sén zero.

—

flBry = (BTK)p7
Cas p = 2: Considerem f, f': BK — EI\(Q. Com que f|pr # = i aplicant que és la
restriccié d’una aplicacié d’Adams generica i en particular, de grau senar tenim que
tant f com f’ :BK 9 — BK 2 s6n equivaléncies homotopiques: en efecte, com que
estem en espais 2-complets, n’hi ha prou amb veure que a cohomologia amb coeficients
a [Fo és un isomorfisme. Considerem ara la cohomologia modul 2, que, tal i com hem
vist a la proposici6 4.7.2, és Fa[z4, yor| ® E|225+1], amb un Bockstein 5, (yor) = 225+1-
Si estem en una aplicacié d’Adams ordinaria entre BK 2, tindrem que x4 — A3xy,
Yok A’Q“ygk i Zop41 — )\ézgkﬂ amb \; senar i per tant és isomorfisme. Si és una
aplicacié d’Adams parabolica, elevada al quadrat és una ordinaria, i tenim que també
és una equivalencia homotopica.

Podem considerar, doncs, f = flof™1: BK 9 — BK 2 1 obtenim una aplicacié ho-
motopa a la identitat que a nivell del tor maximal es correspondra amb una aplicacié
admissible i homotopa a la inclusié. El problema queda reduit doncs a considerar f
una autoaplicacié de BK o tal que 7] pr ~ Id|pr lavors f ~1Id. Un cop tenim aixd
tan sols cal aplicar els lemes 7.7.2, 7.7.4 1 7.7.5.

O

7.8 Aplicacions de BK a BK

Fixat un grup de Kac-Moody de rang 2, o sigui, fixats a i b, tals que ab > 4,
recordem el segiient invariant, que només depen del producte ab i que hem definit
a la proposicié 5.4.2: per a cada primer p senar definim un enter positiu I(p) com
l(p) =2sip|ab, l(p) =1sip| (ab—4); altrament I(p) és I'ordre de les arrels del
polinomi #2 — (ab — 2)x + 1 al seu cos de descomposicié de caracteristica p.

Donada una aplicaci6 f: BK(a,b) — BK(a,b) tenim definit el grau g, que és un
enter i per tant ens el podem pensar a Zp per a tot p.

Si g = 0 , considerem, (g5,7p) = (0,0) € {0,1} x Z) per a cada p.
Si g # 0 . Per a p =2, definim dos invariants (g2,72), on

. €9 = 0 0 g9 = 1 depenent de si, completant 'aplicacié f al primer 2, es
tracta d’una aplicacié d’Adams ordinaria o parabolica.
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. Sieg =0, y2 és I'inica arrel de g a 22 tal que J/”\g és homotopa a l’aplicacié
d’Adams ordinaria ¢72.
Si ez = 1, 2 és 'inica solucid de 'equacié vga = gb a 22 tal que ]?2 és

homotopa a l’aplicacié d’Adams parabolica 72#2, on us = avye/b € 22.

Per a p senar tal que [(p) és parella, considerem ¢, prenent valors 0 o 1 de-
penent de si la complecié de I'aplicacié f;, és una aplicacié d’Adams ordinaria
o parabolica i considerem com a invariant la parella (p,7,) € {0,1} x Z;,, on
7p compleix que vp/p”P(VP) = m modul p, amb m € {1,..., p;21} 1 que 'yg =g
(respectivament Vga = gb) si ¢, = 0 (respectivament ¢, = 1).

Per a p senar tal que [(p) és també senar, considerem -, com I'inica arrel de g
a Zyp tal que f, és homotopa a ’aplicacié d’AAdams ordinaria ¢ i considerem
com a invariant la parella (0,7,) € {0,1} x Z,.

Teorema I Fizats a,b tals que ab > 4, la familia d’invariants (ep,,7p) per a cada
primer p classifica el tipus d’homotopia de les aplicacions de BK (a,b) a BK(a,b).

DEMOSTRACIO: Es dedueix directament de la definicié dels invariants (ep,7,), de la
proposicié 7.6.2 i del teorema H.

0

A més, suposem que tenim una familia:
((Epv'Yp))p € H <{07 1} x Zp)
P

complint que:

e Existeix g € Z senar (independent de p) tal que 'yg =geZC Zp per a tot p
talqueap:Oi’yza:ngZCZpperatotptalqueepzl.

e Per als p > 2 tals que [(p) és parell, fixem 7, tal que 'yp/p”p(%) = m modul p,
amb m € {1,...,’%1}.

e Per als p > 2 tals que I(p) és senar, £, = 0.

Teorema J En aquestes condicions, existeir una unica aplicacié f: BK(a,b) —
BK(a,b) amb aquests invariants.

DEMOSTRACIO: Segons la proposicié 7.4.2, com que g és senar, per a cada primer
p existeix f,: BK, — BK,. Com que totes sén del mateix grau, sén aplicacions
racionalment equivalents i per tant tenim ’existéncia de f : BK — BK.
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La unicitat de les aplicacions es dedueix del teorema I. ]

Observacié 7.8.1 En el cas de G un grup de Lie compacte connex, sabem que la
cohomologia racional classifica les autoaplicacions de BG [26]. En el cas de grups
de Kac-Moody, aquest resultat no és cert: de la cohomologia racional tan sols se’n
dedueix el grau de 'aplicacid, per tant, ens demanem si, fixada una aplicacié f de
BK en ell mateix, podem trobar altres aplicacions d’aquest grau? Bé, ja hem vist
que l'aplicacié f esta caracteritzada per uns coeficients (e,,7,) per a cada primer p
i que, fixat un primer p podem variar la f en aquest primer fins un total de quatre
aplicacions si p = 2 i a dues aplicacions si p > 2. Aix0 ens donara una familia no
numerable d’aplicacions de BK — BK no homotopes i del mateix grau, i que, per
tant, induiran la mateixa aplicacié de H*(BK;Q) a H*(BK;Q).

Llavors ens podriem qiiestionar si n’hi ha prou considerant la cohomologia entera.
La resposta torna a ser no: recordem que la cohomologia a coeficients a IF), és, segons
hem vist a la secci6é 4.7, H*(BK;F,) = Fylza, yor] ® E[224+1] amb un Bockstein
Br(y2r) = #ok+1 1 @4 la reduccié a F), d’'un element ¢ que genera un grups ciclic
infinit a H*(BK;Z). Llavors, la cohomologia parella HP*(BK;Z,) = Z,ld,

mentre que la part senar H%"*(BK; Zy ) és de torsié. La part parella, no ens

P
dona més informacié que el grau de l’ap)licacié, i per tant, no millorem respecte
la cohomologia racional. La part senar, en canvi, ens déna més informacié. Més
concretament, H?**1(BK; L)) = Z/p"Z, on k i r sén els coeficients que apareixen
a la cohomologia a IF,, i que estan definits al lema 3.2.3. L’accié d’una aplicaci6
d’Adams generica f: BK — BK a H?* ! (BK,Zy)) es pot llegir a la transgressio

quan considerem la fibracié:
K/T — BT — BK,
i la transgressié ens donara una aplicacio:
T H*(K/T;Z ) —» H**Y(BK; Z,) -

Aprofitant els calculs de N. Kitchloo [32] de la descomposici6é em cel-les de Schubert
de K/T podem entendre aplicacié a H*(K/T): H*(K/T) té la cohomologia entera
acumulada als graus parells. Per a cada n, tenim que H*"(K/T;Z) & Z,, © Zs, i
que l'estructura d’anell es dedueix de les identitats:

dUd, = dn+15n+1 ) dUo, = 6n+1 +dnonyt,
oUop = Cnt+10n+1 5 dU by, = On+1+ Cn5n+1 )

on els coeficients ¢, i dy, sén els de les férmules (3.5) i (3.6).
Fixem a i b. Triem ¢ > 2 un primer tal que [({) sigui senar. Considerem f
'aplicacié d’Adams ordinaria " (com que ¢ és senar, 'aplicacid existeix, utilitzant
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el corol-lari 7.2.3). Sigui f’ l;aplicacié d’Adams generica definida per f, = o' per
als primers p # €1 f) = —¢*
sén homotopes). Si triem n prou gran, tant f com f’ seran zero a H**™ (BK;Zy)):

(com que hem triat ¢ tal que () és senar, f i f’ no

considerant les formules en la base de Schubert, tenim que, amb la transgressio, el que
passi a H?**1(BK; Zyy) és el mateix que passara a H?*(K/T; Zyy) (la transgressio
és un aplicaci6 lineal), i és multiplicar per £*", i per tant, per a n prou gran, sera
I’aplicacié zero.

Amb tot aixo, hem trobat dues aplicacions f i f/ no homotopes i tals que indueixen
la mateixa aplicacid a la cohomologia senar. Com que les dues aplicacions tenen grau
£?™ també induiran el mateix a la cohomologia parella.

O
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