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Capítol 1

Introducció

Aquesta memòria de tesi té com a objecte d'estudi el desenvolupament de nous algorismes
especialitzats i les seves implementacions per a resoldre una família de problemes d'opti-
mització lineal: aquells que en la seva formulació presenten una matriu de restriccions amb
estructura diagonal en blocs. En pertanyen a aquesta família els problemes de �uxos mul-
tiarticle en xarxa i els problemes de congestió mínima en una xarxa, entre d'altres. La
estructura especial de la matriu de restriccions pot apro�tar-se per a augmentar l'e�ciència
dels algorismes estàndard d'optimització.

Els problemes de �uxos multiarticle en xarxa optimitzen el conjunt de �uxos en cada
arc d'una xarxa amb la particularitat de que diversos productes (articles) independents
comparteixen els arcs. Són problemes amb un elevat nombre de variables i restriccions, donat
que cada article tindrà el seu conjunt de variables i restriccions. En el context d'aquesta
memòria, quan diem �elevat nombre� volem dir entre desenes de milers i centenars de milers
de variables, i entre milers i centenars de milers de restriccions. Donat que tots els articles
comparteixen la mateixa xarxa, en la seva formulació s'arriba a una matriu de restriccions
amb estructura diagonal en blocs. Dintre d'aquesta categoria de problemes tenim dues
subcategories: problemes de �uxos orientats, en els quals en cada arc només es permet el
�ux en un sentit, i problemes de �uxos no orientats, en els quals podem tenir �uxos en els
dos sentits en cada arc.

En un problema de congestió cal assignar recursos tenint en compte que cada recurs pot
ser compartit per diversos usuaris de forma que el cost que paga cada usuari per al recurs
s'incrementa al compartir-lo. Un problema típic de congestió mínima és el d'assignació de
rutes als conductors en una xarxa de trà�c rodat.

En aquest treball desenvolupem tant els algorismes com les seves implementacions pràc-
tiques, presentant resultats numèrics. Els algorismes s'entenen aquí com seqüències d'opera-
cions que generen sèries de valors, les quals han de ser convergents a l'òptim del problema.
Hem dedicat una part d'aquesta memòria a la presentació teòrica dels algorismes i a l'esta-
bliment de les seves propietats i dels teoremes de convergència. En un altre part s'apliquen
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2 Capítol 1. Introducció

aquests algorismes a diverses implementacions computacionals, i es proven a resoldre pro-
blemes. També es mostra com la teoria i la pràctica coincideixen en el sentit de que les
prediccions que es poden fer a partir de les propietats teòriques dels algorismes realment
s'observen en les implementacions pràctiques.

El punt de partida d'aquesta tesi va ser un fet empíric: l'observació d'un millor compor-
tament computacional d'un algorisme de punt interior per a problemes de �uxos multiarticle
en xarxes quan en la funció objectiu hi �guren termes quadràtics. La idea original llavors va
ser buscar alguna forma d'aproximar un problema lineal per un de quadràtic de forma que
s'explotés el fet experimental observat sense perjudicar la convergència del problema. La
seqüència cronològica de tasques va ser: provar algunes tècniques d'aproximar un problema
lineal per un de quadràtic per a con�rmar que la idea original tenia perspectives d'èxit,
desenvolupar una teoria el més general possible que per una banda formalitzés l'aproximació
quadràtica esmentada i per altre banda expliques el comportament experimental observat, i
que a la seva vegada proporcionés un camí per a construir nous algorismes, dissenyar aquests
algorismes i implementacions, provar-los i con�rmar les prediccions teòriques. De fet aquesta
línia de treball no és res més que l'aplicació del mètode cientí�c: explicar fenòmens, establir
relacions entre els fets i enunciar lleis que expliquin els fenòmens i permetin obtenir, amb
aquests coneixements, aplicacions útils. No obstant l'ordre d'exposició en aquesta memòria
de tesi no serà el cronològic, sinó que es presentarà el material ordenat lògicament, que és
la forma més adequada en el context d'un treball cientí�c: conceptes, propietats i teoremes,
algorismes i implementacions pràctiques.

Un cop presentat el marc general on s'enquadra el treball el següent pas serà precisar
els objectius concrets perseguits i enumerar les aportacions que aquest treball ha permès fer
respecte al que �ns ara existia en aquest camp de recerca.

1.1 Objectius

Com s'ha explicat anteriorment l'objectiu general de la tesi ha estat el el desenvolupament
d'algorismes especialitzats i les seves implementacions per a resoldre problemes que estan
dintre de la categoria de �problemes de programació lineal amb matriu de restriccions amb
estructura diagonal en blocs� (primal block-angular problems). A continuació detallem la
seqüència d'objectius especí�cs, en ordre temporal coincident amb la seqüència de tasques
realitzades:

� Desenvolupar la teoria que ens permet entendre els fets empírics observats: l'obser-
vació d'un millor comportament computacional dels problemes de �uxos multiarticle
en xarxes quan en la seva funció objectiu hi �guren termes quadràtics. El resultat
ha de ser un conjunt de teoremes que mostrin el perquè d'aquest comportament ex-
perimental. La conjectura inicial va ser que el comportament observat era degut a
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un millor comportament del precondicionador usat per l'algorisme en la resolució dels
sistemes lineals, comportament que depèn del radi espectral d'una certa matriu. Lla-
vors l'estudi teòric va estar dirigit a mostrar com l'addició de termes quadràtics en
la funció objectiu podia fer decréixer aquell radi espectral, millorant el comportament
del precondicionador i l'e�ciència de l'algorisme. La tasca realitzada va con�rmar la
conjectura.

� Formalitzar la idea d'aproximar un problema lineal per un de quadràtic. Sense fer
referència en cap moment al tipus de problemes al que es vol aplicar amb posterioritat,
els problemes primal block-angular, es desenvolupa una teoria formal que proporcioni
un marc consistent per a plantejar l'aproximació quadràtica en termes generals, dintre
del context de mètodes de punt interior per a programació lineal. Per tant els resul-
tats aconseguits són generals: es poden aplicar a qualsevol problema lineal. El terme
quadràtic afegit s'ha d'anar decreixent conforme l'algorisme avança vers l'òptim.

� A partir dels resultats teòrics anteriors dissenyar algorismes especialitzats per a la
família de problemes primals bloc-angulars que afegeixen un terme quadràtic a la funció
objectiu lineal per tal d'explotar el fet empíric abans esmentat.

� Estudiar la convergència dels algorismes anteriors, així com altres aspectes tècnics,
importants com a marc previ al disseny de les implementacions.

� Desenvolupar implementacions e�cients dels algorismes. És pren com a punt de partida
una implementació de punt interior especialitzat molt e�cient que usa el mètode del
gradient conjugat precondicionat lineal i, com s'ha dit anteriorment, es pretén millo-
rar el precondicionament utilitzant l'aproximació quadràtica. La implementació s'ha
de comparar amb l'original i també amb altres algorisme genèrics considerats molt
e�cients.

� Veri�car en la pràctica els teoremes i prediccions de la teoria que s'han desenvolupat
prèviament.

� Un cop realitzats els algorismes especialitzats i vist l'èxit de la idea original, sorgeix de
forma natural la idea d'aplicar la mateixa tècnica a un algorisme genèric de punt interi-
or. Això és formalment possible per que la teoria de l'aproximació quadràtica s'ha rea-
litzat de forma general, sense particularitzar cap concepte als problemes especialitzats.
En el cas general de programació lineal no es pretén millorar cap precondicionament,
sinó provar d'aplicar la nova tècnica a qualsevol problema lineal. S'ha implementat
l'aproximació quadràtica en un algorisme de punt interior per a programació lineal i
quadràtica i s'ha provat a resoldre un conjunt de problemes lineals estàndard.
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1.2 Aportacions

Com és desprèn de la introducció prèvia i de la llista d'objectius presentada, el treball rea-
litzat ha aportat innovacions tant en el camp teòric dels mètodes de punt interior com en la
implementació de programari d'optimització. En el camp teòric alguna de les aportacions fe-
tes son totalment noves en el sentit de ser un primer intent d'abordar cert tipus de problemes
amb una tècnica nova; d'altres aportacions teòriques són con�rmacions de conjectures que ja
s'havien proposat fa anys, i que no havien estat encara con�rmades. En el camp d'algorismes
i implementacions pràctiques tot el que s'aporta són millores respecte algorismes ja existents
en vista a augmentar la seva e�ciència computacional. No cal dir que aquestes millores en
absolut són de�nitives, i que seran millorables en un futur tant re�nant les noves tècniques
presentades en aquesta memòria com aplicant-ne de noves. Potser l'aportació més notable
és la d'usar termes quadràtics per a aproximar una funció lineal: la tècnica d'aproximar
funcions no lineals per funcions quadràtiques és força antiga, també podem trobar exemples
d'aproximació de funcions quadràtiques per lineals, però la tècnica aquí proposada és, al
menys al nostre nivell de coneixement, totalment innovadora.

Detallem a continuació les diferents aportacions puntuals que aquest treball ha realitzat:

� Donar resultats teòrics sobre l'e�ciència del precondicionador usat en un algorisme de
punt interior especialitzat per a �uxos en xarxes multiarticle, estudiant com afecta al
radi espectral d'una certa matriu la inclusió de termes quadràtics en la funció objectiu.
Això demostra la conjectura mencionada en els objectius sobre l'efecte del radi espec-
tral d'una certa matriu en l'e�ciència de l'algorisme, conjectura que s'havia publicat
anteriorment en un article de recerca [12] i que estava pendent de con�rmació.

� Desenvolupar una tècnica genèrica d'aproximació per a funcions quadràtiques aplicable
a qualsevol problema de programació lineal, dintre del context del mètodes de punt
interior. Com veurem, aquesta nova tècnica es pot considerar que pertany a la família
de tècniques numèriques anomenades de regularització. Així, doncs, obtindrem una
tècnica de regularització quadràtica.

� Implementació pràctica de la tècnica de regularització quadràtica aplicada a un algo-
risme especialitzat de punt interior per a problemes de �uxos multiarticle en xarxa
(multicommodity network �ow problems), considerat com el més e�cient en el seu àm-
bit, amb l'objectiu d'incrementar encara més les seves prestacions. També s'aplica la
regularització a altres dos algorismes de punt interior especialitzats: un per a �uxos
no orientats multiarticle en xarxa (nonoriented multicommodity �ows problems) i un
altre per a problemes de congestió mínima (minimum congestion problems)

� La quarta i última aportació és la utilització de la tècnica de regularització quadràtica,
que en un principi havia estat dissenyada per als algorismes especialitzats esmentats,
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en l'àmbit més general de programació lineal.

1.3 Esquema general de la memòria

Conceptualment podem dividir aquest treball en 2 blocs:

� Bloc 1. Desenvolupaments teòrics.

� Capítol 2. Presentem la programació lineal i quadràtica, els mètodes de punt
interior i els de barrera.

� Capítol 3. Introduïm els conceptes de regularització numèrica, primer de forma
genèrica i posteriorment en el context dels mètodes de punt interior. Desenvolu-
pem la teoria de la regularització quadràtica de la funció de barrera, dintre del
marc de la programació lineal. Es veuen també resultats teòrics respecte la con-
vergència dels algorismes basats en barreres regularitzades. Per tal de veri�car els
desenvolupaments teòrics s'implementa un algorisme regularitzat per a problemes
lineals generals, i es prova en un conjunt estàndard de problemes.

� Bloc 2. Implementacions pràctiques.

� Capítol 4. Aplicació de la regularització quadràtica de la funció de barrera als
problemes angular en blocs. Primer de tot es formulen aquests problemes i es fa
un breu resum de l'estat de l'art; seguidament es presenta un algorisme de punt
interior especialitzat i es veuen els resultats teòrics abans esmentats referents a la
millora del precondicionador aconseguida en afegir termes quadràtics a la funció
objectiu.

� Capítol 5. Resultats computacionals usant implementacions especialitzades per
als problemes de �uxos multiarticle, tant orientats com no orientats, i per als
problemes de congestió mínima. També s'inclou en aquest capítol algunes com-
provacions experimentals de prediccions teòriques fetes en els capítols anteriors,
així com un estudi empíric de la in�uència de la magnitud del terme quadràtic de
regularització sobre els resultats computacionals.

En l'últim capítol com a conclusió detallem les aportacions realitzades, resumim els resultats
assolits i proposem possibles extensions i línies de futura recerca.

Sobre les notacions emprades En tota la memòria s'utilitzaran lletres majúscules per
a matrius i minúscules per a els vectors o escalars. Els vectors es suposaran que són vectors
columna, i per tant un vector transposat serà un vector �la. Denotarem, per a qualsevol
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vector x, per X = diag(x) la matriu diagonal X resultant de prendre els elements del vector
x i disposar-los en la diagonal d'X.



Capítol 2

Mètodes de punt interior

El model d'optimització contínua més simple és el de programació lineal. En aquest mo-
del totes les funcions del problema són funcions lineals. Malgrat que matemàticament és
el model més simple, el seu camp d'aplicació és molt ampli. Fins i tot en aquells casos en
que tenim funcions no lineals sovint es possible fer aproximacions lineals de forma local i
apro�tar el model lineal. Si conservem totes les funcions lineals amb la variació de permetre
incloure en la funció objectiu termes que utilitzen productes de parelles de variables, anome-
nats termes quadràtics, llavors obtenim un problema quadràtic. Aquest model quadràtic és
important també per les seves aplicacions pràctiques, així com per servir per a l'aproximació
de problemes no lineals convexos. Com s'ha comentat en la introducció, en aquesta memòria
utilitzarem models quadràtics per a aproximar problemes lineals, una tècnica innovadora
que podem situar dintre del context de la regularització numèrica de problemes lineals. En
aquest capítol establim les bases formulant els models lineal i quadràtic així com mostrem
els seus mètodes de resolució actuals �ns al nivell de detall requerit per als següents capítols,
i adreçant al lector a referències especialitzades per als detalls que no són necessaris per a la
comprensió del material i que a més a més consumirien excessiu espai en aquesta memòria.

2.1 Programació lineal (PL): formulació

El problema lineal que volem resoldre el donarem en la seva formulació estàndard:

min
x

cTx

subjecte a Ax = b (2.1)

x > 0

7
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on x ∈ Rn és el vector de variables, A ∈ Rm×n és la matriu de restriccions del problema (amb
m < n), b ∈ Rm és el vector de termes independents (o disponibilitats) i c ∈ Rn el vector
de costos lineals. El conjunt de punts {x | Ax = b, x > 0} s'anomena regió factible primal,
o simplement regió factible, i els punts d'aquesta regió són els punts factibles primals del
problema. Suposarem que la matriu A és de rang complet per �les.

La funció lagrangiana per al problema (2.1) és:

L(x, y, z) = cTx−
m∑
i=1

yi(Aix− bi)−
n∑
j=1

zixi (2.2)

on Ai és la �la i-èsima de la matriu A, i els vectors y, z contenen els multiplicadors de
Lagrange de les restriccions Ax = b, x > 0 respectivament.

Com tot problema lineal és també un problema convex, de la teoria general d'optimitza-
ció convexa amb restriccions (veure, per exemple, [52]) podem particularitzar les condicions
necessàries d'existència de l'òptim dels problemes convexos per al problema lineal (2.1) (veu-
re [44], capítol 13) per tal d'obtenir les anomenades equacions de Karush-Kuhn-Tucker, o
abreujadament condicions KKT:

ATy + z = c (2.3a)

Ax = b (2.3b)

zixi = 0 (2.3c)

(x, z) ≥ 0 (2.3d)

D'altre banda de les propietats dels problemes convexos sabem que a cada problema
convex li podem associar un altre problema anomenat el seu dual, format amb les mateixes
dades reorganitzades, que en el cas del problema (2.1) és:

max
y

bTy

subjecte a ATy + z = c (2.4)

z ≤ 0

La parella (y, z) són les variables duals, i el conjunt
{

(y, z) | ATy + z = c, z > 0
}
s'ano-

mena regió factible dual. El problema original (2.1) s'anomena problema primal, i als dos
problemes en conjunt ens referim com problema primal-dual. És evident que hi ha una estre-
ta connexió del problema primal-dual amb les condicions KKT del problema: les restriccions
dels problemes apareixen com a condicions KKT i les variables y, z del problema dual són
els multiplicadors de Lagrange del problema primal. Així, doncs, si el punt (x∗, y∗, z∗) és
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solució de les condicions KKT llavors resol simultàniament els problemes primal i dual. D'al-
tre banda el teorema de la dualitat forta per programació lineal a�rma que en un problema
factible l'òptim primal cTx∗ i l'òptim dual bTy∗ coincideixen; es de�neix el gap dual en el
punt primal-dual (x, y) com la diferència

∣∣cTx− bTy∣∣ en valor absolut entre els valors de les
funcions objectius primal i dual, que ha de ser igual a zero en l'òptim. Un criteri molt usat
en els algorismes de cerca de l'òptim per decidir si un punt primal-dual (x, y) està prou a
prop de l'òptim (x∗, y∗) és veure si el gap dual relatiu,

∣∣cTx− bTy∣∣ / (1 +
∣∣cTx∣∣) és menor

que certa tolerància.

2.2 Mètodes de punt interior

En aquesta memòria ens centrem en els mètodes de resolució de les equacions (2.3) que
s'anomenen mètodes de punt interior, anomenats així degut al fet de que les iteracions
que realitzen generen una seqüència de punts

{(
x(0), y(0), z(0)

)
, ...,

(
x(k), y(k), z(k)

)}
tal que

tots ells estan inclosos en l'entorn {(x, z) > 0}, és a dir, són interiors a aquest entorn. En
general existeixen diverses solucions del sistema (2.3a)�(2.3c) que no veri�quen (2.3d); els
mètodes de punt interior eviten caure en alguna d'aquestes solucions incompletes mantenint
els successius punts de cada iteració lluny de la frontera {(x, z) = 0}. S'han proposat diversos
mètodes dintre d'aquesta categoria d'algorismes de punt interior:

� Mètodes d'escalat afí (Dikin, 1967): històricament els primers, transformen el problema
original mitjançant un escalat afí de les variables; han quedat àmpliament superats per
mètodes més moderns.

� Mètodes de transformacions projectives: també transformen el problema original, però
de forma més elaborada. El famós algorisme de Karmarkar (1984) que va ser el primer
en aconseguir tenir complexitat polinòmica O(n3,5) [33] pertany a aquesta categoria.

� Mètodes de barrera: modi�quen la funció objectiu original afegint nous termes que
actuen com una barrera per evitat violar les restriccions de no negativitat; els termes
afegits tenen un pes µ decreixent a mesura que ens acostem a l'òptim. Això permet re-
soldre el problema original d'optimització amb restriccions de desigualtat resolent una
seqüència de problemes sense restriccions. El mètode original de Fiacco i McCormick
[23] efectua dos tipus d'iteracions: la principal on es va actualitzant el paràmetre µ i les
iteracions interiors on per a cada µ es resol de forma iterativa el problema de minimit-
zació sense restriccions. Es pot demostrar (veure per exemple [23]) que la seqüència de
solucions generada convergeix a la solució del problema a mesura que µ→ 0. El conjunt
de solucions proporciona la trajectòria

{(
x(0), y(0), z(0)

)
, ...,

(
x(k), y(k), z(k)

)}
que conei-

xem com el camí central (central path) del problema 2.1. Més recentment els mètodes
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de barrera resolen els problemes de minimització sense restriccions aproximadament,
de forma que només efectuen un únic tipus d'iteració.

� Mètodes primals-duals de seguiment del camí central (primal-dual path-following met-
hods): resolen les equacions (2.3) aplicant variants especialitzades del mètode de New-
ton per a sistemes d'equacions no lineals, modi�cant les direccions proporcionades de
forma que les restriccions de no negativitat es satisfan de forma estricta en cada ite-
ració, això és, (xi, zi) > 0, i = 1, 2, ..., n. Per a mantenir els successius punts lluny de
la frontera x = 0 segueixen una trajectòria propera a l'anomenat camí central (cen-
tral path) del problema primal-dual (2.1),(2.4). Estan directament relacionats amb
els mètodes de barrera; la diferència fonamental és que els mètodes de seguiment del
camí tracten les variables duals (y, z) no com a simples variables auxiliars, sinó com a
variables al mateix nivell que les primals.

Els mètodes de barrera i els mètodes primals-duals de seguiment del camí central tenen
fonaments comuns. D'altre banda, aquests últims han demostrat ser els més e�cients per
a problemes a gran escala. En la categoria de mètodes de punt interior de seguiment del
camí central cauen els algorismes que treballarem en aquesta memòria. A més a més, la
regularització que es presentarà en els següents capítols es basa en una funció de barrera.
En els següents apartats es mostren, breument, els components necessaris per formular la
regularització de la funció de barrera i el mètode de punt interior associat.

2.3 El mètode de Newton en punt interior

La solució de les equacions KKT d'optimalitat (2.3) proporciona l'òptim del problema (2.1) i
del (2.4) simultàniament. El mètode més usat per a resoldre-les és el mètode de Newton per
a sistemes d'equacions no lineals. Donada l'equació F (p) = 0∈ Rn, p∈ Rn realitza iteracions
de forma que, en la iteració k -èsima, actualitza el punt pk de la següent forma:

� Calcula una solució dk del sistema lineal ∇F (pk)dk = −F (pk) , on ∇F (pk) representa
la matriu jacobiana d'F (p) en el punt pk

� Usa dk com la direcció de moviment: pk+1 = pk + dk

La convergència està assegurada si el punt inicial p0 està en un entorn de l'òptim p∗, altrament
el mètode pot ser divergent [36, capítol 5].

Per a resoldre les equacions KKT es de�neix una aplicació F : Rn → Rn tal com

F (x, y, z) =

 ATy + z − c
Ax− b
XZe

 (2.5)



2.4. Funcions de barrera 11

on X, Z són matrius diagonals que contenen els vectors x, z respectivament, i e és el vector
(1, . . . , 1)∈ Rn; llavors es resol l'equació F (x, y, z) = 0 subjecte a (x, z) > 0. Aplicant el
mètode de Newton en cada iteració es resol el sistema AT I

A

Z X

 4x(k)

4y(k)

4z(k)

 = −

 ATy(k) + z(k) − c
Ax(k) − b
X(k)Z(k)e

 (2.6)

L'actualització del punt ha de tenir en compte la restricció (x, z) > 0. Per tant, a banda
del problema d'iniciar les iteracions amb un punt inicial prou bo, el mètode de Newton pur
aplicat a les equacions (2.3) presenta el problema important del tractament de les desigualtats
(2.3d). Una forma de resoldre aquest problema és incorporant les desigualtats en la de�nició
de la funció F (x, y, z), com es veu en la següent secció.

2.4 Funcions de barrera

Donat el problema d'optimització

min
x
f(x) f : Rn → R (2.7)

subjecte a ci(x) ≥ 0 i ∈ I, ci : Rn → R (2.8)

la seva regió factible està de�nida per

F0 = {x ∈ Rn |ci(x) ≥ 0, i ∈ I }

Una funció de barrera Φ(x) : Rn → R per a aquest problema és aquella que veri�ca

� Φ(x) pren valors +∞ en tot Rn excepte en F0

� Φ(x) és contínua i derivable en F0

� Quan x s'atansa a la frontera de F0, Φ(x) s'atansa a +∞

Usant una funció de barrera és possible transformar un problema d'optimització amb restric-
cions de no negativitat en una seqüència de problemes sense restriccions. En el seu treball
pioner, Fiacco i McCormick [23] van donar cos teòric a la classe de mètodes d'optimització
amb restriccions que cerca una solució reemplaçant el problema original per una seqüència de
problemes sense restriccions. Ho van fer en el context més general d'optimització no lineal.
Parlant en temes generals, es reemplacen les restriccions per funcions de penalització que
s'afegeixen a la funció objectiu.
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Per al cas particular del problema lineal (2.1) les restriccions són simplement ci(x) =

xi, i = 1, . . . n. La substitució del problema original es fa de la següent forma:

min
x

cTx

subjecte a Ax = b

x > 0

m
min
x

cTx+ µΦ(x) (2.9)

subjecte a Ax = b (2.10)

on µ ∈ R+ s'anomena el paràmetre de la barrera. El terme addicional µΦ(x) en la funció
objectiu manté als successius punts de les iteracions allunyat del límit x = 0. La solució de
(2.9) no serà la mateixa que la del problema original sinó que dependrà del valor de µ. Ara
bé, si resolem (2.9) per a una seqüència decreixent de valors de µ sembla lògic esperar que la
in�uència del terme de barrera decreixerà �ns ser negligible comparat amb la funció objectiu
cTx de forma que en el límit µ→ 0 l'òptim de (2.9) serà també solució de (2.1). En efecte,
el mínim de (2.9) s'atansa a la solució de (2.7) quan µ → 0 sota certes condicions (veure
[59], teorema 5, i [23], pàgina 79, teorema 12). A més a més, en cada iteració amb µ > 0 la
barrera assegura que es compleix la restricció x > 0.

2.5 Mètode clàssic de barrera logarítmica

La funció de barrera més usada és la de barrera logarítmica, que per al problema (2.7) pren
la forma

Φ(x) = −
n∑
i=1

log ci(x) (2.11)

i quan afegim la funció de barrera a la funció objectiu del problema (2.7), la nova funció
objectiu esdevé

F (x;µ) = f(x)− Φ(x) = f(x)− µ
n∑
i=1

log ci(x) (2.12)

El mètode clàssic de barrera logarítmica de Fiacco-McCormick [23] usa un punt inicial
factible x0 i un paràmetre inicial de barrera µ0 > 0 per a resoldre
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min
x
F (x;µk) = f(x)− µk

n∑
i=1

log ci(x) (2.13)

després actualitza el paràmetre µk+1 = γµk amb 0 < γ < 1 i itera �ns que µk sigués prou
petit. Els algorismes basats en aquest mètode presenten dos tipus d'iteracions: la principal
on es va actualitzant el paràmetre µ i les iteracions interiors on per a cada µ es resol de
forma iterativa el problema de barrera. En cada iteració interior tenim punts factibles
primals; en canvi només obtenim un punt factible dual al �nal de cada iteració principal.
Es va anomenar al mètode tècnica de minimització seqüencial sense restriccions (�sequential
unconstrained minimization technique - SUMT�).

Un problema important d'aquest mètode és el progressiu deteriorament del condiciona-
ment numèric del problema a mesura que s'atansa a l'òptim, doncs llavors algunes de les
restriccions ci(x) poden prendre valors nuls: la condició de primer ordre d'òptim per a (2.13)
és ∇xF (x;µ) = ∇xf(x) − µk

∑
i

1
ci(x)

= 0, que per aquelles restriccions que en l'òptim ve-
ri�quen ci(x∗) = 0 prendrà valors in�nits. També la matriu Hessiana d'F (x;µ) pren valors
in�nits quan ci(x∗) = 0.

De fet, en el moment que es va proposar aquest mètode (1961), no es pensava que pugues
ser competitiu en programació lineal, un camp dominat en aquell moment pel mètode sim-
plex. A banda del mal condicionament comentat, la solució del problema lineal (2.6) amb
matrius A esparses no estava prou desenvolupat. Encara calia el desenvolupament de noves
tècniques per a poder ser aplicable de forma pràctica el mètode de barrera en programació
lineal, com ara les implementacions e�cients de les factoritzacions de Cholesky per a ma-
trius esparses. Un altre modi�cació posterior important ha estat resoldre simultàniament el
problema primal i el dual.

2.6 Camí central primal-dual

El problema de barrera que es planteja per tal de resoldre (2.7) és

min
x
F (x;µ) = f(x)− µ

n∑
i=1

log ci(x)

La condició necessària d'existència d'òptim és

∇xF (x;µ) = ∇xf(x)− µ
n∑
i=1

∇ci(x)

ci(x)
= 0 (2.14)

si de�nim el multiplicador de Lagrange z de la següent forma
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zi(µ) =
µ

ci(x)

llavors (2.14) ens quedarà

∇xf(x)−
n∑
i=1

zi∇ci(x) = 0 (2.15)

De�nim ara la funció de Lagrange

L(x, λ) = f(x)−
n∑
i=1

zici(x) (2.16)

La condició (2.15) serà equivalent a fer ∇xL(x, z) = 0, que equival a obtenir una de les
condicions KKT del problema original (2.7).

Anem ara a restringir-nos a la programació lineal. El problema lineal (2.1) té, a dife-
rència de (2.7), restriccions d'igualtat a més a més de les de desigualtat. D'altre banda, les
restriccions ci(x) ≥ 0 són simplement x > 0. Llavors el problema de barrera que associem al
problema (2.1) és

min
x
F (x;µ) = cTx− µ

n∑
i=1

log xi (2.17a)

subjecte a Ax = b (2.17b)

Procedint com abans per a obtenir la condició necessària d'òptim:

∇xF (x;µ) = c− µX−1e− ATy = 0

z = µX−1e⇒
c− z − ATy = 0

Aquesta condició d'optimalitat de primer ordre coincideix amb la condició de factibilitat
del problema dual (2.4). La resta de condicions d'optimalitat de primer ordre són:

Ax− b = 0 (factibilitat primal)

(x, z) > 0 (no negativitat)

zixi = µ (complementarietat) , on i : 1 . . . n

La condició de complementarietat zixi = µ implica que, per tal de que les condicions KKT
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del problema de barrera (2.17) coincideixin amb les del problema lineal original (2.1) ha de
ser µ = 0. De�nim el camí central primal-dual C com el conjunt de solucions dels problemes
(2.17) i (2.4) quan variem µ. És una corba parametritzada per µ que té un paper important
en els mètodes de punt interior. Les equacions del camí central són

ATy + z = c (2.18a)

Ax = b (2.18b)

zixi = µ i = 1, . . . , n (2.18c)

(x, z) > 0 (2.18d)

i difereixen només lleugerament de les condicions KKT (2.3): s'ha pertorbat la condició de
complementarietat. Veiem que el problema de barrera aplicat a programació lineal ens porta
a les equacions primals-duals del camí central.

Aquesta corba té les següents propietats importants (veure [60, pàgines 36 i següents]):

1. El valor dels productes zixi és el mateix per a tot i.

2. Per a cada valor de µ existeix una solució única(x, y, z) de (2.18), de forma que el camí
C està ben de�nit.

3. El gap dual cTxµ − bTyµ ≥ 0, una de les mesures que són usades en els algorismes per
estimar la distància a l'òptim, doncs en ell es veri�ca cTx∗ − bTy∗ = 0, pren el valor
nµ.

4. Els punts límits x∗ = limµ→0 xµ i (y∗, z∗) = limµ→0(yµ, zµ) existeixen i són solucions
del problema primal i del dual, respectivament.

2.7 Mètodes de punt interior de seguiment del camí primal-
dual

Aquesta família de mètodes modi�quen lleugerament l'equació (2.5) de la següent forma:

F (x, y, z) =

 ATy + z − c
Ax− b

XZe− τe

 = 0 (2.19)

(x, z) > 0
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La modi�cació només ha estat afegir el paràmetre escalar τ > 0 en la condició de com-
plementarietat, però malgrat això els canvis resultants són molt signi�catius. Ara obliguem
als productes xizi a tenir el mateix valor positiu per a i = 1, ..., n. En aquest context es
de�neix el camí central C com la trajectòria de punts estrictament factibles (x(τ), y(τ), z(τ))

depenent del paràmetre τ tals que veri�quen (2.19) per a un τ donat. En cada iteració es
resol (2.19) per a un valor de τ , el qual es va decrementant progressivament. Es demostra
(veure [60] pàgina 37 i següents) que per a cada valor de τ existeix una única solució de
(2.19) i que per tant la trajectòria C està ben de�nida. D'altre banda a mesura que τ → 0

les solucions de (2.19) aproximen millor les de (2.5).
En la pràctica el que realment fan aquests algorismes és relaxar la restricció XZe−τe = 0

substituint-la per la pertinença dels punts (x, z) a un entorn de la trajectòria C, de tal manera
que els productes xizi no prenen exactament el valor τ sinó algun altre valor aproximat. Els
entorns més usats són:

� L'entorn N2 (θ) usat pels algorismes de passa curta (short step path following) que
mesura la distància al camí central usant la norma euclídea:

N2 (θ) = {(x, y, z) |‖XZe− µe‖ ≤ θ} (2.20)

on θ ∈ [0, 1) és un paràmetre ajustable de l'algorisme, i X, Z són les matrius diagonals
que contenen els elements dels vectors x, z respectivament.

� L'entorn N−∞ (λ) usat pels algorismes de passa llarga (long step path following):

N−∞ (γ) = {(x, y, z) |xizi ≥ γµ i = 1, 2, . . . , n γ ∈ (0, 1)} . (2.21)

Mentre que els algorismes que usen la passa curta tenen millor complexitat teòrica, els
que usen la passa llarga obtenen millors prestacions computacionals; el següent resultat [60,
capítol 5] mostra les complexitats de tots dos tipus d'algorismes:

Teorema 2.7.1 (Complexitat dels algorismes de punt interior)
Donat un ε > 0 suposem que el punt inicial

(
x(0), y(0), z(0)

)
que es pren en l'algorisme de

punt interior veri�ca que µ0 6 1/εk per cert valor positiu k; llavors existeix un valor K tal
que µk 6 ε per tot k > K , i aquest valor K és de l'ordre O (n log 1/ε) per l'algorisme de
passa llarga i de l'ordre de O (

√
n log 1/ε) per l'algorisme de passa curta.

Tots els algorismes usats en aquesta memòria són de passa llarga. D'altre banda, si a
més a mes de la pertinença a un entorn del camí central exigim que els punts (x, y, z) siguin
factibles, obtenim la família de mètodes factibles, mentre que si permeten als successius
punts (x(k), y(k), z(k)) de ser no factibles, és a dir que no compleixen exactament les equacions
rc = Ay+z−c = 0, rb = Ax−b = 0, obtenim la família de mètodes infactibles primals-duals
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Algorisme 2.1 Primal-dual de punt interior per a programació lineal

Donat (x(0), y(0), z(0)) tal que (x(0), z(0)) > 0; fer k = 0

Mentre (x(k), y(k), z(k)) no sigui òptim fer

� Calcular µk = (x(k))T z(k)/n, σk

� Resoldre  AT 1n
A
Z X

 4x(k)

4y(k)

4z(k)

 = −

 ATy(k) + z(k) − c
Ax(k) − b

X(k)Z(k)e− σkµke

 (2.22)

� Escollir αk ∈ (0, 1] tal que (x(k+1), y(k+1), z(k+1))=(x(k), y(k), z(k)) +
αk(4x(k),4y(k),4z(k)) veri�qui

(
x(k+1), z(k+1)

)
> 0

� k = k + 1

Fi_Mentre

de punt interior, els quals a�ten superiorment els residus
∥∥Axk − b∥∥ , ∥∥ATyk + zk − c

∥∥ en
cada iteració per a algun múltiple del paràmetre τk = σkµk, de forma que a mesura que τ → 0

les successives solucions de (2.19) aconsegueixen progressivament la factibilitat primal-dual.

Un altre característica dels algorismes de seguiment del camí és que la direcció original
proporcionada pel mètode de Newton és modi�cada per tal d'allunyar-la de la frontera de la
regió factible i així permetre una llargada de passa superior sense violar les restriccions de
no negativitat. Per aconseguir-ho es de�neix un paràmetre de centrat σ ∈ [0, 1] i una mesura
dual µ = xT z/n de forma que τ = σµ i les equacions que es resolen en cada iteració són

F (x, y, z) =

 ATy + z − c
Ax− b

XZe− σµe

 = 0

En cada passa, l'algorisme de punt interior ha de decidir quin és el valor de σ: valors
propers a 0 proporcionen la direcció de Newton que resol exactament les equacions KKT
del problema, mentre que valors propers a 1 desvien la direcció de forma que el proper punt
(x, z) veri�qui xizi = µ, 1 ≤ i ≤ n. L'esquema de l'algorisme ve donat per l'Algorisme 2.1.
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2.8 Correccions de segon ordre a la passa de Newton

Si en l'Algorisme 2.1 es pren la llargada de passa αk = 1 llavors s'aconsegueix simultàniament
factibilitat primal i dual, això és, els residus rc = ATy(k) + z(k)− c, rb = Ax(k)− b s'anul·len;
en canvi el residu rxz = X(k)Z(k)e− σkµke no s'anula: queda un terme no nul 4X(k)4Z(k)e

de segon ordre. Mehrotra [41] va proposar una nova correcció a la passa de Newton que és
força utilitzada en el programari de punt interior consistent en afegir un terme addicional,
anomenat de correcció, en la determinació de la passa, per a millorar la reducció del residu
rxz. La determinació de la passa corregida es realitza en dos fases:

� obtenció de la passa de predicció: es calcula primer la passa dp = (4px
(k),4py

(k),4pz
(k)),

anomenada de predicció, resolen el sistema

 AT 1n
A

Z X

 4px
(k)

4py
(k)

4pz
(k)

 = −

 ATy(k) + z(k) − c
Ax(k) − b
X(k)Z(k)e



� obtenció de la passa de correcció i centralització: usant dp es calcula el paràmetre de
centrat σk més adient, tenint en compte la longitud màxima permesa per a la passa
dp sense violar les restriccions de no negativitat, i es determina la passa corregida
d = (4cx

(k),4cy
(k),4cz

(k)) resolent el següent sistema

 AT 1n
A

Z X

 4cx
(k)

4cy
(k)

4cz
(k)

 = −

 0

0

−σkµke+4px
(k)4pz

(k)e

 (2.23)

En l'última equació de complementarietat es combinen el terme de correcció4px
(k)4pz

(k)e

i el de centralització σkµke. Degut a l'utilització de aquestes dues passes el mètode és conegut
per la denominació algorisme de punt interior predictor-corrector de Mehrotra.

Com les matrius dels sistemes de les passes de predicció i de correcció són iguals, només
cal fer una única factorització per a resoldre els dos sistemes, de forma que la complexitat
afegida per al càlcul de dues direccions en lloc d'una no és gran. L'esquema de l'algorisme
resultant es mostra a l'Algorisme 2.2.

Algunes implementacions conegudes que usen la correcció de Mehrotra són LIPSOL [61],
PCx [20] i LOQO [57]. L'algorisme que usarem en la Secció 3.6 per a proporcionar resultats
computacionals per la regularització quadràtica de problemes lineals generals també usa la
correcció de segon ordre.
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Algorisme 2.2 Primal-dual de punt interior, correccions de Mehrotra

Donat (x(0), y(0), z(0)) tal que (x(0), z(0)) > 0; fer k = 0

Mentre (x(k), y(k), z(k)) no sigui òptim fer

� Calcular µk = (x(k))T z(k)/n, σk

� Resoldre  AT 1n
A
Z X

 4px
(k)

4py
(k)

4pz
(k)

 = −

 ATy(k) + z(k) − c
Ax(k) − b
X(k)Z(k)e

 (2.24)

� Calcular σk

� Resoldre AT 1n
A
Z X

 4cx
(k)

4cy
(k)

4cz
(k)

 = −

 0
0

−σkµke+4px
(k)4pz

(k)e

 (2.25)

� (4x(k),4y(k),4z(k)) = (4px
(k),4py

(k),4pz
(k)) + (4cx

(k),4cy
(k),4cz

(k))

� Escollir αk ∈ (0, 1] tal que (x(k+1), y(k+1), z(k+1))=(x(k), y(k), z(k)) +
αk(4x(k),4y(k),4z(k)) veri�qui

(
x(k+1), z(k+1)

)
> 0

� k = k + 1

Fi_Mentre

2.9 Extensió a la programació quadràtica amb �tes su-
periors a les variables

Un problema d'optimització on la funció objectiu és quadràtica i les restriccions són lineals
s'anomena problema quadràtic. La seva formulació estàndard és:

min
x

cTx+ 1
2
xTQx

subjecte a Ax = b (2.26)

x > 0

on Q és una matriu n × n simètrica. Aquest tipus de problemes tenen la seva pròpia àrea
d'aplicacions pràctiques, però també són útils com a subproblemes en aquells mètodes d'opti-
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mització que aproximen un problema per una seqüència de problemes quadràtics, i és aquest
tipus d'aplicacions el que ens interessa tractar aquí. Dintre d'aquesta categoria de mètodes
esmentarem els següents:

� Mètode de programació quadràtica seqüencial (Sequential Quadratic Programming)
[44, capítol 18]: aproximen un problema no lineal

min
x
f(x) subjecte a c(x) ≥ 0

per una seqüència de problemes quadràtics. En la iteració k -èsima de l'algorisme,
s'aproxima localment el problema original per un model quadràtic al voltant del punt
actual xk.

� Mètode de programació amb penalització quadràtica (Quadratic Penalty Method) [44,
capítol 17]: reemplacen un problema amb restriccions per una seqüència de problemes
sense restriccions on les restriccions originals són substituïdes per termes quadràtics de
penalització en la funció objectiu, de forma que els termes de penalització creixen quan
les restriccions són violades i és fan zero quan no ho són. Per exemple si el problema
original és un problema amb només restriccions d'igualtat:

min
x
f(x) subjecte a ci(x) = 0, i ∈ Γ (2.27)

llavors la funció quadràtica de penalització Q(x, µ) serà:

Q(x, µ) = f(x) +
1

2µ

∑
i∈Γ

c2
i (x)

on µ és el paràmetre de penalització, que s'atansa progressivament a zero, i per tant
incrementant progressivament la penalització a les violacions de la restricció ci(x) = 0.

� Mètode de la Lagrangiana augmentada [44, capítol 17]: de forma semblant al mètode
de penalitzacions quadràtiques, també usa un terme quadràtic de penalització associat
a les restriccions del problema, però l'afegeix a la funció Lagrangiana del problema
en comptes de a la funció objectiu, de forma que obtenim l'anomenada Lagrangia-
na augmentada. Per al mateix exemple (2.27) amb només restriccions d'igualtat la
Lagrangiana augmentada serà:

LA(x, λ, µ) = f(x)−
∑
i∈Γ

λici(x) +
∑
i∈Γ

c2
i (x)

que només difereix de la Lagrangiana estàndard en el terme quadràtic de penalitza-
ció. Si comparem amb el mètode de penalitzacions quadràtiques tenim que el terme
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1
2µ

∑
i∈Γ c

2
i (x) esdevé mal condicionat a mesura que µ → 0, en canvi en la formulació

de la Lagragiana augmentada això no succeeix.

La matriu Hessiana de la funció objectiu del problema quadràtic (2.26) coincideix amb la
matriu Q. Per tant si Q és de�nida positiva, llavors (2.26) és un problema quadràtic convex.
En els casos on la matriu Q és de�nida positiva i a més a més diagonal el problema (2.26)
serà convex separable, això és, la funció objectiu cTx + 1

2
xTQx és podrà expressar com la

suma d'n funcions objectius convexes
∑

iQiix
2
i + cixi. El cas convex i separable no és gaire

més difícil de resoldre que el problema lineal (2.1). En efecte, les condicions KKT per al
problema (2.26) són

ATy + z = c+Qx (2.28)

Ax = b (2.29)

zixi = 0, i = 1, 2, ..., n (2.30)

x, z ≥ 0 (2.31)

i si (2.26) és separable llavors l'única diferència amb les condicions KKT del problema lineal
(2.1) és el terme Qx on Q és una matriu diagonal. D'altra banda si el problema quadràtic
és convex també es manté la teoria de la dualitat esmentada en l'apartat anterior.

En el cas del problema quadràtic (2.26) el problema de barrera és

min
x

F (x;µ) = cTx+
1

2
xTQx− µ

n∑
i=1

log xi, (2.32)

subjecte a Ax = b (2.33)

i és immediat veure que les equacions KKT queden

c+Qx− z − ATy = 0

Ax− b = 0 (2.34)

x, z > 0

zixi = µ

Considerem ara una nova extensió en la que les variables primals del problema quadràtic
estiguin a�tades superiorment per u ∈ Rn:
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min
x

cTx+ 1
2
xTQx

subjecte a Ax = b (2.35)

0 6 x 6 u

Aquesta formulació ens serà útil quan desenvolupem, en el proper capítol, la regularització
quadràtica d'un problema lineal. Incorporant variables de folga s l'última desigualtat esdevé
x+ s = u, (x, s) > 0.

El corresponent problema dual és

max
x,y

bTy − 1
2
xTQx− uTw

subjecte a ATy −Qx+ z − w = c (2.36)

(z, w) > 0

i per tant el gap dual relatiu, que usarem més endavant en els algorismes, serà

∣∣(cTx+ 1
2
xTQx

)
−
(
bTy − 1

2
xTQx− uTw

)∣∣
1 +

∣∣(cTx+ 1
2
xTQx

)∣∣ (2.37)

El problema de barrera associat al problema (2.35) és

min xF (x; µ) = cTx+
1

2
xTQx− µ(

∑
log xi +

∑
log(ui − xi)) (2.38)

subjecte a Ax = b (2.39)

i les condicions necessàries i su�cients d'òptim esdevenen

−Qx+ z − w + ATy = c (2.40a)

Ax = b (2.40b)

(w, z) ≥ 0 (2.40c)

u > x > 0 (2.40d)

XZe = µe (2.40e)

(U −X)We = µe (2.40f)
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on e∈ Rnés el vector (1, 1, . . . , 1) i les matrius X, Z, U, W∈ Rn×n són matrius diagonals que
contenen els elements dels vectors x, z, u, w respectivament. Les dues primeres igualtats de
(2.40) imposen la factibilitat dual i primal, respectivament, les dues desigualtats següents
expressen la no negativitat de les variables i les dues últimes igualtats imposen complemen-
tarietat.

De�nim ara la funció F (x, y, z, w) : R3n+m → R3n+m
usant les equacions de factibilitat i

complementarietat de (2.40b):

F (x, y, z, w) =


−Qx+ z − w + ATy − c

Ax− b
XZe− µe

(U −X)We− µe

 (2.41)

Tenim que (2.40b) equival a

F (x, y, z, w) = 0

(w, z) ≥ 0

u > x > 0

Si apliquem el mètode de Newton al problema F (x, y, z, w) = 0 per a obtenir les direccions
de moviment (4x,4y,4z,4w), obtenim el sistema lineal següent:

−Q AT 1n −1n
A

Z X

−W U −X



4x
4y
4z
4w

 =


rc
rb
rxz
ruw

 (2.42)

on hem de�nit els residus rc, rb, rxz, rfw :

rc = −(−Qx+ z − w + ATy − c) = c− (ATy + z − w −Qx)

rb = −(Ax− b) = b− Ax
rxz = −(XZe− µe) = µe−XZe
ruw = −((U −X)We− µe) = µe− (U −X)We

2.9.1 Sistema augmentat i equacions normals

L'estructura de la matriu del sistema (2.42) permet reformular el problema de forma més
compacta, estalviant a més a més costos computacionals. Si eliminem 4w i 4z de les dues
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últimes equacions de (2.42) obtenim

4z = X−1(rxz − Z4x) (2.43a)

4w = (U −X)−1(ruw +W4x) (2.43b)[
−Q AT

A

] [
4x
4y

]
=

[
rc −4z +4w

rb

]
(2.43c)

Usant (2.43b), (2.43a) en (2.43c) obtenim

−Q4x+ AT4y = rc −X−1(rxz − Z4x) + (U −X)−1(ruw +W4x)⇔

(−Q−X−1Z − (U −X)−1W )4x+ AT4y = rc −X−1rxz + (U −X)−1ruw

Ara podem escriure les equacions en (4x,4y) en la forma coneguda com sistema aug-
mentat: [

−Θ−1 AT

A

] [
4x
4y

]
=

[
r

rb

]
(2.44)

on hem de�nit r = rc −X−1rxz + (U −X)−1ruw i

Θ = (Q+X−1Z + (U −X)−1W )−1 (2.45)

La matriu del sistema augmentat és simètrica però no es de�nida positiva. Podem re-
alitzar una eliminació addicional de 4x en (2.44) per a obtenir les anomenades equacions
normals:

−Θ−14x+ AT4y = r

⇓
4x = Θ(AT4y − r)⇔ (2.46)

(AΘAT )4y = rb + AΘr = g (2.47)

En de�nitiva, les direccions de Newton (4x,4y,4z,4w) de 2.42 es calculen resolent
primer (2.47) i després (2.46), (2.43a), (2.43b).

L'obtenció de 4x usant l'equació (2.46) un cop tenim 4y no presenta di�cultats tècni-
ques, doncs Θ és una matriu diagonal. El mateix podem dir per a l'obtenció de 4z,4w
usant (2.43a),(2.43b) un cop tenim 4x. Així doncs la tasca més laboriosa computacional-
ment serà resoldre el sistema lineal (2.47), amb la matriu AΘAT simètrica i de�nida positiva,
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que usualment es duu a terme usant factoritzacions de Cholesky. La majoria d'implementa-
cions dels mètodes primals-duals de punt interior procedeixen d'aquesta forma. No obstant,
la resolució del sistema augmentat (2.44) pot presentar avantatges en certes situacions [60,
pàgines 220 i següents].
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Capítol 3

Regularització quadràtica de la funció de
barrera

3.1 Regularització numèrica

Parlant en termes molt generals, regularitzar un problema és transformar-lo en un altre amb
millors propietats numèriques. És una tècnica habitualment usada per a tractar problemes
�mal formulats� (ill-posed problems). Es considera que un problema està ben formulat segons
Hadamard [31]quan veri�ca tres condicions:

1. Existeix una solució

2. La solució és única

3. La solució depèn contínuament de les dades del problema

És desitjable que un problema estigui ben plantejat, doncs llavors podem usar algorismes
estables per a resoldre'l. Altrament podem intentar re-formular el problema afegint elements
addicionals per a obtenir-ne un altre ben plantejat. En aquest sentit un àrea força activa
de recerca és la dels problemes inversos (inverse problems) [3], que són aquells en els quals
volem obtenir els valors d'alguns paràmetres del model a partir de les dades observades. En
particular, un problema lineal invers té la forma

b = A(x)

on A és un operador lineal que descriu la relació entre les dades i els paràmetres del model.
Aquest tipus de problemes és freqüent que produeixen formulacions mal plantejades segons
Hadamard, especialment en la tercera condició de dependència contínua de la sol·solució
respecte les dades, resultant models inestables sota pertorbacions .

27
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La tècnica més usada per regularitzar problemes mal plantejats és la regularització de
Tikhonov [53, pàgines 28 i següents], directament relacionada amb l'algorisme de Levenberg-
Marquardt [44, capítol 10] per al problema de mínims quadrats. Per a resoldre el sistema
sobre determinat d'equacions Ax = b la tècnica habitual és minimitzar el residu ‖Ax− b‖2.
Del conjunt de solucions possibles podem privilegiar una determinada amb certes propietats
desitjables afegint un terme de regularització en la minimització:

‖Ax− b‖2 + ‖αTx‖2

per a alguna matriu T de Tikhonov i amb α ∈ R un factor d'escalat. Per exemple, triant
T = I, α = 1 privilegiem les solucions de norma mínima.

3.1.1 Regularització en optimització

La regularització numèrica en optimització també s'aplica en aquells casos on, malgrat el
problema original estigui ben plantejat, volem igualment aconseguir una millora en les seves
propietats numèriques o bé obtenir una solució amb certes propietats desitjables. Podem
per tant de�nir la regularització numèrica en optimització com un conjunt de tècniques que
introdueixen termes de pertorbació o bé en la funció objectiu, o bé en les restriccions o bé
en totes dues, a � i efecte de millorar l'estabilitat numèrica dels algorismes.

Si considerem ara un problema general d'optimització convexa

min
x

f(x)

subjecte a x ∈ C

una tècnica habitual de regularitzar el problema és afegir una funció convexa a l'objectiu

min
x

f(x) + αg(x)

subjecte a x ∈ C

on g(x) és una funció convexa i α ∈ R+ un factor d'escalat. La regularització de Tikhonov
és un cas particular on g(x) = ‖x‖2. En general, la solució del problema regularitzat no
té perquè ser solució del problema original. En el cas de que sí que ho sigui, direm que la
regularització és exacta [26]. Per el cas particular de programació lineal amb una funció de
regularització g(x) convexa,
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min
x

cTx+ αg(x)

subjecte a Ax = b

x = 0

es demostra en [39] que, si el problema original està ben de�nit de forma que té solució i és
única, llavors per valors su�cientment petits d'α, la regularització és exacta.

Un cas particular important d'optimització convexa és el problema de mínims quadrats
amb l'objectiu afegit de que ‖x‖ tingui el mínim valor possible:

min
x

[
‖f(x)‖
‖x‖

]
(3.1)

on f(x) és convexa. En aquest tipus de problemes tenim dos objectius simultanis. Un mètode
habitual de resoldre'l és usar la regularització, convertint el problema original (3.1) en un
altre que inclou paràmetres d'escalat:

min
x
‖f(x)‖2 + α ‖x‖2 (3.2)

on α ∈ R+ . El terme de regularització es pot interpretar com el nostre coneixement previ
sobre el valor de l'òptim x: si sabem que no pot ser massa gran, llavors donarem un valor
gran a α per tal de penalitzar els x de valor elevat.

D'ara en endavant ens restringirem a la regularització aplicada als algorismes de punt
interior per a programació lineal.

3.1.2 Regularització en mètodes de punt interior

En aquest apartat introduirem les tècniques de regularització aplicades a l'àmbit dels mètodes
d'optimització de punt interior. Suposem que tenim el problema d'optimització convex

min
x
f(x) , x ∈ C, f : Rn → R

A continuació fem un breu resum d'algunes d'aquestes tècniques.

� Ja en el treball original de Fiacco i McCormick [23] es fa referència a la regularització
dintre del context dels mètodes de punt interior per a optimització. Proposaven afegir
un factor r a les restriccions que s'anul·la a mesura que avancem vers l'òptim per tal
de relaxar les condicions necessàries de convergència del mètode.

� Moreau [42] va introduir el concepte d'embolcall proximal d'una funció (Moreau enve-
lop), mes conegut per el nom de regularització de Moreau-Yosida. Donat el problema
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de minimització convex min {f (x) : x ∈ Rn} on f : Rn → R és una funció convexa, es
de�neix la funció regularitzada F (x) de Moreau-Yosida d'f com la funció F : Rn → R
següent:

F (x) = min
z

{
f(z) +

1

2λ
‖z − x‖2

}
on λ és un paràmetre positiu i z∈ Rn. Com més petit prenem el paràmetre λ més
s'aproximarà F (x) a f(x). Quan apliquem aquesta regularització a una funció convexa
no diferenciable f, la funció regularitzada F és �suavitzada� i té millors propietats dife-
rencials. A més a més en el cas d'un funció f convexa, la funció i la seva regularització
de Moreau-Yosida tenen el mateix conjunt de punts mínims. Llavors podem substituir
el problema original minx f(x) per al problema regularitzat minx F (x). Donat que
la funció regularitzada és diferenciable amb continuïtat, es poden utilitzar mètodes
diferencials per a trobar el mínim de la funció original. Veure per exemple [47], [38].

� Directament relacionat amb la regularització de Moreau-Yosida, l'algorisme de punt
proximal [37], desenvolupat inicialment en el context de la minimització d'una funció
convexa en un espai de Hilbert, en la seva forma original el que fa es afegir una funció
quadràtica convexa a la funció objectiu com a terme de regularització:

xk+1 = arg min
x

{
f(x) +

1

2λ

∥∥x− xk∥∥2
}

(3.3)

L'algorisme de punt proximal pot ser descrit com un mètode d'optimització aplicat a la
funció regularitzada de Moreau-Yosida. En aquesta formulació original, la complexitat
dels algorismes de punt interior que usen la passa regularitzada (3.3) resulta ser la
mateixa que quan usen la passa estàndard no regularitzada xk+1 = arg minx {f(x)}.

� Setiono [50] utilitza el terme de regularització proximal en un algorisme de programació
lineal de punt interior per tal de millorar el condicionament del sistema que cal resoldre
en aplicar el mètode de Newton. La seva formulació usa la minimització de la barrera
logarítmica regularitzada F (x) següent:

xk+1 = arg min
x

(
cTx+ F k(x)

)
(3.4)

F k(x) =
αk

2

∥∥x− xk∥∥2 − µk
n∑
i=1

log xi (3.5)

on la norma ‖·‖ és l'euclídea i xk és el punt obtingut en la iteració k-èsima. El paràmetre
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αk és con�gura en cada iteració. Rockafellar [55] va mostrar que el requeriment de
minimitzar de forma exacta en cada iteració la funció objectiu regularitzada proximal
podia relaxar-se sense perdre la convergència. Seguint a Rockafellar, Setiono no resol
exactament (3.4), sinó que el que realment resol en cada iteració és el problema

min
x

(
c+∇F k

(
xk
))T (

x− xk
)

+ 1
2

(
x− xk

)T ∇2F k(xk)
(
x− xk

)
(3.6)

subjecte a Ax = b

on ∇F k (x) = αk
(
x− xk

)
− µkX−1e

∇2F k(x) = αkI + µkX−2

∇F k
(
xk
)

= −µkX−1
k e

∇2F k(xk) = αkI + µkX−2
k

Si de�nim c̃k = c − µkX−1
k e i Qk = αkI + µkX−2

k � 0, que és una matriu diagonal de�-
nida positiva que conté el paràmetre de barrera µ, podem expressar (3.6) com un problema
quadràtic separable

min
x

(
c̃k
)T (

x− xk
)

+
1

2

(
x− xk

)T
Qk

(
x− xk

)
(3.7)

� Alguns algorismes de punt interior per a PL usen el sistema augmentat (2.44) per a
resoldre les equacions Karush-Kuhn-Tucker. En aplicar a aquest sistema el mètode
de Newton resulta un sistema lineal amb una matriu inde�nida; amb un terme de
regularització la matriu esdevé quasi-de�nida i factorizable [56].

� Saunders i Tomlin [49] han usat una regularització numèrica dintre d'un algorisme
infactible primal-dual predictor-corrector per a programació lineal. El que fan és subs-
tituir el problema original per un de quadràtic de la forma

min
x,p

cTx+ 1
2
‖γx‖2 + 1

2
‖p‖2

subjecte a Ax+ δp = b, x > 0

Els paràmetres δ i γ són valors reals positius ajustables. La matriu del sistema augmentat
regularitzat esdevé:

K =

[
−H A′

A δ2I

]
, H = D + γ2I

Si els paràmetres δ i γ tenen valors apropiats, llavors existirà una factorització triangular
PKP ′ = LDL′



32 Capítol 3. Regularització quadràtica de la funció de barrera

� Gondzio i Altman [2] també usen una regularització quadràtica semblant, amb la dife-
rència de que els paràmetres ajustables modi�quen els seus valors dinàmicament:

K =

[
−D A′

A 0

]
+

[
−Rp 0

0 Rd

]
Rp i Rd són matrius diagonals que es poden veure com termes de regularització proxi-
mals per a les funcions objectiu primal i dual, respectivament.

� En totes les regularitzacions exposades anteriorment s'afegeix el terme addicional de
regularització a la funció objectiu o a les restriccions. Hi han també treballs fets en
els quals es regularitza un mètode de barrera afegint directament un terme proximal
a la funció de barrera. Així per exemple es de�neix l'algorisme �proximal ACCPM �
com una variant del mètode ACCPM (�analytic center cutting plane method �) [27], en
el qual s'afegeix un terme proximal de la forma 1

2
(x − xk)

TQ(x − xk) a la funció de
barrera que de�neix el centre analític.

� En [22] s'aplica la variant proximal al problema �P-median problem�, útil per a
molts models de situacions del món real, com ara la ubicació de béns públics o
instal lacions industrials, magatzems [32] i altres [34]. Emmarcat com un model de
localització de béns públics, el model p-median minimitza la distància ponderada
de tots els usuaris al seu servei més pròxim subjecte a les següents restriccions:
tots els usuaris reben el servei, el nombre total de serveis o la seva capacitat no
s'excedeix.

� En [4] s'aplica el mètode ACCPM proximal al problema de �uxos multiarticle en
una xarxa de transport.

� En els dos casos anteriors el terme proximal no es va afegir per a millorar les
prestacions numèriques dels algorismes, sinó per a simpli�car la demostració de la
convergència, l'estimació de la complexitat de l'algorisme, i per a ajustar alguns
paràmetres interns. No obstant, l'algorisme Proximal-ACCPM té, en general, un
rendiment numèric superior a ACCPM [5].

En els següents apartats formulem la regularització que hem treballat en aquesta memòria.
De forma semblant a l'algorisme ACCPM proximal, afegeix el terme addicional no a la
funció objectiu o les restriccions, sinó a la funció de barrera logarítmica, de forma que
el terme de regularització queda multiplicat per al paràmetre de barrera, el qual decreix
progressivament en avançar l'algorisme vers l'optimalitat, assegurant així que també el terme
afegit de regularització tendeix a a anular-se.
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3.2 Regularització quadràtica de la barrera: formulació

Treballarem a partir d'ara amb l'optimització d'un problema lineal amb �tes superiors u ∈ Rn
en les variables primals x:

min
x

cTx

subjecte a Ax = b (3.8)

0 ≤ x ≤ u

Introduïm aquí les �tes superiors u degut a que milloren les propietats teòriques de la
regularització que proposem, a�rmació que es veurà justi�cada posteriorment. Això no és
cap restricció important, doncs malgrat un problema en forma estàndard no inclou aquestes
�tes, en un problema que no sigui il·limitat sempre existiran les �tes superiors, malgrat siguin
desconegudes a priori.

La funció de barrera logarítmica que inclou les �tes superiors és

F (x, µ) = −µ(
∑
i

lnxi +
∑
i

ln(ui − xi)) (3.9)

La barrera (3.9) és diferenciable i estrictament convexa en l'interior de 0 ≤ x ≤ u:
∇F = −µ

(
X−1e− (U −X)−1 e

)
, ∇2F = µ

(
X−2 + (U −X)−2) � 0. Regularitzem aquesta

barrera afegint el terme quadràtic convex 1
2
xTQx, on Q és una matriu diagonal positiva, de

forma que quedi afectat pel paràmetre de barrera µ:

FQ(x;µ) = −µ(−1

2
xTQx+

∑
i

lnxi +
∑
i

ln(ui − xi)) (3.10)

= F (x, µ) + µ

(
1

2
xTQx

)
(3.11)

El problema de barrera regularitzada que s'ha de resoldre és, doncs,

min
x
B(x, µ) = cTx− µ(−1

2
xTQx+

∑
i

lnxi +
∑
i

ln(ui − xi))

subjecte a Ax = b (3.12)

Amb el terme de regularització la nova funció FQ(x;µ) té les següents propietats:

1. FQ(x;µ) pren valors �nits en l'interior de la seva regió de de�nició {u > x > 0} i in�nits
en la seva frontera
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2. FQ(x;µ) és diferenciable amb continuïtat en l'interior de la regió factible i estrictament
convexa: ∇FQ =∇F + µQx, ∇2FQ = ∇2F + µQ � 0.

3. Els seus valors s'atansen a ∞ conforme ens atansem a la frontera de la regió factible.

4. La reducció del terme de regularització conforme ens atansem a l'òptim ve regulada
pel paràmetre de barrera µ.

5. Tal com es demostrarà en l'apartat 3.5.2, la barrera regularitzada veri�ca les condicions
necessàries per a ser una barrera auto-concordant (self-concordant barrier).

Les propietats 1�3 són de comprovació immediata i asseguren que FQ(x;µ) és una funció de
barrera. La propietat 4 és evident. En quant a la propietat 5, ens permetrà més endavant
establir resultats sobre la convergència de l'algorisme regularitzat de punt interior usant les
propietats de les funcions i barreres auto-concordants [43, capítol 4.2].

La funció de Lagrange del problema (3.12) és

L(x, y) = cTx− µ(−1

2
xTQx+

∑
lnxi +

∑
i

ln(ui − xi))− y(Ax− b)

i les condicions de primer ordre d'òptim són

∇xL(x, y) = c− µ(−Qx+X−1e− (U −X)−1e)− ATy = 0

∇yL(x, y) = Ax− b = 0

De�nim w = µ(U −X)−1e i z = µX−1e de forma que obtenim

c+ µQx− z + w − ATy = 0

Ax− b = 0

Si comparem amb les condicions equivalents corresponents al problema quadràtic

min
x

cTx+ 1
2
xTQx

subjecte a Ax = b (3.13)

0 ≤ x ≤ u

que son
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c+Qx− z + w − ATy = 0

Ax− b = 0

veiem que l'única diferència està en el paràmetre de barrera µ que acompanya al terme Qx
en la infactibilitat dual en el cas regularitzat.

El conjunt d'equacions d'optimalitat KKT del problema regularitzat queda, doncs:

c+ µQx− z + w − ATy = 0 (3.14a)

Ax− b = 0 (3.14b)

(U −X)We = µe (3.14c)

XZe = µe (3.14d)

(z, w) > 0 (3.14e)

u > x > 0 (3.14f)

A efectes pràctics veiem que per a implementar un algorisme amb regularització quadrà-
tica de la funció de barrera per a PL podem usar un algorisme per a programació quadràtica
tenint en compte la modi�cació en la condició (3.14a) de la factibilitat dual. La linealització
de (3.14a)�(3.14d) aplicant el mètode de Newton ens proporciona les següents equacions:


µQ −AT −I I

A

−W −X
Z X



4x
4y
4z
4w

 = −


c+ µQxk − zk + wk − ATyk

Axk − b
(U −Xk)Wke− µe

XkZke− µe

 (3.15a)

= −


rc
rb
rw
rxz

 (3.15b)

(z, w) > 0 (3.15c)

u > x > 0 (3.15d)

3.2.1 Regularització de punt proximal

Malgrat que la regularització quadràtica presentada en la secció anterior és sobre la que
treballem de forma completa en aquesta memòria (això és: teoremes de convergència i com-
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plexitat, algorismes i resultats computacionals) hem decidit implementar també una segona
regularització del tipus de punt proximal [37][55] a � i efecte de comparar els resultats
computacionals obtinguts amb totes dues regularitzacions. En aquesta secció formulem la
regularització de punt proximal, i en el següent capítol es veurà la implementació pràctica.

Donat el problema primal amb �tes superiors (3.8), amb funció de barrera (3.9), consi-
derem la barrera amb regularització proximal:

FP (x;µ) = −µ

(∑
i

lnxi +
∑
i

ln(ui − xi)

)
+

1

2
(x− xk)TQP (x− xk) (3.16)

En l'apartat 3.1.2 hem vist que la regularització de punt proximal usada en [50] prenia
QP = αkI+µkX−2

k ; en el nostre cas prenem QP = µkQ on Q és una matriu diagonal positiva.
Podem per tant expressar FP (x;µk) com

FP (x;µ) = −µ

(∑
i

lnxi +
∑
i

ln(ui − xi)−
1

2
(x− xk)TQ(x− xk)

)
(3.17)

El problema que resolem queda, doncs,

min
x
BP (x, µ) = cTx− µ

(∑
i

lnxi +
∑
i

ln(ui − xi)−
1

2
(x− xk)TQ(x− xk)

)
(3.18)

subjecte a Ax = b

La funció de Lagrange corresponent és

L(x, y) = cTx− µ

(
−1

2
(x− xk)TQ(x− xk) +

∑
lnxi +

∑
i

ln(ui − xi)

)
− y(Ax− b)

Les condicions de primer ordre d'òptim són

∇xL(x, y) = c− µ
(
−Q(x− xk) +X−1e− (U −X)−1e

)
− ATy = 0

∇yL(x, y) = Ax− b = 0

Les equacions KKT del problema regularitzat proximal seran:
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F (x, y, z, w) =


c+ µQ(x− xk)− z + w − ATy

Ax− b
(U −X)We− µe

XZe− µe

 = 0 (3.19)

(x, w) > 0 (3.20)

u > x > 0 (3.21)

La matriu Jacobiana de (3.19) és

∇F (x, y, z, w) =


µQ −AT −I I

A

−W −X
Z X


Les equacions de Newton per a la passa (4x,4y,4z,4w) des del punt (x(k), y(k), z(k), w(k))

�ns el punt (x, y, z) = (x(k), y(k), z(k), w(k)) + (4x,4y,4z,4w) són:

∇F (x(k), y(k), z(k), w(k))(4x,4y,4z,4w) = −F (x(k), y(k), z(k), w(k)),

és a dir:


µQ −AT −I I

A

−W −X
Z X



4x
4y
4z
4w

 = −


c+ µQ(x(k) − x(k))− z(k) + w(k) − ATy(k)

Ax(k) − b
(U −X(k))W (k)e− µe

X(k)Z(k)e− µe



= −


c− z(k) + w(k) − ATy(k)

Ax(k) − b
(U −X(k))W (k)e− µe

X(k)Z(k)e− µe

 = −


rc
rb
rw
rxz

(3.22)

Observem que degut a la cancel·lació del terme µQk(x
(k)− x(k)) el residu (rc, rb, rw, rxz)

T

és igual que al cas lineal, però la Jacobiana és com la del cas de regularització quadràtica de la
secció anterior. Aquesta regularització de punt proximal queda com una barreja del cas lineal
(pel terme de residu) i del cas regularització quadràtica (per a la matriu de la Jacobiana).
La taula 3.1 resumeix les diferències entre les Jacobianes i els residus de les formulacions
lineal, quadràtica, lineal amb regularització quadràtica i lineal amb regularització proximal,
totes elles amb �tes superiors a les variables primals.
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Taula 3.1: Jacobiana i residu de cada formulació
Formulació Jacobiana Residu

Lineal


0 AT 1n −1n
A
Z X
−W U −X



c− z(k) + w(k) − ATy(k)

Ax(k) − b
(U −X(k))W (k)e− µe

X(k)Z(k)e− µe



Quadràtic


−Q AT 1n −1n
A
Z X
−W U −X



c+Qx(k) − z(k) + w(k) − ATy(k)

Ax(k) − b
(U −X(k))W (k)e− µe

X(k)Z(k)e− µe



Lineal, regularització
quadràtica


µQ −AT −I I
A
−W −X
Z X



c+ µQx(k) − z(k) + w(k) − ATy(k)

Ax(k) − b
(U −X(k))W (k)e− µe

X(k)Z(k)e− µe



Lineal, regularització
proximal


µQ −AT −I I
A
−W −X
Z X



c− z(k) + w(k) − ATy(k)

Ax(k) − b
(U −X(k))W (k)e− µe

X(k)Z(k)e− µe



3.3 Convergència a l'òptim del mètode de punt interior
clàssic de Fiacco-McCormick

Mostrarem ara que la barrera regularitzada (3.10) veri�ca l'esquema clàssic de punt interior
de Fiacco-McCormick, de forma que l'algorisme de punt interior aplicat a la funció (3.10)
serà convergent. En la secció següent veurem també un teorema sobre l'existència del camí
central regularitzat. Seguirem les notacions originals emprades en [23], capítol 3.

En el que segueix es treballa amb l'optimització del problema

min
x
f(x) subjecte a gi(x) ≥ 0, i = 1, ...,m (3.23)

Enunciem a continuació les condicions i els teoremes en forma abreujada, mostrant només
els resultats que ens interessa usar en el nostre context, per a posteriorment mostrar que la
barrera (3.10) veri�ca les condicions imposades.

Sigui I una funció escalar d'x amb dues propietats:

1. I(x) és contínua en la regió R0 = {x |gi(x) > 0, i = 1, ...,m}
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2. Si
{
x(k)
}
és qualsevol seqüència in�nita de punts en R0 convergent a xB de forma que

gi(xB)=0 per al menys una i, llavors limk→∞ I(x(k)) = +∞

Sigui també una funció escalar s(r) d'una variable r amb les següents propietats:

1. Si r1 > r2 > 0, llavors s(r1) > s(r2) > 0

2. Si {rk}és una seqüència in�nita de punts tals que limk→∞ rk = 0, llavors limk→∞ s(rk) =

0

Amb aquestes de�nicions podem enunciar el teorema 8 de [23]:

Teorema 3.3.1 (Convergència a conjunts compactes de mínims locals per a algorismes de
punt interior) Si

1. les funcions f, g1, ..., gm són contínues,

2. la funció U = f(x) + s(r)I(x) és una funció de minimització de punt interior sense
restriccions, això és, I i s satisfan les propietats 1 i 2 enunciades anteriorment,

3. el conjunt de valors {x ∈ A∗} tals que v = f(x) és un mínim local d'f és un conjunt
aïllat, compacte i no buit,

4. al menys un punt d'A∗està en la clausura d'R0,

5. {rk} és una seqüència estrictament decreixent tal que limk→∞ rk = 0,

llavors la seqüència de mínims de U = f(x) + s(r)I(x) convergeix al conjunt compacte de
mínims A∗ del problema (3.23)

Enunciem també el teorema 12 de [23]:

Teorema 3.3.2 Si

1. les funcions f, g1, ..., gm tenen derivades de 1r i 2n ordre

2. I(g) =
∑m

i=1 Ii(gi) és una funció 2 cops diferenciable de les gi > 0 amb les següents
propietats:

(a) si
{
gki = gi(x

(k)) > 0
}
és una seqüència in�nita de punts llavors limk→∞ Ii(g

k
i ) =

+∞

(b) si g0
i > 0 llavors ∂Ii(g0

i )/∂gi < 0, ∂I2
i (g0

i )/∂g
2
i > 0, i ∂I2

i /∂g
2
i és una funció

monòtona decreixent de gi
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llavors existeix una trajectòria aïllada i derivable de mínims x(r) de la funció U = f(x) +

s(r)I(x) que convergeixen a x∗, solució de (3.23)

Per a veure que (3.10) veri�ca les condicions exposades, l'escrivim com

F (x) =
n∑
i=1

Gi(x) +Hi(x), Gi(x) =
1

2
qix

2
i − lnxi, Hi(x) = − ln(ui − xi) (3.24)

on qi són els termes de la diagonal de Q. Si de�nim les restriccions gi(x) = xi ≥ 0, hi(x) =

ui − xi ≥ 0 llavors les seves barreres són Gi(x) i Hi(x), respectivament. Identi�quem r =

µ, s(r) = s(µ) = µ, I(x) = F (x), f(x) = cTx. Tenim que

1. Gi(x) és contínua en {x : gi(x) > 0}, i Hi(x) és contínua en {x : hi(x) > 0}

2. Gi(x)→∞ quan gi(x)→ 0 i Hi(x)→∞ quan hi(x)→ 0

Com el problema de minimització (3.12) és convex, es veri�quen les condicions de conver-
gència del conjunt de mínims de (3.12) al mínim de (3.8) segons el teorema 3.3.1.

D'altra banda les barreres Gi(gi(x)) = Gi(xi) i Hi(hi(x)) = Hi(ui − xi)) veri�quen:

1. són funcions dues vegades derivables de gi(x), hi(x), respectivament

2. ∂Gi(gi)/∂gi = qixi − 1/xi < 0 ⇔ qi < 1/x2. Com x < u aquesta condició es veri�carà
sempre que qi < 1/u2

i , és a dir, per a valors petits de Q.

3. ∂Hi(hi)/∂hi = −1/hi < 0

4. ∂2Gi(gi)/∂g
2
i = qi + 1/x2

i > 0, ∂2Hi(hi)/∂h
2
i = 1/h2

i > 0

5. ∂2Gi(gi)/∂g
2
i i ∂Hi(hi)/∂hi són funcions monòtones decreixents de gi i hi respectiva-

ment

En aquestes condicions el teorema 12 de [23] ens assegura l'existència de la trajectòria for-
mada per als mínims x(µ) del problema

min
x
cTx+ µF (x)

i a més a més tenim que limµ→0 x(µ) = x∗, solució del problema (3.8).
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3.4 Existència del camí central primal-dual del problema
regularitzat

Els algorismes de seguiment del camí (path-following) segueixen una trajectòria de punts
propers al camí central C. Sense pèrdua de generalitat, en aquest apartat treballarem amb un
problema lineal amb regularització quadràtica sense �tes superiors, per al qual les equacions
de C seran simplement les (3.14) eliminant les variables f, w:

c+ µQx− z − ATy = 0

Ax− b = 0 (3.25)

XZe = µe

(x, z) > 0

Anem a mostrar ara que aquesta trajectòria de punts C està ben de�nida, això és: per a
cada µ > 0 existeix una solució de (3.25) que és única. L'argumentació segueix la demostració
d'existència del camí central primal-dual per problemes lineals de [60, pàgines 36-40].

Donat el problema lineal estàndard (2.1) de�nim els conjunts de punts factibles primals-
duals F i el conjunt de punts estrictament factibles primals-duals F0 :

F =
{

(x, y, z)
∣∣Ax = b, ATy + z − µQx = c, (x, z) > 0

}
(3.26)

F0 =
{

(x, y, z)
∣∣Ax = b, ATy + z − µQx = c, (x, z) > 0

}
(3.27)

Necessitem un Lema previ:

Lema 3.4.1 Suposem que F0 6= �. Llavors per cada K ≥ 0 el conjunt

{
(x, z)

∣∣(x, y, z) ∈ F per algún y, i a més a més xT z 6 K
}

està a�tat.

Demostració: Sigui (x̄, ȳ, z̄) un vector qualsevol d'F0 i (x, y, z) qualsevol vector d'F tal
que xT z 6 K. Com Ax̄ = b i Ax = b tindrem que A (x̄− x) = 0. De forma semblant també
tindrem que AT (ȳ − y) + (z̄ − z)− µQ (x̄− x) = 0. Aquestes dues equacions impliquen que
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(x̄− x)T (z̄ − z) = (x̄− x)T
(
−AT (ȳ − y) + µQ (x̄− x)

)
= − (x̄− x)T AT (ȳ − y) + µ (x̄− x)T Q (x̄− x)

= 0 · (ȳ − y) + µ (x̄− x)T Q (x̄− x)

= µ (x̄− x)T Q (x̄− x) ,

i reorganitzan els termes,

x̄T z + z̄Tx = x̄T z̄ + xT z − µ (x̄− x)T Q (x̄− x) .

Com xT z 6 K i µ (x̄− x)T Q (x̄− x) > 0 doncs suposem que Q és de�nida positiva, obtenim

x̄T z + z̄Tx 6 K + x̄T z̄ − µ (x̄− x)T Q (x̄− x)⇒
x̄T z + z̄Tx 6 K + x̄T z̄ (3.28)

La quantitat ξ = mini=1,...,n min (x̄i, z̄i) és un nombre positiu, doncs (x̄, z̄) > 0; utilitzant-lo
en (3.28) obtenim

ξeT (x+ z) 6 K + x̄T z̄,

que implica

0 6 xi 6
1

ξ

(
K + x̄T z̄

)
, 0 6 zi 6

1

ξ

(
K + x̄T z̄

)
, i = 1, 2, . . . , n

i queda provada l'a�rmació. �

Per provar l'existència i unicitat del camí central regularitzat de�nim un nou conjunt H0

com
H0 =

{
(x, z)

∣∣(x, y, z) ∈ F0 per algun y ∈ Rm
}

De�nim també la funció de barrera següent:

fµ =
1

µ
xT z −

n∑
i=1

log (xizi) (3.29)

Teorema 3.4.1 Enunciem les següents propietats de la funció fµ:

1. fµ pren valors arbitràriament grans quan (x, z) s'atansa a la frontera d'H0, és a dir,
quan qualsevol dels valors xj, zj s'atansen a zero.

2. fµ és estrictament convexa en H0
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3. fµ està �tada inferiorment.

4. Donat un µ > 0, i qualsevol nombre κ, tots els punts (x, z) del conjunt de nivell
Lκ = {(x, z) ∈ H0 |fµ(x, z) ≤ κ} per a la funció fµ(x, z) satisfan

xi ∈ [Ml,Mu] , zi ∈ [Ml,Mu] , i = 1, 2, ..., n, (3.30)

per certs nombres positius Mli Mu, i per tant els punts (x, z) del conjunt de nivell Lκ
estan continguts en subconjunts compactes.

Demostració:
La propietat 1 és immediata. Per veure la propietat 2 usem (x, y, z) ∈ F0 ⇒ ATy +

z − µQx = c⇒ xT
(
ATy + z − µQx

)
= xT c ⇒ xT z = cTx − xTATy + µxTQx, i per tant

el primer terme de (3.29) és igual a la suma del terme lineal cTx − xTATy més el terme
quadràtic µxTQx, on x > 0, de forma que (3.29) és igual a la suma de funcions estrictament
convexes, que és una funció estrictament convexa.

Per demostrar la propietat 3de�nim la funció real de variable real g(t) = t− log t− 1 per
poder reescriure fµ com

fµ (x, z) =
n∑
j=1

g

(
xjzj
µ

)
+ n− n log µ (3.31)

La funció g(t), estrictament convexa en el domini (0,∞) , pren valors no negatius i tendeix
a ∞ quan t→ 0 o bé t→∞.Com g(t) > 0 tenim que

fµ (x, z) > n− n log µ = n (1− log µ) ,

que prova l'a�rmació.
La propietat 4 es demostra observant que (3.31) implica que fµ(x, z) ≤ κ si i només si

n∑
j=1

g

(
xjzj
µ

)
6 κ̄

on κ̄ = κ− n+ n log µ. Si ara prenem un valor particular de l'índex j = i tindrem

g

(
xizi
µ

)
6 κ̄−

∑
j 6=i

g

(
xjzj
µ

)
6 κ̄,

on l´última desigualtat és certa degut a que g(t) > 0. Llavors, tenint en compte que g(t)→∞
quan t→ 0 o bé t→∞, existirà un nombre M tal que

1

M
6 xizi 6M, i = 1, 2, . . . , n
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Si sumem els termes d'aquesta expressió obtenim

xT z =
n∑
i=1

xizi 6 nM. (3.32)

Si usem ara el Lema 3.4.1 tindrem que existirà un nombre Mu tal que xi ∈ (0,Mu] i zi ∈
(0,Mu] per tot i = 1, 2, . . . , n. Llavors, usant (3.32), tindrem que xi > 1/ (Mzi) > 1/ (MMu)

per tot i; per zi obtenim el mateix resultat. L'expressió (3.30) es compleix si fem Ml =

1/ (MMu). �

El següent teorema estableix que per qualsevol µ > 0 la barrera fµ de�nida en (3.29)
assoleix el seu mínim enH0, que aquest mínim és únic, i que d'això es deriva que les equacions
(3.25) tenen una única solució.

Teorema 3.4.2 Si F 0 6= � i µ > 0, llavors fµ té un mínim en H0 únic, i (3.25) té solució
única.

Demostració:

S'ha provat en el teorema 3.4.1 que cada conjunt de nivell Lκ = {(x, z) ∈ H0 |fµ(x, z) ≤ κ}
de la funció fµ està contingut en un compacte, la qual cosa implica que fµ assoleix un mínim
en el seu domini H0, i també s'ha provat que fµ és estrictament convexa, per la qual cosa el
mínim serà únic. A continuació veurem que aquest mínim proporciona els valors (x, z) que
resolen (3.25).

Sigui el problema de minimització amb restriccions lineals

min fµ(x, z) subjecte a Ax = b, ATy + z − µQx = c, (x, z) > 0 (3.33)

La Lagrangiana del problema és

L(x, y, z) = fµ(x, z) + v(Ax− b) + w(ATy + z − µQx− c)

Obtenim les condicions KKT derivant la Lagrangiana i igualant a zero:

dL
dx

=
dfµ
dx

+ ATv − µQw =
1

µ
Ze−X−1e+ ATv − µQw = 0 (3.34)

dL
dy

= Aw = 0

dL
dz

=
dfµ
dz

+ w =
1

µ
Xe− Z−1e+ w = 0

Combinant la primera amb la tercera igualtat obtenim
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1

µ
Ze−X−1e+ ATv − µQ(Z−1e− 1

µ
Xe) = 0⇐⇒

ATv = X−1e− 1

µ
Ze+ µQ(Z−1e− 1

µ
Xe). (3.35)

Combinant la segona amb la tercera,

A(Z−1e− 1

µ
Xe) = 0.

L'anterior igualtat implica que

(Z−1e− 1

µ
Xe)TATv = 0

Usant aquest resultat en la igualtat (3.35)

(Z−1e− 1

µ
Xe)T (X−1e− 1

µ
Ze+ µQ(Z−1e− 1

µ
Xe)) = 0⇔

(Z−1e− 1

µ
Xe)T (X−1e− 1

µ
Ze) + (Z−1e− 1

µ
Xe)TµQ(Z−1e− 1

µ
Xe) = 0 (3.36)

Per al primer sumand d'aquesta última expressió podem usar la igualtat (X
−1
2 Z

1
2 )(X

1
2Z

−1
2 ) =

I per a obtenir

(Z−1e− 1

µ
Xe)T (X−1e− 1

µ
Ze) =

(Z−1e− 1

µ
Xe)T (X

−1
2 Z

1
2 )(X

1
2Z

−1
2 )(X−1e− 1

µ
Ze) =

(Z
−1
2 X

−1
2 e− 1

µ
X

1
2Z

1
2 )T (Z

−1
2 X

−1
2 e− 1

µ
X

1
2Z

1
2 )T =∥∥∥∥(ZX)−1/2e− 1

µ
(ZX)1/2e

∥∥∥∥2

2

≥ 0

on ‖ ‖2 és la norma euclídea. En quan al segon sumand de (3.36), com µQ és una matriu
diagonal positiva, serà

(Z−1e− 1

µ
Xe)TµQ(Z−1e− 1

µ
Xe) =
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∥∥∥∥Z−1e− 1

µ
Xe

∥∥∥∥2

µQ

≥ 0

on ‖ ‖µQ és la norma de�nida per a la mètrica µQ. Llavors per a veri�car la igualtat (3.36)
caldrà que es veri�quin les dues igualtats següents:

∥∥∥∥Z−1e− 1

µ
Xe

∥∥∥∥2

µQ

= 0∥∥∥∥(ZX)−1/2e− 1

µ
(ZX)1/2e

∥∥∥∥2

2

= 0.

De la primera igualtat Z−1e = 1
µ
Xe ⇔ XZe = µe i de la segona obtenim també

(ZX)−1/2e = 1
µ
(ZX)1/2e ⇔ µ = ZXe. Per a aquests valors tindrem un mínim del pro-

blema (3.33), que sabem que és únic, i a més a més veiem que aquests components (x, z)

conjuntament amb el valor d'y donat per la condició de factibilitat ATy + z − τQ = c del
problema (3.33) satisfan les equacions (3.34), tal com s'ha enunciat. �

3.5 Convergència dels algorismes de seguiment del camí
regularitzats

Els mètodes de seguiment del camí generen seqüències de punts
{
x(k)
}
que romanen dins d'un

entorn del camí central. Hem vist en els apartats anteriors que el camí central regularitzat
està ben de�nit, això és: cada punt xµ del camí central existeix i és únic. En aquest apartat
provarem la convergència d'un algorisme de punt interior de seguiment del camí regularitzat
utilitzant la teoria de les funcions i barreres auto-concordants (self-concordants barriers) així
com alguns resultats de l'Optimització Estructural (Structural Optimization, veure [43]). En
el següent apartat presentarem les de�nicions i propietats necessàries sense demostracions,
adreçant al lector interessat en els detalls a la referència.

3.5.1 Funcions i barreres auto-concordants

De�nició 3.5.1 (Funció auto-concordant) Considerem una funció convexa f(x) : Rn →
R de classe C3(dom f) amb un domini obert, i notem per fd(x) la derivada direccional d'f
en la direcció d ∈ Rn. Considerem també les derivades direccionals d'ordre 2 i 3:
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f
′′

d (x) = dTf
′′
(x)d =

n∑
i=1

n∑
j=1

(
∂2f(x)/∂xixj

)
didj

f
′′

d (x) =
n∑
i=1

n∑
j=1

n∑
k=1

(
∂2f(x)/∂xixjxk

)
didjdk

Direm que la funció f és auto-concordant ( self-concordant) si existeix una constantMf >
0 tal que la desigualtat entre derivades direccionals d'f∣∣∣f ′′′d (x)

∣∣∣ ≤Mf f
′′

d (x)3/2 (3.37)

es veri�ca per a tot x ∈ dom f i per a tota direcció d ∈ Rn. En particular, quan Mf = 2

diem que f és una funció auto-concordant estàndard.

La següent proposició, que es correspon amb [43, Corolari 4.1.2] a�rma que podem transfor-
mar qualsevol funció auto-concordant en auto-concordant estàndard amb un canvi d'escala.

Proposició 3.5.1 Sigui f una funció auto-concordant amb constant Mf i sigui κ > 0 un
nombre real positiu qualsevol. Llavors la funció g(x) = κf(x) és també auto-concordant amb
constant Mg = 1√

κ
Mf .

Quan s'aplica el mètode de Newton de resolució de sistemes d'equacions no lineals al
problema de minimitzar una funció auto-concordant les direccions de descens generades
proporcionen la convergència quadràtica de l'algorisme a l'òptim [43]. L'extensió d'aquesta
propietat als algorismes de seguiment del camí central ens porta a la de�nició de funció de
barrera auto-concordant:

De�nició 3.5.2 (Barrera auto-concordant) Sigui F (x) : Rn → R una funció auto-
concordant estàndard. Direm que F és una barrera ν-auto-concordant per al conjunt domF

si es veri�ca

sup
d∈Rn

[
2F

′

d(x)− F ′′d (x)
]
6 ν, x ∈ dom F (3.38)

Si la hessiana F
′′
(x) te inversa, tenim la de�nició equivalent:

F
′
(x)T

(
F
′′
(x)
)−1

F
′
(x) 6 ν, x ∈ dom F (3.39)

El valor ν s'anomena paràmetre de la barrera.

La següent proposició ([43, Teorema 4.2.2]) ens diu que la suma de barreres auto-
concordants és també una barrera auto-concordant.
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Proposició 3.5.2 Siguin {Fi} barreres auto-concordants amb paràmetres νi, i = 1, 2, ..n.
Llavors la funció F (x) =

∑n
i=1 Fi és una barrera auto-concordant per al conjunt convex

Dom F = ∩ni=1Dom Fi amb paràmetre ν =
∑n

i=1 νi.

Usarem aquesta propietat en la propera secció per reduir l'estudi de convergència de la
funció de barrera regularitzada en Rn al d'una barrera en R.

3.5.2 Les Barreres regularitzades són Barreres Auto-Concordants

En aquest apartat demostrarem que la funció de barrera regularitzada (3.10) és una barrera
auto-concordant tal com s'ha de�nit en la De�nició 3.5.1.

Expressem (3.10) com a suma de barreres:

FQ(x;µ) =
n∑
i=1

Fqi(xi;µ),

amb Fqi(xi;µ) = −µ(−1

2
qix

2
i + lnxi + ln(ui − xi)), 1 6 i 6 n, (3.40)

on hem usat Q = diag(q), q = [q1 q2 . . . qn]T ∈ Rn+. Provant que les Fqi(xi;µ) són barreres
auto-concordants en el seu domini Di = {xi |0 < xi < ui} per tot 1 6 i 6 n, la proposició
3.5.2, ens permet a�rmar que FQ(x;µ) també serà barrera auto-concordant en el domini
∩ni=1Di = {x |0 < x < u} .

Considerem, doncs, la barrera en R

Fq(x) = − lnx+
1

2
qx2 − ln(u− x) (3.41)

on q és un nombre real positiu. Mostrarem a continuació que Fq(x) és una funció auto-
concordant.

Proposició 3.5.3 Fq(x) és una funció auto-concordant
Demostració: De�nim la següent partició de la funció Fq(x):

Fq(x) = F1(x) + F2(x) + F3(x)

on

F1(x) = − lnx, F2(x) = − ln(u− x), F3(x) =
1

2
qx2

Els dominis de les funcions F1(x), F2(x), F3(x) són, respectivament, {x |x > 0} , {x |x < u} ,R.
És un resultat conegut que les barreres logarítmiques F1(x), F2(x) i la funció quadràtica
convexa F3(x) són funcions auto-concordants amb constants ν1 = ν2 = 2, ν3 = 0 (veure
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[43]). Llavors, per [43, Teorema 4.1.1] tenim que la suma de funcions auto-concordants
F1(x) +F2(x) +F3(x) és també funció auto-concordant amb una constant igual al màxim de
les constants de totes les funcions sumades. Per tant Fq(x) és una funció auto-concordant
en el domini domF1∩domF2∩domF3 = {0 < x < u}amb constant ν = max {2, 2, 0} = 2.�

La següent proposició mostra que la suma de les barreres logarítmiques F1(x), F2(x) és
una barrera auto-concordant.

Proposició 3.5.4 F (x) = F1(x)+F2(x) = − lnx− ln(u−x) és una barrera auto-concordant
de paràmetre ν = 1.

Demostració: Apliquem la de�nició (3.39)

F
′
(x) = −1

x
+

1

u− x

F
′′
(x) =

1

x2
+

1

(u− x)2

(F
′
(x))2

F ′′(x)
=

(− 1
x

+ 1
u−x)2

1
x2 + 1

(u−x)2

· x
2(u− x)2

x2(u− x)2
=

(2x− u)2

(u− x)2 + x2
;

com (2x− u)2 − ((u− x)2 + x2) = 2x(x− u) 6 0 resulta que (F
′
(x))2/F

′′
(x) 6 1 = ν. �

Amb aquests resultats previs estem en condicions de provar que (3.41) és una barrera
auto-concordant.

Proposició 3.5.5 La barrera (3.41) és una barrera auto-concordant en el seu domini {x |0 < x < u},
i el paràmetre de barrera és ν 6 qu2 + 1.

Demostració: Expressem (3.41) com Fq(x) = F (x) + 1
2
qx2 on F (x) = F1(x) + F2(x) =

− lnx − ln(u − x); llavors F
′
q(x) = F

′
(x) + qx; F

′′
q (x) = F

′′
(x) + q. Prenent la de�nició

(3.38) i utilitzant la Proposició 3.5.4,

sup
d∈R

[
2F

′

q(x)d− F ′′q (x)d2
]

= sup
d∈R

[
2F

′
(x)d+ 2qxd− F ′′(x)d2 − qd2

]
6

sup
d∈R

[
2qxd− qd2

]
+ sup

d∈R

[
2F

′
(x)d− F ′′(x)d2

]
6

qx2 + 1 6

qu2 + 1 6 ν. �

Un cop tenim provat que la barrera regularitzada en R és auto-concordant, és immediat
veure que també ho serà en Rn:
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Proposició 3.5.6 La barrera regularitzada en Rn

Fq(x) = −
n∑
i=1

(lnxi +
1

2
qix

2
i − ln(ui − xi)) (3.42)

és una barrera auto-concordant.
Demostració: Només cal aplicar [43, teorema 4.2.2] per a veure que (3.42)és també

auto-concordant amb paràmetre de barrera ν =
∑n

i=1 νi �.

La Proposició 3.5.5 proporciona una �ta superior que prenem com a primera aproximació
per el valor de paràmetre ν de la barrera (3.41). És possible obtenir �tes més acurades i per
tant millors valors per ν si fem suposicions sobre els valors del terme de regularització q, tal
com estableix la següent proposició.

Proposició 3.5.7 Es veri�quen les següents a�rmacions pel paràmetre de barrera ν (3.41):

� per a 0 6 q 6 1
u2 el paràmetre de barrera és ν = 1

� per a q > 1
u2 el paràmetre de barrera és ν = qu2

Demostració: Usarem la De�nició 3.39 que estableix que el terme

T =
[
F
′′

q (x)
]−1 (

F
′

q(x)
)2

=
(− 1

x
+ qx+ 1

u−x)2

1
x2 + q + 1

(u−x)2

(3.43)

està a�tat per ν en el domini {0 < x < u}. Considerem primer el cas 0 6 q 6 1
u2 ⇒ qu2 <

1⇔ 0 ≤ qx2 ≤ 1⇒ −1 ≤ qx2 − 1 ≤ 0. Obtenim:

T =
x2(− 1

x
+ qx+ 1

u−x)2

x2
(

1
x2 + q + 1

(u−x)2

) =

(
(−1 + qx2) + x

u−x

)2(
1 + qx2 + x2

(u−x)2

) 6 max
{

(qx2 − 1)
2
,
(

x
u−x

)2
}

1 + qx2 + x2

(u−x)2

< 1 = ν

Per a valors mes grans de q tals que q > 1
u2 de�nim els nombres reals positius α =

qu2, β = x/u, α ≥ 1, β ∈ (0, 1), per poder expressar T com

T =

(
− 1
βu

+ α 1
u2βu+ 1

u−βu

)2

1
β2u2 + α 1

u2 + 1
(u−βu)2

=

(
− 1
βu

+ α 1
u
β + 1

u
1

1−β

)2

1
β2u2 + α 1

u2 + 1
u2(1−β)2

=

(
− 1
β

+ αβ + 1
1−β

)2

1
β2 + α + 1

(1−β)2

(3.44)

Provarem a continuació que (3.44) és menor o igual que qu2 = α. Com α ≥ 1, β ∈ (0, 1)
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tenim que

T =

(
− 1
β

+ αβ + 1
1−β

)2

1
β2 + α + 1

(1−β)2

≤

(
− 1
β

+ α + 1
1−β

)2

1
β2 + α + 1

(1−β)2

=(
− 1
β

+ α + 1
1−β

)2

1
β2 + α + 1

(1−β)2

· (1− β)2 β2

(1− β)2 β2
=

(− (1− β) + α (1− β) β + β)2

(1− β)2 + α (1− β)2 β2 + β2
=

(α (1− β) β + 2β − 1)2

α (1− β)2 β2 + (2β2 − 2β + 1)
(3.45)

Volem veure que T ≤ α. El terme (2β2 − 2β + 1) del denominador és positiu per tot
β, doncs 2β2 − 2β + 1 = 0 no té solucions reals, la seva derivada 4β − 2 és negativa en
(−∞, 1/2) , positiva en (1/2,∞) i s'anula en β = 1/2, de forma que el valor mínim del
terme és

(
2 · (1/2)2 − 2 · (1/2) + 1

)
= 1/2 > 0. Per tant el numerador i el denominador de

(3.45) són positius, i podem expressar la desigualtat T ≤ α com

(α (1− β) β + 2β − 1)2 ≤ α
(
α (1− β)2 β2 +

(
2β2 − 2β + 1

))
⇔

2α (1− β) β (2β − 1) + (2β − 1)2 ≤ α
(
2β2 − 2β + 1

)
⇔

α
(
2β2 − 2β + 1

)
− 2α (1− β) β (2β − 1)− (2β − 1)2 ≥ 0⇔

α
(
1− 4β2 + 4β3

)
− (2β − 1)2 ≥ 0⇐(

1− 4β2 + 4β3
)
− (2β − 1)2 ≥ 0

En l'última implicació hem usat α ≥ 1. Operant, tenim que (1− 4β2 + 4β3)−(2β − 1)2 =

4β3−8β2 +4β = 4β (β − 1)2 que efectivament resulta ser més gran que zero per β ∈ (0, 1)�.

El fet de que per a q → 0 obtenim el paràmetre ν = 1 es pot interpretar com una mena
de continuïtat de la regularització quadràtica: en el límit de regularitzacions molt petites el
paràmetre de la barrera regularitzada s'atansa al de la barrera estàndard no regularitzada;
per el cas 0 6 q 6 1

u2 prenem el valor 1 no com a �ta superior del paràmetre de barrera,
sinò com el seu valor. En canvi per el cas q > 1

u2 , el valor resultant per el paràmetre de
barrera, qu2 , que normalment prendrà valors superiors a 1, el prenem com una �ta superior
del paràmetre ν.

Les �gures (3.1) i (3.2) mostren els valors que pren l'expressió (3.43) en els casos q > 1/u2

i q < 1/u2 respectivament, per a un únic valor de la �ta u = 1000. En el primer cas els
valors de T queden per sota del valor qu2 = 1000u2/u2 = 1000 mentre que en el segon cas
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Figura 3.1: Valors de (3.43) per a u = 1000, q = 1000/u2

queden per sota del valor 1.

3.5.3 Complexitat afegida pel terme de regularització

En [43, Teorema 4.2.2] es mostra que un algorisme de seguiment del camí primal-dual que
utilitzi una barrera auto-concordant de paràmetre ν acabarà en un nombre d'iteracions
màxim de l'ordre de O(

√
ν · ln 1/ε) on ε és la precisió exigida a la solució. D'altre banda,

en [43, Lema 4.3.1] es demostra que el valor mínim del paràmetre ν per a qualsevol barrera
auto-concordant en Rn és n. Hem vist en l'apartat anterior que aquest valor mínim de ν
s'aconsegueix per a valors �petits� deQ , la qual cosa indica que la e�ciència en quan a nombre
d'iteracions de punt interior de l'algorisme regularitzat és igual al de l'algorisme estàndard
per a valors su�cientment petits de Q. D'altra banda hem vist que el paràmetre ν per a valors
q > 1

u2 depèn del producte qu2 que pot prendre valors molt grans i en conseqüència degradarà
el comportament de l'algorisme. En el següents capítols mostrarem que, en la pràctica, si bé
és cert que el nombre d'iteracions dels algorismes tendeix a augmentar segons Q creix, aquest
augment no és tant crític com semblen indicar els raonaments teòrics exposats. Aquest fet
no contradiu la teoria, doncs el que ens proporciona aquesta són �tes, no valors exactes, i per
tant el que sí podem a�rmar és que és probable que es puguin aconseguir �tes més ajustades
al comportament real dels algorismes.
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Figura 3.2: Valors de (3.43) per a u = 1000, q = 0.9/u2

3.6 Regularització de problemes lineals generals

3.6.1 Motivació

Malgrat que aquesta tesi té com a objecte principal el desenvolupament de nous algoris-
mes especialitzats i les seves implementacions per a resoldre problemes lineals d'optimització
que en la seva formulació presenten una matriu de restriccions amb estructura diagonal en
blocs, la teoria formal que hem desenvolupat en aquest capítol permet plantejar l'aproxi-
mació quadràtica de problemes lineals en termes generals, dintre del context de mètodes de
punt interior per a programació lineal. En aquesta secció hem aplicat la nova tècnica de
regularització quadràtica a un algorisme de punt interior per a problemes lineals generals, i
això ens ha servit per a fer un estudi empíric del comportament de l'algorisme regularitzat,
comprovant la teoria enunciada i els resultats proporcionats per als teoremes.

3.6.2 Implementació

Respecte als valors que es prenen per a la matriu de regularització Q, no tenim a priori cap
estimació, només sabem que els seus valors no han de ser massa grans. La elecció que hem
fet és heurística, intentant que el valor del terme quadràtic xTQx sigui del mateix ordre de
magnitud que la funció objectiu cTx, prenent el valor Q = qI, on I és la matriu identitat en
Rn×n i q ∈ R és
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q = δ

(∑n
i=1 |ci|∑n
i=1 x

(0)
i

)
⇒ xTQx = qxT Ix = δ

(∑n
i=1 |ci|∑n
i=1 x

(0)
i

)
n∑
i=1

(xi)
2 (3.46)

El paràmetre δ ∈ R+ens permet provar diferents valors de la regularització per a cada
problema, i x(0) ∈ Rn és el punt inicial que pren l'algorisme IP. Donat que el terme quadràtic
es multiplica per el paràmetre de barrera µ, el qual en les primeres iteracions pot prendre
valors grans hem introduït un nou ajust d'escala en (3.46), resultant

q =
1

µ0
δ(

∑n
i=1 |ci|∑n
i=1 x

(0)
i

) (3.47)

on µ0 és el valor inicial del paràmetre de barrera, que és
∑n

i=1 x
(0)
i z

(0)
i /n. D'aquesta forma

els valors successius que pren el terme µ1
2
xTQx de regularització són

µk(
1

2
(x(k))TQkx

(k)) =
µk

µ0
δ(

∑n
i=1 |ci|∑n
i=1 x

(0)
i

)
n∑
i=1

(x
(k)
i )2

Per a implementar la regularització quadràtica s'ha usat un codi acadèmic implementat
en �C� per a problemes quadràtics del tipus de seguiment del camí primal-dual. Aquest codi,
al que anomenarem IP, resol les equacions KKT en la versió anomenada equacions normals
[60, pàgina 210] utilitzant factoritzacions esparses de Cholesky, implementades en el paquet
d'en Ng-Peyton [45]. Inclou també el càlcul de direccions de descens amb correccions de
segon ordre usant una variant de les correccions de segon ordre de Mehrotra[60, capítol 10]
semblant a la implementada en el codi PCx [20]. Aquest codi s'ha especialitzat de forma que
tracta un problema lineal com si sigués quadràtic, usant la matriu Q que acabem d'establir,
multiplicada per al paràmetre de barrera µ. L'algorisme (3.1) dóna un esquema general del
tractament.

3.6.3 Resultats computacionals

Hem resolt un subconjunt de la col·lecció Netlib de problemes lineals estàndard variant el
paràmetre δ des de 10−12 �ns a 104 en passes de 10. En la taula (3.2) veiem la comparació
entre l'algorisme no regularitzat IP i la millor execució de la versió regularitzada; es mostren
per a cada instància el nombre de variables (n), de restriccions (m), el nombre d'iteracions
de punt interior de l'algorisme IP estàndard (IP) i de l'algorisme regularitzat (RIP), el valor
(q) que pren inicialment el factor (3.47) amb la millor δ, i el valor de la funció objectiu en
l'òptim (f ∗). En la columna �RIP� estan ressaltats en negreta els casos on RIP ha estat
superior a IP.

En l'Apartat 3.5.3 hem previst que a mesura que Q → 0 l'algorisme regularitzat s'ha
d'aproximar al no regularitzat, de forma que prenent el paràmetre δ apropiat, RIP ha de
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Algorisme 3.1 Regularització quadràtica d'un problema lineal general

Inicialitzar (x(0), y(0), z(0)); k = 0

Mentre (x(k), y(k), z(k)) no sigui l'òptim fer

� resoldre les equacions (3.14a)� (3.14d) per obtenir (4x(k),4y(k),4z(k)) apli-
cant les correccions de 2n ordre

� calcular les llargades de passa màximes αp, αd tals que x(k) + αp4x(k) >
0, z + αd4z(k) > 0

� (x(k+1), y(k+1), z(k+1)) = (x(k), y(k), z(k)) + (αp4x(k), αd4y(k), αd4z(k))

� actualitzar el paràmetre de barrera µk, el paràmetre de centrat σk, i la
matriu Qµ = µkqI on q es pren de (3.47)

� k = k + 1

Fi_Mentre

Taula 3.2: Resultats amb els problemes Netlib, resolts sense i amb regularització
Instància n m IP RIP q f ∗

Adlittle 138 56 15 14 4.98e-03 2.25e+05
A�ro 51 27 10 10 2.3e-05 -4.65E+02
Agg 615 488 30 29 8.4e-11 -3.60e+07

Bandm 472 305 21 20 4.5e-04 -1.59E+02
Beaconfd 295 173 13 13 1.7e-05 3.36E+04
Blend 114 74 15 14 3.4e-02 -3.08E+01
Bore3d 333 233 16 16 3.4e-06 1.37E+03
Brandy 303 182 24 20 6.6e-05 1.52E+03
Degen3 2604 1503 22 22 6.1e-05 -9.87e+02
E226 472 223 24 22 4.5e-02 -1.88E+01

Etamacro 734 400 28 27 4.8e-08 -7.56E+02
Fit2d 10524 25 24 24 4.5e-05 -6.85E+04
Grow15 645 300 19 19 2.7e-11 -1.07E+08
Kb2 68 43 19 19 1.0e-06 -1.75E+03

Maros-r7 9408 3136 18 18 1.0e-07 1.50E+06
Recipe 178 87 11 11 1.0e-03 -2.67E+02
Sc105 163 104 12 11 6.1e-05 -5.22E+01

Wood1p 2595 244 24 20 0.3854 1.44E+00
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Figura 3.3: Predicció del comportament de la regularització segons els valors de (3.46)
(escales logarítmiques)

comportar-se com a mínim igual de bé que IP. Observem en la taula (3.2) que efectivament
això és veri�ca, doncs en cap cas IP supera el rendiment de RIP. Fins i tot tenim que en 9
instàncies de les 18, un 50% dels casos, RIP ha estat lleugerament superior. Recordem que el
propòsit principal d'aplicar la regularització quadràtica és millorar un algorisme especialitzat
per a problemes amb una estructura especial de la matriu de restriccions, i en aquest capítol
només hem pretés provar la nova tècnica i les argumentacions teòriques fetes anteriorment,
així que el fet de que RIP sigui superior a IP no era un resultat esperat. El fonament
teòric d'aquest fet considerem que queda fora de l'àmbit d'estudi d'aquesta memòria. De
totes formes cal tenir en compte que s'han aconseguit aquest resultats variant manualment
el paràmetre δ. En total s'han fet 17 execucions de cada instància de la taula (3.2).

En la Secció 3.5.3 dèiem que la complexitat d'un algorisme de punt interior de seguiment
del camí regularitzat ha de ser de l'ordre de O(

√
ν · ln 1/ε) , i que quan q > 1/u2, ν és de

l'ordre de qu2 per a un problema unidimensional, i de q
∑n

i=1 u
2
i per a un problema en Rn.

Tenint em compte l'expressió (3.46) per als valors de q, tenim que la complexitat en funció
del paràmetre δ serà O(k

√
δ), on k és una constant que depèn del problema i de la precisió

de l'algorisme.

Un altre previsió de la teoria desenvolupada era que, a mesura que Q augmenta, el nombre
d'iteracions de punt interior també augmentarà. Aquest punt també s'ha veri�cat empírica-
ment. Per con�rmar-ho, s'han resolt alguns dels problemes de la taula (3.2) amb diversos δ
per veure com afecta al nombre d'iteracions de punt interior. S'han triat tres instàncies que
representin comportaments variats de la regularització: en la primera (�grow15�) RIP obté
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el mateix nombre d'iteracions que IP amb una q = 2.7 ·10−11 molt petita, en el segon (�agg�)
RIP avantatge a IP en només una iteració, també amb una q = 8.4 · 10−11 molt petita, i
en la tercera (�brandy�) RIP avantatja a IP en 4 iteracions usant una q = 6.6 · 10−5 que és
6 ordres de magnitud superior als anteriors. S'observa que en les tres instàncies el nombre
d'iteracions roman pràcticament constant en un interval més o menys ampli de valors de δ,
depenent de la instància, i a partir d'una certa δ les iteracions primer presenten un mínim
local per a després incrementar-se ràpidament. En el cas de la instància �grow15� el mínim
local no es presenta perquè RIP no aconsegueix cap millora respecte a IP. En tots els casos
per a δ = 104 el nombre d'iteracions ha estat superior a 200, que és el nombre màxim permès
tant en IP com en RIP.

En la Figura 3.3 hem reproduït el comportament d'alguns problemes afegint les predicci-
ons teòriques segons la formula iteracions = k

√
δ on el paràmetre k depèn de cada instància.

Per a cada un dels tres problemes tenim una recta identi�cada amb el nom de la instància i
el su�x �-p�. Observem que en el rang de valors de δ per als quals les iteracions creixen amb
Q, la predicció teòrica s'ajusta bé al comportament observat.

D'altre banda per a valors q < 1/u2 esperem obtenir un comportament semblant al de
l'algorisme no regularitzat. Aquest comportament es correspon amb el rang de valors petits
de ν per al qual efectivament observem en la Figura 3.3 que la regularització no afecta
signi�cativament al nombre d'iteracions. El valor de certa δc crítica a partir del qual les
iteracions creixen es relacionaria llavors amb el valor q > 1/u2. En certes instàncies, a més a
més, abans de la δc podem tenir una δ∗ tal que obtenim un mínim d'iteracions que és millor
que el de l'algorisme no regularitzat.
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Capítol 4

Regularització dels problemes angulars
en blocs

En aquest capítol presentarem una categoria de problemes que presenten una estructura
especial en la seva formulació: aquella en la que la matriu de restriccions té una estructura
diagonal en blocs, i mostrem també els algorismes especialitzats que exploten aquesta es-
tructura per a aconseguir més e�ciència en la seva resolució que no pas els algorismes d'ús
general. A continuació mostrarem formalment que la regularització quadràtica de la funció
de barrera presentada en el capítol anterior aplicada a un algorisme especialitzat de punt
interior aconsegueix millorar encara més les prestacions computacionals, establint els teore-
mes adients. En el següent capítol es veuran els detalls de les implementacions realitzades
així com els resultats computacionals.

4.1 Problemes amb estructura angular en blocs

Un problema d'optimització amb estructura angular en blocs és aquell en el que intervenen
simultàniament k conjunts de variables (blocs), de forma que cada conjunt té els seu propi
vector de costos i de restriccions, i a més hi han unes restriccions mútues que lliguen tots els
k conjunts entre sí (� linking constraints�). Les restriccions mútues són les responsables de
que tinguem un únic problema i no pas k problemes independents. Típicament els problemes
que permeten aquesta formulació tenen un elevat nombre de variables i restriccions, doncs
de fet equivalen a k problemes simultanis.

La formulació que usarem per als problemes angulars en blocs és la següent:

59
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min
k∑
i=0

(ci
T
xi + xi

T
Qix

i) (4.1)

subjecte a


N1

N2

. . .

Nk

L1 L2 · · · Lk I




x1

x2

...
xk

x0

 =


b1

b2

...
bk

b0

 (4.2)

0 6 xi 6 ui i = 0, . . . , k (4.3)

Els vectors xi ∈ Rni , i = 1, . . . , k són les variables de cada bloc. Cada matriu Ni ∈ Rmi×ni

i Li ∈ Rl×ni , i = 1, . . . , k de�neix les restriccions de cada xi i les restriccions mútues de
totes les x1, . . . xk, respectivament; aquestes últimes tenen la forma general

∑k
i=1 Lix

i ≤ b0.
Introduint el vector x0 per contenir les folgues de les restriccions mútues resulta

∑k
i=1 Lix

i+

x0 = b0 . Els vectors bi ∈ Rmi , i = 1, . . . , k són els termes independents de les variables
xi i el vector b0 ∈ Rl és el terme independent de les restriccions d'acoblament. Les �tes
superiors per a cada grup de variables estan de�nides en els vectors ui, i = 0, . . . , k. La
formulació presentada inclou termes quadràtics en la funció objectiu, �ns i tot inclou també
costos lineals c0 i quadràtics Q0 per a les variables de folga x0. Ens restringirem al cas en el
que les matrius Qi i = 0, . . . , k són diagonals de�nides positives.

Diverses categories de problemes permeten una formulació d'aquest tipus, com ara:

� Fluxos multiarticle (�multicommodity �ows�): són problemes d'optimització de �uxos
en una xarxa on diversos productes independents entre sí (els articles) comparteixen
un mateix canal de transmissió (la xarxa). Considerem que cada �bloc� de (4.1) és
un article. Al formular aquests problemes cal assignar variables per als �uxos de
cada article, de forma que el nombre total de variables queda multiplicat pel nombre
d'articles que tractem. La formulació clàssica d'un problema de �uxos multiarticle
coincideix amb (4.1) considerant una xarxa de m nodes, n arcs i k articles, quan fem
Qi = 0, i = 1, . . . , k (�uxos lineals), N1 = N2 = . . . Nk = N on N és la matriu
d'incidència arc-node del graf dirigit que descriu l'estructura de la xarxa i L1 = L2 =

. . . = Lk = I de forma que l'última restricció expressada per (4.1) és la que imposa que
la suma de �uxos de tots els articles no sobrepassi la capacitat de l'arc:

∑k
i=1 x

i+x0 =

b0 ⇔
∑k

i=1 x
i ≤ b0. Els vectors ui representen les capacitats individuals de cada article

en els arcs, mentre que els vectors bi representen les injeccions o extraccions de cada
article en cada node de la xarxa.

� Màxim �ux concurrent (�maximum concurrent �ow�): equival al problema de congestió
mínima (�minimum congestion problem�)[6], i tant un com altre es donen en aplicacions
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pràctiques de xarxes de telecomunicacions. El problema de congestió mínima és de fet
un problema minimax (�min-max problem�): troba el mínim dels màxims increments
relatius en les capacitats dels arcs de la xarxa tals que fan que el problema sigui factible,
això és, que que tots els �uxos multiarticle poden ser enviats des dels orígens �ns les
destinacions. Aquest problema minimax es pot transformar en un problema lineal que
té estructura angular en blocs [16].

� Protecció de dades de taules estadístiques : és fonamental per als Instituts d'Estadística
o�cials, que recullen dades poblacionals i les publiquen, per tal de garantir la priva-
citat de les dades de qualsevol individu. Les taules de dades s'obtenen creuant dos o
més variables com ara professió, estudis i edat. El producte cartesià dels valors que
prenen aquestes variables produeixen un conjunt de caselles. Per a cada casella la
taula informa de la freqüència d'ocurrència dels valors, o bé informa d'alguna magni-
tud per a un altre variable. Per a aquestes dades tabulades, les dades individuals es
poden identi�car directament des de caselles que contenen freqüències petites. També
es poden fer identi�cacions indirectes manipulant relacions entre valors de caselles i
els totals de �les i columnes de la taula [19]. Hi han diverses tècniques per a protegir
les dades; una de recent és l'anomenada minimum distance controlled tabular adjust-
ment introduïda en [15, 19], que introdueix pertorbacions als valors con�dencials de les
taules, pertorbacions que s'obtenen a través d'un problema d'optimització, fent petits
ajustos a les caselles de forma que els totals de �les i columnes no variïn respecte a les
dades originals; és a dir es busca minimitzar la pertorbació necessària per a protegir
les caselles con�dencials. La formulació d'aquests problemes en taules 3-dimensionals
té estructura angular en blocs [14].

4.2 Estat de l'art

En aquest apartat presentem els algorismes especialitzats existents actualment per a resoldre
els problemes amb estructura angular en blocs, i detallem la formulació d'un d'ells: el de
punt interior primal-dual de seguiment del camí, que serà el que utilitzarem per a aplicar la
regularització quadràtica.

Per als problemes lineals de �uxos multiarticle podem distingir dos famílies de mètodes
especialitzats: els basats en el mètode símplex i els basats en mètode de punt interior per
a programació lineal. Històricament els primers mètodes especialitzats han caigut dintre
de la primera categoria, dels quals podem mencionar els mètodes de particionament del
problema original en k + 1 problemes de cost mínim en xarxes uniarticle [24] [54] i els
mètodes de particionament primal, que particionen la matriu bàsica del mètode símplex per
tal d'explotar l'estructura del problema multiarticle [35]. Més modernament s'han fet nous
intents d'especialitzar algorismes basats en símplex de programació lineal i de programació
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en xarxes per a �uxos multiarticle [18] [46].
En quan als mètodes de punt interior, durant anys no va haver cap implementació que

sigués signi�cativament més e�cient que els mètodes símplex especialitzats, �ns l'aparició
d'una estratègia basada en resoldre les equacions relacionades amb les restriccions dels blocs
amb factoritzacions de Cholesky per una banda i les equacions relacionades amb les restric-
cions mútues amb un mètode del gradient conjugat precondicionat per l'altre banda [11],
on el precondicionador està dissenyat de forma que exploti l'estructura del problema; ano-
menarem IPM a l'algorisme resultant d'aplicar aquesta tècnica. Per a certs problemes de
�uxos multiarticle el mètode de punt interior IPM descrit en [11] supera en prestacions als
millors codis especialitzats basats en símplex [13]. D'altre banda ha estat reconegut com el
mètode de punt interior més e�cient per a cert tipus de problemes de �uxos multiarticle [9].
El mètode original s'ha ampliat per tal de resoldre problemes quadràtics de �uxos multiar-
ticle [12] i problemes quadràtics amb estructura angular en blocs [16]; anomenarem QIPM
a aquest últim algorisme. Com ja s'ha comentat en la introducció d'aquesta memòria, va
ser l'observació del millor comportament de QIPM amb els problemes quadràtics que no pas
amb els lineals el fet empíric que ha estat el punt de partida d'aquesta tesi. En la següent
secció descriurem aquest mètode especialitzat.

4.3 Mètode especialitzat de punt interior

A continuació presentem les equacions Karush-Kuhn-Tucker d'optimalitat per al problema
(4.1), seguidament mostrem les equacions normals i com l'algorisme especialitzat les resol
combinant factoritzacions de matrius amb el mètode del gradient conjugat precondicionat de
forma que s'apro�ti l'estructura del problema. També es presenten resultats computacionals
que mostren el millor comportament del precondicionador en els problemes quadràtics que
no pas en els lineals.

4.3.1 Resolució de les equacions KKT d'optimalitat

El problema (4.1) pot expressar-se de forma més compacte com

min cTx+ 1
2
xTQx

subjecte a Ax = b (4.4)

0 ≤ x ≤ u

on c, x, u∈ Rn, A∈ Rm×n, Q∈ Rn×n, b∈ Rm, n =
∑k

i=0 ni, m =
∑k

i=0mi. Aquesta formulació
coincideix amb la de la Secció 2.9; reproduïm aquí les equacions normals presentades en la
Secció 2.9.1 del capítol 2:
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(AΘAT )4y = rb + AΘr = g (4.5a)

4x = Θ(AT4y − r) (4.5b)

Θ = (Q+X−1Z + (U −X)−1W )−1 (4.5c)

4z = (U −X)−1(ruw +W4x) (4.5d)

4w = (U −X)−1(ruw +W4x) (4.5e)

rc = c− (ATy + z − w −Qx) (4.5f)

rb = b− Ax (4.5g)

rxz = µe−XZe (4.5h)

ruw = µe− (U −X)We (4.5i)

r = rc −X−1rxz + (U −X)−1ruw (4.5j)

Fins aquí no hem usat l'estructura del problema (4.1), que ara anem a apro�tar.

La matriu AΘAT de l'equació (4.5a) es pot expressar, tenint en compte (4.2), com

AΘAT =


N1Θ1N

T
1 N1Θ1L

T
1

. . .
...

NkΘkN
T
k NkΘkL

T
k

L1Θ1N
T
1 · · · LkΘkN

T
k Θ0 +

∑k
i=1 LiΘiL

T
i


=

[
B C

CT D

]

on hem de�nit les matrius
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B =

 N1Θ1N
T
1

. . .

NkΘkN
T
k

 ∈ Rñ×ñ, ñ =
k∑
i=1

ni (4.6)

C =

 N1Θ1L
T
1

...
NkΘkL

T
k

 ∈ Rñ×l (4.7)

D = (Θ0 +
k∑
i=1

LiΘiL
T
i ) ∈ Rl×l (4.8)

Fi = Ui −Xi > 0 (4.9)

Θi = (Qi + F−1
i Wi +X−1

i Zi)
−1 > 0 (4.10)

Llavors (4.5a) es pot escriure, particionant adequadament 4y i g = rb + AΘr, com

[
B C

CT D

] [
4y1

4y2

]
=

[
g1

g2

]
(4.11)

m (4.12)

B4y1 + C4y2 = g1 (4.13)

CT4y1 +D4y2 = g2 (4.14)

Eliminant 4y1 del primer grup d'equacions de (4.11) obtenim

B4y1 = (g1 − C4y2)⇒ (4.15)

CT (B−1(g1 − C4y2)) +D4y2 = g2 ⇔
(D − CTB−1C)4y2 = (g2 − CTB−1g1) (4.16)

Les equacions (4.15) estan relacionades amb les restriccions de cada xi mentre que les
(4.16) estan associades a les restriccions mútues de totes les x1, . . . , xk.

4.3.2 Resolució de les equacions normals

L'algorisme especialitzat [11, 16] resol les equacions lineals (4.15) usant factoritzacions de
Cholesky de cada bloc diagonal NiΘiN

T
i de la matriu del sistema B de�nida en (4.6), mentre

que per a les equacions (4.16) usa el mètode del gradient conjugat precondicionat (abreu-
jadament PCG) per a sistemes d'equacions lineals. Aquesta és una diferència signi�cativa
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respecte a altres mètodes de punt interior basats en PCG els quals resolen tot el conjunt d'e-
quacions en la forma de sistema augmentat (2.44) o en la de equacions normals (4.15),(4.16),
mentre que en [11] només s'utilitza PCG per les equacions associades a les restriccions mú-
tues.

Com és sabut, el mètode del gradient conjugat per a sistemes lineals Ax = b s'aplica
a sistemes amb matrius A simètriques i de�nides positives, i es pot accelerar la seva con-
vergència usant un precondicionador: una matriu M tal que el sistema M−1Ax = M−1b

estigui millor condicionat que el sistema original. Per tal de reduir el nombre d'iteracions és
desitjable que M−1 sigui una bona aproximació a la inversa A−1 en el sentit de que el radi
espectral ρ de I −M−1A sigui petit. En [11] es demostra que D−CTB−1C efectivament és
simètrica de�nida positiva i que la seva inversa és exactament igual a

(D − CTB−1C)−1 =

(
∞∑
i=0

(
D−1

(
CTB−1C

))i)
D−1 (4.17)

Llavors la inversa aproximada M−1 es forma truncant la sèrie (4.17) prenent només els h
primers termes. Com la velocitat de convergència de la sèrie (4.17) depèn del radi espectral de
D−1

(
CTB−1C

)
, com menor sigui aquest radi menys termes caldrà prendre en el truncament

de la sèrie per a obtenir un precondicionador e�cient. En [11, Teorema 1] es prova que aquest
radi cau sempre en l'interval [0, 1), altrament la sèrie (4.17) no seria convergent.

La implementació de l'algorisme especialitzat pren h = 0 o h = 1, és a dir:

M−1 = D−1 si h = 0

M−1 =
(
I +D−1

(
CTB−1C

))
D−1 si h = 1

Notem que l'última expressió pot expressar-se en forma simètrica:

M−1 = D−1/2
(
I −D−1/2CTB−1CD−1/2

)−1
D−1/2;

de la mateixa forma podem expressar la sèrie (4.17) en forma simètrica com

D−1/2

(
∞∑
i=0

(
D−1/2

(
CTB−1C

)
D−1/2

)i)
D−1/2.

L'Algorisme 4.1 mostra esquemàticament la seqüència de passes; no utilitza les correc-
cions de segon ordre de l'Algorisme 2.2 de la Secció 2.7, sinó que segueix l'estructura de
l'Algorisme 2.1 de seguiment del camí pur. Això és degut a l'utilització del mètode de gra-
dient conjugat precondicionat dintre de cada iteració de punt interior, que resta efectivitat
a les correccions de segon ordre doncs aquestes necessiten calcular dues passes en cada ite-
ració, la de Newton i també la anomenada passa de correcció [60, pàgina 14]. La dimensió
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Algorisme 4.1 QIPM: Mètode especialitzat per a problemes amb estructura angular en
blocs

Preprocés: detecció i eliminació de restriccions mútues inactives

Avaluar el punt inicial (x, y, z, w)

Mentre no òptim fer

� Resoldre (4.16) iterativament usant gradient conjugat precondicionat per obtenir
4y2

� Resoldre (4.15) usant factorització de Cholesky per obtenir 4y1

� Obtenir 4x, 4z, 4w usant (4.5b,4.5d,4.5e)

� Calcular la llargada de passa α

� (x, y, z, w) = (x, y, z, w) + α (4x, 4z, 4w), amb α tal que x, z, w > 0

� Si (x, y, z, w) és prou proper a l'òptim llavors detectar i eliminar restriccions
mútues inactives Fi_Si

Fi_Mentre

del sistema (4.16) és l, el nombre de restriccions mútues; si es detecten restriccions mútues
inactives, com es va proposar per primer cop en [30], es podrà reduir aquesta dimensió i per
tant el nombre d'iteracions de gradient conjugat. L'algorisme QIPM inclou una rutina de
desactivació que només actua quan estem a prop de l'òptim, condició que s'estima usant la
diferència relativa entre les funcions objectius primal i dual:∣∣(cTx+ 1

2
xTQx

)
−
(
bTy − 1

2
xTQx− uTw

)∣∣
1 +

∣∣(cTx+ 1
2
xTQx

)∣∣ < 1

4.3.3 Efecte dels termes quadràtics

Com s'ha comentat en la introducció, aquesta memòria de tesi ha tingut com a origen
l'observació experimental d'un millor comportament computacional dels problemes de �uxos
multiarticle en xarxes quan en la seva funció objectiu hi �guren termes quadràtics. Aquest
fet es va observar en [12], on es va conjecturar que aquest comportament podia ser degut a
un millor comportament del precondicionador (4.17) en els problemes quadràtics.

En la Figura 4.1 es compara el nombre d'iteracions de punt interior de l'Algorisme 4.1
per a algunes instàncies dels problemes Mnetgen [1], un generador de problemes lineals
multiarticle; per a cada instància lineal es genera una instància quadràtica afegint el terme
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Figura 4.1: Nombre d'iteracions de punt interior (font:[12])

∑k
i=1

∑n
j=1 q

i
j

(
xij
)2
a la funció objectiu lineal, on els coe�cients qij s'obtenen aleatòriament

d'una distribució uniforme de�nida en [0, C] on

C =

√√√√∣∣∣∣∣
∑k

i=1

∑n
j=1 c

i
j

kn

∣∣∣∣∣.
S'observa clarament una disminució del nombre d'iteracions de punt interior en els problemes
quadràtics. Usant les mateixes instàncies Mnetgen per mostrar les iteracions de gradient
conjugat precondicionat en els casos lineal i quadràtic i aplicant l'escala logarítmica per a
les iteracions obtenim la Figura 4.2, on es veu que la millora de comportament del model
quadràtic respecte al lineal és molt més signi�cativa .

Això sembla indicar que l'origen d'aquest millor comportament del model quadràtic res-
pecte al lineal està en la resolució del sistema (5.7), i per tant que el precondicionador és
més e�cient en el cas quadràtic. Precisant més, sabem que la e�ciència del precondicionador
(4.17) depèn del radi espectral de la matriu D−1

(
CTB−1C

)
, el qual provarem a continuació

que és menor quan usem models quadràtics.
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Figura 4.2: Nombre d'iteracions de PCG per a alguns problemes Mnetgen (font [12])

4.4 Reducció del radi espectral

En la secció 3.2 i següents s'ha realitzat la primera de les aportacions d'aquest treball: la
formulació de la regularització quadràtica de la funció de barrera. Ara presentem la segona
aportació: explicar formalment el comportament empíric observat mostrant que efectivament
els termes quadràtics en la funció objectiu (4.1) redueixen el radi espectral del precondici-
onador (4.17), con�rmant així la conjectura realitzada en [12]. Distingirem diversos casos,
començant pel més general.

4.4.1 El cas general Ni ∈ Rmi×ni ,Li ∈ Rl×ni

El següent resultat ens proporciona una �ta per al radi espectral de D−1(CTB−1C) per a un
problema primal amb estructura angular en blocs, tant si la funció objectiu és lineal com si
és quadràtica.

Teorema 4.4.1 Sigui A la matriu de restriccions del problema (4.1), de forma que les ma-
trius Ni ∈ Rmi×ni, i = 1, . . . , k siguin de rang complert, i al menys una de les matrius Li ∈
Rl×ni també ho sigui. Si les matrius B,C,D,Θ són les de�nides en (4.6),(4.7),(4.8),(4.10),
llavors el radi espectral ρ de D−1(CTB−1C) està a�tat per

0 ≤ ρ ≤ max
j∈{1,...,l}

γj(
uj

vj

)2

Θ0j + γj

< 1 (4.18)

on u és el vector propi de D−1(CTB−1C) corresponent al valor propi ρ (o bé un qualsevol
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dels corresponents vectors propis, si la multiplicitat de ρ és més gran que 1); γj, υj, 1 ≤ j ≤ l

són els valors i vectors propis, respectivament, de la matriu
∑k

i=1 LiΘiL
T
i ;V = [υ1, . . . , υl],

v = V Tu, i abusant de la notació suposem que per a vj = 0, (uj/vj)
2 = +∞.

Demostració. Els valors propis λ de D−1(CTB−1C) veri�quen D−1(CTB−1C)u =

λu ⇔ (CTB−1C)u = λDu per algun vector propi u. Usant les de�nicions (4.6),(4.7),(4.8)
de B,C,D obtenim

(CTB−1C)u = λDu

m(
k∑
i=1

LiΘiN
T
i (NiΘiN

T
i )−1NiΘiL

T
i

)
u = λ

(
Θ0 +

k∑
i=1

LiΘiL
T
i

)
u

m

(1− λ)

(
Θ0 +

k∑
i=1

LiΘiL
T
i

)
u =

(
Θ0 +

k∑
i=1

LiΘiL
T
i

)
u−

(
k∑
i=1

LiΘiN
T
i (NiΘiN

T
i )−1NiΘiL

T
i

)
u

m

(1− λ)uT

(
Θ0 +

k∑
i=1

LiΘiL
T
i

)
u = uTΘ0u+

k∑
i=1

uTLiΘi

(
LTi −NT

i (NiΘiN
T
i )−1NiΘiL

T
i

)
u

m

(1− λ)uT

(
Θ0 +

k∑
i=1

LiΘiL
T
i

)
u = uTΘ0u+

k∑
i=1

uTLiΘ
1
2
i

(
I −Θ

1
2
i N

T
i (NiΘiN

T
i )−1NiΘ

1
2
i

)
Θ

1
2
i L

T
i u

m

(1− λ)uT

(
Θ0 +

k∑
i=1

LiΘiL
T
i

)
u = uTΘ0u+

k∑
i=1

uTLiΘ
1
2
i PiΘ

1
2
i L

T
i u. (4.19)

En l'última igualtat hem de�nit Pi = I − Θ
1
2
i N

T
i (NiΘiN

T
i )−1NiΘ

1
2
i i = 1, . . . , k, que és un

operador de projecció ortogonal sobre l'espai nul de NiΘ
1/2
i : notem que Pi veri�ca

� Pi és idempotent:

P 2
i = 1n + Θ

1
2
i N

T
i (NiΘiN

T
i )−1

{
(NiΘiN

T
i )(NiΘiN

T
i )−1

}
NiΘ

1
2
i − 2Θ

1
2
i N

T
i (NiΘiN

T
i )−1NiΘ

1
2
i

= 1n −Θ
1
2
i N

T
i (NiΘiN

T
i )−1NiΘ

1
2
i = Pi

� Donat un vector v ∈ Rn qualsevol, w = Piv la imatge NiΘ
1/2
i w és
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NiΘ
1
2
i v −

{
NiΘ

1
2
i Θ

1
2
i N

T
i (NiΘiN

T
i )−1

}
NiΘ

1
2
i v = NiΘ

1
2
i v − 1nNiΘ

1
2
i v = 0

� Pi és simètric

Com a conseqüència es veri�ca que vTPiv ≥ 0 per a v ∈ Rn qualsevol.

Si de�nim ara wi = Θ
1
2
i L

T
i u i usant-ho en (4.19) obtenim

1− λ =
uTΘ0u+

∑k
i=1 (wi)

T
Piwi

uT
(

Θ0 +
∑k

i=1 LiΘiLTi

)
u
≥ uTΘ0u

uTΘ0u+ uT
(∑k

i=1 LiΘiLTi

)
u

En l'última desigualtat hem usat la propietat wTPiw ≥ 0 . Aquesta desigualtat equival a

λ ≤
uT
(∑k

i=1 LiΘiL
T
i

)
u

uTΘ0u+ uT
(∑k

i=1 LiΘiLTi

)
u
. (4.20)

∑k
i=1 LiΘiL

T
i ∈ Rl×l és simètrica, Θi és de�nida positiva per (4.10), i com hem suposat que

al menys una de les matrius Li ∈ Rl×niés de rang complert, també serà de�nida positiva.
Per tant els seus valors propis γj, j = 1, . . . , l seran valors reals positius.

Siguin υj, j = 1, . . . , l els seus corresponents vectors propis, i de�nim Π = diag (γ1, . . . , γl),
V = [υ1, . . . , υl], v = V Tu, L = {j ∈ {1, . . . , l} : vj 6= 0}, L0 = {1, . . . , l}�L. Expressant∑k

i=1 LiΘiL
T
i = VΠV T , podem escriure (4.20) com

λ ≤ VΠV T

uTΘ0u+ VΠV T
=

∑
j∈L γjv

2
j∑

j∈L
(
u2
jΘ0j + γjv2

j

)
+
∑

j∈L0

(
u2
jΘ0j

) ≤ ∑
j∈L γjv

2
j∑

j∈L
(
u2
jΘ0j + γjv2

j

) ⇔
λ ≤

∑
j∈L γjv

2
j∑

j∈L

((
uj

vj

)2

Θ0j + γj

)
v2
j

(4.21)

Usem ara la notació α2
j =

((
uj

vj

)2

Θ0j + γj

)
v2
j per a j ∈ L en (4.21) obtenim

λ ≤
∑

j∈L γjv
2
j∑

j∈L α
2
j

=

∑
j∈L

γj(
uj
vj

)2

Θ0j+γj

α2
j∑

j∈L α
2
j

≤

∑
j∈L

maxj∈L
γj(

uj
vj

)2

Θ0j+γj

α2
j∑

j∈L α
2
j

= max
j∈L

γj(
uj

vj

)2

Θ0j + γj

(4.22)

Abusant de la notació, considerem que per als índexs j ∈ L0 tenim que
(
uj

vj

)2

= +∞ i
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Figura 4.3: Evolució del radi espectral de D−1(CTB−1C) i de la seva �ta (4.18), problema
PDS1

γj/

((
uj

vj

)2

Θ0j + γj

)
= 0; com λ ≥ 0 veiem que aquest conjunt d'índexs no proporcionen el

màxim, i per tant podem concloure que (4.22) és equivalent a (4.18), tal com volíem provar.
�

La Figura 4.3 mostra l'evolució del radi espectral de D−1(CTB−1C) i de la �ta (4.18)
per les 11 primeres iteracions en l'execució de l'algorisme que incorpora regularització qua-
dràtica, descrit en el proper capítol, per al problema PDS1, una instància dels problemes de
�uxos multiarticle PDS [10]. S'observa que el radi espectral s'atansa a 1 progressivament, in-
crementant el nombre d'iteracions de gradient conjugat precondicionat conforme l'algorisme
s'atansa a l'òptim. Això és així per que la matriu Θ = (Q+X−1Z + (U −X)−1W )−1 esdevé
mal condicionada conforme les iteracions s'atansen a la solució degut a la condició de com-
plementarietat µe−XZe = 0, i per tant D−1(CTB−1C)−1 també estarà mal condicionada,
la qual cosa proporciona valors del radi espectral molt propers a 1.

Usant la �ta (4.18) mostrarem a continuació que el radi espectral de D−1(CTB−1C)

considerat com una funció de la matriu Q = diag (Q1, . . . , Qk) , Qi = diag(qi), 1 ≤ i ≤
k, qi ∈ Rni dels costos quadràtics de les variables, excloent les folgues, tendeix a 0 quan els
elements del vector qi tendeix a ∞ (abusant de la notació, escriurem: qi →∞).
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Taula 4.1: Problema quadràtic angular en blocs de grans dimensions variant Q = β1n

CPLEX-11 QIPM

instància β it CPU it PCG CPU f∗

CTA-100-100-1000 0.01 7 29939 10 36 66 -2.6715e+08

CTA-100-100-1000 0.1 7 31328 9 40 61 -2.6715e+09

CTA-100-100-1000 1 8 33367 8 38 56 -2.6715e+10

CTA-100-100-1000 10 9 35220 7 37 51 -2.6715e+11

Proposició 4.4.1 Suposem que es veri�quen les condicions del Teorema 4.4.1. Llavors es
veri�ca que

lim
Qi→∞

ρ = 0, i = 1, . . . , k (4.23)

Demostració: En cada iteració de punt interior les variables (x, z, f, w) són positives
i estan a�tades superiorment, de forma que existirà un ε, amb 0 < ε < 1, tal que per
i = 1, . . . , k tindrem ε < xi < 1/ε, ε < zi < 1/ε, ε < fi < 1/ε, ε < wi < 1/ε [29].
Llavors, usant (4.10), limqi→∞Θi = 0⇒ limqi→∞

∑k
i=1 LiΘiL

T
i = 0, i = 1, . . . , k. Els valors

propis γj, j = 1, . . . , l de
∑k

i=1 LiΘiL
T
i satisfaran limqi→∞ γj = 0, i = 1, . . . , k, j = 1, . . . , l.

Usant (4.21) , Π = diag (γ1, . . . , γl), i considerant que els vectors propis u, υ1, . . . , υl descrits
al Teorema 4.4.1 són unitaris, v = V Tu on V = [υ1, . . . , υl] també serà un vector unitari,
llavors obtenim que

lim
qi→∞

λ =≤ lim
qi→∞

vTΠv

uTΘ0u+ vTΠv
= 0

Com, pel Teorema 4.4.1, el radi espectral veri�ca ρ ∈ [0, 1), podem a�rmar que (4.23) efec-
tivament és compleix. �

La Proposició 4.4.1 ens diu que afegint un terme quadràtic a l'objectiu d'un problema
lineal del tipus descrit en la Secció 4.1, per valors qi, i = 1, . . . , k prou grans, podem atansar
el radi espectral de la matriu D−1(CTB−1C) a zero tot el que vulguem, i per tant obtindrem
una millora de qualitat del precondicionador. Això con�rma la conjectura que teníem pen-
dent de provar respecte al millor comportament de l'algorisme especialitzat amb problemes
quadràtics.

Una altra con�rmació experimental la dóna la resolució d'un problema multiarticle sense
terme lineal en la funció objectiu, és a dir que és quadràtic pur. La Taula 4.1 proporciona
els detalls de la resolució de la instància CTA-100-100-1000 d'un conjunt de problemes de
protecció estadística de dades [14] utilitzant com a terme quadràtic 1

2
xT (βQ)x, usant Q = I

i variant el paràmetre β. La instància CTA-100-100-1000 és molt gran: el problema primal
té 10.000.000 de variables i 210.000 restriccions. Les columnes �it� proporcionen el nombre
d'iteracions de punt interior, i la columna �PCG� proporciona el nombre total d'iteracions de
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gradient conjugat precondicionat que ha necessitat l'algorisme especialitzat. Les columnes
�CPU� proporcionen el temps de CPU en segons, usant un servidor Dell PowerEdge 6950
amb quatre processadors Opteron 8222 de doble nucli a 3.0 GHz, sense usar la possibilitat de
computació paral·lela. La columna �f ∗� proporciona l'objectiu òptim, que és pot veure que és
consistent amb el factor d'escala β. La tolerància del mètode PCG ha estat de 10−8per totes
les execucions. La Taula 4.1 mostra que el nombre d'iteracions de punt interior en el cas de
l'algorisme especialitzat QIPM decreix quan augmentem β, just al contrari del que succeïx
amb el solver CPLEX, mentre que les iteracions de PCG no augmenten amb β. La mateixa
tendència s'observa en el temps de CPU, mentre que les iteracions de gradient conjugat són
independents de β. L'algorisme especialitzat és molt més e�cient que CPLEX-11 tant en
temps de CPU com en requeriments de memòria: 1.2 Gb de RAM per QIPM, mentre que
CPLEX-11 va necessitar 15 Gb. Tant CPLEX-11 com QIPM van arribar a l'òptim en tots
els problemes, amb diferències relatives en la funció objectiu de l'ordre de 10−11.

D'altra banda, quan afegim un terme quadràtic a la funció de barrera d'un problema
lineal, hem establert en la Secció 3.5.3 que només té sentit usar valors de Q petits per tal
de no incrementar excessivament el nombre d'iteracions de punt interior. En la següent
proposició mostrarem que, sota certes condicions, la �ta (4.18) del radi espectral per un
problema lineal es redueix quan afegim costos quadràtics Qi = diag(qi), i = 1, . . . , k a la
funció objectiu, �ns i tot si els qi són petits. Una reducció en la �ta no implica necessàriament
una reducció en el radi espectral, no obstant, donat que tant el radi espectral com la seva
�ta s'atansen a 1 en les iteracions �nals de l'algorisme de punt interior, si la reducció en la
�ta és prou signi�cativa llavors sí que esperem obtenir una reducció en el radi espectral.

Necessitarem un resultat previ respecte a la reducció dels valors propis de la matriu∑k
i=1 LiΘiL

T
i quan afegim el terme quadràtic a la funció objectiu lineal, que expressem en

forma de lema.

Lema 4.4.1 Siguin γ̂j i γj, j = 1, . . . , l els j-èsims màxims valors propis de
∑k

i=1 LiΘ̂iL
T
i

i de
∑k

i=1 LiΘiL
T
i respectivament, on Θ està de�nida en (4.10) i representem per Θ̂iel valor

de Θ en el cas lineal (és a dir, quan Q = 0, en la de�nició (4.10)). Llavors γ̂j > γj.

Demostració: Donat que Θi = (Qi + F−1
i Wi + X−1

i Zi)
−1 > 0, Θ̂i = (F−1

i Wi +

X−1
i Zi)

−1 > 0, i = 1, . . . , k, on totes les matrius Qi, Fi,Wi, Xi, Zi són diagonals, amb Qi > 0,

de�nim Ei = QiΘiΘ̂i > 0; llavors tindrem que

Θi + Ei = Θi

(
I +QiΘ̂i

)
= Θi

(
Θ̂iΘ̂

−1
i +QiΘ̂i

)
= ΘiΘ̂i

(
Θ̂−1
i +Qi

)
= ΘiΘ̂i

(
F−1
i Wi +X−1

i Zi +Qi

)
= ΘiΘ̂iΘ

−1
i = Θ̂i.

Per tant
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k∑
i=1

LiΘ̂iL
T
i =

k∑
i=1

LiΘiL
T
i +

k∑
i=1

LiEiL
T
i . (4.24)

Les tres matrius
∑k

i=1 LiΘ̂iL
T
i ,
∑k

i=1 LiΘiL
T
i i
∑k

i=1 LiEiL
T
i són de�nides positives. El teo-

rema minimax de Courant-Fischer (veure, per exemple, [28, Teorema 8.1.2]) estableix que,
per una matriu simètrica M ∈ Rn×n amb valors propis λ1 ≤ λ2 ≤ . . . ≤ λn , i denotant per
S un subespai genèric de Rn, es veri�ca que el seu j-èsim valor propi més gran és:

λj = max
dim(S)=j

min
06=y∈S

yTMy

yTy
j = 1, . . . , n. (4.25)

Per el cas M =
∑k

i=1 LiΘ̂iL
T
i aplicant (4.24) tenim que

yTMy

yTy
=
yT
(∑k

i=1 LiΘ̂iL
T
i

)
y

yTy
>
yT
(∑k

i=1 LiΘiL
T
i

)
y

yTy

Llavors, per (4.25), ha de ser γ̂j > γj �.

Ara estem en condicions de provar que els termes quadràtics redueixen la �ta (4.18) del
radi espectral; tenim la següent proposició.

Proposició 4.4.2 Suposem que es veri�quen les hipòtesis de la Proposició 4.4.1, i consi-
derem un problema lineal i un de quadràtic obtingut afegint costos quadràtics Qi > 0, i =

1, . . . , k a les variables de bloc x1, . . . , xk del problema lineal, però no a les variables x0 de les
folgues de les restriccions d'acoblament. Suposem que ûj/v̂j ≤ uj/vj, on les variables amb
�barret� simbolitzen les del problema lineal i les que no el porten representen les del problema
quadràtic. Llavors la �ta (4.18) és més petita per al problema quadràtic que no pas per al
lineal.

Demostració: Per (4.18) la �ta del radi espectral ρ de D−1
(
CTB−1C

)
del problema

quadràtic és

ρ ≤ max
j∈{1,...,l}

γj(
uj

vj

)2

Θ0j + γj

< 1

on γj és el j-èsim valor propi de
∑k

i=1 LiΘiL
T
i . Nombrant per γ̂j el j-èsim valor propi de∑k

i=1 LiΘ̂iL
T
i corresponent al problema lineal, tenim pel Lema 4.4.2 que γ̂j = γj + εj per a

algun εj > 0. Com hem suposat que ûj/v̂j ≤ uj/vj tindrem

γ̂j(
ûj

v̂j

)2

Θ0j + γ̂j

≥ γ̂j(
uj

vj

)2

Θ0j + γ̂j

=
γj + εj(

uj

vj

)2

Θ0j + γj + εj

>
γj(

uj

vj

)2

Θ0j + γj
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Figura 4.4: Efecte de la regularització en el radi espectral, problema PDS1

L'última desigualtat es compleix doncs εj
(
uj

vj

)2

Θ0j > 0 . �

En la proposició anterior s'ha fet la suposició ûj/v̂j ≤ uj/vj sense justi�car-la; en el cas
general no té perquè complir-se, però en les següents seccions veurem que sí que es veri�ca
per a una classe important de problemes. Un altre restricció que s'ha fet ha estat afegir
el terme quadràtic a les variables dels blocs, però no a les variables de folga; en la següent
secció justi�carem aquesta elecció. D'altra banda la proposició estableix que la �ta del radi
espectral ρ es redueix afegint un terme quadràtic, però no assegura res sobre el radi espectral
en sí. Donat que ρ pren valors en l'interval (0, 1), quan s'atansa a 1 una reducció de la �ta
implica una reducció del radi i per tant millorem el precondicionador, però quan el radi es
clarament inferior a 1 no serà cert que qualsevol Q redueixi el radi espectral. Per exemple,
considerem un problema �ctici que segueix la formulació (4.4) prenent k = 1 i sense �tes
superiors a les variables (i per tant no calen les variables u, f i w)

min
x1

cTx1 + xT1Q1x1

subjecte a Nx1 = b1

L1x1 + x0 = b0

x0, x1 ≥ 0

on les variables i coe�cients del problema prenen els següents valors:
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L1 = I (un únic article, x ∈ R5)
x0 = [4, 65 0, 704 0, 7206 3, 5957 3, 8952]T (folgues de les restriccions mútues)
x1 = [1, 8289 7, 8537 0, 2577 4, 074 9, 0643]T (variables de bloc)
z0 = z1 = [1 1 1 1 1]T (variables duals)
Q = diag ([1, 108 0, 0111 1, 747 0, 0122 0, 0182]), (terme de regularització)

N1 =

[
1 2 3 1 5

2 4 8 8 32

]
(no és una matriu arc-node de xarxa, però sí te rang complet

per �les).

Els valors que proporcionem no es donaran mai en un problema real: les folgues de
les restriccions d'acoblament no són necessàries doncs només tenim un únic article; només
serveixen per con�rmar el que estem dient sobre el radi espectral. Si anomenem Q1 al terme
de regularització de les variables de bloc i Q0 al de les variables de folga, el radi espectral ρ
de D−1(CTB−1C) resulta ser ρ = 0, 8484 quan Q1 = Q0 = 0, mentre que per Q1 = Q0 = Q

obtenim ρ = 0, 8736 i per Q1 = Q, Q0 = 0 resulta ρ = 0, 8632. En els problemes reals, no
obstant, hem observat que, �ns i tot quan el radi és lluny de 1, afegir un terme quadràtic
pot reduir el radi ρ, com s'observa en la Figura 4.4, que mostra l'evolució del radi espectral
per a les primeres 11 iteracions de la versió regularitzada del problema multiarticle PDS1
utilitzant diferents matrius inicials Q. El valor Q = 0 correspon al problema lineal estàndard
PDS1.

4.4.2 El cas de �tes superiors generalitzades (GUB)

4.4.2.1 De�nició de �tes GUB

Sovint els problemes lineals presenten un conjunt de restriccions generals i un altre conjunt
de restriccions que són �tes superiors per a unes sumes parcials de les variables, de forma que
cada variable apareix en com a molt una d'aquestes sumes parcials. Aquestes sumes parcials
a�tades s'anomenen �tes superiors generalitzades (GUB: Generalized Upper Bounds, veure,
per exemple, [21, capítol 9] ). En la pràctica, les restriccions GUB són molt més nombroses
que la resta de restriccions. Anem a de�nir de forma més precisa aquestes restriccions per
després poder-les relacionar amb la regularització de problemes angulars en bloc.

Considerem un problema lineal amb m + p restriccions d'igualtat amb les següents pro-
pietats:

1. Cada variable té com a molt un coe�cient no nul en les últimes p restriccions.

2. Tots aquests coe�cients no nuls són positius.

3. Els últims p termes constants (termes a la dreta) són positius.

Podem escalar les variables de forma que tots els coe�cients en les últimes p equacions i també
tots els termes constants siguin 1. Aquesta és la forma estàndard de les restriccions GUB.
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A més a més si algunes de les últimes p restriccions són desigualtats les podem convertir en
igualtats introduint variables de folga.

De�nició 4.4.1 Conjunt de �tes superiors generalitzades (conjunt GUB, Generalized Upper
Bounds): Per i = 1, . . . , p, sigui Si el i-èsim conjunt GUB, això és, el conjunt d'índexs de
les variables amb un coe�cient igual a 1 en la �la (m+ i). Sigui S0 el conjunt d'índexs que
corresponen a les variables que només tenen coe�cients nuls en les �les m + 1 �ns m + p .
Aquestes de�nicions impliquen que cada índex j de variable pertany a un i només un conjunt
Si per i = 0, 1, . . . , p.

Un problema lineal amb �tes superiors generalitzades es pot expressar com:

min
x

∑
j∈S0

cjxj +
∑p

i=1

∑
j∈Si

cjxj

subjecte a
∑

j∈S0

[
A�j

0

]
xj +

∑p
i=1

∑
j∈Si

[
A�j

ei

]
xj =

[
b

e

]
(4.26)

x ≥ 0 (4.27)

on ei i = 1, . . . , p són vectors de la mateixa dimensió que x, que té un 1 en la posició i i
zeros en la resta, b = (b1, b2, . . . , bm)T , i e = (1, . . . , 1)T . La notació

∑
j A�j indica que el

sumatori es realitza variant j per totes les �les de la matriu A.

4.4.2.2 Fites GUB i problemes amb estructura angular en blocs

Si permetem que en (4.26) els coe�cients en les últimes p equacions i els termes constants
siguin diferents d'1, és a dir, substituint els vectors ei i e per altres més generals ωi i b0 que
representen la ponderació amb pesos de les p igualtats, obtenim la formulació que anomenem
de �tes GUB ponderades (weighted GUB):

∑
j∈S0

[
A�j

0

]
xj +

p∑
i=1

∑
j∈Si

[
A�j

ωi

]
xj =

[
b

b0

]
. (4.28)

Considerem ara el cas particular del problema primal amb estructura angular en blocs
(4.1) en el qual les matrius Li, i = 1, . . . , k són matrius diagonals quadrades semi de�nides
positives en Rn×n, totes amb el mateix nombre de columnes, i per tant tenim ni = n =

l, i = 1, . . . , k. Llavors identi�cant el nombre p de igualtats de (4.28) amb k, i les matrius
Ωi = diag(ωi) = Li, les restriccions d'acoblament de (4.1) es corresponen amb la formulació
de les restriccions de �ta superior generalitzades ponderades (4.28). Si addicionalment fem
que Li = I, i = 1, . . . , k, les restriccions d'acoblament esdevenen

∑k
i=1 x

i ≤ b0, la formulació
(4.1) representa a la important classe de problemes d'optimització de �uxos multiarticle en
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xarxes, que al seu torn coincideix amb l'estructura de les �tes superiors generalitzades en la
seva versió estàndard (4.26).

4.4.2.3 Reducció del radi espectral en les �tes GUB

Si Li és diagonal, llavors
∑k

i=1 LiΘiL
T
i també ho serà, i els seus valors propis seran γj =∑k

i=1 ΘijW
2
ij, amb vectors propis υj = ej, j = 1, . . . , n i V = [υ1, . . . , υn] = 1n. Llavors

v = V Tu = u, la relació uj/vj serà igual a 1 per tot j = 1, . . . , n i la �ta (4.18) pren una
forma més simple:

ρ ≤ max
j∈{1,...,l}

∑k
i=1 ΘijL

2
ij

Θ0j +
∑k

i=1 ΘijL2
ij

< 1 (4.29)

A més la suposició ûj/v̂j ≤ uj/vj de la proposició (4.4.2) es complirà sempre, doncs ara
es redueix a ûj/v̂j = uj/vj = 1. Per tant la �ta (4.29) es redueix quan afegim un terme
quadràtic Qi > 0, i = 1, . . . , k a un problema lineal, �ns i tot si Q és petita. En el cas
de que les restriccions amb �tes superiors generalitzades afectin només a algunes variables
i ∈ L ⊆ {1, . . . , n}, només caldrà de�nir Lij = 0 per a tot j ∈ L per tal de que (4.29)
continuï essent vàlida.

4.4.3 El cas de �uxos multiarticle

Si considerem ara el cas de restriccions GUB estàndard, Li = I, i = 1, . . . , k, la �ta (4.29)
queda reduïda a

ρ ≤ max
j∈{1,...,l}

∑k
i=1 Θij

Θ0j +
∑k

i=1 Θij

< 1 (4.30)

Si addicionalment fem Ni = N ∈ Rm×n on N és la matriu d'incidència arc-node d'un
graf, llavors obtenim un problema de �uxos multiarticle; en particular, les restriccions d'a-
coblament de (4.1) representen les restriccions de capacitat mútua dels articles. En aquest
cas típic, la mateixa topologia de xarxa és compartida per tots els articles.

4.4.3.1 Regularització de les variables de folga

En la Proposició 4.4.2 hem restringit a les variables de bloc l'ús de la regularització. En
aquest apartat estudiem l'efecte de la regularització de les variables de les folgues de les
restriccions d'acoblament.

Suposem que j ∈ {1, . . . , l} és l'índex tal que proporciona el màxim en (4.30). Els
components de la matriu Θij, i = 0, . . . , k són
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Θij =
1

Qij +X−1
ij Zij

(4.31)

En el cas no regularitzat, Qij = 0. Suposem que afegim un terme quadràtic constant
Qij = δ. Com el radi espectral ρ d'una matriu és una funció contínua dels seus components,
podem de�nir la funció ρ (δ) i, �xant j en (4.30), la �ta superior del radi espectral també
serà una funció contínua de δ

f (δ) =

∑k
i=1

1
δ+ti

1
δ+t0

+
∑k

i=1
1

δ+ti

(4.32)

on ti = X−1
ij Zij, i = 0, . . . , k.

Per estudiar la variació de la �ta del radi espectral amb la regularització, fem la derivada
de la funció f (δ) per obtenir

f
′
(δ) =

1
(δ+t0)2

∑k
i=1

(ti−t0)

(δ+ti)
2(

1
δ+t0

+
∑k

i=1
1

δ+ti

)2 . (4.33)

Si considerem el cas trivial k = 1 l'expressió (4.33) ens diu que f
′
(δ) < 0 quan t0 > t1 , i

llavors podem obtenir una reducció del radi espectral quan afegim el terme de regularització
quadràtica. En canvi si t0 < t1 la �ta augmenta, i podem esperar que també ho faci el radi
espectral. Per últim, si t0 = t1 no obtindrem cap resultat en regularitzar.

Considerem ara la regularització de només les variables corresponents als blocs, excloent
les variables de folga. La �ta superior ara vindrà donada per

f0 (δ) =

∑k
i=1

1
δ+ti

1
t0

+
∑k

i=1
1

δ+ti

. (4.34)

Procedim com abans, la derivada de f0 (δ) és

f
′

0 (δ) =

−1
t0

∑k
i=1

1
(δ+ti)

2(
1
t0

+
∑k

i=1
1

δ+ti

)2 . (4.35)

Veiem que l'expressió (4.35) és sempre negativa per qualsevol valor δ i per tant f0 (δ) és
una funció decreixent. Això serà cert no només per la component j -èsima associada amb el
màxim de (4.30) sinó per a totes les components. Per tant, si no regularitzem les variables
de folga sempre obtindrem una reducció del radi espectral, mentre que si regularitzem totes
les variables la �ta només es reduirà en certes condicions particulars.

D'altra banda si regularitzem només les variables de folga, excloent les variables dels
blocs, obtindrem una �ta superior com ara
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f1 (δ) =

∑k
i=1

1
ti

1
δ+t0

+
∑k

i=1
1
ti

(4.36)

que té per derivada

f
′

0 (δ) =

∑k
i=1

1
ti

1
(δ+t0)2

(
1

δ+t0
+
∑k

i=1
1
ti

)2 > 0 (4.37)

resultant en un creixement de la �ta superior per qualsevol valor del paràmetre δ. Com a
conclusió veiem que l'opció més segura, en quan a la reducció de la �ta (4.30), és només
regularitzar les variables de bloc i no les variables de folga. Aquesta a�rmació tindrà una
con�rmació experimental en el proper capítol.

4.4.4 El cas amb N ∈ Rn×n

Quan la matriu de xarxa és quadrada i no singular i per tant invertible, i les Li i = 1, . . . , k

són diagonals, llavors (4.29) proporciona el valor exacte del radi espectral en comptes de
només una �ta. En efecte,

D−1(CTB−1C) =

(
Θ0 +

k∑
i=1

LiΘiL
T
i

)−1( k∑
i=1

LiΘiN
T
i

(
NiΘiN

T
i

)−1
NiΘiL

T
i

)

=

(
Θ0 +

k∑
i=1

LiΘiL
T
i

)−1( k∑
i=1

LiΘiL
T
i

)
.

Per tant D−1(CTB−1C) és una matriu diagonal amb component j-èsima(
Θ0j +

k∑
i=1

ΘijL
2
ij

)−1( k∑
i=1

ΘijL
2
ij

)
< 1,

i el radi espectral serà

ρ = max
j∈{1,...,n}

∑k
i=1 ΘijL

2
ij

Θ0j +
∑k

i=1 ΘijL2
ij

< 1.

Malgrat aquest resultat no és de interès pràctic, doncs els problemes amb matrius de restric-
cions quadrades només tenen un únic punt factible i no són problemes reals, com a cas límit
sí és interessant veure que la �ta (4.29) esdevé un valor exacte.
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4.5 Regularitzacions proximal i quadràtica

En la Secció 3.2.1 ja s'ha dit que, en el cas general de programació lineal, l'única diferència
en les equacions KKT d'optimalitat per a les barreres estàndard, de regularització proximal
i de regularització quadràtica està en les infactibilitats duals. En el cas actual de problemes
angulars en blocs això és manté: la matriu Θ de�nida en (4.10) pren els següents valors
per les barreres estàndard, amb regularització proximal i amb regularització quadràtica,
respectivament:

Θ =
(
(U −X)−1W +X−1Z

)−1
, (4.38)

ΘP =
(
QP + (U −X)−1W +X−1Z

)−1
, (4.39)

ΘQ =
(
µQ+ (U −X)−1W +X−1Z

)
. (4.40)

on el terme de regularització quadràtica proximal és QP = µQ i per tant ΘP = ΘQ =(
µQ+ (U −X)−1W +X−1Z

)
. Malgrat l'algorisme de punt proximal no necessita el parà-

metre µ per assegurar l'aproximació successiva del problema regularitzat quadràtic al lineal,
s'ha decidit incloure'l per tal de comparar els comportaments dels algorismes de regularit-
zació quadràtica i de regularització quadràtica proximal en les mateixes condicions. D'altre
banda l'àlgebra del mètode de punt interior és la mateixa en les tres variants. L'Algorisme
4.2 mostra l'esquema de procés que usen tots dos mètodes, el de regularització proximal i el
de regularització quadràtica.
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Algorisme 4.2 RIPM: Mètode especialitzat regularitzat per a problemes lineals amb es-
tructura angular en blocs

Paràmetres: precisió de la rutina de gradient conjugat: pcgtol; factor d'escalat: δ; vector
de regularització: q

Preprocés: detecció i eliminació de restriccions mútues inactives

� obtenir un punt inicial interior primal-dual p0 =
(
x(0), y(0), z(0), w(0)

)
� calcular el paràmetre de barrera inicial µ0

� inicialitzar la matriu de regularització Q(0) = (δ/µ0) diag (q)

� k = 0

Mentre (pk no sigui òptim) fer

� k = k + 1; Q(k) = µkQ
(0)

� Resoldre (4.16) usant gradient conjugat precondicionat amb precisió pcgtol per
obtenir 4y2

� Resoldre (4.15) usant factorització de Cholesky per obtenir 4y1

� Obtenir 4x,4z,4w usant (4.5b,4.5d,4.5e)

� actualitzar pk = pk−1 + dk, amb dk = (4x,4y,4z,4w)

� Si pk és prou proper a l'òptim llavors detectar i eliminar restriccions mútues
inactives Fi_Si

� actualitzar el paràmetre de barrera µk

Fi_Mentre



Capítol 5

Experiència computacional amb
problemes angular en blocs

En aquest capítol aplicarem el mètode de regularització quadràtica de la barrera logarítmica
en un algorisme de punt interior especialitzat per resoldre problemes d'optimització amb
estructura angular en blocs, tal com s'han descrit en la Secció 4.1. A diferència del capítol
anterior aquest té un fort caràcter empíric, que ens permetrà la con�rmació experimental
de la teoria exposada. Es resolen problemes lineals dintre de les categories de �uxos multi-
article, de congestió mínima en una xarxa de transport (o equivalentment, de màxim �ux
concurrent) i de �uxos multiarticle no orientats. Per a cada família de problemes usarem les
dues regularitzacions que hem presentat en aquesta memòria: la regularització quadràtica
presentada en la secció 3.2 i la de punt proximal de la Secció 3.2.1, comparant els resultats
amb els proporcionats per la versió no regularitzada de l'algorisme. La regularització de punt
proximal, tal com ja s'ha esmentat en la Secció 3.6 on regularitzàvem els problemes lineals
generals, s'utilitza només amb l'objectiu de comparar les prestacions de les dues regularit-
zacions. El capítol s'estructura de la següent forma: per a cada cada família de problemes
donem la seva formulació i aplicacions principals, detallem les instàncies dels problemes que
usarem per fer les proves computacionals, expliquem la implementació de l'algorisme de punt
interior usat per l'optimització prestant especial atenció als seus paràmetres con�gurables i
valorem els resultats obtinguts.

5.1 Problemes lineals de xarxes multiarticle

Els problemes d'optimització de �uxos multiarticle són una generalització del problema clàs-
sic de �uxos en xarxes en els que k productes independents entre sí (els articles) comparteixen
un mateix canal de transmissió (la xarxa) amb unes limitacions de capacitats de transmissió,
de forma que cal trobar l'enrutament òptim de tots els �uxos a mínim cost. En el model clàs-

83
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sic, se suposa que per a cada article, el �ux es pot enviar per qualsevol ruta de la xarxa des del
seu origen �ns la destinació. Entre els camps on els models de �uxos multiarticle han estat
aplicats amb èxit trobem el de la plani�cació d'operacions i les telecomunicacions. Dintre del
primer tipus trobem problemes com ara els denominats problemes PDS (Patient Distribution
System) [10], que són problemes lineals desenvolupats durant els anys 80 i consisteixen en
un model logístic per a l'evacuació de pacients d'una zona amb un con�icte militar. També
tenim els problemes d'assignació de serveis a un conjunt de vols d'una companyia aèria [48]
o els d'assignació de personal a ferrocarrils [58], que són problemes d'optimització entera.
En el camp de telecomunicacions els problemes de xarxes són fortament multiarticle: cada
article representa el conjunt de missatges (dades o veu) que han de ser enviats entre cada
parell de nodes emissor/receptor, i per tant el nombre d'articles acostuma a ser molt elevat.

Per realitzar les proves computacionals hem usat quatre tipus de problemes: els esmentats
PDS, els problemes Mnetgen, els Tripart i els Gridgen. Els problemes Mnetgen s'han obtingut
a partir de la versió d'en A. Frangioni [13] del generador Mnetgen (Ali i Kennington [1]),
que es pot obtenir de http://www.di.unipi.it/di/groups/optimize/Data/MMCF.html. En
aquestes instàncies la ràtio nombre d'arcs/nombre de nodes és de 8, el 80% dels arcs tenen
capacitats mútues, un 30% dels arcs tenen costos associats elevats i un 90% dels arcs tenen
capacitats individuals per a cada article.

El darrer conjunt es compon dels problemes Tripart i del problema Gridgen1. Aquestes
instàncies s'han obtingut amb el generador Tripartite, i amb una variant per a �uxos multi-
article del generador Gridgen. Aquests generadors van ser dissenyats per produir instàncies
multiarticle difícils de resoldre per usar-les en algoritmes d'aproximació [7]. L'estructura
d'aquestes instàncies és similar a la dels problemes de telecomunicacions del món real: tenen
un node origen i un de destí per article. Són problemes que estan considerats com difícils o
molt difícils [13]. Es poden obtenir de http://www-eio.upc.es/~jcastro/mmcnt_data.html.
Els problemes Gridgen (Y. Lee and J. Orlin) són problemes de transport uniarticle en una
xarxa amb mínim cost; les versions multiarticle s'han obtingut a partir del meta-generador
Dimacs2pprn [17], el qual transforma el problema original en un altre multiarticle.

5.1.1 Instàncies dels problemes

La Taula 5.1 mostra les següents característiques del problemes usats en les proves compu-
tacionals: k és el nombre d'articles, m

′
i n

′
són el nombre de nodes i d'arcs de la xarxa

respectivament, n i m són el nombre de variables i de restriccions, f ∗ és l'òptim de la funció
objectiu, i les tres últimes columnes mostren el nombre d'iteracions de punt interior (it),
d'iteracions de gradient conjugat precondicionat (PCG) i el temps total de procés (CPU )
quan resolem els problemes usant l'Algorisme 4.1.
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Taula 5.1: Característiques del problemes multiarticle
QIPM

Instància k m′ n′ n m f ∗ it. PCG CPU

pds1 11 126 372 4464 1758 2.908e10 41 513 0.09
pds5 11 686 2325 27900 9871 2.805e10 62 1093 1.66
pds10 11 1399 4792 57504 20181 2.673e10 78 1647 7.25
pds15 11 2125 7756 93072 31131 2.518e10 90 2696 21.9
pds20 11 2857 10858 130296 42285 2.832e10 107 4718 56.5
pds25 11 3554 13580 162960 52674 2.262e10 114 3648 74.6
pds30 11 4223 16148 193776 62601 2.139e10 119 4063 111

32-32-12 32 32 486 16038 1510 8.056e5 39 1300 0.44
64-64-12 64 64 511 33215 4607 4.624e6 54 1118 1.49
128-64-12 64 128 1171 76115 9363 1.927e7 79 4048 13.2
256-64-12 256 64 2320 150190 18030 9.2250e7 131 87698 617
256-256-12 256 256 2204 566428 67740 3.979e8 119 4758 164

tripart1 16 192 2096 35632 5168 6.348e7 58 1976 1.7
tripart2 16 768 8432 143344 20720 3.870e8 87 4092 17.3
tripart3 20 1200 16380 343980 40380 2.694e8 90 6978 62.4
tripart4 35 1050 24815 893340 61565 1.775e7 133 14660 265
gridgen1 320 1025 3072 986112 331072 622e12 242 96877 7400

5.1.2 Formulació

En formular aquests problemes cal assignar variables per als �uxos de cada article, de forma
que el nombre total de variables queda multiplicat pel nombre d'articles que tractem. La
formulació d'un problema lineal de �uxos multiarticle considerant una xarxa de m nodes, n
arcs i k articles és:

min
k∑
i=1

(
ci
)T
xi (5.1a)

subjecte a


N 0

N 0
. . .

...
N 0

I I I I I




x1

x2

...
xk

x0

 =


b1

b2

...
bk

b0

 (5.1b)

0 ≤ xi ≤ ui i = 0, . . . , k (5.1c)

on els vectors xi, i = 1, . . . , k representen els �uxos per a cada article mentre que x0
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són les folgues de les restriccions de capacitat mútua. N ∈ Rm×n és la matriu arc-node
del graf dirigit que representa la xarxa, que considerem de rang complert, i I representa la
matriu identitat en Rn×n, ci i ui són vectors en Rn que representen respectivament els costos
i les capacitats dels arcs per a cada article. Finalment, els vectors bi ∈ Rm representen les
injeccions o extraccions de cada article en cada node de la xarxa, mentre que la restricció
expressada per l'última equació (5.1b) és la que imposa que la suma de �uxos de tots els
articles no sobrepassi la capacitat de l'arc:

∑k
i=1 x

i + x0 = b0, x0 ≥ 0⇒
∑k

i=1 x
i ≤ b0.

La formulació (5.1b) coincideix amb la (4.1) donada en la secció 4.1, quan fem Qi =

0, i = 1, . . . , k (�uxos lineals), N1 = N2 = . . . Nk = N i L1 = L2 = . . . = Lk = I.

5.1.3 Descripció de la implementació usada

Com a punt de partida s'ha pres la implementació de l'Algorisme 4.1 de punt interior espe-
cialitzat per problemes de �ux multiarticle quadràtics descrita en [11, 12], que anomenem
QIPM. A partir d'aquesta implementació s'han preparat dues versions: RIPM, que aplica
la regularització quadràtica, i PIPM que aplica la regularització proximal. Estan escrites
principalment en C, amb l'única excepció de les rutines de factorització de Cholesky que
estan en Fortran. Els paràmetres que s'han tingut en compte en les proves computacionals
han estat tres:

1. el valor de la matriu de regularització, que sempre pren la forma d'una matriu diagonal
de�nida positiva Q(k) = µk (δ/µ0) diag (q), on k = 0, 1, . . . és el comptador d'iteracions,
diag (q) representa la matriu diagonal formada prenent els elements del vector q ∈
Rkn+n

+

2. la precisió per a la rutina de gradient conjugat, que anomenem pcgtol

3. el nombre de termes del precondicionador (4.17), que anomenem m_pw_prec.

Aquest últim paràmetre m_pw_prec, explicat en la Secció 4.3.2, pren per defecte el valor
zero, i només l'hem variat quan l'algorisme ha tingut problemes de convergència. El valor de
la matriu de regularització Q(k) és el paràmetre que més in�uència té en els resultats, i depèn
a la seva vegada dels dos paràmetres δ (factor d'escalat) i q (vector de regularització). Degut
al desconeixement de quins valors poden ser els millors per Q(k), triem valors heurístics pel
vector q, i usem el factor d'escalat δ per ajustar empíricament la seva magnitud, el qual hem
vist en la Secció 3.5.3 que no ha de ser massa gran per tal d'evitar un increment excessiu
del nombre d'iteracions de punt interior. Per aquest motiu en les proves computacionals per
a cada possible elecció del vector q s'ha variat el paràmetre δ en un rang ampli de valors,
no només per trobar el millor valor sinó també per veri�car els resultats teòrics: esperem
que per a valors de δ propers a zero l'algorisme regularitzat es comporti igual que el no
regularitzat, mentre que per a valors creixents de δ l'e�ciència de l'algorisme ha d'empitjorar
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progressivament. Veurem en les següents seccions que efectivament es veri�ca aquesta pre-
dicció. En RIPM i en PIPM es dóna valor a Q després d'obtenir el punt inicial p0, i per tant
en el seu càlcul no s'utilitza la regularització; això assegura que el punt inicial obtingut serà
el mateix que en l'algorisme no regularitzat. L'experiència ha mostrat que aquesta elecció
és la més e�cient. D'altre banda el paràmetre de tolerància pcgtol de la rutina de gradient
conjugat precondicionat (PCG) determina la precisió requerida per resoldre el sistema (5.7)
i per tant afecta al nombre d'iteracions de PCG requerides. Donar valors baixos a aquest
paràmetre resulta en un menor nombre d'iteracions PCG, però també proporciona solucions
menys acurades que poden augmentar el nombre requerit d'iteracions de punt interior per
arribar a l'òptim. En canvi valors alts del paràmetre pcgtol proporcionen solucions més acu-
rades i per tant probablement necessitem menys iteracions de punt interior però a canvi la
rutina PCG farà més iteracions. En la pràctica per a quasi bé tots els problemes resolts el
valor que es pren per defecte en la versió no regularitzada QIPM, pcgtol = 10−2, és el que ha
donat millors resultats, reservant el valors més exactes pcgtol < 10−2 només en aquells casos
en que la convergència de l'algorisme ho ha necessitat. A continuació expliquem quins han
estat els valors triats pel vector q de regularització i quina és la idea que ens ha motivat a
usar-los.

5.1.3.1 Eleccions de la matriu de regularització

La primera elecció és la més simple: fer que q sigui el vector unitat (1, . . . , 1)T ; la motiva-
ció ha estat comparar els resultats obtinguts amb les altres eleccions que usen algun tipus
d'heurística.

La segona elecció ve donada per l'estructura de la matriu Θ de�nida en (2.45):

Θ = (Q+X−1Z + (U −X)−1W )−1. (5.2)

La idea ha estat donar al terme Q una magnitud semblant a la resta de termes de la
matriu Θ, això és: Q ≈ X−1Z + (U −X)−1W , llavors l'elecció del vector q depèn dels valors
inicials de les variables x, z, u, w : qi = z

(0)
i /x

(0)
i + w

(0)
i /(ui − x(0)

i ).

Un altre elecció ha estat prendre el valor invers de l'elecció anterior, sense tenir en compte
les �tes u: qi = x

(0)
i /z

(0)
i . Llavors com més s'atansa a la frontera x = 0 el valor inicial d'una

variable primal x(0)
i més la seva corresponent qi esdevé negligible, mentre que per valors grans

d'x(0)
i també tindrem valors grans de regularització. En els algorismes QIPM, RIPM i PIPM

la rutina d'inicialització proporciona un punt
(
x(0), y(0), z(0), w(0)

)
tal que, per les variables

primals nomes es contempla que estiguin lluny de les �tes, mentre que per les variables
duals es prenen valors tals que la factibilitat dual c−

(
ATy(0) + z(0) − w(0) −Qx(0)

)
és zero:

z(0) = Qx(0) − c, y(0) = 0, w(0) = x(0) , de forma que obtenim qi = x
(0)
i /

(
Qx

(0)
i − c

)
. En

la pràctica, per una àmplia varietat de problemes, aquesta estratègia ha mostrat ser més
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e�cient que l'anterior.

Altre heurística seguida ha vingut motivada pel resultat teòric establert en la Proposició
3.5.7 que a�rma que per 0 6 q 6 1

u2 el paràmetre de la barrera auto-concordant pren el
valor 1, la qual cosa assegura una convergència del mateix ordre que per l'algorisme no
regularitzat. Llavors prenem qi = 1/u2

i i donant valors petits al paràmetre δ d'escalat en
Q(0) = δ · diag (q) assegurem que es veri�qui la condició.

L'última heurística que hem considerat està basada en l'evolució del paràmetre de bar-
rera µk iteració a iteració; la regularització quadràtica inicialment converteix un problema
lineal en un de quadràtic que, a mesura que es redueix el paràmetre de la barrera µk, s'a-
proxima més i més al problema lineal original. Típicament, en les primeres iteracions de
punt interior el paràmetre de barrera µk pràcticament no varia; quan les infactibilitats pri-
mal i dual s'han reduït su�cientment, llavors comença també a reduir-se ràpidament la µk.
En l'algorisme regularitzat tindrem per tant una Q pràcticament constant en les primeres
iteracions que després es reduirà ràpidament, de forma que la millora del precondiciona-
dor que volem aconseguir amb la regularització es pot perdre massa aviat, quan encara
estem lluny de l'òptim. Per esmorteir aquesta reducció massa prematura hem modi�cat
l'expressió Q(k) = µk (δ/µ0) diag (q) afegint el comptador d'iteracions, de forma que ens
quedi Q(k) = k · µk (δ/µ0) diag (q). La Figura 5.1 mostra en l'eix d'abcisses les iteracions
de punt interior i en el d'ordenades els valors de µk/µ0, k · µk/µ0 i també de k2 · µk/µ0

en escala logarítmica pel problema multiarticle PDS1, resolt amb l'algorisme RIPM, pre-
nent q = (1, . . . , 1). El descens de magnitud de Q és també ràpid, però mantenint valors
signi�cativament superiors durant tota l'execució.

Figura 5.1: Evolució de µk/µ0, k · µk/µ0 i k2 · µk/µ0 en PDS1, algorisme RIPM
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5.1.3.2 Finalització de l'algorisme i veri�cació de l'òptim

Teòricament el valor �nal del paràmetre de barrera µ quan arribem a l'òptim ha de ser
exactament zero. En la pràctica no és així, i obtenim sempre valors propers però no iguals
a zero: degut a l'ús del mètode de gradient conjugat per a resoldre el sistema lineal (4.16)
en teoria tindrem convergència exacte en com a molt n iteracions, essent n la dimensió del
vector de variables primal x, però a la realitat degut a errors numèrics computacionals no
podem exigir una solució exacte, i ens hem de conformar amb unes toleràncies no nul·les.
Els algorismes QIPM, RIPM i PIPM s'aturen quan les infactibilitats primal i dual i el gap
dual relatiu (2.37) de la iteració actual∣∣(cTx+ 1

2
xTQx

)
−
(
bTy − 1

2
xTQx− uTw

)∣∣
1 +

∣∣(cTx+ 1
2
xTQx

)∣∣ (5.3)

són menor que una tolerància que per defecte pren el valor de 10−6. Això implica que el terme
quadràtic (µk/µ0)x(k)T

Q(k)x(k) de regularització tampoc serà nul quan aturem l'algorisme, i
depenent del valor de Q(k) pot representar una pertorbació important i fer que el valor òptim
de la funció objectiu regularitzada difereixi signi�cativament del valor que obtindríem sense
regularitzar. Per aquest motiu en RIPM i en PIPM hem afegit un control addicional sobre el
valor de l'òptim: el quocient entre els termes lineal i quadràtic en la funció objectiu primal

xTQx

cTx
(5.4)

ha de ser menor que una tolerància, que també hem �xat en 10−6.

5.1.4 Estudi empíric del comportament de la regularització

En aquesta secció resolem els problemes de la Taula 5.1 variant de forma empírica els va-
lors de la matriu de regularització tal com s'ha explicat en la Secció 5.1.3.1 així com el
paràmetres pcgtol (tolerància del mètode de gradient conjugat precondicionat). S'han com-
binat els quatre tipus de matriu de regularització, amb 10 valors diferents dels paràmetre
δ ∈ {10−8, 10−7, . . . , 100, 101} i amb els valors 10−2 i 10−3 del paràmetre pcgtol, usant per
a cada problema els dos algorismes RIPM i PIPM, la qual cosa ha implicat fer un total de
160 execucions de cada instància de la Taula 5.1 excepte del problema Gridgen1, un total
de 2560 execucions. L'objectiu ha estat esbrinar quin és el millor algorisme, RIPM o PIPM,
i amb quina combinació de paràmetres. El problema Gridgen1, el més complex dels proble-
mes de prova, no s'ha usat en aquesta sèrie d'execucions degut a que cada una de les proves
efectuades hauria consumit massa temps; una vegada obtinguts els millors paràmetres sí que
el resoldrem més endavant, en la Secció 5.1.4.9. Totes les execucions amb problemes lineals
de xarxes multiarticle s'han efectuat en una màquina SUN Fire V20Z server de 367 M�ops
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de capacitat de procés amb dos processadors AMD Opteron a 2.46 GHz (no s'han apro�tat
les seves possibilitats de computació paral·lela) i 8 GB de memòria RAM.

5.1.4.1 Regularització amb Q = (µ/µ0)δI

La primera elecció pren q = (1, . . . , 1)T . Obtenim els resultats de la Taula 5.2, que mostra
els millors valors pels paràmetres δ i pcgtol, el nombre d'iteracions de punt interior (iter) i de
gradient conjugat precondicionat (iterGC) i el temps de CPU en segons per als dos algorismes
de regularització. En tots els problemes PDS tant RIPM com PIPM avantatgen a la versió no
regularitzada QIPM (veure la Taula 5.1), especialment en les instàncies més grans, PDS25
i PDS30. En els problemes Mnetgen PIPM es mostra lleugerament superior a RIPM; en
la instància 256-64-12 QIPM és mostra poc e�cient, mentre que RIPM i PIPM són iguals,
emprant ambdós de l'ordre de 21 vegades menys iteracions de gradient conjugat que QIPM.
En canvi en la instància 256-256-12 els resultats de tots tres algorismes és pràcticament
idèntic. Per als problemes tripart la regularització es mostra especialment efectiva en les
instàncies més grans: en tripart3 tant RIPM com PIPM estalvien un 60% de iteracions de
PCG i un 25% de temps de CPU, mentre que en tripart4 RIPM és mostra clarament superior,
usant 3,5 vegades menys de iteracions de PCG i un 60% de temps de CPU.

Taula 5.2: Fluxos multiarticle amb regularització Q = (µ/µ0)νI
Regularització quadràtica (RIPM) Regularització proximal (PIPM)

instància ν pcgtol iter iterGC CPU ν pcgtol iter iterGC CPU

pds1 10−1 10−2 38 463 0.08 10−2 10−2 39 489 0.08
pds5 10−1 10−2 59 965 1.54 10−1 10−2 56 863 1.42
pds10 10−2 10−2 76 1601 7.13 10−3 10−2 77 1536 6.84
pds15 10−2 10−2 86 2304 19.0 10−1 10−2 89 2481 19.4
pds20 10−1 10−2 105 4333 49.7 10−3 10−2 107 3877 47.2
pds25 1 10−2 105 2374 55.6 1 10−2 108 2882 67.7
pds30 10−1 10−2 113 3050 92.0 10−2 10−2 111 2808 89.6

32-32-12 10−1 10−2 48 2309 0.66 1 10−2 37 1213 0.42
64-64-12 10−1 10−2 63 1445 1.87 10−2 10−2 48 700 1.14
128-64-12 10−1 10−2 70 3793 12.3 10−1 10−2 66 2632 9.19
256-64-12 10−2 10−3 62 3762 34.7 10−2 10−3 62 3964 35.9
256-256-12 10−1 10−2 115 3820 165 10−1 10−2 113 3905 165
tripart1 10−3 10−2 74 3711 2.78 10−1 10−2 63 2682 2.07
tripart2 10−1 10−3 67 2894 11.8 10−1 10−2 72 2368 10.9
tripart3 10−1 10−2 97 5233 47.2 10−2 10−2 83 5490 48.0
tripart4 1 10−2 123 4381 113 1 10−2 127 8313 178
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5.1.4.2 Regularització amb Q = (µ/µ0)δ · diag (xi/zi)

Usant l'heurísticaQ = (µ/µ0)δ·diag (xi/zi) explicada en la secció 5.1.3.1 obtenim els resultats
que es mostren en la taula (5.3). Amb aquesta elecció per Q, en tots els problemes RIPM
avantatge clarament a PIPM i a QIPM (Taula 5.1), especialment en les instàncies PDS20,
PDS25, 128-64-12, 256-64-12, tripart3 i tripart4.

Taula 5.3: Fluxos multiarticle amb regularització Q = (µ/µ0)ν · diag (xi/zi)
Regularització quadràtica (RIPM) Regularització proximal (PIPM)

instància ν pcgtol iter iterGC CPU ν pcgtol iter iterGC CPU

pds1 1 10−2 43 506 0.09 1 10−2 41 479 0.09
pds5 101 10−2 57 726 1.33 1 10−2 61 962 1.61
pds10 10−2 10−2 74 1294 6.18 10−2 10−2 73 1481 6.93
pds15 10−1 10−2 77 1610 14.3 10−1 10−2 89 2326 18.7
pds20 10−2 10−2 96 2947 38.0 1 10−2 106 4899 56.0
pds25 101 10−2 98 1741 44.3 1 10−2 112 3808 73.2
pds30 10−3 10−2 118 3568 102 1 10−2 118 3852 109

32-32-12 10−3 10−2 39 1179 0.43 1 10−2 40 1523 0.48
64-64-12 10−3 10−2 53 947 1.41 1 10−2 81 5649 4.80
128-64-12 10−2 10−2 60 2304 8.42 1 10−2 68 2968 10.4
256-64-12 1 10−2 86 5149 48.3 1 10−2 96 8886 74.9
256-256-12 1 10−2 113 3774 164 1 10−2 115 3855 167
tripart1 10−4 10−2 53 1646 1.46 1 10−2 71 2440 2.14
tripart2 10−2 10−2 79 3368 13.5 1 10−2 119 11162 36.6
tripart3 10−2 10−2 80 4401 39.6 1 10−2 94 5055 46.5
tripart4 10−1 10−2 131 5835 138 1 10−2 124 7107 153

5.1.4.3 Regularització amb Q = it · (µ/µ0)δI

Les dues següents eleccions consisteixen en multiplicar la Q en cada iteració per el comptador
d'iteracions de punt interior, tal com s'ha explicat en (5.1.3.1). Aquí usem la primera versió
més simple per Q = it · (µ/µ0) i en el següent apartat aplicarem el comptador d'iteracions a
l'heurística Q = (µ/µ0)δ · diag (xi/zi). La taula (5.4) mostra els resultats, on �it� simbolitza
el comptador d'teracions de l'algorisme. PIPM es comporta lleugerament millor que RIPM
en els problemes PDS, mentre que en els Mnetgen els resultats són força semblants. En els
Tripart hi ha també una lleugera diferència a favor de RIPM. Comparant amb QIPM tots
dos algorismes regularitzats es comporten clarament millor que QIPM, especialment en les
instàncies 128-64-12, 256-64-12, tripart2, tripart3 i tripart4.
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Taula 5.4: Fluxos multiarticle amb regularització Q = it · (µ/µ0)νI
Regularització quadràtica (RIPM) Regularització proximal (PIPM)

instància ν pcgtol iter iterGC CPU ν pcgtol iter iterGC CPU

pds1 10−2 10−2 43 579 0.11 10−2 10−2 47 563 0.09
pds5 10−2 10−2 57 911 1.46 10−2 10−2 63 1262 1.82
pds10 10−3 10−2 78 1784 7.51 10−2 10−2 73 1481 6.58
pds15 10−3 10−2 84 2494 19.4 10−2 10−2 85 2036 17.0
pds20 10−2 10−2 106 4260 49.1 10−1 10−2 103 4408 51.8
pds25 10−4 10−2 114 3929 73.3 10−2 10−2 113 3625 72.2
pds30 10−2 10−2 120 4275 116 10−3 10−2 115 3235 96.5

32-32-12 10−3 10−2 38 1260 0.42 1 10−2 40 924 0.36
64-64-12 10−4 10−2 54 1173 1.52 10−1 10−2 54 1203 2.11
128-64-12 10−2 10−2 65 2301 9.65 10−1 10−2 64 1736 7.00
256-64-12 1 10−2 85 3108 36.0 10−5 10−2 82 3849 38.5
256-256-12 5(*) 10−2 113 2965 140 10 10−2 114 2764 135
tripart1 10−1 10−2 86 1305 1.87 1 10−2 88 1662 2.01
tripart2 10−4 10−2 79 3517 13.9 10−2 10−2 75 3036 12.5
tripart3 10−2 10−2 95 2935 32.6 10−3 10−2 80 4154 38.2
tripart4 10−2 10−2 131 5065 126 10−1 10−2 124 6438 148

(*) amb ν = 10 obtenim la condició (5.4): x′Qx/c′x > 1e− 6

5.1.4.4 Regularització amb Q = it · (µ/µ0)δ · diag (xi/zi)

Per últim, combinant l'heurística Q = (µ/µ0)δ · diag (xi/zi) amb l'heurística consistent en
multiplicar Q per el comptador d'iteracions, obtenim els resultats de la Taula 5.5. Pràcti-
cament en totes les instàncies més grans RIPM supera àmpliament a QIPM (veure la Taula
5.1) i clarament a PIPM. Comparant RIPM amb QIPM podem destacar el casos PDS15 ,
PDS20, PDS25 i PDS30 (30% a 40% menys de temps de CPU), 128-64-12 (50% menys),
256-64-12 (20 vegades menys de temps de CPU), tripart2, tripart3 i tripart4 (40% a 50%
menys de temps de CPU)

5.1.4.5 Altres eleccions per a Q

No s'han mostrat tots els resultats obtinguts amb les eleccions proposades en la Secció
5.1.3.1: l'opció Q = (µ/µ0)δ · diag (zi/xi) s'ha provat amb resultats lleugerament pitjors que
els presentats, i per tant no hem reproduït els resultats. L'estratègia de prendre qi = 1/u2

i

on ui és la �ta superior i -èsima tampoc ha donat bons resultats. Possiblement la causa sigui
el rang de valors que prenen les capacitats dels arcs; per exemple, per el problema PDS1
aquest rang és ui ∈ [10−6, 19438.0] ⇔ qi = 1/u2

i ∈ [2.6 · 10−9, 1012], amb la qual cosa la
regularització pren valors enormes per algunes variables i negligibles per altres.
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Taula 5.5: Fluxos multiarticle amb regularització Q = it · (1/µ0)ν · diag (xi/zi)
Regularització quadràtica (RIPM) Regularització proximal (PIPM)

instància ν pcgtol iter iterGC CPU ν pcgtol iter iterGC CPU

pds1 10−3 10−2 38 472 0.08 1 10−2 42 413 0.08
pds5 10−4 10−2 56 927 1.47 1 10−2 54 755 1.31
pds10 10−1 10−2 77 1777 7.44 10−2 10−2 73 1481 6.58
pds15 1 10−2 81 1607 14.8 1 10−2 84 1961 16.5
pds20 1 10−2 96 2364 33.9 1 10−2 97 3036 38.6
pds25 1 10−2 94 1633 42.4 1 10−2 100 2116 49.0
pds30 1 10−2 99 1667 64.5 1 10−2 121 4388 116

32-32-12 1 10−3 35 1165 0.38 10−2 10−2 41 1137 0.40
64-64-12 10 10−3 45 1235 1.45 10−1 10−2 54 1203 1.54
128-64-12 10 10−3 51 1833 6.79 1 10−2 65 2557 9.06
256-64-12 10 10−3 59 2112 22.8 1 10−2 86 4071 39.8
256-256-12 10 10−3 98 3772 154 1 10−2 110 3354 148
tripart1 1 10−3 142 3844 3.7 1 10−2 86 1907 2.01
tripart2 1 10−2 80 2121 10.5 1 10−2 125 5371 21.3
tripart3 1 10−2 114 1755 28.0 1 10−2 115 7857 66.0
tripart4 0.01 10−2 127 6222 146 1 10−2 149 8191 176

5.1.4.6 Conclusions per als problemes multiarticle

Com a resum útil per extreure conclusions, la Taula 5.6 compara els tres algorismes, QIPM
no regularitzat, RIPM amb regularització quadràtica i PIPM amb regularització proxi-
mal:mostra les 16 instàncies dels problemes multiarticle de la Taula 5.1 ordenades per nombre
de variables, i els temps de CPU emprats per cada algorisme i per cada elecció de la matriu
de regularització, indicant en negreta el millor temps de cada problema. L'última columna
mostra el temps emprat pel mètode no regularitzat QIPM i el millor temps entre QIPM i
RIPM de cada instància, mentre que l'última �la mostra els temps total emprat per cada
algorisme en resoldre totes les instàncies. L'algorisme amb regularització quadràtica RIPM
aconsegueix el millor temps en 14 ocasions (un 75% d'èxits), i concretament la versió que
usa Q = it · (1/µ0)δ ·diag (xi/zi) resulta el millor mètode (columna (4) de la taula), obtenim
el millor temps en un 50% dels problemes; també, observant la �la de temps total, arribem
a la mateixa conclussió: obtenim un temps total de 538 segons, mentre que QIPM necesita
900 segons per resoldre totes les instàncies, un 67% més de temps. D'altre banda el mètode
de regularització proximal PIPM obté el millor temps en 4 ocasions, mentre que el mètode
no regularitzat QIPM ha estat el més lent en tots els problemes. En el cas del millor algo-
risme, RIPM amb Q = it · (1/µ0)δ · diag (xi/zi), l'elecció del paràmetre δ que ha estat amb
més freqüència la millor ha estat δ = 1 (9 de 16 instàncies), mentre que el paràmetre pcgtol
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ha pres el valor 10−2 en 10 ocasions. Observem també, com a dada important, que totes
les versions regularitzades, tant quadràtica com proximal, obtenen temps totals de resolució
inferiors a la versió no regularitzada.

Taula 5.6: Temps de CPU, problemes multiarticle
(1) (2) (3) (4) (5)

instància RIPM PIPM RIPM PIPM RIPM PIPM RIPM PIPM QIPM
pds1 0.08 0.08 0.09 0.09 0.11 0.09 0.08 0.08 0.09

32-32-12 0.66 0.42 0.43 0.48 0.42 0.36 0.38 0.4 0.44
pds5 1.54 1.42 1.33 1.61 1.46 1.82 1.47 1.31 1.66

64-64-12 1.87 1.14 1.41 4.8 1.52 2.11 1.45 1.54 1.49
tripart1 2.78 2.07 1.46 2.14 1.87 1.01 3.7 2.01 1.7
pds10 7.13 6.84 6.18 7.92 7.51 6.58 7.44 6.58 7.25

128-64-12 12.3 9.19 8.42 10.4 9.65 7 6.79 9.06 13.2
pds15 19 19.4 14.3 19.9 19.4 17 14.8 16.5 21.9
pds20 49.7 47.2 38 56 49.1 51.8 33.9 38.6 56.5
tripart2 15.5 10.9 13.5 36.6 13.9 12.5 10.5 21.3 17.3
tripart3 47.2 48 39.6 46.5 32.6 38.2 28 66 62.4
256-64-12 59.6 47.1 35.9 74.9 36 38.5 22.8 39.8 62.4
pds25 55.6 67.7 44.3 73.2 73.3 72.2 42.4 49 74.6
pds30 92 89.6 102 109 116 96.5 64.5 116 111

256-256-12 165 165 164 167 158 135 154 148 203
tripart4 113 178 138 153 126 148 146 176 265

temps total 643 694 609 764 647 629 538 692 900
(1) Q = (µ/µ0)δνI
(2) Q = (µ/µ0)δ · diag (xi/zi)
(3) Q = it · (µ/µ0)δI
(4) Q = it · (µ/µ0)δ · diag (xi/zi)
(5) Q = 0

Per tal de poder comparar amb facilitat els resultats de forma global, la Taula 5.7 ens
mostra la mateixa informació que la Taula 5.6 però expresant els temps relatius a l'algorisme
QIPM: cada casella de la taula mostra el quocient (temps de l'algorisme regularitzat /
temps de l'algorisme no regularitzat). Si observem l'última �la que mostra les ràtios promig,
observem que la versió amb Q = (µ/µ0)δ · diag (xi/zi) avantatge lleugerament a la versió
amb Q = it · (µ/µ0)δ ·diag (xi/zi) que ha estat la millor en termes de temps total d'execució;
així doncs, en termes relatius respecte a l'algorisme no regularitzat QIPM (taula 5.7) les
regularitzacions de la columna 2 i 4 són quasi idèntiques en rendiment, amb un mínim
avantatge per la regularització de la columna 2, mentre que en termes absoluts (taula 5.6)
s'inverteixen els termes, resultant la regularització de la columna 4 la millor.

La Figura 5.2 pren les dades de la Taula 5.6 mostrant només les seves columnes (4) i
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Taula 5.7: Ràtio temps de CPU de RIPM i PIPM respecte QIPM, problemes multiarticle
(1) (2) (3) (4)

instància RIPM PIPM RIPM PIPM RIPM PIPM RIPM PIPM
pds1 0.89 0.89 1 1 1.22 1 0.89 0.89

32-32-12 1.5 0.95 0.98 1.09 0.95 0.82 0.86 0.91
pds5 0.93 0.86 0.8 0.97 0.88 1.1 0.89 0.79

64-64-12 1.26 0.77 0.95 3.22 1.02 1.42 0.97 1.03
tripart1 1.64 1.22 0.86 1.26 1.1 0.59 2.18 1.18
pds10 0.98 0.94 0.85 1.09 1.04 0.91 1.03 0.91

128-64-12 0.93 0.7 0.64 0.79 0.73 0.53 0.51 0.69
pds15 0.87 0.89 0.65 0.91 0.89 0.78 0.68 0.75
pds20 0.88 0.84 0.67 0.99 0.87 0.92 0.6 0.68
tripart2 0.9 0.63 0.78 2.12 0.8 0.72 0.61 1.23
tripart3 0.76 0.77 0.63 0.75 0.52 0.61 0.45 1.06
256-64-12 0.96 0.75 0.58 1.2 0.58 0.62 0.37 0.64
pds25 0.75 0.91 0.59 0.98 0.98 0.97 0.57 0.66
pds30 0.83 0.81 0.92 0.98 1.05 0.87 0.58 1.05

256-256-12 0.81 0.81 0.81 0.82 0.78 0.67 0.76 0.73
tripart4 0.43 0.67 0.52 0.58 0.48 0.56 0.55 0.66

promig 0.96 0.84 0.76 1.17 0.87 0.82 0.78 0.87
(1) Q = (µ/µ0)δνI
(2) Q = (µ/µ0)δ · diag (xi/zi)
(3) Q = it · (µ/µ0)δI
(4) Q = it · (µ/µ0)δ · diag (xi/zi)
(5) Q = 0
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(5), corresponents al millor resultat absolut aconseguit amb RIPM, el temps equivalent per
PIPM i el de QIPM; per més claredat la �gura mostra dos grà�cs: en el grà�c de l'esquerra
el problemes més grans (des de PDS15 �ns tripart4), que és on s'aprecia més clarament
l'avantatge de RIPM; en el grà�c de la dreta tenim els problemes menors (des de PDS1 �ns
128-64-12 en la taula).

Figura 5.2: Temps de CPU per a QIPM, RIPM, PIPM

5.1.4.7 Comportament de la regularització segons la magnitud de Q

Un tema addicional des de l'actual punt de vista empíric és veri�car el comportament de
l'algorisme de punt interior que hem predit en la Secció 3.5.3 quan variem la matriu Q de
regularització: dèiem que la complexitat de l'algorisme creix amb Q. Per veri�car-ho hem
resolt el problema PDS1 prenent l'elecció més simple de matriu de regularització Q = νI i
variant δ. Els resultats es mostren en la Figura 5.3 que mostra que, efectivament, el nombre
d'iteracions es manté més o menys estable per a un rang ampli de valors de Q, però augmenta
ràpidament a partir de cert valor crític .

També és il·lustratiu la variació del nombre d'iteracions de gradient conjugat amb la
magnitud de la matriu de regularització. Usant de nou el problema PDS1 amb Q = δI

i variant δ hem obtingut la Figura 5.4, que mostra els valors del quocient (iteracions de
gradient conjugat/iteracions de punt interior) segons els valors de δ. Per a valors petits
la ràtio és pràcticament constant, per després iniciar un descens conforme augmentem el
terme de regularització. Per valors de δ superiors a 102 la tendència s'inverteix. Per tant
observem que quan augmentem su�cientment els valors de Q, no només s'incrementa el
nombre d'iteracions de punt interior sinó també el nombre d'iteracions de gradient conjugat
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Figura 5.3: Iteracions de punt interior segons els valors de Q = νI en el problema PDS1

en cada iteració de punt interior. Això no contradiu la nostre a�rmació provada en la Secció
4.4.3 de que en afegir el terme quadràtic sempre obtindrem una reducció en el nombre
d'iteracions de gradient conjugat, doncs l'increment observat es produeix en les darreres
iteracions de punt interior, quan el terme de regularització esdevé negligible.

Figura 5.4: Iteracions PCG i de punt interior per al problema PDS1, Q = νI

Per il·lustrar aquesta darrera a�rmació, La Figura 5.5 compara l'evolució del percentatge
acumulat d'iteracions de gradient conjugat per al problema PDS1 usant δ = 104 o bé δ = 0,
és a dir, sense regularització. Es veu que pel cas regularitzat en les primeres 90 iteracions
no s'arriba a un 20% del total d'iteracions de gradient conjugat, i a partir d'aquest punt el
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creixement és semblant al de l'algorisme no regularitzat.

5.1.4.8 Comparació entre RIPM i PIPM

Malgrat en la Secció 5.1.4.6 ha quedat establert que les prestacions de l'algorisme amb
regularització quadràtica RIPM han estat superiors al de regularització proximal PIPM en
quan a temps total de CPU, és interessant comparar també el nombre d'iteracions de gradient
conjugat precondicionat (PCG) que efectuen tots dos algorismes. Per veure-ho, hem resolt
el problema PDS5 usant Q = (1/µ0)δ · diag (xi/zi) i variant δ des de 0 (equival a no aplicar
cap regularització) �ns a 5e+03 amb tots dos algorismes. La Figura 5.6 mostra els resultats.
El comportament oscil·latori és semblant en tot dos, però RIPM assoleix un mínim en les
iteracions de PCG menor que PIPM; també, el màxim de PIPM és superior al de RIPM .

5.1.4.9 Resultats usant els millors paràmetres

Un cop tenim establert que RIPM és superior a PIPM i tenint els valors dels paràmetres
que donen millors resultats, els hem aplicat en la resolució d'una llista de 31 problemes
Mnetgen. L'objectiu ha estat provar el comportament de RIPM sense usar l'ajust manual
dels paràmetres. A diferència dels resultats computacionals anteriors, aquí sempre s'ha usat
l'elecció Q = it·(1/µ0)δ ·diag (xi/zi) amb δ = 1 i pcgtol = 1e−02, excepte en aquells casos on
hem tingut problemes de convergència. La Taula 5.8 mostra les dimensions de cada problema
i els resultats obtinguts amb QIPM i RIPM. La informació proporcionada és: k: nombre
d'articles, m

′
: nombre de nodes, n

′
: nombre d'arcs, n: nombre de variables, m: nombre

de restriccions, f : valor de la funció objectiu primal en l'òptim, it : nombre d'iteracions de
punt interior, PCG: nombre d'iteracions de gradient conjugat precondicionat, CPU: temps
de procés total en segons.

En el conjunt de problemes Mnetgen l'algorisme QIPM ha emprat 1957 iteracions de punt
interior, 191126 iteracions de gradient conjugat i un temps total de CPU de 5583.23 segons,
mentre que les mateixes xifres per RIPM han estat de 1770, 80150 i 3432,48 respectivament.
Les diferències en aquests valors de RIPM respecte a QIPM expressades en tants per cent són:
9.56% menys d'iteracions de punt interior, 58.06% menys de iteracions de gradient conjugat
i 38.52% menys de temps de CPU. En les columnes CPU de QIPM i RIPM s'han remarcat
en negreta aquelles instàncies en les quals la diferència respecte QIPM és més acusada. Hi
han 3 problemes en els que QIPM no ha arribat a l'òptim, mentre que RIPM sempre ho
ha fet. D'altra banda en els problemes 512-512-12 quasi el 50% menys de CPU, en 256-64-4

l'avantatge és de 5 contra 1 a favor de RIPM, en 128-64-4 RIPM necessita 9 vegades menys
temps que QIPM, mentre que en 256-64-12 la diferència és de 20 vegades més ràpid a favor
de RIPM. En 4 de les instàncies més petites QIPM es mostra més ràpid que RIPM.
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Figura 5.5: Evolució del percentatge d'iteracions de gradient conjugat, PDS1

Figura 5.6: Iteracions de PCG segons δ per a PIPM i RIPM, problema PDS5
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Taula 5.8: Problemes Mnetgen
Paràmetres dels problemes QIPM RIPM

Nom k m' n' n m it PCG CPU it PCG CPU

128-64-1 64 128 388 24958 8254 54 460 0.94 50 475 0.92

128-64-2 64 128 394 25344 8256 80 722 1.45 54(10) 760 1.24

128-64-3 64 128 381 24507 8251 68 568 1.26 45(3) 509 0.94

128-64-4 64 128 412 26650 8410 90(6) 9151 8.42 46(10) 514 0.95

128-64-5 64 128 406 26266 8410 238(6) 50623 43.7 205 33199 28.3

128-64-6 64 128 397 25676 8396 57 1005 1.57 54 708 1.32

128-64-7 64 128 1184 76243 8595 72 2831 8.78 66 2028 7.66

128-64-8 64 128 1154 74293 8565 87 4599 12.8 74 1929 7.04

128-64-9 64 128 1138 73261 8557 60 2225 7.29 57 1647 6.07

128-64-10 64 128 1182 76566 9046 70 4953 14.6 69 4441 13.4

128-64-11 64 128 1201 77786 9050 76 5481 16.5 64 3020 10.3

128-128-12 128 128 1204 155044 17188 97 3839 26.8 90 2779 21.2

256-64-1 64 256 811 52176 16592 73 1134 4.87 57(4) 1746 6.17

256-64-2 64 256 836 53794 16610 -(1) - - 145(6) 12319 31.9

256-64-3 64 256 827 53210 16602 59 836 4.05 62 921 4.40

256-64-4 64 256 794 51349 16853 390 128350 252 116(6) 26026 53.8

256-64-5 64 256 808 52249 16857 -(1) - - 55(8) 5362 13.5

256-64-6 64 256 801 51791 16847 82 3507 9.87 73 2944 8.82

256-64-7 64 256 2318 149264 17232 72 3856 36.4 67 3877 35.9

256-64-8 64 256 2330 149991 17191 74 3442 33.8 66(2) 3342 32.4

256-64-9 64 256 2414 152071 17223 86 2842 31.1 94 3176 37.7

256-64-10 64 256 2336 151293 18109 90 5770 54.3 85(2) 5204 50.4

256-64-11 64 256 2334 151154 18098 83 4748 46.3 73 6467 59.9

256-64-12 64 256 2320 150190 18030 132 87698 620 61 3018 29.5

512-128-12 128 512 4786 616189 68989 117 6164 396 113 4105 344

512-256-12 256 512 4810 1234949 134405 139 6945 883 139 6433 829

512-512-12 512 512 4786 2454022 265222 179 12074 2760 163(2) 4782 1560

768-128-6 768 128 2317 298079 99679 130(3) 26149 613 122 16449 365

768-256-6 768 256 2370 608268 197900 -(9) - - 220 110412 4790

768-512-6 768 512 2379 1219599 394255 246 81345 8040 240(5) 84120 7610

(1) Inestabilitats numèriques en el solver de PCG

(2) ν = 2
(3) pcgtol = 10−3

(4) pcgtol = 10−3, m_pw_prec= 2

(5) ν = 0.1
(6) pcgtol = 10−6

(7) ν = 0.1, pcgtol = 10−5

(8) ν = 10, pcgtol = 10−6

(9) > 400 iteracions

(10) pcgtol = 10−3,ν = 0.1
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A efectes comparatius, la taula 5.9 mostra el nombre d'iteracions (columna �it�) i el temps
de CPU (columna �CPU�) per les mateixes instàncies de la taula 5.8 usant CPLEX-11 amb
tres opcions diferents: simplex, simplex dual, híbrid i mètode de barrera. L'opció algorisme
hibrid el que fa és: primer extreu una estructura de xarxa de la matriu de restriccions,
soluciona aquesta part del problema amb un simplex primal especialitzat per a problemes
de xarxes i en acabar passa la solució parcial obtinguda al simplex dual. L'opció simplex
dual no usa aquesta fase previa on s'apro�ta l'estructura de xarxa de part de la matriu de
restriccions.

Com en l'anterior taula, el millor temps de CPU està marcat en negreta. Cal dir que
CPLEX-11 és un codi comercial que utilitza rutines especialitzades d'algebra lineal d'alt
rendiment, mentre que QIPM i RIPM utilitzen la llibreria estàndard de factoritzacions de
Cholesky d'en Ng-Peyton; així i tot, RIPM és sempre molt més e�cient que el mètode de
barrera de CPLEX-11. D'altre banda l'algorisme simplex dual de CPLEX és molt e�cient
en les instàncies Mnetgen, i supera en rendiment a RIPM.

Resolem a continuació una col·lecció més amplia de problemes PDS amb el mateix ob-
jectiu: no usar l'ajust manual dels paràmetres. Com abans, hem triat Q = it · (1/µ0)δ ·
diag (xi/zi), el paràmetre pcgtol pren també el valor 10−2, però per al paràmetre d'escalat δ
prenem el valor 0.1, que hem vist que funciona millor per aquesta família de problemes. Els
resultats es mostren en la Taula 5.10.

En el conjunt de problemes PDS l'algorisme QIPM ha emprat 1168 iteracions de punt
interior, 126996 iteracions de gradient conjugat i un temps de CPU de 9582 segons, mentre
que les mateixes xifres per RIPM han estat de 1211, 78028 i 7204 respectivament. Les
diferències en aquests valors de RIPM respecte a QIPM expressades en tants per cent són:
3.7% més d'iteracions de punt interior, 38,6% menys de iteracions de gradient conjugat i
24,8% menys de temps de CPU. Excepte en el problema PDS1, en totes les instàncies RIPM
s'ha mostrat superior a QIPM; això ha estat especialment cert en els problemes PDS20 i
PDS30 (un 50% menys de temps de CPU) i en Gridgen1, en el qual RIPM ha estat el triple de
ràpid que QIPM. En el problema PDS70 el codi RIPM ha mostrat el missatge d'avís indicant
que xTQx/cTx = 1.5071 · 10−6 > 10−6, malgrat això s'ha respectat la solució proporcionada
doncs l'error relatiu continua sent de l'ordre de 10−6. La Taula 5.11 mostra els resultats de
resoldre els problemes PDS usant CPLEX; de nou l'opció simplex dual és la més e�cient,
amb avantatge sobre QIPM i RIPM.

En quant als problemes Tripart triem els paràmetres pcgtol = 10−2i δ = 1; els resultats
es mostren en la taula 5.12 en la qual hem afegit també el problema Gridgen1, una ins-
tància particularment difícil de resoldre, amb quasi un milió de variables i més de 300.000
restriccions.
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Taula 5.9: Problemes Mnetgen resolts amb CPLEX-11
simplex híbrid simplex dual barrera

Problema it CPU it CPU it CPU it CPU

128-64-1 3407 0.58 3497 0.50 6532 0.37 22 1.50
128-64-2 4011 0.66 4784 0.55 6590 0.34 23 1.52
128-64-3 1766 0.51 4061 0.40 7344 0.34 26 1.54
128-64-4 12504 1.66 7130 1.08 8376 0.64 18 4.60
128-64-5 10133 1.31 7118 0.94 7918 0.54 17 4.23
128-64-6 11082 1.19 6366 0.79 8668 0.54 18 4.16
128-64-7 74570 10.36 42245 5.52 12553 1.74 16 18.32
128-64-8 84047 10.33 43503 16.52 13459 1.91 16 18.33
128-64-9 85635 10.93 53583 5.97 13860 1.84 16 19.28
128-64-10 242539 421.2 33383 148.96 17686 12.98 18 55.92
128-64-11 272249 534.0 36518 95.03 19295 11.72 18 57.97
128-128-12 275263 519.5 73941 308.4 39987 33.83 21 145.6
256-64-1 15319 2.70 11802 2.03 14273 1.30 17 8.29
256-64-2 17206 2.70 15831 2.60 14970 1.18 20 9.95
256-64-3 13372 2.24 14105 1.83 15916 1.28 20 8.60
256-64-4 36775 11.00 11617 3.41 15366 1.81 16 18.12
256-64-5 34996 7.22 13102 2.86 15810 1.66 18 20.41
256-64-6 23930 3.88 12348 2.14 16021 1.44 15 17.53
256-64-7 339040 184.74 91867 25.39 25619 5.66 16 105.03
256-64-8 312600 105.98 109993 33.89 26516 5.58 18 100.53
256-64-9 399523 189.94 79936 117.24 27162 5.92 17 112.93
256-64-10 534984 2823.6 90611 1220.14 36462 40.05 18 360.34
256-64-11 589623 2821.9 78142 535.97 35246 31.27 17 362.11
256-64-12 - >3000 68890 208.64 36193 33.96 11 302.49
512-128-12 - >3000 330077 6403.2 98856 88.27 - >3000
512-256-12 - >3000 104343 4498.0 181380 157.3 - >3000
512-512-12 - >3000 236989 9144.0 342622 399.0 - >3000
768-128-6 161141 139.44 74595 70.18 94822 25.18 22 627.62
768-256-6 419979 688.32 169608 210.92 194401 81.53 24 1436.11
768-512-6 952474 2922.74 430396 2243.6 388154 240.9 - >3000
768-768-6 - >3000 682454 2783.6 587717 437.8 - >3000
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Taula 5.10: Problemes PDS, Q = it · (1/µ0) · 0.1 · diag (xi/zi)
Paràmetres dels problemes QIPM RIPM

Nom k m' n' n m it PCG CPU it PCG CPU

PDS10 11 4792 1399 53526 16192 80 3830 12.2 86 2964 10.9

PDS20 11 10858 2857 121137 33115 106 11011 100 100 3667 44.9

PDS30 11 16148 4223 180027 48841 126 9717 204 114 4287 114

PDS40 11 22059 5652 245848 65360 135 12700 469 135 9261 367

PDS50 11 27668 7031 308281 81263 135 13603 718 138 8707 518

PDS60 11 33388 8423 371945 97319 135 19264 1350 147 15577 1170

PDS70 11 38369 9750 427663 12546 150 18526 1830 158(1) 9998 1230

PDS80 11 42472 10989 472863 126539 152 19701 2340 162 10360 1570

PDS90 11 46161 12186 513635 139899 149 18644 2560 171 13207 2180

(1) Avís: xTQx/cTx = 1.5071 · 10−6 > 10−6

Taula 5.11: Problemes PDS resolts amb CPLEX-11
simplex primal híbrid simplex dual barrera

Problema it CPU it CPU it CPU it CPU

PDS1 567 0.02 112 0.02 180 0.02 15 0.02
PDS5 3052 0.32 2170 0.28 2149 0.25 36 1.35
PDS10 8409 0.94 9176 1.69 5116 0.88 33 7.07
PDS20 78508 15.77 29798 14.30 17830 7.37 39 30.76
PDS25 147651 38.08 38132 20.22 23774 13.84 36 79.8
PDS30 298932 105.38 49264 34.09 29336 17.27 38 123.76
PDS40 451783 331.52 78014 80.95 49160 46.25 38 191.87
PDS50 218455 339.26 95327 130.32 62983 62.34 38 297.66
PDS60 700718 1138.4 122125 172.54 73610 76.50 40 485.10
PDS70 764918 957.4 154221 251.69 97271 99.46 38 645.24
PDS80 828482 1144.8 197605 281.48 117281 138.36 40 719.63
PDS90 864758 1378.3 197754 336.34 118797 139.14 40 814.56

Taula 5.12: Problemes Tripart i Gridgen1, Q = it · (1/µ0) · diag (xi/zi)
Paràmetres dels problemes QIPM RIPM

Nom k m' n' n m it PCG CPU it PCG CPU

Tripart1 16 192 2096 35632 5168 58 1976 1.7 74 587 1.26
Tripart2 16 768 8432 143344 20720 87 4092 17.3 142 2299 14.7
Tripart3 20 1200 16380 343980 40380 90 6978 62.4 146 3236 42.3
Tripart4 35 1050 24815 893340 61565 133 14660 265 151 2405 96.8
Gridgen1 340 1025 3072 986112 331072 242 96877 7400 241 31280 2420
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Taula 5.13: Problemes Tripart i Gridgen1 resolts amb CPLEX-11
barrera simplex RIPM

problema it CPU it CPU solver it CPU

tripart1 21 3.99 4197 1.12 dual 74 1.26
tripart2 25 36.01 58316 106.97 dual 142 14.7
tripart3 28 138.8 96592 382.47 dual 146 42.3
tripart4 29 1323.2 165668 1638.12 dual 151 96.8
gridgen1 64 12288 - >15000 qualsevol 241 2420

Per les difícils instàncies Tripart i Gridgen, l'algorisme especialitzat usat en QIPM i
en RIPM és el solver més e�cient �ns la data actual [13]; això continua sent vàlid quan
comparem CPLEX-11 amb QIPM i RIPM, tal com mostra la Taula 5.13.

5.2 Problemes amb estructura angular en blocs generals

5.2.1 Instàncies dels problemes

Per els problemes que segueixen la formulació general (4.1) exposada en la Secció 4.1 hem
generat dos tipus de problemes:

1. de congestió mínima en una xarxa;

2. de �uxos multiarticle no orientats.

Tots dos tipus de problemes es generen a partir d'instàncies de problemes de �uxos multi-
article orientats, explicats en la Secció 5.1.1. Les instàncies usades són un subconjunt de
les llistades en la Taula 5.1, d'on s'han exclòs el problemes de dimensionalitat elevada de-
gut a que la implementació usada per els problemes angulars en bloc utilitza un llenguatge
interpretat, amb molts menors prestacions que el codi C emprat per als problemes de �u-
xos multiarticle orientats. En les següents seccions donem els detalls de la implementació
usada així com la formulació dels problemes concrets i les característiques de les instàncies
generades.

5.2.2 Detalls d'implementació

Hem usat un solver genèric, anomenat PRBLOCK_IP [16], implementat dintre de l'entorn
MATLAB, amb l'excepció de les rutines de factorització de Cholesky: PRBLOCK_IP usa
el paquet Ng-Peyton [45], el qual implementa l'heurística de mínim grau de permutació de
�les i columnes d'una matriu simètrica i esparsa que es realitza abans de la descomposició
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de Cholesky per reduir el nombre d'elements no nuls. Es pot obtenir des de http://www-
eio.upc.es/~jcastro/prblock/ip.html. PRBLOCK_IP implementa el mateix Algorisme 4.1
que el codi QIPM de els seccions anteriors, però amb alguns canvis importants que tot
seguit detallem.

Recordem l'expressió de les equacions normals (4.5a), que reproduïm aquí:

[
B C

CT D

] [
4y1

4y2

]
=

[
g1

g2

]
(5.5)

que hem vist en (4.15),(5.6) que es poden expressar com:

B4y1 = (g1 − C4y2) (5.6)

(D − CTB−1C)4y2 = (g2 − CTB−1g1) (5.7)

A mesura que ens atansem a l'òptim, el sistema (5.7) que resolem per PCG esdevé mal
condicionat, doncs hi hauran components dels vectors x, z que s'atansaran a zero, fent
que les matrius Θ i D de�nides en (4.10) i (4.8) respectivament estiguin mal condiciona-
des. En aquest cas la rutina de PCG pot retornar solucions inexactes. Per corregir-ho,
PRBLOCK_IP resol el conjunt d'equacions normals (5.5) amb factoritzacions de Cholesky
quan detecta que estem prou a prop de l'òptim i a més a més el gap dual (5.3) s'incrementa
en lloc de reduir-se. Aquesta característica afecta de forma important als resultats: quan
l'algorisme comença a usar exclusivament Cholesky per resoldre les equacions normals la re-
gularització deixa de tenir efectes positius, doncs la reducció aconseguida del radi espectral
de la matriu del sistema (5.7) ja no in�ueix en els resultats. A més, la resolució de les equa-
cions normals esdevé molt més lenta, i per aquest motiu ens podem trobar amb el cas de que
un problema resolt amb dos algorismes diferents i que han necessitat un nombre semblant
d'iteracions de punt interior presentin grans diferències en els temps de CPU usats. Aquest
fet ens ha servit per fer un nou test al procés de regularització: en alterar el problema original
de forma que en cada iteració tenim un problema de barrera lleugerament diferent podem
pensar que la pertorbació introduïda pot ocasionar més imprecisió en la resolució de (5.7) i
això podria disparar prematurament la rutina alternativa que resol (5.5) exclusivament per
Cholesky, fent que l'algorisme regularitzat sigués més lent que el no regularitzat, �ns i tot si
el primer utilitza menys nombre d'iteracions de punt interior i de gradient conjugat.

Seguint la mateixa línia de treball que per al codi QIPM, hem preparat una versió regula-
ritzada de PRBLOCK_IP, que anomenem RPRBLOCK_IP que, a més dels paràmetres su-
portats per PRBLOCK_IP, admet tres nous paràmetres: el tipus de regularització (quadrà-
tica o proximal), el factor d'escalat δ de la matriu de regularització Q(k) = µk (δ/µ0) diag (q)

i un valor lògic per activar o desactivar la regularització de les variables de folga; aquest
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últim paràmetre s'ha inclòs per poder veri�car experimentalment les conclusions teòriques
que s'han vist en la Secció 4.4.3.1, on dèiem que el més efectiu és no regularitzar les folgues.
En les seccions següents con�rmarem aquesta a�rmació.

RPRBLOCK_IP funciona com un programa servidor: per a cada classe de proble-
ma angular en blocs, l'usuari crida a un programa client especí�c que carrega les dades
del problema i crida al solver genèric RPRBLOCK_IP. Els problemes clients usats són
MIN_CONGESTION per els problemes de congestió mínima i NONOR_QIPM per pro-
blemes multiarticle no orientats; cada un d'aquests programes client llegeixen una instància
d'un problema multiarticle i el converteixen en una altra instància: de congestió mínima en
el cas de MIN_CONGESTION o multiarticle no orientat en el cas de NONOR_QIPM.

Els paràmetres que s'han usat en les execucions usant regularització són els següents:

� tipus de matriu de regularització Q, prenent dos variants:

� Q = (µ/µ0)δ · I , on δ és un paràmetre que s'ha variat entre 10−8 i 1 en passes
de 10, I és la matriu identitat. De nou prenem aquesta elecció simple per poder
comparar els resultats obtinguts amb altres eleccions més el·laborades.

� Q = it · (µ/µ0)δ ·diag (xi/zi) ,on �it� és el comptador d'iteracions de punt interior
de l'algorisme. Aquesta estratègia és la que millors resultats ha donat amb els
problemes de �uxos multiarticle lineals, i per això la triem aquí.

� paràmetre d'escalat δ, que pren valors en l'interval [10−8, 1]

� precisió de la rutina de gradient conjugat, pcgtol, prenent els valors 10−2, 10−3 i 10−4

� nombre de termes del precondicionador, m_pw_prec, prenent els valors 0, 1 i 2; aquest
paràmetre només ha canviat el seu valor per defecte, que és m_pw_prec = 0, quan
hem tingut problemes de convergència.

Per les execucions de les seccions següents hem usat una màquina Dell PowerEdge 6950
server amb quatre processadors dual core AMD Opteron 8222 a 3.0 GHZ, 64 Gb de RAM i
470 M�ops de capacitat de procés.

5.2.3 Problemes de congestió mínima en una xarxa de transport

5.2.3.1 Formulació

En una xarxa de transport, la congestió es produeix quan els recursos disponibles per el
transport d'un �ux a través de la xarxa cauen per sota del mínim necessari per cobrir les
demandes degut a que s'ha arribat al màxim de la capacitat dels arcs. Si de�nim la ràtio
de congestió de l'arc que connecta els nodes (u, v) ∈ N de la xarxa N com el quocient
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r(u, v) = f(u, v)/c(u, v) del �ux total de l'arc f(u, v) amb la capacitat de l'arc c(u, v), i
d'altra banda de�nim la congestió d'un �ux f com el màxim per a aquell �ux dels ràtios
de congestió per a tots els arcs, r(f) = max(u,v)∈N r(u, v); llavors el problema de congestió
mínima troba la solució amb mínima congestió r(f) per a tots els �uxos que sigui factible:
minf maxN r(u, v). Una formulació equivalent és la que de�neix el problema de congestió
mínima com el que troba el mínim increment en les capacitats dels arcs tal que el problema
esdevé factible, això és, tots els �uxos de tots els articles poden ser transportats des dels
orígens �ns les destinacions.

D'altra banda el problema del màxim �ux concurrent (MFC) és una variant del problema
de �uxos multiarticle on el �ux total que cal enviar de les fonts a les destinacions excedeix
a la capacitat dels arcs. La ràtio r(f) entre el �ux proporcionat entre un parell de nodes
(u, v) i la demanda prede�nida per aquest parell i per aquell �ux cal que sigui la mateixa
per tot el conjunt de nodes (u, v) ∈ N de la xarxa N . L'objectiu és maximitzar la ràtio r(f)

subjecte a les restriccions de capacitats. Tots dos problemes, el de congestió mínima i el de
màxim �ux concurrent, són equivalents [51]. Els problemes MFC es van introduir en [40], i es
poden resoldre utilitzant tècniques de programació lineal o algorismes d'encaminament [8].
Pertanyen a aquesta categoria de problemes l'optimització del �ux de trànsit en les xarxes
de carreteres i de les transferències de missatges en les xarxes informàtiques de commutació
de paquets.

El problema de congestió mínima es pot formular com

min max {y1, . . . , yn}
subjecte a Nxi

+ −Nxi− = bi i = 1. . . . , k∑k
i=1

(
xi

+
+ xi

−
)
≤ yjuj j = 1, . . . , n′ (5.8)

xi
+
, xi

− ≥ 0 i = 1. . . . , k

yj ≥ 0 j = 1, . . . , n′.

N ∈ Rm′×n′ és la matriu de la xarxa, xi
+ ∈ Rn′ i xi− ∈ Rn′ són els �uxos de l'article i

segons les dues direccions possibles, u ∈ Rn′ les capacitats dels arcs, que suposem que són
les mateixes per a tots els articles, bi ∈ Rm′ són les entrades i sortides per l'article i, i yj la
fracció de la capacitat de l'arc j que ha de ser incrementada.

Per convertir (5.8) en un problema lineal que segueixi la formulació primal angular en
blocs (4.1) de�nim una nova variable z ∈ R tal que z = max {y1, . . . , yn} per obtenir
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min z

subjecte a Nxi
+ −Nxi− = bi i = 1. . . . , k∑k

i=1

(
xi

+
+ xi

−
)
≤ yjuj j = 1, . . . , n′ (5.9)

yj − z ≤ 0 j = 1, . . . , n′

xi
+
, xi

− ≥ 0 i = 1. . . . , k

yj ≥ 0 j = 1, . . . , n′

La matriu de restriccions de (5.9) té la següent estructura:



N −N
N −N

. . .

N −N
I I I I I I I −U I

−e I I


on e ∈ Rn′ és el vector (1, . . . , 1)T . L'aparició d'aquest vector e en les restriccions produeix
una submatriu densa de n′ × n′ elements no nuls dintre de la matriu D de�nida en (4.8).
Per obtenir una formulació més e�cient considerem noves variables zj, j = 1, . . . , n′, una per
cada arc, i imposem n′−1 restriccions zj = zj+1. Amb aquestes noves variables la formulació
esdevé:

min z1

subjecte a Nxi
+ −Nxi− = bi i = 1. . . . , k (5.10a)∑k

i=1

(
xi

+
+ xi

−
)
≤ yjuj j = 1, . . . , n′ (5.10b)

yj − zj ≤ 0 j = 1, . . . , n′ (5.10c)

zj − zj+1 = 0 j = 1, . . . , n′ − 1 (5.10d)

xi
+
, xi

− ≥ 0 i = 1. . . . , k (5.10e)

yj ≥ 0 j = 1, . . . , n′ (5.10f)

i la matriu de restriccions ara és:
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

N −N
N −N

. . .

N −N
I I I I I I I −U I

−I I I

T I


(5.11)

on T ∈ R(n′−1)×n′és una matriu esparsa que té tots els seus elements no nuls con�nats en una
banda tal que conté (1, . . . , 1) en la diagonal principal i (−1, . . . ,−1) per sobre de la diagonal
principal. Malgrat que el nombre de restriccions en la formulació (5.10) s'ha incrementat
respecte a la formulació (5.9), en la pràctica [16] s'observa un millor rendiment de l'algorisme
RPRBLOCK_IP degut a l'augment del patró d'esparsitat aconseguit. La formulació (5.10)
és la que s'ha usat en totes les proves computacionals que tot seguit detallem.

5.2.3.2 Descripció dels problemes test

Hem generat les instàncies dels problemes de congestió mínima a partir dels problemes de
�uxos lineals multiarticle incrementant les entrades i sortides per un factor de dos, amb la
qual cosa la xarxa queda saturada. La Taula 5.14 mostra les següents característiques del
problemes generats: nombre de blocs (k), nombre de restriccions dels blocs (km), nombre
de variables dels blocs (kn), nombre de restriccions mútues (l), nombre total de variables
(kn+l), nombre total de restriccions (km+l), valor de l'òptim i resultats obtinguts usant el
codi no regularitzat PRBLOCK_IP: nombre d'iteracions de punt interior (it), de gradient
conjugat precondicionat (PCG) i de temps de CPU en segons (CPU).

Taula 5.14: Característiques dels problemes de congestió mínima
Característiques PRBLOCK_IP

nom k km kn l kn+l km+l òptim it PCG CPU

pds1 13 1375 8928 1115 10043 2490 1.9996 35 52 2.38
pds5 13 7535 55800 6974 62774 14509 1.9977 59 270 18.40
pds10 13 15378 115008 14375 129383 29753 1.9952 83 364 71.58
pds15 13 46631 186144 23267 209411 46631 1.5591 174 4301 552.43

m32_32_12 34 992 32076 1457 33533 2449 0.1158 83 364 68.6
m64_64_12 66 4032 66430 1532 67962 5564 1.6514 29 56 35.4
m128_64_12 66 8128 152230 3512 155742 11640 1.8027 31 128 158.2

tripart1 18 3056 71264 6287 77551 9343 1.1995 37 214 85.17
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5.2.3.3 Regularització amb Q = (µ/µ0)δ · I

La Taula 5.15 resumeix les proves efectuades, mostrant l'elecció dels valors dels paràmetres
corresponents al millor temps obtingut amb els algorismes de regularització quadràtica i
proximal per a cada una de les instàncies. Observem que el paràmetre pcgtol ha pres en
la majoria d'instàncies valors inferiors a 10−2, que és el valor per defecte en la versió no
regularitzada PRBLOCK_IP i també ha estat el valor més usat en els codis RIPM i PIPM
per a problemes lineals multiarticle quan utilitzàvem la mateixa matriu de regularització
en la Secció 5.1.4.1. També els valors del paràmetre δ han estat varis ordres de magnitud
inferiors als usats en RIPM i PIPM. S'han marcat en negreta aquelles instàncies en les que
RPRBLOCK_IP ha superat a PRBLOCK_IP, sigui en la versió de regularització quadràtica
o bé en la proximal. En el problema PDS15 tenim un exemple clar de l'efecte del control
sobre la reducció de µ esmentada en la Secció 5.2.2: el nombre d'iteracions de punt interior
i de gradient conjugat en RPRBLOCK_IP són molt inferiors que en PRBLOCK_IP, i
malgrat això el temps de CPU ha estat superior, degut a que en les últimes iteracions
RPRBLOCK_IP ha usat exclusivament Cholesky, mentre que PRBLOCK_IP ha realitzat
totes les iteracions de punt interior usant la combinació de gradient conjugat precondicionat i
Cholesky. Excepte en PDS15, en la resta de instàncies RPRBLOCK_IP supera clarament a
PRBLOCK_IP, amb avantatge per la versió amb regularització quadràtica, que és la millor
en 6 de les 8 instàncies. Destaca el problema m128_64_12 en el qual les dues versions
regularitzades són 4 vegades més ràpides que PRBLOCK_IP.

Taula 5.15: Problemes de congestió mínima resolts amb regularització, Q = (µ/µ0)δ · I
Regularització quadràtica Regularització proximal

instància δ pcgtol it PCG CPU δ pcgtol it PCG CPU

pds1 10−8 10−2 27 48 1.19 10−8 10−3 32 82 2.33
pds5 10−6 10−3 32 108 9.03 10−6 10−3 30 97 49.24
pds10 10−8 10−4 29 112 23.55 10−8 10−4 30 113 208.4
pds15 10−8 10−4 47 1531 687.7 10−8 10−4 81 3494 901.8

m32_32_12 10−8 10−4 29 112 24.68 10−8 10−4 30 113 218.38
m_64_64_12 10−8 10−4 28 131 12.89 10−7 10−2 26 119 11.99
m128_64_12 10−7 10−3 36 199 43.182 10−8 10−3 29 195 36.60

tripart1 10−7 10−4 27 227 15.56 10−3 10−2 34 158 80.88

5.2.3.4 Regularització amb Q = it · (µ/µ0)δ · diag (xi/zi)

Per a la segona elecció de la matriu de regularització, Q = it·(µ/µ0)δ·diag (xi/zi), obtenim els
resultats mostrats en la Taula 5.16, que té la mateixa estructura que la de la secció anterior.
De nou la versió no regularitzada és superada en totes les instàncies excepte en els problemes
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pds15. Comparant les dues versions regularitzades observem un comportament millorat per
la versió amb regularització proximal, que obté resultats signi�cativament millors en 4 de les
8 instàncies.

Taula 5.16: Problemes de congestió mínima regularitzats, Q = it · (µ/µ0)δ · diag (xi/zi)
Regularització quadràtica Regularització proximal

instància δ pcgtol it PCG CPU δ pcgtol it PCG CPU

pds1 10−7 10−4 23 76 1.93 10−8 10−4 23 78 1.95
pds5 10−8 10−4 26 112 9.47 10−8 10−4 26 114 8.31
pds10 10−8 10−4 32 111 209.8 10−8 10−4 29 113 20.79
pds15 10−8 10−4 68 2419 843.2 10−8 10−4 55 1848 764.8

m32_32_12 10−4 10−4 23 175 5.40 10−4 10−6 24 201 5.61
m64_64_12 10−8 10−4 27 129 11.05 10−8 10−4 27 129 12.14
m128_64_12 10−8 10−4 30 206 110.3 10−8 10−4 29 191 107.8

tripart1 10−7 10−4 28 232 63.49 10−9 10−4 28 232 63.30

5.2.3.5 Problemes de congestió mínima resolts amb CPLEX-11

A efectes de comparació, la taula 5.17 mostra els resultats obtinguts usant el solver comercial
CPLEX-11 amb les tres opcions simplex primal, simplex dual i barrera. De nou, veiem que
tant RIPM com PIPM superen clarament al mètode de barrera de CPLEX, malgrat l'opció
simplex d'aquest és la més e�cient.

Taula 5.17: Problemes de congestió mínima resolts amb CPLEX-11
barrera simplex primal simplex dual

instància it CPU it CPU it CPU

xpds1 13 46.8 54 0.57 4 0.56
xpds5 16 361 0(1) 2.45 5 2.3
xpds10 - >600 0(1) 5.66 5 4.62
pds15 - >600 5402 13.4 10484 85.6

m32_32_12 11 197 21452 4.19 11910 15.7
m64_64_12 12 525 20591 11.1 11463 16.3
m128_64_12 - >600 77258 92.9 29582 171.4

tripart1 18 422 5407 2.30 6139 11.9
(1)CPLEX arriba a l'òptim, però reporta 0 iteracions per motius desconeguts
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5.2.3.6 Efecte de la regularització de les folgues

En aquest apartat ens proposem veri�car experimentalment l'a�rmació feta en la Secció
4.4.3.1 respecte a la regularització de les variables de les folgues de les restriccions d'aco-
blament, on hem estudiat l'efecte de regularitzar només les variables dels blocs, totes les
variables, o només les variables de les folgues de les restriccions mútues; aquestes tres op-
cions en RPRBLOCK_IP es corresponen amb els valors 0, 1 i 2 del paràmetre slacks_reg,
respectivament. La Taula 5.18 mostra els resultats obtinguts amb les tres possibilitats per la
instància m32_32_12 usant la regularització quadràtica amb Q = it · (µ/µ0)δ · diag (xi/zi),
pcgtol=10−4 i variant el factor d'escalat δ. Els mínims de temps de CPU, 7.6 segons, i de
nombre d'iteracions de gradient conjugat (PCG), 170, estan assenyalats amb negreta i han
estan aconseguits tots dos amb l'opció de no regularitzar les folgues; observem que hi han dos
valors del nombre d'iteracions de gradient conjugat en la taula que són menors que 170, però
això és així per que en les últimes iteracions el codi RPRPBLOCK_IP usa exclusivament
Cholesky, la qual cosa fa que el temps d'execució siguin els pitjors de tota la taula. Per valors
del paràmetre δ més grans que 10−2 comença a notar-se l'augment del nombre d'iteracions
de punt interior de l'algorisme regularitzat, com ja sabem, però veiem que en l'opció amb
slacks_reg = 0 l'augment és més pronunciat. En l'altre extrem, per valors petits de δ les
opcions que regularitzen les folgues van lleugerament millor. D'altra banda, recordem que
els resultats de la Secció 4.4.3.1 es refereixen a una �ta del radi espectral, no al valor real
del radi espectral. En conjunt, totes les tres opcions milloren signi�cativament els resultats
obtinguts amb el codi no regularitzat PRBLOCK_IP.

Taula 5.18: Efecte de la regularització de les folgues
slacks_reg = 0 slacks_reg = 1 slacks_reg = 2

δ it PCG CPU it PCG CPU it PCG CPU

10−1 39(1) 146 15.5 29(2) 129 9.2 27 221 10.1
10−2 33 186 9.9 27(1) 166 12.8 23 189 8.5
10−3 26 170 8.4 25 189 8.2 24 203 9.5
10−4 23 175 7.6 24 194 8.2 24 202 8.3
10−5 23 177 7.8 24 199 8.0 23 183 8.6
10−6 24 202 8.0 24 203 9 23 183 7.9
10−7 24 201 8.6 23 183 7.9 23 183 7.9
10−8 24 201 8.6 23 183 7.9 23 183 7.9

(1) En les últimes iteracions usa exclusivament Cholesky
(2) Avís: xTQx/cTx > 10−6
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5.2.4 Problemes multiarticle no orientats

5.2.4.1 Formulació

Els problemes de �uxos multiarticle no orientats permeten que, per a cada article i arc, el
seu �ux circuli tant en un sentit com en l'altre. Si N és la matriu d'incidència arc-node que
representa la xarxa, per l'article i -èsim tenim la restricció Nxi+ −Nxi− = bi , on xi+ i xi−

representen el �ux endavant i enrera, i bi és representa la injecció o extracció de l'article en
cada node de la xarxa. Matricialment el problema es pot expressar com segueix:

min
k∑
i=1

(
ci
)T
xi

subjecte a


N −N 0

N −N 0
. . .

...
N −N 0

I −I I −I · · · I −I I





x1
+

x1
−
...
xk+
xk−
x0


=


b1

b2

...
bk

b0

 (5.12a)

0 ≤ xi+, x
i
− ≤ ui i = 1, . . . , k (5.12b)

0 ≤ x0 ≤ u0 (5.12c)

La formulació (5.12) es correspon amb l'estructura d'un problema angular en blocs (5.1)

fent Ñ =
[
N −N

]
, x̃i =

[
xi+ xi−

]T
,L̃i =

[
I −I

]
, 1 ≤ i ≤ k, L̃0 = I, x̃0 = x0 i

reformulant el problema amb Ñ , x̃i, L̃i, 0 ≤ i ≤ k.

5.2.4.2 Descripció dels problemes test

La Taula 5.19 mostra les característiques dels problemes test que s'han provat a resoldre,
usant la mateixa notació que per a les anteriors taules.

Seguint el mateix pla de treball que per als problemes de congestió mínima, en les proves
efectuades s'han variat els paràmetres i s'han triat els que proporcionen el millor temps,
usant els dos tipus de regularització, quadràtica i proximal per a cada una de les instàncies.

5.2.4.3 Regularització amb Q = (µ/µ0)δ · I

La Taula 5.20 compara els resultats usant l'algorisme de regularització quadràtica i proximal
prenent Q = (µ/µ0)δ · I.

El temps obtinguts amb regularització quadràtica han estat els millors excepte en el pro-
blema m32_32_12, on l'algorisme no regularitzat ha estat el més ràpid. Algunes instàncies
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Taula 5.19: Característiques dels problemes multiarticle no orientats
Característiques PRBLOCK_IP

nom k km kn l kn+l km+l òptim it PCG CPU

pds1 11 125 744 87 8271 1462 2.9084e+10 34 101 1.37
pds5 11 685 4650 685 51703 8088 2.8054e+10 49 147(1) 15.34
pds10 11 1398 9584 1169 106593 16547 2.6703e+10 57 214 56.48
pds15 11 2124 15512 1812 172444 25176 2.5151e+10 90 1958 221.11

m32_32_12 32 31 972 361 31465 1353 4.7768e+05 67 729 13.14
m64_64_12 64 63 1022 387 65795 4419 3.6593e+06 111 1130 53.73
m128_64_12 64 127 2342 896 150784 9024 1.6131e+07 121 3145 256.5

tripart1 16 191 4192 2094 69166 5150 6.1492e+07 47 1110 46.17

Taula 5.20: Problemes multiarticle no orientats, Q = (µ/µ0)δ · I
Regularització quadràtica Regularització proximal

instància δ pcgtol it PCG CPU δ pcgtol it PCG CPU

pds1 10−3 10−4 26 153 0.73 10−3 10−4 26 153 0.73
pds5 10−6 10−4 38 439 8.52 10−3 10−4 38 439 8.52
pds10 10−6 10−4 45 961 42.05 10−6 10−4 45 961 42.05
pds15 10−6 10−4 54 1027 152.2 10−6 10−4 54 1027 152.2

m32_32_12 10−8 10−4 46 1631 14.65 10−6 10−4 51 1750 23.49
m_64_64_12 10−8 10−4 58 2631 51.07 10−8 10−4 66 2841 63.79
m128_64_12 10−6 10−4 66 5920 216.6 10−6 10−4 67 6562 242.9

tripart1 10−2 10−4 43 2084 41.39 10−2 10−4 46 1932 60.67

usen moltes menys iteracions de gradient conjugat amb l'algorisme sense regularitzar que
amb el regularitzat degut al control ja explicat sobre la reducció del gap dual quan estem a
prop de l'òptim, que força a usar exclusivament la factorització de Cholesky.

Observem que, en els problemes PDS, els resultats són idèntics per a les versions amb
regularització quadràtica i proximal; recordem que les equacions d'optimalitat KKT de les
dues regularitzacions es diferencien només en les factibilitats duals, que és c− z + w − ATy
per a la regularització proximal i c + µQx − z + w − ATy per a la quadràtica, essent la
diferència entre totes dues factibilitats igual a µQx; si aquesta diferència resulta negligible
llavors els dos mètodes s'han de comportar de forma molt similar. Hem comprovat aquest
punt i, efectivament, el quocient

∥∥µQxk∥∥ / ∥∥c+ µQx− z + w − ATy
∥∥ està en un interval de

(10−9, 10−6) en aquests problemes i per als valors del paràmetre ν triats. A mesura que
incrementem el paràmetre δ (i per tant també la matriu Q de regularització) la diferència
creix i els algorismes quadràtic i proximal es comporten diferent.
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5.2.4.4 Regularització amb Q = it · (µ/µ0)δ · diag (xi/zi)

Escollint Q = it · (µ/µ0)δ · diag (xi/zi), obtenim els resultats de la Taula 5.16. Veiem que
de nou hi ha igualtat entre la regularització quadràtica i la proximal per als problemes
PDS, mentre que per a la resta la regularització quadràtica avantatja a la proximal. En 5
de les 8 instàncies l'algorisme regularitzat mostra millor prestacions que el no regularitzat.
Comparant amb els resultats anteriors corresponents a les Taules 5.20 i 5.19 ens trobem que
la versió de regularització quadràtica amb Q = (µ/µ0)δ · I ha estat la més e�cient .

Taula 5.21: Problemes multiarticle no orientats, Q = it · (µ/µ0)δ · diag (xi/zi)
Regularització quadràtica Regularització proximal

instància δ pcgtol it PCG CPU δ pcgtol it PCG CPU

pds1 10−8 10−4 26 153 0.79 10−8 10−4 26 153 0.79
pds5 10−6 10−4 38 439 9.62 10−6 10−4 38 439 9.62
pds10 10−6 10−4 45 961 37.34 10−6 10−4 45 961 37.34
pds15 10−6 10−4 54 1027 167.4 10−6 10−4 54 1027 167.4

m32_32_12 10−6 10−4 46 1632 15.61 10−8 10−4 49 1850 20.14
m_64_64_12 10−6 10−4 65 2636 67.36 10−6 10−4 62 3713 74.64
m128_64_12 10−6 10−4 69 8246 196.8 10−6 10−4 69 5117 268.7

tripart1 10−6 10−4 45 2018 62.77 10−6 10−4 46 2424 68.19

5.2.4.5 Problemes multiarticle no orientats resolts amb CPLEX-11

Com en els anteriors problemes angulars en blocs, mostrem els resultats obtinguts en usar
CPLEX-11 per resoldre els problemes multiarticle no orientats amb les tres opcions simplex
primal, simplex dual i barrera, en la taula 5.17. De nou, veiem que tant RIPM com PIPM
superen clarament al mètode de barrera de CPLEX, malgrat l'opció simplex d'aquest és la
més e�cient.

Taula 5.22: Problemes no orientats amb CPLEX-11
barrera simplex primal simplex dual

instància it CPU it CPU it CPU

pds1 19 5.26 621 0.58 120 1.01
pds5 23 143.7 50277 11.3 2414 2.62
pds10 23 438.9 151565 37.5 6444 6.32
pds15 - >600 278954 90.0 10953 11.42

m32_32_12 23 2.67 19828 3.24 1943 0.65
m64_64_12 17 64.9 153646 72.9 11547 6.37
m128_64_12 21 341.1 - >600 26722 26.4

tripart1 16 40.4 36919 6.69 7712 5.76
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Capítol 6

Conclusions i àrees de possible recerca

En els capítols precedents hem introduït una nova tècnica de regularització numèrica, en
dues variants, i l'hem implementat en algorismes de punt interior per a programació lineal.
En aquest capítol es resumeix les conclusions que se'n deriven i es presenten les possibles
ampliacions i línies de treball futur. Finalment s'exposaran les presentacions i publicacions
que són conseqüència del treball de tesi realitzat.

6.1 Conclusions

Del treball prèviament desenvolupat en podem extreure les següents conclusions:

� De l'observació d'un millor comportament computacional d'un algorisme de punt in-
terior per a problemes de �uxos multiarticle en xarxes quan en la funció objectiu hi
�guren termes quadràtics s'ha formulat un nou mètode consistent en regularitzar la
funció de barrera afegint un terme quadràtic, per tal d'apro�tar el fet empíric observat.

� S'ha realitzat un estudi teòric del nou mètode a � i efecte d'assegurar la seva convergèn-
cia i preveure les seves propietats per poder efectuar les implementacions pràctiques.
En aquest sentit, s'han formulat teoremes per con�rmar l'existència del camí central
regularitzat i conèixer la convergència a l'òptim del problema lineal original, la comple-
xitat del nou mètode i els rangs de valors útils que pot prendre el terme de regularització
quadràtica.

� S'ha implementat el nou mètode en un algorisme de seguiment del camí primal-dual
per a programació lineal, i s'ha comprovat la convergència del mètode així com el rang
de valors útils del terme de regularització quadràtica.

� Quan hem implementat la regularització quadràtica en un algorisme de punt interior
per a problemes de �uxos multiarticle en xarxes hem comprovat que el nou mètode
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es mostra clarament més e�cient que l'original, especialment en problemes d'elevada
dimensionalitat i complexitat; tenint en compte que aquest es considera en el moment
d'escriure aquestes línies com el millor mètode de punt interior per a problemes mul-
tiarticle, podem a�rmar que la regularització quadràtica forma part a partir d'ara del
estat-de-l'art en el camp.

� S'ha implementat també el mètode en un algorisme especialitzat per a problemes an-
gulars en blocs generals. Malgrat que en aquest cas la regularització quadràtica no
s'ha mostrat tan superior com en el cas de problemes de �uxos multiarticle, obtenim
també millores signi�catives respecte al mètode no regularitzat, i per tant el mètode
és competitiu.

� Per poder comparar l'e�ciència de la regularització, hem implementat un algorisme
de regularització proximal dintre de les implementacions per a problemes de �uxos
multiarticle i per a problemes angulars en blocs generals. Els resultats obtinguts amb
aquest algorisme són en general inferiors als proporcionats per la regularització quadrà-
tica. Tanmateix, comparant amb el mètode original no regularitzat, la regularització
proximal obté bons resultats.

� S'han veri�cat experimentalment les a�rmacions enunciades en el desenvolupament
formal del mètode.

6.2 Ampliacions i línies de treball futur

Pel que s'ha presentat durant els capítols anteriors és evident que el treball no està completat,
en el sentit de que tenim encara línies de treball obertes que poden oferir noves millores en
l'e�ciència del mètode. Les detallem tot seguit:

� Pel que fa al terme de regularització quadràtica, una ampliació molt desitjable és
obtenir una Q adaptativa que prengui valors relacionats amb el problema que es resol,
si és possible fer-ho, o si més no aconseguir-ho �ns a cert punt. Això implica tant una
recerca teòrica, relacionant els teoremes de convergència i de complexitat exposats en
aquesta memòria amb els paràmetres de cada problema, com una part pràctica, que
pot ser des de la simple veri�cació de resultats experimentals �ns un estudi estadístic
ampli dels paràmetres que millor resultat donen en la pràctica. Un altre possibilitat
per obtenir una Q adaptativa ve del fet d'observar que introduir un terme quadràtic
µxTQx equival a introduir una restricció del tipus ‖x‖Q ≤ 4 per a alguna constant
positiva, la qual cosa suggereix dos possibles camins de recerca: el primer és usar un
algorisme de regió de garantia (trust-region algorithm) que en cada iteració limiti la
passa dintre d'una certa regió modi�cant la matriu Q, mentre que el segon camí és
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adaptar el valor de Q segons les limitacions imposades sobre x per les restriccions de
frontera x ≤ u.

� Hem vist que la implementació per a problemes angulars en blocs generals, que usa
l'entorn Matlab, no s'ha mostrat tant e�cient com la dels problemes de �uxos multiar-
ticle, programada en C. Un possible motiu pot ser l'ús de l'entorn Matlab pel primer,
així com alguns detalls d'implementació que poden penalitzar al mètode de regularit-
zació. Una línia d'actuació al respecte és programar una classe C++ que implementi
l'algorisme regularitzat que ara està en Matlab, posant especial atenció en aquells as-
pectes de la implementació que poden bene�ciar a la regularització, per així intentar
assolir la mateixa e�ciència que hem obtingut per els problemes de �uxos multiarticle.

� Un altre línia de treball és l'aplicació de la regularització quadràtica a problemes no
lineals separables.

� En quant als resultats teòrics, s'han presentat resultats sobre la disminució de la �ta
del radi espectral de la matriu usada en la rutina de gradient conjugat precondicionat,
no sobre el radi pròpiament dit. Una tasca a realitzar és, per tant, aprofundir en
el coneixement de com afecta la regularització quadràtica als valors propis d'aquella
matriu. Això ens podria proporcionar valors inicials de la matriu de regularització
quadràtica més efectius.

� L'aproximació successiva del problema regularitzat quadràticament al problema lineal
ve controlada per el paràmetre de barrera µ i algunes heurístiques. D'aquestes, la més
reeixida ha usat el comptador d'iteracions per suavitzar el descens de µ i prolongar
l'efecte de la regularització. Un estudi més profund de la relació entre la disminució,
iteració a iteració, del terme de regularització quadràtica i el nombre �nal d'iteracions
de punt interior i de gradient conjugat ens pot proporcionar una heurística millor.

� Les heurístiques esmentades no s'han veri�cat formalment: manca incorporar als teo-
remes de convergència l'efecte de multiplicar el terme de regularització quadràtica Q
per el comptador d'iteracions, entre altres heurístiques.

� Hi han altres famílies de problemes amb estructura angular en blocs, com ara els que
es comenten en la introducció del capítol 5, per els que encara no tenim l'algorisme
especialitzat regularitzat. L'experiència que tenim amb el treball realitzat indica que
podem aconseguir bons resultats resolent aquests problemes.

� Ampliant més el camp d'acció, per els casos de �uxos multiarticle no lineals que puguin
tractar-se per aproximacions lineals, està per provar l'efectivitat de la regularització
quadràtica.
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� De més ampli abast, i per llarg termini, està la possibilitat d'estudiar la millora de
l'e�ciència de les rutines de gradient conjugat precondicionat en algorismes de punt
interior basats en el sistema augmentat a través de regularitzacions.

6.3 Publicacions i presentacions realitzades com a conse-
qüència del treball de tesi

Conforme hem anant desenvolupant el treball de recerca s'han el·laborat algunes publicacions
i s'han realitzat presentacions en congressos directament relacionades amb la tesi, que tot
seguit detallem ordenades cronològicament.

Revistes.

� Castro, J., Cuesta, J.: Quadratic regularizations in an interior-point method for primal
block-angular problems. Research Report DR 2008-07, Dept. of Stat. and Operations
Research, UPC, Barcelona (2008). Condicionalment acceptat a Mathematical Pro-
gramming, subjecte a revisió.

� Castro, J., Cuesta, J.: Improving an interior-point algorithm for multicommodity �ows
by quadratic regularizations, working paper, to be submitted to Networks.

Presentacions en conferencies i seminaris.

� Castro, J., Cuesta, J.: Improving an interior-point algorithm for multicommodity �ows
by quadratic regularizations, Invited presentation, International Network Optimization
Conference 2009, Pisa (Italia), abril 2009

� Castro, J., Cuesta, J.: Mejora de métodos iterativos en algoritmos de punto interior
a través de regularizaciones cuadràticas, XXXI Congreso Nacional de Estadística e
Investigación Operativa, Murcia, (España), febrer 2009.

� Castro, J., Cuesta, J.: Improving iterative solvers in IPMs for structured problems
through quadratic regularizations, Invited presentation, International Conference on
Applied Mathematical Programming and Modelling APMOD, Bratislava (República
Eslovaca), maig 2008.

� Castro, J., Cuesta, J.:Improving preconditioners in interior-point methods for optimi-
zation through quadratic regularizations, 2007 International Conference On Precon-
ditioning Techniques For Large Sparse Matrix Problems In Scienti�c And Industrial
Applications, Toulouse (França), juliol 2007.
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� Castro, J., Cuesta, J.: Quadratic regularizations in an interior-point method based on
iterative solvers, Applied Mathematical Programming and Modelling APMOD 2006,
Madrid (España), juny 2006.
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Glossari de símbols

(x∗, y∗, z∗) valor de l'òptim primal-dual

O() ordre de complexitat d'un algorisme

τ paràmetre del camí central primal-dual C, xizi = τ, i = 1, . . . , n si (x, z) ∈ C
X matriu que té els elements del vector x en la seva diagonal i zeros en la resta

Rn l'espai dels vectors real n-dimensionals

Rn+ subespai real n-dimensional {x ∈ Rn |x > 0}
Rm×n el conjunt de matrius reals de dimensions m× n

‖·‖ , ‖·‖2 norma euclídea: per u ∈ Rn, ‖u‖ =
(
uTu

)1/2
e (1, 1, . . . , 1)T

A, b, c matriu de restriccions i vectors de disponibilitats i de costos, respectivament

F conjunt factible
{
(x, y, z)

∣∣Ax = b, AT y + z − µQx = c, (x, z) > 0
}

F0 conjunt factible estricte
{
(x, y, z)

∣∣Ax = b, AT y + z − µQx = c, (x, z) > 0
}

µ paràmetre de la barrera logarísmica, igual a xT z/n(
x(k), y(k), z(k)

)
valor de les variables primals i duals en la k-èsima iteració d'un algorisme

(4x(k),4y(k),4z(k)) valor de les passes primals i duals en la k-èsima iteració d'un algorisme

xi en un problema angular en blocs, variable primal corresponent al bloc i-èsim

(x∗, y∗, z∗) valor del'òptim primal-dual

d vector que s'usa com a direcció de moviment

Q matriu diagonal de�nida positiva, usada en el terme quadràtic de l'objectiu

Q(k) valor de la matriu de regularització en la k-èsima iteració d'un algorisme

Qi valor de la matriu de regularització corresponent a l'i-èsim bloc, 1 ≤ i ≤ k
qk valor del vector de regularització en la k-èsima iteració d'un algorisme

diag(q) matriu que té els elements del vector q en la seva diagonal i zeros en la resta

δ factor d'escalat de la matriu de regularització quadràtica

αp, αd llargades de les passes primal i dual respectivament

σ paràmetre de centrat en un algorisme de seguiment del camí primal-dual

rb, rc residus primal i dual, respectivament

u, U vector de �tes superiors, x 6 u, i matriu U = diag(u)
ρ radi espectral d'una matriu
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νF paràmetre de la barrera auto-concordant F

Mf constant de la funció auto-concordant f

f
′

d, f
′′

d , f
′′′

d derivades direccionals succesives de la funció real f segons la direcció d

Ni ∈ Rmi×ni en un problema angular en bloc, restriccions de les variables primals

Li ∈ Rl×ni en un problema angular en bloc, restriccions d'acoblament de les variables primals
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