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We may not hold that strength which in old days

Moved earth and heaven; what we can do, we’ll do,

One equal temper of heroic hearts,

Tested by time and fate, but strong in will

To strive, to seek, to find and not to yield.

A. Tennyson, Ulysses
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Introducción

En 1974, Sullivan conjeturó ([163]) que si X fuera un complejo finito, o

al menos sometido a ciertas condiciones de finitud, el espacio de aplicacio-

nes map∗(BZ/p,X) debeŕıa ser contráctil para todo primo p. La resolución

de este problema por Miller ([127]) y los subsiguientes trabajos de Dwyer-

Zabrodsky ([79]), Lannes ([106]) y otros pusieron de manifiesto que quizá la

manera más apropiada de estudiar la homotoṕıa mod p de un espacio era a

través del mencionado espacio de aplicaciones, al menos para el caso de X

nilpotente. Una excelente exposición de estos resultados puede encontrarse

en el libro de Schwartz ([157]).

Sean A y X dos espacios. Dror-Farjoun y Nofech han formalizado y ge-

neralizado recientemente ([69] y [136]) este método de trabajo definiendo

la teoŕıa de A-homotoṕıa de X, donde A y sus suspensiones desempeñan

el mismo papel que las esferas juegan en homotoṕıa clásica (que en este

contexto no es más que la S0-homotoṕıa), y los grupos de A-homotoṕıa

πi(X; A) se definen como las clases de homotoṕıa de aplicaciones puntea-

das ΣiA −→ X. De acuerdo con lo dicho anteriormente, es claro que conocer

el espacio map∗(BZ/p,X) es equivalente a conocer la BZ/p-homotoṕıa de X.

Dos de las herramientas que se han mostrado más efectivas en este con-

texto han sido los funtores de anulación PΣiA y celularización CWΣiA, que

pueden verse como los análogos en teoŕıa de A-homotoṕıa de las secciones

de Postnikov y los recubridores i-conexos de X. Además, los espacios para

los cuales X ' PA(X) (espacios A-nulos) desempeñan el papel de los espa-

cios débilmente contráctiles, y los espacios tales que A ' CWAX, llamados

espacios A-celulares, son los análogos de los CW-complejos; en particular, la

A-celularización puede verse sencillamente como la aproximación A-celular a

X. Estos funtores fueron definidos por Bousfield ([23]) en 1994 y Dror-Farjoun

([69]) en 1996, respectivamente, y desde entonces han sido ampliamente es-

tudiados ([19], [24], [42], [43], [72]...); en el primer caṕıtulo los definimos y

11



12 Introducción

describimos con precisión.

Nuestro objetivo en este trabajo ha sido calcular la BZ/p-anulación y

BZ/p-celularización de espacios clasificadores de grupos discretos. El estudio

se divide de forma natural en dos partes bien diferenciadas, que corresponden

a los casos finito e infinito, y que son tratadas con diferentes métodos y

propósitos.

En la primera de ellas, nuestra idea ha sido ver cómo el valor de estos fun-

tores sobre BG refleja y a la vez describe la estructura p-primaria del grupo,

incluso en el caso en que G no es nilpotente, y por tanto su espacio clasifica-

dor tampoco lo es. Es sintomático que la inmensa mayoŕıa de los resultados

que han descrito el tipo de homotoṕıa de X a través del espacio de aplicacio-

nes map∗(BZ/p,X) hacen uso de hipótesis de nilpotencia sobre X. Podemos

recordar por ejemplo el resultado de Lannes-Schwartz ([105]), que establece

que si X es nilpotente con grupo fundamental finito y cohomoloǵıa módulo p

de tipo finito, entonces es BZ/p-nulo si y sólo si su cohomoloǵıa es localmente

finita respecto de la acción del álgebra de Steenrod. Desafortunadamente, no

se sabe demasiado si X no cumple la condición de nilpotencia.

Sin embargo, el caso del espacio clasificador de un grupo discreto G no

nilpotente parece el primer ejemplo de espacio no nilpotente cuya homotoṕıa

módulo p es accesible a través del espacio de aplicaciones punteadas con es-

pacio de partida BZ/p. La razón de esto es que el espacio map∗(BZ/p, BG) se

describe como el espacio de homomorfismos Hom(Z/p,G), que es homotópi-

camente discreto. Si además suponemos que G es finito, el espacio BG es

Z/p-bueno para la Z/p-compleción de Bousfield-Kan, y esto nos permite uti-

lizar técnicas como cuadrados aritméticos o descomposiciones homológicas

mod p que no tienen análogos en el caso infinito.

Uno de los invariantes clásicos que miden la parte p-primaria de la estruc-

tura homotópica de un espacio X son los grupos de homotoṕıa con coeficien-

tes en Z/p, introducidos por Peterson en [142] y estudiados posteriormente

en [48] y [134]. Recordemos que el (n + 1)-simo grupo de homotoṕıa de X

con coeficientes en Z/p se define como el grupo de clases de homotoṕıa de

aplicaciones punteadas [M(Z/p, n), X]∗, donde M(Z/p, n) es el espacio de

Moore correspondiente y n es mayor que 1. Por tanto, entender estos grupos

de homotoṕıa equivale a describir la M(Z/p, 1)-teoŕıa de homotoṕıa de X.

Este problema fue abordado en los trabajos [24], [34] y [152], donde se des-

cribe con precisión la M(Z/p, 1)-anulación y la M(Z/p, 1)-celularización de

BG. Aśı, parece natural preguntarse si es posible dar una descripción similar
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de la BZ/p-homotoṕıa de BG y, en caso de ser esto posible, qué relación la

une con la ya mencionada parte p-primaria de su homotoṕıa clásica. Dicha

relación es clarificada en los primeros caṕıtulos del trabajo.

La segunda parte de esta Memoria está dedicada, esencialmente, a probar

que el funtor de BZ/p-anulación establece un puente entre la teoŕıa de accio-

nes clásicas de grupos discretos y la teoŕıa de acciones propias. Recordemos

que si G es un grupo discreto, se dice que un CW-complejo X es un G-

CW-complejo si G actúa sobre X permutando células. Si además los grupos

de isotroṕıa de la acción son finitos, decimos que X es un G-CW-complejo

propio, o bien que la acción de G sobre X es propia.

El interés por la teoŕıa de acciones propias se ha multiplicado a partir del

establecimiento de la conjetura de Baum-Connes, que tal y como es reformu-

lada en [11], establece que si G es un grupo localmente compacto, Hausdorff

y segundo numerable, los K-grupos algebraico-topológicos de la C∗-álgebra

de G, Kj(C
∗
r (G)), son isomorfos a los grupos de K-homoloǵıa equivariante

de Kasparov KG
j (EG), para j = 0, 1. Aqúı, EG es el “espacio clasificador

para acciones propias”, que puede describirse como el único G-CW-complejo

propio EG (salvo G-homotoṕıa) que posee la siguiente propiedad universal:

“Si X es otro G-CW-complejo propio, existe una G-aplicación X −→ EG

que es única salvo G-homotoṕıa.”

Hay que destacar que la definición de acción propia para grupos topológi-

cos es la que damos en 2.1.4, que coincide con la mencionada anteriormente

si G es discreto. Supondremos a partir de ahora que éste es el caso.

Una parte importante de los esfuerzos desarrollados en teoŕıa de acciones

propias han estado encaminados a entender la relación existente entre la

estructura algebraica de G y las propiedades homotópicas de EG y su espacio

cociente EG/G, que suele ser denotado BG. Esta ĺınea de investigación se

ha revelado particularmente eficaz interpretando correctamente condiciones

de finitud de teoŕıa de grupos de G para construir modelos finitos (finito-

dimensionales, finitamente dominados) de EG. En 2.4 repasamos los mayores

logros en esta área.

Igual que ocurre con las acciones clásicas de grupos, la relevancia de EG y

en particular de BG no proviene únicamente de que reflejan geométricamente

las propiedades algebraicas de G, sino también de la importancia de estos es-

pacios en la teoŕıa de G-fibrados. Ya Baum-Connes-Higson señalaron que BG
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clasifica G-fibrados propios (ver 2.2.3), y describieron el modo de obtenerlos

mediante productos fibrados de aplicaciones X −→ BG, un método de claro

regusto clásico.

El intento más serio realizado hasta la fecha de entender el tipo de ho-

motoṕıa de BG es el art́ıculo de Leary-Nucinkis [108]. En él, los autores

demuestran que para cada CW-complejo X existe un grupo discreto GX

de modo que BGX es del mismo tipo de homotoṕıa que X. Este resultado

tipo “Kan-Thurston” se prueba utilizando esencialmente herramientas pro-

cedentes de la teoŕıa de grafos de grupos. Como consecuencia, se obtiene una

descripción precisa del grupo fundamental de BG y una construcción de BG

para ciertos grupos de Coxeter.

Aunque estos resultados nos han sido muy útiles, creemos que una de las

mayores aportaciones de este trabajo, si no la mayor, ha sido abordar el estu-

dio de BG desde un punto de vista radicalmente diferente, utilizando herra-

mientas de teoŕıa de homotoṕıa que han aparecido en los últimos años en con-

textos bastante alejados del que nos ocupa. Más concretamente, nuestra idea

ha sido encontrar un funtor de localización homotópica F : Top −→ Top

que transforme modelos de BG en modelos de BG, y que a la vez tenga pro-

piedades suficientemente buenas como para poder “leer” información sobre

BG a partir de BG, y a la inversa.

En concreto, el funtor que resuelve nuestro problema es de nuevo la anu-

lación respecto a ciertos espacios clasificadores de grupos, que nos permite

utilizar la maquinaria de teoŕıa de localización descrita en la primera parte

de la Memoria (y en particular las propiedades de preservación de fibracio-

nes y el lema 1.1.6) para obtener abundante información homotópica sobre

BG y modelos para la BZ/p-anulación de espacios clasificadores de grupos

discretos infinitos. Nuestro principal resultado es el siguiente:

Teorema 7.1.2. Sea G un grupo discreto tal que existe un modelo finito-

dimensional o finitamente dominado para BG. Denotemos W =
∨

BZ/p,

donde el wedge está extendido a todos los primos. Entonces tenemos una

equivalencia homotópica PW BG ' BG, donde PW denota la W -anulación.

Obsérvese que la condición concerniente a la existencia de un modelo de

BG que cumpla condiciones de finitud no es demasiado restrictiva, debido

a la gran cantidad de grupos que han surgido en los últimos años para los

cuales dichas condiciones se cumplen (ver la sección 2.4).
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A continuación describiremos con mayor detalle el contenido de cada uno

de los caṕıtulos de esta Memoria.

En el caṕıtulo primero se presenta la maquinaria de teoŕıa de homo-

toṕıa que va a ser estudiada cuidadosamente y usada con gran frecuencia

en el trabajo, poniendo énfasis especial en la descripción de los funtores

PA y CWA. Tras recordar las circunstancias y motivaciones que provoca-

ron la aparición de estos funtores (lo cual incluye un resumen histórico de

teoŕıa de (co)localización homotópica), comentamos sus principales propie-

dades, construimos expĺıcitamente sus modelos más conocidos y citamos los

ejemplos más importantes que de ellos han aparecido. Especial atención de-

dicamos igualmente al estudio de las clases de espacios en que estos funtores

repiten (espacios A-nulos y A-celulares respectivamente), a los espacios A-

aćıclicos y al resto de las estrechas relaciones que unen a dichos funtores. Este

caṕıtulo concluye con un breve resumen de las caracteŕısticas de los coĺımi-

tes homotópicos y de la compleción de Bousfield-Kan, herramientas que son

utilizadas masivamente en la Memoria.

El caṕıtulo segundo, también preliminar, se dedica al estudio de la teoŕıa

de acciones propias y de los espacios clasificadores para familias de subgru-

pos. Tras exponer los conceptos generales y propiedades principales de estas

construcciones y recordar sus antecedentes históricos, realizamos un recorri-

do por los variados problemas en que se han visto envueltas. En este sentido,

describimos de forma bastante detallada la conjetura de Baum-Connes, pues

éste es con toda seguridad el motivo del notable incremento en los últimos

años de la investigación sobre esta teoŕıa, que ha pasado a ocupar un papel

central dentro de la homotoṕıa G-equivariante. La última parte del caṕıtulo

la dedicamos a recordar los principales avances que la aparición de los espa-

cios clasificadores para acciones propias supuso en teoŕıa de la dimensión y

en la determinación de la relación entre condiciones de finitud geométricas y

algebraicas.

Nuestro estudio de la BZ/p-homotoṕıa de BG para G finito es desarrolla-

do en los caṕıtulos tercero, cuarto y quinto. El primero de ellos comienza con

la caracterización de la BZ/p-anulación del espacio clasificador de un grupo

finito por medio de una fibración recubridora. Recordemos que el Z/p-radical

TZ/pG de un grupo G es el subgrupo normal minimal de G que contiene a

toda la p-torsión.

Teorema 3.1.6. Sea G un grupo finito, p un número primo; entonces, la
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BZ/p-anulación de BG es el espacio total de la siguiente fibración:

∏

q 6=p

B(TZ/pG)∧q −→ PBZ/pBG −→ B(G/TZ/pG).

Como corolario inmediato obtenemos que si el grupo G es simple (y con-

tiene p-torsión), la BZ/p-anulación de BG es simplemente conexa, y una

prueba sencilla de que si G es nilpotente, PBZ/pBG es un espacio de Eilenberg-

MacLane que también lo es; de hecho, se puede probar que esto ocurre incluso

si el grupo no es finito.

Si M(Z/p, 1) es un espacio de Moore de dimensión dos, los resultados de

([24], sección 7) y el teorema anterior garantizan que la M(Z/p, 1)-anulación

de BG es homotópicamente equivalente a la BZ/p-anulación de BG. Por

tanto, estos funtores coinciden sobre espacios clasificadores de grupos finitos,

y esto prueba que la relación citada más arriba entre la parte p-primaria de la

homotoṕıa de BG y su BZ/p-teoŕıa de homotoṕıa es realmente muy estrecha.

Por otro lado, es fácil ver que estos dos funtores no siempre coinciden: basta

tomar por ejemplo p = 2 y X = RP2.

Una importante consecuencia de la anterior observación es que una gran

parte de los resultados de [152] relativos a espacios de Moore son también

válidos para el caso de BZ/p-anulación, y en particular nos permiten obtener

una descripción muy precisa del valor del funtor aćıclico PBZ/p sobre BG.

Finalizamos el estudio de PBZ/pBG, G finito, utilizando nuestra descrip-

ción para probar (3.2.2) que los funtores de anulación PBZ/p y PBZ/q conmu-

tan sobre BG para primos diferentes p y q y estableciendo algunas relaciones

(3.3.2 y 3.3.4) entre la BZ/p-anulación y la compleción de Bousfield-Kan en

los anillos Z/p y Z[1/p].

El cuarto caṕıtulo de esta Memoria está dedicado al análisis de la BZ/p-

celularización de BG, de nuevo para G finito. Nuestro principal resultado en

este tema ha sido la caracterización de la clase de grupos finitos G tales que

BG es BZ/p-celular.

Teorema 4.4.1. Sea G un grupo finito Z/p-celular. Entonces BG es BZ/p-

celular si y sólo si G es un p-grupo generado por elementos de orden p.

La prueba se basa esencialmente en un resultado de Chachólski (1.2.6)

sobre conservación de celularidad por fibraciones.
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En general, la BZ/p-celularización de BG está estrechamente relacionada

con la Z/p-celularización CWZ/pG de G en la categoŕıa de grupos (ver 3.1),

aśı que dedicamos el resto de este caṕıtulo a analizar el funtor CWZ/p y

estudiar con precisión la relación mencionada. Aśı, tras describir el núcleo de

la extensión central que determina la Z/p-celularización ([152], 2.1)

0 −→ A −→ CWZ/pG −→ SZ/pG −→ 0,

donde SZ/pG es el subgrupo (normal) de G generado por los elementos de

orden p (el Z/p-zócalo de G), probamos que este objeto puede proporcionar

bastante información sobre algunos invariantes de teoŕıa de grupos del grupo

G, tales como su multiplicador de Schur o su extensión central universal con

coeficientes en Z o Z[1/p] (si G es respectivamente perfecto o Z[1/p]-perfecto).

De hecho, este último resulta ser el grupo fundamental de PBZ/pBG, y esto

se usa para probar que el funtor BZ/p-aćıclico “conmuta” con el grupo fun-

damental, de un modo análogo a como lo hace la BZ/p-anulación. La sección

concluye con una descripción del grupo fundamental de CWBZ/pBG.

En el caṕıtulo quinto calculamos el valor de los funtores PBZ/p y CWBZ/p

cuando se aplican sobre varias familias concretas de espacios clasificadores de

grupos finitos, como por ejemplo grupos diédricos, semidiédricos, especiales

lineales, simétricos y cuaterniónicos.

Nuestro estudio de los espacios clasificadores para grupos discretos infini-

tos comienza en el caṕıtulo sexto, y es el objetivo de la segunda parte de este

trabajo. En primer lugar, presentamos una aplicación canónica BG −→ BG

que siempre relaciona los espacios clasificadores, y damos una descripción

de su fibra homotópica en términos de categoŕıas localizadas (en el sentido

de Gabriel-Zisman) y extensiones de Kan homotópicas. Un detalle técnico

interesante que aparece en esta prueba y que concierne a la localización de

una categoŕıa coma es demostrado más tarde en el apéndice.

El siguiente caṕıtulo está dedicado a la demostración del teorema prin-

cipal que hemos enunciado anteriormente. La técnica es la siguiente: aplica-

mos el funtor PW a un modelo apropiado de BG, y obtenemos, utilizando

el modelo ya desarrollado anteriormente para la BZ/p-anulación de espacios

clasificadores de grupos infinitos, que tiene el tipo de homotoṕıa de la W -

anulación del nervio de una cierta categoŕıa pequeña que solamente depende

de G. Este nervio es un modelo simplicial de BG, y concluimos probando que

en las hipótesis del teorema BG es W -nulo.

El resto de la Memoria está consagrada a desarrollar consecuencias inte-
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resantes del teorema principal. En la segunda parte de este mismo caṕıtulo

ya describimos el comportamiento del funtor B respecto a varias construccio-

nes fundamentales en teoŕıa de homotoṕıa, como son los productos, wedges

o coĺımites. Además, identificamos (bajo una condición sobre la torsión de

G) el recubridor universal de BG, y concluimos el caṕıtulo mostrando que en

algunos casos, si

G1 −→ G2 −→ G3

es una extensión de grupos, la fibra homotópica de la aplicación inducida

BG2 −→ BG3 es homotópicamente equivalente a BG1.

Comenzamos el caṕıtulo octavo con una prueba sencilla de que si G es

un grupo localmente finito cuyo cardinal es menor que ℵω, entonces BG es

contráctil. Después, estudiamos los grupos que cumplen la condición del nor-

malizador, una amplia clase que contiene, entre otros, a los grupos localmente

nilpotentes (y por tanto a los nilpotentes). Demostramos que si un grupo G

en esta clase (sometido a una condición extra de finitud no muy restrictiva)

admite un modelo finito-dimensional o finitamente dominado para BG, en-

tonces BG ' BH para un cierto grupo H que identificamos. En particular,

en este caso BG es nilpotente como espacio si G es nilpotente como grupo.

Terminamos el caṕıtulo estudiando la BZ/p-anulación, p impar, de espacios

clasificadores de grupos supersolubles.

En el último caṕıtulo tomamos un punto de vista similar al de la primera

parte de la Memoria, mostrando que el teorema principal puede proporcionar

información en las dos direcciones. Más concretamente, centramos nuestra

atención en grupos de isometŕıas del plano, y aprovechando sus propiedades

geométricas obtenemos v́ıa BG mucha información sobre la BZ/p-anulación

de sus espacios clasificadores.

Las herramientas utilizadas en la segunda parte de esta Memoria y, en

particular, en el último caṕıtulo, ponen de manifiesto que los métodos que

deben utilizarse para resolver el problema de la BZ/p-anulación de BG en

los casos finito e infinito son completamente diferentes, pues BG no es Z/p-

bueno en general si G es infinito, y a la inversa, el espacio clasificador para

G-fibrados propios es contráctil si G es finito, lo cual no nos aporta ninguna

información sobre la BZ/p-anulación de BG.

Notación. G normalmente denotará a un grupo discreto. Denotaremos

por Spaces a la categoŕıa de espacios, por Spaces∗ a la categoŕıa de espa-

cios con punto base y por sSpaces a la categoŕıa de conjuntos simpliciales.

Normalmente supondremos que los espacios poseen el tipo de homotoṕıa de
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un CW-complejo. El śımplice canónico de dimensión n se denotará ∆n. Lla-

maremos frecuentemente X∧
p a la Z/p-compleción de Bousfield-Kan de X, y

Z[1/p]∞X a la Z[1/p]-compleción.
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jamás ha tenido un no por respuesta. Y qué decir de Gemma, la anterior en
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dejó entre los topólogos de Barcelona como la que la propia Ciudad Condal
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Miro, Juan Carlos, Susana... y sobre todo mis dos musas literarias, conocidas

en circunstancias bien diferentes, pero a las que profeso igual afecto.

Y a la vuelta, historia venturosamente repetida: algunos rostros nuevos,

otros ya conocidos, pero la misma camaradeŕıa: los de Albert, Gerard, Sa-

ra, Miquel, Martin, Judith, Isa, Francesco, Birgit, Mateo, Noemi, Nacho,
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Caṕıtulo 1

Preliminares sobre localización

En este caṕıtulo preliminar presentamos las principales herramientas que

vamos utilizar en esta Memoria, que son los funtores de anulación y celulari-

zación, recordando en cada caso el contexto en que aparecieron, sus propie-

dades principales, sus aplicaciones y los ejemplos más relevantes. También

recordamos dos construcciones que aparecerán frecuentemente en lo sucesivo,

como son la R-compleción de Bousfield-Kan y los coĺımites homotópicos.

Durante las tres primeras secciones del caṕıtulo, y salvo mención expresa

en contra, todos los espacios que aparecen se supondrán punteados, y las

construcciones se realizarán en la categoŕıa Spaces∗ de espacios con punto

base. El desarrollo de la teoŕıa de funtores de anulación y celularización puede

llevarse a cabo de forma casi idéntica en la categoŕıa sSpaces de conjuntos

simpliciales (ver la introducción de [69] para más detalles).

1.1. Funtores de anulación

1.1.1. Introducción histórica y definiciones principales

Sean A y X dos espacios con punto base.

Los funtores de anulación son definidos por Bousfield ([23]) en 1994 dentro

de sus investigaciones sobre fenómenos periódicos en homotoṕıa inestable, del

siguiente modo:

Definición 1.1.1. Un espacio X se dice A-nulo si el espacio de aplicaciones

map∗(A,X) es débilmente contráctil, o lo que es lo mismo, cada aplicación

punteada de una n-suspensión de A en X es inesencial. La A-anulación PAX

23



24 1. Preliminares sobre localización

(a veces llamada A-periodización) es el único espacio A-nulo, salvo equiva-

lencia homotópica, dotado de una aplicación X −→ PAX que induce, para

cada espacio A-nulo Y , una equivalencia débil

map∗(PAX, Y ) ' map∗(A, Y ).

De este modo se define un funtor PA : Spaces∗ −→ Spaces∗ que es coau-

mentado e idempotente.

Es destacable que no hay ningún problema en definir este funtor en la

categoŕıa no punteada, con ninguna referencia al punto base. Por otra parte,

los espacios X para los cuales PA(X) es contráctil se denominan A-aćıclicos.

El objetivo de ese trabajo es desarrollar una teoŕıa “cromática”en el rango

inestable similar a la que Ravenel ([147]) y Devinatz-Hopkins-Smith ([61])

construyeron en los ochenta para el caso estable. Recuérdese que esa jerarqúıa

comienza con los fenómenos que son descritos por la homotoṕıa racional y

sigue con los que son visibles v́ıa la teoŕıa K clásica y las teoŕıas K de Morava

(ver definición en [147], 1.5).

A semejanza de lo que ocurre en el caso estable, Bousfield impone a los

espacios (CW-complejos) que estudia la condición de finitud, y también la

restricción de que sean suspensiones cuya homoloǵıa sea de p-torsión.

El motivo principal, aunque no el único, de la introducción de los funtores

de anulación y los espacios A-nulos es que son las principales herramientas que

Bousfield utiliza para clasificar los espacios. Más concretamente, dos espacios

W y W ′ se dicen P -similares si todo espacio W -nulo es W ′-nulo y viceversa.

Aśı, si W ′ es P -similar a W , decimos que W ′ está en la misma clase de nulidad

〈W 〉 que W . Más tarde, estas clases fueron estudiadas cuidadosamente y

generalizadas por el propio Bousfield ([24], sección 4) y por Dror-Farjoun

([69], caṕıtulo 7), y en particular se sabe que constituyen un ret́ıculo, que el

wedge y el smash de espacios inducen operaciones sobre ellas, y que además,

si W satisface la condición de p-torsión n-soportada, se tiene que 〈ΣW 〉 =

〈ΣkW 〉∨〈K(Z/p, n+1)〉 para todo k ≥ 1. Recordemos que un espacio cumple

la condición de torsión n-soportada si su homoloǵıa entera es de p-torsión,

Hi(W ;Z) es nulo para i < n y Hn(W ;Fp) es distinto de cero.

Una vez que disponemos de estas herramientas, el teorema de clasificación

([23], 9.15) asegura que dos suspensiones finitas de p-torsión ΣW y ΣW ′ están

en la misma clase de nulidad si y sólo si poseen la misma conectividad y el

mismo tipo. Recordemos que el tipo de un espacio X se define como el menor
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entero m tal que la K̃(m)-teoŕıa reducida de Morava no se anula sobre X.

Esta clasificación es semejante a la clasificación estable de la que hablábamos

al principio.

Una importante caracteŕıstica de este teorema es que además demuestra

la existencia de unas clases de nulidad canónicas 〈ΣV n〉 cuyas suspensiones

iteradas dan lugar a todas las posibles clases de nulidad de espacios de p-

torsión de tipo n + 1. De hecho, cualquier espacio de tipo n + 1 tal que su

conectividad sea minimal entre los espacios de ese tipo sirve como V n. Por

ejemplo, un modelo para V 0 es M(Z/p, 2) y un modelo para V 1 y p impar

es la cofibra de la aplicación de Adams A : Σ2p−2M(Z/p, 3) −→ M(Z/p, 3).

Una vez probada la existencia de las clases canónicas, Bousfield define la

vn-periodización de un espacio Y como su ΣV n-nulificación PvnY , y demues-

tra los siguientes resultados de importancia:

Para todo n ≥ 0, existen aplicaciones Pvn+1Y −→ PvnY que dan lugar

a una “torre cromática”

Pv0Y ← Pv1Y ← . . .

cuyo ĺımite inverso es Y .

Mahowald y Thompson estudian en [121] los grupos de homotoṕıa pe-

riódicos v−1
m π∗(Y ; Vm−1), donde Vm−1 es un espacio de tipo m cuya

homoloǵıa reducida entera es finitamente generada como Z(p)-módu-

lo. Estos grupos se definen a partir de una auto-aplicación de Vm−1

cuya existencia queda garantizada por el teorema de periodicidad de

Devinatz-Hopkins-Smith (ver [61]), y poseen una periodicidad d que

crece con el tipo. El resultado que prueba Bousfield es que los grupos

de homotoṕıa periódicos de Y son los grupos de Vn-homotoṕıa (en el

sentido en que fue utilizado este término en la introducción) de PvnY ,

y por tanto el tipo de homotoṕıa de la vn-periodización captura la es-

tructura periódica del espacio. De este modo puede considerarse la torre

cromática anterior como una descomposición del espacio Y en “clases

de periodicidad”.

Los resultados del apartado anterior permiten realizar una comparación

entre equivalencias periódicas y equivalencias en teoŕıa K mod p de

espacios 3-conexos. Este teorema, que es una versión inestable de un

resultado anterior (ver [22]), tiene como consecuencia la resolución de
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una conjetura de Miller-Snaith que aparece en [120] y [128], y que

concierne a la aplicación de Snaith. Ver detalles en ([23], sección 14).

Aśı, queda claro que, al menos en este ejemplo inicial, la estructura de la

A-anulación de un espacio ofrece un camino accesible para estudiar las pro-

piedades homotópicas que dependen de A. Este es evidentemente el motivo

de la popularidad que han alcanzado estos funtores, pero no podemos dejar

de mencionar otros dos de ı́ndole práctica que parecen de bastante impor-

tancia: el buen comportamiento de PA respecto a fibraciones (que veremos

un poco más adelante) y la abundancia de construcciones que lo modelan.

En efecto, ya Bousfield propone en el art́ıculo comentado los dos siguien-

tes modelos, uno en la categoŕıa de espacios con punto base, y otro en la

categoŕıa no punteada. La primera es una construcción ad hoc bastante in-

tuitiva: tomamos un espacio Xλ para cada ordinal λ; definimos X0 = X y

por inducción Xλ+1 es el espacio obtenido a partir de λ pegando conos sobre

todas las posibles clases de homotoṕıa de aplicaciones de n-suspensiones de

A en Xλ. Aśı, la A-anulación de X se construye como el coĺımite de estos

espacios.

La segunda construcción de Bousfield ya lleva impĺıcita la idea de mirar

la anulación como una localización homotópica, como vamos a ver en el

siguiente eṕıgrafe.

1.1.2. Localización

El concepto de localización en teoŕıa de homotoṕıa aparece por primera

vez a principios de los años 70 como un ingrediente fundamental en la de-

mostración llevada a cabo por Sullivan ([163]) de la conjetura de Adams. El

enunciado de dicho problema establećıa que ciertos fibrados estables asocia-

dos a los elementos de teoŕıa K de un complejo finito deb́ıan tener un fibrado

esférico asociado homotópicamente trivial, y su resolución posibilitó la des-

cripción de los fibrados tangentes a todas las variedades compactas con un

tipo de homotoṕıa dado.

La idea de localización de Sullivan recoge esencialmente dos conceptos.

En primer lugar, “localizar” un espacio quiere decir simplificarlo, reducirlo

a sus partes p-primarias para poder estudiarlo mejor, y en segundo lugar la

construcción entronca con la localización clásica de grupos, en el sentido que

localiza en conjuntos de primos los grupos de homotoṕıa y homoloǵıa.
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Con más precisión, dado un conjunto de primos P y un espacio X con

grupo fundamental abeliano y que posee una torre de Postnikov de fibracio-

nes principales (espacio simple de Postnikov), Sullivan construye un nuevo

espacio que denomina Xl y un coaumento l : X −→ Xl que cumplen:

Xl es ZP -local, o lo que es lo mismo, sus grupos de homotoṕıa son

módulos sobre ZP , el anillo de los enteros localizados en P .

Si Y es otro espacio ZP -local, cualquier aplicación X −→ Y factoriza

a través del coaumento l.

En estas condiciones, se dice que Xl es la ZP -localización de X, que es

construida de forma efectiva localizando primero las esferas mediante un

telescopio infinito y después induciendo sobre los esqueletos. De este modo

queda definido un funtor de localización en la subcategoŕıa de la categoŕıa

homotópica de espacios generada por los espacios simples de Postnikov. Un

poco más adelante, Anderson ([6], ver también [34]) definió un funtor análogo

al de Sullivan en la categoŕıa topológica que coincid́ıa con éste sobre espacios

simplemente conexos.

Aunque Sullivan construye su localización sólo para espacios de Postnikov

finitos, asegura que una construcción similar debe ser posible para cualquier

espacio nilpotente (ver definición en 1.3.3, un poco más adelante). Este traba-

jo es llevado a cabo en el libro de Hilton-Mislin-Roitberg ([89]), que además

desarrolla la teoŕıa de localización de grupos nilpotentes, pone en relación am-

bos funtores y estudia diferentes aplicaciones, como por ejemplo la relación

entre las estructuras de H-espacio de un espacio X y sus localizaciones en

diferentes primos, o el efecto de estos funtores sobre espacios de aplicaciones.

Una generalización de gran importancia de esta teoŕıa lo constituye el

trabajo de Bousfield ([20]) en el cual aparece por primera vez la teoŕıa de

localizaciones homológicas. Asi, para cualquier teoŕıa de homoloǵıa genera-

lizada h∗, el autor prueba la existencia de un endofuntor coaumentado E,

definido en la categoŕıa homotópica de CW-complejos punteados, y caracte-

rizado por las siguientes propiedades universales:

Para todo X, el coaumento ηX : X −→ EX induce una equivalencia

homológica h∗(X) ' h∗(EX).

Cualquier aplicación f : X −→ Y que induzca isomorfismo en h∗-
homoloǵıa factoriza a través del coaumento ηX .
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El funtor E aśı definido se denomina h∗-localización, y los espacios X

para los cuales el coaumento ηX es una equivalencia homotópica se llaman

h∗-locales. Nótese la semejanza formal entre la definición de E y la de la

ZP -localización de Sullivan.

Bousfield construye su funtor E sobre la categoŕıa de conjuntos simpli-

ciales utilizando una versión de la teoŕıa de homotoṕıa simplicial donde las

h∗-equivalencias desempeñan el papel de las equivalencias débiles y las fi-

braciones tienen la propiedad de levantamiento de homotoṕıa con respecto a

ciertas h∗-equivalencias, y a continuación prueba que el funtor inducido en

la categoŕıa de CW-complejos posee las propiedades apropiadas.

El gran avance que supone la aparición de los funtores E tiene que ver

tanto con que ampĺıa enormemente el campo de acción de la teoŕıa de locali-

zación homotópica como con que en el caso en que X es nilpotente, engloba

una gran cantidad de construcciones anteriores. Por supuesto, si h∗ es la

homoloǵıa con coeficientes en ZP , la h∗-localización coincide con las localiza-

ciones de Sullivan y Hilton-Mislin-Roitberg definidas anteriormente, pero es

que además, el funtor E generaliza la compleción de Artin-Mazur de grupos

([8]) si el anillo de coeficientes R es finitamente generado, generaliza también

la compleción de Mal’cev ([122]) si R es un subanillo de Q, y en el caso en

que X es de tipo finito y R es ZP , coincide con la compleción p-profinita de

Quillen ([145]).

Aproximadamente por la misma fecha en que aparece este art́ıculo, el

propio Bousfield y D. Kan desarrollan ([25]) para un anillo R el funtor de

R-compleción que lleva su nombre, cuya existencia ya hab́ıa sido sugerida

por Sullivan en el art́ıculo comentado basándose en el resultado de Kan que

presenta cualquier espacio como el ĺımite inverso de una torre de espacios

nilpotentes.

De todos modos, aunque la R-compleción es construida de modo radical-

mente diferente a la H∗(−, R)-localización (y en eso reside su mayor ventaja

sobre ella, como veremos más adelante), se puede probar que ambos funto-

res coinciden en cualquier subcategoŕıa de la categoŕıa de espacios donde el

funtor de R-compleción sea idempotente . En la sección 3 comentaremos más

detalladamente las principales propiedades de este funtor, del que hacemos

uso extensivo en la Memoria.

La noción más moderna de localización es la denominada localización

con respecto a una aplicación, o más abreviadamente f -localización. Fue

propuesta originalmente por Dror-Farjoun en 1992 ([67]) y desarrollada pos-
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teriormente en [69], que es quizá la referencia principal sobre este tema.

Definición 1.1.2. Sea Spaces∗ la categoŕıa de espacios con punto base, y sea

f : A −→ B una aplicación continua. Entonces existe un funtor idempotente

Lf dotado de un coaumento Id −→ Lf tal que:

Para todo X, la aplicación f induce una equivalencia débil

map∗(B,LfX) ' map∗(A,LfX).

En particular, los espacios Y tales que f induce una equivalencia débil

map∗(B, Y ) ' map∗(A, Y )

se denominan f -locales.

Si Y es f -local, cualquier aplicación X −→ Y factoriza a través del

coaumento X −→ LfX.

La construcción del funtor Lf es como sigue. Si X es un espacio, se define

por medio de un cierto pushout un espacio L1
fX que cumple la condición 2)

de la definición anterior, dotado además de una cofibración X −→ L1
fX. Si β

es un cierto ordinal, entonces Lβ+1
f X se define por inducción como Lβ

fL
1
fX.

De este modo obtenemos una torre de cofibraciones:

X −→ L1
fX −→ . . . −→ Lβ

fX −→ Lβ+1
f X −→ . . .

Entonces, si λ es el primer ordinal cuya cardinalidad es mayor que la del

producto [0, 1]× (A
∐

B), Dror-Farjoun prueba mediante un “argumento del

objeto pequeño” de Quillen (ver [144]) que el coĺımite de la torre anterior

para todos los ordinales β < λ cumple las condiciones arriba mencionadas,

y por tanto es un modelo para la f -localización de X. Es remarcable que la

construcción puede llevarse a cabo tanto en la categoŕıa simplicial como en la

topológica, punteada o no punteada. Nosotros hemos mencionado la última

de ellas porque es el contexto en el que está desarrollada esta Memoria, a

pesar de que la categoŕıa de espacios sin punto base presenta algunas ventajas

técnicas.

La gran importancia del funtor de f -localización procede de que, para

elecciones adecuadas de f , engloba todos los funtores de homotoṕıa coau-

mentados e idempotentes conocidos hasta la fecha (en particular todas las
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localizaciones arriba descritas). De hecho, Dror-Farjoun conjeturó que todo

funtor de homotoṕıa (es decir, que lleva equivalencias débiles en equivalencias

débiles) idempotente deb́ıa ser una f -localización, aunque se ha probado pos-

teriormente ([40]) que dicha pregunta es indecidible dentro de la axiomática

ZFC con los principios de grandes cardinales usuales.

En relación con esto, un campo actualmente muy activo de investigación

es el conocimiento de estructuras que son preservadas por estos funtores; por

ejemplo, se ha probado que env́ıan espacios conexos en espacios conexos, H-

espacios en H-espacios -preservando asociatividad o conmutatividad, en su

caso-, espacios de lazos en espacios de lazos o espacios de Eilenberg-MacLane

generalizados en espacios de Eilenberg-MacLane generalizados (recordemos

que un espacio de Eilenberg-MacLane generalizado, o GEM, es un produc-

to de espacios de Eilenberg-MacLane ordinarios abelianos). Se sabe que las

localizaciones homológicas preservan espacios 1-conexos ([39]), aunque no se

sabe si el resultado es cierto para cualquier funtor idempotente, y de hecho

no lo es si pedimos que se preserve la n-conexión para n ≥ 2 ([129]). Un buen

resumen de los resultados más recientes en este contexto puede encontrarse

en [36].

Probablemente el problema abierto más interesante en este contexto es la

preservación de la nilpotencia, cuya dificultad procede probablemente de que

ni siquiera se conoce la respuesta al problema análogo a nivel de grupos. En

esta Memoria estudiaremos el comportamiento de los espacios clasificadores

de grupos nilpotentes bajo los funtores PBZ/p, con una aproximación diferente

a la utilizada, por ejemplo, en el art́ıculo [70].

Antes de centrarnos en el caso de funtores de anulación, mencionaremos

que Goerss-Jardine ([84]) y Hirschhorn ([90]) han probado que en casi cual-

quier categoŕıa de modelos (en particular en todas las simpliciales) existen

f -localizaciones. Como consecuencia, la noción de f -localización ha sido ex-

tendida a otros contextos diferentes de la categoŕıa homotópica de espacios,

tales como la categoŕıa homotópica estable ([21] y [90]), los espacios sobre

un diagrama ([66] y [77]), el cálculo de funtores de Goodwillie ([85]) o la

teoŕıa de homotoṕıa de motivos ([83] y [133]). Un excelente resumen de estos

trabajos puede encontrarse en [74].
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1.1.3. Propiedades de los funtores de anulación

Centrándonos ya en el caso concreto de funtores de anulación, citamos a

continuación algunas de sus propiedades elementales, que son consecuencia

en su mayor parte de resultados análogos para Lf , y que son utilizadas fre-

cuentemente en este trabajo. Las pruebas pueden encontrarse en ([69], 1.A.8,

1.D.3 y 3.D.1, y [72], 6.9):

La aplicación natural PA(X×Y ) −→ PAX×PAY es una equivalencia

homotópica.

Si X es A-nulo entonces también es ΣnA-nulo para todo n, y por ad-

junción ΩnX es A-nulo.

Si PAX ' ∗, entonces PΣAΣX ' ∗.

Si tenemos una fibración donde la base y la fibra son A-nulas, el espacio

total también lo es.

Si X es 1-conexo, PAX también es 1-conexo.

Si I es una categoŕıa pequeña y F : I −→ Spaces∗ es un diagrama

sobre I, la aplicación inducida por el coaumento da lugar a una equi-

valencia homotópica PAhocolim ∗F ' PAhocolim ∗PAF ., y lo mismo

ocurre en el caso no punteado.

Un caso particular interesante del punto anterior surge si Y
f−→ X −→

Cf es una cofibración. Entonces, si además Y es A-aćıclico, PAX '
PACf , y si PAf es una equivalencia, entonces Cf es A-aćıclico.

Recordamos que las propiedades principales de los coĺımites homotópicos

se estudiarán en la sección 4.

Antes de pasar a estudiar las fibraciones, comentaremos brevemente el

concepto de equivalencia A-periódica, debido a Bousfield:

Definición 1.1.3. Una aplicación f : X −→ Y se llama equivalencia A-

periódica si para cualquier espacio A-nulo Z y cualquier elección de punto

base en X, Y , y Z, la aplicación f induce una equivalencia débil map∗(Y, Z) '
map∗(X, Z). En particular, el coaumento X −→ PAX es una equivalencia

A-periódica, porque el funtor PA es idempotente.
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En ([42], sección 13), pueden encontrarse las principales propiedades de

las equivalencias A-periódicas.

Una gran parte de las investigaciones que se han llevado a cabo en los

últimos años sobre funtores de localización, en general, y de anulación, en

particular, han ido encaminadas a describir el efecto de dichos funtores sobre

fibraciones. En particular, una gran parte del libro [69] está dedicada a este

tema, y es referencia inevitable en su estudio. A continuación comentaremos

tres resultados que por diferentes razones nos parecen ineludibles en este

contexto, remitiendo al lector al libro citado y a ([23], secciones 4 y 8) y

([24], sección 9) para información ulterior.

La primera de estas proposiciones aparece en el art́ıculo ([23], 8.1) de

Bousfield:

Proposición 1.1.4. Sea A un espacio punteado, sea J un conjunto de primos

y sea F −→ E −→ B una fibración. Entonces, si X cumple la condición de

torsión n-soportada para todos los primos de J , se tiene que la aplicación

natural de PΣAF a la fibra homotópica de PΣAE −→ PΣAB tiene como

fibra homotópica un espacio de Eilenberg-MacLane K(G,n) con G un grupo

abeliano de J-torsión, y además la acción de π1(PΣAF ) sobre dicho grupo es

trivial.

Este resultado es de importancia por varias razones. En primer lugar,

es el primer resultado fuerte de preservación de fibraciones bajo funtores de

localización del que tenemos noticia; en segundo lugar, introduce dos condi-

ciones que van a ser de gran utilidad en trabajos futuros, como son realizar

la anulación respecto de un espacio que es una suspensión, y “cuantificar”

la diferencia entre la fibra homotópica de la localización y la localización de

la fibra homotópica mediante un término de error K(G,n); en tercer lugar,

este resultado es vital en la prueba de todos los resultados sobre clases de

nulidad y vn-periodización citados al principio del eṕıgrafe; y por último,

la prueba ya usa el concepto de localización fibra a fibra, formalizada más

tarde por Dror-Farjoun ([69], 1.F.1) y desde entonces central en la teoŕıa de

localización homotópica:

Teorema 1.1.5. Sea L : Spaces∗ −→ Spaces∗ un funtor de homotoṕıa

coaumentado. Toda fibración F −→ E −→ B de espacios conexos puede ser

aplicada (sobre B) en otra fibración de la forma L(F ) −→ E −→ B. Además,

si F −→ L(F ) es una equivalencia también lo es E −→ E.
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Esta última idea está muy presente en el siguiente resultado de preserva-

ción de fibraciones, que ha sido una de las herramientas claves utilizadas en

esta Memoria:

Teorema 1.1.6. ([69], 1.H.1 y 3.D.3). Sea F −→ E −→ B una fibración.

Entonces:

1. Si PA(F ) es contráctil, se tiene que la aplicación inducida PA(E) −→
PA(B) es una equivalencia homotópica.

2. Si B es A-nulo entonces la fibración es preservada por la A-anulación.

Es interesante notar que mientras que la primera parte de la proposición

es cierta para cualquier funtor de localización, la segunda es una propiedad

caracteŕıstica de los funtores PA. La razón de esta diferencia es que la prueba

de la segunda aserción utiliza que PAPAX ' ∗ para todo X, siendo PAX

el coaumento canónico. Esto no es cierto en general para f -localizaciones

cualesquiera, aunque śı es cierto para toda f que LfLΣfX ' ∗.
Para concluir con la relación entre funtores de anulación y fibraciones,

presentamos el último resultado obtenido sobre este tema, debido a Berrick-

Dror-Farjoun ([13], 0.1):

Proposición 1.1.7. Sea F −→ E
p−→ B una fibración, W un espacio, y

denotemos por PW B a la fibra homotópica del coaumento B −→ PW B. En

estas condiciones, son equivalentes:

La W -anulación preserva la fibración.

El producto fibrado F −→ E ′ q−→ PW B de la fibración p a lo largo de

la aplicación inducida PW B −→ B es preservado por el funtor PW .

La localización fibra a fibra de q es un fibrado producto.

Esta proposición tiene dos caracteŕısticas interesantes. En primer lugar,

muestra que, en cierta medida, la preservación de la fibración depende de la

fibra homotópica de la A-anulación de B, esto es, la parte “no local” de la

base. Y en segundo lugar, sirve como llave para probar que si un funtor de

anulación preserva una fibración, preserva sus productos fibrados.
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1.1.4. Ejemplos

En este eṕıgrafe comentaremos los principales ejemplos de funtores de

anulación que han ido surgiendo en los últimos años.

1. Secciones de Postnikov. El ejemplo más sencillo y clásico de funtor de

anulación es la n-sima sección de Postnikov, que no es más que la Sn+1-

anulación. De hecho, como quedó dicho en la introducción, los funtores

de anulación pueden ser vistos como las generalizaciones naturales de

las secciones de Postnikov a teoŕıa de A-homotoṕıa. La notación PA

procede de aqúı.

2. Espacios de Moore. La anulación con respecto a espacios de Moore de

grupos abelianos finitamente generados ha sido muy estudiada y se co-

nocen razonablemente bien sus propiedades. La razón de este estudio ha

sido doble: en primer lugar, el hecho de que existan modelos de dimen-

sión finita para espacios de Moore evita muchas dificultades técnicas,

y por otra parte, varios modelos para los espacios V n de los que hemos

hablado anteriormente se construyen a partir de espacios de Moore o de

cofibras de aplicaciones entre ellos. Los trabajos más relevantes en este

contexto son los de Casacuberta ([34]), de nuevo Bousfield ([23], sección

5 y [24], secciones 7 y 8), donde el cálculo de las M(G, 1)-anulaciones es

además utilizado para describir anulaciones más generales de espacios

de Eilenberg-MacLane generalizados, o el de Neisendorfer ([135]) que

prueba que la Z/p-compleción de un espacio simplemente conexo no es

más que la anulación con respecto a M(Z[1/p], 1).

3. Construcción plus . En 1971, Quillen introdujo en [146] la construcción

plus para poder definir los grupos superiores de teoŕıa K algebraica.

Aśı, dado un espacio X y un anillo R, construye un espacio X+ y una

aplicación X −→ X+ que no cambia la homoloǵıa pero hace cociente

de π1(X) por su subgrupo perfecto maximal, y a continuación define

Kalg
n (R) como el n-simo grupo de homotoṕıa de Kalg

0 (R) × BGL(R).

El impacto de la construcción plus no se hace esperar: Kervaire ([100])

descubre la relación con la teoŕıa de extensiones centrales; Maunder

([124]) la utiliza para dar una demostración elemental del teorema de

Kan-Thurston; Adem-Milgram ([4]) prueban que el espacio de lazos de

la construcción plus del doble recubridor de A5 es un modelo para la

fibra de la autoaplicación de S3 de grado 120...
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En 1999, Berrick-Casacuberta ([12]) demuestran que la construcción

plus puede construirse como un funtor de anulación respecto del es-

pacio clasificador de un cierto grupo aćıclico universal F , que es un

producto libre de un conjunto no numerable de grupos perfectos lo-

calmente libres, y esta idea ha permitido recientemente generalizar la

construcción plus a contextos más amplios, como teoŕıas de homoloǵıa

generalizadas (ver [38] y [131]) o a la categoŕıa de álgebras sobre una

opérada ([46]).

4. Anulación respecto a BZ/p. El ejemplo principal para nosotros es la

BZ/p-anulación. Como se ha dicho en la introducción, los primeros cri-

terios de Z/p-nulidad fueron la resolución por Miller de la conjetura de

Sullivan ([127]) y el teorema de Lannes-Schwartz ([105]). Más adelante,

y ya con la terminoloǵıa de localización, se prueba en [35] que si G es

cualquier grupo localmente finito de p-torsión, PBZ/pBG es contráctil,

y si G es un grupo abeliano discreto que ya cumple que PBZ/pBG ' ∗,
entonces PBZ/pK(G,n) ' ∗ para cualquier n ≥ 2; en cambio, si q

es otro primo, cualquier espacio que sea H∗(−,Z/q)-local es en par-

ticular BZ/p-nulo, y la BZ/p-anulación de K(Z, n) es K(Z[1/p], n) si

n ≥ 2. Además, aunque el hecho de que para cualquier grupo abeliano

(PBZ/pK(G,n))∧p es contráctil para n > 1 podŕıa dar la impresión de

que BZ/p-anular seguido de p-completar mata a todos los espacios, di-

cha intuición se desvanece tomando G = Z y aplicando el teorema de

Miller. De hecho, el mejor resultado obtenido hasta ahora para espacios

de dimensión finita es el de Neisendorfer ([135]) que prueba que si X

es un CW-complejo finito 1-conexo cuyo segundo grupo de homotoṕıa

es de torsión, se tiene que (PBZ/pX〈n〉)∧p ' X∧
p . En particular, esto de-

muestra que cualquier CW-complejo de dimensión finita simplemente

conexo y no contráctil tiene infinitos grupos de homotoṕıa no nulos, y el

hecho sorprendente de que el tipo de homotoṕıa de la Z/p-compleción

de X puede ser reconstruido obviando un número finito arbitrariamente

grande de grupos de homotoṕıa πn(X). En la sección 3.3 estudiaremos

con detalle la relación entre la Z/p-compleción y la BZ/p-anulación de

BG en el caso en que G sea finito.

Una aproximación diferente es el trabajo de Dwyer ([72]) en el cual

prueba que si G es un grupo de Lie compacto cuyo grupo de compo-

nentes es un p-grupo, la BZ/p-anulación de su espacio clasificador es
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homotópicamente equivalente a su H(−,Z[1/p])-localización. Nosotros

esperamos que los resultados obtenidos en esta Memoria aplicados al

grupo de componentes permitan probar en el futuro una versión más

general del teorema.

5. vn-periodización. Este ejemplo ya se ha tratado anteriormente; sólo nos

gustaŕıa remarcar aqúı que el funtor de periodización Pvn , que es, como

vimos, la V n-anulación, es naturalmente equivalente a la localización

respecto a una autoaplicación nilpotente ΣjV −→ V , y de hecho esto

ocurre para la anulación respecto de cualquier espacio W , ver [69].

Sobre la teoŕıa de autoaplicaciones, el lector interesado puede consultar

([147], caṕıtulo 2).

Por último, nos gustaŕıa señalar que, a diferencia de lo que ocurre en el

caso estable, en el que la f -localización (en el sentido de [74]) de cualquier

espectro tiene el tipo de homotoṕıa de la anulación respecto a la cofibra de f ,

en general la f -localización de espacios no puede identificarse siempre como

una A-anulación. Más información sobre esto puede encontrarse en [74].

1.2. Celularización

En esta sección siempre supondremos, salvo mención expresa en contra,

que los coĺımites homotópicos a los que nos referiremos son punteados. Más

información sobre los coĺımites homotópicos podrá encontrarse en la sección

4.

1.2.1. Definiciones principales e introducción históri-

ca. Modelos para la A-celularización.

Sean A y X dos espacios con punto base. A principios de los 90, E. Dror-

Farjoun ([68] y [69]) define los conceptos de celularización y espacio A-celular

del siguiente modo:

Definición 1.2.1. Un espacio X se dice A-celular si para cualquier elección

de punto base en X, para cualesquiera espacios Y y Z y para toda aplicación

punteada f : Y −→ Z tal que f ∗A : map∗(A, Y ) −→ map∗(A,Z) es una

equivalencia débil, tenemos que la aplicación inducida f ∗X : map∗(X,Y ) −→
map∗(X,Z) es también una equivalencia débil. Puede probarse que esto es
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equivalente a decir que X puede construirse como un coĺımite homotópico

punteado (iterado) de copias de A.

Aśı, la A-celularización de X se define de modo natural como el único es-

pacio A-celular CWAX (salvo homotoṕıa) tal que existe un aumento canóni-

co cw : CWAX −→ X que induce una equivalencia débil map∗(A,CWAX) '
map∗(A,X). En particular, dicho aumento tiene las dos siguiente propiedades

([69], 2.E.8):

1. Si f : Y −→ X induce una equivalencia débil map∗(A, Y ) ' map∗(A,X),

existe una aplicación f ′ : CWAX −→ Y , única salvo homotoṕıa, tal

que f ◦ f ′ es homotópica a cw.

2. Si Z es A-celular y g : Z −→ X es una aplicación, entonces existe

g′ : Z −→ CWAX de modo que cw ◦ g′ es homotópica a g y g′ es única

salvo homotoṕıa.

No es dif́ıcil ver que de este modo se define un funtor CWA : Spaces∗ −→
Spaces∗ que es aumentado e idempotente. Es interesante observar también,

siguiendo a Chachólski, que no hay manera de definir un funtor con las mis-

mas propiedades universales en la categoŕıa de espacios sin punto base. La

razón de ello es que si esto fuera posible, el aumento natural cw poseeŕıa una

sección canónica, y hay ejemplos que prueban que esto no siempre ocurre

(ver [42], 7.4).

Dror-Farjoun dio también las dos primeras construcciones del funtor CWA;

la primera, que aparece en ([69] 2.E.3), es standard:

Sea X un espacio. Recordemos que se define la n-semisuspensión de A

como Σ̃nA = (Sn×A)∪(Dn+1×{∗}) para n ≥ 1, y convenimos que Σ̃0A = A.

Sea pues F (X)0 =
∨

n≥0 Σ̃nA, donde para cada n, el wedge está extendido

sobre todas las aplicaciones de [Σ̃nA,X]∗. Aumentamos F mediante una apli-

cación p0 : F (X)0 −→ X definida como el wedge
∨

n≥0 h extendido de nuevo,

para cada n, sobre todas las aplicaciones h ∈ [Σ̃nA,X]∗.
A continuación consideramos D0 =

∨
n≥0 Σ̃nA, donde el wedge ahora

está indizado, para cada n, por pares {h, h′}, donde h es una aplicación de

[Σ̃nA,X] y h′ es una extensión de p0 ◦ h a Dn+1 × A. Aśı queda definida

claramente una aplicación D0 −→ F (X)0. Sea entonces F (X)1 el pushout

del diagrama:
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D0

��

//
∨
{h,h′}, n≥0 Dn+1 × A

��

F (X)0
// F (X)1

A partir de aqúı es fácil deducir F (X)i por inducción (transfinita en su

caso) como el pushout del diagrama correspondiente. De este modo hemos

definido un telescopio:

F (X)0 −→ F (X)1 −→ F (X)2 −→ . . . −→ F (X)α −→ . . .

Si tomamos λ como el primer ordinal transfinito mayor que la cardinalidad

de X, el coĺımite del telescopio anterior para α < λ es un modelo para la

A-celularización de X.

La segunda construcción tiene la desventaja de no ser funtorial, pero es

en cierto modo más intuitiva y produce un modelo de la A-celularización más

manejable:

Proposición 1.2.2. Sea A un complejo finito y X un espacio numerable.

Entonces la A-celularización de X puede definirse como

CWAX = (
∨

Σ̃iA) ∪φ1 CΣ̃i1A ∪φ2 Σ̃i1A . . .

donde las aplicaciones φt se definen sobre Σ̃i1A para todo t ≥ 0, y esencial-

mente tienen la función eliminar los núcleos de las aplicaciones F (X)i −→ X

definidas durante la construcción anterior.

De este modo obtenemos un modelo numerable para CWAX que es in-

cluso más simple si X ya es una suspensión ([69] 2.E.5-2.E.7). Otros modelos

de la A-celularización serán recordados un poco más adelante, cuando estu-

diemos la relación entre los funtores PA y CWA.

La motivación original de estas definiciones puede encontrarse en el pro-

blema de clasificar los aćıclicos de una determinada teoŕıa de homoloǵıa ge-

neralizada E∗, propuesto originalmente por J.F. Adams ([2]) en los años 70.

Aśı, aprovechando el hecho de que los coĺımites homotópicos punteados de

aćıclicos son siempre aćıclicos, la idea es buscar un espacio finito A tal que

cualquier espacio E∗-aćıclico (o al menos una cantidad importante de ellos)

pueda ser obtenido a partir de A realizando reiteradamente estos coĺımites.

De hecho, si X es un CW-complejo finito E∗-aćıclico y PΣAX es contráctil,
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se tiene que es el ĺımite de sus subcomplejos E∗-aćıclicos. Con estas herra-

mientas se ha probado tamb́ıen, por ejemplo, que para todo i ≥ 0 y para

algún k(n) ≥ 0, el espacio de Eilenberg-MacLane K(G, i + k) es el coĺımi-

te homotópico de sus subcomplejos aćıclicos para la teoŕıa K(n) de Morava

([69], 3.C.5). Además, si V (n) es un espacio de p-torsión finito de tipo n, se

tiene que:

Si G es un grupo de p-torsión, existe un m ≥ n de modo que K(G,m+j)

es V (n)-celular para todo j.

Si X es un espacio 2-conexo y de p-torsión tal que la teoŕıa K reducida

compleja de su espacio de lazos es nula, X es V (n)-celular.

Sea S̃(n)∗ la teoŕıa de homoloǵıa definida por Bousfield en ([23], 12.2)

a través del espectro de las esferas p-localizado. Para todo n ≥ 1, existe

N ≥ n tal que todo espacio de p-torsión N -conexo cuyo N -espacio de

lazos sea S̃(n)∗-aćıclico es V (n)-celular.

El lector interesado en las demostraciones, aśı como en otras condiciones

de este tipo y en las relaciones con otras teoŕıas de homoloǵıa (muy particu-

larmente con las teoŕıas K de Morava) puede consultar las referencias [23],

[121] o [147].

Este planteamiento, que bebe de la filosof́ıa de descomposiciones ho-

motópicas de grupos de Lie compactos de Jackowski-McClure-Oliver ([94]

y [95]) por una parte, y de la construcción de las categoŕıas “gruesas”

por Ravenel ([147], caṕıtulos 4-6) como la clausura por cofibraciones y por

(de)suspensiones de los espacios de tipo V (n) por otra, está estrechamen-

te relacionado con el problema de decidir si una teoŕıa de cohomoloǵıa es

“smashing”(ver [68], A.2 para más detalles) y además llevó a Dror-Farjoun a

proponer el concepto de clase cerrada, que estudiamos en el siguiente eṕıgrafe.

1.2.2. Clases cerradas. Propiedades del funtor CWA.

Ejemplos.

Una clase cerrada es una clase de espacios que es cerrada bajo equivalen-

cias débiles y coĺımites homotópicos punteados.

Las caracteŕısticas principales de las clases cerradas fueron descritas por

Chachólski en [42]. Asimismo, este autor observa que la clase de los espacios
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A-celulares es cerrada, y que de hecho es la menor clase cerrada que contiene

a A. Entre los ejemplos de clases cerradas podemos destacar los espacios A-

aćıclicos (que constituyen una clase cerrada peculiar, de la cual hablaremos

un poco más tarde), los espacios n-conexos, los espacios X tales que para

todo espacio de dimensión finita se tiene que map∗(X, Y ) es contráctil (espa-

cios de Miller) o los espacios E∗-aćıclicos para una teoŕıa de (co)homoloǵıa

generalizada E∗.
Es evidente a partir de la definición que las clases cerradas lo son para

coĺımites homotópicos punteados, y de hecho uno de los motivos que llevó a

Dror-Farjoun a definir dichas clases de este modo fue el estudio de la apli-

cación natural hocolim F −→ colim F , y en particular de su fibra y cofibra

homotópica. Por ejemplo, mediante estos métodos este autor prueba que si

los valores de F son espacios A-celulares, tanto la fibra como la cofibra de la

aplicación son espacios Σ2A-celulares. Un estudio detallado de este problema

puede encontrarse en ([68], sección F).

A continuación listamos algunas propiedades interesantes de los espacios

A-celulares y del funtor CWA, muchas de las cuales se prueban a partir de

propiedades análogas de las clases cerradas.

Proposición 1.2.3. Sea A un espacio. Entonces:

[[42], 4.3] Si X es débilmente contráctil, es A-celular .

[[69], 2.E.11] Si X es A-celular e Y es retracto de X, Y es A-celular.

[[69], 2.D.2.6] Si A es n-conexo, para n ≥ 0, entonces cualquier espacio

A-celular es n-conexo, y análogamente si A es (co)homológicamente

n-conexo para una teoŕıa de (co)homoloǵıa generalizada E∗. En parti-

cular, si A es E∗-aćıclico, también lo es X.

[[69], 2.E.10] Si X e Y son conexos, entonces existe una equivalencia

CWA(X × Y ) ' CWAX × CWAY . En particular, el producto de

espacios A-celulares es A-celular (de hecho esto es cierto aunque los

espacios no sean conexos).

[[69], 2.D.8] Si X es A-celular e Y es B-celular, el producto smash

X ∧ Y es (A ∧B)-celular.

[[42], 4.3] Si X es A-celular, entonces la n-suspensión ΣnA y la n-

semisuspensión Σ̃nA son A-celulares.
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[[42], 11.1] Si X es simplemente conexo, se tiene una equivalencia ho-

motópica ΩCWΣAX ' CWAΩX.

[[42], 10] Si B es A-celular y X es B-celular, entonces X es A-celular.

[[69], 9.A] Si X es A-celular e Y es otro espacio tal que map∗(A, Y ) es

débilmente contráctil, entonces también lo es map∗(X, Y ).

[[69], 4.A.2] Si X es un G-espacio tal que para todo H < G el subespacio

de puntos fijos XH es A-celular, se tiene que X/G también lo es.

[[69], 4.B.3] Si X es un GEM, también lo es CWAX.

[[42], 4.4-4.5] Sean D1, D2 : C −→ Spaces∗ diagramas, y sea una trans-

formación natural Ψ : D1 −→ D2. Si para cada objeto a de C la fibra ho-

motópica de Ψa es A-celular, entonces también lo es la fibra homotópica

de la aplicación inducida entre los coĺımites homotópicos. En particular

esto implica que si f : A −→ X es una aplicación y Cf es su cofibra

homótópica, la fibra homotópica de la inclusión X ↪→ Cf es A-celular.

En ([69], caṕıtulo 9 y [42], sección 10) se prueban otras propiedades intere-

santes de la A-celularización, sobre todo relacionadas con el comportamiento

del funtor CWA respecto a suspensiones y espacios de lazos.

Antes de pasar a describir el comportamiento del funtor CWA respecto

a fibraciones, vamos a definir el concepto de equivalencia A-celular.

Definición 1.2.4. Una aplicación X −→ Y es una equivalencia A-celular si

induce una equivalencia débil map∗(A,X) ' map∗(A, Y ).

Las principales propiedades de las equivalencias A-celulares pueden en-

contrarse en ([42], sección 6). Este concepto es utilizado con gran frecuencia

en dicho trabajo.

Al igual que ocurŕıa en el caso de A-anulación, se han dedicado grandes

esfuerzos a intentar dilucidar bajo qué circunstancias o hasta qué punto el

funtor CWA preserva fibraciones, aśı como qué relación hay entre la A-

celularidad de los componentes de una fibración. Algunos de los principales

resultados obtenidos han sido los siguientes:

Proposición 1.2.5. Sea A un espacio punteado. Entonces:
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[[42], 4.7] Si F −→ E −→ B es una fibración con una sección y F y B

son A-celulares, entonces E es A-celular.

[[69], 2.D.11 y 3.E.1] Si F −→ E −→ B es una fibración con base

conexa y E y F A-celulares, también lo es B. En particular, si B y

E son ΣA-celulares, la fibra es A-celular, y si la base y la fibra son

ΣA-celulares, el espacio total es A-celular.

[[69], 5.E.7] Si A es una doble suspensión, la fibra de CWAΩX −→
ΩCWAX es el espacio total de una fibración cuya base y fibra son

GEMs.

Obsérvese cómo en el último ejemplo, el término de error viene dado

por un GEM. Esta idea, que se utiliza para medir la “conmutatividad” entre

funtores de localización y celularización por una parte, y otro tipo de funtores

tales como suspensiones, espacios de lazos o fibras homotópicas por otra, es

especialmente explotada en ([69], caṕıtulo 5).

También en [69], en este caso en el caṕıtulo 3, podemos encontrar bastan-

tes ejemplos de espacios A-celulares. A continuación comentamos brevemente

los más importantes:

1. La construcción de James JX. En 1955 I. James propone ([96]), dado

un espacio X, un modelo combinatorial para el espacio de lazos de la

suspensión de X, que desde entonces se denomina “construcción de Ja-

mes de X”. Este modelo ha sido muy usado posteriormente, pues sobre

él pueden utilizarse técnicas como el teorema de aproximación celular

o filtraciones por subcomplejos de los cuales se conoce la homoloǵıa.

Utilizando una descomposición como telescopio debida a Blanc ([18]),

Dror Farjoun prueba constructivamente que JX es X-celular, y des-

pués lleva a cabo una demostración elemental utilizando solamente las

propiedades de conmutación mencionadas más arriba de los funtores

CWX con la suspensión y espacio de lazos. De modo similar se prueba

que, para todo n, ΩnΣnX es X-celular. Sin embargo, existen ejemplos

en los que ΣnΩnX no lo es, como por ejemplo X = K(Z, 3).

2. La construcción de Dold-Thom. Si X es un espacio y Xn es el pro-

ducto de n-copias del espacio, el grupo simétrico Σn actúa en Xn in-

tercambiando componentes. Al espacio cociente Xn/Σn se se le suele
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denominar SP nX, y al ĺımite directo del telescopio X = SP 1X →
SP 2X → . . . se le llama construcción de Dold-Thom de X, y se le

denota SP∞X. Esta construcción apareció en el trabajo [65] y ha sido

ampliamente utilizada por Bousfield-Kan ([25]) y Dror-Farjoun ([69]),

este último en el análisis del efecto de los funtores de localización sobre

espacios de Eilenberg-MacLane generalizados.

El espacio SP∞X es X-celular, y la prueba se lleva a cabo en ([69],

3.C.3) de dos modos diferentes: aplicando una técnica general sobre Γ-

espacios debida a Bousfield, o bien de modo más sencillo, presentando

el producto simétrico infinito SP∞X como un coĺımite homotópico de

productos finitos de X.

3. Espacios clasificadores de grupos. Sea G un grupo topológico, y con-

sideremos su espacio clasificador. La construcción “join” de Milnor de

BG proporciona una demostración directa de que BG es G-celular, y

en particular para todo k > 0 se tiene que K(G,n + k) es K(G,n)-

celular. De hecho, las propiedades de conmutación de la celularización

permiten probar que BG es, además, ΣG-celular.

La G-celularidad de BG puede deducirse igualmente del hecho de que

la ΣG-anulación de BG es contráctil ([69] 3.C.6).

4. Espacios de Moore. El estudio de las celularizaciones respecto a espacios

de Moore M(G, n) ha sido bastante popular en los últimos años, además

de por su interés intŕınseco, por su relación con la Z/p-homotoṕıa

y por la posibilidad de encontrar modelos de dimensión finita para

ellos. Aśı, Dror-Farjoun ya identifica la M(Z/p, n + 1)-celularización

de M(Z/pr, n + 1) como la fibra homotópica de una cierta aplicación

M(Z/pr, n + 1) −→ K(Z/pr−1, n), y obtiene como consecuencia que

para todo p-grupo G y j ≥ 2 el espacio M(G,n + j) es M(Z/p, n + 1)-

celular. Más tarde, Casacuberta-Hernández-Rodŕıguez ([37]) y Blanc

([19]) clasifican las celularizaciones respecto a los espacios M(Z/pk, n)

para n ≥ 2, y Rodŕıguez-Scherer ([152]), por medio de herramientas

diferentes como la Z/p-celularización de grupos (que será de gran im-

portancia en nuestro trabajo, ver caṕıtulo 4) extienden la clasificación

al caso n = 1, calculan para todo grupo discreto G el grupo fundamen-

tal de CWM(G,1)X, y, para cada grupo discreto N , describen el espacio

CWM(G,1)BN por medio de una fibración universal. De hecho, nuestro
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trabajo en celularización puede verse como un desarrollo de parte de

este programa en el caso infinito dimensional CWBZ/p. Una discusión

sobre espacios M(G, 1)-celulares para G 6= Z/pn puede encontrarse en

[153].

5. Espacios de Eilenberg-MacLane. Una parte muy importante de los re-

sultados obtenidos en el campo de la celularización de espacios han

concernido a espacios de Eilenberg MacLane (a veces generalizados)

como objeto de estudio per se, como términos de error o como herra-

mienta de clasificación. Aqúı citamos tres de los más representativos;

el lector interesado en más detalles puede consultar ([69], 3.C).

Si V (n) es un espacio finito de p-torsión de tipo n se tiene que

para un cierto entero k = k(n) y para todo i ≥ 0, el espacio

de Eilenberg-MacLane K(G, i + k) es V (n)-celular. El resultado

de aciclicidad correspondiente que hemos visto más arriba es una

consecuencia directa de esta proposición.

Para cualesquiera n, k ≥ 0, se tiene que K(G,n+k) es un espacio

K(Z, n)-celular. La prueba de este resultado es sencilla utilizando

una presentación del grupo G y un argumento inductivo.

Sea n ≥ 1. Se tiene que que K(Z/pj, n) es K(Z/pk, n)-celular

si k ≥ j, y que CWK(Z/pk,n)K(Z/pk, n) = K(Z/pj, n) en caso

contrario. La prueba de este resultado es una consecuencia de

las propiedades de preservación de fibraciones vistas más arriba.

Los resultados del caṕıtulo 4 fueron en parte estimulados por este

resultado, que es “patológico” en el sentido de que establece, por

ejemplo, que K(Z/p2, 1) no es K(Z/p, 1)-celular.

Para concluir este eṕıgrafe, mencionaremos que los trabajos más recien-

tes sobre A-celularización han tratado esta construcción desde dos puntos de

vista diferentes, que podŕıamos denominar respectivamente intŕınseco y gene-

ral. Aśı, en [44], los autores estudian el mı́nimo número de veces que hay que

reiterar la construcción coĺımite homotópico para obtener la A-celularización

de un cierto espacio X a partir de A. Este número kA(X), que es un ordinal

no necesariamente finito, se denomina la A-complejidad de X, y describe en

cierto modo la complejidad de CWAX.

El otro punto de vista es desarrollado en [75], donde los autores gene-

ralizan el concepto de celularización a ciertas categoŕıas algebraicas. Más
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precisamente, definen un concepto general de S-álgebra que engloba tanto a

anillos como a álgebras diferenciales graduadas o espectros anillo, y dada una

tal S-álgebra R, definen la k-celularización Cellk(M) de un R-módulo como

otro R-módulo que cumple propiedades universales análogas a las ya estudia-

das para CWAX. Esta construcción es ampliamente explotada en la segunda

parte del art́ıculo en la uniformización de teoremas de dualidad en contextos

muy diferentes, tales como teoŕıa de variedades, anillos conmutativos, grupos

de homotoṕıa estable o cohomoloǵıa de grupos.

1.2.3. La relación entre PA y CWA.

Desde que aparece la noción de celularización a principios de los años 90

se hace patente la existencia de una relación muy estrecha entre los funtores

PA y CWA. Filosóficamente, la dualidad es clara: mientras que PA es un

funtor que elimina la “parte” de X que es visible a través de A v́ıa el es-

pacio de aplicaciones map∗(A,X), la A-celularización áısla y preserva dicha

parte. Esta dualidad es acentuada por el hecho de que mientras el funtor de

A-anulación es una localización, CWA es una colocalización, es decir, una

localización en la categoŕıa opuesta ([74]), y también por el resultado estable

que prueba que si A y X son espectros y Ps
A y CWs

A los análogos en la

categoŕıa estable a los funtores que estamos estudiando, entonces existe una

cofibración

CWs
AX −→ X −→ Ps

AX.

Ya en el libro de Dror-Farjoun aparecen las primeras relaciones entre estos

funtores. Por ejemplo, para cualquier espacio X se tiene que PACWAX '
CWAPAX ' {∗}, y si A y X son conexos y [A,X]∗ es contráctil, enton-

ces CWAX es la fibra homotópica de la ΣA-anulación de A. De hecho, en

cualquier caso se tiene que si PΣAX es contráctil, X es A-celular.

Otra relación importante viene dada por las clases de celularidad : se di-

ce que A ≤ X si X es A-celular, y que A y X están en la misma clase de

celularidad si A ≤ X y X ≤ A. Tras definir estas clases y probar sus prin-

cipales propiedades ([68]), Dror-Farjoun analiza su relación con las clases de

nulidad de Bousfield ya comentadas anteriormente, y en particular obtiene

un teorema de clasificación de suspensiones de p-torsión finitas paralelo al ya

referido ([69], 7.C). La principal diferencia reside en que mientras Bousfield

clasifica las clases de nulidad en función de la conectividad y el tipo, la clases
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de celularidad vienen determinadas, además de por la conectividad, por el

p-exponente de la homoloǵıa entera de dimensión máxima.

De todos modos, a pesar de toda la información obtenida anteriormente,

la relación entre CWA y PA no es completamente aclarada hasta el trabajo

[42] de Chachólski, donde la dualidad es analizada desde dos nuevos puntos

de vista: la posibilidad de construir cada uno de estos funtores a partir del

otro, y la comparación entre la imagen y el núcleo de ambos. Aclaramos que

por núcleo de PA entendemos los espacios A-aćıclicos (respectivamente los

espacios X para los que CWAX ' {∗}), y por imagen de PA a los espacios

A-nulos (respectivamente A-celulares).

En el primero de los dos supuestos, la A-anulación es construida a partir

de la A-celularización mediante el siguiente proceso recursivo ([42], 17.1):

tomamos X0 = X, X1 como la cofibra del aumento CWAX0 −→ X0, y en

general Xn como la cofibra del aumento CWAXn−1 −→ Xn−1; tras repetir el

proceso quizá un número transfinito de veces, obtenemos que el coĺımite del

telescopio X0 → X1 → X2 . . . tiene el tipo de homotoṕıa de la A-anulación

de X.

El siguiente teorema nos muestra la manera de realizar el proceso inverso:

Proposición 1.2.6. Si A es conexo, la A-celularización de X tiene el tipo

de homotoṕıa de la fibra homotópica de la aplicación η : X −→ LX, donde

η es la composición de la inclusión X ↪→ Cf en la cofibra homotópica de la

evaluación
∨

[A,X]∗ A −→ X con la anulación Cf −→ PΣACf .

Este resultado es probablemente la herramienta más potente que se cono-

ce para calcular la A-celularización de espacios, y es fundamental en nuestros

resultados del caṕıtulo 4. Dwyer, en particular, la utiliza para probar que la

n-esfera es ΩSn+1-celular si y sólo si n = 1, 3 o 7. La prueba puede encon-

trarse en ([42], 20.10).

Veamos, pues, para terminar esta sección, la relación existente entre la

imagen y el núcleo de los funtores citados, lo cual es, quizá junto con la última

proposición, la mayor aportación del trabajo [42]. La mencionada relación

es clarificada por el teorema que citamos a continuación. Recordemos que

una clase cerrada C es cerrada por extensiones por fibraciones si para cada

fibración F −→ E −→ B tal que F ∈ C y B ∈ C, se tiene que E ∈ C.

Teorema 1.2.7. Sea A un espacio. Entonces:

1. Un espacio X es A-nulo si y sólo si su A-celularización es un punto.
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2. Un espacio X es A-aćıclico si y sólo si pertenece a la menor clase

cerrada que contiene a A y es cerrada por extensiones por fibraciones.

En particular, cada espacio A-celular es A-aćıclico.

La prueba de la primera parte de la proposición no es dif́ıcil, pues es

una consecuencia más o menos inmediata de las definiciones. Lo novedoso

e importante es el provecho que este autor extrae de la definición de clase

cerrada para llegar a una caracterización tan sorprendentemente precisa de

los espacios A-aćıclicos como es el segundo enunciado. Además, en ese trabajo

se lleva a cabo una descripción exhaustiva de dicha clase de espacios, y en

particular se describen clases de aciclicidad semejantes a las clases de nulidad

y celularidad vistas anteriormente.

A la vista de estos resultados, una conclusión a la que podemos llegar es

que si PA : Spaces∗ −→ Spaces∗ es el funtor aumentado e idempotente que

env́ıa cada espacio X es la fibra homotópica del coaumento natural X −→
PAX (y que es llamado frecuentemente “funtor aćıclico” porque su imagen

es la clase de los espacios A-aćıclicos), se puede decir que la A-celularización

de X es una especie de “mezcla” entre PAX y PΣAX. En el caṕıtulo 4

estudiaremos el efecto del funtor aćıclico sobre el grupo fundamental en el

caso en que A = BZ/p y X es el espacio clasificador de un grupo finito.

1.3. La compleción de Bousfield-Kan

La fuente principal para esta sección ha sido la primera parte de [25].

En esta sección estudiaremos la compleción de Bousfield-Kan, que será una

herramienta básica en la primera parte de esta Memoria. Durante toda la

sección R denotará un anillo conmutativo con unidad (que en nuestro caso

será siempre Z/p o un subanillo de Q).

P. Bousfield y D. Kan construyen en [25] un endofuntor coaumentado

R∞ : Spaces −→ Spaces

que cumple las siguientes propiedades:

1. Si f : X −→ Y es una aplicación que induce un isomorfismo f∗ :

H∗(X; R) −→ H∗(Y ; R), entonces R∞f : R∞X −→ R∞Y es una equi-

valencia de homotoṕıa.

2. R∞ preserva uniones disjuntas arbitrarias y productos finitos.
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3. Si X es un espacio n-conexo y R es un anillo sólido (es decir, que

la multiplicación R ⊗Z R −→ R es un isomorfismo), entonces R∞X

también es n-conexo.

4. Si X es un H-espacio, R∞X también es un H-espacio.

Nótese la semejanza de las propiedades 2) y 3) con algunas propiedades

de los funtores de localización descritas en los preliminares. Como ya dijimos

alĺı, aunque la compleción de Bousfield-Kan no es una localización en general,

śı que lo es en cualquier subcategoŕıa de Spaces donde el funtor R∞ sea

idempotente. Los espacios que aparecen en estas categoŕıas son los espacios

R-buenos, que describimos a continuación.

Definición 1.3.1. Un espacio X se dice R-bueno si el coaumento natural

X −→ R∞X es una equivalencia homológica con coeficientes en R, y R-

completo si dicha aplicación es una equivalencia homotópica.

No es dif́ıcil ver ([25], I.5.2) que un espacio X es R-bueno si y sólo si R∞X

es R-completo, y a su vez esto ocurre si y sólo si R∞X es R-bueno. La impor-

tancia y utilidad de la R-compleción proviene esencialmente de que en estos

espacios áısla de forma muy adecuada la parte R-primaria de la homotoṕıa

de X, por una parte, y en que se ha descrito una ingente cantidad de ejem-

plos de espacios R-buenos, por otra, en particular para R = Z/p o R ⊂ Q.

A continuación describiremos estos ejemplos, no sin antes hacer notar, como

contrapartida, que la R-compleción se muestra como una herramienta muy

ineficaz en el estudio de espacios que no son R-buenos, principalmente por

el hecho de que si un espacio no es R-bueno tampoco lo es ninguna de sus

sucesivas R-compleciones.

Los ejemplos mejor estudiados de espacios R-buenos son los espacios R-

nilpotentes. Antes de definirlos, necesitamos un par de conceptos de teoŕıa

de grupos:

Definición 1.3.2. Un grupo G se dice R-nilpotente si posee series centrales

finitas

G = G1 ! G2 ! . . . ! Gn = ∗
tales que cada uno de los cocientes sucesivos Gj/Gj+1 admite estructura de

R-módulo (que es única). Si R = Z, el grupo se denomina sencillamente

nilpotente. Asimismo, si G actúa en un grupo abeliano M , se dice que la

acción es nilpotente si existe algún entero k tal que IkM = 0, siendo I el

ideal de aumento de Z[G].
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Definición 1.3.3. Un espacio X se dice R-nilpotente si la acción monodrómi-

ca del grupo fundamental de X sobre los grupos de homotoṕıa superior πn(X)

es nilpotente para todo n y además todos los grupos de homotoṕıa de X son

R-nilpotentes. Si R = Z, el espacio se dice nilpotente.

De la definición se deduce que todo espacio simplemente conexo es nilpo-

tente, y si además sus grupos de homotoṕıa son abelianos finitos, se tienen

isomorfismos πi(X
∧
p ) ' Z∧p ⊗πi(X) para todo i, donde Z∧p denota los enteros

p-ádicos. Por otra parte, los espacios cuyos grupos de homotoṕıa son p-grupos

finitos también son nilpotentes, porque un p-grupo finito actúa siempre de

modo nilpotente sobre otro p-grupo finito. En particular, el espacio clasifica-

dor de un p-grupo finito es siempre Z/p-completo.

De ahora en adelante supondremos que R = Z/p o R ⊂ Q; de acuerdo

con ([25], I.9), esta restricción no es de gran importancia.

Entre los ejemplos de espacios R-buenos que no son nilpotentes podemos

destacar los siguientes:

1. Los espacios X con grupo fundamental R-perfecto, es decir H1(X; R)=0.

2. Los espacios con todos los grupos de homotoṕıa finitos, y en particular

los espacios clasificadores de grupos finitos.

3. Si R = Z/p, los espacios con grupo fundamental finito.

4. El espacio de Eilenberg-MacLane K(S∞, 1), donde S∞ denota al grupo

simétrico infinito.

Como contrapartida, es sabido que el plano proyectivo real no es Z-bueno

(a pesar de que es Z/p-bueno para todo primo p), que un wedge finito de

circunferencias tampoco lo es, y que un wedge infinito de circunferencias no

es Z/p-bueno para ningún p.

Una de las principales razones de la utilidad de la R-compleción es que

se ha descrito con bastante precisión su efecto sobre fibraciones, sobre todo

en los casos en que los espacios que aparecen satisfacen condiciones de nilpo-

tencia. Mencionemos aqúı el fundamental “lema de fibras”([25], II.5.1), que

utilizaremos más adelante:

Teorema 1.3.4. Sea F −→ E −→ B una fibración con fibra conexa de modo

que la acción del grupo fundamental B sobre la homoloǵıa mod R de la fibra

sea nilpotente. Entonces la aplicación inducida Rf : R∞E −→ R∞B es una

fibración cuya fibra es homotópicamente equivalente a R∞F .
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Para más información sobre R-compleción y fibraciones puede consultarse

el caṕıtulo II de [25], donde también es descrita la R-compleción fibra a fibra,

o el apéndice de [78].

Si BG es el espacio clasificador de un grupo finito, la Z/p-compleción

nos permite fracturar el tipo de homotoṕıa de X en sus componentes p-

primarias, como vemos en el siguiente lema, que usaremos a menudo en la

primera parte de esta Memoria, y que es una consecuencia inmediata del

cuadrado aritmético de Sullivan ([25], VI.8.1).

Lema 1.3.5. Si G es un grupo finito, se tiene que la aplicación natural

BG −→ ∏
p primo BG∧

p es una equivalencia de homotoṕıa.

El hecho de que la R-compleción se construya como el ĺımite inverso de

una torre de fibraciones da lugar a la existencia de una sucesión espectral que

en ciertas condiciones (teorema de Curtis, por ejemplo) converge a sus grupos

de homotoṕıa, y que coincide, si R = Z/p, con la sucesión espectral de Adams

inestable. En ciertos casos, sin embargo, no es preciso recurrir a herramientas

tan sofisticadas para conocer la homotoṕıa de R∞X. Por ejemplo, π1(R∞X)

es siempre el cociente de π1(X) por su subgrupo normal maximal R-perfecto,

y si R = Z/p y X es nilpotente, existe una sucesión exacta escindible ([25],

VI.5.1)

0 −→ Ext(Z/p∞, πn(X)) −→ πn(R∞X) −→ Hom(Z/p∞, πn−1(X)) −→ 0.

En particular, si para cada n el grupo πn(X) es abeliano finitamente generado

y sus elementos de torsión tienen orden acotado, se tiene que πn(R∞X) es la

Z/p-compleción de Artin-Mazur de πn(X).

1.4. Coĺımites homotópicos

Las referencias utilizadas en esta sección, a las que remitimos al lector

para más detalles, han sido [25], [69] y [76]. Tratamientos exhaustivos de la

teoŕıa de coĺımites homotópicos pueden hallarse en [45] y [90].

Es sabido en general que los coĺımites estrictos en la categoŕıa de espa-

cios no se comportan bien respecto a equivalencias débiles. Un ejemplo pa-

radigmático es el siguiente: si consideramos el diagrama conmutativo, donde

las aplicaciones horizontales superiores son las inclusiones canónicas
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Dn

��

Snoo

Id
��

// Dn

��∗ Snoo // ∗
las columnas son equivalencias débiles, pero sin embargo los pushouts de cada

una de las filas no poseen el mismo tipo de homotoṕıa. En general, el tipo

de homotoṕıa de dicho pushout queda fijado si sustituimos las aplicaciones

horizontales por cofibraciones que sean homotópicas a ellas, y el pushout

resultante es el que es considerado “pushout homotópico”.

Entre las diferentes construcciones que se han propuesto del coĺımite ho-

motópico (como diagonal de un cierto conjunto simplicial, como coĺımite

estricto de un diagrama libre, etc.) escogemos una que es descrita en ([76],

pág 19), y que destaca por su sencillez: sea F : C −→ sSpaces un dia-

grama. Por cada objeto c0 de C tomamos una copia de F (c0), por cada

morfismo c0 −→ c1 una copia de F (c0)×∆1, y en general para cada cadena

c0 −→ c1 −→ . . . −→ cn una copia de F (c0)×∆n. A continuación, realizamos

las siguientes identificaciones:

Colapsamos el producto F (c0) × ∆n si alguno de los morfismos que

aparecen en la cadena correspondiente es la identidad.

Identificamos el subespacio “borde”F (c0) × ∂∆n de F (c0) × ∆n con

el subespacio apropiado determinado por la cadena de longitud menor

correspondiente.

El objeto obtenido de este modo es el coĺımite homotópico del diagrama

que determina el funtor F . No es dif́ıcil ver que esta construcción es funto-

rial en F , en el sentido de que una transformación natural de funtores (o,

dicho de otro modo, un morfismo de diagramas) induce una aplicación entre

los coĺımites homotópicos. Además, si todos los morfismos a que da lugar la

transformación natural F −→ F ′ son equivalencias débiles, la aplicación in-

ducida entre los coĺımites homotópicos también lo es (esta es la propiedad de

invariancia homotópica). Por otra parte, la construcción también es funtorial

en C, queriendo decir esto que un funtor f : C ′ −→ C da siempre lugar a

una aplicación natural hocolim F ◦ f −→ hocolim F . Utilizando categoŕıas

coma ([118], II.6) no es dif́ıcil deducir también la existencia de una aplicación

hocolim F −→ colim F , que en general no es una equivalencia débil, aunque



52 1. Preliminares sobre localización

hay bastantes situaciones en las que śı que lo es, como por ejemplo las que

siguen:

Si la categoŕıa C es discreta; en este caso ambos coĺımites tienes el tipo

de homotoṕıa de la unión disjunta de los espacios que aparezcan.

Si C es la categoŕıa ∗ −→ ∗; los coĺımites tienen ahora el tipo de homo-

toṕıa del cilindro reducido de la correspondiente aplicación.

Si C tiene algún objeto terminal, es decir, existe c ∈ C tal que para

todo c′ ∈ C existe una y sólo una aplicación c′ −→ c. En este caso los

coĺımites poseen el tipo de homotoṕıa de F (c).

Algunos ejemplos más pueden encontrarse en ([25], XII.3).

Como ejemplo de un caso en el que la aplicación no sea una equivalencia

débil podemos recordar el ya comentado que encabeza la sección, o bien el

siguiente: si consideramos el diagrama

∗ Snoo ∗ // Dn+1

el coĺımite estricto es Dn+1, mientras que el coĺımite homotópico (resultante

de sustituir la aplicación constante por la inclusión canónica) es Sn+1.

Nota 1.4.1. Una vez concluida la construcción del coĺımite homotópico, que

se ha llevado a cabo en la categoŕıa de conjuntos simpliciales, en lo que

sigue nos referiremos indistintamente al susodicho coĺımite homotópico y a

su realización geométrica en la categoŕıa de espacios.

Una herramienta que se ha mostrado eficaz en el cálculo de la homoloǵıa

de un coĺımite homotópico ha sido la sucesión espectral de Bousfield-Kan.

Concretamente, para todo grupo abeliano G existe una sucesión espectral

natural Er
i,j(F, G) que converge a H∗(hocolim F ; M), cuya página E2 es des-

crita por medio de las igualdades E2
i,j(F, G) = colimi Hj(F,G), donde colimi

representa al i-ésimo funtor derivado del funtor coĺımite (colim0 = colim) y

Hj(F,G) es el funtor obtenido al componer F con Hj(−, G). También existe

una sucesión espectral similar para cohomoloǵıa.

Estas herramientas han sido utilizadas con éxito en el contexto de des-

composiciones homológicas de espacios clasificadores de grupos de Lie com-

pactos ([94] y [95]), de espacios clasificadores de grupos finitos ([76]), aśı como

más recientemente en las descomposiciones homológicas de sus análogos ho-

motópicos, grupos p-compactos ([41]) y grupos p-locales finitos ([30]).
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Pasamos a comentar algunos ejemplos concretos interesantes de coĺımites

homotópicos de diagramas.

1. Denotemos por v0 y v1 a los vértices del śımplice canónico ∆1, y sea C

la categoŕıa de pushouts

a b
f
oo

g
// c.

En estas condiciones, el coĺımite (pushout) homotópico de cualquier

funtor F : C −→ Spaces viene dado por el espacio

F (a)
∐

F (b)f ×∆1
∐

F (b)
∐

(F (b)g ×∆1
∐

F (c))

sometido a los pegamientos determinados por la categoŕıa de ı́ndices,

que son:

F (b)f × v1 se pega a F (a) v́ıa F (f).

F (b)f × v0 se pega a F (b) por la identidad.

F (b)g × v0 se pega a F (b) también por la identidad, y

F (b)g × v1 se pega a F (c) por F (g).

2. Sea C ahora la categoŕıa dada por los números naturales:

1 → 2 → 3 → . . .

El coĺımite homotópico de un funtor F definido sobre esta categoŕıa y

tal que las imágenes de los morfismos sean cofibraciones es del mismo

tipo de homotoṕıa que el coĺımite estricto, que a su vez es el ĺımite

directo del telescopio

F (1) → F (2) → F (3) → . . .

3. Si ∆ es la categoŕıa cuyos objetos son los śımplices canónicos ordenados

y cuyos morfismos son las aplicaciones simpliciales que preservan el

orden, cualquier conjunto simplicial X se describe como el coĺımite

homotópico del funtor F : ∆op −→ Sets que env́ıa ∆n en Xn.
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4. Si C es una categoŕıa pequeña, se define el nervio N(C) de C como

el coĺımite homotópico sobre C del funtor constante con valores en el

espacio de un punto. En particular, si G es un grupo discreto y G es la

categoŕıa con un sólo objeto y un morfismo por cada elemento de G con

la composición evidente, se tiene que N(G) es el espacio clasificador de

G.

Las siguiente propiedades del nervio serán utilizadas en esta Memoria:

Si F y G son dos funtores definidos entre categoŕıas pequeñas rela-

cionados por una transformación natural, entonces las aplicaciones

inducidas entre los nervios, N(F ) y N(G), son simplicialmente ho-

motópicas, y una de ellas es una equivalencia débil si y sólo si lo

es la otra.

Si un functor F es una equivalencia de categoŕıas pequeñas, N(F )

es una equivalencia débil de espacios.

Si el funtor identidad de una categoŕıa pequeña C está conectado

a un funtor constante por medio de un zigzag de transformaciones

naturales, entonces el nervio de la categoŕıa pequeña es contráctil.

Concluimos esta sección con un par de notas sobre coĺımites no punteados

y ĺımites homotópicos.

Nota 1.4.2. Merece la pena hacer notar que aśı como hemos definido los

coĺımites homotópicos en la categoŕıa de espacios sin punto base, pueden de-

finirse igualmente en la categoŕıa punteada; la relación entre ambos coĺımites

viene dada por una cofibración ([69], pág. 177)

N(C) −→ hocolim F −→ hocolim∗F,

donde C es la categoŕıa de ı́ndices. Por ejemplo, en el caso sencillo en que

C es una categoŕıa discreta, ya hemos visto que el coĺımite punteado es el

wedge, mientras que el no punteado es la unión disjunta de los espacios

que aparecen en el diagrama. En esta Memoria, utilizaremos en general los

coĺımites homotópicos con punto base en el contexto de (co)localización, y

los no punteados en el estudio de espacios clasificadores para acciones propias

de grupos discretos infinitos.

Nota 1.4.3. El desarrollo realizado de la teoŕıa de coĺımites homotópicos pue-

de dualizarse a una teoŕıa de ĺımites homotópicos, sobre la cual no entraremos
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en detalles porque estos objetos apenas aparecen en esta Memoria. El lector

interesado puede consultar ([25], caṕıtulo XI).
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Caṕıtulo 2

Preliminares sobre acciones

propias

Durante todo este caṕıtulo, y salvo mención expĺıcita en contra, G será un

grupo topológico de Hausdorff, segundo numerable y localmente compacto.

Como quedó dicho en la introducción, uno de los principales innovaciones

que aporta esta Memoria es la utilización sistemática de herramientas pro-

pias de teoŕıa de localización (la mayor parte de las cuales han sido descritas

en el caṕıtulo anterior) para arrojar luz sobre la estructura homotópica de

BG, el espacio clasificador para G-fibrados propios. Este espacio desempeña

en la teoŕıa de G-acciones propias un papel similar al que el espacio clasifica-

dor clásico BG desempeña en el contexto de G-acciones libres, y como aquél,

se define como el cociente de un cierto G-espacio “universal” contráctil EG

por la acción del grupo G. Este caṕıtulo está dedicado a describir detallada-

mente estos objetos, aśı como los principales problemas en los cuales están

involucrados, como la conjetura de Baum-Connes (a la cual en el resto de

la Memoria nos referiremos frecuentemente como BCC), la teoŕıa de la di-

mensión o las relaciones entre condiciones de finitud para grupos y espacios.

Comenzamos con algunas nociones necesarias de homotoṕıa G-equivariante

y acciones propias.

2.1. Acciones propias

Las referencias fundamentales de este eṕıgrafe son los libros de Bredon

([28]), tom Dieck ([63]) y Lück ([113]). En las dos primeras referencias, en

57
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particular, puede consultarse toda la información necesaria sobre acciones

clásicas de grupos sobre espacios.

Los objetos básicos sobre los cuales se asienta la teoŕıa de homotoṕıa

G-equivariante son los G-CW-complejos, definidos originalmente por Matu-

moto ([123]) para el caso de G un grupo de Lie compacto, y generalizados

posteriormente al caso no compacto por Illman ([93]) y tom Dieck ([63]).

Definición 2.1.1. Un G-CW-complejo es un G-espacio X dotado de una

filtración X−1 ⊆ X0 ⊆ X1 ⊆ X2 ⊆ . . . ⊆ X y de una colección de {en
i | i ∈

In}, para todo n ≥ 0, de modo que los siguientes axiomas se cumplen:

1. Un subespacio Y ⊆ X es cerrado si y sólo si Y ∩Xn es cerrado en Xn

para todo n ≥ −1.

2.
⋃

n≥0 Xn = X.

3. Para todo n ≥ 0, existe una colección {Hi | i ∈ In} de subgrupos cerra-

dos de G y aplicaciones G-equivariantes qn
i : Sn−1 × G/Hi −→ Xn−1,

Qn
i : Bn × G/Hi −→ Xn de manera que si las aplicaciones verticales

son inclusiones, el siguiente diagrama es un G-pushout

∐
i∈In

G/Hi × Sn−1

`
i∈In

qn
i−→ Xn−1

↓ ↓
∐

i∈In
G/Hi ×Bn

`
i∈In

Qn
i−→ Xn.

de modo que para todo n se tiene que en
i = Qn

i (G/Hi × int Bn).

Los subespacios ei
n y Qn

i (G/Hi×Bn) se llamarán células abiertas y células

cerradas de X, respectivamente, mientras que Xn será el n-esqueleto de X.

Los conceptos de G-CW-subcomplejo, G-CW-complejo relativo y aplica-

ción G-celular se definen del modo obvio.

Definición 2.1.2. Una aplicación G-equivariante f : X −→ Y entre G-

espacios se dice G-equivalencia débil si para cada subgrupo compacto H < G

la aplicación inducida sobre los espacios de puntos fijos fH : XH −→ Y H es

una equivalencia homotópica débil.

Puede demostrarse ([113], I.2.4) que si X es un G-CW-complejo, la noción

de G-equivalencia homotópica coincide con la de G-equivalencia definida un

poco más arriba.
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El teorema de aproximación celular ([113], pág. 35) prueba que la im-

portancia de los G-CW-complejos en teoŕıa de homotoṕıa G-equivariante es

análoga a la de los CW-complejos en homotoṕıa clásica, y en particular, su

aparición permitió trasladar al entorno G-equivariante multitud de conceptos

y resultados de homotoṕıa clásica, al menos en el caso de G un grupo de Lie

compacto. Entre estos últimos podemos destacar el teorema de Whitehead,

la teoŕıa de obstrucción a la finitud geométrica, el teorema del “slice”, las

equivalencias homotópicas simples o los grupos de torsión de Whitehead. En

particular, entre los conceptos clásicos cuyos análogos G-equivariantes se han

mostrado de mayor utilidad destacan las condiciones de finitud. A continua-

ción recordamos las principales entre ellas, que se han mostrado de crucial

importancia en esta Memoria.

Definición 2.1.3. Un G-CW-complejo se dice n-dimensional si X = Xn

para algún n, y de dimensión finita si es n-dimensional para algún n. Diremos

que X es finito si posee solamente un número finito de celdas abiertas, de

tipo finito si cada n-esqueleto es finito, y finitamente dominado si existe

un G-CW-complejo finito Y y aplicaciones G-equivariantes r : Y −→ X y

i : X −→ Y tales que r ◦ i es G-homotópicamente equivalente a la identidad

de X. Si X es finito, entonces trivialmente es de dimensión finita, de tipo

finito y finitamente dominado.

La referencia clave sobre extensión de propiedades clásicas al contexto

G-equivariante es el caṕıtulo primero del libro de Lück ([113]).

Aunque en un principio todos estos invariantes se redefinieron solamente

para espacios con acciones de grupos de Lie compactos, pronto quedó patente

la necesidad de realizar la extensión apropiada al caso no compacto, y este

requerimiento llevó de forma natural a considerar acciones propias de grupos

topológicos sobre G-CW-complejos.

Definición 2.1.4. Sea G un grupo topológico localmente compacto de Haus-

dorff y segundo numerable y X un G-espacio. La acción de G en X se dice

propia si para cada punto p ∈ X existe un triple (U,H, ρ) de modo que se

cumplen las siguientes condiciones:

1. H es un subgrupo compacto de G.

2. U es un entorno abierto de p de modo que gu ∈ U para cada (g, u) ∈
G× U .
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3. ρ es una G-aplicación de U a G/H.

La denominación “propia” proviene de que la aplicación G×X −→ X×X

que env́ıa el par (g, x) es (x, gx) es propia en sentido geométrico, o sea, cerrada

y tal que la antiimagen de cada punto es compacta.

No es dif́ıcil ver que todos los grupos de isotroṕıa de una acción propia

son compactos, que un G-CW-complejo es propio si y sólo si el grupo de

isotroṕıa de cada punto es un subgrupo compacto de G. En el caso en que G

es discreto, podemos decir que si X es un G-CW-complejo propio, G actúa

esencialmente permutando células.

La primera definición de acción propia corresponde a Palais ([140]), que la

utiliza para demostrar el teorema del “slice” en el caso no compacto, y desde

entonces la condición de “propia” se ha hecho imprescindible para estudiar

acciones de grupos no compactos con ciertas garant́ıas, sobre todo desde un

punto de vista geométrico. Entre las mayores contribuciones realizadas en este

tema destacan los trabajos de Abels ([1]) sobre acciones de grupos de Lie en

variedades diferenciables paracompactas, Connolly-Koźniewski ([51]) sobre

acciones de grupos cristalográficos en variedades de Hadamard o Connolly-

Prassidis ([52]) que describen acciones de grupos de dimensión cohomológica

virtual finita sobre productos de Rn y m-esferas.

Al igual que los G-CW-complejos libres, los G-CW-complejos propios

están clasificados v́ıa una cierta aplicación a un espacio “universal” Y , y del

mismo modo que ocurre con los G-fibrados principales, los G-fibrados propios

son clasificados mediante aplicaciones de la base del fibrado al cociente Y/G.

En el siguiente eṕıgrafe definimos y describimos con detalle estos espacios,

cuyo estudio constituye, como ya se dijo al principio del caṕıtulo, el objetivo

de la segunda parte de esta Memoria.

2.2. Espacios clasificadores para familias de

subgrupos

La idea de “espacio universal” o “espacio clasificador” para acciones pro-

pias se enmarca dentro de la teoŕıa más general de espacios clasificadores para

familias de subgrupos, que son los objetos que definimos a continuación:

Definición 2.2.1. Sea F una familia de subgrupos de un grupo G, cerrada

por conjugación y por subgrupos. Diremos que un G-CW-complejo Y es un
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modelo para EFG si el grupo de isotroṕıa de cada punto pertenece a F y

para todo H ∈ F , el espacio de puntos fijos Y H es contráctil.

Nosotros estaremos interesados esencialmente en el caso de G discreto y F
la familia de subgrupos finitos o de p-subgrupos finitos de F . Es sencillo ver

que EFG es un punto si y sólo si G ∈ F , y que si la familia F de subgrupos

compactos de G se reduce al grupo trivial, entonces EFG = EG, el espacio

universal clásico para G-fibrados principales.

El objeto EFG está caracterizado por la siguiente propiedad universal:

Proposición 2.2.2. Si X es un modelo para EFG, entonces para cada G-

CW-complejo propio existe una aplicación X −→ EFG que es única salvo

G-homotoṕıa, y dos modelos para EFG son siempre G-homotópicamente equi-

valentes. A la inversa, si Y es un G-CW-complejo que cumple esta propiedad

universal, Y es un modelo para EFG.

Demostración. Ver [63], sección 1.6.

A causa de esta propiedad, el espacio EFG se denomina normalmente el

espacio clasificador de la familia F . En particular, como un G-CW-complejo

es propio si y sólo si tiene grupos de isotroṕıa compactos, los G-CW-complejos

propios están clasificados por aplicaciones a EFG, donde F es la familia de

subgrupos compactos de G. En este caso a EFG se le suele denotar EG

y denominar “espacio universal para acciones propias” o más comúnmente

“espacio clasificador para acciones propias”.

El espacio cociente EFG/G se denota normalmente BFG. Como el espacio

universal EFG es único salvo G-equivalencia homotópica, BFG es único salvo

homotoṕıa, pero al contrario de lo que ocurre con EFG, esto no significa que

todo espacio del tipo de homotoṕıa de un modelo de BFG sea un modelo de

BFG. Por ejemplo, de la definición se deduce que BFG es un punto si sólo

si G es compacto, pero se sabe (y veremos ejemplos en 8.1) que hay muchos

grupos no compactos para los cuales BFG es contráctil.

Ahora, si G y G′ son grupos, F y F ′ familias de subgrupos de G y G′,
respectivamente, cerradas por conjugación y subgrupos, y f : G −→ G′ es un

homomorfismo tal que f(H) ∈ F ′ para todo H ∈ F , no es dif́ıcil ver que f

da lugar a una aplicación G-equivariante EFG −→ EF ′G′, que es única salvo

G-homotoṕıa, y a una aplicación BFG −→ BF ′G′, única salvo homotoṕıa.
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Si no media mención expĺıcita en contra, supondremos de aqúı en ade-

lante que F es la familia de subgrupos compactos de G. Aśı, de acuerdo

con el párrafo anterior, todo homomorfismo de grupos G −→ G′ induce

una aplicación G-equivariante EG −→ EG′ (respectivamente una aplicación

BG −→ BG′) que es única salvo G-homotoṕıa (respectivamente salvo homo-

toṕıa).

Sabemos que si F = {e}, BFG coincide con el espacio clasificador clásico

para G-fibrados principales BG. A continuación, siguiendo [11], veremos en

qué sentido es también BG un espacio clasificador.

Definición 2.2.3. Sea X un espacio metrizable. Un G-fibrado propio sobre

X es un par (Z, π), donde Z es un G-espacio propio y π : Z −→ X es una

aplicación continua tal que:

1. Si (g, z) pertenece a G× Z, entonces π(gz) = π(z).

2. La aplicación cociente G \ Z −→ X inducida por π es un homeomor-

fismo.

En el art́ıculo citado también se definen las correspondientes nociones de

equivalencia homotópica y clases de isomorfismo de G-fibrados propios, y eso

permite probar el siguiente resultado de clasificación:

Teorema 2.2.4. Si P (G,X) es el conjunto de clases de homotoṕıa de G-

fibrados propios sobre X, existe una biyección de conjuntos [X, BG]
'−→

P (G,X).

Demostración. La aplicación se obtiene asignando a cada clase de homotoṕıa

de aplicaciones φ : X −→ BFG el producto fibrado a lo largo de φ de EG

sobre BG. Ver [11], apéndice 3.

De este modo BG es realmente un espacio clasificador. De acuerdo con

[108], hemos adoptado la terminoloǵıa “G-fibrado propio”en lugar de la origi-

nal “G-espacio propio” porque la primera realza el paralelismo entre el papel

de BG en la teoŕıa clásica de acciones de grupos y el de BG en la teoŕıa de

acciones propias.

En EG y BG se entrelazan las corrientes de ideas que han surgido en

torno a dos problemas centrales en homotoṕıa G-equivariante: el problema
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de la clasificación de G-espacios y el problema de clasificación de fibrados G-

equivariantes. Aunque ambas cuestiones están relacionadas, han dado origen

a ĺıneas de investigación con un cierto grado de independencia.

Los primeros resultados sobre clasificación de G-espacios se remontan a

los años 60, y conciernen al caso en que G es un grupo de Lie compacto.

En el art́ıculo [139] Palais define dos invariantes, el tipo de órbitas Σ del

grupo y su Σ-función de dimensión, y basándose en ellos, construye un cierto

espacio universal por medio de una variante de la construcción de “join” de

Milnor llamada desde entonces “join de Palais”. Posteriormente el interés se

ha centrado en tratar de clasificar las acciones diferenciables de grupos de

Lie compactos sobre diferentes clases de espacios, como por ejemplo esferas

de homotoṕıa ([59]) o variedades diferenciables ([17], [57], [158]).

En lo que respecta a la segunda cuestión, el germen de las construccio-

nes de espacios clasificadores para fibrados G-equivariantes se encuentra en

el trabajo ([125]) de May, en el marco de su investigación sobre fibracio-

nes esféricas orientadas y fibraciones cuyas fibras son compleciones o loca-

lizaciones de esferas. Concretamente, si G es un monoide topológico, define

nociones de espacio universal y clasificador para G-fibrados principales con

G-estructura adicional. Esta construcción, que generaliza al espacio universal

y clasificador clásico, es llevada a cabo utilizando como herramientas prin-

cipales la construcción de barras y los espacios clasificadores de categoŕıas

que hab́ıan sido desarrollados poco antes por Milgram ([126]) y Segal ([159]),

respectivamente. Más adelante y en el caso de G un grupo de Lie compacto,

Bierstone ([16]) considera G-fibrados con estructura diferenciable sobre va-

riedades diferenciables y prueba la propiedad de homotoṕıa recubridora en su

versión equivariante, generalizando resultados de Palais-Stewart ([141]). Por

último, es interesante mencionar en este contexto el trabajo de tom Dieck

([62]), donde para grupos topológicos cualesquiera G, considera y clasifica G-

fibrados principales cuyo espacio total y base poseen una acción de un grupo

de Lie compacto Γ, que es compatible en un cierto sentido con la estructura

de G-fibrado. Una buena exposición de todo este material puede encontrarse

en el art́ıculo de Lashof ([107]).

Como puede verse, gran parte de los resultados clásicos sobre estos dos

temas describen el caso “inicial” en que G es un grupo de Lie compacto y

la acción es clásica, quizá sometida a hipótesis de diferenciabilidad. Aunque,

como ha quedado dicho, las acciones propias surgen mucho tiempo antes en

un contexto algo diferente, el primer trabajo que estudia G-espacios cuyos
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grupos de isotroṕıa están en una cierta familia desde el punto de vista de

la clasificación que estamos tratando ahora es el art́ıculo [81] de Elmendorf.

Aunque todav́ıa considera acciones de grupos de Lie compactos, ya define,

probablemente influido por los trabajos de Bredon sobre cohomoloǵıa equi-

variante ([27]), el concepto de módulo sobre la categoŕıa de órbitas (que

denomina sistema de puntos fijos), que lleva en śı mismo impĺıcita la idea

de G-fibrado propio. Este último hecho, junto con la primera definición de

espacio clasificador para familia de subgrupos (que es utilizada para extender

construcciones de homotoṕıa clásica al contexto G-equivariante), coloca este

art́ıculo como antecedente directo de la monograf́ıa clave de Baum-Connes-

Higson ([11]), cuyo punto de partida es, en cierto modo, la unificación de toda

la teoŕıa anterior en un contexto de acciones propias de grupos topológicos no

necesariamente compactos. Aśı, estos autores definen directamente EG como

cualquier G-espacio que cumpla la propiedad 2.2.2, con lo cual enfatizan ya

la importancia de EG como el análogo propio de los espacios clasificadores de

G-espacios que hab́ıan ido surgiendo en el seno de la primera de las dos ĺıneas

de investigación que acabamos de describir, y son los primeros en poner de

manifiesto la naturaleza de EG/G como espacio clasificador de G-fibrados

propios (en el sentido preciso en el que lo hemos definido anteriormente), con

lo cual enlazan con la segunda corriente de ideas arriba mencionada. Dado

que la utilización de acciones propias permite utilizar métodos de la teoŕıa de

acciones de grupos de Lie compactos para probar resultados sobre acciones de

grupos que no lo son, podemos decir que que este punto de vista constituye

una generalización más que una analoǵıa.

A continuación describiremos los principales modelos que han aparecido

en los últimos años para EG (y por tanto también para BG) y construiremos

uno en particular que será de vital importancia para nuestros propósitos en

esta Memoria. Más adelante, en la última sección de estos preliminares, estu-

diaremos de qué manera condiciones algebraicas sobre el grupo G conducen

a obtener modelos para EG y BG con condiciones de finitud geométricas;

dichos modelos son con frecuencia modificaciones de las construcciones más

generales que recordamos a continuación.

Sea G es un grupo topológico localmente compacto, T2 y segundo nu-

merable. Consideramos la unión disjunta, para todo H < G compacto,

de los espacios homogéneos G/H, y sea M(n) el “join” de n copias de

dicha unión. El espacio M(n), con la acción inducida, es un G-CW-

complejo propio, y la unión infinita
⋃

n∈NM(n) es un modelo para EG
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([166] A.2). Esta construcción es una generalización del modelo clásico

de Milnor para el espacio clasificador de un grupo G.

En el resto de los ejemplos G será un grupo discreto.

Sea X =
∐

H∈G G/H, para todo H < G finito, Xn+1 el producto de

(n + 1)-copias de X, y sea EX el conjunto simplicial cuyos n-śımplices

son los elementos de Xn+1, con las caras y las degeneraciones obvias.

El espacio EX está dotado de una acción natural de G inducida por la

acción diagonal de G sobre Xn. En estas condiciones ([108], ver también

[159]), EX es un modelo para EG.

Se dice que un espacio métrico completo X es CAT(0) si entre cada par

de puntos contiene un arco geodésico tal que para cada tres puntos, el

triángulo geodésico determinado por dichos arcos no tiene mayor área

que el triángulo eucĺıdeo cuyos lados tienen la misma longitud. De

acuerdo con esta definición, se puede probar ([26], prop. 3) que un G-

CW-complejo propio y CAT(0) es siempre un modelo para EG. Este

modelo es de particular importancia si G es un grupo de Coxeter (ver

2.4.21 más adelante).

Sea el espacio

X = {f : G −→ [0, 1] | f tiene soporte compacto y
∑
x∈G

f(x) = 1},

con la acción de G dada por

gf(g′) = f(g−1g′),

si f ∈ X y g, g′ ∈ G. Si dotamos a X de la métrica habitual del

supremo, el G-espacio topológico resultante es un modelo ([11], sección

2) para EG, que es de especial importante en el estudio de la conjetura

de Baum-Connes desde el punto de vista anaĺıtico.

La realización geométrica del conjunto parcialmente ordenado de los

subconjuntos finitos de G, con la acción dada por la multiplicación, es

un modelo para EG.

Es también interesante destacar en este contexto que si H < G, entonces

cualquier modelo para EG es tamb́ıén un modelo para EH, y que si G y H
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son dos grupos, E(G×H) es G×H-homotópicamente equivalente a EG×EH,

y por tanto B(G×H) es del mismo tipo de homotoṕıa que BG× BH.

El modelo particular que será especialmente útil en esta Memoria describe

EFG como nervio de un cierto conjunto simplicial. Por conveniencia, durante

esta construcción F denotará una familia cualquiera de subgrupos finitos de

un grupo discreto G

Recordemos que la categoŕıa de órbitas asociada a F es la categoŕıa OFG

cuyos objetos son los espacios homogéneos G/H, H ∈ F , y cuyos morfismos

son las aplicaciones G-equivariantes. No es dif́ıcil ver que existe una aplicación

biyectiva

Mor(G/K, G/H) = {g ∈ G | g−1Kg ⊆ H}/H
dada por f −→ f(eK), donde e es el elemento identidad de G. La definición

clave que necesitamos para construir el modelo deseado de EFG es la siguiente

(ver [73], sección 2, para más detalles):

Definición 2.2.5. Sea D una categoŕıa pequeña, Cat la categoŕıa cuyos

objetos son las categoŕıas pequeñas y cuyos morfismos son los funtores, y

f : D → Cat un funtor. La construcción de Grothendieck Gr(f) asociada a

f se define como la categoŕıa cuyos objetos son los pares (d, x), con d ∈ D
y x ∈ f(d), y donde un morfismo (d, x) → (d′, x′) es un par (u, v) donde

u : d → d′ es un morfismo en D y v : f(u)(x) → x′ es un morfismo en f(d′).
La composición se define del modo obvio.

Teorema 2.2.6. Sea D una categoŕıa pequeña, F : D −→ Cat un funtor,

y Gr(F ) la construcción de Grothendieck de F . Entonces existe una equiva-

lencia homotópica débil

N(Gr(F )) ' hocolim N(F ),

que en natural. Recordemos que N denota el nervio.

Demostración. Ver ([165], 1.2).

Ya podemos describir nuestro modelo del espacio universal EFG.

Proposición 2.2.7. Sea G un grupo discreto. Consideramos el funtor

R : OFG −→ Cat



2.2. Espacios clasificadores para familias de subgrupos 67

que env́ıa cada espacio homogéneo G/H a la categoŕıa que seguimos deno-

tando G/H (cuyos objetos son los elementos de G/H y los morfismos son

las identidades), y los morfismos a los funtores obvios. En estas condiciones,

tenemos que el nervio de la construcción de Grothendieck de R es un modelo

para EFG.

Demostración. Por conveniencia, denotaremos X = |N(Gr(R))|. El espacio

N(Gr(R)) posee una acción natural de G dada por la acción a izquierda de G

en cada espacio homogéneo G/H, que es simplicial y dota a X de estructura

de G-CW-complejo. Comenzamos demostrando que esta acción es propia,

probando que para cada x ∈ X el grupo de isotroṕıa Gx de x pertenece a F .

Como la acción de G sobre el espacio X es simplicial, se tiene que para

todo śımplice σ = 〈v1 . . . vn〉 de X tenemos Gσ =
⋂

0≤i≤n Gvi
; por tanto,

solamente hay que considerar el caso en el cual x es un vértice de X. Sea

(G/H, a) el par asociado a dicho vértice. Está claro que

Gx = {g ∈ G | gaH = aH} = {g ∈ G | ∃h ∈ H t. q. gah = a}

y esto es lo mismo que decir que g ∈ aHa−1. Por tanto, Gx = aHa−1, que

pertenece a F , porque H también pertenece y la familia F es cerrada por

conjugación.

Ahora veremos que para todo K ∈ F , el conjunto de puntos fijos XK es

contráctil. Podemos reducirnos de nuevo al caso en el cual x es un vértice de

X. Un punto x ∈ X es fijado por K si, dado el par (G/H, aH) asociado a x,

se tiene que kaH = aH para cada k ∈ K. Por tanto, tenemos que

XK =
⋃

H∈F
{(G/H, aH) | a−1Ka ⊆ H}/H,

y para todo elemento (G/H, aH) ∈ XK existe un morfismo (G/K, eK) −→
(G/H, aH), que es único. Aśı, podemos identificar XK con el nervio de la

undercategory (ver definición en 6.2) asociada al elemento (G/K, eK) de

Gr(R). Como esta categoŕıa coma es contráctil, XK también lo es, y hemos

concluido.

Nota 2.2.8. La idea de esta construcción viene de ([7], sección 2), aunque

en este trabajo los autores la describen solamente si el grupo G es finito,

y con propósitos diferentes. En su lenguaje, hemos probado que X es la

F -aproximación a un punto.
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Como ya hemos comentado anteriormente, el interés en la teoŕıa de espa-

cios clasificadores para familias de subgrupos, en general, y en la búsqueda de

modelos finitos para ellos, en particular, se retoma e incrementa fuertemente

a partir del art́ıculo [11], en el marco de la conjetura de Baum-Connes. La

siguiente sección está dedicada a comentar este trascendente problema y sus

numerosas implicaciones.

2.3. La conjetura de Baum-Connes

La conjetura de Baum-Connes forma parte del programa de “geometŕıa

no conmutativa” de Connes ([49]) y fue establecida en su forma actual en el

art́ıculo arriba citado de Baum-Connes-Higson, aunque, como dicen los auto-

res, puede que dicha formulación no sea aún lo adecuada en ciertos casos.

En este eṕıgrafe intentaremos describir esta conjetura con cierta precisión,

haciendo especial hincapié en el caso de grupos discretos, que es el que trata-

mos esencialmente en esta Memoria. Intentaremos también dar una idea de

la enorme importancia e implicaciones de esta conjetura en diferentes áreas

de las Matemáticas. Las principales referencias utilizadas para esta sección

han sido [11], [132] y [166].

Sea pues G de nuevo un grupo topológico de Hausdorff localmente com-

pacto y segundo numerable. Grosso modo, la conjetura propone utilizar méto-

dos e invariantes topológico-geométricos para estudiar un objeto esencial-

mente anaĺıtico, como son los K-grupos algebraico-topológicos Ki(C
∗
r (G)),

i = 0, 1, de la C∗-álgebra del grupo G, que describimos a continuación.

Si G es un grupo en las condiciones anteriores, el espacio de las funciones

de cuadrado sumable sobre G,

l2G = {f : G −→ C tales que
∑
s∈G

|f(s)|2 < ∞}

posee estructura de espacio de Hilbert, con el producto escalar dado por

fg =
∑

s∈G f(s)g(s).

Si B(l2G) es el álgebra de Banach de las funciones lineales acotadas



2.3. La conjetura de Baum-Connes 69

l2G −→ l2G, la representación lineal de G en B(l2G) dada por

G
λG−→ B(l2G)

s −→ λG(s) : l2G −→ l2G

f −→ λG(s)(f) : G −→ C
t −→ f(s−1t)

define, v́ıa la extensión λG(
∑

s∈G ass) =
∑

s∈G asλG(s), una representación

fiel de CG que sumerge dicho anillo de grupo en B(l2G). La clausura de

la imagen λG(CG) es una subálgebra de B(l2G), que se denota C∗
r (G) y se

denomina la C∗-álgebra reducida de G.

Como hemos dicho anteriormente, los invariantes que se desea calcular son

los K-grupos algebraico-topológicos K0(C
∗
r (G)) y K1(C

∗
r (G)). Para definirlos,

recordemos en primer lugar que un A-módulo M es proyectivo de tipo finito

si existe un A-módulo N tal que An = M⊕N para algún n ≥ 1; por ejemplo,

si A = C, los módulos proyectivos de tipo finito son los C-espacios vectoriales

de dimensión finita, y si A es CΓ para algún grupo finito Γ, se identifican

con las representaciones complejas de dimensión finita de Γ.

Aśı, si A es un álgebra de Banach con unidad, se define K0(A) como

el grupo de Grothendieck de A, o sea, el grupo de clases de isomorfismo de

módulos proyectivos de tipo finito sobre A.

Por su parte, los K-grupos algebraico-topológicos superiores Kn(A) se

definen, para todo n > 0, como los grupos de homotoṕıa πn−1(GL∞A), donde

GL∞A es el coĺımite de los grupos GLnA con respecto a las inclusiones. La

razón de que sólo sea necesario estudiar los casos iniciales i = 0, 1 es que

estos grupos cumplen periodicidad de Bott ([166], 3.3.7), lo cual quiere decir

que para todo n ≥ 0, Kn(A) = Kn+2(A).

Para establecer la conjetura general hemos de definir los grupos de K-

homoloǵıa equivariante de Kasparov, pero antes vamos a recordar un caso

sencillo mediante el cual queda claro por qué es bastante razonable utilizar

herramientas topológicas para estudiar los K-grupos algebraico-topológicos

de C∗
r (G).

Sea pues G un grupo abeliano localmente compacto. Recuérdese que se

define el dual de Pontryagin de G como el espacio Ĝ = Hom(G,S1) (donde S1

se ve como subgrupo de C) dotado de la topoloǵıa compacto-abierta inducida

por la de map(G,S1). En estas condiciones, si C(Ĝ) es el álgebra de funciones

continuas sobre Ĝ (que es un grupo abeliano compacto) con la norma del

supremo, se tiene que la transformada de Fourier
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C∗
r (G) −→ C(Ĝ)

f −→ f̂ : {χ −→ ∑
γ∈G f(γ)χ(γ)}

es un isomorfismo isométrico. Por tanto, el estudio del álgebra C∗
r (G) se

reduce al estudio del espacio C(Ĝ), y de hecho los K-grupos algebraico-

topológicos de la C∗-álgebra no son más que los grupos de teoŕıa K topológica

clásica de Ĝ, que como es sabido sólo dependen de la estructura topológica

del espacio. Ver ([166], 1.7) para más detalles.

Los grupos de teoŕıa K topológica son también de gran interés en este

contexto por su su relación con la teoŕıa de operadores eĺıpticos. Recordemos

que un operador diferencial parcial D sobre una variedad diferenciable Mn

se dice eĺıptico si su śımbolo principal am(x, ξ) es no nulo para todo x ∈
Mn y para todo vector ξ no nulo de Rn (las principales propiedades de los

operadores eĺıpticos pueden encontrarse, por ejemplo, en [167]). Sea pues M

una variedad diferenciable con grupo fundamental abeliano G, y sea D un

operador eĺıptico sobre M . Cada elemento del dual de Pontryagin de G, que

es en particular una aplicación G −→ S1, determina un fibrado de ĺınea Lα

sobre la variedad. Haciendo un “twist” de D sobre Lα, se obtiene un nuevo

operador Dα que actúa sobre secciones de Lα, y a partir de él obtenemos

familias de espacios vectoriales {Ker Dα} y {Coker Dα}, que están indizados

sobre los elementos α de Ĝ. Perturbando si es preciso, estas familias dan lugar

a dos fibrados vectoriales sobre Ĝ, que determinan a su vez dos elementos [F ]

y [F ′] en el grupo de teoŕıa K topológica K0(Ĝ); la diferencia [F ]− [F ′], que

está bien definida en el sentido de que no depende de la perturbación, es de

este modo un ı́ndice para el operador eĺıptico D. Información más detallada

sobre esta construcción puede encontrarse en el art́ıculo de Lusztig ([117]).

Esencialmente, lo que acabamos de ver es que si G es un grupo abeliano

localmente compacto, la estructura de los K-grupos algebraico-topológicos

de la C∗-álgebra de grupo de G puede estudiarse, utilizando los ı́ndices que

acabamos de definir, a través de operadores eĺıpticos sobre variedades que

tienen a G como grupo fundamental.

Pasamos ya pues a definir los grupos de K-homoloǵıa equivariante de

Kasparov, que pueden verse esencialmente como una generalización de los

métodos de Lusztig al caso no abeliano. En primer lugar, este autor conside-

ra ([98]) una variedad diferenciable M donde un grupo (localmente compac-

to) G actúa propiamente con cocientes compactos, y define un ı́ndice para

operadores eĺıpticos G-equivariantes que toma valores en K0(C
∗
r (G)). A con-
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tinuación ya estudia el caso en que X es un G-espacio propio cocompacto

cualquiera, y considera operadores eĺıpticos G-equivariantes abstractos (ver

definición y propiedades en [97]). Aśı, construye los grupos de K-homoloǵıa

equivariante con soportes compactos KG
j (X) (j = 0, 1) como clases de homo-

toṕıa de estos operadores, donde un operador D cualquiera (respectivamente

autoadjunto) define un elemento de KG
0 (X) (respectivamente KG

1 (X)). De

este modo queda definida una teoŕıa de homoloǵıa periódica sobre G-espacios

propios con cociente compacto, que luego es ampliada de forma natural ([11],

3.13) a G-espacios propios cualesquiera. A continuación, utilizando un siste-

ma similar al comentado anteriormente en el caso abeliano, se asigna a cada

operador eĺıptico G-equivariante abstracto (respectivamente autoadjunto) un

ı́ndice que “vive” en K0(C
∗
r (G)) (respectivamente K1(C

∗
r (G))), y de este mo-

do queda definida una “aplicación de ensamblaje”:

µX : KG
j (X) −→ Kj(C

∗
r (G)).

La conjetura BCC establece que si X es el espacio clasificador para G-

acciones propias EG, la aplicación µX es un isomorfismo de grupos abelianos

para j = 0, 1. Por tanto, si la conjetura BCC es cierta, el conocimiento

del objeto geométrico-topológico EG llevará aparejada la descripción de la

“misteriosa” estructura anaĺıtica de C∗
r (G).

Existe una versión más refinada de BCC que es la conjetura de Baum-

Connes con coeficientes en una C∗-álgebra (BCCwC), ver ([11], pág 244).

La parte “topológica” de la conjetura es más accesible (al menos en el caso

discreto) por la existencia de una sucesión espectral tipo Atiyah-Hirzebruch

que permite calcular la K-homoloǵıa equivariante con soportes compactos

de un G-espacio propio X a partir de la (co)homoloǵıa de Bredon de dicho

espacio. Antes de pasar a describir brevemente esta teoŕıa de homoloǵıa (que

volverá a aparecer en la sección siguiente como fuente de condiciones de

finitud), mencionaremos que en el trabajo [132], en el que está descrita la

sucesión espectral anterior, aparece también una definición alternativa de los

grupos KG
∗ (X) como la teoŕıa de homoloǵıa asociada a un cierto espectro, lo

cual enfatiza el carácter topológico del objeto KG
∗ (EG).

Sea G un grupo discreto y sea F la familia de subgrupos finitos de G.

Se define la categoŕıa ModF -G de OFG-módulos, o categoŕıa de sistemas

de coeficientes de Bredon, como la categoŕıa de funtores contravariantes de

ModF -G a la categoŕıa de grupos abelianos (recuérdese la definición de OFG
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en la sección 2). Esta categoŕıa es abeliana, y los núcleos, conúcleos, sucesio-

nes exactas, etc. se definen objeto a objeto.

Si K es un subgrupo finito de G, se denota por PG/K(G/H) al grupo

abeliano libre sobre MapG(G/H, G/K). Como Hom(PG/K ,−) es un funtor

exacto, el objeto PG/K(−) es un objeto proyectivo en ModF -G. Se puede

probar que esta categoŕıa posee suficientes proyectivos, y por tanto todo

M ∈ ModF -G tiene una resolución proyectiva P• −→ M . Aśı, podemos

definir el funtor derivado Ext∗F(M,N) como la cohomoloǵıa H∗(Hom(P•, N)),

que como es previsible no depende de la resolución tomada. Si denotamos

ahora por Z al OFG-módulo constante Z, se define la cohomoloǵıa de Bredon

de G con coeficientes en M como H∗
F(G,M) = Ext∗F(Z,M). De forma dual,

el producto tensorial de dos OFG-módulos M y N se define como

M ⊗F N =
⊕
K∈F

M(G/K)⊗Z N(G/K)/ ∼

donde la relación de equivalencia viene dada por φ(m)⊗ n = m⊗ φ(n), con

m ∈ M , n ∈ N y φ : M −→ N una aplicación G-equivariante. Aśı, para una

resolución proyectiva P• −→ M , se define TorF∗ (M, N) como H∗(P•⊗F N), y

la homoloǵıa de Bredon de G con coeficientes en M como HF
∗ = TorF∗ (Z,M).

Sea ahora X un G-CW-complejo propio. Para todo i ≥ 0 sea Ci(X) ∈
ModF -G el funtor

OFG −→ Ab

G/H −→ Ci(X
H)

y el borde ∂i : Ci(X) −→ Ci−1(X) objeto a objeto. La homoloǵıa de Bredon

de X con coeficientes en M se define como HF
∗ (X, M) = H∗(C∗(X)⊗F M), y

la cohomoloǵıa como H∗
F(X, M) = H∗(Hom(C∗(X),M)). Estos dos concep-

tos están relacionados mediante el espacio clasificador para acciones propias,

del modo siguiente:

Proposición 2.3.1. Para cualesquiera coeficientes M ∈ ModF -G, se tienen

isomorfismos H∗
F(EG; M) ' H∗

F(G,M) y HF
∗ (EG; M) ' HF

∗ (G,M).

Aśı, el papel de EG en relación a la (co)homoloǵıa de Bredon es análogo

al que desempeña el espacio universal para G-fibrados principales EG con

respecto a la (co)homoloǵıa ordinaria; en particular, la prueba del resulta-

do anterior es análoga a la clásica. De hecho, si G es libre de torsión, la
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categoŕıa ModF -G se reduce a la categoŕıa habitual de G-módulos, y el de-

sarrollo que hemos realizado no es en este caso más que la construcción de

la (co)homoloǵıa ordinaria de grupos, tal y como es realizada por ejemplo en

[32]. Un estudio exhaustivo de la (co)homoloǵıa de Bredon puede encontrarse

en [27], y Mislin ([132]) proporciona un excelente resumen de la relación de

estos invariantes algebraicos con la teoŕıa de acciones propias.

La sucesión espectral que hemos citado anteriormente no es más que

un caso particular de la generalización realizada por Davis-Lück ([56]) de

la sucesión clásica de Atiyah-Hirzebruch a espacios (o espectros) sobre una

categoŕıa. Más precisamente, se trata de una sucesión espectral de tipo ho-

mológico de primero y cuarto cuadrante, que permite calcular la K-homoloǵıa

equivariante KG
i (X) de un espacio X a partir de su homoloǵıa de Bredon con

coeficientes en los anillos de representación compleja de los subgrupos finitos

de G (que definen en particular un OFG-módulo). En ciertos casos en que

existe un modelo de EG de dimensión baja, esta sucesión espectral se reduce

a una sucesión exacta ([132], 5.29), que ha sido utilizada recientemente en

la determinación de la K-homoloǵıa equivariante de ciertas clases de grupos,

como por ejemplo los grupos triangulares ([154]).

Estos resultados muestran hasta qué punto puede ser calculable, en el caso

discreto, la K-homoloǵıa equivariante con soportes compactos, y proporciona

una idea de por qué BCC ha provocado la aparición de gran cantidad de

modelos más o menos sencillos para EG y BG; en la sección anterior pueden

encontrarse los más generales, mientras que en la que sigue nos ocuparemos de

los modelos que han aparecido sometidos a condiciones de finitud algebraico-

geométrica.

A partir de ahora mostraremos los principales resultados obtenidos en

los últimos años sobre BCC, con especial interés en el caso en que G es

discreto. Aśı, se han identificado recientemente tres grandes clases de grupos

para los cuales la conjetura se verifica. y que contienen una gran cantidad de

ejemplos: los grupos con la propiedad de Haagerup (o grupos a-T -menables),

los grupos de la clase HT H y los grupos de la clase HET H. Las referencias

básicas en este tema son [47] y [132]. Por otro lado, en [11] el problema es

abordado para ciertas familias de grupos de Lie y grupos p-ádicos desde un

punto de vista diferente que no vamos a describir aqúı.

Según la definición de Gromov, un grupo G localmente compacto y segun-

do numerable posee la propiedad de Haagerup si existe una acción isométrica

y continua α de G en algún espacio de Hilbert af́ın H que sea métricamente
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propia, esto es, que para cualquier subconjunto acotado B ⊆ H, el conjunto

de los elementos g de G tales que α(g)B∩B es no vaćıo es relativamente com-

pacto. Existen varias definiciones de la propiedad de Haagerup equivalentes

a ésta.

La clase de los grupos que cumplen la propiedad de Haagerup es cerrada

por subgrupos y productos finitos, pero no lo es por productos semidirectos

y no se sabe qué ocurre con extensiones centrales. En particular, esta clase

incluye a las siguientes subclases de grupos:

Los grupos que actúan de forma propia en árboles y, más generalmente,

en R-árboles.

Los grupos amenables. Recordemos que un grupo G es amenable si

dado el RG-módulo l∞(G,R) de funciones acotadas sobre G con valores

reales, existe una aplicación R[G]-lineal M : l∞(G,R) −→ R tal que

M(1) = 1 y para todo φ ≥ 0 se tiene que M(φ) ≥ 0 . Se puede probar

que los grupos compactos y los grupos solubles (y en particular los

abelianos) son amenables.

Los “monstruos” de Baumslag-Solitar BSp,q = {a, b | abpa−1 = bq}, con

p, q ≥ 1.

Los grupos de Lie localmente isomorfos a un producto directo de un

grupo de Lie amenable, finitas copias de SO(nk, 1) y finitas copias de

SU(ml, 1), para diferentes valores de k y l.

Los grupos que actúan propiamente v́ıa isometŕıas en un complejo cúbi-

co que cumpla la propiedad CAT(0) (ver definición en 3.2). En parti-

cular el grupo de Thompson

T = {x0, x1, x2, . . . | x−1
i xjxi = xj+1, (i < j)}

posee la propiedad de Haagerup.

Los grupos fundamentales de superficies.

Los grupos que actúan de forma isométrica y propia sobre los espacios

hiperbólicos, y en particular SO(n, 1), SU(n, 1) y los grupos fundamen-

tales de variedades hiperbólicas (no necesariamente compactas).
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La demostración de que los grupos que poseen la propiedad de Haagerup

cumplen BCC fue llevada a cabo por Higson y Kasparov en 1997 ([88]). Más

adelante, y utilizando las ideas de descomposiciones jerárquicas de Kropholler

que trataremos en la siguiente sección, Mislin define HT H como la menor

clase de grupos que contiene a los que poseen la propiedad de Haagerup y

a los grupos G que actúan en un CW-complejo contráctil de dimensión uno

cuyos grupos de isotroṕıa ya están en HT H.

La clase HT H contiene obviamente a los grupos que poseen la propie-

dad de Haagerup, y posee buenas propiedades de clausura, ya que es cerrada

por subgrupos, productos amalgamados, HNN -extensiones y uniones ascen-

dentes numerables. Las siguientes clases de grupos también son subclases de

HT H:

Los grupos libres, y en general todos los grupos de dimensión coho-

mológica menor que o igual que uno.

Los grupos fundamentales de variedades de Haken ([138]), lo cual in-

cluye en particular a todos los grupos de nudos.

Los grupos con una sola relación.

La prueba de que los grupos de la clase HT H satisfacen BCC es una

consecuencia de un resultado de Oyono-Oyono que aparece en [138].

La segunda ampliación realizada por Mislin es la clase HET H, que se

define como la clase de grupos más pequeña que contiene a HT H, contiene

a los grupos G tales que existe un G-CW-complejo contráctil de dimensión

uno con grupos de isotroṕıa en HET H, y también a los grupos G dotados de

una aplicación epiyectiva a otro grupo Q ∈ HET H de modo que para todo

subgrupo finito F de Q se tiene que la antiimagen por dicha aplicación de F

está en HET H.

La clase HET H tiene esencialmente dos ventajas sobre su subclase HT H:

que es cerrada por extensiones centrales con cociente libre de torsión, y que

contiene a los grupos de trenzas Bn (se desconoce si Bn ∈ HT H para n ≥ 3).

El hecho de que los grupos de esta clase también cumplen BCC se prueba

de forma similar al caso anterior.

Después de haber analizado todas estas familias de grupos para los cuales

se cumple la conjetura, y dado que aún no está probada en general, parece

interesante buscar alguna manera de encontrar contraejemplos. Una técnica
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útil en este contexto es proponer condiciones que imposibiliten a un grupo

G para poseer, por ejemplo, la propiedad de Haagerup. En este sentido,

una caracterización importante es la propiedad T de Kazhdan: un grupo

G posee la propiedad T si cada acción isométrica de G es un espacio de

Hilbert af́ın tiene puntos fijos. Se sabe que ningún grupo infinito puede poseer

a la vez las propiedades de Haagerup y Kazhdan, y de hecho si G posee

la propiedad de Haagerup ningún subgrupo infinito suyo puede poseer la

propiedad T . Aunque existen grupos sencillos como SL(n,Z), n ≥ 3 que

cumplen la propiedad T y para los cuales no se ha podido probar BCC (y

son, por tanto, contraejemplos en potencia) esta ĺınea de investigación ha

sufrido un golpe con el trabajo de Lafforgue ([104]), que prueba que todos

los ret́ıculos cocompactos de grupos de Lie simples de rango uno (grupos

hiperbólicos “clásicos”) cumplen BCC; en particular, si tomamos los grupos

de Lie G = Sp(n), n ≥ 2, tenemos los primeros ejemplos de grupos con la

propiedad T para los cuales se cumple BCC. De todos modos, es conveniente

no olvidar la advertencia de Baum-Connes-Higson, en el sentido de que la

evidencia a favor de una validez total de BCC no es tan fuerte como para

asegurar que la conjetura esté ya en su forma definitiva.

Con objeto de mostrar la importancia de la conjetura de Baum-Connes

y por qué ha estimulado tan poderosamente la investigación en teoŕıa de

acciones propias en los últimos años, concluimos esta sección recordando

varios problemas que son implicados por BCC. La referencia principal que

hemos utilizado aqúı ha sido ([132], sección 6).

1. Conjetura de los idempotentes [IC]. Formulada por Kaplansky, estable-

ce que si G es un grupo libre de torsión, Q[G] no posee idempotentes

diferentes de 0 y 1.

2. Conjetura fuerte de los idempotentes [SIC]. Motivado por la pregunta

anterior, Kadison conjetura que para cualquier grupo libre de torsión G,

la C∗-álgebra reducida de G tampoco posee idempotentes no triviales.

3. Conjetura de la traza de Kadison-Kaplansky [KKTC]. Sea G un grupo.

Los elementos de g pueden vistos como funciones g : G −→ C, donde

g(x) es la delta de Kronecker δg,x; de este modo, G se sumerge en

l2(G) y los elementos de G constituyen una base de Hilbert de l2(G).

La aplicación anterior induce una inmersión continua C∗
r (G) ↪→ l2(G)

que lleva cada cada función f es el elemento f(e) de l2(G) que define
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la imagen del elemento neutro e del grupo. De este modo, podemos

utilizar la estructura de espacio de Banach de l2(G) para definir una

nueva aplicación κC∗r : C∗
r −→ C, que se denomina aplicación “traza” y

que se extiende a un homomorfismo κC∗r : K0(C
∗
r (G)) −→ R que, v́ıa la

identificación usual de K0(C
∗
r (G)) con C∗

r (G) ⊗C Mn(C), es una traza

(en sentido clásico) sobre matrices idempotentes. En estas condiciones,

la conjetura KKTC aserta que κC∗r toma valores en Z.

4. Conjetura de la traza de Kaplansky [KTC]. La aplicación natural

C[G] −→ C∗
r (G)

permite generalizar κC∗r a teoŕıa K algebraica clásica, pues da lugar a

la traza de Kaplansky κC : Kalg
0 (C[G]) −→ R. Se sabe que esta traza

toma valores en los racionales (teorema de Zaleskii) y la conjetura KTC

pregunta si, de hecho, esos valores son siempre enteros. No es dif́ıcil ver

que KKTC implica KTC.

5. Conjetura de Novikov [NC]. Sea M una variedad diferenciable orienta-

da, conexa y cerrada, LM su L-clase de Hirzebruch y LM la clase dual

de Poincaré, que es un elemento de H∗(M,Q). Si f : M −→ Bπ1(M)

es la aplicación clasificadora del recubrimiento universal, entonces NC

establece que f∗(LM) es un invariante homotópico orientado. Aśı, es-

ta conjetura puede verse como una generalización del teorema de la

signatura de Hirzebruch.

6. Conjetura fuerte de Novikov [SNC]. La aplicación natural EG −→
EG, de importancia crucial en esta Memoria, induce una inyección

K∗(BG) ⊗ Q −→ KG
∗ (EG) ⊗ Q. La conjetura SNC pregunta si la

composición

K∗(BG)⊗Q −→ KG
∗ (EG)⊗Q −→ K∗(C∗

r (G))⊗Q
es inyectiva, donde la segunda flecha representa la racionalización de la

aplicación de ensamblaje de Baum-Connes.

Esta conjetura implica la anterior v́ıa una versión anaĺıtica de la signa-

tura.

7. Conjetura de Gromov-Lawson-Rosenberg [GLRC]. Sea de nuevo M

una variedad diferenciable cerrada, conexa y orientada. En la notación
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usada un poco más arriba para NC, sea f∗(ÂM) la imagen del Â-género

de M en H∗(Bπ1(M),Q) (recordemos que, al igual que la LM clase de

Hirzebruch, el ÂM -género es un polinomio en las clases de Pontryagin

racionales de M). La conjetura GLRC afirma que si M es spin y admite

una métrica de curvatura escalar positiva, se tiene que f∗(ÂM) = 0.

8. Conjetura “Cero en el espectro” [0 ∈ SC]. Esta conjetura establece

que si M es una variedad riemanniana cerrada, conexa, orientada y

anesférica y G es su grupo fundamental, los grupos de homoloǵıa del

complejo (C∗M) ⊗G l2G se anulan. Equivalentemente, podemos decir

que para todo n los grupos de homoloǵıa equivariante HG
∗ (M̃, C∗

r (G))

son nulos.

9. Conjetura débil de la traza de Bass [wBTC]. Si G es libre de tor-

sión y κC es la traza de Kaplansky definida más arriba, la conje-

tura wBTC pregunta si dicha traza se identifica con la aplicación

εC : Kalg
0 (C[G]) −→ C, inducida por el aumento natural ε : C[G] −→ C.

La conjetura BCC implica wBTC si G es K-amenable (ver definición

en [47], 1.3.2).

Además de las mencionadas, que son directamente implicadas por BCC,

hay otra serie de conjeturas que están fuertemente relacionadas con ella,

como por ejemplo la conjetura del divisor de cero (ZDC), la conjetura de

Atiyah (AC), la conjetura de la inmersión (EC), la conjetura de la traza de

Bass (BTC) o la conjetura del grupo de clases proyectivas (PCGC).

Esta sorprendente ubicuidad ha provocado, en lo que respecta a la parte

topológica de BCC un inmenso interés en la búsqueda y construcción de

modelos para espacios clasificadores de acciones propias que sean lo más

sencillos y manejables posibles. La descripción de estos modelos (que, como

ya hemos dicho, son en general variaciones sobre las construcciones generales

descritas anteriormente) será el objetivo de la próxima sección, aśı como su

conexión con las condiciones de finitud geométrico-algebraicas y con la teoŕıa

de la dimensión.

2.4. Condiciones de finitud para EG y BG

En lo que resta de caṕıtulo G será un grupo discreto. En esta última

sección preliminar vamos a recordar los principales resultados de finitud
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geométrica sobre EG que se han ido obteniendo a lo largo de los años y, que

como veremos, están muy relacionados con condiciones de finitud algebraico-

cohomológicas. Nuestra principal motivación para ello es el teorema 7.1.2,

fundamental en esta tesis, combinado con el hecho de que si G es discreto y

X es un modelo para EG, X/G es a su vez un modelo para BG y además

dim X = dim X/G. Sin embargo, el interés en buscar modelos de EG y BG

ha procedido, además del del interés intŕınseco que han despertado estos es-

pacios sobre todo después de la conjetura de Baum-Connes, de la teoŕıa de

la dimensión de grupos, cuyas ĺıneas maestras pasamos a describir a conti-

nuación.

Clásicamente, se define la dimensión cohomológica de un grupo G como

la dimensión proyectiva cd G de Z sobre el anillo de grupo ZG, con la acción

trivial de G sobre Z, y la dimensión geométrica de G como el mı́nimo entero

gd G tal que existe un modelo de dimensión finita para EG. Como el complejo

de cadenas de EG produce siempre una resolución proyectiva (de hecho libre)

de G sobre ZG, se tiene siempre la desigualdad cd G ≤ gd G, que es una

igualdad si:

cd G = 0, en cuyo caso G es el grupo trivial.

cd G = 1, lo cual es equivalente por el teorema de Swan-Stallings ([164])

a que el grupo es libre.

cd G ≥ 3, resultado probado por Eilenberg-Ganea en [80].

Estos dos últimos autores conjeturaron que la igualdad se da siempre,

y aunque se sospecha que no es cierta, no ha podido encontrarse ningún

contraejemplo. Este problema ha sido reformulado de modo completamente

geométrico, en el sentido de que la conjetura es cierta śı y sólo si siempre que

un grupo actúa de forma libre sobre un G-CW-complejo aćıclico de dimensión

2, actúa a su vez en un G-CW-complejo contráctil de la misma dimensión.

Más información sobre este tema puede encontrarse en [14], [15] y [26].

Una de las mayores limitaciones de las dimensiones geométrica y coho-

mológica clásica es que si para un grupo G se tiene que cd G es finita, entonces

el grupo es libre de torsión, y por tanto estos conceptos están vaćıos de signi-

ficado en el caso de grupos con torsión. Este problema, y la gran cantidad de

espacios que han aparecido con G-acciones propias (que aunque en general

no son libres están cerca de serlo, ya que los grupos de isotroṕıa son finitos)

han llevado a utilizar el espacio clasificador para acciones propias EG para
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generalizar la definición de gd G a un contexto más amplio de grupos infini-

tos con torsión. Aśı, se define la dimensión geométrica propia gd G como la

dimensión mı́nima de un modelo de EG. Es fácil comprobar que esta defini-

ción es equivalente a la clásica en el caso libre de torsión, pues si G es libre

de torsión entonces EG = EG, y que si G es finito, su dimensión geométrica

propia es 0, pues un punto es en este caso un modelo para EG.

Históricamente, el primer análogo algebraico que aparece de la dimensión

cohomológica propia (aunque no con esta nomenclatura) es la dimensión

cohomológica virtual, que se define del siguiente modo: si G es un grupo

discreto y H es un subgrupo de G libre de torsión y de ı́ndice finito, se define

la dimensión cohomológica virtual vcd G como la dimensión cohomológica de

H. Por un resultado de Serre ([160]) la definición no depende del subgrupo

escogido. En un principio, no parećıa descabellado pensar que éste fuera el

análogo correcto, por cuanto que si H < G es un subgrupo libre de torsión,

cualquier modelo de EG es un modelo de EH, y automáticamente vcd G ≤
gd G. Ya K.S. Brown preguntó en [31] si dicha desigualdad era realmente una

igualdad o no, y algunos resultados parciales fueron propuestos poco tiempo

después por Connolly-Koźniewski ([50]), como veremos un poco más abajo.

Sin embargo, esta definición se revela definitivamente como inadecuada en

el trabajo de Schneebeli ([156]), que demuestra que el grupo de Higman

A = {a, b, c, d; ab = a2, bc = b2, cd = c2, da = d2}, que no tiene cocientes

finitos no triviales, posee sin embargo un modelo de dimensión 2 para EG.

Otras nociones que no se han mostrado eficaces en este contexto han sido

la dimensión cohomológica racional o la homoloǵıa relativa a los subgrupos

finitos.

La noción correcta de dimensión cohomológica propia parece ser la que se

define a partir de la (co)homoloǵıa de Bredon de EG, cuyas propiedades prin-

cipales recordamos en la sección anterior. Concretamente, si G es un grupo

discreto, se define cd G como la dimensión proyectiva del módulo “constante”

Z. No es dif́ıcil ver que cd G ≤ gd G, y que cd G coincide con cd G si G es

libre de torsión. Dunwoody ([71]) y Lück ([113]) probaron la igualdad entre

las definiciones geométrica y algebraica si cd G = 1 y cd G ≥ 3, respecti-

vamente, y el caso pendiente, conocido como conjetura de Eilenberg-Ganea

propia, fue respondido negativamente por Brady-Leary-Nucinkis, que en [26]

encontraron un ejemplo de grupo G con cd G = 2 y gd G = 3.

Una vez expuestas las razones que han motivado el interés actualmente

existente en la búsqueda de modelos sometidos a condiciones de finitud para
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EG, pasamos ya a recordar las principales clases de grupos discretos para

los cuales han sido encontrados dichos modelos; como no pod́ıa ser de otra

manera dada la estrecha relación existente entre las nociones de dimensión

algebraica y geométrica arriba descritas, la mayor parte de las condiciones

que aparecen son de tipo cohomológico. Es conveniente resaltar aqúı la im-

portancia que tienen estos grupos en el contexto de esta Memoria, pues los

resultados que aparecen en ella conciernen esencialmente a sus espacios cla-

sificadores para G-fibrados propios.

Cronólogicamente, la primera caracterización que conocemos de la dimen-

sión geométrica propia es debida a Serre ([160]):

Proposición 2.4.1. Sea G un grupo discreto de dimensión cohomológica vir-

tual finita n que contenga un subgrupo libre de torsión de ı́ndice m. Entonces

existe un modelo de EG de dimensión mn.

La demostración es constructiva, en el sentido de que se construye de

modo efectivo el modelo de EG apropiado y se prueba que la acción de G

cumple las condiciones requeridas. Es interesante hacer notar que este es uno

de los primeros modelos conocidos de EG, aunque no lo mencionamos en su

momento porque no surgió dentro del contexto de la teoŕıa de acciones propias

ni de espacios clasificadores para G-acciones y G-fibrados. Como curiosidad,

en este trabajo se prueba por primera vez (con un lenguaje diferente) que el

Bruhat-Tits building es un modelo para EG de una cierta clase de grupos

p-ádicos.

El resultado anterior de Serre fue generalizado fuertemente por Connolly-

Koźniewski en el art́ıculo ya citado. Estos autores, respondiendo a una pre-

gunta de C.T.C. Wall, dan por primera vez condiciones para que el modelo

sea finito o finitamente dominado. Antes de citar cada uno de los dos resul-

tados necesitaremos unas definiciones previas.

Definición 2.4.2. Un grupo G se dice de tipo F∞ si existe un modelo para

BG con esqueletos finitos en cualquier dimensión.

Enunciamos ya la primera de las dos condiciones mencionadas:

Proposición 2.4.3. Sea G un grupo de dimensión cohomológica virtual fi-

nita. Se tiene que:

Existe un modelo finitamente dominado para EG si y sólo si G contiene

un número finito de clases de conjugación de subgrupos finitos y el

normalizador N(H) de cada subgrupo H es de tipo F∞.
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Existe un modelo finitamente dominado para EG si y sólo si la obstruc-

ción de Wall π(G) es cero en
⊕k

i=1 K̃0(Z(N(Hi)/Hi)). Aqúı los Hi son

representantes de todas las clases de conjugación de subgrupos finitos

de G.

Antes de enunciar el segundo resultado, necesitamos recordar el concepto

de cohomoloǵıa equivariante:

Definición 2.4.4. Si X es un G-espacio, se define la cohomoloǵıa equivarian-

te H∗
G(X,B) de X con coeficientes en un ZG-módulo B como la cohomoloǵıa

con coeficientes en B del complejo de cadenas de EG ×G Z, con la acción

diagonal de G en el producto.

Asignamos también a cada H < G finito un número k(H) tal que k(H) ≥
k(K) si H < K y de modo que k(H) ≥ max(3, vcd N(H)). Se tiene:

Proposición 2.4.5. Sea G un grupo tal que vcd G < ∞, y si H < G finito,

denotemos por FH(G) al conjunto parcialmente ordenado de los subgrupos

finitos de G que contienen a H (nótese que este conjunto tiene una acción

de N(H)/H). Las dos siguientes condiciones son equivalentes:

Existe un modelo para EG tal que la dimensión del espacio (EG)H es

k(H) para todo H.

Si H < G es finito, H̃k(H)(|FH(G)|) es nulo, y también lo es la coho-

moloǵıa equivariante H̃Γ(|FH(G)|; B) para algún subgrupo Γ < G de

ı́ndice finito y para cualquier ZΓ-módulo B.

Estos autores concluyen su trabajo probando que estas condiciones son

aplicables, por ejemplo, en casos de grupos de dualidad de Poincaré, y en el

caso Sp(4,Z). Es interesante remarcar que resultados análogos a la condición

2) de la primera proposición ya hab́ıan sido resueltos anteriormente para los

grupos SL(n,Z) ([10] y [162]) y para el grupo de automorfismos exteriores

de un grupo libre finitamente generado ([55]). Notemos también que en este

trabajo es donde aparecen por primera vez condiciones de finitud en función

del número de clases de conjugación de subgrupos finitos y también de la

estructura de los grupos de Weyl WH = N(H)/H. Como veremos, este tipo

de condiciones reaparecerán más tarde en los trabajos de Lück.

Los últimos resultados sobre grupos de dimensión cohomológica virtual

finita aparecen en el reciente art́ıculo [109], imprescindible sobre todo por el
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gran número de ejemplos y contraejemplos que contiene. En el contexto que

nos ocupa ahora mismo, en dicho trabajo aparecen ejemplos de grupos de

dimensión cohomológica virtual finita 3n cuya dimensión geométrica propia

es como mı́nimo 4n. Esto, en particular, responde de forma negativa a la

pregunta de K.S. Brown enunciada un poco más arriba.

El siguiente resultado es folklore, y concierne a la existencia de modelos

de EG de dimensión 1:

Proposición 2.4.6. ([11], pág. 249) Si G actúa en un árbol T mediante una

acción simplicial y continua cuyos grupos de isotroṕıa son finitos, entonces

T es un modelo para EG.

En particular, y dentro de la investigación sobre árboles, amalgamas y

grafos de grupos que realiza para describir la estructura de los grupos lineales

sobre un cuerpo local, Serre muestra ([161], I.6,1) que si G1, G2 y H son

grupos finitos, el pushout G = G1 ∗H G2 actúa sobre un árbol T del modo

anterior. Este árbol procede de realizar la construcción “doble cilindro de la

aplicación” al diagrama

G/G1 ←− G/H −→ G/G2.

Aśı obtenemos una gran cantidad de grupos para los cuales EG es de dimen-

sión uno. Además, este método permite describir de forma muy sencilla el

grupo SL(2,Z) como una amalgama de Z/4 y Z/6 a través de Z/2.

Recientemente, Leary-Nucinkis ([108]) y Platten [143]) han generalizado

el resultado de Serre al caso de EFG, siendo F cualquier familia de subgrupos

finitos de G; los primeros, como ingrediente necesario de su demostración del

teorema de Kan-Thurston para BG, y el segundo dentro de su estudio de las

clases HF .

Puede considerarse que el magńıfico trabajo [114] de Lück, realizado po-

co después del establecimiento definitivo de la conjetura de Baum-Connes y

muy probablemente motivado por ella, tuvo el efecto de activar fuertemente

la investigación en esta área, que ha experimentado su mayor auge en los

últimos diez años. En el art́ıculo mencionado se reformulan algebraicamen-

te las condiciones de finitud geométrica sobre EG, y se prueba multitud de

relaciones entre éstas y los invariantes cohomológicos del grupo G; en parti-

cular, el resultado que citamos a continuación establece una de de las más

importantes. Recordemos que un grupo G se dice de tipo FP∞ si posee una

resolución proyectiva donde todos los ZG-módulos que aparecen son finita-

mente generados.
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Proposición 2.4.7. ([114], 4.2) Si G es un grupo discreto, son equivalentes:

Existe un modelo para EG de tipo finito.

Solamente existe un número finito de clases de conjugación de sub-

grupos finitos de G, y para cualquier subgrupo finito H de G hay un

CW-modelo para BWH que es también de tipo finito.

Sólo existen un número finito de clases de conjugación de subgrupos

finitos de G y los grupos de Weyl de los subgrupos finitos de G son

grupos de tipo FP∞ finitamente presentados. Además, si G cumple el

último enunciado y además la condición b(d), (que cada ZG-módulo M

que sea proyectivo sobre el anillo de grupo de cualquier subgrupo finito

posee una ZG resolución proyectiva de dimensión d), se tiene que G

posee un modelo finitamente dominado para EG, y el rećıproco también

es cierto.

No aparecen, sin embargo, en este art́ıculo caracterizaciones algebraicas

que determinen la existencia de modelos finitos o finito-dimensionales pa-

ra EG. En lo que respecta a los primeros, proporciona una lista de grupos

discretos para los cuales es conocido que existe un modelo finito para EG,

algunos de los cuales ya hab́ıan sido citados en [11]:

Los grupos hiperbólicos de Gromov (ver [87]), dotados de la métrica de

la longitud de la palabra. El modelo es el complejo de Rips, definido

como la realización del complejo simplicial cuyos p-śımplices son los

subconjuntos de (p + 1)-elementos del grupo de diámetro mayor que

una cierta constante.

Los subgrupos discretos con cociente compacto de un grupo de Lie G

con un número finito de componentes conexas. Si K < G es el subgrupo

compacto maximal de G, el modelo buscado es G/K.

Si G es una extensión Zn −→ G −→ H con H finito, entonces el

modelo es Rn, debido a que G es entonces una extensión de un grupo

cristalográfico por un grupo finito, y para todo grupo cristalográfico

se tiene que Rn es un modelo para EG. En 9.1.1 damos una prueba

elemental de este hecho en el caso 2-dimensional.
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Los grupos virtualmente polićıclicos. Recordemos que un grupo G es

virtualmente polićıclico si contiene un subgrupo polićıclico H de ı́ndice

finito, es decir, un subgrupo H con una serie subnormal de factores

ćıclicos.

En lo que respecta a modelos de dimensión finita, se retoma aqúı el caso

de grupos de dimensión cohomológica virtual finita que hemos visto anterior-

mente, aprovechando en particular el hecho de que para estos grupos existe

una cota l de las longitudes de los subgrupos finitos de G. Recordemos que la

longitud l(H) de un grupo H es el supremo de todos los naturales n tal que

existe una cadena de inclusiones estrictas {1} ⊂ H1 ⊂ . . . ⊂ Hn−1 ⊂ Hn = H.

Aśı, mediante el siguiente resultado se obtienen modelos de EG cuya dimen-

sión depende tanto de la dimensión virtual como de dicha longitud.

Proposición 2.4.8. ([114], 6.4) Sea G un grupo discreto tal que vcd G ≤ d,

y sea l una cota de las longitudes de los subgrupos finitos de G. Entonces

existe un G-CW-modelo para EG de dimensión max{3, d}+ l.

El caso de modelos de dimensión finita para grupos más generales es tra-

tado en el art́ıculo ligeramente posterior de Lück-Meintrup ([115]), donde las

condiciones cohomológicas para la finitud se obtienen a partir de la coho-

moloǵıa de Bredon del grupo G, y por tanto se relacionan las dimensiones

propias geométrica y cohomológica. Además, se obtienen caracterizaciones

diferentes a las anteriores, y muy precisas, para las demás condiciones de

finitud.

Proposición 2.4.9. ([115], 0.1) Sea G un grupo discreto con d ≥ 3, y sea F
una familia de subgrupos de G. Se tiene:

Existe un G-CW-modelo de dimensión d para EFG si y sólo si G posee

dimensión cohomológica propia finita igual o menor que d.

G posee un G-CW-modelo de tipo finito (respectivamente finito) para

EFG si y sólo si G posee un modelo para EFG con 2-esqueleto finito y

el ZOFG módulo constante Z posee una resolución proyectiva de tipo

finito (respectivamente libre y finita).

Existe un modelo de EG con 2-esqueleto finito si y sólo hay un número

finito de clases de conjugación de subgrupos finitos de G y el grupo de

Weyl de cada subgrupo finito es finitamente presentado.
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Es destacable que en este art́ıculo se obtienen condiciones similares para

grupos G localmente compactos, no necesariamente discretos.

Una clase de grupos que ha merecido recientemente atención en este con-

texto ha sido la de los grupos jerárquicamente descomponibles, definida por

Kropholler en [101] como herramienta para probar que los grupos solubles

y los grupos lineales de caracteŕıstica cero son de dimensión cohomológica

virtual finita, y que ya han aparecido en estos preliminares.

Definición 2.4.10. Sea C una clase de grupos. Escribiremos H1C para de-

notar a la clase de grupos G que admiten un G-CW-complejo contráctil de

dimensión finita con grupos de isotroṕıa en C, y HC para la clase más pe-

queña C ′ tal que C < C ′ y H1C ′ = C ′. Si F es la clase de los grupos finitos,

entonces HF es la clase de los grupos jerárquicamente descomponibles.

Esta clase posee interés en este contexto por varios motivos. En primer

lugar, es una clase muy general, que contiene a todos los grupos de dimensión

cohomológica virtual finita, a algunos que no lo son (como ciertos grupos

de Burnside), a todos los grupos lineales finitamente generados y todos los

grupos solubles finitamente generados. En segundo lugar, porque ha dado

lugar a interesantes variantes, como la clase kC de Kropholler-Mislin ([102]),

las clases HT H y HET H de las que hemos hablado en la sección anterior,

o la clase KC de Broto-Kitchloo ([29]). Y en tercer lugar, por las conjeturas

propuestas en ([101], 5.1) sobre ella, que han dado lugar, en particular, al

citado art́ıculo ([102]), y cuya resolución parcial ha conllevado la aparición

de nuevas condiciones de finitud, que describimos a continuación.

Teorema 2.4.11. ([102], teorema A) Todo grupo G jerárquicamente descom-

ponible de tipo FP∞ admite un modelo de dimensión finita para EG.

Además, si Λ(G) es el conjunto parcialmente ordenado de subgrupos fi-

nitos no triviales de G y B(G,Z) es el anillo de G-operadores de funciones

acotadas de G a Z, se obtiene:

Teorema 2.4.12. ([102], teorema B) Si G es un HF-grupo tal que m =

dim. proy.ZGB(G,Z) y d = dim|Λ(G)| son finitos, entonces existe un modelo

de EG de dimensión menor o igual que D(d,m), donde D(d,m) es una fun-

ción con valores naturales que crece exponencialmente en d y linealmente en

m.
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Obsérvese la semejanza entre este último resultado y 2.4.8. Quizá tan

interesante como el resultado en śı son los métodos utilizados, ya que los

autores, a partir de los datos cohomológicos mencionados, construyen de for-

ma efectiva los modelos de EG con las dimensiones prescritas usando espacios

parametrizados por un conjunto parcialmente ordenado. Mediante una ver-

sión refinada de esta técnica, Mislin prueba el siguiente resultado de finitud:

Proposición 2.4.13. ([130], 3.4) Sea X un G-CW-complejo de dimensión

finita tal que para H < G finito el espacio de puntos fijos XH sea contráctil,

y supongamos que para todo x ∈ X la dimensión de EHx es menor que una

cierta cota b independiente de x. Entonces la dimensión de EG está acotada

por (b + 1)(dim X + 1)− 1.

En la prueba de este resultado desempeña un papel importante la parte

singular de EG, que son los puntos de EG con isotroṕıa no trivial, lo cual es

un ingrediente crucial en el contraejemplo que presentan Leary-Nucinkis a la

conjetura de Eilenberg-Ganea propia, ya descrita anteriormente.

Otro problema que aparece aqúı y que ya hab́ıa sido tratado anteriormente

es el comportamiento de EG con respecto a extensiones de grupos. Concreta-

mente, si tenemos una extensión 0 −→ H −→ G −→ K −→ 0 de modo que

EH y EK están sometidos a condiciones de finitud, ver de qué modo pueden

interpretarse éstas como condiciones de finitud para EG. Las primeras res-

puestas parciales a esta pregunta se encuentra en el ya mencionado art́ıculo

de Lück:

Proposición 2.4.14. ([114], 3.1 y 3.2) Sea H −→ G −→ K una extensión.

Entonces:

Si existe un entero positivo d que acote el orden de los subgrupos fini-

tos de K, y si H y K tienen dimensiones geométricas propias k y h,

respectivamente, se tiene que gd G ≤ dh + k.

Si para cualquier subgrupo finito H ′ < H y para cualquier extensión

H ′ −→ G′ −→ K se tiene que existe un H ′-CW modelo finito para

EH ′, y si además existe un K-CW-modelo finito para EK, se tiene

que G posee un G-CW-modelo finito para EG. En particular la pri-

mera condición siempre se cumple si H es hiperbólico o virtualmente

polićıclico.
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Nota 2.4.15. Un resultado análogo al segundo enunciado es cierto para mo-

delos de tipo finito.

Más adelante, en el art́ıculo ya citado y basándose en la proposición 2.4.13

y en las propiedades de los grupos jerárquicamente descomponibles, Mislin

estudió cuidadosamente este problema, obteniendo los siguientes resultados:

Proposición 2.4.16. ([130], 3.1 y 3.2) Sea H −→ G
π−→ K una extensión

de grupos. Se tiene:

Si EK es finito-dimensional y existe una cota para la dimensión de

Eπ−1π(F ), con F un subgrupo finito cualquiera de G, entonces gd G <

∞.

Si K ∈ H1F , siendo F la categoŕıa de grupos finitos, y para cada

subgrupo finito F < G existe un π−1π(F )-CW-complejo de dimensión

acotada por un número que no depende de F , entonces G ∈ H1F .

Si K ∈ H1F y el orden de los subgrupos de torsión de K admite una

cota universal, se tiene que si H está en H1F , G también, y si gd H <

∞, entonces gd G < ∞.

Las primeras consecuencias importantes de esta proposición conciernen a

grupos localmente finitos. Recordemos que un grupo discreto G es localmente

finito si todo subgrupo finitamente generado es finito.

Proposición 2.4.17. ([130], 4.1 y 4.2) Sea G un grupo localmente finito

cuya cardinalidad sea menor que ℵω. Entonces G tiene dimensión geométrica

propia finita.

Combinando este resultado con los anteriores se obtiene:

Proposición 2.4.18. ([130], 4.4) Sea H −→ G −→ K una extensión de gru-

pos, tal que el orden de los subgrupos de torsión de K está acotado, y tal que

H es localmente finito con |H| < ∞. Entonces, si K ∈ H1F (respectivamente

si gd K < ∞) entonces G ∈ H1F (respectivamente gd G < ∞).

Recientemente, Dicks-Kropholler-Leary-Thomas ([64]) han probado que

para cualquier grupo localmente finito G de orden ℵn existe un modelo para

EG de dimensión n+1, y han utilizado este hecho para hacer cálculos con la

cohomoloǵıa con coeficientes inducidos de estos grupos y para situar grupos

grandes abelianos en la jerarqúıa HF .
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Otra consecuencia importante de los resultados de Mislin es la siguiente,

que concierne a grupos solubles:

Proposición 2.4.19. Sea G un grupo soluble con |G| < ℵω. Entonces las

siguientes condiciones son equivalentes:

1. El rango libre de torsión (número de Hirsch) de G es finito.

2. dimGEG es finito.

3. La dimensión cohomológica racional de G es finita.

La última aportación al problema de las extensiones aparece en el art́ıculo

[109], ya citado anteriormente, en el cual los autores presentan una extensión

N −→ G −→ G′ tales que existen modelos finitos para EN y EG′, pero

no para EG. La prueba se basa en una modificación de la construcción de

Bestvina-Brady que aparece en [15], y que es la clave de todo el art́ıculo.

En él aparecen también varios contraejemplos que prueban que en general si

H < G es un subgrupo de ı́ndice finito de un grupo discreto, las condiciones

de finitud sobre H no determinan condiciones de finitud semejantes sobre G.

Todos estos resultados de finitud sobre fibraciones serán de gran impor-

tancia en esta Memoria.

Para terminar, vamos a citar un resultado de Leary-Nucinkis de natura-

leza esencialmente geométrica, que sirvió como motivación a los autores para

probar el teorema de Kan-Thurston propio del que ya se ha hablado en la

introducción. Antes necesitamos algunas definiciones.

Definición 2.4.20. Un grupo de Coxeter right-angled es un grupo generado

por un conjunto de elementos de orden dos (los generadores de Coxeter)

sujetos únicamente a relaciones de conmutación entre pares de generadores.

Una presentación de Coxeter de G puede ser siempre codificada mediante

un complejo simplicial K = K(G) que posee un vértice por cada generador de

Coxeter, y un śımplice por cada subconjunto de generadores que conmutan.

A este complejo se le suele denominar complejo de Coxeter de G. No es dif́ıcil

probar que cada complejo lleno es el complejo de Coxeter de algún grupo de

Coxeter right-angled G.

Definición 2.4.21. Definimos el complejo de Davis Σ = Σ(G) como la

realización del conjunto parcialmente ordenado cuyos elementos son los cosets

de subgrupos finitos de Coxeter de G.
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La acción de G sobre los cosets induce una acción propia sobre Σ, y puede

probarse ([26], sección 3, ver también [58]) que con esta acción Σ se convierte

en un modelo para EG. Ahora ya podemos establecer el resultado prometido:

Proposición 2.4.22. Sea G el grupo de Coxeter right-angled correspondien-

te a un cierto complejo lleno K, y H el subgrupo de ı́ndice dos de G cuyos

elementos son las palabras que se escriben con un número par de letras. En-

tonces Σ/H, que es un modelo para BH, es isomorfo a la suspensión de la

subdivisión baricéntrica de K.

El estudio de estos subgrupos de ı́ndice dos fue una de las primeras mo-

tivaciones de nuestro trabajo.



Caṕıtulo 3

BZ/p-anulación de espacios

clasificadores de grupos finitos

3.1. La BZ/p-anulación de BG

Sea G un grupo finito, p un número primo. Como hemos dicho en la in-

troducción, nuestro interés está enfocado en estudiar la parte p-primaria del

espacio clasificador de G utilizando los funtores PBZ/p y CWBZ/p; en este

caṕıtulo nos ocuparemos del primero de ellos. Aśı, nuestro primer resultado

es una caracterización del espacio PBZ/pBG por medio de una fibración re-

cubridora. Hasta donde nosotros sabemos, la única descripción ya existente

de este espacio era para el caso en que G fuera además nilpotente, en el que

la prueba es muy sencilla: si H es el subgrupo de p-torsión de G, basta con

BZ/p-anular la fibración

BH −→ BG −→ B(G/H)

para obtener que PBZ/pBG ' B(G/H). La dificultad del caso general reside

en que en general en el subgrupo minimal que contiene a la p-torsión aparecen

elementos que no son de p-torsión. Nosotros sortearemos este problema iden-

tificando en primer lugar el caso en que la BZ/p-anulación es simplemente

conexa, y luego pasando al caso general.

Proposición 3.1.1. Sea G un grupo finito, p primo. Supongamos que G

no tiene cocientes no triviales de orden primo con p. Entonces tenemos

que PBZ/pBG ' ∏
q 6=p BG∧

q (que es de hecho homotópicamente equivalente

a Z[1/p]∞BG, por [25], VII, 4.2 y 4.3).

91
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Demostración. En primer lugar, debemos demostrar que
∏

q 6=p BG∧
q es un

espacio BZ/p-nulo. Esto es sencillo porque

map∗(BZ/p, BG∧
q ) ' map∗((BZ/p)∧q , BG∧

q ) ' ∗
donde la primera equivalencia es cierta porque BG∧

q es Z/q-completo.

A continuación debemos ver que si X es otro espacio BZ/p-nulo, existe

una equivalencia homotópica

map∗(BG,X) ' map∗(
∏

q 6=p

BG∧
q , X).

Consideraremos dos casos.

Supongamos primero que X es simplemente conexo. En este caso, el cua-

drado aritmético de Sullivan nos da una equivalencia homotópica

map∗(BG,X) ' map∗(BG,
∏

q primo

X∧
q ).

Aśı, debemos comprobar que map∗(BG,X∧
p ) es contráctil. El espacio X∧

p es

Z/p-completo, aśı que tenemos una equivalencia homotópica map∗(BG,X∧
p ) '

map∗(BG∧
p , X∧

p ). Utilizando la descomposición en subgrupos de Dwyer ([73],

ver también [95]), obtenemos que

map∗(BG∧
p , X∧

p ) ' map∗((hocolimOCβC)
∧
p , X∧

p )

donde OC es la categoŕıa de órbitas asociada a la colección (amplia) de p-

subgrupos no triviales de G, que es Z/p-aćıclica, y βC es un funtor cuyos

valores poseen el tipo de homotoṕıa de espacios clasificadores de dichos sub-

grupos. Como X∧
p es Z/p-completo, tenemos

map∗((hocolimOCβC)
∧
p , X∧

p ) ' map∗(hocolimOCβC, X
∧
p ).

Ahora, si denotamos por BOC a la realización del nervio de OC, la Z/p-

aciclicidad de BOC proporciona equivalencias homotópicas de espacios de

aplicaciones no punteados

map(BOC, X∧
p ) ' map((BOC)∧p , X∧

p ) ' X∧
p .

Pero de acuerdo con ([72], 3.8), existe una equivalencia homotópica

map(BOC, X∧
p ) ' map(hocolimOCβC, X

∧
p ) ' X∧

p ,
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de modo que a partir de la fibración clásica de ([69], nota 1.A.1), se deduce

que el espacio de aplicaciones punteado map∗(hocolimOCβC, X
∧
p ) es contráctil,

y por tanto también map∗(BG,X∧
p ), como queŕıamos ver.

Tenemos pues la siguiente sucesión de equivalencias débiles:

map∗(BG, X) ' map∗(BG,
∏

q 6=p

X∧
q ) '

∏

q 6=p

map∗(BG,X∧
q )

(∗)'

∏

q 6=p

map∗(BG∧
q , X∧

q ) '
∏

q 6=p

map∗(
∏

r 6=p

BG∧
r , X∧

q )
(∗∗)' map∗(

∏

q 6=p

BG∧
q , X)

donde la equivalencia (∗) es cierta porque X es simplemente conexo (y por

tanto X∧
q es Z/q-completo para cada q) y (∗∗) se cumple porque el espacio

map∗(BG∧
q , X∧

r ) es contráctil si q y r son primos diferentes.

Ahora podemos atacar el caso general. Sea X un espacio BZ/p-nulo. Si

X̃ es el recubridor universal de X, tenemos la fibración:

X̃ −→ X
h−→ Bπ1(X).

Nuestro primer objetivo es ver que la aplicación

map∗(BG,X)
h\−→ map∗(BG, Bπ1(X))

lleva cada elemento del espacio map∗(BG,X) a la clase de la aplicación

constante, o lo que es lo mismo, que h\ toma valores en la componente de

la constante map∗(BG, Bπ1(X))c. Aśı, sea f : BG −→ X un elemento de

map∗(BG, X), y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

X

h
��

BG

f
::uuuuuuuuuu

h\f
// Bπ1(X)

Debemos demostrar que h\f ' ∗. Sea pues g : BZ/p −→ BG una aplicación

continua. Como X es un espacio BZ/p-nulo, sabemos que f ◦ g ' ∗, y en

particular h\f ◦ g ' ∗. Por otro lado, hay dos homomorfismos de grupos,

µ : Z/p −→ G y ρ : G −→ π1(X) de manera que Bµ ' g y Bρ ' h\f . Aśı, es

claro que la composición

Z/p
µ−→ G

ρ−→ π1(X)
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es el homomorfismo nulo, y esto ocurre para cualquier homomorfismo Z/p −→
G; por tanto, obtenemos que Im ρ debe ser un cociente de G cuyo orden sea

primo con p. Pero por hipótesis, sabemos que G no posee tales cocientes (no

triviales), aśı que ρ es cero, y la aplicación que induce a nivel de espacios

clasificadores es homotópica a la constante, como queŕıamos ver. Aśı pues,

consideramos el siguiente diagrama, donde la columna de la izquierda es una

fibración, las aplicaciones horizontales están inducidas por el producto de las

Z/q-compleciones de BG, y X̃ es el recubridor universal de X:

map∗(
∏

q 6=p BG∧
q , X̃) ' //

(2)

��

map∗(BG, X̃)

(3)

��

map∗(
∏

q 6=p BG∧
q , X)

(1)
//

h\

��

map∗(BG,X)

h\

��

map∗(
∏

q 6=p BG∧
q , Bπ1(X)) // map∗(BG, Bπ1(X))c

La aplicación de arriba es una una equivalencia por el primer caso ya

probado y ([5] 9.7), y la aplicación inferior derecha toma valores en la compo-

nente de la constante, y por tanto es una fibración. Es claro que esta compo-

nente es contráctil, y lo mismo es cierto para map∗(
∏

q 6=p BG∧
q , Bπ1(X)), por-

que
∏

q 6=p BG∧
q es simplemente conexo y Bπ1(X) es un espacio de Eilenberg-

MacLane. Recuérdese que si G es un grupo finito y p es un número primo,

se sabe ([25], II.5, ver también [111]) que el grupo fundamental de BG∧
q es el

cociente de G por su subgrupo normal maximal p-perfecto Op(G) y en par-

ticular, dicho grupo fundamental es un p-grupo; como por otra parte G no

tiene cocientes primos entre śı con p, se tiene que π1(
∏

q 6=p BG∧
q ) es nulo. Aśı,

las aplicaciones (2) y (3) son equivalencias débiles, y por tanto (1) también

lo es, con lo que hemos concluido.

Para el caso general del teorema deberemos identificar de algún modo la

p-torsión de G, y por ello necesitaremos el concepto de Z/p-radical.

Definición 3.1.2. Sea G un grupo finito, p un primo. El Z/p-radical de G (a

veces denominado Z/p-aislador) es el subgrupo normal minimal TZ/pG que

contiene a todos los elementos de p-torsión de G.

Los siguientes lemas describen las principales propiedades de este subgru-

po.
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Lema 3.1.3. El ı́ndice de TZ/pG en G y p son primos entre śı, y TZ/pG es

minimal entre los subgrupos normales de G para los cuales se cumple esta

condición.

Demostración. Observemos en primer lugar que la condición del lema se

cumple para G, y que cada cadena G > O1 > O2 > . . . para la cual se

cumple dicha condición estabiliza, pues el grupo es finito. Llamemos TZ/pG al

elemento minimal de una de estas cadenas, que tomamos de longitud máxima.

Es claro que TZ/pG contiene a la p-torsión. Sea O′ otro subgrupo normal

de G que cumpla esta condición, y sea S un p-subgrupo de Sylow de G.

Como TZ/pG y O′ son normales en G, ambos contienen a S. Esto implica

que TZ/pG ∩ O′ es un subgrupo normal de G cuyo ı́ndice en G es primo

con p y está contenido en TZ/pG. Por la minimalidad de TZ/pG, se tiene

que TZ/pG = TZ/pG ∩ O′, y esto implica, por la minimalidad de O′, que

TZ/pG = O′, como queŕıamos ver.

Lema 3.1.4. TZ/pG es un subgrupo caracteŕıstico de G, es decir, cada auto-

morfismo de G se restringe a un automorfismo de TZ/pG.

Demostración. Sea φ un automorfismo de G. Como TZ/pG C G, φ(TZ/pG) C
φ(G) = G. Pero el ı́ndice de TZ/pG en G es primo con G, porque es igual al

ı́ndice de TZ/pG en G. De nuevo por la minimalidad de TZ/pG obtenemos la

inclusión TZ/pG ≤ φ(TZ/pG), y por cardinalidades, TZ/pG = φ(TZ/pG), como

queŕıamos demostrar.

Lema 3.1.5. TZ/pG no tiene subgrupos normales cuyo ı́ndice en TZ/pG y p

son primos entre śı.

Demostración. Por reducción al absurdo, supongamos que existe O′ C TZ/pG

tal que |TZ/pG/O′| es primo con p. Podemos suponer sin pérdida de gene-

ralidad que O′ es minimal para esta condición. Por el lema anterior esto

significa que todo automorfismo de TZ/pG se restringe a un automorfismo de

O′. En particular, esto ocurre para todos los automorfismos de TZ/pG dados

por conjugación por elementos de G (porque TZ/pG es normal en G). Por

consiguiente, O′ C G, y |G/O′| = |G/TZ/pG||TZ/pG/O′|, y esto significa, por

la minimalidad de TZ/pG en G, que TZ/pG = O′.
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Nótese que el radical puede definirse en un contexto general de grupos

discretos, y respecto a un grupo fijo cualquiera que no sea Z/p (ver [34],

3.2 para más detalles), aunque nosotros nos hemos concentrado en este caso

porque es el único que vamos a necesitar en este trabajo. Por otra parte, en

libros clásicos de teoŕıa de grupos, como por ejemplo [86], se suele utilizar la

notación OpG para referirse al Z/p-radical, y más modernamente Bousfield

también ha usado G//Z/p; nosotros hemos preferido TZ/pG por ser lo más

habitual en este contexto.

Ahora estamos preparados para probar el caso general del teorema:

Teorema 3.1.6. Sea G un grupo finito, p un primo; entonces tenemos que

la BZ/p-anulación de BG es el espacio total de la siguiente fibración:

∏

q 6=p

B(TZ/pG)∧q −→ PBZ/pBG −→ B(G/TZ/pG).

Demostración. El Z/p-radical es normal en G, aśı que podemos considerar

la siguiente fibración de espacios clasificadores:

BTZ/pG −→ BG −→ B(G/TZ/pG).

El orden del grupo cociente G/TZ/pG y p son primos entre śı, luego el espacio

clasificador de dicho grupo es Z/p-nulo. Ahora, por (1.1.6), la sucesión de

anulaciones

PBZ/pBTZ/pG −→ PBZ/pBG −→ B(G/TZ/pG)

es una fibración; pero PBZ/pBTZ/pG ' ∏
q 6=p B(TZ/pG)∧q por 3.1.1, aśı que

hemos concluido.

Nótese que, debido a que TZ/pG no tiene cocientes primos entre śı con p,∏
q 6=p B(TZ/pG)∧q es simplemente conexo, y por tanto es el recubridor universal

de PBZ/pBG.

Si S = {p1, . . . , pr} es una colección finita de números primos, puede defi-

nirse el S-radical de G del mismo modo que se hizo en 3.1.2 como el subgrupo

normal minimal TSG de G que contiene a toda la S-torsión. Este grupo ve-

rifica propiedades análogas a las citadas para TZ/pG, y de hecho contiene
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como subgrupo normal al Z/pi-radical para cada pi ∈ S. Utilizando este ob-

jeto, podemos establecer la siguiente generalización del teorema previo, que

se prueba de manera análoga:

Proposición 3.1.7. Sea G un grupo finito, S = p1, . . . , pn una colección

finita de números primos, y W = BZ/p1 ∨ . . . ∨ BZ/pn; entonces tenemos

que la W -anulación de BG encaja en la siguiente fibración:

∏

q /∈S

B(TSG)∧q −→ PW BG −→ B(G/TSG).

Siguiendo ([150] 1.1) es suficiente considerar el caso en que los primos

de S son diferentes, porque existe una equivalencia homotópica PBZ/pBG '
PBZ/p∨BZ/pBG.

Es también interesante señalar que la BZ/p-anulación de un grupo simple

finito no es más que una compleción:

Corolario 3.1.8. Si p es un número primo y G es un grupo simple finito

con p-torsión, entonces se cumple que PBZ/pBG = Z[1/p]∞BG.

Demostración. Es una consecuencia directa de la fibración que proporciona

el teorema 3.1.6.

También podemos destacar el hecho de que, si M(Z/p, 1) es un espacio

de Moore de dimensión dos, el espacio PBZ/pBG es M(Z/p, 1)-nulo ([152]

2.3, ver también [24], sección 7), y por tanto el coaumento natural BG −→
PBZ/pBG factoriza a través de una aplicación PM(Z/p,1)BG −→ PBZ/pBG,

que de acuerdo con 3.1.6 y el resultado citado de [152] es una equivalencia

homotópica. En otras palabras, hemos establecido que la BZ/p-anulación de

BG depende solamente del 2-esqueleto. Por otro lado, esto prueba el siguiente

resultado, que concierne a localización de grupos:

Corolario 3.1.9. Si G es un grupo finito y p es un número primo, LZ/pπ1(BG)

es isomorfo a π1(PBZ/pBG). Aqúı LZ/p denota la localización clásica de G con

respecto a la aplicación nula Z/p −→ ∗.
Demostración. Sólo hay que apuntar ([151], 3.2) que π1(PM(Z/p,1)BG) '
G/TZ/pG ' LZ/pG.
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Un estudio detallado del funtor aćıclico en el contexto de localización de

grupos y su relación con anulación respecto a espacios de Moore y localización

de Anderson puede encontrarse en ([34], 3.2).

Todos estos resultados serán utilizados más adelante para dar una des-

cripción precisa del grupo fundamental de PBZ/pBG, una manera de calcu-

larlo y una caracterización de los grupos finitos cuyo espacio clasificador es

BZ/p-aćıclico.

Concluimos esta sección mencionando brevemente el art́ıculo [72], donde

el autor demuestra que la BZ/p-anulación del espacio clasificador de un grupo

de Lie compacto G cuyo grupo de componentes es un p-grupo es homotópi-

camente equivalente a su localización en Z[1/p]. Consideramos que nuestro

trabajo complementa a éste, y seŕıa ciertamente deseable encontrar un mo-

do de utilizar todos estos datos para encontrar una descripción de PBZ/pBG

para cualquier grupo de Lie compacto G.

3.2. Conmutación de los funtores de anula-

ción

En la sección anterior hemos obtenido una expresión expĺıcita de la BZ/p-

anulación del espacio clasificador de un grupo finito G y, más generalmente,

de la W -anulación de BG, siendo W = BZ/p1∨. . .∨BZ/pn y {p1, . . . , pn} una

colección finita de números primos. En este eṕıgrafe utilizamos estos datos pa-

ra conocer la relación que une, para p y q primos diferentes, a PBZ/p∨BZ/qBG

con PBZ/pPBZ/qBG y PBZ/qPBZ/pBG. Esto es esencialmente estudiar si los

funtores PBZ/p y PBZ/q conmutan sobre BG.

El problema de la conmutación entre funtores de localización homotópica

fue ampliamente estudiado en el art́ıculo [150]. En él, los autores prueban que

dos funtores de localización Lf y Lg no conmutan en general, y estudian el

comportamiento de la serie iterada LfLgLfLg . . . En particular, prueban por

medio de un ejemplo que los funtores de M(Z/p, 1)-anulación, con M(Z/p, 1)

un espacio de Moore de dimensión dos, no conmutan ni siquiera cuando se

aplican sobre espacios clasificadores de grupos discretos. Recordamos breve-

mente dicho ejemplo:

Ejemplo 3.2.1. ([150], 1.5)

Sea G = {X,Y, Z | X3 = 1, Y 3 = 1, XY = Z2}. La localización LZ/2LZ/3G

es Z/2, mientras que LZ/3LZ/2G es trivial. Pero sabemos que π1(PM(Z/p,1)X) '
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LZ/pπ1(X) para todo espacio X y todo primo p, aśı que se tiene

π1(PM(Z/2,1)PM(Z/3,1)BG) 6= π1(PM(Z/3,1)PM(Z/2,1)BG)

y los funtores PM(Z/2,1) y PM(Z/3,1) no conmutan sobre BG, como queŕıamos

ver.

Sin embargo, nosotros hemos probado que para primos diferentes p y

q, los funtores PBZ/p y PBZ/q śı que conmutan cuando los aplicamos sobre

BG. De acuerdo con lo dicho hace un momento, este hecho constituye una

interesante excepción al caso general, y marca una notable diferencia entre

los casos finito e infinito.

Pasamos, pues, a probar el resultado de conmutación.

Proposición 3.2.2. Sea G un grupo finito, p y q primos diferentes. Entonces

tenemos equivalencias homotópicas

PBZ/pPBZ/qBG ' PBZ/qPBZ/pBG ' PBZ/p∨BZ/qBG.

Demostración. La prueba la llevaremos a cabo en dos pasos: primero demos-

traremos el caso en que G coincide con su S-radical para S = {p, q}, y luego

deduciremos de aqúı el caso general.

Sea pues G = TSG. Veremos que PBZ/pPBZ/qBG tiene el mismo tipo

de homotoṕıa que PBZ/p∨BZ/qBG y la otra equivalencia se obtendrá inter-

cambiando los papeles de p y q. Aśı, queremos probar que PBZ/p∨BZ/qBG es

la BZ/p-anulación de PBZ/qBG, o lo que es lo mismo, qie PBZ/p∨BZ/qBG es

BZ/p-nulo, y que para todo espacio BZ/p-nulo X tenemos una equivalencia

homotópica

map∗(PBZ/p∨BZ/qBG, X) ' map∗(PBZ/qBG,X)

que debe venir dada por un coaumento PBZ/qBG −→ PBZ/p∨BZ/qBG. Lo pri-

mero es trivial, porque PBZ/p∨BZ/qBG es por definición un espacio BZ/p-nulo.

Por tanto, solamente debemos verificar la equivalencia mencionada entre los

espacios de aplicaciones. Aśı, sea X un espacio BZ/p-nulo.

En primer lugar, como PBZ/p∨BZ/qBG es BZ/q-nulo, tenemos una aplica-

ción natural

PBZ/qBG −→ PBZ/p∨BZ/qBG
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que induce otra entre los correspondientes espacios de aplicaciones

map∗(PBZ/p∨BZ/qBG, Y ) −→ map∗(PBZ/qBG, Y )

para cada espacio Y. Aśı, si consideramos el espacio BZ/p-nulo X y su recu-

bridor universal X̃ podemos obtener el siguiente diagrama conmutativo:

map∗(PBZ/p∨BZ/qBG, X̃) //

��

map∗(PBZ/qBG, X̃)

��

map∗(PBZ/p∨BZ/qBG,X) //

p̃p,q

��

map∗(PBZ/qBG,X)

p̃q

��

map∗(PBZ/p∨BZ/qBG, Bπ1(X))
r\
// map∗(PBZ/qBG, Bπ1(X))

. (3.1)

Para ver que las columnas son fibraciones, hemos de comprobar que las

aplicaciones p̃p,q y p̃q toman valores en las respectivas componentes de la

constante. En el caso de p̃p,q es sencillo, porque como G = TSG, el resul-

tado 3.1.7 implica que PBZ/p∨BZ/qBG es simplemente conexo, y por tanto

el espacio de aplicaciones map∗(PBZ/p∨BZ/qBG, Bπ1(X)) es contráctil. Para

probar el otro caso, hemos de verificar que si f : PBZ/qBG −→ X es una

aplicación, la composición con la proyección natural π : X −→ Bπ1(X) es

homotópicamente nula. Denotemos por g a la composición

BG −→ PBZ/qBG
f−→ X

π−→ Bπ1(X),

donde BG −→ PBZ/qBG es el coaumento natural. Es claro que para cualquier

aplicación BZ/p −→ BG, la composición

BZ/p −→ BG
g−→ Bπ1(X)

ha de ser homotópicamente nula, pues X es BZ/p-nulo, y lo mismo ocurre

para cualquier aplicación BZ/q −→ BG, ya que PBZ/qBG es BZ/q-nulo.

Como G es igual a su S-radical y por tanto no tiene cocientes que sean

primos entre śı a la vez con p y con q, se tiene que la aplicación inducida por

g a nivel de grupos fundamentales es la aplicación trivial. Como la aplicación

g factoriza, por definición, a través de B(G/TZ/qG) y la proyección canónica

es epiyectiva, se tiene que la aplicación inducida G/TZ/qG −→ π1(X) es

trivial, y el diagrama conmutativo
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PBZ/qBG
f

//

��

X
π // Bπ1(X)

B(G/TZ/qG)

∗
55jjjjjjjjjjjjjjjj

donde PBZ/qBG −→ B(G/TZ/qG) es la proyección natural sobre el espacio

clasificador del grupo fundamental, ya prueba que la composición π ◦ f es

trivial, como queŕıamos ver.

Para acabar la demostración del primer caso, pues, debemos probar que

la aplicación horizontal superior del diagrama 3.1 es una equivalencia débil.

Sabemos ([5], 9.7) que si X es un espacio BZ/p-nulo, su recubridor univer-

sal también lo es, de modo que sólo hay que comprobar que la aplicación

previamente descrita

map∗(PBZ/p∨BZ/qBG, X) −→ map∗(PBZ/qBG,X)

es una equivalencia si X es un espacio simplemente conexo y BZ/p-nulo.

Como X es simplemente conexo, es homotópicamente equivalente al produc-

to fibrado del cuadrado aritmético de Sullivan ([25] V,9). Por (3.1.6), las

racionalizaciones de PBZ/p∨BZ/qBG and PBZ/qBG son contráctiles, de modo

que

map∗(PBZ/p∨BZ/qBG,X) ' map∗(PBZ/p∨BZ/qBG,
∏

r primo

X∧
r ),

y lo mismo es cierto para las aplicaciones que provienen de PBZ/qBG.

Es claro que

map∗(PBZ/qBG,
∏

r primo

X∧
r ) '

∏
r primo

map∗(PBZ/qBG,X∧
r )

y, como X∧
r es Z/r-completo para todo primo r, lo anterior es también ho-

motópicamente equivalente a
∏

r primo map∗((PBZ/qBG)∧r , X∧
r ). Si r 6= q, por

el resultado 3.3.2 se tiene que (PBZ/qBG)∧r ' BG∧
r , y por otro lado, la Z/q-

compleción de la fibración de (3.1.6) implica que (PBZ/qBG)∧q es contráctil

(ver 3.3.4). Obsérvese además que map∗(BG∧
p , X∧

p ) también es contráctil,

porque X es BZ/p-nulo (por la prueba de 3.1.1). Aśı, obtenemos que

map∗(PBZ/qBG,X) '
∏

r 6=p,q

map∗(BG∧
r , X∧

r ).
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En el otro caso, tenemos de nuevo

map∗(PBZ/p∨BZ/qBG,X) ' map∗((PBZ/p∨BZ/qBG)∧r ,
∏

r primo

X∧
r ).

Como antes, si r 6= p, q, existe una equivalencia homotópica (PBZ/p∨BZ/qBG)∧r '
BG∧

r , y por otro lado, utilizando de nuevo la fibración de (3.1.6),

(PBZ/p∨BZ/qBG)∧p ' ∗ ' (PBZ/p∨BZ/qBG)∧q .

Aśı tenemos la cadena de equivalencias

map∗(PBZ/p∨BZ/qBG, X) '
∏

r 6=p,q

map∗(BG∧
r , X∧

r ) ' map∗(PBZ/qBG,X)

con la cual concluye la prueba del primer caso.

Sea ahora G un grupo finito cualquiera, y consideremos la fibración

BTSG −→ BG −→ B(G/TSG).

Como la base es BZ/p ∨ BZ/q-nula (y en particular BZ/p-nula y BZ/q-

nula), la fibración se conserva después de BZ/p ∨ BZ/q-anular, por un lado,

y también después de BZ/p-anular y BZ/q-anular, por otro. Como además

PBZ/p∨BZ/qBG es BZ/p-nulo y BZ/q-nulo, tenemos un diagrama conmutativo

donde las filas son fibraciones:

PBZ/p∨BZ/qBTSG // PBZ/p∨BZ/qBG // B(G/TSG)

PBZ/pPBZ/qBTSG

OO

// PBZ/pPBZ/qBG

OO

// B(G/TSG).

Id

OO

Ahora bien, la aplicación vertical izquierda es una equivalencia por el primer

caso ya demostrado, y la aplicación vertical derecha es la identidad, luego la

aplicación natural PBZ/pPBZ/qBG −→ PBZ/p∨BZ/qBG también lo es y hemos

concluido la prueba.

Finalizamos la sección con una pequeña generalización de la proposición

anterior:

Corolario 3.2.3. Sean p1 . . . pr y q1 . . . qs dos familias de números primos, y

denotemos W = BZ/p1 ∨ . . .∨BZ/pr y W ′ = BZ/q1 ∨ . . .∨BZ/qs; entonces

tenemos la equivalencia PWPW ′BG ' PW∨W ′BG ' PW ′PW BG.
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Demostración. Se prueba exactamente como el resultado anterior. Dejamos

los detalles al lector.

3.3. Relación entre la anulación y la comple-

ción

Parece natural preguntarse por la relación entre el efecto que causan sobre

espacios clasificadores de grupos finitos los funtores de BZ/p-anulación, de

Z[1/p]∞-compleción y de Z/q-compleción en otro primo, porque todos ellos

“matan”la parte p-primaria de BG. Ya hemos visto, por ejemplo, que los

dos primeros coinciden si G es un grupo simple con p-torsión, aunque ahora

veremos por medio de un ejemplo sencillo que esto no ocurre siempre.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos el grupo diédrico D15, que es isomorfo al pro-

ducto semidirecto Z/15oZ/2 con la acción dada por la inversión. Veremos en

5.1 que la BZ/3-anulación de BD15 es homotópicamente equivalente a BD10.

Por otro lado, el grupo Z/15 es normal en el producto semidirecto, y

podemos considerar la fibración asociada

BZ/15 −→ BD15 −→ BZ/2.

De acuerdo con el lema de fibras 1.3.4, esta fibración se preserva por Z/2-

compleción, y obtenemos una equivalencia homotópica BD∧
15 ' BZ/2.

Es obvio que π1(PBZ/3BD15) = D10, mientras que π1(BD∧
15 × BZ/2) =

Z/2, pues (BD15)
∧
5 es simplemente conexo (D15 no tiene cocientes que sean

5-grupos). Aśı, en este caso, obtenemos que la BZ/3-anulación no puede ser el

producto de la Z/2-compleción y la Z/5-compleción de BD15, y en particular

PBZ/3BD15 6= Z[1/3]∞BD15, como queŕıamos ver.

Comenzamos estudiando qué ocurre si aplicamos sucesivamente los fun-

tores de BZ/p-anulación y Z/p-compleción a BG en los dos órdenes posibles,

y para primos p y q no necesariamente diferentes. Llegaremos a la conclu-

sión de que el funtor PBZ/p es bastante sensitivo, en el sentido de que mata

la estructura p-primaria de BG dejando intacta la parte q-primaria que es

detectada por el funtor de Z/q-compleción.

Consideramos en primer lugar el caso p 6= q.
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Proposición 3.3.2. Sea G un grupo finito, p y q primos diferentes. Entonces

tenemos equivalencias homotópicas

PBZ/p(BG∧
q ) ' BG∧

q ' (PBZ/pBG)∧q

Demostración. Toda aplicación BZ/p −→ BG∧
q factoriza a través de la Z/q-

compleción de BZ/p, porque BG∧
q es Z/q-completo. Pero el espacio (BZ/p)∧q

es contráctil, de modo que BG∧
q es BZ/p-nulo y la hemos demostrado la

primera equivalencia.

En cuanto a la segunda, obsérvese que la aplicación BZ/p −→ ∗ es una

H(−,Fq)-equivalencia, y por tanto, el coaumento canónico BG −→ PBZ/pBG

es otra vez una H(−,Fq)-equivalencia, con lo que hemos concluido.

Nota 3.3.3. Los argumentos de la última demostración siguen siendo correc-

tos si reemplazamos BG por cualquier espacio Z/q-bueno.

Si ahora consideramos el caso p = q, obtenemos lo siguiente:

Proposición 3.3.4. Si G es un grupo finito y p es un número primo, en-

tonces PBZ/p(BG∧
p ) es contráctil, y lo mismo ocurre con (PBZ/pBG)∧p .

Demostración. Debemos comprobar que, para todo espacio BZ/p-nulo, el es-

pacio de aplicaciones map∗(BG∧
p , X) es débilmente contráctil. Consideremos

la fibración recubridora

X̃
h−→ X

f−→ Bπ1(X).

Recordemos que si X es BZ/p-nulo, su recubridor universal también lo es

(ver [5], 9.7). Consideramos un grupo finito G tal que BG∧
p sea simplemente

conexo. En este caso tenemos map∗(BG∧
p , Bπ1(X)) ' ∗, de modo que pa-

ra demostrar que PBZ/pBG∧
p también es contráctil debemos comprobar que

map∗(BG∧
p , X̃) lo es. Pero esto se prueba del mismo modo a como lo hici-

mos en (3.1.1), teniendo en cuenta que si q 6= p, entonces map∗(BG∧
p , X̃∧

q ) es

contráctil.

Ahora, sea G un grupo finito. Si denotamos por Op(G) el subgrupo nor-

mal maximal p-perfecto de G, se sabe que π1(BG∧
p ) es isomorfo a G/Op(G).

Tenemos pues una fibración:
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BOp(G) −→ BG −→ B(G/Op(G)).

El cociente G/Op(G) es un p-grupo, aśı que por 1.3.4 la correspondiente

sucesión de Z/p-compleciones es una fibración:

BOp(G)∧p −→ BG∧
p −→ B(G/Op(G))

Como Op(G) no tiene cocientes de orden una potencia de p, la Z/p-

compleción BOp(G)∧p es un espacio simplemente conexo, y por tanto la última

fibración es una fibración recubridora de BG∧
p . Pero hemos probado que la

fibra BOp(G)∧p es BZ/p-aćıclica, aśı que por 1.1.6, PBZ/p(BG∧
p ) tiene el tipo

de homotoṕıa de PBZ/p(B(G/Op(G))), que es contráctil porque G/Op(G) es

un p-grupo. Aśı concluye la prueba del primero de los enunciados.

En cuanto al segundo, obsérvese que el recubridor universal de PBZ/pBG,

que es
∏

q 6=p(BG)∧q para q primo, es Z/p-homológicamente equivalente a un

punto. Por el lema de fibras 1.3.4, la fibración

∏

q 6=p

(BG)∧q −→ PBZ/pBG −→ B(G/TZ/pG)

es preservada por la la Z/p-compleción. Pero las Z/p-compleciones de la base

y la fibra son contráctiles, lo cual implica que (PBZ/pBG)∧p es contráctil, como

queŕıamos ver.

La última proposición contrasta fuertemente con el teorema de Neisen-

dorfer ([135], 0.1) ya citado en los preliminares, que establece que para cierta

clase de CW-complejos finitos el tipo de homotoṕıa de su Z/p-compleción

puede recuperarse totalmente a partir del tipo de homotoṕıa de la BZ/p-

anulación de cualquiera de sus recubridores n-conexos.

Estos resultados nos permiten también estudiar la compatibilidad de los

funtores de BZ/p-anulación con la compleción respecto del anillo de los ente-

ros localizados en p. Concretamente, vemos que estos funtores siempre con-

mutan sobre BG, y que la parte p-primaria de la homotoṕıa del espacio

clasificador que es eliminada por el funtor PBZ/p es esencialmente la misma

que desaparece por la acción de Z[1/p]∞.

Proposición 3.3.5. Sea G un grupo finito, y sean p y q dos primos diferen-

tes. Entonces se tiene:
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1. Z[1/p]∞PBZ/pBG ' PBZ/pZ[1/p]∞BG ' Z[1/p]∞BG.

2. Z[1/p]∞PBZ/qBG ' PBZ/qZ[1/p]∞BG ' Z[1/p, 1/q]∞BG

Demostración. De acuerdo con 3.1.6 y ([25], VII, 4.3), el espacio PBZ/pBG

tiene todos los grupos de homotoṕıa finitos, aśı que por ([25], VII, 4.2) se tie-

ne la equivalencia homotópica Z[1/p]∞PBZ/pBG ' ∏
q 6=p(PBZ/pBG)∧q . Ahora

basta utilizar el resultado 3.3.4 y el hecho de que G es finito para obtener la

equivalencia Z[1/p]∞PBZ/pBG ' Z[1/p]∞BG. De modo similar, usando 3.3.2

en lugar de 3.3.4, se demuestra que Z[1/p]∞PBZ/qBG ' Z[1/p, 1/q]∞BG.

Para probar las dos equivalencias restantes, es suficiente utilizar de nuevo

la equivalencia Z[1/p]∞BG ' ∏
q 6=p BG∧

q y el hecho ya visto en el caṕıtulo

primero de que la anulación conmuta con productos para obtener el resultado

deseado.



Caṕıtulo 4

BZ/p-celularización de espacios

clasificadores de grupos finitos

Sea G un grupo finito. En la proposición 3.1.9 hemos visto que la BZ/p-

anulación de BG está ı́ntimamente relacionada con la Z/p-localización de

G como grupo. Por ello, la filosof́ıa de este caṕıtulo será estudiar la Z/p-

celularización del grupo G para obtener información sobre la BZ/p-celulariza-

ción de su espacio clasificador.

4.1. Z/p-celularización de grupos

En primer lugar, recordaremos brevemente las principales definiciones

concernientes a la celularización en la categoŕıa de grupos. Aśı, un grupo se

dice Z/p-celular si puede construirse a partir de G usando coĺımites (posi-

blemente reiterados), y la Z/p-celularización de G se define como el único

grupo Z/p-celular dotado de un aumento CWZ/pG −→ G que induce iso-

morfismo Hom(Z/p, CWZ/pG) ' Hom(Z/p,G). Este concepto fue definido

originalmente en [152] (basándose en ideas de Dror-Farjoun) y utilizado prin-

cipalmente para describir la celularización de espacios de Moore.

Comenzamos nuestro estudio mostrando que el problema de la BZ/p-

celularización de espacios clasificadores de grupos finitos se reduce al pro-

blema de la BZ/p-celularización de espacios clasificadores de grupos Z/p-

celulares. Más adelante veremos que la Z/p-celularización de un grupo finito

siempre es finita.

Proposición 4.1.1. Si G es un grupo finito, el aumento CWZ/pG −→ G

107
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induce una equivalencia homotópica CWBZ/pBCWZ/pG ' CWBZ/pBG.

Demostración. Por la funtorialidad de CWBZ/p, la aplicación mencionada

CWZ/pG −→ G induce otra CWBZ/pBCWZ/pG −→ CWBZ/pBG que com-

puesta con el aumento canónico da lugar a una aplicación

f : CWBZ/pBCWZ/pG −→ BG.

El espacio de salida es BZ/p-celular, aśı que solamente necesitamos ver que

esta última aplicación induce una equivalencia débil entre los espacios de

aplicaciones punteadas map∗(BZ/p,CWBZ/pBCWZ/pG) y map∗(BZ/p, BG).

Esto lo demuestra la siguiente cadena de equivalencias débiles

map∗(BZ/p,CWBZ/pBCWZ/pG) ' map∗(BZ/p, BCWZ/pG) '

Hom(Z/p, CWZ/pG) ' Hom(Z/p, G) ' map∗(BZ/p, BG)

que concluye la prueba. Nótese que hemos construido expĺıcitamente el aumen-

to f .

Debido a este lema, será útil encontrar herramientas apropiadas para cal-

cular la Z/p-celularización de un grupo finito G. Con este objeto, recordamos

el siguiente concepto de teoŕıa de grupos, que será crucial en lo sucesivo:

Definición 4.1.2. Si G es un grupo finito, el Z/p-zócalo SZ/pG de G es el

subgrupo de G generado por sus elementos de orden p.

Puede comprobarse sin dificultad que este subgrupo es siempre normal y

caracteŕıstico, y está contenido en el Z/p-radical TZ/pG. De hecho, se tiene

Proposición 4.1.3. Si G es un grupo Z/p-celular, entonces G = SZ/pG =

TZ/pG.

Demostración. Si G es Z/p-celular puede expresarse como un coĺımite de

Z/p′s, y por tanto está generado por elementos de orden p. Como el Z/p-

zócalo es precisamente el grupo generado por los elementos de orden p de

G, G = SZ/pG, y la otra igualdad se obtiene trivialmente de las inclusiones

SZ/pG ⊆ TZ/pG ⊆ G.
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La propiedad del Z/p-zócalo que va a ser usada más frecuentemente en

nuestro trabajo es el hecho de que la inclusión SZ/pG ⊆ G induce siem-

pre un isomorfismo Hom(Z/p, SZ/pG) ' Hom(Z/p,G), y esto implica que

CWZ/pG ' CWZ/pSZ/pG. Esta última afirmación prueba, en particular, que

el cálculo de la Z/p-celularización de grupos puede ser de nuevo reducido al

caso de grupos generados por elementos de orden p. Además, en el caso de

grupos finitos, no es dif́ıcil calcular el Z/p-zócalo de un grupo a partir de una

presentación de G (utilizando GAP, por ejemplo).

La principal herramienta que vamos a usar para obtener nuestra descrip-

ción de la Z/p-celularización es el siguiente teorema, que esencialmente es un

resultado de Rodŕıguez-Scherer ([152] 3.7) particularizado para el caso Z/p:

Teorema 4.1.4. Para todo grupo G, existe una extensión central

0 −→ A −→ CWZ/pG −→ SZ/pG −→ 0

tal que A no tiene ningún elemento de orden p, y es universal con respecto a

esta propiedad.

De acuerdo con lo dicho anteriormente, el caso clave aparece cuando G

es finito y tal que G = SZ/pG; aśı, el problema principal reside en calcular A.

De acuerdo con (1.2.6), este grupo es el segundo grupo de homotoṕıa de la

ΣM(Z/p, 1)-anulación de la cofibra Cf de la evaluación
∨

[M(Z/p,1),BG]

M(Z/p, 1)
f−→ BG,

donde M(Z/p, 1) es un espacio de Moore de dimensión dos. No es dif́ıcil

ver que π2(PΣM(Z/p,1)Cf ) = π2(Cf )/TZ/pπ2(Cf ), de modo que la cuestión es

describir el segundo grupo de homotoṕıa de esta cofibra homotópica. Como

G está generado por elementos de orden p, Cf es simplemente conexo, y

entonces π2(Cf ) = H2(Cf ). Utilizando esta propiedad, hemos calculado este

grupo del siguiente modo:

Proposición 4.1.5. Sea G un grupo finito generado por elementos de orden

p, sea H el producto libre ∗Z/p extendido sobre todos los homomorfismos

Z/p −→ G, y sea K el núcleo de la evaluación H −→ G. Con la notación

del párrafo anterior, se tiene que π2(Cf ) = K/[K, H].

Demostración. Es una consecuencia sencilla de ([33], 3.4), tomando, en la

notación que aparece en ese art́ıculo, P = H, M = H y N = K.
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Como hemos dicho en la introducción, utilizando esta proposición no es

dif́ıcil calcular una presentación del grupo π2(Cf ) a partir de presentaciones

de K y H usando el método de Reidemeister-Schreier ([119], 2.3). De este mo-

do obtuvimos inicialmente el valor de π2(Cf ) en el caso del grupo tetraedral

G = PSL(2, 3) (ver más adelante 5.2) y este ejemplo patológico sirvió como

motivación a nuestro trabajo. Esta fórmula se muestra particularmente útil

para calcular la Z/p-celularización de G si no conocemos el multiplicador

de Schur de G, y de hecho proporciona una forma de obtener este último

invariante:

Corolario 4.1.6. Con la notación de la proposición anterior, H2(G) = K ∩
[H,H]/[K,H].

Demostración. Es una consecuencia inmediata del resultado previo y la su-

cesión de Mayer-Vietoris asociada a la cofibración f .

Por otro lado, si conocemos el segundo grupo de homoloǵıa de G, los

cálculos se simplifican bastante utilizando el siguiente lema, que de hecho

nos lleva a clasificar completamente los grupos finitos Z/p-celulares.

Lema 4.1.7. Sea G un grupo finito generado por elementos de orden p.

Entonces el grupo A de 4.1.4 es isomorfo a H2(G)/TZ/p(H2(G)). Obsérvese

que en particular A es finito.

Demostración. La sucesión de Mayer-Vietoris de la cofibración f tiene la

siguiente forma:

0 −→ H2(G) −→ π2(Cf ) −→
⊕

Z/p −→ Gab −→ 0.

El resultado ahora se sigue de A = π2(Cf )/TZ/pπ2(Cf ),

Proposición 4.1.8. Sea G un grupo finito. Entonces G es Z/p-celular si y

sólo si está generado por elementos de orden p y H2(G) es un p-grupo.

Demostración. Si G es Z/p-celular, es un coĺımite de copias de Z/p, y por

tanto está generado por elementos de orden p. De acuerdo con 4.1.4 y la

proposición anterior, H2G debe ser igual a su Z/p-radical, y por tanto debe

ser un p-grupo, porque lo es el Z/p-radical de cualquier grupo abeliano.

Rećıprocamente, si G está generado por elementos de orden p, entonces G =
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SZ/pG, y el hecho de que H2(G) es un p-grupo ya implica que el grupo A de

4.1.4 es trivial; por tanto, G es Z/p-celular y hemos concluido.

4.2. Grupos perfectos

Una vez que hemos descrito A, lo único que nos queda para obtener la

Z/p-celularización de cualquier grupo finito es identificar cuál es la extensión

que la define. Esto normalmente no es muy dif́ıcil, porque el resultado 4.1.4

describe dicha extensión con bastante precisión. Aún aśı, en algunas casos

favorables, podemos dar un paso más e incluso identificar expĺıcitamente la

clase de cohomoloǵıa asociada a la extensión. Por este motivo, nuestra aten-

ción se centrará ahora en grupos perfectos. Recordemos que un grupo G se

dice perfecto si es igual a a su subgrupo de conmutadores o, equivalentemente,

si su primer grupo de homoloǵıa entera es trivial.

Proposición 4.2.1. Sea G un grupo perfecto finito generado por elementos

de orden p, y sea

0 −→ H2G −→ G̃ −→ G −→ 0

la extensión central universal de G; sea también B el cociente de H2G por la

p-torsión (que es de hecho isomorfo a un subgrupo de H2G) y sea

0 −→ B −→ H −→ G −→ 0

la extensión central E inducida por la anterior. Entonces, esta última ex-

tensión es equivalente a 4.1.4, y en particular H es isomorfo a la Z/p-

celularización de G.

Demostración. El grupo B no posee p-torsión, aśı que por la universalidad

la extensión E ′ que define la Z/p-celularización existe un único morfismo de

extensiones

0 // A

��

// CWZ/pG

��

// G

��

// 0

0 // B // H // G // 0.

que es la identidad sobre G.

Por otro lado, está claro que para cualquier extensión central universal

cuyo núcleo no tenga p-torsión, el único morfismo que proviene de la extensión
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central universal factoriza a través de E ′. Esto prueba que hay de nuevo un

único morfismo sobre G de E a E ′, y es fácil comprobar, por universalidad,

que los dos morfismos que hemos definido son inversos uno del otro. Por

tanto, las extensiones E y E ′ son equivalentes y hemos concluido.

Los métodos de cálculo de CWZ/pG que han sido desarrollados más arriba

pueden ser reinterpretados en el ámbito de la teoŕıa de grupos finitos como

herramientas que permiten describir la extensión central universal de un gru-

po perfecto G. Por ejemplo, podemos obtener la siguiente consecuencia:

Corolario 4.2.2. Si G es un grupo perfecto generado por elementos de orden

p y cuyo multiplicador de Schur no posee p-torsión, se tiene que la Z/p-

celularización de G es isomorfa a su grupo recubridor universal G̃.

Una ĺınea de razonamiento similar puede aplicarse en ocasiones a grupos

no perfectos, como podemos ver en la siguiente proposición:

Proposición 4.2.3. Sea p un primo impar, G un grupo finito tal que el

multiplicador de Schur de su Z/p-zócalo es Z/2. Entonces la extensión central

de 4.1.4 que identifica la Z/p-celularización de G es la única que no es trivial.

Demostración. El Z/p-zócalo SZ/pG de G está generado por elementos de

orden p, y por tanto su abelianizado es un p-grupo abeliano elemental. Aśı,

tenemos que Ext(Sab
Z/pG,Z/2) = 0. Por el teorema de coeficientes universales,

existen isomorfismos

H2(SZ/pG,Z/2) ' Hom(H2(SZ/pG), H2(SZ/pG)) ' Z/2.

Esto implica que hay solamente dos extensiones centrales de SZ/pG por Z/2.

Ahora observamos que el grupo que define la extensión central trivial Z/2×
SZ/pG no es Z/p-celular, porque no puede estar generado por elementos de

orden p, y aśı, la celularización es identificada por la extensión no trivial,

como queŕıamos ver.

Este resultado será muy útil en ciertos casos concretos, como veremos en

el caṕıtulo siguiente.
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4.3. La celularización de G y el funtor aćıclico

Una vez que hemos estudiado con detalle el funtor de Z/p-celularización

en la categoŕıa de grupos finitos, es interesante relacionarlo con la otra colo-

calización de grupos que aparece en este trabajo, que es el núcleo LZ/pG de

la aplicación localización G −→ LZ/pG descrita en 3.1. Este es el objetivo de

la siguiente proposición:

Proposición 4.3.1. Si G es un grupo finito de modo que TZ/pG = SZ/pG, la

Z/p-celularización de G es isomorfa al grupo fundamental de PBZ/pBG, que

normalmente se denota DZ/pG.

Demostración. Siguiendo ([152] 4.3, ver también [131]), el grupo DZ/pG está de-

finido por una extensión central D dada por

0 −→ H2(TZ/pG;Z[1/p]) −→ DZ/pG −→ TZ/pG −→ 0

que es universal entre las extensiones centrales

0 −→ B −→ E −→ TZ/pG −→ 0

tales que Hom(Z/p,B) = 0 y Ext(Z/p,B) = 0.

Ahora, estas condiciones se cumplen también para la extensión de 4.1.4

que define CWZ/pG, porque p no divide el orden de A. Por tanto, si seguimos

denotando por E ′ a esta última extensión, existe una única aplicación f :

D −→ E ′ que es la identidad sobre G. Por otro lado, el grupo H2(TZ/pG) no

tiene p-torsión, y entonces por 4.1.4 existe una sola aplicación g : E ′ −→ D
que es de nuevo la identidad sobre G. Por universalidad, E ′ ' D y el resultado

sigue.

La última proposición establece que las herramientas que hemos descrito

más arriba para calcular la Z/p-celularización de un grupo finito G son útiles

igualmente para obtener DZ/pG, que en lenguaje de teoŕıa de grupos es la ex-

tensión central universal del Z/p-radical de G con coeficientes en Z[1/p]. Ver

([152], 4.5) y especialmente [131] para un estudio detallado de las extensiones

centrales con coeficientes.

El siguiente resultado de conmutación, análogo a 3.1, aparece como una

consecuencia sencilla de la anterior proposición:
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Corolario 4.3.2. Si G es un grupo finito Z/p-celular, se tiene un isomor-

fismo

π1PBZ/pBG ' LZ/pG.

Demostración. De acuerdo con el resultado previo, el grupo fundamental de

PBZ/p es Z/p-celular, aśı que aplicando 4.1.8 obtenemos que H2(G;Z[1/p]) =

0. Esto implica que DZ/pG = G, y G coincide con su Z/p-radical porque

es Z/p-celular. Pero el Z/p-radical es necesariamente el núcleo de la Z/p-

localización de G, luego hemos concluido.

Es importante señalar que la hipótesis de que G sea Z/p-celular es esen-

cial, como se puede comprobar tomando por ejemplo G = Z/p2.

4.4. La BZ/p-celularización de BG

Una vez hemos completado la descripción de la Z/p-celularización de

grupos finitos, estamos preparados para demostrar el que es probablemente

el principal resultado de este caṕıtulo, una caracterización completa de los

grupos finitos G tales que su espacio clasificador es BZ/p-celular.

Teorema 4.4.1. Sea G un grupo finito Z/p-celular. Se tiene entonces que

BG es BZ/p-celular si y sólo si G es un p-grupo.

Demostración. Si G no es un p-grupo, Hn(G) no posee p-torsión para un

cierto n ≥ 2. Aplicando el resultado ([152], 7.3), el espacio clasificador de

este grupo no puede ser M(Z/p, 1)-celular para ningún espacio de Moore de

dimensión dos M(Z/p, 1). Pero como BZ/p es M(Z/p, 1)-celular, el resultado

1.2.3 implica que G no puede ser BZ/p-celular.

Supongamos ahora que G es un p-grupo, y utilicemos inducción sobre el

orden de G. Es trivial que BZ/p es BZ/p-celular, aśı que suponemos que la

hipótesis es cierta para todo grupo de orden estrictamente menor que pk. Sea

pues G de orden pk, y consideremos un sistema minimal de generadores de

orden p {x1, . . . , xr, y}, que existe porque el grupo es finito y Z/p-celular. De-

notemos por H el subgrupo de G generado por {x1, . . . , xr} y sus conjugados

por yj, con 0 ≤ j ≤ p − 1. Es claro que H es normal en G, luego tenemos

una extensión:

0 −→ H −→ G −→ G/H −→ 0.
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Como G/H es isomorfo a 〈y〉 = Z/p, la extensión escinde, y por tanto la

fibración asociada tiene una sección. Ahora, H está generado por elementos

de orden p (por construcción) y está estrictamente contenido en G, de modo

que por hipótesis de inducción BH es BZ/p-celular. Como BZ/p también lo

es, el resultado 1.2.3 implica ya que BG es BZ/p-celular, como queŕıamos

demostrar.

Concluimos esta sección describiendo el grupo fundamental de la BZ/p-

celularización de BG, que utilizamos para probar una condición necesaria y

suficiente de anesfericidad para dicho espacio. Recordemos que un espacio X

es anesférico si πn(X) = 0 para n ≥ 2.

Proposición 4.4.2. Sea G un grupo finito Z/p-celular. Denotamos por r al

orden de H2(G) y por s al número de homomorfismos Z/p −→ G. Entonces

el grupo fundamental π de la BZ/p-celularización de BG viene definido por

una extensión central

0 −→ H −→ π −→ G −→ 0

donde π es un p-grupo finito cuyo orden está acotado por prs.

Demostración. Consideremos de nuevo la evaluación
∨

[BZ/p,BG]∗ BZ/p −→
BG, donde el wedge está extendido a todos los elementos de [BZ/p, BG]∗,
y sea Cg la cofibra homotópica de dicha aplicación. La sucesión de Mayer-

Vietoris de esta cofibración es la siguiente

0 −→ H2(BG) −→ H2(Cg) −→
⊕

Z/p −→ Gab −→ 0,

donde el rango del p-grupo abeliano elemental
⊕
Z/p es el número de ho-

momorfismos Z/p −→ G. La cofibra Cg es simplemente conexa, de modo

que H2(Cg) = π2(Cg), y su orden está claramente acotado por prs. El grupo

fundamental π está definido, pues, por una extensión central

0 −→ A −→ π −→ SZ/pG −→ 0

donde A es el segundo grupo de homotoṕıa de la ΣBZ/p-anulación de Cg.

Utilizando el hecho de que la suspensión de Cg es simplemente conexa y la

construcción del funtor de anulación descrita en los preliminares obtenemos

que A es un cociente de π2(Cf ). La demostración concluye observando que

el Z/p-zócalo de G es Z/p-celular, y por tanto igual a G.
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Corolario 4.4.3. Sea G un grupo finito. Entonces CWBZ/pBG es anesférico

si y sólo si la Z/p-celularización de G es un p-grupo.

Demostración. Si la BZ/p-celularización de BG es homotópicamente equi-

valente a BG′ para cierto grupo finito G′, tenemos que G′ es Z/p-celular,

porque tomar grupo fundamental conmuta con coĺımites, y por tanto (4.4.1)

es un p-grupo. De acuerdo con el resultado anterior, la Z/p-celularización

de G es un cociente de G′, y por tanto es también un p-grupo. Por otro la-

do, si CWZ/pG es un p-grupo, de nuevo por 4.4.1 su espacio clasificador es

BZ/p-celular, y ahora ya basta aplicar 4.1.1 para concluir.

El problema de determinar exactamente cuántas copias de Z/p aparecen

en el núcleo de la extensión que aparece en la proposición anterior no pa-

rece nada fácil de resolver, porque dicho número depende esencialmente de

cuántas aplicaciones que partan de M(Z/p, 2) y lleguen a las sucesivas cofi-

bras que aparecen en la construcción de la ΣBZ/p-anulación de Cg pueden

ser levantadas a ΣBZ/p. Sin embargo, en el siguiente caṕıtulo veremos varios

ejemplos de grupos para los cuales es posible determinar exactamente quién

es el citado grupo fundamental.



Caṕıtulo 5

Ejemplos

En este caṕıtulo aplicaremos el teorema 3.1.6 para calcular expĺıcitamente

la BZ/p-anulación y la BZ/p-celularización de algunas familias bien conoci-

das de espacios clasificadores de grupos finitos. De hecho, estos son los pri-

meros ejemplos que conocemos de estos cálculos para espacios clasificadores

de grupos finitos no nilpotentes. Es interesante recordar también que como

PBZ/pBG = PM(Z/p,1)BG, estos cálculos pueden verse también en el contexto

de anulaciones respecto a espacios de Moore.

Los detalles omitidos sobre la estructura de estos grupos pueden encon-

trarse en [86], [149] o [168], y supondremos siempre que los primos que apare-

cen dividen al orden del grupo, porque en caso contrario el espacio clasificador

del grupo será siempre BZ/p-nulo y por tanto su BZ/p-celularización será un

punto.

5.1. Grupos diédricos

Sea Dn = {X,Y ; Xn = 1, Y 2 = 1, (XY )2 = 1} el grupo diédrico de orden

2n.

a) Anulación.

Para calcular PBZ/pBDn, distinguiremos los casos p 6= 2 y p = 2.

Supongamos en primer lugar que p es diferente de 2. Entonces |Dn| = prq,

con p y q primos entre śı. Si r = 0 no hay p-torsión, aśı que sea pues r > 0.

El Z/p-radical TZ/pG de Dn es el subgrupo generado por Xn/pr
, y es fácil

ver que este el único p-subgrupo de Sylow de Dn (en particular es normal).

Además, 〈Xn/pr〉 es isomorfo a Dn/pr , de modo que por el resultado 3.1.6

117



118 5. Ejemplos

tenemos la siguiente fibración recubridora:

∏

s 6=p

(BZ/pr)∧s −→ PBZ/pBDn −→ BDn/pr .

Como (BZ/pr)∧s es contráctil si s 6= p obtenemos que PBZ/pBDn tiene el

tipo de homotoṕıa de BDn/pr .

Analizamos a continuación el caso p = 2. Es claro por las relaciones que

definen el grupo que Y y XY pertenecen al Z/2-radical de Dn. Esto implica

que X también pertenece, y entonces TZ/2(Dn) = Dn. Por consiguiente,

PBZ/2BDn ' Z[1/2]∞BDn y hemos concluido.

b) Celularización.

Si p 6= 2, el Z/p-zócalo de Dn es el grupo ćıclico de orden p, cuyo generador

se identifica en Dn con Xn/p. Por tanto, la Z/p-celularización de Dn es Z/p,

y entonces CWBZ/pBDn = BZ/p.

Si p = 2, podemos efectuar el cambio Z = XY para obtener la pre-

sentación Dn = {X,Z; X2 = 1, Z2 = 1, (XZ)n = 1}. Esto prueba que Dn

está siempre generado por elementos de orden dos. En particular, si n = 2j

para un cierto número natural j, el grupo diédrico correspondiente es un

2-grupo, y por tanto por 4.4.1 su espacio clasificador es BZ/2-celular.

En el caso n 6= 2j, podemos asegurar que BDn no es BZ/2-celular, porque

tiene torsión en otros primos, pero podemos probar que dicho grupo es Z/2-

cellular. De hecho, vamos a dar una construcción expĺıcita de Dn, para cada

n, como un coĺımite de copias de Z/2.

Consideremos la segunda presentación vista más arriba, las presentacio-

nes usuales Z/2 = {A; A2 = 1}, Z/2 ∗ Z/2 = {B, C; B2 = 1, C2 = 1}, y

supongamos que n es impar. Entonces Dn es el coigualador de los homomor-

fismos
Z/2 −→ Z/2 ∗ Z/2

A −→ BCB . . . CB

donde B aparece (n + 1)/2 veces, y

Z/2 −→ Z/2 ∗ Z/2

A −→ CB . . . BC

donde en esta ocasión el generador C aparece (n+1)/2 veces. El caso en que

n es par es similar, con la diferencia de que ahora B aparece n/2 veces en

el primer homomorfismo, y C aparece (n/2) + 1 veces en el segundo. Como

todo coigualador es un coĺımite, hemos completado la demostración de que

los grupos diédricos son Z/2-celulares.



5.2. Grupos especiales lineales 119

5.2. Grupos especiales lineales

En este eṕıgrafe estudiaremos con detalle la familia de grupos espe-

ciales lineales SL(2, q), con q primo, y sus cocientes proyectivos PSL(2, q),

que poseen orden q(q2 − 1) y q(q2 − 1)/2 respectivamente. Recuérdese que

SL(2, 2) = PSL(2, 2) = D6 (caso ya estudiado anteriormente) y que si q ≥ 3,

la aplicación cociente induce una extensión

0 −→ Z/2 −→ SL(2, q) −→ PSL(2, q) −→ O,

en la cual el núcleo está generado por la matriz M = −Id. Los grupos

PSL(2, q) son simples si q > 3, aśı que habitualmente deberemos distinguir

el caso del grupo tetraedral PSL(2, 3).

a) Anulación.

Consideremos la presentación del grupo tetraedral PSL(2, 3) dada por

{X, Y ; X3 = 1, Y 3 = 1, (XY )2 = 1}. El único subgrupo normal de PSL(2, 3)

que no es trivial es H = {1, XY, Y X, XY 2X}, que es isomorfo al grupo de

Klein Z/2 × Z/2, y es sencillo ver que éste es precisamente el Z/2-radical

de PSL(2, 3). La extensión asociada da lugar a una fibración de espacios

clasificadores

BZ/2× BZ/2 −→ BPSL(2, 3) −→ BZ/3.

Como la fibra es BZ/2-aćıclica, tenemos una equivalencia PBZ/2BPSL(2, 3) '
BZ/3. Para p = 3, PSL(2, 3) está generado por elementos de orden tres,

aśı que es igual a su Z/3-radical, y por tanto PBZ/3BPSL(2, 3) ' BPSL(2, 3)∧2 .

Si q ≥ 5, entonces TZ/pPSL(2, q) = PSL(2, q) para todo primo p que divida

al orden de PSL(2, q), porque el grupo es simple. Aśı, por 3.1.6, la BZ/p-

anulación de BPSL(2, q) tiene el tipo de homotoṕıa de la Z[1/p]-compleción

de BPSL(2, q). Si consideramos ahora el caso no proyectivo, tenemos siempre

la fibración

BZ/2 −→ BSL(2, q) −→ BPSL(2, q).

Como la base es BZ/2-nula, se tiene PBZ/2BPSL(2, q) ' PBZ/2BSL(2, q), que

es de nuevo simplemente conexo excepto para el caso patológico q = 3. Si

p 6= 2 y divide al orden de PSL(2, q), como este grupo está generado por

las transvecciones de orden p ([149],3.2.10) tenemos de nuevo que la BZ/p-

anulación de su espacio clasificador es homotópicamente equivalente a su

Z[1/p]-compleción.
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b) Celularización.

Consideramos de nuevo inicialmente el caso q = 3 correspondiente al

grupo tetraedral.

Si p = 2, hemos dicho que el Z/2-radical es el grupo de Klein Z/2×Z/2,

que es igual a su Z/2-zócalo, porque está generado por elementos de orden

dos. Como Z/2 × Z/2 es de hecho un 2-grupo, se deduce la equivalencia

CWBZ/2BPSL(2, 3) ' BZ/2×BZ/2. Por otra parte, como CWZ/2SL(2, 3) es

isomorfo a Z/2, tenemos que CWBZ/2BSL(2, 3) = BZ/2.

Para el caso p = 3, recordemos que PSL(2, 3) está generado por las trans-

vecciones de orden tres, aśı que es igual a su Z/3-zócalo. Es bien sabido

que el multiplicador de Schur H2(PSL(2, 3)) es Z/2, y entonces, de acuerdo

con 4.1.4 y 4.1.7, la Z/3-celularización de PSL(2, 3) está definida por una

extensión central

0 −→ Z/2 −→ CWZ/3PSL(2, 3) −→ PSL(2, q) −→ 0.

Esta extensión no es trivial (por 4.2.3), y se sabe que la única extensión

central no trivial de PSL(2, 3) por Z/2 es SL(2, 3). Aśı, obtenemos que la

Z/3-celularización de PSL(2, 3) es SL(2, 3) y, en particular, este último grupo

es Z/3-celular, porque la celularización es un funtor idempotente.

Si q ≥ 5, el grupo PSL(2, q) es perfecto, y su extensión central universal

es precisamente

0 −→ Z/2 −→ SL(2, q) −→ PSL(2, q) −→ 0.

Por tanto, el multiplicador de Schur de PSL(2, q) es Z/2, y por 4.1.7 este

grupo es Z/2-celular. Además, SL(2, q) es el grupo recubridor universal de

śı mismo, y en particular H2(SL(2, q)) = 0, de modo que el corolario 4.2.2

implica que es Z/2-celular. Para p impar, el mismo corolario demuestra que si

p divide al orden de PSL(2, 3), la Z/p-celularización de PSL(2, q) es SL(2, q)

y este último grupo es Z/p-celular.

Para concluir, observamos que ni SL(2, q) ni PSL(2, q) son p-grupos para

primos p ≥ 2 y q > 2; por lo tanto, sus espacios clasificadores no pueden ser

BZ/p-celulares. Es interesante apuntar también que BSL(2, q) no puede ser

la BZ/p-celularización de BPSL(2, q), ni siquiera en el caso p impar, en el

que ya sabemos que SL(2, q) es la Z/p-celularización de PSL(2, q).
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5.3. Grupos simétricos y alternados

En esta sección nos ocuparemos de los grupos de permutaciones Sn y los

grupos alternados An, los subgrupos de permutaciones de signatura par de

Sn.

a) Anulación.

El grupo simétrico de n-letras (n ≥ 2) admite la siguiente presentación:

Sn = {X1, . . . , Xn−1; X
i = 1, XiXi+1Xi = Xi+1XiXi+1, XiXi+jXi = Xi+j for j ≥ 2}.

Esto muestra que el grupo Sn está generado por elementos de orden dos, y en

particular es igual a su Z/2-radical. Por tanto, su BZ/2-anulación tiene el tipo

de homotoṕıa de su Z[1/2]-compleción. Si p es impar, podemos considerar la

fibración definida por la inclusión del correspondiente grupo alternado:

BAn −→ BSn −→ BZ/2.

Como la base es BZ/p-nula para p impar, la fibración es preservada por la

BZ/p-anulación. Si n = 3, A3 = Z/3, y entonces PBZ/3BS3 ' BZ/2. En el

caso n ≥ 4, An está siempre generado por elementos de orden p: si n = 4,

se sabe que A4 = PSL(2, 3), que ya hemos visto que está generado por las

3-transvecciones; si n > 4, An es simple y entonces el Z/p-radical, que es

normal, es todo el grupo. Aśı, todas estas consideraciones demuestran que

para n ≥ 4 y p impar, PBZ/pBAn tiene el tipo de homotoṕıa de Z[1/p]∞BAn.

En particular, la fibración que define la BZ/p-anulación de BSn toma la

forma

Z[1/p]∞BAn −→ PBZ/pBSn −→ BZ/2

y vuelve a ser una fibración recubridora, porque Z[1/p]∞BAn es simplemente

conexo.

Los argumentos anteriores también prueban que PBZ/2BAn ' Z[1/2]∞BAn

si n ≥ 5. Si n = 4, hemos visto que el grupo alternado es isomorfo al grupo

tetraedral, y este caso ya ha sido estudiado.

b) Celularización.

En ([152], 7.5) Rodŕıguez-Scherer construyen de forma efectiva Sn como

coĺımite de copias de Z/2, aśı que Sn es Z/2-celular. Si p es impar, toda

permutación de orden p es par, y esto significa que el Z/p-zócalo de Sn
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es un subgrupo de An, que es normal porque el zócalo siempre es un sub-

grupo caracteŕıstico; esto ya demuestra que SZ/pSn = An, y en particular

CWZ/3S4 = CWZ/3A4 = SL(2, 3). Ahora fijamos nuestra atención de nuevo

en los grupos alternados An con n ≥ 5. Se sabe ([9], 33.15) que el multipli-

cador de Schur de An es Z/2 para todo n 6= 6, 7, y H2(A6) = H2(A7) = Z/6.

Por tanto, si p ≥ 5, el resultado 4.2.2 implica que la Z/p-celularización de An

es en este caso isomorfa a la extensión central universal de An. Si p = 3, de

acuerdo con 4.2.3 la Z/3-celularización viene dada por la única extensión no

trivial de An por Z/2 y si p = 2, An es Z/2-celular para cada n diferente de

6 o 7; en este último caso patológico, 4.2.1 implica que la Z/2-celularización

de An para n = 6, 7 es la extensión de An por Z/3 inducida por la extensión

central universal correspondiente.

Como los órdenes de Sn y An son respectivamente n! y n!/2, estos grupos

no son nunca p-grupos para n ≥ 2, y por tanto sus espacios clasificadores no

pueden ser BZ/p-celulares.

5.4. p-grupos

Nos gustaŕıa concluir describiendo el efecto de la BZ/p-celularización so-

bre los espacios clasificadores de tres familias de p-grupos, concretamente los

grupos cuaterniónicos, semidiédricos y los grupos Mm(p).

Consideremos el grupo cuaterniónico Qm+1 = {H, K; H2m−1
= K2 =

1, HK = KH−1}, con m ≥ 3. Este grupo tiene orden 2m+1, y el Z/2-

zócalo es el centro, que es el subgrupo generado por H2m−1
. Este subgrupo

es isomorfo a Z/2, y por tanto CWBZ/2BQm ' BZ/2 para todo m.

Sea ahora el grupo semidiédrico de orden 2m, que admite una presentación

SDm = {X,Y ; X2m−1
= Y 2 = 1, Y XY −1 = X−1+2m−2}. El Z/2-zócalo

de SDm está generado por X2m−2
e Y , y es isomorfo a D2m−2 . Por tanto,

CWBZ/2BSDm tiene el tipo de homotoṕıa de BD2m−2 .

Finalmente, si p = 2 y m > 3, se define el grupo Mm(p) = {X,Y ; Xpm−1
=

Y p = 1, Y XY −1 = X1+pm−2}. El Z/p-zócalo de Mm(p) está generado por

Xpm−2
e Y y es isomorfo a Z/p×Z/p. Por consiguiente, la BZ/p-celularización

de BMm(p) es BZ/p× BZ/p.

Estos últimos cálculos han sido muy sencillos, pero nos dan una expresión

expĺıcita de la BZ/p-celularización de una clase muy amplia de grupos, entre

los que podemos citar las siguientes familias:
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Los p-grupos de orden pm que contienen un subgrupo ćıclico de orden

pm−1.

Los p-grupos sin subgrupos normales abelianos ćıclicos.

Los grupos de orden p3.

La demostración de estas últimas afirmaciones subyace en resultados de

clasificación que pueden encontrarse, por ejemplo, en ([86], 5.4).
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Caṕıtulo 6

La aplicación natural

BG −→ BFG

Sea G un grupo discreto, F una familia de subgrupos de G que es cerrada

por conjugación y subgrupos. Como primer paso en nuestra descripción de la

relación estre los espacios clasificadores clásico y propio, estudiamos una apli-

cación canónica que siempre relaciona dichos espacios, expresamos su fibra

homotópica como la extensión homotópica de Kan a izquierda de un cierto

funtor, y dilucidamos hasta qué punto dicha fibra depende de los espacios

clasificadores de los subgrupos de G que pertenecen a F . Aśı, conseguimos en

cierto modo “fracturar” la estructura homotópica de BG en dos partes: una

correspondiente a la torsión, que se concentra en la fibra homotópica y que,

como hemos dicho, somos capaces de describir con precisión, y otra “libre”,

representada por el espacio clasificador para G-fibrados propios.

6.1. La aplicación BG −→ BFG

Consideramos pues modelos simpliciales de EG y EFG, que continuaremos

llamando de este modo. Ambos son G-espacios, aśı que podemos realizar la

construcción de Borel EG ×G EFG con la estructura simplicial inducida.

Ahora, sea p1 la proyección

EG×G EFG
p1−→ EG/G ' BG.

La acción de G sobre EG es libre, de modo que la aplicación inducida a

nivel de realizaciones es una fibración, y su fibra EFG es contráctil. Por tanto,
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p1 es una equivalencia débil (en el sentido de [84], pág. 60), y EG×G EFG es

un modelo para BG.

Consideremos ahora la proyección sobre la segunda componente:

EG×G EFG
p2−→ EFG/G ' BFG.

Ya hemos visto que EG ×G EFG y EFG/G ' BFG son modelos para BG

y BFG respectivamente, y esto posibilita que podamos pensar p2 como una

aplicación simplicial BG −→ BFG, que llamaremos f de ahora en adelante.

Tomando subdivisiones si fuera necesario, podemos utilizar los resultados de

([143], caṕıtulo 4) y asumir que EFG y su espacio cociente EFG/G poseen

estructura de complejo simplicial; aśı en adelante denotaremos de la misma

forma a estos complejos y a su realización geométrica en la categoŕıa de

espacios topológicos.

La acción de G sobre EFG no es libre, aśı que la aplicación |f | no es

una fibración en general. Si x ∈ BFG, existe un único śımplice σ tal que x

pertenece al interior de σ, y la definición de la aplicación implica que |f |−1(x)

tiene el tipo de homotoṕıa de |EG|×G G/Hσ, siendo Hσ el grupo de isotroṕıa

de la antiimagen por f del baricentro de σ. Por simplicidad, en lo que sigue

llamaremos a este grupo “el grupo de isotroṕıa de σ”.

Ahora, EG ×G G/Hσ es un modelo simplicial para BHσ, y por tanto

todas las fibras de la aplicación |f | tienen el tipo de homotoṕıa de espacios

clasificadores de grupos de F . La cuestión de determinar precisamente hasta

qué punto la fibra homotópica de f depende de estos espacios clasificadores

motivó originalmente nuestro trabajo, y dedicamos el resto de este caṕıtulo

a contestarla. El primer paso será encontrar un modelo apropiado para la

imagen inversa de cada śımplice de x ∈ BFG.

Sea σ un n-śımplice de BFG. Recordemos que la categoŕıa de śımplices

de σ es la categoŕıa Γ(σ) cuyos objetos son las caras de σ y cuyos morfismos

son las aplicaciones cara. Definimos un funtor

F : Γ(σ)op −→ sSpaces

que env́ıa cada śımplice τ en EG×G G/Hτ y cada aplicación cara τ ≤ τ ′ en

la aplicación

EG×G G/Hτ ′ −→ EG×G G/Hτ

inducida por la inclusión Hτ ′ ⊆ Hτ . Obsérvese que la realización de esta

última es homotópicamente equivalente a la aplicación entre espacios clasifi-
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cadores

BHτ ′
Bi−→ BHτ ,

siendo i la inclusión de grupos. El funtor F determina la antiimagen de cada

śımplice de BFG del siguiente modo:

Lema 6.1.1. Con la notación del párrafo previo, |f |−1(σ) ' |hocolimΓ(σ)opF |.

Demostración. Si x es un punto de f−1(σ), se tiene que x ∈ |EG|×G (int τ×
G/Hτ ) para un único śımplice τ ≤ σ. Utilizando esto no es dif́ıcil ver que

|f |−1(σ) '
⋃
τ≤σ

EG×G (τ ×G/Hτ )/ ∼

donde la relación de equivalencia denotada por ∼ se define del siguiente

modo: si τ ≤ τ ′, τ ′′, se tiene que (x, τ ′, g1Hτ ′) ∼ (x, τ ′′, g2Hτ ′′) si y sólo si

p′([g1Hτ ′ ]) = p′′([g2Hτ ′′ ]), donde p′ y p′′ son las correspondientes proyecciones

p′ : G/Hτ ′ −→ G/Hτ y p′′ : G/Hτ ′′ −→ G/Hτ . Obsérvese que esta relación de

equivalencia refleja la estructura simplicial de f−1(σ) (como subconjunto sim-

plicial de BG) tomando en cuenta la relaciones entre caras en BFG y los gru-

pos de isotroṕıa de los śımplices. Además, si τ es un śımplice de BFG, tenemos

una equivalencia de homotoṕıa |EG|×G (τ ×G/Hτ ) ' τ ×BHτ ' ∆n×BHτ

relativa a τ , porque la acción es propia y por consiguiente intercambia los

śımplices.

Por otro lado, recordemos que por definición de coĺımite homotópico, para

cada cadena de śımplices (caras de σ, en este caso) τ1 ≤ . . . ≤ τn aparece en

el coĺımite homotópico una copia de ∆n×F (τ1), que es del tipo de homotoṕıa

(relativamente a ∆n) de ∆n × BHτ1 . Ahora, de acuerdo con ([76], 4.15), la

identificación

∂∆n × BHτ2 −→ ∆n−1 × BHτ1

viene dada por la aplicación que la inclusión Hτ2 ≤ Hτ1 induce a nivel de

espacios clasificadores. Pero estas son precisamente las relaciones que definen

la estructura simplicial del espacio cociente por la relación de equivalencia

anterior, y esto significa que |f |−1(σ) y la realización de hocolimΓ(σ)opF tienen

el mismo tipo de homotoṕıa.

Si extendemos el funtor F a la categoŕıa de śımplices de BFG, obtenemos

la siguiente descomposición de BG:



128 6. La aplicación natural BG −→ BFG

Proposición 6.1.2. En las condiciones anteriores, existe una equivalencia

débil

BG ' hocolimΓBFGopF.

Demostración. Se prueba exactamente del mismo modo que el lema anterior.

Dejamos los detalles al lector.

6.2. La extensión homotópica de Kan y la lo-

calización de Gabriel-Zisman

Para realizar la descomposición deseada de la fibra homotópica de |f |, ne-

cesitaremos algunas herramientas de teoŕıa de categoŕıas, como la extensión

homotópica de Kan a izquierda de un funtor y la localización de Gabriel-

Zisman. A continuación recordaremos brevemente sus definiciones.

En lo que sigue C y D serán categoŕıas topológicas pequeñas. Sea un

funtor F : C → D. Si d es un objeto de D, definimos la overcategory F ↓ d

como la categoŕıa cuyos objetos son los pares (c, φ) tales que c es un objeto

de C y φ : F (c) → d es un morfismo en D. Un morfismo entre dos pares

(c, φ) y (c′, φ′) vendrá dado por una aplicación ψ : c → c′ en C tal que

φ(F (c)) = φ′ ◦ F (ψ)(c′). Del mismo modo, se define la undercategory d ↓ F

como la categoŕıa cuyos objetos son los pares (c, φ), donde c es de nuevo

un objeto de C y ahora φ es un morfismo φ : d → F (c), y cuyos morfismos

ψ : (c, φ) → (c′, φ′) son las aplicaciones ψ′ : c → c′ tales que F (ψ′) ◦ φ = φ′.
Cuando F ↓ d sea contráctil para cada objeto d en D diremos que F es

cofinal a izquierda, y cuando lo sea d ↓ F diremos que F es cofinal a derecha.

Nota 6.2.1. La overcategory y undercategory sobre un funtor son casos parti-

culares de “categoŕıas coma”. Un estudio completo de las categoŕıas coma en

el marco más general de la teoŕıa de categoŕıas puede encontrarse en ([118],

II.6).

Sea F : C → D un funtor. En su trabajo ([159]) sobre espacios clasifica-

dores de categoŕıas, Segal probó la existencia de un funtor inducido

LF : Fun(C,Spaces) −→ Fun(D,Spaces)
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cuyo valor sobre cada X : C → Spaces viene dado por una equivalencia

LF (X)(d) ' hocolimF↓dX ◦ p, donde p es el funtor proyección p : F ↓ d → C.

Al funtor LF (X) se le llama la extensión homotópica de Kan a izquierda de

X a lo largo de F . Lógicamente, este funtor es la generalización al contexto

homotópico del concepto categórico clásico de extensión de Kan, que puede

encontrarse por ejemplo en [118].

La importancia de esta construcción proviene del siguiente resultado:

Teorema 6.2.2 (Teorema del pushdown homotópico). Si F : C → D
y X : C → Spaces son funtores, entonces existe una equivalencia:

hocolimDLF (X) ' hocolimCX.

Demostración. La prueba se lleva a cabo haciendo uso de la descripción de

la extensión homotópica de Kan a izquierda como el espacio clasificador de

una cierta categoŕıa. Ver ([91],5.5).

Para concluir esta sección, recordamos la definición clásica de categoŕıa

de fracciones asociada a una categoŕıa C. Este concepto apareció a finales de

los 60 en el trabajo ([82]), en el cual Gabriel-Zisman proporcionan una cons-

trucción de la categoŕıa homotópica de conjuntos semisimpliciales utilizando

esencialmente métodos categóricos. Nótese la semejanza de la definición con

los conceptos de localización homotópica que hemos recordado en los preli-

minares.

Teorema 6.2.3. Si C es una categoŕıa, existe otra categoŕıa L(C) y un funtor

C −→ L(C) tales que las siguientes condiciones se cumplen:

L invierte los morfismos de C.
Si F : C −→ D es otro funtor que invierte los morfismos de C, existe

un funtor F ′ : L(C) −→ D, que es único, tal que F ′ ◦ L = F.

A L(C) se la denomina la categoŕıa de fracciones de C o simplemente la

localización de C.
Demostración. Ver ([82], caṕıtulo 1).

En el problema en el que estamos interesados, ΓBFGop desempeñará el

papel de C, y D será la localización de ΓBFGop.
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6.3. Descomposición de la fibra homotópica

Ya hemos desarrollado todos los ingredientes que necesitábamos, y pode-

mos dar nuestra descomposición, que está basada en el concepto de “balance

homotópico”, definido por Dror-Farjoun (ver [69], caṕıtulo 9) dentro de su

estudio de las desigualdades celulares (que ya comentamos en los prelimina-

res).

Consideremos la aplicación BG → BFG definida más arriba. De acuerdo

con 6.1.2, tenemos que hocolimΓBFGopF es un modelo simplicial para BG,

donde F es el funtor

F : ΓBFGop −→ Spaces

ya descrito. Ahora, si L el funtor de localización que acabamos de describir,

podemos considerar la extensión homotópica de Kan a izquierda LL(F ). El

teorema de pushdown homotópico 6.2.2 implica que se tiene una equivalencia

hocolimL(ΓBFGop)LL(F ) ' hocolimΓBFGopF.

Aśı, uniendo todos estos datos obtenemos una cadena de aplicaciones

hocolimL(ΓBFGop)LL(F ) ' hocolimΓBFGopF ' BG
f→ BFG.

Pero si σ es un n-śımplice en BFG, es claro que su imagen inversa (en el

sentido preciso descrito más arriba) por esa cadena de aplicaciones es LLF (σ),

de modo que podemos establecer lo siguiente:

Teorema 6.3.1. Si |f | : |BG| → BFG es la realización de la aplicación

anterior, existe una equivalencia homotópica

Fib|f | ' |LLF (σ)|

para todo śımplice σ de BFG. Aqúı Fib|f | designa la fibra homotópica de |f |.

Demostración. Es suficiente comprobar que el tipo de homotoṕıa de la reali-

zación de LLF (σ) no depende del śımplice σ de BFG. Sabemos, por la cons-

trucción de la extensión de Kan, que LLF (σ) = hocolimL↓σ(F ◦ p), donde

p es el funtor proyección p : L ↓ σ → C. Aśı, si σ y σ′ son dos śımpli-

ces diferentes de BFG, será suficiente ver que las overcategories L ↓ σ y

L ↓ σ′ son equivalentes. Para demostrar esto, sea g : σ → σ′ un morfismo
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en L(ΓBFGop), que siempre existe porque BFG es conexo. Se tiene que g

induce una transformación natural

Tg : L ↓ σ −→ L ↓ σ′

que env́ıa cada objeto (τ, φ) de L ↓ σ a (τ, g ◦ φ) ∈ L ↓ σ′ y los morfismos a

sus imágenes obvias. Pero el morfismo g es invertible (porque es un morfismo

en la categoŕıa localizada) y claramente las transformaciones naturales Tg

y Tg−1 son inversas una de otra. En otras palabras, las dos categoŕıas son

equivalentes, y los correspondientes coĺımites homotópicos poseen el mismo

tipo de homotoṕıa, como queŕıamos ver.

Nota 6.3.2. Es de hecho posible demostrar que las dos overcategories que

aparecen en la prueba del teorema anterior son contráctiles. Daremos esta

prueba en el apéndice, porque pensamos que esta cuestión puede tener interés

independiente.

Corolario 6.3.3. La fibra homotópica Fib|f | posee el tipo de homotoṕıa de

hocolimL↓σ(F ◦ p), y en particular es un coĺımite homotópico de espacios

clasificadores de grupos de F sobre una categoŕıa contráctil.

Demostración. Es consecuencia de A.0.1 y de la definición de extensión ho-

motópica de Kan que hemos visto en la sección anterior.

En particular si G es tal que BFG es contráctil, hocolimL↓σ(F ◦p) da una

descomposición homotópica en el sentido de Dwyer ([73]) de BG.
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Caṕıtulo 7

El tipo de homotoṕıa de BG

En el caṕıtulo anterior describimos con precisión en qué sentido (más o

menos restringido) puede construirse la fibra homotópica de |f | utilizando

como piezas espacios clasificadores de grupos de la familia F . Este hecho

nos hizo intuir que la aplicación |f | pod́ıa codificar una manera funtorial

de pasar del espacio clasificador de G al espacio clasificador para G-fibrados

propios, y lo que es más importante, que se podŕıa obtener valiosa informa-

ción sobre el segundo a partir de la estructura homotópica del primero. Más

concretamente, estábamos buscando un funtor F que cumpliera las siguientes

condiciones:

1. Que F “matara” a la fibra homotópica de |f |.

2. Que F (|f |) fuera una equivalencia débil.

3. Que F (BG) ' BG.

Las dos primeras condiciones daban la impresión de que F deb́ıa ser un

funtor de localización en el sentido de Dror-Farjoun, y de hecho, el funtor

que hemos encontrado es la anulación con respecto a un cierto espacio A.

Desde ahora en adelante (y a menos que haya mención expĺıcita en contra)

particularizaremos para el caso en que F es la familia de todos los subgrupos

finitos de G, aunque una gran parte de los resultados obtenidos siguen siendo

válidos para cualquier subfamilia de F cerrada por conjugación y subgrupos.
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7.1. El teorema principal

En esta sección probaremos el que es probablemente el resultado más

destacado de esta Memoria, y sin duda el eje alrededor del cual gira la segunda

parte de la misma. En cada una de las dos pruebas que ofrecemos puede

apreciarse con claridad la manera en que el funtor de anulación aprovecha

las propiedades geométricas de BG (en particular las condiciones de finitud)

para arrojar luz de modo natural sobre su estructura homotópica. De hecho,

ésta es a grandes rasgos la filosof́ıa del estudio que se lleva a cabo en este

trabajo del espacio clasificador para G-fibrados propios, aunque también es

importante destacar que el puente establecido entre teoŕıa de homotoṕıa y

acciones propias puede recorrerse en sentido inverso. Las ventajas de este

último planteamiento se aprecian, en particular, en el último caṕıtulo.

Comenzamos con una sencilla y a la vez importante consecuencia de 3.1.6,

que es a su vez una generalización de un resultado que aparece en ([35], pág.

18)

Consideramos el conjunto de todos los números primos {p1, p2, p3 . . .} con

el orden habitual, y sea X un espacio. En el resto de la Memoria denotaremos

por Wn al espacio BZ/p1 ∨ . . . ∨ BZ/pn, y por W al wedge
∨

BZ/p exten-

dido sobre todos los números primos. El siguiente lema ofrece una razón

fundamental de que la W -anulación es el funtor que necesitamos.

Lema 7.1.1. Si G es un grupo finito, se tiene que PW BG es contráctil.

Demostración. Un punto es siempre nulo, aśı que sólo tenemos que demostrar

que map∗(PW BG,X) es contráctil para todo espacio W -nulo X. Los espacios

W -nulos son, en particular, Wn-nulos para todo natural n; por consiguiente,

map∗(PW BG,X) ' map∗(BG,X) ' map∗(PWnBG,X)

para todo n. Ahora, supongamos que |G| = pn1
j1

pn2
j2

. . . pnm
jm

, con j1 < . . . < jm.

El resultado 3.1.6 implica que PWk
BG es contráctil para todo k ≥ jm, y esto

a su vez ya implica que

map∗(PW BG,X) ' map∗(PWnBG,X) ' ∗
como queŕıamos ver.

Ahora supongamos que G es un grupo discreto tal que existe un modelo

de dimensión finita o finitamente dominado para BG. Ya podemos establecer

el teorema principal:
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Teorema 7.1.2. Con la notación anterior, se tiene que BG tiene el tipo de

homotoṕıa de PW BG.

Demostración. Consideremos el modelo simplicial de EG dado en 2.2.7 como

el nervio de la construcción de Grothendieck de un cierto funtor

R : OFG −→ Cat

ya descrito alĺı. Si tenemos en cuenta la acción de G sobre Gr R v́ıa funtores,

el nervio de la categoŕıa cociente (Gr R)/G es por definición un modelo sim-

plicial para BG. No es dif́ıcil ver que los objetos de (Gr R)/G son los espacios

homogéneos G/H, con H < G finito, y los morfismos son las aplicaciones G-

equivariantes, aśı que esta categoŕıa cociente se identifica de modo natural

con la categoŕıa de órbitas OFG, y en particular N(OFG) es un modelo para

BG.

Sabemos que EG×GEG es un modelo para BG, y usando 2.2.6 obtenemos

EG×G EG ' EG×G (hocolimOFGR) ' hocolimOFG(EG×G R(−)),

donde la última equivalencia es una simple aplicación de ([76], 6.5). Ahora,

si aplicamos el funtor de anulación PW a la realización de la anterior cadena

de equivalencias, obtenemos una equivalencia débil

PW BG ' PW |hocolimOFG(EG×G R(−))|,
y lo último es equivalente, por ([69], 1.H.1), a

PW |hocolimOFGPW (EG×G R(−))|.
Obsérvese que los espacios que aparecen en la imagen del funtor

EG×G N(R(−)) : OFG −→ Spaces

tienen, después de realizar, el tipo de homotoṕıa de espacios clasificadores

de subgrupos finitos de G. Por tanto, si aplicamos la anterior proposición,

tendremos que PW ◦ (EG ×G R(−)) es equivalente al funtor constante, y

entonces

PW BG ' PW |hocolimOFG ∗ | ' PW |N(OFG)| ' PW (BG).

Ahora, por la solución de Miller a la conjetura de Sullivan ([127], 9.9), sa-

bemos que el espacio map∗(W, BG) es contráctil, y por consiguiente BG es

W -nulo. Esto significa que PW BG es homotópicamente equivalente a BG, y

hemos terminado.
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Otra posible demostración del teorema es como sigue: como la fibra de

la aplicación natural BG −→ BG se descompone (ver corolario 6.3.3) como

Fib|f | ' hocolim L↓σ(F ◦ p), no es dif́ıcil probar que es W -aćıclica, ya que

los valores de F ◦ p tienen el tipo de homotoṕıa de espacios clasificadores de

subgrupos finitos de G y L ↓ σ es contráctil (A.0.1). Aśı, basta aplicar ahora

el resultado 1.1.6 a la aplicación |f | para obtener el resultado deseado.

Corolario 7.1.3. Si G es un grupo discreto, los espacios clasificadores BG

y BG son W -periódicamente equivalentes, y la realización de la aplicación

f que fue descrita en el caṕıtulo anterior es, de hecho, homotópica a la W -

anulación si G admite un modelo finito-dimensional o finitamente dominado

para BG.

Demostración. El hecho de que BG y BG son W -periódicamente equivalentes

está impĺıcito en la demostración del teorema anterior. En cuanto al segundo

enunciado, si tenemos la fibración

Fib|f | −→ BG
|f |−→ BG

la base es W -nula, y por el teorema 1.1.6 la fibración se preserva por W -

anulación. Ahora el resultado es una consecuencia sencilla de ([42], 14.2).

Nota 7.1.4. Las demostraciones anteriores prueban, en particular, que si F es

una familia de subgrupos finitos de G cerrada por conjugación y subgrupos,

y PA es un funtor de anulación que trivializa los espacios clasificadores de los

elementos de F , se tiene que BG es A-equivalente a BFG. De hecho, todas la

propiedades del espacio clasificador para G-fibrados propios que se prueban

en la siguiente sección se extienden, mutatis mutandis y con demostraciones

análogas, a propiedades del espacio clasificador para cualquier familia F .

Para nosotros será también interesante el caso en que F sea la familia de

p-grupos finitos de G y A sea el espacio clasificador de Z/p.

Concluimos esta sección mostrando por medio de un ejemplo que la con-

dición de que G sea discreto es esencial en el teorema 7.1.2.

Ejemplo 7.1.5. Consideremos la sucesión exacta de grupos abelianos

0 −→ Q/Z −→ R/Z −→ R/Q −→ 0,

y la correspondiente fibración de espacios clasificadores

B(Q/Z) −→ B(R/Z) −→ B(R/Q).
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Se sabe que Q/Z es isomorfo a la suma directa de copias de grupos de Prüfer⊕
Zp∞ , donde p recorre todos los primos, que R/Z es isomorfo a S1 y que

R/Q es libre de torsión. Aśı, se tiene que B(Q/Z) es W -aćıclico, y B(R/Q)

es W -nulo; por tanto (1.1.6) la fibración se preserva por W -anulación, y se

obtiene que PW BS1 ' B(R/Q). Sin embargo, como S1 es compacto, un

modelo para BS1 es un punto, y por tanto PW BS1 6= BS1.

Nótese por otra parte que, por la sucesión exacta de la fibración

Q −→ R −→ R/Q,

se tiene que π2(B(R/Q)) = π2(BS1) ⊗ Q = Z ⊗ Q ' Q, y πn(B(R/Q)) =

πn(BS1) = 0 si n 6= 2. Estas igualdades, junto con el hecho de que pa-

ra un grupo de Lie compacto y conexo se tiene ([72]) que PBZ/pBG '
H(BG,Z[1/p]) , y la razón “filosófica” de que la estructura racional de

BG debe sobrevivir después de que la W -anulación aniquile la estructura

p-primaria, hacen pensar que en el caso en que G es un grupo de Lie com-

pacto la W -anulación de su espacio clasificador puede ser equivalente a su

racionalización. Intentaremos probar esta conjetura en un trabajo posterior.

7.2. El tipo de homotoṕıa de BG

En este eṕıgrafe vamos a probar varias consecuencias que sobre el tipo

de homotoṕıa de BG tiene el teorema principal 7.1.2. Esencialmente, la idea

es utilizar las propiedades de los funtores de anulación que aparecen en los

preliminares, para describir el antedicho espacio clasificador para G-fibrados

propios. Supondremos hasta el final del caṕıtulo que los grupos que aparecen

cumplen las condiciones de finitud bajo las cuales se verifica el teorema men-

cionado (esta asunción será una constante durante el resto de la Memoria).

Comenzamos analizando el comportamiento del funtor B respecto a pro-

ductos.

Proposición 7.2.1. Sean G1 y G2 dos grupos discretos. Se tiene:

Un modelo para B(G1 ×G2) viene dado por BG1 × BG2.

El wedge BG1 ∨ BG2 es un modelo para B(G1∗G2).

Demostración. Es conocido que B(G1 × G2) ' BG1 × BG2. Utilizando el

hecho de que BG1 × BG2 es W -nulo (debido a la finitud) y la propiedad de

preservación de productos de la W -anulación (ver 1.1.3), se obtiene que:
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B(G1 ×G2) ' PW (B(G1 ×G2)) ' PW (BG1)×PW (BG2) ' BG1 × BG2.

La demostración del segundo resultado es similar, teniendo en cuenta el he-

cho de que B(G1∗G2) ' BG1 ∨ BG2 y que como el wedge es un coĺımite

homotópico (punteado), se puede aplicar la propiedad correspondiente de

1.1.3.

Recuérdese que el primero de los dos enunciados anteriores se demostró en

2.2 por métodos más geométricos. Por otra parte, el segundo de ellos puede

ser generalizado a otros coĺımites más generales, como telescopios y ciertos

pushouts.

Proposición 7.2.2. Sea {Gi}i∈N una familia de grupos discretos.

Si tenemos el pushout de grupos

G1
α //

β
��

G2

��

G3
// G

de modo que α y β son inyectivas, se tiene que el pushout del diagrama

inducido es un modelo para BG.

Si G1 −→ G2 −→ G3 −→ . . . es un telescopio de monomorfismos de

grupos tal que su coĺımite G cumple las condiciones de finitud de 7.1.2,

se tiene que el coĺımite del telescopio inducido por B es un modelo para

BG.

Demostración. Para probar el primer enunciado, recordemos que por el teo-

rema de Whitehead ([32], II.7.3) el pushout de los espacios clasificadores

(clásicos) es el espacio clasificador de los pushouts. Como las inclusiones

BG1 ↪→ BG2 y BG1 ↪→ BG3 pueden tomarse cofibraciones, BG tiene el tipo

de homotoṕıa del pushout homotópico. Si aplicamos el funtor PW al dia-

grama, el resultado se deduce de 7.1.2 y 1.1.6 y del hecho de que existe un

modelo con condiciones de finitud del pushout homotópico del diagrama in-

ducido BG2 ←− BG1 −→ BG3. El segundo enunciado se prueba de forma

análoga utilizando la relación entre los funtores de localización y coĺımites

(ver 1.1.3) y el hecho de que el coĺımite de un telescopio de cofibraciones es

siempre del tipo de homotoṕıa del coĺımite homotópico.
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Como consecuencia de que el teorema de Whitehead no es válido si las

aplicaciones que aparecen en el diagrama no son inyectivas, no existe un re-

sultado análogo al primer enunciado de la proposición anterior para pushouts

en general, y por tanto tampoco para coĺımites homotópicos cualesquiera.

Recordemos que en ([108], proposición 3) se identifica para un grupo

discreto cualquiera G el grupo fundamental de BG como el cociente de G

por el subgrupo (normal) que genera la torsión. Utilizando el teorema 7.1.2,

podemos identificar en ciertos casos el recubridor universal de BG.

Proposición 7.2.3. Sea G un grupo discreto que cumpla las condiciones de

finitud de 7.1.2, de modo que el subgrupo T < G generado por los elemen-

tos de torsión sea tal que G/T sea libre de torsión. Entonces el recubridor

universal de BG tiene el tipo de homotoṕıa de la W -anulación de BT .

Demostración. Sabemos que el grupo T es normal en G, aśı que tenemos una

fibración

BT −→ BG −→ B(G/T ).

Como G/T es libre de torsión, su espacio clasificador es W -nulo. Por tanto,

la fibración anterior se preserva por W -anulación, y obtenemos otra:

PW BT −→ BG −→ B(G/T ).

Nótese que como T < G, cualquier modelo para EG es un modelo para ET ,

y T cumple las condiciones de finitud. Por consiguiente, BT es un modelo

para PW BT , y en particular π1(PW BT ) = π1(BT ) = {1}. Esto implica que

PW BT es simplemente conexo, y hemos concluido.

La última consecuencia del teorema principal que vamos a probar aqúı con-

cierne a fibraciones, y tendrá gran importancia durante el resto del trabajo.

Es un hecho bien conocido de teoŕıa de homotoṕıa elemental que si tenemos

una extensión de grupos, la sucesión inducida a nivel de espacios clasifica-

dores es una fibración. Utilizando la descripción de 7.1.2, hemos encontrado

condiciones suficientes que garantizan que el resultado análogo para BG es

cierto. También mostramos por medio de un ejemplo que dicha analoǵıa pue-

de no verificarse si las hipótesis mencionadas no se cumplen.

Supondremos que todos los grupos que aparecen hasta el final de la sección

admiten un modelo de dimensión finita o finitamente dominado para BG.

Sea, pues una sucesión exacta corta de grupos:
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{1} −→ G1 −→ G −→ G2 −→ {1}.
Entonces se cumple lo siguiente:

Proposición 7.2.4. Si G2 es libre de torsión o G1 admite un modelo con-

tráctil para BG1, la fibra homotópica de la aplicación inducida BG −→ BG2

tiene el mismo tipo de homotoṕıa que BG1.

Demostración. Es suficiente combinar el resultado de Dror-Farjoun (1.1.6) y

nuestra descripción de BG como anulación.

El siguiente ejemplo muestra que sin las condiciones de la proposición

anterior el resultado puede no ser cierto.

Ejemplo 7.2.5. Consideremos el producto de grupos diédricos infinitos D∞×
D∞, con H el subgrupo de ı́ndice dos cuyos elementos son las palabras que

se pueden escribir con un número par de letras en el sistema usual de gene-

radores. Se tiene una extensión

H −→ D∞ ×D∞ −→ Z/2

que induce una sucesión de aplicaciones

BH −→ B(D∞ ×D∞) −→ BZ/2.

No es dif́ıcil ver que R2 es un modelo para E(D∞ × D∞), y que el cociente

por la acción de D∞×D∞ es un cuadrado, que es contráctil. Por 2.4.22, BH

tiene el tipo de homotoṕıa de una esfera, y por otro lado, BZ/2 es un punto

porque Z/2 es finito. Esto significa que la última sucesión descrita no puede

ser una fibración. Por supuesto, ninguna de las condiciones de la proposición

anterior se cumple en este caso.



Caṕıtulo 8

Modelos homotópicos de BG

para algunas familias de grupos

discretos

En este caṕıtulo utilizaremos el teorema 7.1.2 para describir el tipo de

homotoṕıa de BG para una amplia familia de grupos, demostraremos que si G

es nilpotente y admite un modelo finito-dimensional o finitamente dominado

para BG se tiene que BG es nilpotente como espacio, y determinaremos

también la BZ/p-anulación de los espacios clasificadores de ciertos grupos

supersolubles. Comenzamos considerando la clase de los grupos localmente

finitos.

8.1. Grupos localmente finitos

Se sabe que el espacio clasificador para G-fibrados propios de un grupo G

es contráctil si el grupo es localmente finito. Empezamos esta sección dando

una prueba sencilla de este hecho para una amplia clase de estos grupos.

Proposición 8.1.1. Sea G un grupo discreto localmente finito que admite

un modelo de dimensión finita o finitamente dominado para BG. Entonces,

BG es contráctil.

Demostración. Se sabe (ver, por ejemplo, [127], 9.8) que todo grupo lo-

calmente finito es el coĺımite del sistema dirigido de sus subgrupos finitos

ordenados por inclusión. Por tanto, tenemos una equivalencia homotópica
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BG ' hocolimCBH, donde C es una categoŕıa contráctil (porque el grupo

trivial es un objeto inicial) y BH representa los espacios clasificadores de los

subgrupos finitos H < G. Aśı, por ([69], 1.D.3), obtenemos

PW BG ' PW (hocolimCPW BH) = PW (|C|) = PW (∗) = ∗
con lo que hemos terminado.

Nota 8.1.2. Por 2.4.17, esta proposición se aplica, en particular, a todos los

grupos localmente finitos cuyo cardinal es menor que ℵω. .

A continuación demostraremos un resultado que concierne a los espacios

clasificadores para G-fibrados propios de extensiones de grupos localmente

finitos.

Proposición 8.1.3. Sea

{1} −→ K −→ G −→ Q −→ {1}

una extensión de grupos; K un grupo localmente finito de cardinal menor

que ℵω, y asumamos que el orden de los subgrupos finitos de Q está acotado.

Entonces, si Q admite un modelo finito para BQ y G admite un modelo finito

BG, se tiene que BQ es del mismo tipo de homotoṕıa que BG.

Demostración. Si aplicamos los resultados 7.1.2 y 8.1.1, obtenemos que el

enunciado es cierto si existe un modelo de dimensión finita para BG, y esto

ocurre por (2.4.18).

8.2. Grupos que cumplen la condición del nor-

malizador

En esta sección estudiaremos los grupos que cumplen la condición del

normalizador, una clase de grupos cuya importancia proviene esencialmente

de que contiene a todos los grupos virtualmente nilpotentes (y en particular

a los nilpotentes). Recordemos que un grupo G verifica la condición del nor-

malizador si cada subgrupo propio de G es distinto de su normalizador. En

este caso se cumple lo siguiente:

Lema 8.2.1. Sea G un grupo discreto. Se tiene:
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1. Para cada primo p, existe un p-grupo normal Tp tal que si x ∈ G y el

orden de x es una potencia de p, entonces x ∈ Tp.

2. Los elementos de orden finito de G forman un subgrupo normal que es

isomorfo a
∏

p primo Tp.

Demostración. Ver ([103], pág. 215).

Durante toda esta sección impondremos a los grupos que aparecen para

los cuales la condición del normalizador se cumple que los p-subgrupos de

torsión Tp que acabamos de definir sean localmente finitos. La necesidad de

esta condición proviene de que no se sabe si la BZ/p-anulación del espacio

clasificador de un p-grupo cualquiera es BZ/p-aćıclica (a menos que el grupo

sea localmente finito, en cuyo caso es trivial por un argumento de paso al

ĺımite). Entre los pocos ejemplos que se han descrito de p-grupos no local-

mente finitos podemos destacar los grupos de Burnside B(n, e) para n > 1 y

e > 664 (ver [3]) y los “monstruos” de Tarski-Olshanskii ([137]).

Esto tiene la siguiente consecuencia interesante:

Proposición 8.2.2. Si G es un grupo discreto para el cual se cumple la

condición del normalizador y {p1, . . . , pn} es una colección de primos, existe

una equivalencia homotópica PBZ/p1∨...∨BZ/pnBG ' B(G/Tp1 × . . .× Tpn). En

particular, tenemos una equivalencia débil PW BG ' B(G/
∏

p primo Tp).

Demostración. Por simplicidad, solamente demostraremos el caso de un pri-

mo p (la generalización a una familia en inmediata). Es claro que BTp es

BZ/p-aćıclico y B(G/Tp) es BZ/p-nulo, de modo que si BZ/p-anulamos la

fibración

BTp −→ BG −→ B(G/Tp)

obtenemos la equivalencia homotópica deseada.

Si suponemos que existe un modelo de dimensión finita o finitamente

dominado para BG obtenemos

Corolario 8.2.3. BG ' B(G/
∏

p primo Tp).
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De este modo tenemos una descripción completa del tipo de homotoṕıa

de BG.

Otro caso que puede resolverse con las mismas herramientas es el que se

describe en la siguiente proposición:

Proposición 8.2.4. Sea G un grupo discreto, H un subgrupo normal de

G para el cual se verifica la condición del normalizador, y tal que G/H no

tiene p-torsión. Si Tp es el subgrupo de p-torsión de H, se tiene que la BZ/p-

anulación de BG es el espacio total de la siguiente fibración:

B(H/Tp) −→ PBZ/pBG −→ B(G/H)

y por consiguiente es un espacio anesférico.

Demostración. La base de la fibración

BH −→ BG −→ B(G/H)

es BZ/p-nula, aśı que por 1.1.6 la fibra se preserva por BZ/p-anulación. El

resultado se deduce ahora de 8.2.2.

Tomando en cuenta el teorema principal 7.1.2, el siguiente corolario es

inmediato:

Corolario 8.2.5. En las hipótesis de la proposición previa, si G/H es libre

de torsión y T es el subgrupo de torsión de H, se tiene que la fibración

B(H/T ) −→ BG −→ B(G/H)

define el espacio clasificador para G-fibrados propios, que vuelve a ser un

espacio anesférico.

Concluimos esta sección centrándonos en grupos nilpotentes, que es una

clase distinguida de grupos discretos para los cuales se verifica la condición

del normalizador (de hecho, se verifica para cualquier grupo localmente nil-

potente). El siguiente resultado demuestra que la BZ/p-anulación preserva

nilpotencia cuando se aplica sobre espacios clasificadores de grupo nilpo-

tentes, y de hecho, el funtor B env́ıa grupos nilpotentes (que cumplan las

condiciones de finitud usuales) a espacios nilpotentes.
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Corolario 8.2.6. Si G es es un grupo nilpotente, el espacio PBZ/p1∨...∨BZ/pnBG

es el espacio clasificador de un grupo nilpotente para cualquier familia (no

necesariamente finita) de primos {p1, p2 . . .} Si además G admite un modelo

de dimensión finita o finitamente dominado para BG, entonces se tiene que

BG es de nuevo el espacio clasificador de un grupo nilpotente, y por lo tanto

nilpotente como espacio.

Demostración. Utilizando los resultado anteriores, basta tener en cuenta que

el cociente de un grupo nilpotente es siempre nilpotente, y que de acuerdo

con ([137], 2.7.1), todo p-grupo nilpotente es localmente finito.

En particular, usando 2.4.19, obtenemos que la parte del corolario anterior

que alude a BG es cierta si G es un grupo nilpotente cuyo cardinal es menor

que ℵω y cuyo rango libre de torsión (número de Hirsch) es finito.

8.3. Grupos supersolubles

En esta sección calcularemos, para p impar, la BZ/p-anulación de espa-

cios clasificadores de grupos supersolubles. En este caso no obtenemos ningún

resultado sobre el tipo de homotoṕıa de BG (por razones que serán explica-

das un poco más adelante) pero incluimos aqúı este cálculo por su interés

intŕınseco, y porque ha sido llevado a cabo con herramientas similares a las

utilizadas para obtener la BZ/p-anulación en las secciones anteriores.

Recordemos que un grupo G se dice supersoluble si posee series normales

ćıclicas de longitud finita. Se sabe que todo grupo nilpotente finitamente

generado es supersoluble, y que todo grupo supersoluble es polićıclico.

Nuestro resultado clave para calcular PBZ/pBG es el siguiente ([148], pág.

67):

Proposición 8.3.1. Si G es un grupo supersoluble, existen una serie carac-

teŕıstica 1£L£M £G tal que L es finito de orden impar, M/L es un grupo

nilpotente libre de torsión finitamente generado, y G/M es un 2-grupo finito.

En lo sucesivo utilizaremos la notación de la anterior proposición. Sea p

un primo impar, y consideremos la fibración

BL −→ BM −→ B(M/L).
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Como M/L es libre de torsión, su espacio clasificador es automáticamente

BZ/p-nulo, y entonces por 1.1.6 tenemos la fibración anulada:

PBZ/pBL −→ PBZ/pBM −→ B(M/L).

Por (7.1.2), el grupo fundamental de PBZ/pBM viene identificado por una

extensión

L/TZ/pL −→ π1PBZ/pBM −→ M/L

donde TZ/pL es el Z/p-radical de L, y el recubridor universal de PBZ/pBM

tiene el tipo de homotoṕıa de Z[1/p]∞(BTZ/pL).

Aparte, tenemos la fibración que implica a M y a G:

BM −→ BG −→ B(G/M).

Esta fibración también es preservada por BZ/p-anulación, porque G/M es un

2-grupo y p es impar. La sucesión exacta larga de la fibración BZ/p-anulada

prueba que el grupo fundamental de PBZ/pBG viene definido por la siguiente

sucesión exacta corta:

π1PBZ/pBM −→ π1PBZ/pBG −→ G/M

cuyo núcleo ya ha sido descrito. Por otro lado, el recubridor universal de

PBZ/pBG es el mismo que el recubridor universal de PBZ/pBM , que es el

espacio Z[1/p]∞BTZ/pL, como vimos anteriormente. Aśı, hemos descrito la

anulación deseada por medio de una fibración recubridora. Por otro lado,

el hecho de que el espacio clasificador del cociente G/M no sea BZ/2-nulo

hace que este método no sirva para calcular la BZ/2-anulación de BG. Como

consecuencia, B(G/M) no es W -nulo (en la notación de 7.1.2) y no sabemos

obtener ninguna descripción homotópica de BG de este modo.
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BZ/p-anulación de espacios

clasificadores v́ıa acciones

propias

Hasta ahora hemos utilizado el teorema 7.1.2 para obtener resultados

sobre BG usando propiedades de los funtores de anulación. En este caṕıtulo

mostraremos que también es posible recorrer el camino inverso, utilizando

propiedades geométricas del grupo G para obtener resultados topológicos

sobre su espacio clasificador.

9.1. Grupos de isometŕıas del plano

Nuestro análisis se ha centrado en los grupos cristalográficos del plano,

también conocidos como wallpaper groups. Recordemos que estos son grupos

de isometŕıas de R2 que dejan fijo un modelo que es invariante por traslaciones

en las direcciones de dos vectores linealmente independientes. Se sabe que

hay exactamente diecisiete de estos grupos, y que son siempre extensiones de

Z⊕ Z por un grupo finito.

La aproximación mas detallada que conocemos a las propiedades elemen-

tales de estos grupos es el articulo de Schattsneider ([155]), que ha sido espe-

cialmente interesante para nosotros por los detallados dibujos de los dominios

fundamentales, ejes de reflexión, centros de rotación, regiones generatrices,

etc. que pueden encontrarse en él. Además contiene una discusión de las im-

plicaciones art́ısticas de este estudio (por ejemplo, a las pinturas de Escher)

147



148 9. BZ/p-anulación de espacios clasificadores v́ıa acciones propias

y varias teselaciones del plano construidas a partir de estos grupos; otras te-

selaciones pueden encontrarse en las páginas web [112] y [110]. Conway ([53])

ofrece una interesante discusión desde un punto de vista geométrico y propo-

ne la notación de orbifolds, aunque nosotros hemos preferido la mas común

adoptada por la Unión Internacional de Cristalograf́ıa en 1952. No pretende-

mos llevar a cabo un estudio exhaustivo de este tema, aśı que remitimos al

lector a estos textos de referencia sobre los detalles que en lo sucesivo queden

sin prueba expĺıcita.

Nuestro interés se centra especialmente en el estudio de la parte p-primaria

de los espacios clasificadores de estos grupos a través del funtor de BZ/p-

anulación. Para ello, utilizaremos frecuentemente el siguiente resultado, que

prueba que los cocientes de R2 bajo la acción de los wallpaper groups son, de

hecho, modelos de BG. Aunque este resultado es conocido ([116], sección 4),

damos aqúı una demostración sencilla del caso particular que nos interesa:

Lema 9.1.1. Sea G uno de los diecisiete wallpaper groups. Entonces R2,

considerado como G-espacio bajo la acción natural de G, es un modelo para

EG.

Demostración. Es fácil ver que la acción de G sobre R2 dota al plano de

estructura de G-CW-complejo, aśı que debemos comenzar demostrando que

para todo x ∈ R2, el grupo de isotroṕıa Gx es finito. Por la estructura de

los wallpaper groups, los únicos puntos de R2 con isotroṕıa no trivial son los

centros de rotación o los ejes de reflexión; como las rotaciones son elementos

de orden finito y las reflexiones son elementos de orden 2, los grupos de

isotroṕıa Gx son siempre finitos. Por otra parte, los subgrupos finitos de los

wallpaper groups son rotaciones, que fijan el centro de rotación, y reflexiones,

que fijan el eje de reflexión. Pero los puntos y las ĺıneas rectas son contráctiles,

aśı que por 2.2.1 ya hemos probado que el plano es un modelo para EG.

La principal propiedad que vamos a utilizar de los wallpaper groups es

que existe un modelo bien conocido del espacio de órbitas R2/G para todos

ellos, que de hecho se describe siempre como un orbifold de dimensión finita.

Listas de estos modelos standard pueden encontrarse en las páginas web

citadas más arriba. De acuerdo con el lema anterior, pueden interpretarse

como modelos para BG, y utilizando esto aplicamos 7.1.2 para obtener el

valor de la BZ/p-anulación del espacio clasificador de G. Sólo unos pocos
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casos quedan sin poder ser dilucidados, por razones que se explican en su

lugar.

9.2. BZ/p-anulación de espacios clasificadores

de wallpaper groups

En lo que sigue denotaremos por BFp1...pn
al espacio clasificador para G-

fibrados propios respecto a la familia de subgrupos finitos de G cuyo orden

es de la forma p1
j1p2

j2 . . . pn
jn , con jk ≥ 0 para todo k ≤ n. Esta familia

es claramente cerrada por conjugación y subgrupos. Si el grupo G posee

solamente torsión en los primos p1 . . . pn, es fácil deducir de la definición que

cualquier modelo para BG es un modelo para BFp1...pn
y viceversa. Por tanto,

si G admite además un modelo para BG de dimensión finita, tendremos

(7.1.4) que BG = BFp1...pn
G ' PBZ/p1∨...∨BZ/pnBG. Estas propiedades serán

utilizadas constantemente en el resto de la sección.

En el hermoso libro de Coxeter-Moser ([54]) son descritas con sumo detalle

numerosas presentaciones de estos grupos, aunque las que aparecen en lo

sucesivo han sido tomadas esencialmente del art́ıculo [60]. La razón de esta

elección es que en estas últimas se diferencian claramente los generadores que

son traslaciones de los que no lo son.

Comenzamos ya nuestro análisis:

1. El grupo monotrópico p1={X, Y ; XY X−1Y −1 = 1}.
Este es el caso más sencillo, porque este grupo es isomorfo a Z ⊕ Z y

es libre de torsión. Por tanto, su espacio clasificador, que tiene el tipo de

homotoṕıa del toro S1 × S1, es homotópicamente equivalente a Bp1, y por

tanto BZ/p-nulo para todo primo p.

2. El grupo ditrópico p2={X,Y, Z; XY X−1Y −1 = 1, Z2 = 1, ZXZX

= 1, ZY ZY = 1}.
Este grupo posee 2-torsión, porque está generado por las dos traslaciones

usuales y una rotación de ángulo π. En este caso el cociente R2/p2 es

una “funda de almohada cerrada”, que posee el tipo de homotoṕıa de una

2-esfera. Como p2 no tiene torsión en ningún otro primo, tenemos que

PBZ/2Bp2 = BF2p2 ' S2.
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3. El grupo monoscópico pm={X,Y, Z; XY X−1Y −1 = 1, Z2 = 1, ZXZ

X−1 = 1, ZY ZY = 1}.
Este grupo tiene de nuevo solamente torsión en el primo dos, porque un sis-

tema de generadores está constituido por dos traslaciones y una reflexión.

Una región fundamental es un rectángulo, y un modelo para Bpm (y por

tanto para BF2pm) viene dado por el cilindro. Por tanto, PBZ/2Bpm ' S1.

4. El grupo monoglide pg={X, Y, Z; XY X−1Y −1 = 1, Z2X−1 = 1, ZY

Z−1Y = 1}.
Este es el grupo fundamental de la botella de Klein K, y es el segundo y

último wallpaper group que es libre de torsión. Como la botella de Klein es

un complejo finito, Bpg es BZ/p-nulo para todo primo p, por el teorema de

Miller ([127], 9.9), y en particular el espacio clasificador para pg tiene el tipo

de homotoṕıa de K.

5. El grupo monorrómbico cm={X,Y, Z; XY X−1Y −1 = 1, Z2 =

1, ZY ZY = 1, ZXZY −1X−1 = 1}.
Este grupo no contiene rotaciones, pero śı reflexiones y reflexiones especula-

res. Por tanto, tiene torsión sólo en el primo dos. En este caso, el cociente

del plano por la acción de cm es una curva de Moebius, que retracta con

deformación sobre la circunferencia. Aśı, Bcm = BF2cm ' PBZ/2Bcm ' S1.

6. El grupo discópico pmm={X, Y, Z, T ; XY X−1Y −1 = 1, ZTZ−1

T−1 = 1, Z2 = T 2 = 1, ZXZX−1 = 1, TXTX = 1, ZY ZY = 1, TY TY −1 =

1}.
Por primera vez estudiamos un grupo que contiene reflexiones y rotaciones.

Sin embargo, las rotaciones que aparecen son de orden dos, y por consiguien-

te el grupo posee solamente 2-torsión. La región fundamental de pmm es un

cuadrado, y curiosamente el cuadrado también es un modelo para Bpmm y

BF2pmm. Esto demuestra que la BZ/2-anulación de Bpmm es un punto.

7. El grupo d́ıgiro pmg={X,Y, Z, T ; XY X−1Y −1 = 1, T 2 = 1, Z2T−1 =

1, TXTX−1 = 1, ZXZ−1X = 1, TY TY = 1, TZTZ = 1}.
Este grupo contiene rotaciones, reflexiones y reflexiones especulares, y su re-

gión fundamental es un rectángulo. Las rotaciones tienen orden dos, de modo

que en este grupo solamente hay 2-torsión. El modelo correcto para el espacio

de órbitas R2/pmg es una “funda de almohada abierta”, que tiene el tipo de
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homotoṕıa de un punto. Aśı que en este caso se tiene Bpmg = BF2pmg '
PBZ/2Bpmg ' ∗.

8. El grupo diglide pgg={X, Y, Z, T ; XY X−1Y −1 = 1, Z2X−1 = 1, T 2Y −1

= 1, TXT−1X = 1, ZY Z−1Y = 1, ZTZT = 1}.
El grupo diglide está generado por las traslaciones usuales, una rotación y

una reflexión especular. Una vez más sólo aparece 2-torsión, y el espacio co-

ciente tiene la forma de “pelota de fútbol no orientable”, lo cual significa que

Bpgg es homotópicamente equivalente al plano proyectivo. Aśı, obtenemos

que la BZ/2-anulación del espacio clasificador de pgg tiene el tipo de homo-

toṕıa de RP2.

9. El grupo dirrómbico cmm={X,Y, Z, T ; XY X−1Y −1 = 1, Z2 =

T 2 = 1, ZY ZY = 1, ZXZY −1X−1 = 1, TY TY = 1, TXTX = 1, ZTZT =

1}.
Igual que pmg, este grupo posee las tres clases de isometŕıa posibles en este

contexto. De nuevo las rotaciones son de ángulo π, y sólo hay 2-torsión. El

espacio de órbitas R2/cmm es una “empanada rasgada” con una esquina y

dos puntos especulares, y esto implica que el espacio clasificador para cmm-

fibrados propios es contráctil. Aśı, BF2cmm ' ∗ y se tiene que el espacio

clasificador del grupo dirrómbico es BZ/2-aćıclico.

10. El grupo tetratrópico p4={X,Y, Z; XY X−1Y −1 = 1, Z4 = 1, ZY Z−1

X = 1, ZXZ−1Y −1 = 1}.
Este es el primer grupo que aparece que posee rotaciones de ángulo π/2, y de

hecho estas son las únicas isometŕıas diferentes de traslaciones que aparecen,

aśı que otra vez aparece sólo 2-torsión. Como en el ejemplo anterior, el espa-

cio de órbitas tiene forma de “empanada”, pero en este caso no es rasgada.

Este hecho cambia dramáticamente su tipo de homotoṕıa, y se comprueba

que Bp4 tiene el tipo de homotoṕıa de la esfera. Por tanto obtenemos que

PBZ/2Bp4 ' S2.

11. El grupo tetrascópico p4m={X, Y, Z, T ; XY X−1Y −1 = 1, Z4 =

T 2 = 1, ZY Z−1X = 1, ZXZ−1Y −1 = 1, TXTY −1 = 1, TZTZ = 1}.
El grupo tetrascópico tiene 2-rotaciones, 4-rotaciones, reflexiones y reflexio-

nes especulares, aśı que su torsión está concentrada en el primo dos. Ahora el

espacio cociente no tiene esquinas, y de hecho tiene la forma de un triángu-
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lo con dos puntos 4-especulares y un punto 2-especular. El correspondiente

Bp4m es contráctil, y por consiguiente también lo es el correspondiente es-

pacio clasificador para la familia de 2-grupos finitos de p4m. Esto prueba

que la BZ/2-anulación de Bp4m es homotópicamente equivalente a un punto.

12. El grupo tetrágiro p4g={X,Y, Z, T ; XY X−1Y −1 = 1, Z4 = T 2 =

1, ZY Z−1X = 1, ZXZ−1Y −1 = 1, TXTY −1 = 1, TZTXZ = 1}.
Este es el último ejemplo con 4-rotaciones, y de nuevo posee 2-rotaciones, re-

flexiones y reflexiones especulares. Además, este será también el último grupo

en el que la torsión se concentra en el primo dos. Como ocurre para pmg,

un modelo para el espacio de órbitas viene dado por una empanada rasgada,

aunque en este caso sólo hay un punto especular (y una esquina también).

De cualquier modo, el espacio clasificador para p4g-acciones propias es con-

tráctil, y por tanto el espacio clasificador del grupo es BZ/2-aćıclico.

13. El grupo tritrópico p3={X, Y, Z; XY X−1Y −1 = 1, Z3 = 1, ZXZ−1

Y −1X = 1, ZY Z−1X = 1}.
Las únicas isometŕıas distinguidas de este grupo son las 3-rotaciones, de mo-

do que no hay reflexiones ni reflexiones especulares. Por tanto, la torsión

está concentrada en el primo tres, y además este es el primer ejemplo cuya

región fundamental, que es un hexágono, no es un cuadrilátero. El cociente

R2/p3 es de nuevo una “empanada”, no rasgada, con tres esquinas y sin pun-

tos especulares. Por tanto, R2/p3 tiene el tipo de homotoṕıa de una esfera,

y PBZ/3Bp3 ' BF3p3 ' S2.

14. El grupo triscópico p3m1={X,Y, Z, T ; XY X−1Y −1 = 1, Z3 =

T 2 = 1, TZTZ = 1, ZXZ−1Y −1X = 1, ZY Z−1X = 1, TXTX = 1, TY TY −1

X = 1}.
Este es el primer caso que estudiamos de un grupo con torsión en dos pri-

mos diferentes: las rotaciones de ángulo 2π/3 dan la 3-torsión, y las re-

flexiones proporcionan la 2-torsión. El espacio de órbitas es un triángu-

lo, y por tanto el espacio clasificador para p3m1-fibrados propios es con-

tráctil. Aśı, BF2,3p3m1 también es contráctil, y esto significa que Bp3m1

es BZ/2 ∨ BZ/3-aćıclico. Por otro lado, el grupo p3 es subgrupo normal de

ı́ndice dos de p3m1, y tenemos una fibración:

Bp3 −→ Bp3m1 −→ BZ/2.
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El espacio base es BZ/3-nulo, aśı que de acuerdo con 1.1.6 y nuestra descrip-

ción de PBZ/3Bp3, la BZ/3-anulación de Bp3m1 viene identificada por la

siguiente fibración recubridora:

S2 −→ PBZ/3Bp3m1 −→ BZ/2.

En el caso restante concerniente a la BZ/2-anulación no podemos utilizar

estos razonamientos, porque no conocemos ningún subgrupo normal H de

p3m1 tal que podamos describir fácilmente un modelo de BG y cuyo grupo

factor no posea 3-torsión.

15. El grupo tŕıgiro p31m={X,Y, Z, T ; XY X−1Y −1 = 1, Z2 = T 2 =

1, (TZ)3 = 1, ZXZX−1 = 1, TY TY −1 = 1, TXTY −1X = 1, ZY ZY X = 1}.
Este grupo es bastante similar al anterior, en el sentido de sólo tiene 3-

rotaciones, reflexiones y reflexiones especulares, y por tanto la torsión está de

nuevo concentrada en los primos 2 y 3. Sin embargo, se distinguen visual-

mente en que en este caso los centros de rotación no están sobre los ejes

de reflexión. Esto se refleja en el hecho de que el espacio cociente tiene una

esquina, y se modela mediante una “empanada rasgada”, lo cual significa

que Bp31m es contráctil, y de nuevo PBZ/2∨BZ/3Bp3m1 ' BF2,3p31m ' ∗.
Ahora, el grupo tritrópico es un subgrupo normal de p31m, y una ĺınea

de razonamiento análoga al caso anterior demuestra que PBZ/3Bp3m1 se

describe mediante la siguiente fibración:

S2 −→ PBZ/3Bp31m −→ BZ/2.

El caso p = 2 queda sin resolverse por la misma razón que en el grupo

anterior, y es interesante observar que un modelo para PBZ/2Bp31m propor-

cionaŕıa automáticamente otro para PBZ/2Bp3m1, debido a que p31m es

un subgrupo normal de ı́ndice tres de p3m1.

16. El grupo hexatrópico p6={X, Y, Z; XY X−1Y −1 = 1, Z6 = 1, ZXZ−1

Y −1 = 1, ZY ZY −1X = 1}.
Como los demás pn-grupos, contiene sólo rotaciones, que son en este caso de

ángulo π/3. Por tanto, la región fundamental es un hexágono, y R2/p6 tiene

forma de empanada, siendo éste el único caso entre los wallpaper groups de

un espacio cociente con tres esquinas de órdenes diferentes. El espacio clasi-

ficador para p6-acciones propias es una esfera, y por tanto PBZ/2∨BZ/3Bp6 '
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BF2,3p6 ' S2. Como el grupo tritrópico se incluye en p6 como un subgrupo

normal de ı́ndice dos, tenemos una fibración recubridora:

S2 −→ PBZ/3Bp6 −→ BZ/2.

Sin embargo, a diferencia de los casos anteriores, podemos calcular también la

BZ/2-anulación, utilizando el hecho de que el grupo ditrópico es un subgrupo

normal de ı́ndice tres de p6. Como PBZ/2Bp2 ' S2, podemos obtener la

fibración

S2 −→ PBZ/2Bp6 −→ BZ/3

que describe la anulación deseada.

17. El grupo hexascópico p6m={X, Y, Z, T ; XY X−1Y −1 = 1, Z6 =

T 2 = 1, ZY Z−1Y −1X = 1, ZXZ−1Y −1 = 1, TXTX = 1, TY TY −1X =

1, TZTY −1Z = 1}.
Éste es el último ejemplo, y probablemente también el más complejo de estos

grupos. De hecho, catorce de los wallpaper groups pueden sumergirse en p6m,

y es el único de estos grupos que posee 6-rotaciones, reflexiones y reflexiones

especulares. El espacio de órbitas es un triángulo con tres puntos especulares

de órdenes diferentes, y por consiguiente Bp6m ' PBZ/2∨BZ/3Bp6m ' ∗.
Nuestro viejo amigo p3 es en este caso un subgrupo normal de ı́ndice cuatro,

y por consiguiente la fibración

S2 −→ PBZ/3Bp6m −→ BZ/4.

identifica la BZ/3-anulación.

Este es también el tercer y último caso en el que no hemos sido capaces

de identificar la BZ/2-anulación, y es curioso que la solución del problema

análogo para los grupos triscópico y tŕıgiro no respondeŕıa automáticamente

a éste, pues estos son subgrupos normales de p6m de ı́ndice dos.

Como puede verse, hemos resuelto casi todos los casos. En un marco de

trabajo más amplio de cálculo de anulaciones de grupos discretos, esperamos

que estos métodos de carácter esencialmente homotópico sean útiles para

tratar otros grupos de carácter geométrico, como por ejemplo, los grupos de

isometŕıas del plano hiperbólico o del espacio af́ın.



Apéndice A

Contractibilidad de la

overcategory

Como ya dijimos en 6.3.2, dedicaremos este apéndice a demostrar que la

categoŕıa L ↓ σ es contráctil. Nos gustaŕıa señalar que este resultado parece

conocido (ver [69], 9.E.3), pero no hemos encontrado ninguna prueba en la

literatura, aśı que damos una aqúı.

Proposición A.0.1. Sea X un complejo simplicial, y sea L : ΓX −→ L(ΓX)

el funtor de localización de Gabriel-Zisman aplicado a la categoŕıa de śımpli-

ces de X. En estas condiciones, se tiene que para cada śımplice σ ∈ X la

overcategory L ↓ σ es contráctil.

Demostración. La idea de la demostración es construir, para cada śımpli-

ce σ ∈ X, una homotoṕıa entre una aplicación constante y la identidad

Id|N(L↓σ)|. Para ello, comenzaremos probando la existencia de una sucesión

de endofuntores

{Fn} : L ↓ σ −→ L ↓ σ

para todo n ≥ 0 tales que F0 = Id y para todo (τ, φ) ∈ L ↓ σ existe un

número natural n(τ,φ) de modo que Fm((τ, φ)) = (σ, Id) para todo m ≥ n(τ,φ).

En lo sucesivo las aplicaciones en ΓX y sus imágenes en L(ΓX) serán

denotadas indistintamente por iα, donde α será un sub́ındice apropiado. Lla-

maremos jα al inverso de iα en la categoŕıa localizada.

Es claro a partir de la definición del funtor de localización que todo ele-

mento (τ, φ) de L ↓ σ admite una única expresión de la forma (τ, jn ◦ in−1 ◦
. . . ◦ j2 ◦ i1), donde permitimos que jn o i1 puedan ser la identidad (pero
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no está permitido para ninguna otra de las aplicaciones que aparecen) y

jt−1 6= i−1
t 6= jt+1 para todo t.

Aśı, comenzamos con F0 = Id. Se define el funtor

F1 : L ↓ σ −→ L ↓ σ

de la siguiente manera: si (τ, jn ◦ in−1 ◦ . . . ◦ j2 ◦ i1) es un elemento de la

overcategory, entonces F1((τ, jn◦in−1◦. . .◦j2◦i1)) = (i1(τ), jn◦in−1◦. . .◦j2), y

la aplicación inducida por la inclusión τ < τ ′ se enviará por F1 a la identidad

entre las imágenes. Puede verse fácilmente que este funtor está bien definido.

Ahora, F2 : L ↓ σ −→ L ↓ σ se definirá como F2((τ, jn◦in−1◦. . .◦j2◦i1)) =

(j−1
2 ◦i1(τ), jn◦in−1◦. . .◦i3). Obsérvese que esta definición es correcta porque

el funtor de localización es, en nuestro caso, biyectivo sobre los objetos. Otra

vez, la imagen por F2 de cada morfismo será la identidad, y de nuevo es

sencillo ver que aśı se define un funtor.

De modo análogo podemos definir, para m impar, Fm((τ, jn ◦ in−1 ◦ . . . ◦
j2 ◦ i1)) = (im ◦ jm−1 ◦ i1(τ), jn ◦ in−1 ◦ . . . jm+1), y para m par, Fm((τ, jn ◦
in−1 ◦ . . . ◦ j2 ◦ i1)) = (jm ◦ im−1 ◦ i1(τ), jn ◦ in−1 ◦ . . . im+1), enviando siempre

cualquier morfismo en la aplicación identidad. De este modo, hemos definido

ya una sucesión de funtores.

Nuestro siguiente objetivo será relacionar todos estos funtores entre śı por

medio de transformaciones naturales, con el fin de obtener la homotoṕıa

deseada.

Sea m ≥ 0 un número natural. En primer lugar, definiremos la transfor-

mación T2m : F2m −→ F2m+1. Si (τ, jn ◦ in−1 ◦ . . . ◦ j2 ◦ i1) es un objeto de

la overcategory, definimos F2m((τ, jn ◦ in−1 ◦ . . . ◦ j2 ◦ i1)) −→ F2m+1((τ, jn ◦
in−1 ◦ . . . ◦ j2 ◦ i1)) como la aplicación obvia inducida por

i2m : j2m−1 ◦ . . . ◦ i1(τ) −→ i2m ◦ j2m−1 ◦ . . . ◦ i1(τ).

Por otro lado, se define, para cada m ≥ 1, la transformación natural

T2m−1 : F2m −→ F2m−1 del siguiente modo: F2m((τ, jn◦ in−1◦ . . .◦j2◦ i1)) −→
F2m−1((τ, jn ◦ in−1 ◦ . . . ◦ j2 ◦ i1)) será la aplicación inducida por

i2m−1 : j2m−1 ◦ . . . ◦ i1(τ) −→ i2m−2 ◦ j2m−3 ◦ . . . ◦ i1(τ).

Es conveniente recordar aqúı que, por la definición de los j’s, j−1 representa

un morfismo en ΓX.
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Los argumentos anteriores definen, pues, una cadena de transformaciones

naturales

Id = F0
T0−→ F1

T1←− F2
T2−→ F3

T3←− . . .

Antes de continuar, realizaremos un par de observaciones útiles.

Se sabe ([76], I.5) que los funtores Fn definen aplicaciones simpliciales

entre los nervios

N(Fn) : N(L ↓ σ) −→ N(L ↓ σ),

las cuales, a su vez, inducen aplicaciones de la realización del nervio en

śı misma. Como Fn está siempre relacionado con Fn+1 por medio de una

transformación natural, se tiene que fn es simplicialmente homotópica

a fn+1, y por tanto, |fn| es homotópica a |fn+1|. El hecho clave es que las

homotoṕıas entre las realizaciones se definen primero sobre los vértices

del nervio de L ↓ σ× I y después se extienden por linealidad a todo el

complejo. Haremos uso de esto un poco más adelante.

Sea (τ, jn ◦ . . . ◦ i1) un objeto de la overcategory. De las definiciones de

los funtores Fi podemos deducir que Fn ◦ . . . ◦ F1((τ, jn ◦ . . . ◦ i1)) =

(σ, Id). Aśı, como la cadena de aplicaciones jn ◦ . . .◦ i1 es siempre finita,

podemos decir que para todo (τ, φ) ∈ (L ↓ σ) existe un número natural

minimal n(τ,φ) tal que Fnτ,φ
◦. . .◦F1((τ, φ)) = (σ, Id). A nivel de nervios,

estamos diciendo que para cada vértice v ∈ N(L ↓ σ) existe nv tal que

fnv ◦ . . . ◦ f1(v) = N(σ, Id).

Para n par, llamemos Hn a la homotoṕıa simplicial inducida por la trans-

formación Tn. Si n es impar, denotemos por H ′
n−1 a la homotoṕıa inducida

por Tn entre fn y fn−1, y pongamos Hn−1(x, t) = H ′
n−1(x, 1−t), la homotoṕıa

opuesta que comienza en fn−1 y acaba en fn.

Ahora ya estamos preparados para definir la homotoṕıa entre la identidad

y la aplicación constante de la realización en śı misma con valor |N(σ, Id)|
(en lo que queda denotaremos por ∗ a este elemento). Aśı, consideremos un

vértice v ∈ N(L ↓ σ). Definimos una aplicación H : |N(L ↓ σ)| × I −→
|N(L ↓ σ)| por:

H(v, t) =





|H0|(v, nvt) if t ∈ [0, 1
nv

]

|H1|(v, nvt− 1) if t ∈ [ 1
nv

, 2
nv

]
...

...

|Hn−1|(v, nvt− (n− 1)) if t ∈ [nv−1
nv

, 1]



158 A. Contractibilidad de la overcategory

La aplicación H definida de este modo se extiende linealmente a todo el

nervio |N(L ↓ σ)|. Veamos que H es la aplicación deseada.

1. Si v es un vértice de N(L ↓ σ), H(v, 0) = H0(v, 0) = v. Del mismo

modo, H(v, 1) = Hnv(v, 1) = ∗. Como |Hi| se define por extensión

lineal y lo mismo ocurre para H, las igualdades anteriores se cumplen

para todos los puntos del complejo.

2. H es continua respecto a t porque las homotoṕıas |Hi| lo son, y además

|Hj(x, 1)| = fj+1(x) = |Hj+1(x, 0)| para todo x ∈ |N(L ↓ σ)|.

3. Finalmente, H es continua respecto a la primera componente porque

es una extensión lineal de una aplicación definida sobre los vértices de

un complejo simplicial.

De esta manera acabamos de demostrar que H es la homotoṕıa que

buscábamos entre la identidad y la constante. Por tanto, L ↓ σ es contráctil

y hemos concluido.
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