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We may not hold that strength which in old days
Moved earth and heaven; what we can do, we’ll do,
One equal temper of heroic hearts,

Tested by time and fate, but strong in will

To strive, to seek, to find and not to yield.

A. Tennyson, Ulysses
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Introduccion

En 1974, Sullivan conjeturé ([163]) que si X fuera un complejo finito, o
al menos sometido a ciertas condiciones de finitud, el espacio de aplicacio-
nes map, (BZ/p, X) deberfa ser contractil para todo primo p. La resolucién
de este problema por Miller ([127]) y los subsiguientes trabajos de Dwyer-
Zabrodsky ([79]), Lannes ([106]) y otros pusieron de manifiesto que quizé la
manera mas apropiada de estudiar la homotopia mod p de un espacio era a
través del mencionado espacio de aplicaciones, al menos para el caso de X
nilpotente. Una excelente exposicion de estos resultados puede encontrarse

en el libro de Schwartz ([157]).

Sean A y X dos espacios. Dror-Farjoun y Nofech han formalizado y ge-
neralizado recientemente ([69] y [136]) este método de trabajo definiendo
la teoria de A-homotopia de X, donde A y sus suspensiones desempenan
el mismo papel que las esferas juegan en homotopia cldsica (que en este
contexto no es més que la S%homotopia), y los grupos de A-homotopia
m;(X; A) se definen como las clases de homotopia de aplicaciones puntea-
das X'A — X. De acuerdo con lo dicho anteriormente, es claro que conocer
el espacio map, (BZ/p, X) es equivalente a conocer la BZ/p-homotopia de X.

Dos de las herramientas que se han mostrado mas efectivas en este con-
texto han sido los funtores de anulacién Psiy v celularizacion CWri 4, que
pueden verse como los analogos en teoria de A-homotopia de las secciones
de Postnikov y los recubridores i-conexos de X. Ademas, los espacios para
los cuales X ~ P4(X) (espacios A-nulos) desempenan el papel de los espa-
cios débilmente contractiles, y los espacios tales que A ~ CW 4X, llamados
espacios A-celulares, son los andlogos de los CW-complejos; en particular, la
A-celularizacion puede verse sencillamente como la aproximaciéon A-celular a
X. Estos funtores fueron definidos por Bousfield (]23]) en 1994 y Dror-Farjoun
([69]) en 1996, respectivamente, y desde entonces han sido ampliamente es-
tudiados ([19], [24], [42], [43], [72]...); en el primer capitulo los definimos y

11



12 Introduccion

describimos con precision.

Nuestro objetivo en este trabajo ha sido calcular la BZ/p-anulacién y
BZ/p-celularizacién de espacios clasificadores de grupos discretos. El estudio
se divide de forma natural en dos partes bien diferenciadas, que corresponden
a los casos finito e infinito, y que son tratadas con diferentes métodos y
propdsitos.

En la primera de ellas, nuestra idea ha sido ver como el valor de estos fun-
tores sobre BG refleja y a la vez describe la estructura p-primaria del grupo,
incluso en el caso en que G no es nilpotente, y por tanto su espacio clasifica-
dor tampoco lo es. Es sintoméatico que la inmensa mayoria de los resultados
que han descrito el tipo de homotopia de X a través del espacio de aplicacio-
nes map, (BZ/p, X') hacen uso de hipétesis de nilpotencia sobre X. Podemos
recordar por ejemplo el resultado de Lannes-Schwartz ([105]), que establece
que si X es nilpotente con grupo fundamental finito y cohomologia moédulo p
de tipo finito, entonces es BZ/p-nulo si y sélo si su cohomologia es localmente
finita respecto de la accién del dlgebra de Steenrod. Desafortunadamente, no
se sabe demasiado si X no cumple la condiciéon de nilpotencia.

Sin embargo, el caso del espacio clasificador de un grupo discreto G' no
nilpotente parece el primer ejemplo de espacio no nilpotente cuya homotopia
modulo p es accesible a través del espacio de aplicaciones punteadas con es-
pacio de partida BZ/p. La razén de esto es que el espacio map, (BZ/p, BG) se
describe como el espacio de homomorfismos Hom(Z/p, G), que es homotdpi-
camente discreto. Si ademas suponemos que G es finito, el espacio BG es
Z /p-bueno para la Z/p-complecién de Bousfield-Kan, y esto nos permite uti-
lizar técnicas como cuadrados aritméticos o descomposiciones homolégicas
mod p que no tienen analogos en el caso infinito.

Uno de los invariantes clasicos que miden la parte p-primaria de la estruc-
tura homotopica de un espacio X son los grupos de homotopia con coeficien-
tes en Z/p, introducidos por Peterson en [142] y estudiados posteriormente
en [48] y [134]. Recordemos que el (n + 1)-simo grupo de homotopia de X
con coeficientes en Z/p se define como el grupo de clases de homotopia de
aplicaciones punteadas [M(Z/p,n), X]., donde M(Z/p,n) es el espacio de
Moore correspondiente y n es mayor que 1. Por tanto, entender estos grupos
de homotopia equivale a describir la M(Z/p,1)-teoria de homotopia de X.
Este problema fue abordado en los trabajos [24], [34] y [152], donde se des-
cribe con precisién la M(Z/p, 1)-anulacién y la M(Z/p, 1)-celularizacién de
BG. Asi, parece natural preguntarse si es posible dar una descripcién similar
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de la BZ/p-homotopia de BG y, en caso de ser esto posible, qué relacién la
une con la ya mencionada parte p-primaria de su homotopia clasica. Dicha
relacion es clarificada en los primeros capitulos del trabajo.

La segunda parte de esta Memoria esta dedicada, esencialmente, a probar
que el funtor de BZ/p-anulacién establece un puente entre la teorfa de accio-
nes clasicas de grupos discretos y la teoria de acciones propias. Recordemos
que si GG es un grupo discreto, se dice que un CW-complejo X es un G-
CW-complejo si GG actia sobre X permutando células. Si ademas los grupos
de isotropia de la accién son finitos, decimos que X es un G-CW-complejo
propio, o bien que la accién de GG sobre X es propia.

El interés por la teoria de acciones propias se ha multiplicado a partir del
establecimiento de la conjetura de Baum-Connes, que tal y como es reformu-
lada en [11], establece que si G es un grupo localmente compacto, Hausdorff
y segundo numerable, los K-grupos algebraico-topoldgicos de la C*-algebra
de G, K;(C}(G)), son isomorfos a los grupos de K-homologia equivariante
de Kasparov KjG (EG), para 7 = 0,1. Aqui, EG es el “espacio clasificador
para acciones propias”, que puede describirse como el inico G-CW-complejo
propio EG (salvo G-homotopia) que posee la siguiente propiedad universal:

“Si X es otro G-CW-complejo propio, existe una G-aplicacion X — EG
que es Unica salvo G-homotopia.”

Hay que destacar que la definicién de accién propia para grupos topoldgi-
cos es la que damos en 2.1.4, que coincide con la mencionada anteriormente
si G es discreto. Supondremos a partir de ahora que éste es el caso.

Una parte importante de los esfuerzos desarrollados en teoria de acciones
propias han estado encaminados a entender la relacién existente entre la
estructura algebraica de GG y las propiedades homotoépicas de EG y su espacio
cociente EG/G, que suele ser denotado BG. Esta linea de investigacion se
ha revelado particularmente eficaz interpretando correctamente condiciones
de finitud de teoria de grupos de G para construir modelos finitos (finito-
dimensionales, finitamente dominados) de EG. En 2.4 repasamos los mayores
logros en esta area.

[gual que ocurre con las acciones clasicas de grupos, la relevancia de EG y
en particular de BG no proviene tnicamente de que reflejan geométricamente
las propiedades algebraicas de G, sino también de la importancia de estos es-
pacios en la teoria de G-fibrados. Ya Baum-Connes-Higson senalaron que BG
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clasifica G-fibrados propios (ver 2.2.3), y describieron el modo de obtenerlos
mediante productos fibrados de aplicaciones X — BG, un método de claro
regusto clasico.

El intento més serio realizado hasta la fecha de entender el tipo de ho-
motopia de BG es el articulo de Leary-Nucinkis [108]. En él, los autores
demuestran que para cada CW-complejo X existe un grupo discreto Gy
de modo que BGx es del mismo tipo de homotopia que X. Este resultado
tipo “Kan-Thurston” se prueba utilizando esencialmente herramientas pro-
cedentes de la teoria de grafos de grupos. Como consecuencia, se obtiene una
descripcion precisa del grupo fundamental de BG y una construccion de BG
para ciertos grupos de Coxeter.

Aunque estos resultados nos han sido muy utiles, creemos que una de las
mayores aportaciones de este trabajo, si no la mayor, ha sido abordar el estu-
dio de BG desde un punto de vista radicalmente diferente, utilizando herra-
mientas de teoria de homotopia que han aparecido en los tltimos anos en con-
textos bastante alejados del que nos ocupa. Mas concretamente, nuestra idea
ha sido encontrar un funtor de localizacién homotépica F' : Top — Top
que transforme modelos de BG en modelos de BG, y que a la vez tenga pro-
piedades suficientemente buenas como para poder “leer” informacién sobre
BG a partir de BG, y a la inversa.

En concreto, el funtor que resuelve nuestro problema es de nuevo la anu-
lacion respecto a ciertos espacios clasificadores de grupos, que nos permite
utilizar la maquinaria de teoria de localizacion descrita en la primera parte
de la Memoria (y en particular las propiedades de preservacion de fibracio-
nes y el lema 1.1.6) para obtener abundante informacién homotépica sobre
BG y modelos para la BZ/p-anulacion de espacios clasificadores de grupos
discretos infinitos. Nuestro principal resultado es el siguiente:

Teorema 7.1.2. Sea G un grupo discreto tal que existe un modelo finito-
dimensional o finitamente dominado para BG. Denotemos W = \/ BZ/p,
donde el wedge esta extendido a todos los primos. Entonces tenemos una
equivalencia homotopica PywBG ~ BG, donde Py denota la W-anulacion.

Obsérvese que la condicién concerniente a la existencia de un modelo de
BG que cumpla condiciones de finitud no es demasiado restrictiva, debido
a la gran cantidad de grupos que han surgido en los ultimos anos para los
cuales dichas condiciones se cumplen (ver la seccién 2.4).
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A continuacién describiremos con mayor detalle el contenido de cada uno
de los capitulos de esta Memoria.

En el capitulo primero se presenta la maquinaria de teoria de homo-
topia que va a ser estudiada cuidadosamente y usada con gran frecuencia
en el trabajo, poniendo énfasis especial en la descripcién de los funtores
P, y CW,. Tras recordar las circunstancias y motivaciones que provoca-
ron la aparicién de estos funtores (lo cual incluye un resumen histérico de
teorfa de (co)localizacién homotdpica), comentamos sus principales propie-
dades, construimos explicitamente sus modelos mas conocidos y citamos los
ejemplos mas importantes que de ellos han aparecido. Especial atencion de-
dicamos igualmente al estudio de las clases de espacios en que estos funtores
repiten (espacios A-nulos y A-celulares respectivamente), a los espacios A-
aciclicos y al resto de las estrechas relaciones que unen a dichos funtores. Este
capitulo concluye con un breve resumen de las caracteristicas de los colimi-
tes homotopicos y de la complecion de Bousfield-Kan, herramientas que son
utilizadas masivamente en la Memoria.

El capitulo segundo, también preliminar, se dedica al estudio de la teoria
de acciones propias y de los espacios clasificadores para familias de subgru-
pos. Tras exponer los conceptos generales y propiedades principales de estas
construcciones y recordar sus antecedentes historicos, realizamos un recorri-
do por los variados problemas en que se han visto envueltas. En este sentido,
describimos de forma bastante detallada la conjetura de Baum-Connes, pues
éste es con toda seguridad el motivo del notable incremento en los ultimos
anos de la investigacién sobre esta teoria, que ha pasado a ocupar un papel
central dentro de la homotopia G-equivariante. La ultima parte del capitulo
la dedicamos a recordar los principales avances que la aparicion de los espa-
cios clasificadores para acciones propias supuso en teoria de la dimension y
en la determinacién de la relacion entre condiciones de finitud geométricas y
algebraicas.

Nuestro estudio de la BZ/p-homotopia de BG para G finito es desarrolla-
do en los capitulos tercero, cuarto y quinto. El primero de ellos comienza con
la caracterizacion de la BZ/p-anulacién del espacio clasificador de un grupo
finito por medio de una fibracién recubridora. Recordemos que el Z/p-radical
Tyz/,G de un grupo G es el subgrupo normal minimal de G' que contiene a
toda la p-torsion.

Teorema 3.1.6. Sea G un grupo finito, p un numero primo; entonces, la
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BZ/p-anulacion de BG es el espacio total de la siguiente fibracion:

[[B(T2,6); — Puzy,BG — B(G/Tz,6).
q#p

Como corolario inmediato obtenemos que si el grupo G es simple (y con-
tiene p-torsién), la BZ/p-anulacién de BG es simplemente conexa, y una
prueba sencilla de que si G es nilpotente, Pgy/,BG es un espacio de Eilenberg-
MacLane que también lo es; de hecho, se puede probar que esto ocurre incluso
si el grupo no es finito.

Si M(Z/p, 1) es un espacio de Moore de dimensién dos, los resultados de
([24], seccién 7) y el teorema anterior garantizan que la M (Z/p, 1)-anulacion
de BG es homotépicamente equivalente a la BZ/p-anulacién de BG. Por
tanto, estos funtores coinciden sobre espacios clasificadores de grupos finitos,
y esto prueba que la relacién citada mas arriba entre la parte p-primaria de la
homotopia de BG y su BZ/p-teoria de homotopia es realmente muy estrecha.
Por otro lado, es facil ver que estos dos funtores no siempre coinciden: basta
tomar por ejemplo p =2 y X = RP2.

Una importante consecuencia de la anterior observacion es que una gran
parte de los resultados de [152] relativos a espacios de Moore son también
vélidos para el caso de BZ/p-anulacién, y en particular nos permiten obtener
una descripcién muy precisa del valor del funtor aciclico Pgy /p sobre BG.

Finalizamos el estudio de Pgy,,BG, G finito, utilizando nuestra descrip-
cién para probar (3.2.2) que los funtores de anulacién Pgg/, y Ppz/y conmu-
tan sobre BG para primos diferentes p y ¢ y estableciendo algunas relaciones
(3.3.2 y 3.3.4) entre la BZ/p-anulacion y la complecién de Bousfield-Kan en
los anillos Z/p y Z[1/p].

El cuarto capitulo de esta Memoria esta dedicado al andlisis de la BZ/p-
celularizacion de BG, de nuevo para G finito. Nuestro principal resultado en

este tema ha sido la caracterizacién de la clase de grupos finitos G tales que
BG es BZ/p-celular.

Teorema 4.4.1. Sea G un grupo finito Z/p-celular. Entonces BG es BZ/p-
celular si y solo si G es un p-grupo generado por elementos de orden p.

La prueba se basa esencialmente en un resultado de Chachélski (1.2.6)
sobre conservaciéon de celularidad por fibraciones.
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En general, la BZ/p-celularizacién de BG esta estrechamente relacionada
con la Z/p-celularizacién CWy;,G de G en la categoria de grupos (ver 3.1),
asi que dedicamos el resto de este capitulo a analizar el funtor CWgy,, y
estudiar con precision la relacién mencionada. Asi, tras describir el nicleo de
la extensién central que determina la Z/p-celularizacién ([152], 2.1)

0 — A— CWy,,G — Sy,,G — 0,

donde Sz/,,G es el subgrupo (normal) de G generado por los elementos de
orden p (el Z/p-zécalo de G), probamos que este objeto puede proporcionar
bastante informacion sobre algunos invariantes de teoria de grupos del grupo
G, tales como su multiplicador de Schur o su extensién central universal con
coeficientes en Z o Z[1/p] (si G es respectivamente perfecto o Z[1/p]-perfecto).
De hecho, este tltimo resulta ser el grupo fundamental de Pgy, /pBG, v esto
se usa para probar que el funtor BZ/p-aciclico “conmuta” con el grupo fun-
damental, de un modo anélogo a como lo hace la BZ/p-anulacion. La seccién
concluye con una descripcién del grupo fundamental de CWgg,,BG.

En el capitulo quinto calculamos el valor de los funtores Pgz/, y CWgg/,
cuando se aplican sobre varias familias concretas de espacios clasificadores de
grupos finitos, como por ejemplo grupos diédricos, semidiédricos, especiales
lineales, simétricos y cuaternionicos.

Nuestro estudio de los espacios clasificadores para grupos discretos infini-
tos comienza en el capitulo sexto, y es el objetivo de la segunda parte de este
trabajo. En primer lugar, presentamos una aplicaciéon canénica BG — BG
que siempre relaciona los espacios clasificadores, y damos una descripciéon
de su fibra homotépica en términos de categorias localizadas (en el sentido
de Gabriel-Zisman) y extensiones de Kan homotépicas. Un detalle técnico
interesante que aparece en esta prueba y que concierne a la localizacién de
una categoria coma es demostrado mas tarde en el apéndice.

El siguiente capitulo esta dedicado a la demostracion del teorema prin-
cipal que hemos enunciado anteriormente. La técnica es la siguiente: aplica-
mos el funtor Py, a un modelo apropiado de BG, y obtenemos, utilizando
el modelo ya desarrollado anteriormente para la BZ/p-anulacién de espacios
clasificadores de grupos infinitos, que tiene el tipo de homotopia de la W-
anulacién del nervio de una cierta categoria pequena que solamente depende
de G. Este nervio es un modelo simplicial de BG, y concluimos probando que
en las hipétesis del teorema BG es W-nulo.

El resto de la Memoria esté consagrada a desarrollar consecuencias inte-
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resantes del teorema principal. En la segunda parte de este mismo capitulo
ya describimos el comportamiento del funtor B respecto a varias construccio-
nes fundamentales en teoria de homotopia, como son los productos, wedges
o colimites. Ademas, identificamos (bajo una condicién sobre la torsién de
G) el recubridor universal de BG, y concluimos el capitulo mostrando que en
algunos casos, si

G1—>G2—>Gg

es una extensién de grupos, la fibra homotépica de la aplicacion inducida
BGy — BG3 es homotdpicamente equivalente a BG.

Comenzamos el capitulo octavo con una prueba sencilla de que si G es
un grupo localmente finito cuyo cardinal es menor que R, entonces BG es
contractil. Después, estudiamos los grupos que cumplen la condicién del nor-
malizador, una amplia clase que contiene, entre otros, a los grupos localmente
nilpotentes (y por tanto a los nilpotentes). Demostramos que si un grupo G
en esta clase (sometido a una condicién extra de finitud no muy restrictiva)
admite un modelo finito-dimensional o finitamente dominado para BG, en-
tonces BG ~ BH para un cierto grupo H que identificamos. En particular,
en este caso BG es nilpotente como espacio si GG es nilpotente como grupo.
Terminamos el capitulo estudiando la BZ/p-anulacién, p impar, de espacios
clasificadores de grupos supersolubles.

En el ultimo capitulo tomamos un punto de vista similar al de la primera
parte de la Memoria, mostrando que el teorema principal puede proporcionar
informacion en las dos direcciones. Mas concretamente, centramos nuestra
atencién en grupos de isometrias del plano, y aprovechando sus propiedades
geométricas obtenemos via BG mucha informacién sobre la BZ/p-anulacion
de sus espacios clasificadores.

Las herramientas utilizadas en la segunda parte de esta Memoria y, en
particular, en el ultimo capitulo, ponen de manifiesto que los métodos que
deben utilizarse para resolver el problema de la BZ/p-anulacién de BG en
los casos finito e infinito son completamente diferentes, pues BG no es Z/p-
bueno en general si GG es infinito, y a la inversa, el espacio clasificador para
G-fibrados propios es contractil si GG es finito, lo cual no nos aporta ninguna
informacién sobre la BZ/p-anulacién de BG.

Notacion. G normalmente denotarda a un grupo discreto. Denotaremos
por Spaces a la categoria de espacios, por Spaces, a la categoria de espa-
cios con punto base y por sSpaces a la categoria de conjuntos simpliciales.
Normalmente supondremos que los espacios poseen el tipo de homotopia de
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un CW-complejo. El simplice canénico de dimensién n se denotarda A™. Lla-
maremos frecuentemente X, a la Z/p-complecién de Bousfield-Kan de X, y
Z[1/p|eeX a la Z[1/p]-complecién.
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capacidad como mentor, guia, companero y amigo.

Dicen que hasta un viaje de diez mil millas comienza con un solo paso; el
mio comenzoé cinco anos atras, cuando entré como 1ltimo remero en una nave
llamada Grupo de Topologia Algebraica de Barcelona; yo atin desconocia que
compartia puente y velamen con algunos de los marineros més intrépidos y
avezados, que me ayudarian a esquivar mil escollos y dificultades sin nimero,
y me desembarcarian, sin un rasguno y mucho mas sabio, en esta playa de
conocimiento, donde sopla una dulce brisa de levante, y desde la cual escribo.

Cémo olvidar a Carles Casacuberta, ubicuo alli donde aparezca la locali-
zacion, y siempre con un rato para hablar, siempre con una referencia, una
respuesta, una ayuda... Jerome revisdé mi primer articulo como si le fuera la
vida en ello, y nunca ha dudado en mancharse de barro si le he planteado al-
guna dificultad técnica que aguantase impertérrita una simple ojeada. Ahi he
tenido a mis tres hermanos, al malagueno, al economista y a esa pequena gran
Natalia (a veces tan semejante a mi, a veces tan arriba), que han cuidado de
mi cuando han venido mal dadas y siempre, tanto desde la lejania como en el
quehacer cotidiano, han tenido una palabra de dnimo, una agradable charla
o simplemente una sonrisa. Y en la sala de maquinas, el piloto que vino de
Sturia, maestro de computadoras y companero de nostalgias matritenses, que
jamas ha tenido un no por respuesta. Y qué decir de Gemma, la anterior en
llegar, y de Javier, el siguiente, unia y carne dos anos, y de la pareja londi-
nense, y de José Luis, ahora en Almeria pero perfecto anfitrién cuando hizo
falta, y al cual debo la mansiéon que habito, y Lola, una bendicién para el
grupo, y Laia, y Manuel Castellet, y Jaume Aguadé, y Jordi, Isa y los que
vendran después de ellos...
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Los primeros tiempos fueron duros. Costé cambiar de ciudad y de vida,
pero pronto aparecié Javier, y llego Israel, y hubo comidas juntos, y noches
de guitarra y conversacién, y mucho tenis de mesa. Luego el tiempo, viento
tan inapelable como voluble, se los llevé de mi vida, pero para siempre que-
dara el agradecimiento a meses de companerismo quiza irrepetibles. La tesina
cerré esta época, y aqui aparecen los recuerdos de Antonio Quintero, sombra
enorme y tutelar que me saco del Sur y me envid a esta nuestra particular
Meca, y de Juan Antonio Navarro y Juan Sancho, que hace ya largos anos
plantaron la semilla cuyo vastago mayor y mas reconocible es esta tesis.

Llego el primer fogonazo de Broto, y la apariciéon desde Britania de Ian
Leary me brind6 el conocimiento de una de esas extranas personas en las
cuales su calidad matematica, excepcional, s6lo palidece ante su talante hu-
mano y su simpatia, de modo que uno considera una gran fortuna conocerlo
y un privilegio su trato. Sus aportaciones a mi trabajo, inmensas, se resumen
en el dltimo capitulo, que no existiria si ese mail llegado de Southampton no
hubiera formulado la pregunta correcta en el momento preciso. Espero que
el futuro, como pensamos, nos vuelva a reunir alrededor de un problema o,
como minimo, de un punado de grupos discretos.

Y lleg6 el cambio de siglo, y mi primera estancia de investigacion. La
Ciudad Luz me recibi6 con los brazos abiertos, en particular por el trabajo
que se tomaron Lionel Schwartz y Bob Oliver en brindarme las condiciones
idoneas de trabajo y el interés mostrado en el mismo. Pero no fue sélo ho-
motopia en Paris; fue la ciudad inolvidable, el cosmopolitismo, las noches y
mas noches, y gente como Filipe y Luba que siempre podré reencontrar con
un bagaje de afectos compartidos que nos hara sentirnos especiales.

A la vuelta, comienzo de un nuevo siglo, millares de horas de estudio,
borrachera de optimismo y almuerzos con tertulias sin fin cargadas de interés
y anécdotas. En ellas, gente como Enrique, Daniel, Carlos, Francesc, Hara
y, sobre todo, Javi de Mélaga, la persona que uno senalaria quizéd como el
companero de piso ideal y aiin mejor amigo, me acompanaron y me dieron la
felicidad de formar parte de algo en este tramo del camino. En medio habia
congresos, y cursos, tantas personas y lugares que no habria papel aqui para
mencionarlos a todos, aunque sin duda cada uno tiene en propiedad un trocito
de mi memoria.

Con el segundo fogonazo de Broto aparecié Fernando, que tanta huella
dejo entre los topdlogos de Barcelona como la que la propia Ciudad Condal
imprimi6 en él. Indiscutiblemente, ha sido la tltima persona cuyas aporta-
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ciones a la tesis superan ampliamente el calificativo de destacable, particu-
larmente en el punto de vista utilizado al tratar la celularizacién. Con él, con
Carmen, con Monica o con Sergio construi un curso vital e intenso, musi-
cal, a veces sufrido pero de enorme creatividad. Cuando las campanadas que
marcaban el ocaso de 2002 anunciaban también el final de mi beca, era al-
guien diferente, quiza menos despreocupado pero sin duda mas adulto, el que
contemplaba con ojos reflexivos el final del camino, que podia vislumbrarse
ya en la linea del horizonte.

Y asi, andando el tiempo y es casi un lustro, llegamos al presente. De
nuevo mi presencia gozé Paris, cuatro meses de enorme riqueza intelectual,
con Muriel relevando a Lionel como anfitriona, con noches en vela frente a la
pantalla, haciendo realidad este sueno que tienes en tu mano, lector, y nuevos
nombres que anadir a la lista de imborrables: Pablo, Rocio, Mario, Yvanne,
Miro, Juan Carlos, Susana... y sobre todo mis dos musas literarias, conocidas
en circunstancias bien diferentes, pero a las que profeso igual afecto.

Y a la vuelta, historia venturosamente repetida: algunos rostros nuevos,
otros ya conocidos, pero la misma camaraderia: los de Albert, Gerard, Sa-
ra, Miquel, Martin, Judith, Isa, Francesco, Birgit, Mateo, Noemi, Nacho,
MaAngeles... Y sobre todo Lola y Javi, asidero perfecto a la felicidad coti-
diana de alguien como yo, que realmente la necesita. Ellos estaran conmigo
en la meta, y también, fisicamente o en espiritu, esos chistosos muertos de
Badajoz con quienes tanto llevo vivido, y cuyos mensajes me han dado la
vida en tantas y tantas mananas y tardes de Matemaéticas en soledad...

Y bueno, aunque esté de sobra decirlo, el Departamento de Mates de
la UAB ha sido mi segunda casa estos anos, y a todos sus componentes
agradezco el trato recibido (y ayudas puntuales e importantes, como la de
Warren Dicks); especial voluntad han necesitado para soportarme los que han
compartido conmigo alguno de los siete despachos que he tenido la fortuna
de habitar, y especial afecto dedico a los futboleros de los viernes.

Y nada, esto es el final. Dicen que los padres son los que no fallan, aquellos
en los que siempre se puede confiar, y sin duda los mios fueron los modelos
que sirvieron al autor de la frase. Y de Rosa, ;qué decir, si ya lo sabe todo?
Quiza que, como el resto de las cosas que hago, que sufro, que gozo y que
vivo, este trabajo es de ambos. A ella y a mi familia (con especial mencién a
mis abuelos, que nos abandonaron en el camino) esta dedicada esta tesis.
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Capitulo 1

Preliminares sobre localizacion

En este capitulo preliminar presentamos las principales herramientas que
vamos utilizar en esta Memoria, que son los funtores de anulacién y celulari-
zacion, recordando en cada caso el contexto en que aparecieron, sus propie-
dades principales, sus aplicaciones y los ejemplos mas relevantes. También
recordamos dos construcciones que apareceran frecuentemente en lo sucesivo,
como son la R-complecién de Bousfield-Kan y los colimites homotodpicos.

Durante las tres primeras secciones del capitulo, y salvo mencién expresa
en contra, todos los espacios que aparecen se supondran punteados, y las
construcciones se realizaran en la categoria Spaces, de espacios con punto
base. El desarrollo de la teoria de funtores de anulacién y celularizacién puede
llevarse a cabo de forma casi idéntica en la categoria sSpaces de conjuntos
simpliciales (ver la introduccién de [69] para mas detalles).

1.1. Funtores de anulacion

1.1.1. Introduccién historica y definiciones principales

Sean A y X dos espacios con punto base.

Los funtores de anulacién son definidos por Bousfield ([23]) en 1994 dentro
de sus investigaciones sobre fenémenos peridédicos en homotopia inestable, del
siguiente modo:

Definicién 1.1.1. Un espacio X se dice A-nulo si el espacio de aplicaciones
map, (A, X) es débilmente contractil, o lo que es lo mismo, cada aplicacién
punteada de una n-suspension de A en X es inesencial. La A-anulacion P, X

23
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(a veces llamada A-periodizacion) es el unico espacio A-nulo, salvo equiva-
lencia homotépica, dotado de una aplicacion X — P 4X que induce, para
cada espacio A-nulo Y, una equivalencia débil

map, (P4 X,Y) ~ map,(A,Y).

De este modo se define un funtor P4 : Spaces, — Spaces, que es coau-
mentado e idempotente.

Es destacable que no hay ningtin problema en definir este funtor en la
categoria no punteada, con ninguna referencia al punto base. Por otra parte,
los espacios X para los cuales P 4(X) es contractil se denominan A-aciclicos.

El objetivo de ese trabajo es desarrollar una teoria “cromatica’”en el rango
inestable similar a la que Ravenel ([147]) y Devinatz-Hopkins-Smith ([61])
construyeron en los ochenta para el caso estable. Recuérdese que esa jerarquia
comienza con los fendmenos que son descritos por la homotopia racional y
sigue con los que son visibles via la teoria K cléasica y las teorfas K de Morava
(ver definicion en [147], 1.5).

A semejanza de lo que ocurre en el caso estable, Bousfield impone a los
espacios (CW-complejos) que estudia la condicién de finitud, y también la
restriccion de que sean suspensiones cuya homologia sea de p-torsion.

El motivo principal, aunque no el tinico, de la introduccién de los funtores
de anulacién y los espacios A-nulos es que son las principales herramientas que
Bousfield utiliza para clasificar los espacios. Mas concretamente, dos espacios
W y W’ se dicen P-similares si todo espacio W-nulo es W/-nulo y viceversa.
Asi, si W’ es P-similar a W, decimos que W’ estd en la misma clase de nulidad
(W) que W. Mas tarde, estas clases fueron estudiadas cuidadosamente y
generalizadas por el propio Bousfield ([24], seccién 4) y por Dror-Farjoun
([69], capitulo 7), y en particular se sabe que constituyen un reticulo, que el
wedge y el smash de espacios inducen operaciones sobre ellas, y que ademas,
si W satisface la condicién de p-torsién n-soportada, se tiene que (XW) =
(S*WYV(K(Z/p,n+1)) para todo k > 1. Recordemos que un espacio cumple
la condicién de torsién n-soportada si su homologia entera es de p-torsion,
H;(W;Z) es nulo para i <ny H"(W;F,) es distinto de cero.

Una vez que disponemos de estas herramientas, el teorema de clasificacién
([23], 9.15) asegura que dos suspensiones finitas de p-torsion LW y W' estén
en la misma clase de nulidad si y sélo si poseen la misma conectividad y el
mismo tipo. Recordemos que el tipo de un espacio X se define como el menor
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entero m tal que la K (m)-teoria reducida de Morava no se anula sobre X.
Esta clasificacion es semejante a la clasificacion estable de la que hablabamos
al principio.

Una importante caracteristica de este teorema es que ademéas demuestra
la existencia de unas clases de nulidad canénicas (XV,,) cuyas suspensiones
iteradas dan lugar a todas las posibles clases de nulidad de espacios de p-
torsion de tipo n + 1. De hecho, cualquier espacio de tipo n + 1 tal que su
conectividad sea minimal entre los espacios de ese tipo sirve como V. Por
ejemplo, un modelo para V es M(Z/p,2) y un modelo para V; y p impar
es la cofibra de la aplicacién de Adams A : ¥**~2M(Z/p,3) — M(Z/p, 3).

Una vez probada la existencia de las clases candnicas, Bousfield define la
vp-periodizacion de un espacio Y como su XV ,-nulificacién P, Y, y demues-
tra los siguientes resultados de importancia:

» Para todo n > 0, existen aplicaciones P,, .Y — P, Y que dan lugar

Un+1

a una ‘torre cromatica”
P,Y —P,Y «— ...
cuyo limite inverso es Y.

» Mahowald y Thompson estudian en [121] los grupos de homotopia pe-
riédicos v, 'm.(Y;V,,_1), donde V,,,_; es un espacio de tipo m cuya
homologia reducida entera es finitamente generada como Z,-médu-
lo. Estos grupos se definen a partir de una auto-aplicacién de V,, 4
cuya existencia queda garantizada por el teorema de periodicidad de
Devinatz-Hopkins-Smith (ver [61]), y poseen una periodicidad d que
crece con el tipo. El resultado que prueba Bousfield es que los grupos
de homotopia periddicos de Y son los grupos de V,,-homotopia (en el
sentido en que fue utilizado este término en la introduccién) de P, Y,
y por tanto el tipo de homotopia de la v,-periodizacién captura la es-
tructura periddica del espacio. De este modo puede considerarse la torre
cromatica anterior como una descomposicion del espacio Y en “clases
de periodicidad”.

= Los resultados del apartado anterior permiten realizar una comparacion
entre equivalencias periddicas y equivalencias en teoria K mod p de
espacios 3-conexos. Este teorema, que es una version inestable de un
resultado anterior (ver [22]), tiene como consecuencia la resolucién de
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una conjetura de Miller-Snaith que aparece en [120] y [128], y que
concierne a la aplicacién de Snaith. Ver detalles en ([23], seccién 14).

Asi, queda claro que, al menos en este ejemplo inicial, la estructura de la
A-anulacién de un espacio ofrece un camino accesible para estudiar las pro-
piedades homotdpicas que dependen de A. Este es evidentemente el motivo
de la popularidad que han alcanzado estos funtores, pero no podemos dejar
de mencionar otros dos de indole practica que parecen de bastante impor-
tancia: el buen comportamiento de P 4 respecto a fibraciones (que veremos
un poco mas adelante) y la abundancia de construcciones que lo modelan.

En efecto, ya Bousfield propone en el articulo comentado los dos siguien-
tes modelos, uno en la categoria de espacios con punto base, y otro en la
categoria no punteada. La primera es una construccién ad hoc bastante in-
tuitiva: tomamos un espacio X, para cada ordinal A; definimos Xy = X y
por induccién X, es el espacio obtenido a partir de A pegando conos sobre
todas las posibles clases de homotopia de aplicaciones de n-suspensiones de
A en X,. Asi, la A-anulacién de X se construye como el colimite de estos
espacios.

La segunda construccion de Bousfield ya lleva implicita la idea de mirar
la anulacion como una localizacién homotodpica, como vamos a ver en el
siguiente epigrafe.

1.1.2. Localizacion

El concepto de localizacién en teoria de homotopia aparece por primera
vez a principios de los anos 70 como un ingrediente fundamental en la de-
mostracién llevada a cabo por Sullivan ([163]) de la conjetura de Adams. El
enunciado de dicho problema establecia que ciertos fibrados estables asocia-
dos a los elementos de teoria K de un complejo finito debian tener un fibrado
esférico asociado homotopicamente trivial, y su resoluciéon posibilito la des-
cripcion de los fibrados tangentes a todas las variedades compactas con un
tipo de homotopia dado.

La idea de localizaciéon de Sullivan recoge esencialmente dos conceptos.
En primer lugar, “localizar” un espacio quiere decir simplificarlo, reducirlo
a sus partes p-primarias para poder estudiarlo mejor, y en segundo lugar la
construccion entronca con la localizacién clasica de grupos, en el sentido que
localiza en conjuntos de primos los grupos de homotopia y homologia.
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Con mas precisién, dado un conjunto de primos P y un espacio X con
grupo fundamental abeliano y que posee una torre de Postnikov de fibracio-
nes principales (espacio simple de Postnikov), Sullivan construye un nuevo
espacio que denomina X; y un coaumento [ : X — X; que cumplen:

= X; es Zp-local, o lo que es lo mismo, sus grupos de homotopia son
modulos sobre Zp, el anillo de los enteros localizados en P.

= SiY es otro espacio Zp-local, cualquier aplicaciéon X — Y factoriza
a través del coaumento [.

En estas condiciones, se dice que X; es la Zp-localizacién de X, que es
construida de forma efectiva localizando primero las esferas mediante un
telescopio infinito y después induciendo sobre los esqueletos. De este modo
queda definido un funtor de localizacion en la subcategoria de la categoria
homotépica de espacios generada por los espacios simples de Postnikov. Un
poco mas adelante, Anderson ([6], ver también [34]) definié un funtor andlogo
al de Sullivan en la categoria topoldgica que coincidia con éste sobre espacios
simplemente conexos.

Aunque Sullivan construye su localizacién solo para espacios de Postnikov
finitos, asegura que una construccion similar debe ser posible para cualquier
espacio nilpotente (ver definicién en 1.3.3, un poco mas adelante). Este traba-
jo es llevado a cabo en el libro de Hilton-Mislin-Roitberg ([89]), que ademés
desarrolla la teoria de localizacion de grupos nilpotentes, pone en relaciéon am-
bos funtores y estudia diferentes aplicaciones, como por ejemplo la relacion
entre las estructuras de H-espacio de un espacio X y sus localizaciones en
diferentes primos, o el efecto de estos funtores sobre espacios de aplicaciones.

Una generalizacién de gran importancia de esta teoria lo constituye el
trabajo de Bousfield ([20]) en el cual aparece por primera vez la teoria de
localizaciones homoldgicas. Asi, para cualquier teoria de homologia genera-
lizada h,, el autor prueba la existencia de un endofuntor coaumentado F,
definido en la categoria homotépica de CW-complejos punteados, y caracte-
rizado por las siguientes propiedades universales:

= Para todo X, el coaumento nx : X — FEX induce una equivalencia
homoldgica h,(X) ~ h,(EX).

s Cualquier aplicaciéon f : X — Y que induzca isomorfismo en h,-
homologia factoriza a través del coaumento 7x.
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El funtor E asi definido se denomina h,-localizacion, y los espacios X
para los cuales el coaumento 7x es una equivalencia homotépica se llaman
h,-locales. Nétese la semejanza formal entre la definicién de E y la de la
Z p-localizacion de Sullivan.

Bousfield construye su funtor E sobre la categoria de conjuntos simpli-
ciales utilizando una version de la teoria de homotopia simplicial donde las
h.-equivalencias desempenan el papel de las equivalencias débiles y las fi-
braciones tienen la propiedad de levantamiento de homotopia con respecto a
ciertas h,-equivalencias, y a continuacién prueba que el funtor inducido en
la categoria de CW-complejos posee las propiedades apropiadas.

El gran avance que supone la aparicion de los funtores F tiene que ver
tanto con que amplia enormemente el campo de accion de la teoria de locali-
zacién homotdpica como con que en el caso en que X es nilpotente, engloba
una gran cantidad de construcciones anteriores. Por supuesto, si h, es la
homologia con coeficientes en Zp, la h,-localizacion coincide con las localiza-
ciones de Sullivan y Hilton-Mislin-Roitberg definidas anteriormente, pero es
que ademds, el funtor E generaliza la complecién de Artin-Mazur de grupos
([8]) si el anillo de coeficientes R es finitamente generado, generaliza también
la complecién de Mal’cev ([122]) si R es un subanillo de @, y en el caso en
que X es de tipo finito y R es Zp, coincide con la complecién p-profinita de
Quillen ([145]).

Aproximadamente por la misma fecha en que aparece este articulo, el
propio Bousfield y D. Kan desarrollan ([25]) para un anillo R el funtor de
R-complecién que lleva su nombre, cuya existencia ya habia sido sugerida
por Sullivan en el articulo comentado basandose en el resultado de Kan que
presenta cualquier espacio como el limite inverso de una torre de espacios
nilpotentes.

De todos modos, aunque la R-complecién es construida de modo radical-
mente diferente a la H,(—, R)-localizacién (y en eso reside su mayor ventaja
sobre ella, como veremos mas adelante), se puede probar que ambos funto-
res coinciden en cualquier subcategoria de la categoria de espacios donde el
funtor de R-complecién sea idempotente . En la seccién 3 comentaremos mas
detalladamente las principales propiedades de este funtor, del que hacemos
uso extensivo en la Memoria.

La nocién més moderna de localizacion es la denominada localizacion
con respecto a una aplicacion, o mas abreviadamente f-localizacién. Fue
propuesta originalmente por Dror-Farjoun en 1992 ([67]) y desarrollada pos-
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teriormente en [69], que es quizd la referencia principal sobre este tema.

Definicién 1.1.2. Sea Spaces, la categoria de espacios con punto base, y sea
f A — B una aplicacién continua. Entonces existe un funtor idempotente
Ly dotado de un coaumento Id — Ly tal que:

= Para todo X, la aplicacién f induce una equivalencia débil
map, (B,L;X) ~ map, (A, LX).
En particular, los espacios Y tales que f induce una equivalencia débil
map, (B,Y) ~ map, (4, )
se denominan f-locales.

= Si Y es f-local, cualquier aplicacion X — Y factoriza a través del
coaumento X — L;X.

La construccion del funtor Ly es como sigue. Si X es un espacio, se define
por medio de un cierto pushout un espacio L}X que cumple la condicién 2)
de la definicién anterior, dotado ademas de una cofibracion X — L}X .S58
es un cierto ordinal, entonces L?HX se define por induccién como L?L}X .
De este modo obtenemos una torre de cofibraciones:

X —LiX — .. —Lix - L{"X — ..

Entonces, si A es el primer ordinal cuya cardinalidad es mayor que la del
producto [0, 1] x (A]] B), Dror-Farjoun prueba mediante un “argumento del
objeto pequeno” de Quillen (ver [144]) que el colimite de la torre anterior
para todos los ordinales § < A\ cumple las condiciones arriba mencionadas,
y por tanto es un modelo para la f-localizacion de X. Es remarcable que la
construccién puede llevarse a cabo tanto en la categoria simplicial como en la
topolodgica, punteada o no punteada. Nosotros hemos mencionado la tltima
de ellas porque es el contexto en el que esta desarrollada esta Memoria, a
pesar de que la categoria de espacios sin punto base presenta algunas ventajas
técnicas.

La gran importancia del funtor de f-localizacién procede de que, para
elecciones adecuadas de f, engloba todos los funtores de homotopia coau-
mentados e idempotentes conocidos hasta la fecha (en particular todas las
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localizaciones arriba descritas). De hecho, Dror-Farjoun conjetur6 que todo
funtor de homotopia (es decir, que lleva equivalencias débiles en equivalencias
débiles) idempotente debia ser una f-localizacién, aunque se ha probado pos-
teriormente ([40]) que dicha pregunta es indecidible dentro de la axiomética
ZFC con los principios de grandes cardinales usuales.

En relacién con esto, un campo actualmente muy activo de investigacion
es el conocimiento de estructuras que son preservadas por estos funtores; por
ejemplo, se ha probado que envian espacios conexos en espacios conexos, H-
espacios en H-espacios -preservando asociatividad o conmutatividad, en su
caso-, espacios de lazos en espacios de lazos o espacios de Eilenberg-MacLane
generalizados en espacios de Eilenberg-MacLane generalizados (recordemos
que un espacio de Eilenberg-MacLane generalizado, o GEM, es un produc-
to de espacios de Eilenberg-MacLane ordinarios abelianos). Se sabe que las
localizaciones homoldgicas preservan espacios 1-conexos ([39]), aunque no se
sabe si el resultado es cierto para cualquier funtor idempotente, y de hecho
no lo es si pedimos que se preserve la n-conexién para n > 2 ([129]). Un buen
resumen de los resultados mas recientes en este contexto puede encontrarse
en [36].

Probablemente el problema abierto mas interesante en este contexto es la
preservacién de la nilpotencia, cuya dificultad procede probablemente de que
ni siquiera se conoce la respuesta al problema analogo a nivel de grupos. En
esta Memoria estudiaremos el comportamiento de los espacios clasificadores
de grupos nilpotentes bajo los funtores Ppy,/,, con una aproximacion diferente
a la utilizada, por ejemplo, en el articulo [70].

Antes de centrarnos en el caso de funtores de anulacién, mencionaremos
que Goerss-Jardine ([84]) y Hirschhorn ([90]) han probado que en casi cual-
quier categoria de modelos (en particular en todas las simpliciales) existen
f-localizaciones. Como consecuencia, la nociéon de f-localizacién ha sido ex-
tendida a otros contextos diferentes de la categoria homotopica de espacios,
tales como la categoria homotépica estable ([21] y [90]), los espacios sobre
un diagrama ([66] y [77]), el cédlculo de funtores de Goodwillie ([85]) o la
teorfa de homotopia de motivos ([83] y [133]). Un excelente resumen de estos
trabajos puede encontrarse en [74].
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1.1.3. Propiedades de los funtores de anulacion

Centrandonos ya en el caso concreto de funtores de anulacion, citamos a
continuacion algunas de sus propiedades elementales, que son consecuencia
en su mayor parte de resultados andlogos para Ly, y que son utilizadas fre-
cuentemente en este trabajo. Las pruebas pueden encontrarse en ([69], 1.A.8,
1.D.3y 3.D.1, y [72], 6.9):

» La aplicacién natural P4 (X xY) — P4 X x P4Y es una equivalencia
homotopica.

= Si X es A-nulo entonces también es %" A-nulo para todo n, y por ad-
juncion Q"X es A-nulo.

s Si PyX ~ %, entonces Py XX ~ .

= Si tenemos una fibracion donde la base y la fibra son A-nulas, el espacio
total también lo es.

= Si X es l-conexo, P4X también es 1-conexo.

= Si [ es una categoria pequena y F' : [ — Spaces, es un diagrama
sobre I, la aplicacién inducida por el coaumento da lugar a una equi-
valencia homotopica P 4hocolim ,F' ~ P jhocolim ,P4F'., y lo mismo
ocurre en el caso no punteado.

. . . . f
» Un caso particular interesante del punto anterior surge si ¥ — X —
C es una cofibracién. Entonces, si ademas Y es A-aciclico, P4 X o~
P,Cy, y si Pof es una equivalencia, entonces C es A-aciclico.

Recordamos que las propiedades principales de los colimites homotdpicos
se estudiaran en la seccion 4.

Antes de pasar a estudiar las fibraciones, comentaremos brevemente el
concepto de equivalencia A-periddica, debido a Bousfield:

Definicién 1.1.3. Una aplicacion f : X — Y se llama equivalencia A-
periodica si para cualquier espacio A-nulo Z y cualquier eleccién de punto
baseen X, Y,y Z, laaplicacién f induce una equivalencia débil map, (Y, Z) ~
map, (X, Z). En particular, el coaumento X — P4X es una equivalencia
A-periddica, porque el funtor P4 es idempotente.
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En ([42], seccién 13), pueden encontrarse las principales propiedades de
las equivalencias A-periddicas.

Una gran parte de las investigaciones que se han llevado a cabo en los
ultimos anos sobre funtores de localizacién, en general, y de anulacion, en
particular, han ido encaminadas a describir el efecto de dichos funtores sobre
fibraciones. En particular, una gran parte del libro [69] esta dedicada a este
tema, y es referencia inevitable en su estudio. A continuaciéon comentaremos
tres resultados que por diferentes razones nos parecen ineludibles en este
contexto, remitiendo al lector al libro citado y a ([23], secciones 4 y 8) y
([24], seccion 9) para informacién ulterior.

La primera de estas proposiciones aparece en el articulo ([23], 8.1) de
Bousfield:

Proposicién 1.1.4. Sea A un espacio punteado, sea J un conjunto de primos
y sea ' — FE — B una fibracion. Entonces, si X cumple la condicion de
torsion n-soportada para todos los primos de J, se tiene que la aplicacion
natural de PxaF a la fibra homotopica de PsyFE — PxaB tiene como
fibra homotopica un espacio de Eilenberg-MacLane K(G,n) con G un grupo
abeliano de J-torsion, y ademds la accion de m (PsaF) sobre dicho grupo es
trivial.

Este resultado es de importancia por varias razones. En primer lugar,
es el primer resultado fuerte de preservacion de fibraciones bajo funtores de
localizacion del que tenemos noticia; en segundo lugar, introduce dos condi-
ciones que van a ser de gran utilidad en trabajos futuros, como son realizar
la anulacion respecto de un espacio que es una suspension, y “cuantificar”
la diferencia entre la fibra homotopica de la localizacion y la localizacién de
la fibra homotdpica mediante un término de error K (G, n); en tercer lugar,
este resultado es vital en la prueba de todos los resultados sobre clases de
nulidad y wv,-periodizacién citados al principio del epigrafe; y por tltimo,
la prueba ya usa el concepto de localizacion fibra a fibra, formalizada més
tarde por Dror-Farjoun ([69], 1.F.1) y desde entonces central en la teoria de
localizaciéon homotdpica:

Teorema 1.1.5. Sea L : Spaces, — Spaces, un funtor de homotopia
coaumentado. Toda fibracion FF — E — B de espacios conexos puede ser
aplicada (sobre B) en otra fibracion de la forma L(F) — E — B. Ademds,
si ' — L(F) es una equivalencia también lo es E — E.
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Esta iltima idea estd muy presente en el siguiente resultado de preserva-
cién de fibraciones, que ha sido una de las herramientas claves utilizadas en
esta Memoria:

Teorema 1.1.6. ([69], 1.H.1 y 3.D.3). Sea F — E — B wuna fibracion.
Entonces:

1. SiPA(F) es contrdctil, se tiene que la aplicacion inducida P 4(E) —
P4(B) es una equivalencia homotdpica.

2. Si B es A-nulo entonces la fibracion es preservada por la A-anulacion.

Es interesante notar que mientras que la primera parte de la proposicion
es cierta para cualquier funtor de localizacién, la segunda es una propiedad
caracteristica de los funtores P 4. La razén de esta diferencia es que la prueba
de la segunda asercién utiliza que P4P4X ~ % para todo X, siendo P,X
el coaumento candnico. Esto no es cierto en general para f-localizaciones
cualesquiera, aunque si es cierto para toda f que L ffz X %

Para concluir con la relacion entre funtores de anulacién y fibraciones,
presentamos el tltimo resultado obtenido sobre este tema, debido a Berrick-
Dror-Farjoun ([13], 0.1):

Proposicién 1.1.7. Sea F — E 25 B una fibracién, W un espacio, y
denotemos por Py B a la fibra homotdpica del coaumento B — Py B. En
estas condiciones, son equivalentes:

s La W-anulacion preserva la fibracion.

» El producto fibrado F — E' -4 Py B de la fibracidén p a lo largo de
la aplicacion inducida Pyw B — B es preservado por el funtor Py, .

» La localizacion fibra a fibra de q es un fibrado producto.

Esta proposicion tiene dos caracteristicas interesantes. En primer lugar,
muestra que, en cierta medida, la preservaciéon de la fibracién depende de la
fibra homotopica de la A-anulacion de B, esto es, la parte “no local” de la
base. Y en segundo lugar, sirve como llave para probar que si un funtor de
anulacién preserva una fibracion, preserva sus productos fibrados.
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1.1.4. Ejemplos

En este epigrafe comentaremos los principales ejemplos de funtores de

anulacion que han ido surgiendo en los ultimos anos.

1.

Secciones de Postnikov. El ejemplo mas sencillo y clasico de funtor de
anulacién es la n-sima seccién de Postnikov, que no es mas que la S"*1-
anulacién. De hecho, como quedé dicho en la introduccion, los funtores
de anulaciéon pueden ser vistos como las generalizaciones naturales de
las secciones de Postnikov a teoria de A-homotopia. La notaciéon P 4
procede de aqui.

Espacios de Moore. La anulacion con respecto a espacios de Moore de
grupos abelianos finitamente generados ha sido muy estudiada y se co-
nocen razonablemente bien sus propiedades. La razon de este estudio ha
sido doble: en primer lugar, el hecho de que existan modelos de dimen-
sién finita para espacios de Moore evita muchas dificultades técnicas,
y por otra parte, varios modelos para los espacios V,, de los que hemos
hablado anteriormente se construyen a partir de espacios de Moore o de
cofibras de aplicaciones entre ellos. Los trabajos mas relevantes en este
contexto son los de Casacuberta ([34]), de nuevo Bousfield ([23], seccién
5y [24], secciones 7'y 8), donde el calculo de las M (G, 1)-anulaciones es
ademas utilizado para describir anulaciones mas generales de espacios
de Eilenberg-MacLane generalizados, o el de Neisendorfer ([135]) que
prueba que la Z/p-complecién de un espacio simplemente conexo no es
més que la anulacién con respecto a M(Z[1/p],1).

Construccion plus. En 1971, Quillen introdujo en [146] la construccién
plus para poder definir los grupos superiores de teoria K algebraica.
Asi, dado un espacio X y un anillo R, construye un espacio X y una
aplicacion X — X que no cambia la homologia pero hace cociente
de m1(X) por su subgrupo perfecto maximal, y a continuacién define
K%(R) como el n-simo grupo de homotopia de K(R) x BGL(R).
El impacto de la construccién plus no se hace esperar: Kervaire ([100])
descubre la relacién con la teoria de extensiones centrales; Maunder
([124]) la utiliza para dar una demostracién elemental del teorema de
Kan-Thurston; Adem-Milgram ([4]) prueban que el espacio de lazos de
la construccién plus del doble recubridor de A5 es un modelo para la
fibra de la autoaplicacién de S® de grado 120...
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En 1999, Berrick-Casacuberta ([12]) demuestran que la construccién
plus puede construirse como un funtor de anulacién respecto del es-
pacio clasificador de un cierto grupo aciclico universal F, que es un
producto libre de un conjunto no numerable de grupos perfectos lo-
calmente libres, y esta idea ha permitido recientemente generalizar la
construccién plus a contextos méas amplios, como teorias de homologia
generalizadas (ver [38] y [131]) o a la categoria de algebras sobre una
opérada ([46]).

4.  Anulacion respecto a BZ/p. El ejemplo principal para nosotros es la
BZ/p-anulacién. Como se ha dicho en la introduccion, los primeros cri-
terios de Z/p-nulidad fueron la resolucién por Miller de la conjetura de
Sullivan ([127]) y el teorema de Lannes-Schwartz ([105]). Mdas adelante,
y ya con la terminologia de localizacién, se prueba en [35] que si G es
cualquier grupo localmente finito de p-torsién, Pgy/,BG es contrictil,
y si G es un grupo abeliano discreto que ya cumple que Pgz/,BG ~ *,
entonces Ppy/, K(G,n) ~ x para cualquier n > 2; en cambio, si ¢
es otro primo, cualquier espacio que sea H,(—,Z/q)-local es en par-
ticular BZ/p-nulo, y la BZ/p-anulacién de K(Z,n) es K(Z[1/p],n) si
n > 2. Ademds, aunque el hecho de que para cualquier grupo abeliano
(Ppz/p K (G, n)); es contractil para n > 1 podria dar la impresién de
que BZ/p-anular seguido de p-completar mata a todos los espacios, di-
cha intuicién se desvanece tomando G = Z y aplicando el teorema de
Miller. De hecho, el mejor resultado obtenido hasta ahora para espacios
de dimension finita es el de Neisendorfer ([135]) que prueba que si X
es un CW-complejo finito 1-conexo cuyo segundo grupo de homotopia
es de torsién, se tiene que (Ppz/, X (n))) ~ X,. En particular, esto de-
muestra que cualquier CW-complejo de dimension finita simplemente
conexo y no contractil tiene infinitos grupos de homotopia no nulos, y el
hecho sorprendente de que el tipo de homotopia de la Z/p-complecion
de X puede ser reconstruido obviando un niimero finito arbitrariamente
grande de grupos de homotopia 7,(X). En la seccién 3.3 estudiaremos
con detalle la relacién entre la Z/p-complecién y la BZ /p-anulacién de
BG en el caso en que G sea finito.

Una aproximacion diferente es el trabajo de Dwyer ([72]) en el cual
prueba que si G es un grupo de Lie compacto cuyo grupo de compo-
nentes es un p-grupo, la BZ/p-anulacién de su espacio clasificador es
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homotépicamente equivalente a su H(—, Z[1/p|)-localizacién. Nosotros
esperamos que los resultados obtenidos en esta Memoria aplicados al
grupo de componentes permitan probar en el futuro una version mas
general del teorema.

5. wu-periodizacion. Este ejemplo ya se ha tratado anteriormente; sélo nos
gustaria remarcar aqui que el funtor de periodizaciéon P, , que es, como
vimos, la V,-anulacién, es naturalmente equivalente a la localizacién
respecto a una autoaplicacién nilpotente 7V — V, y de hecho esto
ocurre para la anulacién respecto de cualquier espacio W, ver [69].
Sobre la teoria de autoaplicaciones, el lector interesado puede consultar
([147], capitulo 2).

Por tltimo, nos gustaria senalar que, a diferencia de lo que ocurre en el
caso estable, en el que la f-localizacién (en el sentido de [74]) de cualquier
espectro tiene el tipo de homotopia de la anulacién respecto a la cofibra de f,
en general la f-localizacién de espacios no puede identificarse siempre como
una A-anulaciéon. Mds informacién sobre esto puede encontrarse en [74].

1.2. Celularizacion

En esta seccion siempre supondremos, salvo mencién expresa en contra,
que los colimites homotopicos a los que nos referiremos son punteados. Mas
informacion sobre los colimites homotdpicos podra encontrarse en la seccion
4.

1.2.1. Definiciones principales e introduccién histori-
ca. Modelos para la A-celularizacion.

Sean A y X dos espacios con punto base. A principios de los 90, E. Dror-
Farjoun ([68] y [69]) define los conceptos de celularizacién y espacio A-celular
del siguiente modo:

Definicién 1.2.1. Un espacio X se dice A-celular si para cualquier eleccion
de punto base en X, para cualesquiera espacios Y y Z y para toda aplicacién
punteada f : Y — Z tal que f} : map,(A,Y) — map,(A,Z) es una
equivalencia débil, tenemos que la aplicacién inducida f% : map,(X,Y) —
map, (X, Z) es también una equivalencia débil. Puede probarse que esto es
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equivalente a decir que X puede construirse como un colimite homotoépico
punteado (iterado) de copias de A.

Asi, la A-celularizacion de X se define de modo natural como el tinico es-
pacio A-celular CW 4 X (salvo homotopia) tal que existe un aumento canéni-
cocw : CW 4 X — X que induce una equivalencia débil map, (A, CW 4 X)) ~
map, (A, X). En particular, dicho aumento tiene las dos siguiente propiedades
([69], 2.E.8):

1. Sif:Y — X induce una equivalencia débil map,(A,Y") ~ map, (A, X),
existe una aplicacién ' : CW,4X — Y, tnica salvo homotopia, tal
que f o f' es homotdpica a cw.

2. Si Z es A-celular y g : Z — X es una aplicacién, entonces existe
g : Z — CW 4 X de modo que cwo g es homotdpica a g y ¢’ es tinica
salvo homotopia.

No es dificil ver que de este modo se define un funtor CW 4 : Spaces, —
Spaces, que es aumentado e idempotente. Es interesante observar también,
siguiendo a Chachoélski, que no hay manera de definir un funtor con las mis-
mas propiedades universales en la categoria de espacios sin punto base. La
razén de ello es que si esto fuera posible, el aumento natural cw poseeria una
seccion canonica, y hay ejemplos que prueban que esto no siempre ocurre
(ver [42], 7.4).

Dror-Farjoun dio también las dos primeras construcciones del funtor CW 4;
la primera, que aparece en ([69] 2.E.3), es standard:

Sea X un espacio. Recordemos que se define la n-semisuspension de A
como Y"A = (S"x A)U(D"+! x {*}) paran > 1, y convenimos que 3°A = A.
Sea pues F'(X)o = V50 ¥ A, donde para cada n, el wedge estd extendido
sobre todas las aplicaciones de [X"A, X],. Aumentamos F mediante una apli-
cacién pg : F(X)g — X definida como el wedge \/, -, h extendido de nuevo,
para cada n, sobre todas las aplicaciones h € [i”A,X]*.

A continuacién consideramos Dy = \/,.,%"A, donde el wedge ahora
estd indizado, para cada n, por pares {h, h’/ }_, donde h es una aplicacién de
[E”A,X ] vy I/ es una extensién de pyo h a D™ x A. Asi queda definida
claramente una aplicacion Dy — F(X). Sea entonces F(X); el pushout
del diagrama:
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l |

F(X)y———— F(X);

A partir de aqui es facil deducir F'(X); por induccién (transfinita en su
caso) como el pushout del diagrama correspondiente. De este modo hemos
definido un telescopio:

FX)y—F(X) — F(X);— ... — F(X)y — ...

Si tomamos A como el primer ordinal transfinito mayor que la cardinalidad
de X, el colimite del telescopio anterior para o < A\ es un modelo para la
A-celularizacion de X.

La segunda construccién tiene la desventaja de no ser funtorial, pero es
en cierto modo mas intuitiva y produce un modelo de la A-celularizacién més
manejable:

Proposicién 1.2.2. Sea A un complejo finito y X un espacio numerable.
Entonces la A-celularizacion de X puede definirse como

CW.AX = (\/T'4) Uy, CTT AU, S7A.

donde las aplicaciones ¢; se definen sobre XA para todo t > 0, y esencial-
mente tienen la funcion eliminar los nicleos de las aplicaciones F(X); — X
definidas durante la construccion anterior.

De este modo obtenemos un modelo numerable para CW 4 X que es in-
cluso més simple si X ya es una suspension ([69] 2.E.5-2.E.7). Otros modelos
de la A-celularizacién seran recordados un poco méas adelante, cuando estu-
diemos la relacién entre los funtores P4 y CW 4.

La motivacién original de estas definiciones puede encontrarse en el pro-
blema de clasificar los aciclicos de una determinada teoria de homologia ge-
neralizada E,, propuesto originalmente por J.F. Adams ([2]) en los afios 70.
Asi, aprovechando el hecho de que los colimites homotdpicos punteados de
aciclicos son siempre aciclicos, la idea es buscar un espacio finito A tal que
cualquier espacio E,-aciclico (o al menos una cantidad importante de ellos)
pueda ser obtenido a partir de A realizando reiteradamente estos colimites.
De hecho, si X es un CW-complejo finito E,-aciclico y P4 X es contréctil,
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se tiene que es el limite de sus subcomplejos E,-aciclicos. Con estas herra-
mientas se ha probado tambien, por ejemplo, que para todo i > 0 y para
algin k(n) > 0, el espacio de Eilenberg-MacLane K(G,i + k) es el colimi-
te homotdpico de sus subcomplejos aciclicos para la teorfa K (n) de Morava
([69], 3.C.5). Ademas, si V(n) es un espacio de p-torsién finito de tipo n, se
tiene que:

» Si G es un grupo de p-torsién, existe un m > n de modo que K (G, m+j)
es V(n)-celular para todo j.

= Si X es un espacio 2-conexo y de p-torsion tal que la teoria K reducida
compleja de su espacio de lazos es nula, X es V(n)-celular.

= Sea S(n), la teorfa de homologfa definida por Bousfield en ([23], 12.2)
a través del espectro de las esferas p-localizado. Para todo n > 1, existe
N > n tal que todo espacio de p-torsiéon N-conexo cuyo N-espacio de
lazos sea S(n),-aciclico es V (n)-celular.

El lector interesado en las demostraciones, asi como en otras condiciones
de este tipo y en las relaciones con otras teorfas de homologia (muy particu-
larmente con las teorfas K de Morava) puede consultar las referencias [23],
[121] o [147].

Este planteamiento, que bebe de la filosofia de descomposiciones ho-
motopicas de grupos de Lie compactos de Jackowski-McClure-Oliver ([94]
y [95]) por una parte, y de la construccién de las categorias “gruesas”
por Ravenel ([147], capitulos 4-6) como la clausura por cofibraciones y por
(de)suspensiones de los espacios de tipo V(n) por otra, estd estrechamen-
te relacionado con el problema de decidir si una teoria de cohomologia es
“smashing” (ver [68], A.2 para més detalles) y ademds llevé a Dror-Farjoun a
proponer el concepto de clase cerrada, que estudiamos en el siguiente epigrafe.

1.2.2. Clases cerradas. Propiedades del funtor CW 4.
Ejemplos.

Una clase cerrada es una clase de espacios que es cerrada bajo equivalen-
cias débiles y colimites homotopicos punteados.

Las caracteristicas principales de las clases cerradas fueron descritas por
Chachdlski en [42]. Asimismo, este autor observa que la clase de los espacios
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A-celulares es cerrada, y que de hecho es la menor clase cerrada que contiene
a A. Entre los ejemplos de clases cerradas podemos destacar los espacios A-
aciclicos (que constituyen una clase cerrada peculiar, de la cual hablaremos
un poco més tarde), los espacios n-conexos, los espacios X tales que para
todo espacio de dimensién finita se tiene que map,(X,Y) es contréctil (espa-
cios de Miller) o los espacios FE,-aciclicos para una teoria de (co)homologia
generalizada F,.

Es evidente a partir de la definicién que las clases cerradas lo son para
colimites homotdpicos punteados, y de hecho uno de los motivos que llevé a
Dror-Farjoun a definir dichas clases de este modo fue el estudio de la apli-
cacion natural hocolim F' — colim F'; y en particular de su fibra y cofibra
homotdépica. Por ejemplo, mediante estos métodos este autor prueba que si
los valores de F' son espacios A-celulares, tanto la fibra como la cofibra de la
aplicacién son espacios X2 A-celulares. Un estudio detallado de este problema
puede encontrarse en ([68], seccién F).

A continuacién listamos algunas propiedades interesantes de los espacios
A-celulares y del funtor CW 4, muchas de las cuales se prueban a partir de
propiedades analogas de las clases cerradas.

Proposicién 1.2.3. Sea A un espacio. Entonces:
w [[42], 4.3] Si X es débilmente contrdctil, es A-celular .

» [[69], 2.E.11] Si X es A-celular e Y es retracto de X, Y es A-celular.

[[69], 2.D.2.6] Si A es n-conezo, para n > 0, entonces cualquier espacio
A-celular es n-conezo, y andlogamente si A es (co)homoldgicamente
n-conexo para una teoria de (co)homologia generalizada E,. En parti-
cular, si A es E.-aciclico, también lo es X.

» [[69], 2.E.10] Si X e Y son conexos, entonces existe una equivalencia
CW4(X XY) ~ CW X x CWLY. En particular, el producto de
espacios A-celulares es A-celular (de hecho esto es cierto aunque los
espacios no sean coneros).

» [[69], 2.D.8] Si X es A-celular e Y es B-celular, el producto smash
X AY es (AN B)-celular.

v [[42], 4.3] Si X es A-celular, entonces la n-suspension 3"A y la n-
semisuspension X" A son A-celulares.
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[[42], 11.1] Si X es simplemente conezxo, se tiene una equivalencia ho-

motopica QCWx X ~ CW 40X

[[42], 10] Si B es A-celular y X es B-celular, entonces X es A-celular.

[[69], 9.A] Si X es A-celular e Y es otro espacio tal que map,(A,Y) es
débilmente contrdctil, entonces también lo es map,(X,Y).

[[69], 4.A.2] Si X es un G-espacio tal que para todo H < G el subespacio
de puntos fijos X™ es A-celular, se tiene que X/G también lo es.

[[69], 4.B.3] Si X es un GEM, también lo es CW 4X.

» [[42], 4.4-4.5] Sean Dy, Dy : C — Spaces, diagramas, y sea una trans-
formacion natural ¥ : D1 — Ds. Si para cada objeto a de C la fibra ho-
motdpica de V, es A-celular, entonces también lo es la fibra homotopica
de la aplicacion inducida entre los colimites homotopicos. En particular
esto implica que si f : A — X es una aplicacion y Cy es su cofibra
homdtépica, la fibra homotdpica de la inclusion X — Cy es A-celular.

En ([69], capitulo 9 y [42], seccién 10) se prueban otras propiedades intere-
santes de la A-celularizacion, sobre todo relacionadas con el comportamiento
del funtor CW 4 respecto a suspensiones y espacios de lazos.

Antes de pasar a describir el comportamiento del funtor CW 4 respecto
a fibraciones, vamos a definir el concepto de equivalencia A-celular.

Definicién 1.2.4. Una aplicaciéon X — Y es una equivalencia A-celular si
induce una equivalencia débil map, (A, X) ~ map,(A,Y).

Las principales propiedades de las equivalencias A-celulares pueden en-
contrarse en ([42], seccién 6). Este concepto es utilizado con gran frecuencia
en dicho trabajo.

Al igual que ocurria en el caso de A-anulacion, se han dedicado grandes
esfuerzos a intentar dilucidar bajo qué circunstancias o hasta qué punto el
funtor CW 4 preserva fibraciones, asi como qué relaciéon hay entre la A-
celularidad de los componentes de una fibracion. Algunos de los principales
resultados obtenidos han sido los siguientes:

Proposicion 1.2.5. Sea A un espacio punteado. Entonces:
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w [[42], 4.7) St F — E — B es una fibracion con una seccion y F' y B
son A-celulares, entonces E es A-celular.

» [[69], 2.D.11 y 3.E.1] Si F — E — B es una fibracion con base
conexa y E y F A-celulares, también lo es B. En particular, si B y
E son Y A-celulares, la fibra es A-celular, y si la base y la fibra son
Y. A-celulares, el espacio total es A-celular.

» [[69], 5.E.7T] Si A es una doble suspensidn, la fibra de CW 4,QX —
QCW 4 X es el espacio total de una fibracion cuya base y fibra son
GEMs.

Obsérvese cémo en el ultimo ejemplo, el término de error viene dado
por un GEM. Esta idea, que se utiliza para medir la “conmutatividad” entre
funtores de localizacion y celularizacién por una parte, y otro tipo de funtores
tales como suspensiones, espacios de lazos o fibras homotdpicas por otra, es
especialmente explotada en ([69], capitulo 5).

También en [69], en este caso en el capitulo 3, podemos encontrar bastan-
tes ejemplos de espacios A-celulares. A continuacién comentamos brevemente
los mas importantes:

1. La construccion de James JX. En 1955 I. James propone ([96]), dado
un espacio X, un modelo combinatorial para el espacio de lazos de la
suspension de X, que desde entonces se denomina “construccién de Ja-
mes de X”. Este modelo ha sido muy usado posteriormente, pues sobre
él pueden utilizarse técnicas como el teorema de aproximacion celular
o filtraciones por subcomplejos de los cuales se conoce la homologia.

Utilizando una descomposicién como telescopio debida a Blanc ([18]),
Dror Farjoun prueba constructivamente que JX es X-celular, y des-
pués lleva a cabo una demostracion elemental utilizando solamente las
propiedades de conmutaciéon mencionadas mas arriba de los funtores
CW x con la suspensién y espacio de lazos. De modo similar se prueba
que, para todo n, Q"X"X es X-celular. Sin embargo, existen ejemplos
en los que X"Q"X no lo es, como por ejemplo X = K(Z,3).

2. La construccion de Dold-Thom. Si X es un espacio y X" es el pro-
ducto de n-copias del espacio, el grupo simétrico >, actia en X" in-
tercambiando componentes. Al espacio cociente X" /¥, se se le suele
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denominar SP"X, y al limite directo del telescopio X = SP1X —
SP?2X — ... se le llama construccién de Dold-Thom de X, y se le
denota SP>X. Esta construccién aparecié en el trabajo [65] y ha sido
ampliamente utilizada por Bousfield-Kan ([25]) y Dror-Farjoun ([69]),
este tltimo en el andlisis del efecto de los funtores de localizacién sobre
espacios de Eilenberg-MaclLane generalizados.

El espacio SP*X es X-celular, y la prueba se lleva a cabo en ([69],
3.C.3) de dos modos diferentes: aplicando una técnica general sobre I'-
espacios debida a Bousfield, o bien de modo mas sencillo, presentando
el producto simétrico infinito SP*°X como un colimite homotdpico de
productos finitos de X.

3. Espacios clasificadores de grupos. Sea G un grupo topolégico, y con-
sideremos su espacio clasificador. La construccion “join” de Milnor de
BG proporciona una demostracién directa de que BG es G-celular, y
en particular para todo k& > 0 se tiene que K(G,n + k) es K(G,n)-
celular. De hecho, las propiedades de conmutacion de la celularizacién
permiten probar que BG es, ademas, YG-celular.

La G-celularidad de BG puede deducirse igualmente del hecho de que
la ¥G-anulacién de BG es contractil ([69] 3.C.6).

4. FEspacios de Moore. El estudio de las celularizaciones respecto a espacios
de Moore M (G, n) ha sido bastante popular en los dltimos anos, ademés
de por su interés intrinseco, por su relacién con la Z/p-homotopia
y por la posibilidad de encontrar modelos de dimension finita para
ellos. Asi, Dror-Farjoun ya identifica la M(Z/p,n + 1)-celularizacién
de M(Z/p",n + 1) como la fibra homotdpica de una cierta aplicacién
M(Z/p",n+ 1) — K(Z/p"',n), y obtiene como consecuencia que
para todo p-grupo G'y j > 2 el espacio M (G,n+j) es M(Z/p,n+ 1)-
celular. Mas tarde, Casacuberta-Hernandez-Rodriguez ([37]) y Blanc
([19]) clasifican las celularizaciones respecto a los espacios M (Z/p*,n)
para n > 2, y Rodriguez-Scherer ([152]), por medio de herramientas
diferentes como la Z/p-celularizacién de grupos (que serd de gran im-
portancia en nuestro trabajo, ver capitulo 4) extienden la clasificacién
al caso n = 1, calculan para todo grupo discreto GG el grupo fundamen-
tal de CW 1) X, y, para cada grupo discreto IV, describen el espacio
CW j1(¢,)BN por medio de una fibracién universal. De hecho, nuestro
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trabajo en celularizacién puede verse como un desarrollo de parte de
este programa en el caso infinito dimensional CWgy/,. Una discusion
sobre espacios M (G, 1)-celulares para G # 7Z/p" puede encontrarse en
[153].

Espacios de Eilenberg-MacLane. Una parte muy importante de los re-
sultados obtenidos en el campo de la celularizacion de espacios han
concernido a espacios de Eilenberg MacLane (a veces generalizados)
como objeto de estudio per se, como términos de error o como herra-
mienta de clasificacion. Aqui citamos tres de los mas representativos;
el lector interesado en més detalles puede consultar ([69], 3.C).

» Si V(n) es un espacio finito de p-torsién de tipo n se tiene que

para un cierto entero k = k(n) y para todo ¢ > 0, el espacio
de Eilenberg-MacLane K(G,i + k) es V(n)-celular. El resultado
de aciclicidad correspondiente que hemos visto mas arriba es una
consecuencia directa de esta proposicion.

Para cualesquiera n, k > 0, se tiene que K(G,n+ k) es un espacio
K(Z,n)-celular. La prueba de este resultado es sencilla utilizando
una presentacién del grupo GG y un argumento inductivo.

Sea n > 1. Se tiene que que K(Z/p’,n) es K(Z/p* n)-celular
si k > j, vy que CWK(Z/pkyn)K(Z/pk,n) = K(Z/p’,n) en caso
contrario. La prueba de este resultado es una consecuencia de
las propiedades de preservacion de fibraciones vistas mas arriba.
Los resultados del capitulo 4 fueron en parte estimulados por este

resultado, que es “patologico” en el sentido de que establece, por
ejemplo, que K(Z/p?,1) no es K(Z/p,1)-celular.

Para concluir este epigrafe, mencionaremos que los trabajos mas recien-

tes sobre A-celularizacién han tratado esta construccién desde dos puntos de

vista diferentes, que podriamos denominar respectivamente intrinseco y gene-

ral. Asi, en [44], los autores estudian el minimo nimero de veces que hay que

reiterar la construccion colimite homotépico para obtener la A-celularizacion

de un cierto espacio X a partir de A. Este nimero k4(X), que es un ordinal

no necesariamente finito, se denomina la A-complejidad de X, y describe en

cierto modo la complejidad de CW 4 X.

El otro punto de vista es desarrollado en [75], donde los autores gene-

ralizan el concepto de celularizacion a ciertas categorias algebraicas. Mas
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precisamente, definen un concepto general de S-algebra que engloba tanto a
anillos como a algebras diferenciales graduadas o espectros anillo, y dada una
tal S-dlgebra R, definen la k-celularizacion Cellg (M) de un R-médulo como
otro R-modulo que cumple propiedades universales andlogas a las ya estudia-
das para CW 4 X . Esta construccion es ampliamente explotada en la segunda
parte del articulo en la uniformizaciéon de teoremas de dualidad en contextos
muy diferentes, tales como teoria de variedades, anillos conmutativos, grupos
de homotopia estable o cohomologia de grupos.

1.2.3. La relacion entre P, y CW 4.

Desde que aparece la nocion de celularizacion a principios de los anos 90
se hace patente la existencia de una relacién muy estrecha entre los funtores
P, y CW 4. Filoséficamente, la dualidad es clara: mientras que P4 es un
funtor que elimina la “parte” de X que es visible a través de A via el es-
pacio de aplicaciones map, (A, X), la A-celularizacién aisla y preserva dicha
parte. Esta dualidad es acentuada por el hecho de que mientras el funtor de
A-anulacion es una localizacion, CW 4 es una colocalizacion, es decir, una
localizacién en la categoria opuesta ([74]), y también por el resultado estable
que prueba que si A y X son espectros y P% y CW? los andlogos en la
categoria estable a los funtores que estamos estudiando, entonces existe una
cofibracién

CW5X — X — P X.

Ya en el libro de Dror-Farjoun aparecen las primeras relaciones entre estos
funtores. Por ejemplo, para cualquier espacio X se tiene que P,CW 4 X ~
CW P4 X ~ {x}, ysi Ay X son conexos y [A, X|. es contrictil, enton-
ces CW 4 X es la fibra homotdpica de la X A-anulacién de A. De hecho, en
cualquier caso se tiene que si Px4 X es contractil, X es A-celular.

Otra relacion importante viene dada por las clases de celularidad: se di-
ce que A < X si X es A-celular, y que A y X estan en la misma clase de
celularidad si A < X y X < A. Tras definir estas clases y probar sus prin-
cipales propiedades ([68]), Dror-Farjoun analiza su relacién con las clases de
nulidad de Bousfield ya comentadas anteriormente, y en particular obtiene
un teorema de clasificacién de suspensiones de p-torsion finitas paralelo al ya
referido ([69], 7.C). La principal diferencia reside en que mientras Bousfield
clasifica las clases de nulidad en funcién de la conectividad y el tipo, la clases
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de celularidad vienen determinadas, ademas de por la conectividad, por el
p-exponente de la homologia entera de dimension méaxima.

De todos modos, a pesar de toda la informacion obtenida anteriormente,
la relacion entre CW 4 v P4 no es completamente aclarada hasta el trabajo
[42] de Chachdlski, donde la dualidad es analizada desde dos nuevos puntos
de vista: la posibilidad de construir cada uno de estos funtores a partir del
otro, y la comparacién entre la imagen y el nicleo de ambos. Aclaramos que
por ntcleo de P4 entendemos los espacios A-aciclicos (respectivamente los
espacios X para los que CW 4X ~ {x}), y por imagen de P4 a los espacios
A-nulos (respectivamente A-celulares).

En el primero de los dos supuestos, la A-anulacién es construida a partir
de la A-celularizacién mediante el siguiente proceso recursivo ([42], 17.1):
tomamos Xg = X, X; como la cofibra del aumento CW 4 X, — Xj, y en
general X,, como la cofibra del aumento CW 4X,,_; — X,,_1; tras repetir el
proceso quiza un numero transfinito de veces, obtenemos que el colimite del
telescopio Xg — X7 — X5 ... tiene el tipo de homotopia de la A-anulacion
de X.

El siguiente teorema nos muestra la manera de realizar el proceso inverso:

Proposiciéon 1.2.6. Si A es conexo, la A-celularizacion de X tiene el tipo
de homotopia de la fibra homotopica de la aplicacion n : X — LX, donde
n es la composicion de la inclusion X — Cf en la cofibra homotopica de la
evaluacion v[A,X]* A — X con la anulacion C'f — PgaCf.

Este resultado es probablemente la herramienta més potente que se cono-
ce para calcular la A-celularizacién de espacios, y es fundamental en nuestros
resultados del capitulo 4. Dwyer, en particular, la utiliza para probar que la
n-esfera es QS !-celular si y sélo si n = 1,3 o 7. La prueba puede encon-
trarse en ([42], 20.10).

Veamos, pues, para terminar esta seccion, la relacion existente entre la
imagen y el nicleo de los funtores citados, lo cual es, quiza junto con la iltima
proposicién, la mayor aportacién del trabajo [42]. La mencionada relacién
es clarificada por el teorema que citamos a continuacién. Recordemos que
una clase cerrada C es cerrada por extensiones por fibraciones si para cada
fibracion F — E — B tal que F € Cy B € C, se tiene que E € C.

Teorema 1.2.7. Sea A un espacio. Entonces:

1. Un espacio X es A-nulo si y solo si su A-celularizacion es un punto.
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2. Un espacio X es A-aciclico si y solo si pertenece a la menor clase
cerrada que contiene a A y es cerrada por extensiones por fibraciones.
En particular, cada espacio A-celular es A-aciclico.

La prueba de la primera parte de la proposicién no es dificil, pues es
una consecuencia mas o menos inmediata de las definiciones. Lo novedoso
e importante es el provecho que este autor extrae de la definicion de clase
cerrada para llegar a una caracterizacion tan sorprendentemente precisa de
los espacios A-aciclicos como es el segundo enunciado. Ademas, en ese trabajo
se lleva a cabo una descripcion exhaustiva de dicha clase de espacios, y en
particular se describen clases de aciclicidad semejantes a las clases de nulidad
y celularidad vistas anteriormente.

A la vista de estos resultados, una conclusién a la que podemos llegar es
que si P4 : Spaces, — Spaces, es el funtor aumentado e idempotente que
envia cada espacio X es la fibra homotépica del coaumento natural X —
P4 X (y que es llamado frecuentemente “funtor aciclico” porque su imagen
es la clase de los espacios A-aciclicos), se puede decir que la A-celularizacién
de X es una especie de “mezcla” entre P4 X y Py X. En el capitulo 4
estudiaremos el efecto del funtor aciclico sobre el grupo fundamental en el
caso en que A =BZ/p y X es el espacio clasificador de un grupo finito.

1.3. La complecion de Bousfield-Kan

La fuente principal para esta seccién ha sido la primera parte de [25].

En esta seccién estudiaremos la complecién de Bousfield-Kan, que sera una
herramienta bésica en la primera parte de esta Memoria. Durante toda la
secci6n R denotara un anillo conmutativo con unidad (que en nuestro caso
serd siempre Z/p o un subanillo de Q).

P. Bousfield y D. Kan construyen en [25] un endofuntor coaumentado

R, : Spaces — Spaces
que cumple las siguientes propiedades:

1. Si f: X — Y es una aplicacion que induce un isomorfismo f, :
H.X;R) — H.(Y;R), entonces Ry f : RooX — RxY es una equi-
valencia de homotopfia.

2. R preserva uniones disjuntas arbitrarias y productos finitos.
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3. Si X es un espacio n-conexo y R es un anillo sélido (es decir, que
la multiplicacién R ®7 R — R es un isomorfismo), entonces R X
también es n-conexo.

4. Si X es un H-espacio, R, X también es un H-espacio.

Nétese la semejanza de las propiedades 2) y 3) con algunas propiedades
de los funtores de localizacién descritas en los preliminares. Como ya dijimos
alli, aunque la complecién de Bousfield-Kan no es una localizacion en general,
si que lo es en cualquier subcategoria de Spaces donde el funtor R, sea
idempotente. Los espacios que aparecen en estas categorias son los espacios
R-buenos, que describimos a continuacion.

Definicién 1.3.1. Un espacio X se dice R-bueno si el coaumento natural
X — R, X es una equivalencia homoldgica con coeficientes en R, v R-
completo si dicha aplicacién es una equivalencia homotdpica.

No es dificil ver ([25], 1.5.2) que un espacio X es R-bueno siy s6lo si R, X
es R-completo, y a su vez esto ocurre si y solo si R, X es R-bueno. La impor-
tancia y utilidad de la R-complecién proviene esencialmente de que en estos
espacios aisla de forma muy adecuada la parte R-primaria de la homotopia
de X, por una parte, y en que se ha descrito una ingente cantidad de ejem-
plos de espacios R-buenos, por otra, en particular para R = Z/p o R C Q.
A continuacién describiremos estos ejemplos, no sin antes hacer notar, como
contrapartida, que la R-complecion se muestra como una herramienta muy
ineficaz en el estudio de espacios que no son R-buenos, principalmente por
el hecho de que si un espacio no es R-bueno tampoco lo es ninguna de sus
sucesivas R-compleciones.

Los ejemplos mejor estudiados de espacios R-buenos son los espacios R-
nilpotentes. Antes de definirlos, necesitamos un par de conceptos de teoria
de grupos:

Definicién 1.3.2. Un grupo G se dice R-nilpotente si posee series centrales
finitas

G=G12Gs2...2G,=x

tales que cada uno de los cocientes sucesivos G;/G,41 admite estructura de
R-médulo (que es tnica). Si R = Z, el grupo se denomina sencillamente
nilpotente. Asimismo, si G actia en un grupo abeliano M, se dice que la
accién es nilpotente si existe algtin entero k tal que I*M = 0, siendo I el
ideal de aumento de Z|[G].



1.3. La complecién de Bousfield-Kan 49

Definicién 1.3.3. Un espacio X se dice R-nulpotente si la accion monodrémi-
ca del grupo fundamental de X sobre los grupos de homotopia superior 7, (X)
es nilpotente para todo n y ademas todos los grupos de homotopia de X son
R-nilpotentes. Si R = Z, el espacio se dice nilpotente.

De la definicién se deduce que todo espacio simplemente conexo es nilpo-
tente, y si ademas sus grupos de homotopia son abelianos finitos, se tienen
isomorfismos 7;(X ') ~ Z) ® m;(X) para todo i, donde Z) denota los enteros
p-adicos. Por otra parte, los espacios cuyos grupos de homotopia son p-grupos
finitos también son nilpotentes, porque un p-grupo finito actia siempre de
modo nilpotente sobre otro p-grupo finito. En particular, el espacio clasifica-
dor de un p-grupo finito es siempre Z/p-completo.

De ahora en adelante supondremos que R = Z/p o R C Q; de acuerdo
con ([25], 1.9), esta restriccién no es de gran importancia.

Entre los ejemplos de espacios R-buenos que no son nilpotentes podemos
destacar los siguientes:

1. Los espacios X con grupo fundamental R-perfecto, es decir H; (X; R)=0.

2. Los espacios con todos los grupos de homotopfia finitos, y en particular
los espacios clasificadores de grupos finitos.

3. Si R=Z/p, los espacios con grupo fundamental finito.

4. El espacio de Eilenberg-MacLane K (S, 1), donde S,, denota al grupo
simétrico infinito.

Como contrapartida, es sabido que el plano proyectivo real no es Z-bueno
(a pesar de que es Z/p-bueno para todo primo p), que un wedge finito de
circunferencias tampoco lo es, y que un wedge infinito de circunferencias no
es Z/p-bueno para ningun p.

Una de las principales razones de la utilidad de la R-complecién es que
se ha descrito con bastante precision su efecto sobre fibraciones, sobre todo
en los casos en que los espacios que aparecen satisfacen condiciones de nilpo-
tencia. Mencionemos aqui el fundamental “lema de fibras” ([25], 11.5.1), que
utilizaremos mas adelante:

Teorema 1.3.4. Sea F' — E — B una fibracion con fibra conexa de modo
que la accion del grupo fundamental B sobre la homologia mod R de la fibra
sea nilpotente. Entonces la aplicacion inducida Ry : Rl — Ry B es una
fibracion cuya fibra es homotopicamente equivalente a Ry F'.
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Para mas informacién sobre R-complecién y fibraciones puede consultarse
el capitulo II de [25], donde también es descrita la R-complecién fibra a fibra,
o el apéndice de [78].

Si BG es el espacio clasificador de un grupo finito, la Z/p-complecién
nos permite fracturar el tipo de homotopia de X en sus componentes p-
primarias, como vemos en el siguiente lema, que usaremos a menudo en la
primera parte de esta Memoria, y que es una consecuencia inmediata del
cuadrado aritmético de Sullivan ([25], VI.8.1).

Lema 1.3.5. §i G es un grupo finito, se tiene que la aplicacion natural
BG — ]

» primo BG)) es una equivalencia de homotopia.

El hecho de que la R-complecién se construya como el limite inverso de
una torre de fibraciones da lugar a la existencia de una sucesion espectral que
en ciertas condiciones (teorema de Curtis, por ejemplo) converge a sus grupos
de homotopia, y que coincide, si R = Z/p, con la sucesién espectral de Adams
inestable. En ciertos casos, sin embargo, no es preciso recurrir a herramientas
tan sofisticadas para conocer la homotopia de R, X. Por ejemplo, 71 (R X)
es siempre el cociente de 1 (X) por su subgrupo normal maximal R-perfecto,
ysi R=7Z/py X es nilpotente, existe una sucesién exacta escindible ([25],
VIL.5.1)

0 — Ext(Z/poc, Tn(X)) — 13 (R X) — Hom(Z/peo, mn—1(X)) — 0.

En particular, si para cada n el grupo m, (X) es abeliano finitamente generado
y sus elementos de torsién tienen orden acotado, se tiene que 7, (R X) es la
Z/p-complecion de Artin-Mazur de 7, (X).

1.4. Colimites homotoépicos

Las referencias utilizadas en esta seccion, a las que remitimos al lector
para mas detalles, han sido [25], [69] y [76]. Tratamientos exhaustivos de la
teoria de colimites homotépicos pueden hallarse en [45] y [90].

Es sabido en general que los colimites estrictos en la categoria de espa-
cios no se comportan bien respecto a equivalencias débiles. Un ejemplo pa-
radigmaético es el siguiente: si consideramos el diagrama conmutativo, donde
las aplicaciones horizontales superiores son las inclusiones candnicas
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las columnas son equivalencias débiles, pero sin embargo los pushouts de cada
una de las filas no poseen el mismo tipo de homotopia. En general, el tipo
de homotopia de dicho pushout queda fijado si sustituimos las aplicaciones
horizontales por cofibraciones que sean homotdpicas a ellas, y el pushout
resultante es el que es considerado “pushout homotdpico”.

Entre las diferentes construcciones que se han propuesto del colimite ho-
moto6pico (como diagonal de un cierto conjunto simplicial, como colimite
estricto de un diagrama libre, etc.) escogemos una que es descrita en ([76],
pag 19), y que destaca por su sencillez: sea F' : C — sSpaces un dia-
grama. Por cada objeto ¢y de C tomamos una copia de F'(cy), por cada
morfismo ¢y — ¢; una copia de F(cy) X A', y en general para cada cadena
g —> ¢ — ... —> ¢, una copia de F'(co) x A". A continuacion, realizamos
las siguientes identificaciones:

» Colapsamos el producto F(cp) x A" si alguno de los morfismos que
aparecen en la cadena correspondiente es la identidad.

» Identificamos el subespacio “borde” F'(co) x OA™ de F(cy) x A™ con
el subespacio apropiado determinado por la cadena de longitud menor
correspondiente.

El objeto obtenido de este modo es el colimite homotépico del diagrama
que determina el funtor F. No es dificil ver que esta construccién es funto-
rial en F', en el sentido de que una transformacién natural de funtores (o,
dicho de otro modo, un morfismo de diagramas) induce una aplicacién entre
los colimites homotépicos. Ademaés, si todos los morfismos a que da lugar la
transformacién natural F© — F’ son equivalencias débiles, la aplicacion in-
ducida entre los colimites homotdpicos también lo es (esta es la propiedad de
invariancia homotdpica). Por otra parte, la construccién también es funtorial
en C, queriendo decir esto que un funtor f : ¢’ — C da siempre lugar a
una aplicaciéon natural hocolim F' o f — hocolim F'. Utilizando categorias
coma ([118], I1.6) no es dificil deducir también la existencia de una aplicacién
hocolim F' — colim F', que en general no es una equivalencia débil, aunque
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hay bastantes situaciones en las que si que lo es, como por ejemplo las que
siguen:

= Si la categoria C es discreta; en este caso ambos colimites tienes el tipo
de homotopia de la unién disjunta de los espacios que aparezcan.

= Si C es la categoria * — x; los colimites tienen ahora el tipo de homo-
topia del cilindro reducido de la correspondiente aplicacion.

= Si C tiene algiin objeto terminal, es decir, existe ¢ € C tal que para
todo ¢ € C existe una y sélo una aplicaciéon ¢ — c. En este caso los
colimites poseen el tipo de homotopia de F(c).

Algunos ejemplos més pueden encontrarse en ([25], XIIL.3).

Como ejemplo de un caso en el que la aplicacion no sea una equivalencia
débil podemos recordar el ya comentado que encabeza la seccion, o bien el
siguiente: si consideramos el diagrama

*¢—— 9n H*DnJrl

el colimite estricto es D" mientras que el colimite homotdpico (resultante
de sustituir la aplicacién constante por la inclusién canénica) es S™+.

Nota 1.4.1. Una vez concluida la construccién del colimite homotdpico, que
se ha llevado a cabo en la categoria de conjuntos simpliciales, en lo que
sigue nos referiremos indistintamente al susodicho colimite homotépico y a
su realizacién geométrica en la categoria de espacios.

Una herramienta que se ha mostrado eficaz en el calculo de la homologia
de un colimite homotépico ha sido la sucesion espectral de Bousfield-Kan.
Concretamente, para todo grupo abeliano G existe una sucesion espectral
natural EJ;(F, G) que converge a H, (hocolim F'; M), cuya pégina E? es des-
crita por medio de las igualdades E7;(F, G) = colim; H;(F,G), donde colim,
representa al i-ésimo funtor derivado del funtor colimite (colimy = colim) y
H;(F,G) es el funtor obtenido al componer F' con H;(—,G). También existe
una sucesion espectral similar para cohomologia.

Estas herramientas han sido utilizadas con éxito en el contexto de des-
composiciones homoldgicas de espacios clasificadores de grupos de Lie com-
pactos ([94] y [95]), de espacios clasificadores de grupos finitos ([76]), asi como
mas recientemente en las descomposiciones homolégicas de sus analogos ho-
motépicos, grupos p-compactos ([41]) y grupos p-locales finitos ([30]).



1.4. Colimites homotépicos 53

Pasamos a comentar algunos ejemplos concretos interesantes de colimites
homotépicos de diagramas.

1. Denotemos por vy vy v; a los vértices del simplice canénico Al y sea C
la categoria de pushouts

a<f—b—g>c.

En estas condiciones, el colimite (pushout) homotépico de cualquier
funtor F': C — Spaces viene dado por el espacio

a) [TF@); x AT F®) [J(F®), x AT Fle)

sometido a los pegamientos determinados por la categoria de indices,
que son:

b); x vy se pega a F(a) via F(f).
# X v se pega a ['(b) por la identidad.

) (
) (b)

)g X Vg se pega a F'(b) también por la identidad, y
) (c)

b), X v1 se pega a F'(c) por F(g).

2. Sea C ahora la categoria dada por los niimeros naturales:

1—-2—-3— ...

El colimite homotdpico de un funtor F' definido sobre esta categoria y
tal que las imédgenes de los morfismos sean cofibraciones es del mismo
tipo de homotopia que el colimite estricto, que a su vez es el limite
directo del telescopio

F(1) - F(2) — F(3) —

3. Si A esla categoria cuyos objetos son los simplices canénicos ordenados
y cuyos morfismos son las aplicaciones simpliciales que preservan el
orden, cualquier conjunto simplicial X se describe como el colimite
homotépico del funtor F' : A’ — Sets que envia A" en X,,.
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4. Si C es una categoria pequena, se define el nervio N(C) de C como
el colimite homotépico sobre C del funtor constante con valores en el
espacio de un punto. En particular, si G' es un grupo discreto y G es la
categoria con un sélo objeto y un morfismo por cada elemento de G' con
la composicién evidente, se tiene que N(G) es el espacio clasificador de

G.

Las siguiente propiedades del nervio seran utilizadas en esta Memoria:

= Si F'y GG son dos funtores definidos entre categorias pequenas rela-
cionados por una transformacién natural, entonces las aplicaciones
inducidas entre los nervios, N(F) y N(G), son simplicialmente ho-
motopicas, y una de ellas es una equivalencia débil si y sélo si lo
es la otra.

» Si un functor F' es una equivalencia de categorias pequenas, N(F')
es una equivalencia débil de espacios.

= Si el funtor identidad de una categoria pequena C esté conectado
a un funtor constante por medio de un zigzag de transformaciones
naturales, entonces el nervio de la categoria pequena es contractil.

Concluimos esta seccién con un par de notas sobre colimites no punteados
y limites homotdépicos.

Nota 1.4.2. Merece la pena hacer notar que asi como hemos definido los
colimites homotopicos en la categoria de espacios sin punto base, pueden de-
finirse igualmente en la categoria punteada; la relacién entre ambos colimites
viene dada por una cofibracién ([69], pag. 177)

N(C) — hocolim F' — hocolim, F,

donde C es la categoria de indices. Por ejemplo, en el caso sencillo en que
C es una categoria discreta, ya hemos visto que el colimite punteado es el
wedge, mientras que el no punteado es la unién disjunta de los espacios
que aparecen en el diagrama. En esta Memoria, utilizaremos en general los
colimites homotdpicos con punto base en el contexto de (co)localizacién, y
los no punteados en el estudio de espacios clasificadores para acciones propias
de grupos discretos infinitos.

Nota 1.4.3. El desarrollo realizado de la teoria de colimites homotdpicos pue-
de dualizarse a una teoria de limites homotopicos, sobre la cual no entraremos
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en detalles porque estos objetos apenas aparecen en esta Memoria. El lector
interesado puede consultar ([25], capitulo XI).
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Capitulo 2

Preliminares sobre acciones
propias

Durante todo este capitulo, y salvo mencion explicita en contra, G serd un
grupo topologico de Hausdorff, segundo numerable y localmente compacto.

Como quedé dicho en la introduccién, uno de los principales innovaciones
que aporta esta Memoria es la utilizacion sistematica de herramientas pro-
pias de teoria de localizacién (la mayor parte de las cuales han sido descritas
en el capitulo anterior) para arrojar luz sobre la estructura homotépica de
BG, el espacio clasificador para G-fibrados propios. Este espacio desempena
en la teoria de G-acciones propias un papel similar al que el espacio clasifica-
dor clasico BG desempena en el contexto de G-acciones libres, y como aquél,
se define como el cociente de un cierto G-espacio “universal” contractil EG
por la accion del grupo G. Este capitulo estd dedicado a describir detallada-
mente estos objetos, asi como los principales problemas en los cuales estan
involucrados, como la conjetura de Baum-Connes (a la cual en el resto de
la Memoria nos referiremos frecuentemente como BCC), la teoria de la di-
mension o las relaciones entre condiciones de finitud para grupos y espacios.
Comenzamos con algunas nociones necesarias de homotopia G-equivariante
y acciones propias.

2.1. Acciones propias

Las referencias fundamentales de este epigrafe son los libros de Bredon
([28]), tom Dieck ([63]) y Liick ([113]). En las dos primeras referencias, en
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particular, puede consultarse toda la informacion necesaria sobre acciones
clasicas de grupos sobre espacios.

Los objetos basicos sobre los cuales se asienta la teoria de homotopia
G-equivariante son los G-CW-complejos, definidos originalmente por Matu-
moto ([123]) para el caso de G un grupo de Lie compacto, y generalizados
posteriormente al caso no compacto por Illman ([93]) y tom Dieck ([63]).

Definicién 2.1.1. Un G-CW-complejo es un G-espacio X dotado de una
filtraciéon X! C X9 C X! C X? C ... C X y de una coleccién de {el' | i €
I}, para todo n > 0, de modo que los siguientes axiomas se cumplen:

1. Un subespacio Y C X es cerrado si y sélo si Y N X" es cerrado en X"
para todo n > —1.

2. U X" = X.

3. Paratodon > 0, existe una colecciéon {H; | i € I,,} de subgrupos cerra-
dos de G y aplicaciones G-equivariantes ¢*: S" ! x G/H; — X"1,
Q" B" x G/H; — X™ de manera que si las aplicaciones verticales
son inclusiones, el siguiente diagrama es un G-pushout

Wier, @'
—

[ic;, G/H; x S xn-t
! !
Lo, G/H; x Br e xn,
de modo que para todo n se tiene que e} = QF(G/H; x int B").

Los subespacios e, y Q*(G/H; x B") se llamaran células abiertas y células
cerradas de X, respectivamente, mientras que X" serd el n-esqueleto de X.

Los conceptos de G-CW-subcomplejo, G-CW-complejo relativo y aplica-
cién G-celular se definen del modo obvio.

Definicién 2.1.2. Una aplicacién G-equivariante f : X — Y entre G-
espacios se dice G-equivalencia débil si para cada subgrupo compacto H < G
la aplicacién inducida sobre los espacios de puntos fijos f7 : XH# — YH es
una equivalencia homotopica débil.

Puede demostrarse ([113], 1.2.4) que si X es un G-CW-complejo, la nocién
de G-equivalencia homotépica coincide con la de G-equivalencia definida un
poco mas arriba.
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El teorema de aproximacion celular ([113], pag. 35) prueba que la im-
portancia de los G-CW-complejos en teoria de homotopia G-equivariante es
andloga a la de los CW-complejos en homotopia clasica, y en particular, su
aparicién permitié trasladar al entorno G-equivariante multitud de conceptos
y resultados de homotopia clasica, al menos en el caso de G un grupo de Lie
compacto. Entre estos tltimos podemos destacar el teorema de Whitehead,
la teoria de obstruccién a la finitud geométrica, el teorema del “slice”, las
equivalencias homotdépicas simples o los grupos de torsiéon de Whitehead. En
particular, entre los conceptos cldsicos cuyos analogos GG-equivariantes se han
mostrado de mayor utilidad destacan las condiciones de finitud. A continua-
cion recordamos las principales entre ellas, que se han mostrado de crucial
importancia en esta Memoria.

Definicién 2.1.3. Un G-CW-complejo se dice n-dimensional si X = X"
para algtin n, y de dimension finita si es n-dimensional para algin n. Diremos
que X es finito si posee solamente un nimero finito de celdas abiertas, de
tipo finito si cada n-esqueleto es finito, y finitamente dominado si existe
un G-CW-complejo finito Y y aplicaciones G-equivariantes r : ¥ — X y
1: X — Y tales que r o7 es G-homotépicamente equivalente a la identidad
de X. Si X es finito, entonces trivialmente es de dimensién finita, de tipo
finito y finitamente dominado.

La referencia clave sobre extension de propiedades clasicas al contexto
G-equivariante es el capitulo primero del libro de Liick ([113]).

Aunque en un principio todos estos invariantes se redefinieron solamente
para espacios con acciones de grupos de Lie compactos, pronto quedo patente
la necesidad de realizar la extension apropiada al caso no compacto, y este
requerimiento llevé de forma natural a considerar acciones propias de grupos
topolégicos sobre G-CW-complejos.

Definicién 2.1.4. Sea GG un grupo topoldgico localmente compacto de Haus-
dorff y segundo numerable y X un G-espacio. La accién de G en X se dice
propia si para cada punto p € X existe un triple (U, H, p) de modo que se
cumplen las siguientes condiciones:

1. H es un subgrupo compacto de G.

2. U es un entorno abierto de p de modo que gu € U para cada (g,u) €

G xU.
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3. pes una G-aplicacién de U a G/H.

La denominacién “propia” proviene de que la aplicaciéon Gx X — X x X
que envia el par (g, x) es (z, gx) es propia en sentido geométrico, o sea, cerrada
y tal que la antiimagen de cada punto es compacta.

No es dificil ver que todos los grupos de isotropia de una accién propia
son compactos, que un G-CW-complejo es propio si y sélo si el grupo de
isotropia de cada punto es un subgrupo compacto de GG. En el caso en que G
es discreto, podemos decir que si X es un G-CW-complejo propio, G actia
esencialmente permutando células.

La primera definicién de accién propia corresponde a Palais ([140]), que la
utiliza para demostrar el teorema del “slice” en el caso no compacto, y desde
entonces la condicion de “propia” se ha hecho imprescindible para estudiar
acciones de grupos no compactos con ciertas garantias, sobre todo desde un
punto de vista geométrico. Entre las mayores contribuciones realizadas en este
tema destacan los trabajos de Abels ([1]) sobre acciones de grupos de Lie en
variedades diferenciables paracompactas, Connolly-Kozniewski ([51]) sobre
acciones de grupos cristalogréaficos en variedades de Hadamard o Connolly-
Prassidis ([52]) que describen acciones de grupos de dimensién cohomolégica
virtual finita sobre productos de R™ y m-esferas.

Al igual que los G-CW-complejos libres, los G-CW-complejos propios
estan clasificados via una cierta aplicacion a un espacio “universal” Y, y del
mismo modo que ocurre con los G-fibrados principales, los G-fibrados propios
son clasificados mediante aplicaciones de la base del fibrado al cociente Y/G.
En el siguiente epigrafe definimos y describimos con detalle estos espacios,
cuyo estudio constituye, como ya se dijo al principio del capitulo, el objetivo
de la segunda parte de esta Memoria.

2.2. Espacios clasificadores para familias de
subgrupos

La idea de “espacio universal” o “espacio clasificador” para acciones pro-
pias se enmarca dentro de la teoria mas general de espacios clasificadores para
familias de subgrupos, que son los objetos que definimos a continuacion:

Definicién 2.2.1. Sea F una familia de subgrupos de un grupo G, cerrada
por conjugacién y por subgrupos. Diremos que un G-CW-complejo Y es un
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modelo para ExG si el grupo de isotropia de cada punto pertenece a F y
para todo H € F, el espacio de puntos fijos Y es contractil.

Nosotros estaremos interesados esencialmente en el caso de G discreto y F
la familia de subgrupos finitos o de p-subgrupos finitos de F. Es sencillo ver
que ExG es un punto si y solo si G € F, y que si la familia F de subgrupos
compactos de G se reduce al grupo trivial, entonces ExG = EG, el espacio
universal clasico para G-fibrados principales.

El objeto ExG esta caracterizado por la siguiente propiedad universal:

Proposicion 2.2.2. Si X es un modelo para ExG, entonces para cada G-
CW-complejo propio existe una aplicacion X — EzxG que es unica salvo
G-homotopia, y dos modelos para ExG son siempre G-homotopicamente equi-
valentes. A la inversa, st Y es un G-CW-complejo que cumple esta propiedad
universal, Y es un modelo para ExG.

Demostracion. Ver [63], seccién 1.6.

]

A causa de esta propiedad, el espacio ExG se denomina normalmente el
espacio clasificador de la familia F. En particular, como un G-CW-complejo
es propio si y sélo si tiene grupos de isotropia compactos, los G-CW-complejos
propios estan clasificados por aplicaciones a ExG, donde F es la familia de
subgrupos compactos de G. En este caso a EfG se le suele denotar EG
y denominar “espacio universal para acciones propias” o mas comunmente
“espacio clasificador para acciones propias”.

El espacio cociente ExG /G se denota normalmente BxG. Como el espacio
universal ExG es tnico salvo G-equivalencia homotopica, B#G es tinico salvo
homotopia, pero al contrario de lo que ocurre con ExG, esto no significa que
todo espacio del tipo de homotopia de un modelo de BxG sea un modelo de
B£G. Por ejemplo, de la definicién se deduce que BxG es un punto si sélo
si G es compacto, pero se sabe (y veremos ejemplos en 8.1) que hay muchos
grupos no compactos para los cuales BzG es contractil.

Ahora, si G y G’ son grupos, F y F' familias de subgrupos de G y G’,
respectivamente, cerradas por conjugacion y subgrupos, y f : G — G’ es un
homomorfismo tal que f(H) € F' para todo H € F, no es dificil ver que f
da lugar a una aplicacién G-equivariante ExG — ExG’, que es unica salvo
G-homotopia, y a una aplicacién BxG — Bz G’, unica salvo homotopia.
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Si no media mencién explicita en contra, supondremos de aqui en ade-
lante que F es la familia de subgrupos compactos de G. Asi, de acuerdo
con el parrafo anterior, todo homomorfismo de grupos G — G’ induce
una aplicacién G-equivariante EG — EG’ (respectivamente una aplicacion
BG — BG’) que es tnica salvo G-homotopia (respectivamente salvo homo-
topia).

Sabemos que si F = {e}, B#G coincide con el espacio clasificador clasico
para G-fibrados principales BG. A continuacién, siguiendo [11], veremos en
qué sentido es también BG un espacio clasificador.

Definicién 2.2.3. Sea X un espacio metrizable. Un G-fibrado propio sobre
X es un par (Z,7), donde Z es un G-espacio propio y 7 : Z — X es una
aplicacion continua tal que:

1. Si (g, z) pertenece a G x Z, entonces 7(gz) = 7(z).

2. La aplicacién cociente G \ Z — X inducida por 7 es un homeomor-
fismo.

En el articulo citado también se definen las correspondientes nociones de
equivalencia homotopica y clases de isomorfismo de G-fibrados propios, y eso
permite probar el siguiente resultado de clasificacion:

Teorema 2.2.4. Si P(G,X) es el conjunto de clases de homotopia de G-

fibrados propios sobre X, existe una biyeccion de conjuntos [X,BG|] —
P(G, X).

Demostracion. La aplicacion se obtiene asignando a cada clase de homotopia
de aplicaciones ¢ : X — BxG el producto fibrado a lo largo de ¢ de EG
sobre BG. Ver [11], apéndice 3.

O

De este modo BG es realmente un espacio clasificador. De acuerdo con
[108], hemos adoptado la terminologia “G-fibrado propio”en lugar de la origi-
nal “G-espacio propio” porque la primera realza el paralelismo entre el papel
de BG en la teoria clasica de acciones de grupos y el de BG en la teoria de
acciones propias.

En EG y BG se entrelazan las corrientes de ideas que han surgido en
torno a dos problemas centrales en homotopia G-equivariante: el problema
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de la clasificacion de G-espacios y el problema de clasificacion de fibrados G-
equivariantes. Aunque ambas cuestiones estan relacionadas, han dado origen
a lineas de investigacién con un cierto grado de independencia.

Los primeros resultados sobre clasificacién de G-espacios se remontan a
los anos 60, y conciernen al caso en que G es un grupo de Lie compacto.
En el articulo [139] Palais define dos invariantes, el tipo de 6rbitas ¥ del
grupo y su 2-funcién de dimensién, y basandose en ellos, construye un cierto
espacio universal por medio de una variante de la construccion de “join” de
Milnor llamada desde entonces “join de Palais”. Posteriormente el interés se
ha centrado en tratar de clasificar las acciones diferenciables de grupos de
Lie compactos sobre diferentes clases de espacios, como por ejemplo esferas
de homotopia ([59]) o variedades diferenciables ([17], [57], [158]).

En lo que respecta a la segunda cuestion, el germen de las construccio-
nes de espacios clasificadores para fibrados G-equivariantes se encuentra en
el trabajo ([125]) de May, en el marco de su investigacién sobre fibracio-
nes esféricas orientadas y fibraciones cuyas fibras son compleciones o loca-
lizaciones de esferas. Concretamente, si G es un monoide topoldgico, define
nociones de espacio universal y clasificador para G-fibrados principales con
G-estructura adicional. Esta construccion, que generaliza al espacio universal
y clasificador clésico, es llevada a cabo utilizando como herramientas prin-
cipales la construccion de barras y los espacios clasificadores de categorias
que habfian sido desarrollados poco antes por Milgram ([126]) y Segal ([159]),
respectivamente. Mas adelante y en el caso de G un grupo de Lie compacto,
Bierstone ([16]) considera G-fibrados con estructura diferenciable sobre va-
riedades diferenciables y prueba la propiedad de homotopia recubridora en su
versién equivariante, generalizando resultados de Palais-Stewart ([141]). Por
ultimo, es interesante mencionar en este contexto el trabajo de tom Dieck
([62]), donde para grupos topolégicos cualesquiera G, considera y clasifica G-
fibrados principales cuyo espacio total y base poseen una accién de un grupo
de Lie compacto I', que es compatible en un cierto sentido con la estructura
de G-fibrado. Una buena exposicién de todo este material puede encontrarse
en el articulo de Lashof ([107]).

Como puede verse, gran parte de los resultados clasicos sobre estos dos
temas describen el caso “inicial” en que G es un grupo de Lie compacto y
la accién es clasica, quiza sometida a hipétesis de diferenciabilidad. Aunque,
como ha quedado dicho, las acciones propias surgen mucho tiempo antes en
un contexto algo diferente, el primer trabajo que estudia G-espacios cuyos
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grupos de isotropia estan en una cierta familia desde el punto de vista de
la clasificacién que estamos tratando ahora es el articulo [81] de Elmendorf.
Aunque todavia considera acciones de grupos de Lie compactos, ya define,
probablemente influido por los trabajos de Bredon sobre cohomologia equi-
variante ([27]), el concepto de médulo sobre la categoria de drbitas (que
denomina sistema de puntos fijos), que lleva en si mismo implicita la idea
de G-fibrado propio. Este tltimo hecho, junto con la primera definicion de
espacio clasificador para familia de subgrupos (que es utilizada para extender
construcciones de homotopia clésica al contexto G-equivariante), coloca este
articulo como antecedente directo de la monografia clave de Baum-Connes-
Higson ([11]), cuyo punto de partida es, en cierto modo, la unificacién de toda
la teoria anterior en un contexto de acciones propias de grupos topoldgicos no
necesariamente compactos. Asi, estos autores definen directamente EG como
cualquier G-espacio que cumpla la propiedad 2.2.2, con lo cual enfatizan ya
la importancia de EG como el analogo propio de los espacios clasificadores de
G-espacios que habian ido surgiendo en el seno de la primera de las dos lineas
de investigacion que acabamos de describir, y son los primeros en poner de
manifiesto la naturaleza de EG/G como espacio clasificador de G-fibrados
propios (en el sentido preciso en el que lo hemos definido anteriormente), con
lo cual enlazan con la segunda corriente de ideas arriba mencionada. Dado
que la utilizacion de acciones propias permite utilizar métodos de la teoria de
acciones de grupos de Lie compactos para probar resultados sobre acciones de
grupos que no lo son, podemos decir que que este punto de vista constituye
una generalizacion mas que una analogia.

A continuacién describiremos los principales modelos que han aparecido
en los ultimos anos para EG (y por tanto también para BG) y construiremos
uno en particular que sera de vital importancia para nuestros propoésitos en
esta Memoria. Mas adelante, en la ultima seccion de estos preliminares, estu-
diaremos de qué manera condiciones algebraicas sobre el grupo G conducen
a obtener modelos para EG y BG con condiciones de finitud geométricas;
dichos modelos son con frecuencia modificaciones de las construcciones mas
generales que recordamos a continuacion.

= Sea (G es un grupo topoldgico localmente compacto, 15 y segundo nu-
merable. Consideramos la unién disjunta, para todo H < G compacto,
de los espacios homogéneos G/H, y sea M(n) el “join” de n copias de
dicha unién. El espacio M(n), con la accién inducida, es un G-CW-

complejo propio, y la unién infinita | J_ _ M(n) es un modelo para EG

neN
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([166] A.2). Esta construccién es una generalizacién del modelo clésico
de Milnor para el espacio clasificador de un grupo G.

En el resto de los ejemplos G serd un grupo discreto.

» Sea X = [[,oG/H, para todo H < G finito, X"** el producto de
(n+ 1)-copias de X, y sea Ex el conjunto simplicial cuyos n-simplices
son los elementos de X" !, con las caras y las degeneraciones obvias.
El espacio Ex esta dotado de una accién natural de GG inducida por la
accién diagonal de G sobre X™. En estas condiciones ([108], ver también

[159]), Ex es un modelo para EG.

» Se dice que un espacio métrico completo X es CAT(0) si entre cada par
de puntos contiene un arco geodésico tal que para cada tres puntos, el
tridngulo geodésico determinado por dichos arcos no tiene mayor area
que el tridangulo euclideo cuyos lados tienen la misma longitud. De
acuerdo con esta definicién, se puede probar ([26], prop. 3) que un G-
CW-complejo propio y CAT(0) es siempre un modelo para EG. Este
modelo es de particular importancia si G es un grupo de Coxeter (ver
2.4.21 més adelante).

= Sea el espacio

X ={f:G—10,1] | f tiene soporte compacto y Zf(x) =1},

zeG

con la accién de G dada por

9f(d) = flg7'9),

si f e Xyg, g € G.Sidotamos a X de la métrica habitual del
supremo, el G-espacio topoldgico resultante es un modelo ([11], seccién
2) para EG, que es de especial importante en el estudio de la conjetura
de Baum-Connes desde el punto de vista analitico.

= La realizacién geométrica del conjunto parcialmente ordenado de los
subconjuntos finitos de GG, con la acciéon dada por la multiplicacion, es
un modelo para EG.

Es también interesante destacar en este contexto que si H < (G, entonces
cualquier modelo para EG es también un modelo para EH, y que si Gy H
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son dos grupos, E(G x H) es G x H-homotépicamente equivalente a EGxEH,
y por tanto B(G x H) es del mismo tipo de homotopia que BG x BH.

El modelo particular que sera especialmente 1til en esta Memoria describe
E#G como nervio de un cierto conjunto simplicial. Por conveniencia, durante
esta construccion F denotara una familia cualquiera de subgrupos finitos de
un grupo discreto G

Recordemos que la categoria de orbitas asociada a F es la categoria O G
cuyos objetos son los espacios homogéneos G/H, H € F, y cuyos morfismos
son las aplicaciones G-equivariantes. No es dificil ver que existe una aplicacion
biyectiva

Mor(G/K,G/H)={9€ G| g 'KgC H}/H

dada por f — f(eK), donde e es el elemento identidad de G. La definicién
clave que necesitamos para construir el modelo deseado de E G es la siguiente
(ver [73], seccién 2, para mas detalles):

Definicién 2.2.5. Sea D una categoria pequena, Cat la categoria cuyos
objetos son las categorias pequenas y cuyos morfismos son los funtores, y
f D — Cat un funtor. La construccion de Grothendieck Gr(f) asociada a
f se define como la categoria cuyos objetos son los pares (d,z), con d € D
y ¢ € f(d), y donde un morfismo (d,x) — (d',2’) es un par (u,v) donde
u:d— d esun morfismo en Dy v : f(u)(x) — 2’ es un morfismo en f(d').
La composicién se define del modo obvio.

Teorema 2.2.6. Sea D una categoria pequena, F : D — Cat un funtor,
y Gr(F) la construccion de Grothendieck de F. Entonces eziste una equiva-
lencia homotopica débil

N(Gr(F)) =~ hocolim N(F'),
que en natural. Recordemos que N denota el nervio.

Demostracion. Ver ([165], 1.2).

Ya podemos describir nuestro modelo del espacio universal E£G.

Proposicién 2.2.7. Sea G un grupo discreto. Consideramos el funtor

R:0rG — Cat
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que envia cada espacio homogéneo G/H a la categoria que sequimos deno-
tando G/H (cuyos objetos son los elementos de G/H y los morfismos son
las identidades), y los morfismos a los funtores obvios. En estas condiciones,
tenemos que el nervio de la construccion de Grothendieck de R es un modelo
para E£G.

Demostracion. Por conveniencia, denotaremos X = |[N(Gr(R))|. El espacio
N(Gr(R)) posee una accién natural de G dada por la accién a izquierda de G
en cada espacio homogéneo G/H, que es simplicial y dota a X de estructura
de G-CW-complejo. Comenzamos demostrando que esta accion es propia,
probando que para cada z € X el grupo de isotropia G, de x pertenece a F.

Como la accion de G sobre el espacio X es simplicial, se tiene que para
todo simplice 0 = (vy...v,) de X tenemos G, = ()y<;<,, Gv;; POr tanto,
solamente hay que considerar el caso en el cual = es un vértice de X. Sea
(G/H,a) el par asociado a dicho vértice. Estd claro que

G:.={9€G|gaH=aH}={9g€G|3IheHt q gah=a}

y esto es lo mismo que decir que ¢ € aHa™!. Por tanto, G, = aHa™ ", que
pertenece a F, porque H también pertenece y la familia F es cerrada por
conjugacion.

Ahora veremos que para todo K € F, el conjunto de puntos fijos X¥ es
contractil. Podemos reducirnos de nuevo al caso en el cual x es un vértice de
X. Un punto x € X es fijado por K si, dado el par (G/H,aH) asociado a z,
se tiene que kaH = aH para cada k € K. Por tanto, tenemos que

X = |J{(G/H,aH) | a"'Ka C H}/H,

y para todo elemento (G/H,aH) € X existe un morfismo (G/K,eK) —
(G/H,aH), que es tnico. Asi, podemos identificar X* con el nervio de la
undercategory (ver definicién en 6.2) asociada al elemento (G/K,eK) de
Gr(R). Como esta categoria coma es contrictil, X* también lo es, y hemos

concluido.
O

Nota 2.2.8. La idea de esta construccién viene de ([7], seccién 2), aunque
en este trabajo los autores la describen solamente si el grupo G es finito,
y con propositos diferentes. En su lenguaje, hemos probado que X es la
JF-aproximacion a un punto.
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Como ya hemos comentado anteriormente, el interés en la teoria de espa-
cios clasificadores para familias de subgrupos, en general, y en la biisqueda de
modelos finitos para ellos, en particular, se retoma e incrementa fuertemente
a partir del articulo [11], en el marco de la conjetura de Baum-Connes. La
siguiente seccién estd dedicada a comentar este trascendente problema y sus
numerosas implicaciones.

2.3. La conjetura de Baum-Connes

La conjetura de Baum-Connes forma parte del programa de “geometria
no conmutativa” de Connes ([49]) y fue establecida en su forma actual en el
articulo arriba citado de Baum-Connes-Higson, aunque, como dicen los auto-
res, puede que dicha formulacién no sea ain lo adecuada en ciertos casos.
En este epigrafe intentaremos describir esta conjetura con cierta precisién,
haciendo especial hincapié en el caso de grupos discretos, que es el que trata-
mos esencialmente en esta Memoria. Intentaremos también dar una idea de
la enorme importancia e implicaciones de esta conjetura en diferentes areas
de las Matematicas. Las principales referencias utilizadas para esta seccién
han sido [11], [132] y [166].

Sea pues G de nuevo un grupo topolégico de Hausdorff localmente com-
pacto y segundo numerable. Grosso modo, la conjetura propone utilizar méto-
dos e invariantes topoldgico-geométricos para estudiar un objeto esencial-
mente analitico, como son los K-grupos algebraico-topoldgicos K;(C*(G)),
1= 0,1, de la C*-algebra del grupo G, que describimos a continuacion.

Si G es un grupo en las condiciones anteriores, el espacio de las funciones
de cuadrado sumable sobre G,

.G = {f: G — C tales que Z|f(s)\2 < o0}

seG

posee estructura de espacio de Hilbert, con el producto escalar dado por
f9="22ec f(s)g(s).

Si B(loG) es el dlgebra de Banach de las funciones lineales acotadas
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loG — [1G, la representacién lineal de G' en B(l,G) dada por

Aa

s — Ag(s): LG — l,G
fo—= 2Xels)(f): G — C
t — f(s7H)

define, via la extension Aq(D .o @s5) = Y. @sAa(s), una representacién
fiel de CG que sumerge dicho anillo de grupo en B(lyG). La clausura de
la imagen Ag(CG) es una subdlgebra de B(l2G), que se denota C(G) y se
denomina la C*-dlgebra reducida de G.

Como hemos dicho anteriormente, los invariantes que se desea calcular son
los K-grupos algebraico-topolégicos Ko(C*(G)) y K1(C}(G)). Para definirlos,
recordemos en primer lugar que un A-médulo M es proyectivo de tipo finito
si existe un A-médulo N tal que A" = M @ N para algin n > 1; por ejemplo,
si A = C, los médulos proyectivos de tipo finito son los C-espacios vectoriales
de dimension finita, y si A es CI' para algin grupo finito I', se identifican
con las representaciones complejas de dimensién finita de T'.

Asi, si A es un é&lgebra de Banach con unidad, se define Ky(A) como
el grupo de Grothendieck de A, o sea, el grupo de clases de isomorfismo de
modulos proyectivos de tipo finito sobre A.

Por su parte, los K-grupos algebraico-topolégicos superiores K, (A) se
definen, para todo n > 0, como los grupos de homotopia 7,_1(GLxA), donde
GL4 A es el colimite de los grupos GL, A con respecto a las inclusiones. La
razén de que sélo sea necesario estudiar los casos iniciales ¢ = 0,1 es que
estos grupos cumplen periodicidad de Bott ([166], 3.3.7), lo cual quiere decir
que para todo n > 0, K,(A) = K,12(A).

Para establecer la conjetura general hemos de definir los grupos de K-
homologia equivariante de Kasparov, pero antes vamos a recordar un caso
sencillo mediante el cual queda claro por qué es bastante razonable utilizar
herramientas topoldgicas para estudiar los K-grupos algebraico-topolégicos
de C*(G).

Sea pues GG un grupo abeliano localmente compacto. Recuérdese que se
define el dual de Pontryagin de G como el espacio G = Hom(G, S') (donde S*
se ve como subgrupo de C) dotado de la topologia compacto-abierta inducida
por la de map(G, S1). En estas condiciones, si C(G) es el dlgebra de funciones
continuas sobre (que es un grupo abeliano compacto) con la norma del
supremo, se tiene que la transformada de Fourier
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N

Ci(G) — C(G)
o= i — 2 Fx(M}

es un isomorfismo isométrico. Por tanto, el estudio del algebra C}¥(G) se
reduce al estudio del espacio C(G’), y de hecho los K-grupos algebraico-
topoldgicos de la C*-algebra no son mas que los grupos de teoria K topoldgica
clasica de @, que como es sabido solo dependen de la estructura topolédgica
del espacio. Ver ([166], 1.7) para més detalles.

Los grupos de teoria K topoldgica son también de gran interés en este
contexto por su su relacién con la teoria de operadores elipticos. Recordemos
que un operador diferencial parcial D sobre una variedad diferenciable M™
se dice eliptico si su simbolo principal a,,(x,£) es no nulo para todo = €
M™ y para todo vector £ no nulo de R™ (las principales propiedades de los
operadores elipticos pueden encontrarse, por ejemplo, en [167]). Sea pues M
una variedad diferenciable con grupo fundamental abeliano G, y sea D un
operador eliptico sobre M. Cada elemento del dual de Pontryagin de G, que
es en particular una aplicacién G — S!, determina un fibrado de linea L,
sobre la variedad. Haciendo un “twist” de D sobre L, se obtiene un nuevo
operador D, que actia sobre secciones de L,, y a partir de él obtenemos
familias de espacios vectoriales {Ker D, } y {Coker D,}, que estén indizados
sobre los elementos o de . Perturbando si es preciso, estas familias dan lugar
a dos fibrados vectoriales sobre G, que determinan a su vez dos elementos [F]
y [F'] en el grupo de teoria K topoldgica K°(G); la diferencia [F] — [F'], que
esta bien definida en el sentido de que no depende de la perturbacion, es de
este modo un indice para el operador eliptico D. Informacién mas detallada
sobre esta construccién puede encontrarse en el articulo de Lusztig ([117]).

Esencialmente, lo que acabamos de ver es que si G' es un grupo abeliano
localmente compacto, la estructura de los K-grupos algebraico-topolégicos
de la C*-dlgebra de grupo de G puede estudiarse, utilizando los indices que
acabamos de definir, a través de operadores elipticos sobre variedades que
tienen a G como grupo fundamental.

Pasamos ya pues a definir los grupos de K-homologia equivariante de
Kasparov, que pueden verse esencialmente como una generalizacion de los
métodos de Lusztig al caso no abeliano. En primer lugar, este autor conside-
ra ([98]) una variedad diferenciable M donde un grupo (localmente compac-
to) G actia propiamente con cocientes compactos, y define un indice para
operadores elipticos G-equivariantes que toma valores en Ko(C!(G)). A con-
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tinuaciéon ya estudia el caso en que X es un G-espacio propio cocompacto
cualquiera, y considera operadores elipticos G-equivariantes abstractos (ver
definicién y propiedades en [97]). Asi, construye los grupos de K-homologia
equivariante con soportes compactos K(X) (j = 0,1) como clases de homo-
topia de estos operadores, donde un operador D cualquiera (respectivamente
autoadjunto) define un elemento de K§(X) (respectivamente K&(X)). De
este modo queda definida una teoria de homologia periddica sobre G-espacios
propios con cociente compacto, que luego es ampliada de forma natural ([11],
3.13) a G-espacios propios cualesquiera. A continuacién, utilizando un siste-
ma similar al comentado anteriormente en el caso abeliano, se asigna a cada
operador eliptico G-equivariante abstracto (respectivamente autoadjunto) un
indice que “vive” en Ko(C*(QG)) (respectivamente K;(C*(G))), y de este mo-
do queda definida una “aplicacién de ensamblaje”:

x  K9(X) — K,(CHG)).

La conjetura BCC establece que si X es el espacio clasificador para G-
acciones propias EG, la aplicacion px es un isomorfismo de grupos abelianos
para j = 0,1. Por tanto, si la conjetura BCC es cierta, el conocimiento
del objeto geométrico-topolégico EG llevara aparejada la descripcion de la
“misteriosa”’ estructura analitica de C*(G).

Existe una version mas refinada de BCC que es la conjetura de Baum-
Connes con coeficientes en una C*-dlgebra (BCCwC), ver ([11], pag 244).

La parte “topolégica” de la conjetura es més accesible (al menos en el caso
discreto) por la existencia de una sucesién espectral tipo Atiyah-Hirzebruch
que permite calcular la K-homologia equivariante con soportes compactos
de un G-espacio propio X a partir de la (co)homologia de Bredon de dicho
espacio. Antes de pasar a describir brevemente esta teoria de homologia (que
volvera a aparecer en la seccién siguiente como fuente de condiciones de
finitud), mencionaremos que en el trabajo [132], en el que estd descrita la
sucesion espectral anterior, aparece también una definicién alternativa de los
grupos K&(X) como la teorfa de homologia asociada a un cierto espectro, lo
cual enfatiza el cardcter topoldgico del objeto K¢ (EG).

Sea GG un grupo discreto y sea F la familia de subgrupos finitos de G.
Se define la categoria Modz-G de OxrG-modulos, o categoria de sistemas
de coeficientes de Bredon, como la categoria de funtores contravariantes de
Mod£-G a la categoria de grupos abelianos (recuérdese la definicién de O G
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en la seccién 2). Esta categoria es abeliana, y los nticleos, contcleos, sucesio-
nes exactas, etc. se definen objeto a objeto.

Si K es un subgrupo finito de G, se denota por Pg/x(G/H) al grupo
abeliano libre sobre Map(G/H,G/K). Como Hom(Fg/k,—) es un funtor
exacto, el objeto Pg/x(—) es un objeto proyectivo en Modz-G. Se puede
probar que esta categoria posee suficientes proyectivos, y por tanto todo
M € Modg-G tiene una resolucion proyectiva P, — M. Asi, podemos
definir el funtor derivado Ext’(M, N') como la cohomologia H*(Hom(P,, N)),
que como es previsible no depende de la resoluciéon tomada. Si denotamos
ahora por Z al O zG-mddulo constante Z, se define la cohomologia de Bredon
de G con coeficientes en M como H3(G, M) = Extz(Z, M). De forma dual,
el producto tensorial de dos O zG-médulos M y N se define como

Mor N = P M(G/K) & N(G/K)/ ~

donde la relacién de equivalencia viene dada por ¢(m) @ n = m ® ¢(n), con
meM,ne Ny¢: M — N una aplicacién G-equivariante. Asi, para una
resolucién proyectiva P, — M, se define Tor? (M, N) como H,(P, @7 N), y
la homologia de Bredon de G con coeficientes en M como H? = Tor? (Z, M).
Sea ahora X un G-CW-complejo propio. Para todo i > 0 sea C;(X) €
Mod#-G el funtor -

oG — Ab

y el borde 9; : C;(X) — C;_1(X) objeto a objeto. La homologia de Bredon
de X con coeficientes en M se define como H (X, M) = H,(C.(X)®F M), y

la cohomologia como HE(X, M) = H*(Hom(C.(X), M)). Estos dos concep-
tos estan relacionados mediante el espacio clasificador para acciones propias,

del modo siguiente:

Proposicién 2.3.1. Para cualesquiera coeficientes M € Modx-G, se tienen
isomorfismos Hy(EG; M) ~ Hx(G, M) y HI (EG; M) ~ HI (G, M).

Asi, el papel de EG en relacién a la (co)homologia de Bredon es analogo
al que desempena el espacio universal para G-fibrados principales EG con
respecto a la (co)homologia ordinaria; en particular, la prueba del resulta-
do anterior es analoga a la clasica. De hecho, si G es libre de torsién, la
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categoria Modz-G se reduce a la categoria habitual de G-mddulos, y el de-
sarrollo que hemos realizado no es en este caso mas que la construccion de
la (co)homologia ordinaria de grupos, tal y como es realizada por ejemplo en
[32]. Un estudio exhaustivo de la (co)homologia de Bredon puede encontrarse
en [27], y Mislin ([132]) proporciona un excelente resumen de la relacién de
estos invariantes algebraicos con la teoria de acciones propias.

La sucesiéon espectral que hemos citado anteriormente no es mas que
un caso particular de la generalizacién realizada por Davis-Liick ([56]) de
la sucesién clasica de Atiyah-Hirzebruch a espacios (o espectros) sobre una
categoria. Mas precisamente, se trata de una sucesion espectral de tipo ho-
moldgico de primero y cuarto cuadrante, que permite calcular la K-homologia
equivariante K (X) de un espacio X a partir de su homologfa de Bredon con
coeficientes en los anillos de representacion compleja de los subgrupos finitos
de G (que definen en particular un O zG-médulo). En ciertos casos en que
existe un modelo de EG de dimension baja, esta sucesion espectral se reduce
a una sucesion exacta ([132], 5.29), que ha sido utilizada recientemente en
la determinacion de la K-homologia equivariante de ciertas clases de grupos,
como por ejemplo los grupos triangulares ([154]).

Estos resultados muestran hasta qué punto puede ser calculable, en el caso
discreto, la K-homologia equivariante con soportes compactos, y proporciona
una idea de por qué BCC ha provocado la aparicién de gran cantidad de
modelos mas o menos sencillos para EG y BG; en la seccién anterior pueden
encontrarse los més generales, mientras que en la que sigue nos ocuparemos de
los modelos que han aparecido sometidos a condiciones de finitud algebraico-
geométrica.

A partir de ahora mostraremos los principales resultados obtenidos en
los ultimos anos sobre BCC, con especial interés en el caso en que G es
discreto. Asi, se han identificado recientemente tres grandes clases de grupos
para los cuales la conjetura se verifica. y que contienen una gran cantidad de
ejemplos: los grupos con la propiedad de Haagerup (o grupos a- T-menables),
los grupos de la clase H7'H y los grupos de la clase HETH. Las referencias
bésicas en este tema son [47] y [132]. Por otro lado, en [11] el problema es
abordado para ciertas familias de grupos de Lie y grupos p-adicos desde un
punto de vista diferente que no vamos a describir aqui.

Segtn la definicion de Gromov, un grupo G localmente compacto y segun-
do numerable posee la propiedad de Haagerup si existe una accién isométrica
y continua o de GG en algtn espacio de Hilbert afin H que sea métricamente
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propia, esto es, que para cualquier subconjunto acotado B C H, el conjunto
de los elementos g de G tales que a(g) BN B es no vacio es relativamente com-
pacto. Existen varias definiciones de la propiedad de Haagerup equivalentes
a ésta.

La clase de los grupos que cumplen la propiedad de Haagerup es cerrada
por subgrupos y productos finitos, pero no lo es por productos semidirectos
y no se sabe qué ocurre con extensiones centrales. En particular, esta clase
incluye a las siguientes subclases de grupos:

= Los grupos que actian de forma propia en arboles y, mas generalmente,
en R-arboles.

= Los grupos amenables. Recordemos que un grupo G es amenable si
dado el RG-médulo I, (G, R) de funciones acotadas sobre G con valores
reales, existe una aplicaciéon R[G]-lineal M : [o(G,R) — R tal que
M(1) =1y para todo ¢ > 0 se tiene que M(¢) > 0 . Se puede probar
que los grupos compactos y los grupos solubles (y en particular los
abelianos) son amenables.

» Los “monstruos” de Baumslag-Solitar BS, , = {a,b | abPa™ = b7}, con
pqg > 1

= Los grupos de Lie localmente isomorfos a un producto directo de un
grupo de Lie amenable, finitas copias de SO(ng, 1) y finitas copias de
SU(my, 1), para diferentes valores de k y [.

= [Los grupos que actiian propiamente via isometrias en un complejo ctibi-
co que cumpla la propiedad CAT(0) (ver definicién en 3.2). En parti-
cular el grupo de Thompson

T = {.Z'(),Il, To, ... | Jf;ll’jl’i = Tj+1, (Z < ])}
posee la propiedad de Haagerup.
= Los grupos fundamentales de superficies.

= Los grupos que actuan de forma isométrica y propia sobre los espacios
hiperbdlicos, y en particular SO(n, 1), SU(n, 1) y los grupos fundamen-
tales de variedades hiperbdlicas (no necesariamente compactas).
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La demostracion de que los grupos que poseen la propiedad de Haagerup
cumplen BCC fue llevada a cabo por Higson y Kasparov en 1997 ([88]). Mas
adelante, y utilizando las ideas de descomposiciones jerarquicas de Kropholler
que trataremos en la siguiente seccién, Mislin define H7H como la menor
clase de grupos que contiene a los que poseen la propiedad de Haagerup y
a los grupos G que actian en un CW-complejo contractil de dimensién uno
cuyos grupos de isotropia ya estan en H7 H.

La clase HTH contiene obviamente a los grupos que poseen la propie-
dad de Haagerup, y posee buenas propiedades de clausura, ya que es cerrada
por subgrupos, productos amalgamados, H N N-extensiones y uniones ascen-

dentes numerables. Las siguientes clases de grupos también son subclases de
HTH:

= Los grupos libres, y en general todos los grupos de dimensiéon coho-
moldgica menor que o igual que uno.

» Los grupos fundamentales de variedades de Haken ([138]), lo cual in-
cluye en particular a todos los grupos de nudos.

= [Los grupos con una sola relacién.

La prueba de que los grupos de la clase H7 H satisfacen BCC es una
consecuencia de un resultado de Oyono-Oyono que aparece en [138].

La segunda ampliacion realizada por Mislin es la clase HETH, que se
define como la clase de grupos mas pequena que contiene a H7 H, contiene
a los grupos G tales que existe un G-CW-complejo contractil de dimensién
uno con grupos de isotropia en HET H, y también a los grupos G dotados de
una aplicacién epiyectiva a otro grupo @Q € HETH de modo que para todo
subgrupo finito F' de @ se tiene que la antiimagen por dicha aplicacion de F'
estda en HETH.

La clase HET H tiene esencialmente dos ventajas sobre su subclase H7 H:
que es cerrada por extensiones centrales con cociente libre de torsién, y que
contiene a los grupos de trenzas B, (se desconoce si B, € HT H paran > 3).
El hecho de que los grupos de esta clase también cumplen BCC se prueba
de forma similar al caso anterior.

Después de haber analizado todas estas familias de grupos para los cuales
se cumple la conjetura, y dado que atn no estd probada en general, parece
interesante buscar alguna manera de encontrar contraejemplos. Una técnica
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util en este contexto es proponer condiciones que imposibiliten a un grupo
G para poseer, por ejemplo, la propiedad de Haagerup. En este sentido,
una caracterizaciéon importante es la propiedad T de Kazhdan: un grupo
G posee la propiedad T si cada accién isométrica de G es un espacio de
Hilbert afin tiene puntos fijos. Se sabe que ningin grupo infinito puede poseer
a la vez las propiedades de Haagerup y Kazhdan, y de hecho si G posee
la propiedad de Haagerup ningun subgrupo infinito suyo puede poseer la
propiedad T. Aunque existen grupos sencillos como SL(n,Z),n > 3 que
cumplen la propiedad Ty para los cuales no se ha podido probar BCC (y
son, por tanto, contraejemplos en potencia) esta linea de investigacién ha
sufrido un golpe con el trabajo de Lafforgue ([104]), que prueba que todos
los reticulos cocompactos de grupos de Lie simples de rango uno (grupos
hiperbdlicos “clasicos”) cumplen BCC; en particular, si tomamos los grupos
de Lie G = Sp(n),n > 2, tenemos los primeros ejemplos de grupos con la
propiedad T para los cuales se cumple BCC. De todos modos, es conveniente
no olvidar la advertencia de Baum-Connes-Higson, en el sentido de que la
evidencia a favor de una validez total de BCC no es tan fuerte como para
asegurar que la conjetura esté ya en su forma definitiva.

Con objeto de mostrar la importancia de la conjetura de Baum-Connes
y por qué ha estimulado tan poderosamente la investigacion en teoria de
acciones propias en los ultimos anos, concluimos esta seccién recordando
varios problemas que son implicados por BCC. La referencia principal que
hemos utilizado aqui ha sido ([132], seccién 6).

1. Conjetura de los idempotentes [IC]. Formulada por Kaplansky, estable-
ce que si G es un grupo libre de torsién, Q[G] no posee idempotentes
diferentes de 0 y 1.

2. Conjetura fuerte de los idempotentes [SIC]. Motivado por la pregunta
anterior, Kadison conjetura que para cualquier grupo libre de torsién G,
la C*-algebra reducida de G tampoco posee idempotentes no triviales.

3. Conjetura de la traza de Kadison-Kaplansky [KKTC]. Sea G un grupo.
Los elementos de g pueden vistos como funciones g : G — C, donde
g(x) es la delta de Kronecker d,,; de este modo, G se sumerge en
l5(G) y los elementos de G constituyen una base de Hilbert de lo(G).
La aplicacién anterior induce una inmersién continua C*(G) — lo(G)
que lleva cada cada funcién f es el elemento f(e) de lo(G) que define
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la imagen del elemento neutro e del grupo. De este modo, podemos
utilizar la estructura de espacio de Banach de l(G) para definir una
nueva aplicacién k¢: : C)f — C, que se denomina aplicaciéon “traza” y
que se extiende a un homomorfismo kcx : Ko(C;(G)) — R que, via la
identificacion usual de Ko(C}(G)) con CX(G) @c M,(C), es una traza
(en sentido cldsico) sobre matrices idempotentes. En estas condiciones,
la conjetura KK'TC aserta que k¢» toma valores en Z.

4. Conjetura de la traza de Kaplansky [KTC]. La aplicacién natural
C[G] — C(G)

permite generalizar rc- a teorfa K algebraica cldsica, pues da lugar a
la traza de Kaplansky ke : K3(C[G]) — R. Se sabe que esta traza
toma valores en los racionales (teorema de Zaleskii) y la conjetura KTC

pregunta si, de hecho, esos valores son siempre enteros. No es dificil ver
que KKTC implica KTC.

5. Conjetura de Novikov [NC]|. Sea M una variedad diferenciable orienta-
da, conexa y cerrada, LM su L-clase de Hirzebruch y L, la clase dual
de Poincaré, que es un elemento de H,.(M,Q). Si f : M — Bm (M)
es la aplicacién clasificadora del recubrimiento universal, entonces NC
establece que f.(Lys) es un invariante homotépico orientado. Asi, es-
ta conjetura puede verse como una generalizacion del teorema de la
signatura de Hirzebruch.

6. Conjetura fuerte de Novikov [SNC]. La aplicacién natural EG —
EG, de importancia crucial en esta Memoria, induce una inyeccién
K*(BG) ® Q — KYEG) ® Q. La conjetura SNC pregunta si la
composicion

K*(BG)®Q — KI(EG) ® Q — K.(C}(G)) ® Q

es inyectiva, donde la segunda flecha representa la racionalizacién de la
aplicacion de ensamblaje de Baum-Connes.

Esta conjetura implica la anterior via una version analitica de la signa-
tura.

7. Conjetura de Gromov-Lawson-Rosenberg [GLRC]|. Sea de nuevo M
una variedad diferenciable cerrada, conexa y orientada. En la notacion
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usada un poco mas arriba para NC, sea f*(fl ) la imagen del fl-género
de M en H,(Bm (M), Q) (recordemos que, al igual que la L™ clase de
Hirzebruch, el AM—género es un polinomio en las clases de Pontryagin
racionales de M). La conjetura GLRC afirma que si M es spin y admite
una métrica de curvatura escalar positiva, se tiene que f*(/l v) = 0.

8. Conjetura “Cero en el espectro” [0 € SC]J. Esta conjetura establece
que si M es una variedad riemanniana cerrada, conexa, orientada y
anesférica y G es su grupo fundamental, los grupos de homologia del
complejo (C,M) ®¢ [G se anulan. Equivalentemente, podemos decir
que para todo n los grupos de homologia equivariante H¢ (M ,CX (@)
son nulos.

9. Conjetura débil de la traza de Bass [wBTC]. Si G es libre de tor-
sion y k¢ es la traza de Kaplansky definida mas arriba, la conje-
tura wBTC pregunta si dicha traza se identifica con la aplicacion
ec 1 K§"(C[G]) — C, inducida por el aumento natural e : C[G] — C.
La conjetura BCC implica wBTC si G es K-amenable (ver definicién
en [47], 1.3.2).

Ademas de las mencionadas, que son directamente implicadas por BCC,
hay otra serie de conjeturas que estan fuertemente relacionadas con ella,
como por ejemplo la conjetura del divisor de cero (ZDC), la conjetura de
Atiyah (AC), la conjetura de la inmersiéon (EC), la conjetura de la traza de
Bass (BTC) o la conjetura del grupo de clases proyectivas (PCGC).

Esta sorprendente ubicuidad ha provocado, en lo que respecta a la parte
topoldgica de BCC un inmenso interés en la busqueda y construccion de
modelos para espacios clasificadores de acciones propias que sean lo mas
sencillos y manejables posibles. La descripcién de estos modelos (que, como
ya hemos dicho, son en general variaciones sobre las construcciones generales
descritas anteriormente) serd el objetivo de la préxima seccién, asi como su
conexion con las condiciones de finitud geométrico-algebraicas y con la teoria
de la dimensién.

2.4. Condiciones de finitud para EG y BG

En lo que resta de capitulo G serd un grupo discreto. En esta ultima
seccion preliminar vamos a recordar los principales resultados de finitud
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geométrica sobre EG que se han ido obteniendo a lo largo de los anos y, que
como veremos, estan muy relacionados con condiciones de finitud algebraico-
cohomolégicas. Nuestra principal motivaciéon para ello es el teorema 7.1.2,
fundamental en esta tesis, combinado con el hecho de que si GG es discreto y
X es un modelo para EG, X/G es a su vez un modelo para BG y ademads
dim X = dim X/G. Sin embargo, el interés en buscar modelos de EG y BG
ha procedido, ademas del del interés intrinseco que han despertado estos es-
pacios sobre todo después de la conjetura de Baum-Connes, de la teoria de
la dimensién de grupos, cuyas lineas maestras pasamos a describir a conti-
nuacion.

Clasicamente, se define la dimension cohomoldgica de un grupo G como
la dimensién proyectiva cd G de Z sobre el anillo de grupo ZG, con la accién
trivial de G sobre Z, y la dimension geométrica de G como el minimo entero
gd G tal que existe un modelo de dimension finita para EG. Como el complejo
de cadenas de EG produce siempre una resolucién proyectiva (de hecho libre)
de G sobre ZG, se tiene siempre la desigualdad cd G < gd G, que es una
igualdad si:

= ¢d G =0, en cuyo caso G es el grupo trivial.

» cd G =1, lo cual es equivalente por el teorema de Swan-Stallings ([164])
a que el grupo es libre.

» cd G > 3, resultado probado por Eilenberg-Ganea en [80)].

Estos dos ultimos autores conjeturaron que la igualdad se da siempre,
y aunque se sospecha que no es cierta, no ha podido encontrarse ningin
contraejemplo. Este problema ha sido reformulado de modo completamente
geométrico, en el sentido de que la conjetura es cierta si y sélo si siempre que
un grupo actia de forma libre sobre un G-CW-complejo aciclico de dimension
2, actia a su vez en un G-CW-complejo contractil de la misma dimension.
Mas informacién sobre este tema puede encontrarse en [14], [15] y [26].

Una de las mayores limitaciones de las dimensiones geométrica y coho-
moldgica clasica es que si para un grupo G se tiene que cd G es finita, entonces
el grupo es libre de torsion, y por tanto estos conceptos estan vacios de signi-
ficado en el caso de grupos con torsién. Este problema, y la gran cantidad de
espacios que han aparecido con G-acciones propias (que aunque en general
no son libres estén cerca de serlo, ya que los grupos de isotropia son finitos)
han llevado a utilizar el espacio clasificador para acciones propias EG para
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generalizar la definicion de gd G a un contexto mas amplio de grupos infini-
tos con torsion. Asi, se define la dimensiéon geométrica propia gd G como la
dimensiéon minima de un modelo de EG. Es facil comprobar que esta defini-
cién es equivalente a la clasica en el caso libre de torsién, pues si G es libre
de torsion entonces EG = EG, y que si G es finito, su dimensiéon geométrica
propia es 0, pues un punto es en este caso un modelo para EG.

Histéricamente, el primer analogo algebraico que aparece de la dimension
cohomolégica propia (aunque no con esta nomenclatura) es la dimensién
cohomoldgica virtual, que se define del siguiente modo: si G' es un grupo
discreto y H es un subgrupo de G libre de torsién y de indice finito, se define
la dimensién cohomoldgica virtual ved G como la dimensién cohomolégica de
H. Por un resultado de Serre ([160]) la definicién no depende del subgrupo
escogido. En un principio, no parecia descabellado pensar que éste fuera el
analogo correcto, por cuanto que si H < GG es un subgrupo libre de torsién,
cualquier modelo de EG es un modelo de EH, y automaticamente ved G <
gd G. Ya K.S. Brown pregunté en [31] si dicha desigualdad era realmente una
igualdad o no, y algunos resultados parciales fueron propuestos poco tiempo
después por Connolly-Kozniewski ([50]), como veremos un poco mas abajo.
Sin embargo, esta definicién se revela definitivamente como inadecuada en
el trabajo de Schneebeli ([156]), que demuestra que el grupo de Higman
A = {a,b,c,d;a’ = a®,b¢ = V?, ¢! = 2,d* = d’}, que no tiene cocientes
finitos no triviales, posee sin embargo un modelo de dimensién 2 para EG.
Otras nociones que no se han mostrado eficaces en este contexto han sido
la dimensién cohomoldgica racional o la homologia relativa a los subgrupos
finitos.

La nocion correcta de dimensién cohomoldgica propia parece ser la que se
define a partir de la (co)homologia de Bredon de EG, cuyas propiedades prin-
cipales recordamos en la seccion anterior. Concretamente, si G es un grupo
discreto, se define cd GG como la dimensién proyectiva del modulo “constante”
Z. No es dificil ver que cd G < gd G, y que cd G coincide con cd G si G es
libre de torsion. Dunwoody ([71]) y Liick ([113]) probaron la igualdad entre
las definiciones geométrica y algebraica si cd G = 1y ¢d G > 3, respecti-
vamente, y el caso pendiente, conocido como conjetura de Eilenberg-Ganea
propia, fue respondido negativamente por Brady-Leary-Nucinkis, que en [26]
encontraron un ejemplo de grupo G concd G =2y gd G = 3.

Una vez expuestas las razones que han motivado el interés actualmente
existente en la busqueda de modelos sometidos a condiciones de finitud para
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EG, pasamos ya a recordar las principales clases de grupos discretos para
los cuales han sido encontrados dichos modelos; como no podia ser de otra
manera dada la estrecha relacion existente entre las nociones de dimension
algebraica y geométrica arriba descritas, la mayor parte de las condiciones
que aparecen son de tipo cohomoldgico. Es conveniente resaltar aqui la im-
portancia que tienen estos grupos en el contexto de esta Memoria, pues los
resultados que aparecen en ella conciernen esencialmente a sus espacios cla-
sificadores para G-fibrados propios.

Crondlogicamente, la primera caracterizacion que conocemos de la dimen-
sién geométrica propia es debida a Serre ([160]):

Proposiciéon 2.4.1. Sea G un grupo discreto de dimension cohomoldgica vir-
tual finita n que contenga un subgrupo libre de torsion de indice m. Entonces
existe un modelo de EG de dimension mn.

La demostracién es constructiva, en el sentido de que se construye de
modo efectivo el modelo de EG apropiado y se prueba que la accion de G
cumple las condiciones requeridas. Es interesante hacer notar que este es uno
de los primeros modelos conocidos de EG, aunque no lo mencionamos en su
momento porque no surgio dentro del contexto de la teoria de acciones propias
ni de espacios clasificadores para G-acciones y G-fibrados. Como curiosidad,
en este trabajo se prueba por primera vez (con un lenguaje diferente) que el
Bruhat-Tits building es un modelo para EG de una cierta clase de grupos
p-adicos.

El resultado anterior de Serre fue generalizado fuertemente por Connolly-
Kozniewski en el articulo ya citado. Estos autores, respondiendo a una pre-
gunta de C.T.C. Wall, dan por primera vez condiciones para que el modelo
sea finito o finitamente dominado. Antes de citar cada uno de los dos resul-
tados necesitaremos unas definiciones previas.

Definicién 2.4.2. Un grupo G se dice de tipo F, si existe un modelo para
BG con esqueletos finitos en cualquier dimension.

Enunciamos ya la primera de las dos condiciones mencionadas:

Proposicién 2.4.3. Sea G un grupo de dimension cohomologica virtual fi-
nita. Se tiene que:

= Fxiste un modelo finitamente dominado para EG si y solo si G contiene
un numero finito de clases de conjugacion de subgrupos finitos y el
normalizador N(H) de cada subgrupo H es de tipo F..
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s Fxiste un modelo finitamente dominado para EG si y sélo si la obstruc-
cion de Wall 7(G) es cero en @, Ko(Z(N(H;)/H,)). Aqui los H; son
representantes de todas las clases de conjugacion de subgrupos finitos

de G.

Antes de enunciar el segundo resultado, necesitamos recordar el concepto
de cohomologia equivariante:

Definicién 2.4.4. Si X es un G-espacio, se define la cohomologia equivarian-
te H5(X, B) de X con coeficientes en un ZG-mdédulo B como la cohomologia
con coeficientes en B del complejo de cadenas de EG X Z, con la accién
diagonal de G en el producto.

Asignamos también a cada H < G finito un nimero k(H) tal que k(H) >
k(K)si H< Ky de modo que k(H) > max(3,ved N(H)). Se tiene:

Proposicién 2.4.5. Sea G un grupo tal que ved G < o0, y st H < G finito,
denotemos por Fy(G) al conjunto parcialmente ordenado de los subgrupos
finitos de G que contienen a H (nétese que este conjunto tiene una accion
de N(H)/H). Las dos siguientes condiciones son equivalentes:

» Eziste un modelo para EG tal que la dimension del espacio (EG)H es
k(H) para todo H.

= Si H < G es finito, Hym (| Fu(G)|) es nulo, y también lo es la coho-
mologia equivariante Hy(|Fy(G)|; B) para algin subgrupo T < G de
indice finito y para cualquier ZI'-maodulo B.

Estos autores concluyen su trabajo probando que estas condiciones son
aplicables, por ejemplo, en casos de grupos de dualidad de Poincaré, y en el
caso Sp(4,7Z). Es interesante remarcar que resultados andlogos a la condicién
2) de la primera proposicién ya habian sido resueltos anteriormente para los
grupos SL(n,Z) ([10] y [162]) y para el grupo de automorfismos exteriores
de un grupo libre finitamente generado ([55]). Notemos también que en este
trabajo es donde aparecen por primera vez condiciones de finitud en funcion
del niimero de clases de conjugacion de subgrupos finitos y también de la
estructura de los grupos de Weyl WH = N(H)/H. Como veremos, este tipo
de condiciones reapareceran mas tarde en los trabajos de Liick.

Los tultimos resultados sobre grupos de dimensiéon cohomoldgica virtual
finita aparecen en el reciente articulo [109], imprescindible sobre todo por el
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gran nimero de ejemplos y contraejemplos que contiene. En el contexto que
nos ocupa ahora mismo, en dicho trabajo aparecen ejemplos de grupos de
dimension cohomoldgica virtual finita 3n cuya dimension geométrica propia
es como minimo 4n. Esto, en particular, responde de forma negativa a la
pregunta de K.S. Brown enunciada un poco més arriba.

El siguiente resultado es folklore, y concierne a la existencia de modelos
de EG de dimension 1:

Proposicién 2.4.6. ([11], pag. 249) Si G actia en un drbol T mediante una
accion simplicial y continua cuyos grupos de isotropia son finitos, entonces
T es un modelo para EG.

En particular, y dentro de la investigacion sobre arboles, amalgamas y
grafos de grupos que realiza para describir la estructura de los grupos lineales
sobre un cuerpo local, Serre muestra ([161], 1.6,1) que si G;,G2 y H son
grupos finitos, el pushout G = G *y G5 actia sobre un arbol T" del modo
anterior. Este arbol procede de realizar la construccién “doble cilindro de la
aplicacion” al diagrama

Asi obtenemos una gran cantidad de grupos para los cuales EG es de dimen-
sion uno. Ademas, este método permite describir de forma muy sencilla el
grupo SL(2,7Z) como una amalgama de Z/4 y 7Z,/6 a través de Z/2.

Recientemente, Leary-Nucinkis ([108]) y Platten [143]) han generalizado
el resultado de Serre al caso de E£G, siendo F cualquier familia de subgrupos
finitos de GG los primeros, como ingrediente necesario de su demostraciéon del
teorema de Kan-Thurston para BG, y el segundo dentro de su estudio de las
clases HF.

Puede considerarse que el magnifico trabajo [114] de Liick, realizado po-
co después del establecimiento definitivo de la conjetura de Baum-Connes y
muy probablemente motivado por ella, tuvo el efecto de activar fuertemente
la investigacion en esta area, que ha experimentado su mayor auge en los
ultimos diez anos. En el articulo mencionado se reformulan algebraicamen-
te las condiciones de finitud geométrica sobre EG, y se prueba multitud de
relaciones entre éstas y los invariantes cohomolégicos del grupo G; en parti-
cular, el resultado que citamos a continuacién establece una de de las mas
importantes. Recordemos que un grupo G se dice de tipo F' P, si posee una
resolucion proyectiva donde todos los ZG-médulos que aparecen son finita-
mente generados.
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Proposicién 2.4.7. ([114], 4.2) Si G es un grupo discreto, son equivalentes:

= Frxiste un modelo para EG de tipo finito.

= Solamente existe un numero finito de clases de conjugacion de sub-
grupos finitos de G, y para cualquier subgrupo finito H de G hay un
CW-modelo para BW H que es también de tipo finito.

» Solo existen un numero finito de clases de conjugacion de subgrupos
finitos de G y los grupos de Weyl de los subgrupos finitos de G son
grupos de tipo F' P, finitamente presentados. Ademds, si G cumple el
altimo enunciado y ademds la condicion b(d), (que cada ZG-mddulo M
que sea proyectivo sobre el anillo de grupo de cualquier subgrupo finito
posee una ZG resolucion proyectiva de dimension d), se tiene que G
posee un modelo finitamente dominado para EG, y el reciproco también
es cierto.

No aparecen, sin embargo, en este articulo caracterizaciones algebraicas
que determinen la existencia de modelos finitos o finito-dimensionales pa-
ra EG. En lo que respecta a los primeros, proporciona una lista de grupos
discretos para los cuales es conocido que existe un modelo finito para EG,
algunos de los cuales ya habfan sido citados en [11]:

» Los grupos hiperbdlicos de Gromov (ver [87]), dotados de la métrica de
la longitud de la palabra. El modelo es el complejo de Rips, definido
como la realizacién del complejo simplicial cuyos p-simplices son los
subconjuntos de (p + 1)-elementos del grupo de didmetro mayor que
una cierta constante.

= Los subgrupos discretos con cociente compacto de un grupo de Lie G
con un numero finito de componentes conexas. Si K < G es el subgrupo
compacto maximal de G, el modelo buscado es G/ K.

= Si G es una extension Z" — G — H con H finito, entonces el
modelo es R”, debido a que GG es entonces una extension de un grupo
cristalografico por un grupo finito, y para todo grupo cristalografico
se tiene que R™ es un modelo para EG. En 9.1.1 damos una prueba
elemental de este hecho en el caso 2-dimensional.
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= Los grupos virtualmente policiclicos. Recordemos que un grupo G es
virtualmente policiclico si contiene un subgrupo policiclico H de indice
finito, es decir, un subgrupo H con una serie subnormal de factores
ciclicos.

En lo que respecta a modelos de dimensién finita, se retoma aqui el caso
de grupos de dimensién cohomoldgica virtual finita que hemos visto anterior-
mente, aprovechando en particular el hecho de que para estos grupos existe
una cota [ de las longitudes de los subgrupos finitos de G. Recordemos que la
longitud I(H) de un grupo H es el supremo de todos los naturales n tal que
existe una cadena de inclusiones estrictas {1} ¢ Hy C ... C H,.1 C H, = H.
Asi, mediante el siguiente resultado se obtienen modelos de EG cuya dimen-
sién depende tanto de la dimension virtual como de dicha longitud.

Proposicién 2.4.8. ([114], 6.4) Sea G un grupo discreto tal que ved G < d,
y sea | una cota de las longitudes de los subgrupos finitos de G. Entonces
existe un G-CW-modelo para EG de dimension maz{3,d} + .

El caso de modelos de dimensién finita para grupos mas generales es tra-
tado en el articulo ligeramente posterior de Liick-Meintrup ([115]), donde las
condiciones cohomoldgicas para la finitud se obtienen a partir de la coho-
mologia de Bredon del grupo G, y por tanto se relacionan las dimensiones
propias geométrica y cohomoldgica. Ademds, se obtienen caracterizaciones
diferentes a las anteriores, y muy precisas, para las demds condiciones de
finitud.

Proposicién 2.4.9. ([115], 0.1) Sea G un grupo discreto con d > 3, y sea F
una familia de subgrupos de G. Se tiene:

» Fxiste un G-CW-modelo de dimension d para ExG si y sélo st G posee
dimension cohomologica propia finita igual o menor que d.

» G posee un G-CW-modelo de tipo finito (respectivamente finito) para
ExG si y solo si G posee un modelo para ExG con 2-esqueleto finito y
el ZOxG mddulo constante Z posee una resolucion proyectiva de tipo
finito (respectivamente libre y finita).

» Fxiste un modelo de EG con 2-esqueleto finito si y solo hay un nimero
finito de clases de conjugacion de subgrupos finitos de G y el grupo de
Weyl de cada subgrupo finito es finitamente presentado.
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Es destacable que en este articulo se obtienen condiciones similares para
grupos G localmente compactos, no necesariamente discretos.

Una clase de grupos que ha merecido recientemente atencién en este con-
texto ha sido la de los grupos jerdrquicamente descomponibles, definida por
Kropholler en [101] como herramienta para probar que los grupos solubles
y los grupos lineales de caracteristica cero son de dimensién cohomoldgica
virtual finita, y que ya han aparecido en estos preliminares.

Definicién 2.4.10. Sea C una clase de grupos. Escribiremos H;C para de-
notar a la clase de grupos GG que admiten un G-CW-complejo contractil de
dimensién finita con grupos de isotropia en C, y HC para la clase mas pe-
quena C’ tal que C < C'y HiC' = C’. Si F es la clase de los grupos finitos,
entonces HF es la clase de los grupos jerdrquicamente descomponibles.

Esta clase posee interés en este contexto por varios motivos. En primer
lugar, es una clase muy general, que contiene a todos los grupos de dimension
cohomoldégica virtual finita, a algunos que no lo son (como ciertos grupos
de Burnside), a todos los grupos lineales finitamente generados y todos los
grupos solubles finitamente generados. En segundo lugar, porque ha dado
lugar a interesantes variantes, como la clase kC de Kropholler-Mislin ([102]),
las clases HTH vy HETH de las que hemos hablado en la seccién anterior,
o la clase KC de Broto-Kitchloo ([29]). Y en tercer lugar, por las conjeturas
propuestas en ([101], 5.1) sobre ella, que han dado lugar, en particular, al
citado articulo ([102]), y cuya resolucién parcial ha conllevado la aparicién
de nuevas condiciones de finitud, que describimos a continuacion.

Teorema 2.4.11. ([102], teorema A) Todo grupo G jerdrquicamente descom-
ponible de tipo F P, admite un modelo de dimension finita para EG.

Ademés, si A(G) es el conjunto parcialmente ordenado de subgrupos fi-
nitos no triviales de G y B(G,Z) es el anillo de G-operadores de funciones
acotadas de GG a Z, se obtiene:

Teorema 2.4.12. ([102], teorema B) Si G es un HF-grupo tal que m =
dim. proy.;,B(G,Z) y d = dim|A(G)| son finitos, entonces existe un modelo
de EG de dimension menor o igual que D(d,m), donde D(d,m) es una fun-
cion con valores naturales que crece exponencialmente en d y linealmente en
m.
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Obsérvese la semejanza entre este ultimo resultado y 2.4.8. Quizéa tan
interesante como el resultado en si son los métodos utilizados, ya que los
autores, a partir de los datos cohomoldgicos mencionados, construyen de for-
ma efectiva los modelos de EG con las dimensiones prescritas usando espacios
parametrizados por un conjunto parcialmente ordenado. Mediante una ver-
sion refinada de esta técnica, Mislin prueba el siguiente resultado de finitud:

Proposicién 2.4.13. ([130], 3.4) Sea X un G-CW-complejo de dimension
finita tal que para H < G finito el espacio de puntos fijos X sea contrdctil,
y supongamos que para todo x € X la dimension de EH, es menor que una

cierta cota b independiente de x. Entonces la dimension de EG estd acotada
por (b+1)(dim X +1) — 1.

En la prueba de este resultado desempena un papel importante la parte
singular de EG, que son los puntos de EG con isotropia no trivial, lo cual es
un ingrediente crucial en el contraejemplo que presentan Leary-Nucinkis a la
conjetura de Eilenberg-Ganea propia, ya descrita anteriormente.

Otro problema que aparece aqui y que ya habia sido tratado anteriormente
es el comportamiento de EG con respecto a extensiones de grupos. Concreta-
mente, si tenemos una extension 0 — H — G — K — 0 de modo que
EH y EK estan sometidos a condiciones de finitud, ver de qué modo pueden
interpretarse éstas como condiciones de finitud para EG. Las primeras res-

puestas parciales a esta pregunta se encuentra en el ya mencionado articulo
de Liick:

Proposicién 2.4.14. ([114], 3.1y 3.2) Sea H — G — K una extension.
Entonces:

= Si existe un entero positivo d que acote el orden de los subgrupos fini-
tos de K, y si H y K tienen dimensiones geométricas propias k y h,
respectivamente, se tiene que gd G < dh + k.

» Si para cualquier subgrupo finito H' < H y para cualquier extension
H — G — K se tiene que existe un H'-CW modelo finito para
EH', y si ademds existe un K-CW-modelo finito para EK, se tiene
que G posee un G-CW-modelo finito para EG. En particular la pri-
mera condicion siempre se cumple si H es hiperbolico o virtualmente
policiclico.
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Nota 2.4.15. Un resultado analogo al segundo enunciado es cierto para mo-
delos de tipo finito.

Mas adelante, en el articulo ya citado y basandose en la proposicion 2.4.13
y en las propiedades de los grupos jerarquicamente descomponibles, Mislin
estudié cuidadosamente este problema, obteniendo los siguientes resultados:

Proposicién 2.4.16. ([130], 3.1 y 3.2) Sea H — G —— K una extension
de grupos. Se tiene:

» 51 EK es finito-dimensional y existe una cota para la dimension de
En—'n(F), con F un subgrupo finito cualquiera de G, entonces gd G <
00.

» St K € HhF, stendo F la categoria de grupos finitos, y para cada
subgrupo finito F < G existe un 7 'n(F)-CW-complejo de dimensién
acotada por un numero que no depende de F', entonces G € H F.

» St K € HiF y el orden de los subgrupos de torsion de K admite una
cota universal, se tiene que si H estd en HhJF, G también, y sigd H <
oo, entonces gd G < 0.

Las primeras consecuencias importantes de esta proposicién conciernen a
grupos localmente finitos. Recordemos que un grupo discreto G es localmente
finito si todo subgrupo finitamente generado es finito.

Proposicién 2.4.17. ([130], 4.1 y 4.2) Sea G un grupo localmente finito
cuya cardinalidad sea menor que X,. Entonces G tiene dimension geométrica
propia finita.

Combinando este resultado con los anteriores se obtiene:

Proposicién 2.4.18. ([130], 4.4) Sea H — G — K una extension de gru-
pos, tal que el orden de los subgrupos de torsion de K estd acotado, y tal que
H es localmente finito con |H| < oo. Entonces, si K € H1F (respectivamente
si gd K < 00) entonces G € HyF (respectivamente gd G < o0).

Recientemente, Dicks-Kropholler-Leary-Thomas ([64]) han probado que
para cualquier grupo localmente finito G de orden ¥,, existe un modelo para
EG de dimension n+ 1, y han utilizado este hecho para hacer calculos con la
cohomologia con coeficientes inducidos de estos grupos y para situar grupos
grandes abelianos en la jerarquia HF.
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Otra consecuencia importante de los resultados de Mislin es la siguiente,
que concierne a grupos solubles:

Proposicién 2.4.19. Sea G un grupo soluble con |G| < X,. Entonces las
siguientes condiciones son equivalentes:

1. El rango libre de torsion (nimero de Hirsch) de G es finito.
2. dimgEG es finito.

3. La dimension cohomoldgica racional de G es finita.

La 1ltima aportacién al problema de las extensiones aparece en el articulo
[109], ya citado anteriormente, en el cual los autores presentan una extension
N — G — @’ tales que existen modelos finitos para EN y EG’, pero
no para EG. La prueba se basa en una modificacién de la construccion de
Bestvina-Brady que aparece en [15], y que es la clave de todo el articulo.
En él aparecen también varios contraejemplos que prueban que en general si
H < G es un subgrupo de indice finito de un grupo discreto, las condiciones
de finitud sobre H no determinan condiciones de finitud semejantes sobre G.

Todos estos resultados de finitud sobre fibraciones seran de gran impor-
tancia en esta Memoria.

Para terminar, vamos a citar un resultado de Leary-Nucinkis de natura-
leza esencialmente geométrica, que sirvié como motivacion a los autores para
probar el teorema de Kan-Thurston propio del que ya se ha hablado en la
introduccién. Antes necesitamos algunas definiciones.

Definiciéon 2.4.20. Un grupo de Cozeter right-angled es un grupo generado
por un conjunto de elementos de orden dos (los generadores de Coxeter)
sujetos Unicamente a relaciones de conmutacion entre pares de generadores.

Una presentacién de Coxeter de G puede ser siempre codificada mediante
un complejo simplicial K = K(G) que posee un vértice por cada generador de
Coxeter, y un simplice por cada subconjunto de generadores que conmutan.
A este complejo se le suele denominar complejo de Cozeter de G. No es dificil
probar que cada complejo lleno es el complejo de Coxeter de algin grupo de
Coxeter right-angled G.

Definicién 2.4.21. Definimos el complejo de Davis ¥ = ¥(G) como la
realizacion del conjunto parcialmente ordenado cuyos elementos son los cosets
de subgrupos finitos de Coxeter de G.
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La accion de G sobre los cosets induce una accion propia sobre X, y puede
probarse ([26], seccién 3, ver también [58]) que con esta accién ¥ se convierte
en un modelo para EG. Ahora ya podemos establecer el resultado prometido:

Proposicion 2.4.22. Sea G el grupo de Coxeter right-angled correspondien-
te a un cierto complejo lleno K, y H el subgrupo de indice dos de G cuyos
elementos son las palabras que se escriben con un numero par de letras. En-
tonces X /H, que es un modelo para BH, es isomorfo a la suspension de la
subdivision baricéntrica de K.

El estudio de estos subgrupos de indice dos fue una de las primeras mo-
tivaciones de nuestro trabajo.



Capitulo 3

BZ/p-anulacién de espacios
clasificadores de grupos finitos

3.1. La BZ/p-anulacién de BG

Sea GG un grupo finito, p un nimero primo. Como hemos dicho en la in-
troduccion, nuestro interés esta enfocado en estudiar la parte p-primaria del
espacio clasificador de G utilizando los funtores Pgz/, y CWpyz/,; en este
capitulo nos ocuparemos del primero de ellos. Asi, nuestro primer resultado
es una caracterizacion del espacio Pgy/,BG por medio de una fibracién re-
cubridora. Hasta donde nosotros sabemos, la tinica descripciéon ya existente
de este espacio era para el caso en que G fuera ademas nilpotente, en el que
la prueba es muy sencilla: si H es el subgrupo de p-torsiéon de G, basta con
BZ/p-anular la fibracién

BH — BG — B(G/H)

para obtener que Pgyz/,BG ~ B(G/H). La dificultad del caso general reside
en que en general en el subgrupo minimal que contiene a la p-torsién aparecen
elementos que no son de p-torsiéon. Nosotros sortearemos este problema iden-
tificando en primer lugar el caso en que la BZ/p-anulacién es simplemente
conexa, y luego pasando al caso general.

Proposiciéon 3.1.1. Sea G un grupo finito, p primo. Supongamos que G
no tiene cocientes no triviales de orden primo con p. Entonces tenemos
que Pgy;,BG ~ Hq# BGQ (que es de hecho homotépicamente equivalente
a Z[1/plooBG, por [25], VII, 4.2 y 4.3).

91
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Demostracién. En primer lugar, debemos demostrar que [] atp BG{I\ es un
espacio BZ/p-nulo. Esto es sencillo porque

map, (BZ/p, BG}) ~ map, ((BZ/p),,BG}) ~ *

donde la primera equivalencia es cierta porque BGqA es Z/q-completo.
A continuacién debemos ver que si X es otro espacio BZ/p-nulo, existe
una equivalencia homotdépica

map,(BG, X) ~ map*(H BGy, X).
a7p

Consideraremos dos casos.
Supongamos primero que X es simplemente conexo. En este caso, el cua-
drado aritmético de Sullivan nos da una equivalencia homotodpica

map, (BG, X) ~ map, (BG, H X7).

q primo

Asi, debemos comprobar que map, (BG, X1/2\> es contractil. El espacio XI/)\ es
Z/p-completo, asi que tenemos una equivalencia homotépica map, (BG, X pA) ~
map, (BG)), X/'). Utilizando la descomposicién en subgrupos de Dwyer ([73],
ver también [95]), obtenemos que

map, (BG), X]') ~ map,((hocolimo, 5c);, X))

donde Oc es la categoria de 6rbitas asociada a la coleccién (amplia) de p-
subgrupos no triviales de G, que es Z/p-aciclica, y (¢ es un funtor cuyos
valores poseen el tipo de homotopia de espacios clasificadores de dichos sub-
grupos. Como Xé\ es 7 /p-completo, tenemos

map, ((hocolimo, fc);, X,') ~ map, (hocolime, B¢, X,).

Ahora, si denotamos por BO¢ a la realizacién del nervio de Oc, la Z/p-
aciclicidad de BO¢ proporciona equivalencias homotépicas de espacios de
aplicaciones no punteados

map(BO¢, X') ~ map((BO¢),, X)') ~ X\.

Pero de acuerdo con ([72], 3.8), existe una equivalencia homotépica

map(BOg¢, X,') ~ map(hocolime, f¢, X,') ~ X',
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de modo que a partir de la fibracién clésica de ([69], nota 1.A.1), se deduce
que el espacio de aplicaciones punteado map, (hocolimg, ¢, X ) es contractil,
y por tanto también map, (BG, XpA), como queriamos ver.

Tenemos pues la siguiente sucesion de equivalencias débiles:

map, (BG, X) ~ 1rn:eLp*(BG,1_[XA Hmap* (BG, X)) ~ )

q7#p q7#p
[] map.(BG), X)) = [ map. (][ BG), X)) Y map, (] [ BG2, X)
q#p q#p r#p q#p

donde la equivalencia (x) es cierta porque X es simplemente conexo (y por
tanto X/ es Z/g-completo para cada q) y (**) se cumple porque el espacio
map, (BG7, X) es contractil si ¢ y 7 son primos diferentes.

Ahora podemos atacar el caso general. Sea X un espacio BZ/p-nulo. Si
X es el recubridor universal de X, tenemos la fibracién:

X — X 5 Bm(X).

Nuestro primer objetivo es ver que la aplicacion
h
map, (BG, X) — map, (BG, Br; (X))

lleva cada elemento del espacio map,(BG,X) a la clase de la aplicacién
constante, o lo que es lo mismo, que Ay toma valores en la componente de
la constante map,(BG, Bm(X)).. Asi, sea f: BG — X un elemento de
map, (BG, X), y consideremos el siguiente diagrama conmutativo:

X

el

BGHBTM X

Debemos demostrar que hyf o~ *. Sea pues g : BZ/p — BG una aplicacién
continua. Como X es un espacio BZ/p-nulo, sabemos que fog ~ %, y en
particular hyf o g >~ x. Por otro lado, hay dos homomorfismos de grupos,
p:Z/p— Gyp:G— m(X) de manera que By~ gy Bp >~ hyf. Asi, es
claro que la composicion

Z]p SREENY 6 AN m (X)
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es el homomorfismo nulo, y esto ocurre para cualquier homomorfismo Z/p —
G’; por tanto, obtenemos que Im p debe ser un cociente de GG cuyo orden sea
primo con p. Pero por hipédtesis, sabemos que G no posee tales cocientes (no
triviales), asi que p es cero, y la aplicacién que induce a nivel de espacios
clasificadores es homotopica a la constante, como queriamos ver. Asi pues,
consideramos el siguiente diagrama, donde la columna de la izquierda es una
fibracién, las aplicaciones horizontales estan inducidas por el producto de las
7./ g-compleciones de BG, y X es el recubridor universal de X:

map, ([ ], BGY, X)———— map, (BG, X)

J/(2) l(i’))

map, (I],, BG), X) — map, (BG, X)

- :
map, ([],., BGy, Bmi(X)) —— map, (BG, B (X)),

La aplicacién de arriba es una una equivalencia por el primer caso ya
probado y ([5] 9.7), y la aplicacién inferior derecha toma valores en la compo-
nente de la constante, y por tanto es una fibracién. Es claro que esta compo-
nente es contractil, y lo mismo es cierto para map*(H#p BG7,Bm (X)), por-
que [ atp BGQ es simplemente conexo y B (X) es un espacio de Eilenberg-
MacLane. Recuérdese que si G es un grupo finito y p es un ntimero primo,
se sabe ([25], I1.5, ver también [111]) que el grupo fundamental de BGY es el
cociente de G por su subgrupo normal maximal p-perfecto O,(G) y en par-
ticular, dicho grupo fundamental es un p-grupo; como por otra parte G no
tiene cocientes primos entre sf con p, se tiene que 71 (][, 4p BG?) es nulo. Asf,
las aplicaciones (2) y (3) son equivalencias débiles, y por tanto (1) también
lo es, con lo que hemos concluido.

O

Para el caso general del teorema deberemos identificar de algin modo la
p-torsién de G, y por ello necesitaremos el concepto de Z/p-radical.

Definicién 3.1.2. Sea G un grupo finito, p un primo. El Z/p-radical de G (a
veces denominado Z/p-aislador) es el subgrupo normal minimal Ty,,G que
contiene a todos los elementos de p-torsion de G.

Los siguientes lemas describen las principales propiedades de este subgru-
po.
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Lema 3.1.3. El indice de Tz;,,G en G y p son primos entre si, y Ty,,G es
minimal entre los subgrupos normales de G para los cuales se cumple esta
condicion.

Demostracion. Observemos en primer lugar que la condicion del lema se
cumple para G, y que cada cadena G > O; > Oy > ... para la cual se
cumple dicha condicién estabiliza, pues el grupo es finito. Llamemos Ty,,G al
elemento minimal de una de estas cadenas, que tomamos de longitud méaxima.
Es claro que Tyz,,G contiene a la p-torsién. Sea O otro subgrupo normal
de G que cumpla esta condicién, y sea S un p-subgrupo de Sylow de G.
Como Tz/,G' y O" son normales en G, ambos contienen a S. Esto implica
que Tz/,G N O" es un subgrupo normal de G cuyo indice en G es primo
con p y estd contenido en Tyz/,G. Por la minimalidad de Ty/,G, se tiene
que Tz/,,G = Ty, G N O', y esto implica, por la minimalidad de O', que
Ty,,G = O', como querfamos ver.
]

Lema 3.1.4. Ty,,G es un subgrupo caracteristico de G, es decir, cada auto-
morfismo de G se restringe a un automorfismo de Ty,,G.

Demostracion. Sea ¢ un automorfismo de G. Como Tz/,,G <1 G, ¢(Tz;,G) <
#(G) = G. Pero el indice de Tyz;,G en G es primo con G, porque es igual al
indice de Ty,,G en G. De nuevo por la minimalidad de Ty/,G' obtenemos la
inclusién Ty, G < ¢(Ty,,G), y por cardinalidades, Ty,,G = ¢(T4/,G), como
queriamos demostrar.

]

Lema 3.1.5. Ty,,G no tiene subgrupos normales cuyo indice en Tz;,G y p
son primos entre si.

Demostracion. Por reduccién al absurdo, supongamos que existe O <1 Tz,,G
tal que |Ty/,G/O’| es primo con p. Podemos suponer sin pérdida de gene-
ralidad que O' es minimal para esta condicién. Por el lema anterior esto
significa que todo automorfismo de T7z,,G' se restringe a un automorfismo de
O'. En particular, esto ocurre para todos los automorfismos de Ty/,G dados
por conjugacién por elementos de G (porque Ty,,G es normal en G). Por
consiguiente, O’ < G, y |G/O'| = |G/ Ty,,G||Tz/,G/O'|, v esto significa, por
la minimalidad de Tz,,G en G, que Tz,,G = O'.

m
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Notese que el radical puede definirse en un contexto general de grupos
discretos, y respecto a un grupo fijo cualquiera que no sea Z/p (ver [34],
3.2 para més detalles), aunque nosotros nos hemos concentrado en este caso
porque es el Uinico que vamos a necesitar en este trabajo. Por otra parte, en
libros clésicos de teorfa de grupos, como por ejemplo [86], se suele utilizar la
notacion OPG para referirse al Z/p-radical, y mas modernamente Bousfield
también ha usado G'//Z/p; nosotros hemos preferido T7,,G por ser lo més
habitual en este contexto.

Ahora estamos preparados para probar el caso general del teorema:

Teorema 3.1.6. Sea G' un grupo finito, p un primo; entonces tenemos que
la BZ/p-anulacion de BG es el espacio total de la siguiente fibracion:

[[B(T2,G)) — Ppz,BG — B(G/Tz,G).
q#p

Demostracion. El Z/p-radical es normal en G, asi que podemos considerar
la siguiente fibracion de espacios clasificadores:

El orden del grupo cociente G/ T7,,G y p son primos entre si, luego el espacio
clasificador de dicho grupo es Z/p-nulo. Ahora, por (1.1.6), la sucesién de
anulaciones

PBz/pBTz/pG I PBz/pBG — B(G/Tz/pG>

es una fibracién; pero Pgy/,BTz,,G ~ Hq#B(TZ/pG){I\ por 3.1.1, asi que
hemos concluido.

]

Nétese que, debido a que Tz,,G no tiene cocientes primos entre sf con p,
I1 o2 BTz /pG)y es simplemente conexo, y por tanto es el recubridor universal
de PBZ /pBG .

Si S = {pi1,...,pr} es una coleccién finita de nimeros primos, puede defi-
nirse el S-radical de G’ del mismo modo que se hizo en 3.1.2 como el subgrupo
normal minimal TgG de G que contiene a toda la S-torsiéon. Este grupo ve-
rifica propiedades andlogas a las citadas para Ty,,G, y de hecho contiene
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como subgrupo normal al Z/p;-radical para cada p; € S. Utilizando este ob-
jeto, podemos establecer la siguiente generalizacién del teorema previo, que
se prueba de manera andloga:

Proposicion 3.1.7. Sea G un grupo finito, S = pq,...,p, una coleccion
finita de ndmeros primos, y W = BZ/p1 V ...V BZ/p,; entonces tenemos
que la W-anulacion de BG encaja en la siguiente fibracion:

[[B(TsG); — PwBG — B(G/TsG).
a¢S

Siguiendo ([150] 1.1) es suficiente considerar el caso en que los primos
de S son diferentes, porque existe una equivalencia homotépica Ppz/,BG ~
Pg7/pvB2,/pBG.

Es también interesante senialar que la BZ/p-anulacién de un grupo simple
finito no es mas que una complecién:

Corolario 3.1.8. Si p es un numero primo y G es un grupo simple finito
con p-torsion, entonces se cumple que Pgy,BG = Z[1/p|BG.

Demostracion. Es una consecuencia directa de la fibracién que proporciona

el teorema 3.1.6.
]

También podemos destacar el hecho de que, si M(Z/p,1) es un espacio
de Moore de dimension dos, el espacio Pgy/,BG es M(Z/p,1)-nulo ([152]
2.3, ver también [24], seccién 7), y por tanto el coaumento natural BG —
Pgz,,BG factoriza a través de una aplicacion Py z/p1)BG — Ppz/,BG,
que de acuerdo con 3.1.6 y el resultado citado de [152] es una equivalencia
homotdpica. En otras palabras, hemos establecido que la BZ/p-anulacién de
BG depende solamente del 2-esqueleto. Por otro lado, esto prueba el siguiente
resultado, que concierne a localizacion de grupos:

Corolario 3.1.9. Si G es un grupo finito y p es un nimero primo, Lz,m (BG)
es isomorfo a w1 (Pgz/,BG). Aqui Ly, denota la localizacion cldsica de G con
respecto a la aplicacion nula Z/p — .

Demostracion. Sélo hay que apuntar ([151], 3.2) que m(Pasz/p1)BG) ~
G/Tz/pG ~ Lz/pG.
]
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Un estudio detallado del funtor aciclico en el contexto de localizacién de
grupos y su relacion con anulacién respecto a espacios de Moore y localizacion
de Anderson puede encontrarse en ([34], 3.2).

Todos estos resultados seran utilizados mas adelante para dar una des-
cripcion precisa del grupo fundamental de FBZ/pBG, una manera de calcu-
larlo y una caracterizacion de los grupos finitos cuyo espacio clasificador es
BZ/p-aciclico.

Concluimos esta secciéon mencionando brevemente el articulo [72], donde
el autor demuestra que la BZ/p-anulacién del espacio clasificador de un grupo
de Lie compacto G cuyo grupo de componentes es un p-grupo es homotopi-
camente equivalente a su localizacién en Z[1/p]. Consideramos que nuestro
trabajo complementa a éste, y seria ciertamente deseable encontrar un mo-
do de utilizar todos estos datos para encontrar una descripcion de Pgy/,BG
para cualquier grupo de Lie compacto G.

3.2. Conmutacion de los funtores de anula-
cion

En la seccién anterior hemos obtenido una expresién explicita de la BZ/p-
anulacion del espacio clasificador de un grupo finito G y, més generalmente,
de la W-anulacién de BG, siendo W = BZ/p; V... VBZ/p, y {p1,-..,pn} una
coleccion finita de niimeros primos. En este epigrafe utilizamos estos datos pa-
ra conocer la relacién que une, para p y q primos diferentes, a Pgy/,vp7/iBG
con Pgy/,Pp7/,BG v Pgz/yPpz/,BG. Esto es esencialmente estudiar si los
funtores Pgy/, y Ppz/q conmutan sobre BG.

El problema de la conmutacion entre funtores de localizaciéon homotépica
fue ampliamente estudiado en el articulo [150]. En él, los autores prueban que
dos funtores de localizacién Ly y L, no conmutan en general, y estudian el
comportamiento de la serie iterada LyLyL¢L, ... En particular, prueban por
medio de un ejemplo que los funtores de M(Z/p, 1)-anulacién, con M (Z/p, 1)
un espacio de Moore de dimension dos, no conmutan ni siquiera cuando se
aplican sobre espacios clasificadores de grupos discretos. Recordamos breve-
mente dicho ejemplo:

Ejemplo 3.2.1. ([150], 1.5)
SeaG ={X,Y,Z | X?=1,Y3=1,XY = Z?} Lalocalizacién Lz 5 Lz/3G
es Z/2, mientras que Ly 3Ly 2G es trivial. Pero sabemos que 71 (P as(z/p,1) X )
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Lyz,m (X) para todo espacio X y todo primo p, asi que se tiene

T (Prz20Prz/sBG) # 11 (Przyz )Pz, BG)

y los funtores Pys(z/2,1) ¥ Par(z/3,1) no conmutan sobre BG, como querfamos
ver.

Sin embargo, nosotros hemos probado que para primos diferentes p y
q, los funtores Pgy/, y Pgy/q si que conmutan cuando los aplicamos sobre
BG. De acuerdo con lo dicho hace un momento, este hecho constituye una
interesante excepcién al caso general, y marca una notable diferencia entre
los casos finito e infinito.

Pasamos, pues, a probar el resultado de conmutacién.

Proposicion 3.2.2. Sea G un grupo finito, p y q primos diferentes. Entonces
tenemos equivalencias homotopicas

PBZ/pPBZ/qBG ~ PBZ/qPBZ/pBG ~ PBz/poz/qBG.

Demostracion. La prueba la llevaremos a cabo en dos pasos: primero demos-
traremos el caso en que G coincide con su S-radical para S = {p, ¢}, y luego
deduciremos de aqui el caso general.

Sea pues G = TgG. Veremos que Pgy/,Ppz/BG tiene el mismo tipo
de homotopia que Pgz/pvez/BG v la otra equivalencia se obtendrd inter-
cambiando los papeles de p y ¢. Asi, queremos probar que Pgy/,ypz/,BG es
la BZ/p-anulacién de Pggz/ BG, o lo que es lo mismo, qgie Pggz/pypz/iBG es
BZ/p-nulo, y que para todo espacio BZ/p-nulo X tenemos una equivalencia
homotépica

map, (PBZ/pVBZ/qBGa X) ~ map, (PBZ/qBG7 X)

que debe venir dada por un coaumento Pgz/,BG — Pgyz/pvpz/(BG. Lo pri-
mero es trivial, porque Pgz/,v57,/BG es por definicién un espacio BZ/p-nulo.
Por tanto, solamente debemos verificar la equivalencia mencionada entre los
espacios de aplicaciones. Asi, sea X un espacio BZ/p-nulo.

En primer lugar, como Pgy/pypz/qBG es BZ/g-nulo, tenemos una aplica-
cion natural

PBZ/qBG - PBZ/p\/BZ/qBG
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que induce otra entre los correspondientes espacios de aplicaciones
map*(PBZ/p\/BZ/qBGa Y) - map*<PBZ/qBG7 Y)

para cada espacio Y. Asi, si consideramos el espacio BZ/p-nulo X y su recu-
bridor universal X podemos obtener el siguiente diagrama conmutativo:

map, (PBZ/p\/BZ/qBGv X) —map, (PBZ/qBG7 X) : (3.1)

! !

map, (Ppz/pvpz/BG, X) ———— map, (Ppz/,BG, X)

lﬁpyq J/ﬁq

map, (Ppz/pve7/qBG, Bri(X)) ~— map, (Ppz/,BG, Bri(X))

Para ver que las columnas son fibraciones, hemos de comprobar que las
aplicaciones p,, y p, toman valores en las respectivas componentes de la
constante. En el caso de p,, es sencillo, porque como G = TgG, el resul-
tado 3.1.7 implica que Pgy/pypz/BG es simplemente conexo, y por tanto
el espacio de aplicaciones map, (Pgz/pvpz/{BG, Bmi(X)) es contréctil. Para
probar el otro caso, hemos de verificar que si f : Ppz/,BG — X es una
aplicacién, la composicién con la proyecciéon natural 7 : X — Bm(X) es
homotépicamente nula. Denotemos por g a la composicién

BG — Pz, BG — X - Bmy(X),

donde BG — Pgy/,BG es el coaumento natural. Es claro que para cualquier
aplicacion BZ/p — BG, la composicién

BZ/p — BG - By (X)

ha de ser homotépicamente nula, pues X es BZ/p-nulo, y lo mismo ocurre
para cualquier aplicacion BZ/q — BG, ya que Py BG es BZ/g-nulo.
Como G es igual a su S-radical y por tanto no tiene cocientes que sean
primos entre si a la vez con p y con ¢, se tiene que la aplicacion inducida por
g a nivel de grupos fundamentales es la aplicacién trivial. Como la aplicacion
g factoriza, por definicion, a través de B(G/Tz/,G) v la proyeccién candnica
es epiyectiva, se tiene que la aplicacién inducida G/Tz,,G — m(X) es
trivial, y el diagrama conmutativo
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Pgz/,BG L s x—=5 Br(X)

|

B(G/Ty;,G)

donde Pgz/,BG — B(G/Ty,,G) es la proyeccion natural sobre el espacio
clasificador del grupo fundamental, ya prueba que la composicién 7 o f es
trivial, como queriamos ver.

Para acabar la demostracién del primer caso, pues, debemos probar que
la aplicacién horizontal superior del diagrama 3.1 es una equivalencia débil.
Sabemos ([5], 9.7) que si X es un espacio BZ/p-nulo, su recubridor univer-
sal también lo es, de modo que s6lo hay que comprobar que la aplicacién
previamente descrita

map, (PBZ/p\/BZ/qBG7 X) — map,, (PBz/qBG, X)

es una equivalencia si X es un espacio simplemente conexo y BZ/p-nulo.
Como X es simplemente conexo, es homotdpicamente equivalente al produc-
to fibrado del cuadrado aritmético de Sullivan ([25] V,9). Por (3.1.6), las
racionalizaciones de Ppy/pvpz/qBG and Pgy/BG son contractiles, de modo
que
map*(PBZ/poZ/qBG,X) = map*(PBZ/poZ/qBG> H Xr/\)>
r primo
y lo mismo es cierto para las aplicaciones que provienen de Pgz/,BG.
Es claro que

map, (Pgz/,BG, H X1 ~ H map, (Ppz/,BG, X")

r primo T primo

y, como X/ es Z/r-completo para todo primo r, lo anterior es también ho-
motdpicamente equivalente a [[,. ., map,((Prz/BG);, X)) Sir # g, por
el resultado 3.3.2 se tiene que (Ppy/,BG), ~ BG,, y por otro lado, la Z/¢-
complecién de la fibracién de (3.1.6) implica que (Ppz/,BG), es contréctil
(ver 3.3.4). Obsérvese ademds que map,(BG), X)) también es contrictil,
porque X es BZ/p-nulo (por la prueba de 3.1.1). Asi, obtenemos que

map, (PBZ/qBGa X) = H map*(BG;\7 X;\)

T#Dp,q
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En el otro caso, tenemos de nuevo

map*(PBZ/poZ/qBG> X) = map*((PBZ/poZ/qBG)$7 H X’r/‘\)

T primo

Como antes, sir # p, ¢, existe una equivalencia homotépica (Pgz/pvez/eBG)) ~
BG?, y por otro lado, utilizando de nuevo la fibracién de (3.1.6),

(Prz/pvpz/4BG), = * = (Ppz/pvp2/4BG);
Asi tenemos la cadena de equivalencias

map, (Pgz/pvez/dBG, X) ~ H map, (BG), X) ~ map, (Pgz/,BG, X)

r#Dp,q

con la cual concluye la prueba del primer caso.
Sea ahora GG un grupo finito cualquiera, y consideremos la fibracién

Como la base es BZ/p V BZ/g¢-nula (y en particular BZ/p-nula y BZ/q-
nula), la fibracién se conserva después de BZ/p V BZ/g-anular, por un lado,
y también después de BZ/p-anular y BZ/g-anular, por otro. Como ademas
Pgz/pvez/¢BG es BZ/p-nulo y BZ/g-nulo, tenemos un diagrama conmutativo
donde las filas son fibraciones:

Pz/pvBz/¢BTsG —— Py pvpz/eBG —— B(G/TsG)

[ | [

Py7,,PB7/,BTsG — Pgz,,Ppz/,BG —— B(G/TsG).

Ahora bien, la aplicacién vertical izquierda es una equivalencia por el primer
caso ya demostrado, y la aplicacion vertical derecha es la identidad, luego la
aplicacion natural Pgy/,Ppz/¢BG — Pgy/pypz/(BG también lo es y hemos
concluido la prueba.

O

Finalizamos la seccién con una pequena generalizacién de la proposicion
anterior:

Corolario 3.2.3. Sean p1...p, ¥y q1...qs dos familias de nimeros primos, y
denotemos W = BZ/pyV ...V BZ/p, y W' =BZ/q V ...V BZ/qs; entonces
tenemos la equivalencia Py Py BG ~ Py BG ~ Py PywBG.
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Demostracion. Se prueba exactamente como el resultado anterior. Dejamos
los detalles al lector.
O

3.3. Relacién entre la anulacién y la comple-

Cl10n

Parece natural preguntarse por la relacion entre el efecto que causan sobre
espacios clasificadores de grupos finitos los funtores de BZ/p-anulacién, de
Z[1/p|so-complecién y de Z/g-complecién en otro primo, porque todos ellos
“matan”la parte p-primaria de BG. Ya hemos visto, por ejemplo, que los
dos primeros coinciden si G es un grupo simple con p-torsién, aunque ahora
veremos por medio de un ejemplo sencillo que esto no ocurre siempre.

Ejemplo 3.3.1. Consideremos el grupo diédrico D;5, que es isomorfo al pro-
ducto semidirecto Z /15X 7Z/2 con la accién dada por la inversién. Veremos en
5.1 que la BZ/3-anulacién de BD;5 es homotépicamente equivalente a BDg.

Por otro lado, el grupo Z/15 es normal en el producto semidirecto, y
podemos considerar la fibraciéon asociada

BZ/15 — BDys — BZ/2.

De acuerdo con el lema de fibras 1.3.4, esta fibracién se preserva por Z/2-
complecién, y obtenemos una equivalencia homotépica BDyy ~ BZ/2.

Es obvio que 71(Pgz/3BD15) = Dyo, mientras que m(BDfy x BZ/2) =
Z/2, pues (BD;5)% es simplemente conexo (Dj5 no tiene cocientes que sean
5-grupos). Asi, en este caso, obtenemos que la BZ/3-anulacién no puede ser el
producto de la Z/2-complecion y la Z/5-complecién de BDy5, y en particular

Pgy/3BD1s # Z[1/3]BD;5, como querfamos ver.

Comenzamos estudiando qué ocurre si aplicamos sucesivamente los fun-
tores de BZ/p-anulacién y Z/p-compleciéon a BG en los dos 6rdenes posibles,
y para primos p y ¢ no necesariamente diferentes. Llegaremos a la conclu-
sién de que el funtor Pgy/, es bastante sensitivo, en el sentido de que mata
la estructura p-primaria de BG dejando intacta la parte g-primaria que es
detectada por el funtor de Z/g-complecion.

Consideramos en primer lugar el caso p # q.
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Proposicién 3.3.2. Sea G un grupo finito, p y q primos diferentes. Entonces
tenemos equivalencias homotdpicas

PBZ/p(BGg\) ~ BGQ ~ (PBz/pBG)(/]\

Demostracion. Toda aplicacién BZ/p — BGQ factoriza a través de la Z/q-
complecién de BZ/p, porque BG} es Z/g-completo. Pero el espacio (BZ/p),
es contréactil, de modo que BGY es BZ/p-nulo y la hemos demostrado la
primera equivalencia.

En cuanto a la segunda, obsérvese que la aplicacién BZ/p — # es una
H(—,F,)-equivalencia, y por tanto, el coaumento canénico BG — Pgyz,,BG
es otra vez una H(—,F,)-equivalencia, con lo que hemos concluido.

m

Nota 3.3.3. Los argumentos de la iltima demostracién siguen siendo correc-
tos si reemplazamos BG por cualquier espacio Z/g-bueno.

Si ahora consideramos el caso p = g, obtenemos lo siguiente:

Proposiciéon 3.3.4. Si G es un grupo finito y p es un niumero primo, en-
tonces Pyy,(BG)) es contrdctil, y lo mismo ocurre con (Ppz/,,BG))).

Demostracién. Debemos comprobar que, para todo espacio BZ/p-nulo, el es-
pacio de aplicaciones map*(BG;}, X) es débilmente contractil. Consideremos
la fibracién recubridora

X x LoBr(x).

Recordemos que si X es BZ/p-nulo, su recubridor universal también lo es
(ver [5], 9.7). Consideramos un grupo finito G tal que BG)) sea simplemente
conexo. En este caso tenemos map,(BG)), Bmi (X)) ~ %, de modo que pa-
ra demostrar que PBZ/pBGQ también es contractil debemos comprobar que
map*(BGQ,X ) lo es. Pero esto se prueba del mismo modo a como lo hici-
mos en (3.1.1), teniendo en cuenta que si ¢ # p, entonces map,(BG), X/') es
contractil.

Ahora, sea G un grupo finito. Si denotamos por O,(G) el subgrupo nor-
mal maximal p-perfecto de G, se sabe que 7,(BG)) es isomorfo a G/O,(G).
Tenemos pues una fibracion:
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BO,(G) — BG — B(G/0,(G)).

El cociente G/O,(G) es un p-grupo, asi que por 1.3.4 la correspondiente
sucesion de Z/p-compleciones es una fibracion:

BOP(G)S — BG;\ — B(G/0,(G))

Como O,(G) no tiene cocientes de orden una potencia de p, la Z/p-
complecion BOp(G)Q es un espacio simplemente conexo, y por tanto la iltima
fibracion es una fibracién recubridora de BGQ. Pero hemos probado que la
fibra BO,(G); es BZ/p-aciclica, asi que por 1.1.6, Ppg/,(BG)) tiene el tipo
de homotopia de Pgy,,(B(G/O,(G))), que es contractil porque G/O,(G) es
un p-grupo. Asi concluye la prueba del primero de los enunciados.

En cuanto al segundo, obsérvese que el recubridor universal de Ppz/,BG,
que es [] . 7ép(BG)g para ¢ primo, es Z/p-homoldégicamente equivalente a un
punto. Por el lema de fibras 1.3.4, la fibracion

[I(BG); — Py, BG — B(G/Tz,G)

a7#p
es preservada por la la Z/p-complecién. Pero las Z/p-compleciones de la base
y la fibra son contréctiles, lo cual implica que (Ppz/,BG);) es contréctil, como
queriamos ver.

]

La tultima proposicién contrasta fuertemente con el teorema de Neisen-
dorfer ([135], 0.1) ya citado en los preliminares, que establece que para cierta
clase de CW-complejos finitos el tipo de homotopia de su Z/p-complecién
puede recuperarse totalmente a partir del tipo de homotopia de la BZ/p-
anulacién de cualquiera de sus recubridores n-conexos.

Estos resultados nos permiten también estudiar la compatibilidad de los
funtores de BZ/p-anulacién con la complecién respecto del anillo de los ente-
ros localizados en p. Concretamente, vemos que estos funtores siempre con-
mutan sobre BG, y que la parte p-primaria de la homotopia del espacio
clasificador que es eliminada por el funtor Ppz/, es esencialmente la misma
que desaparece por la accién de Z[1/p] .

Proposicion 3.3.5. Sea G un grupo finito, y sean p y q dos primos diferen-
tes. Entonces se tiene:
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1. Z[1/p|cPr2/yBG ~ PryZ[1/plooBG ~ Z[1/p|BG.
2. Z[1/plscPpz/qBG ~ PyyyZ[1/ploBG ~ Z[1/p, 1/q].BG

Demostracion. De acuerdo con 3.1.6 y ([25], VII, 4.3), el espacio Pgy,,BG
tiene todos los grupos de homotopia finitos, asi que por ([25], VII, 4.2) se tie-
ne la equivalencia homotépica Z[1/p|oPrz/,BG ~ Hq#(PBZ/[,BG){]\. Ahora
basta utilizar el resultado 3.3.4 y el hecho de que G es finito para obtener la
equivalencia Z[1/p|oPpz/p,BG ~ Z[1/p|cBG. De modo similar, usando 3.3.2
en lugar de 3.3.4, se demuestra que Z[1/p|ocPpz/iBG ~ Z[1/p,1/q|BG.
Para probar las dos equivalencias restantes, es suficiente utilizar de nuevo
la equivalencia Z[1/p|BG ~ Hq#p BG, y el hecho ya visto en el capitulo
primero de que la anulacién conmuta con productos para obtener el resultado

deseado.
]



Capitulo 4

BZ/p-celularizacion de espacios
clasificadores de grupos finitos

Sea G un grupo finito. En la proposicién 3.1.9 hemos visto que la BZ/p-
anulacién de BG estd intimamente relacionada con la Z/p-localizacién de
G como grupo. Por ello, la filosofia de este capitulo serd estudiar la Z/p-
celularizacién del grupo G para obtener informacién sobre la BZ /p-celulariza-
cion de su espacio clasificador.

4.1. Z/p-celularizacién de grupos

En primer lugar, recordaremos brevemente las principales definiciones
concernientes a la celularizacion en la categoria de grupos. Asi, un grupo se
dice Z/p-celular si puede construirse a partir de G usando colimites (posi-
blemente reiterados), y la Z/p-celularizacion de G se define como el tnico
grupo Z/p-celular dotado de un aumento CWy,,G — G que induce iso-
morfismo Hom(Z/p, CWy,,G) ~ Hom(Z/p,G). Este concepto fue definido
originalmente en [152] (basdndose en ideas de Dror-Farjoun) y utilizado prin-
cipalmente para describir la celularizacion de espacios de Moore.

Comenzamos nuestro estudio mostrando que el problema de la BZ/p-
celularizacion de espacios clasificadores de grupos finitos se reduce al pro-
blema de la BZ/p-celularizaciéon de espacios clasificadores de grupos Z/p-
celulares. Més adelante veremos que la Z/p-celularizacién de un grupo finito
siempre es finita.

Proposicién 4.1.1. Si G' es un grupo finito, el aumento CWy,,G — G

107
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induce una equivalencia homotopica CWgyz,,BCWyz,,G ~ CWgz,,BG.

Demostracion. Por la funtorialidad de CWgy,,, la aplicacién mencionada
CWgy,,G — G induce otra CWgy,,BCWy,,G — CWgy,,BG que com-

puesta con el aumento candénico da lugar a una aplicacién
f : CWBz/pBCWZ/pG — BG.

El espacio de salida es BZ/p-celular, asi que solamente necesitamos ver que
esta ultima aplicacién induce una equivalencia débil entre los espacios de
aplicaciones punteadas map, (BZ/p, CWgy,,BCWy,,G) y map, (BZ/p, BG).
Esto lo demuestra la siguiente cadena de equivalencias débiles

map, (BZ/p, CWgz,,BCWy,,G) ~ map,(BZ/p, BCWy,,G) ~

Hom(Z/p,CWz,,G) ~ Hom(Z/p, G) ~ map,(BZ/p, BG)

que concluye la prueba. Nétese que hemos construido explicitamente el aumen-

to f.
O

Debido a este lema, sera 1util encontrar herramientas apropiadas para cal-
cular la Z/p-celularizacién de un grupo finito G. Con este objeto, recordamos
el siguiente concepto de teoria de grupos, que sera crucial en lo sucesivo:

Definicién 4.1.2. Si G es un grupo finito, el Z/p-zécalo Sz;,G de G es el
subgrupo de GG generado por sus elementos de orden p.

Puede comprobarse sin dificultad que este subgrupo es siempre normal y
caracteristico, y estd contenido en el Z/p-radical Ty/,G. De hecho, se tiene

Proposicién 4.1.3. Si G es un grupo Z/p-celular, entonces G = Sy;,G =
Ty,,G.

Demostracion. Si G es Z/p-celular puede expresarse como un colimite de
Z/p's, y por tanto estd generado por elementos de orden p. Como el Z/p-
zocalo es precisamente el grupo generado por los elementos de orden p de
G, G = Sg/,G, y la otra igualdad se obtiene trivialmente de las inclusiones
Sz/,G C TyyG CG.

m
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La propiedad del Z/p-zécalo que va a ser usada més frecuentemente en
nuestro trabajo es el hecho de que la inclusién Syz,,G € G induce siem-
pre un isomorfismo Hom(Z/p, Sz,,G) ~ Hom(Z/p,G), y esto implica que
CWy/,G' ~ CWy,Sz/,G. Esta tltima afirmacién prueba, en particular, que
el célculo de la Z/p-celularizacién de grupos puede ser de nuevo reducido al
caso de grupos generados por elementos de orden p. Ademds, en el caso de
grupos finitos, no es dificil calcular el Z/p-zécalo de un grupo a partir de una
presentacién de G (utilizando GAP, por ejemplo).

La principal herramienta que vamos a usar para obtener nuestra descrip-
ci6n de la Z/p-celularizacion es el siguiente teorema, que esencialmente es un
resultado de Rodriguez-Scherer ([152] 3.7) particularizado para el caso Z/p:

Teorema 4.1.4. Para todo grupo G, existe una extension central
0— A— CWy,,G — Sz,,G — 0

tal que A no tiene ningin elemento de orden p, y es universal con respecto a
esta propiedad.

De acuerdo con lo dicho anteriormente, el caso clave aparece cuando G
es finito y tal que G = Sz,,G; asi, el problema principal reside en calcular A.
De acuerdo con (1.2.6), este grupo es el segundo grupo de homotopia de la
YM(Z/p,1)-anulacién de la cofibra C'; de la evaluacién

\/  M(z/p1) L Ba,
[M(7./p,1),BG]

donde M(Z/p,1) es un espacio de Moore de dimension dos. No es dificil
ver que T2 (Psarz/p1)Cr) = m2(Cy)/Ty/pma(Cy), de modo que la cuestion es
describir el segundo grupo de homotopia de esta cofibra homotoépica. Como
G estd generado por elementos de orden p, Cy es simplemente conexo, y
entonces my(Cr) = Ho(Cy). Utilizando esta propiedad, hemos calculado este
grupo del siguiente modo:

Proposicion 4.1.5. Sea G un grupo finito generado por elementos de orden
p, sea H el producto libre xZ/p extendido sobre todos los homomorfismos
Z]/p — G, y sea K el nicleo de la evaluacion H — G. Con la notacion
del pdrrafo anterior, se tiene que m(Cy) = K/[K, H].

Demostracion. Es una consecuencia sencilla de ([33], 3.4), tomando, en la
notacién que aparece en ese articulo, P=H, M = H y N = K.
[l



110 4. BZ/p-celularizacion de espacios clasificadores de grupos finitos

Como hemos dicho en la introduccién, utilizando esta proposiciéon no es
dificil calcular una presentacion del grupo m(C/) a partir de presentaciones
de K'y H usando el método de Reidemeister-Schreier ([119], 2.3). De este mo-
do obtuvimos inicialmente el valor de mo(C/) en el caso del grupo tetraedral
G = PSL(2,3) (ver més adelante 5.2) y este ejemplo patolégico sirvié como
motivacion a nuestro trabajo. Esta formula se muestra particularmente ttil
para calcular la Z/p-celularizacion de G si no conocemos el multiplicador
de Schur de GG, y de hecho proporciona una forma de obtener este tltimo
invariante:

Corolario 4.1.6. Con la notacion de la proposicion anterior, Hy(G) = KN
[H, H]/|K, H].

Demostracion. Es una consecuencia inmediata del resultado previo y la su-
cesién de Mayer-Vietoris asociada a la cofibracién f.
m

Por otro lado, si conocemos el segundo grupo de homologia de G, los
calculos se simplifican bastante utilizando el siguiente lema, que de hecho
nos lleva a clasificar completamente los grupos finitos Z/p-celulares.

Lema 4.1.7. Sea G un grupo finito generado por elementos de orden p.
Entonces el grupo A de 4.1.4 es isomorfo a Hy(G)/Ty,(Ha(G)). Obsérvese
que en particular A es finito.

Demostracion. La sucesion de Mayer-Vietoris de la cofibracién f tiene la
siguiente forma:

0 — Hy(G) — m(Cf) — @Z/p — G — 0.

El resultado ahora se sigue de A = m5(Cy)/Tz/,m(Cy),
[

Proposicién 4.1.8. Sea G un grupo finito. Entonces G es Z/p-celular si y
sélo si estd generado por elementos de orden p y Hy(G) es un p-grupo.

Demostracion. Si G es Z/p-celular, es un colimite de copias de Z/p, y por
tanto estd generado por elementos de orden p. De acuerdo con 4.1.4 y la
proposicién anterior, HoG debe ser igual a su Z/p-radical, y por tanto debe
ser un p-grupo, porque lo es el Z/p-radical de cualquier grupo abeliano.
Reciprocamente, si G esta generado por elementos de orden p, entonces G =
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SzpG, y el hecho de que Hy(G) es un p-grupo ya implica que el grupo A de
4.1.4 es trivial; por tanto, G es Z/p-celular y hemos concluido.
O

4.2. Grupos perfectos

Una vez que hemos descrito A, lo tinico que nos queda para obtener la
Z/p-celularizacién de cualquier grupo finito es identificar cudl es la extension
que la define. Esto normalmente no es muy dificil, porque el resultado 4.1.4
describe dicha extension con bastante precision. Aun asi, en algunas casos
favorables, podemos dar un paso mas e incluso identificar explicitamente la
clase de cohomologia asociada a la extensién. Por este motivo, nuestra aten-
cion se centrarda ahora en grupos perfectos. Recordemos que un grupo G se
dice perfecto si es igual a a su subgrupo de conmutadores o, equivalentemente,
si su primer grupo de homologia entera es trivial.

Proposicién 4.2.1. Sea G un grupo perfecto finito generado por elementos
de orden p, y sea
0— HG—G—G—0

la extension central universal de G; sea también B el cociente de HoG por la
p-torsion (que es de hecho isomorfo a un subgrupo de HyG) y sea

0—B—H—G—70

la extension central £ inducida por la anterior. Entonces, esta ultima ex-
tension es equivalente a 4.1.4, y en particular H es isomorfo a la Z/p-
celularizacion de G.

Demostracion. El grupo B no posee p-torsion, asi que por la universalidad
la extension & que define la Z/p-celularizacién existe un tinico morfismo de
extensiones

0—— A—CWg,,G—G——0

| | |

0 > B > H > G > 0.
que es la identidad sobre G.

Por otro lado, esta claro que para cualquier extension central universal
cuyo nucleo no tenga p-torsion, el inico morfismo que proviene de la extension
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central universal factoriza a través de £'. Esto prueba que hay de nuevo un
unico morfismo sobre G de £ a &', y es facil comprobar, por universalidad,
que los dos morfismos que hemos definido son inversos uno del otro. Por
tanto, las extensiones £ y £’ son equivalentes y hemos concluido.

O

Los métodos de calculo de CWgy,,G que han sido desarrollados més arriba
pueden ser reinterpretados en el ambito de la teoria de grupos finitos como
herramientas que permiten describir la extension central universal de un gru-
po perfecto GG. Por ejemplo, podemos obtener la siguiente consecuencia:

Corolario 4.2.2. Si G es un grupo perfecto generado por elementos de orden
p y cuyo multiplicador de Schur no posee p-torsion, se tiene que la Z/p-
celularizacion de G es isomorfa a su grupo recubridor universal G.

Una linea de razonamiento similar puede aplicarse en ocasiones a grupos
no perfectos, como podemos ver en la siguiente proposicion:

Proposicion 4.2.3. Sea p un primo tmpar, G un grupo finito tal que el
multiplicador de Schur de su Z/p-zocalo es Z/2. Entonces la extension central
de 4.1.4 que identifica la 7/ p-celularizacion de G es la inica que no es trivial.

Demostracion. El Z/p-zécalo Sz,,G de G esta generado por elementos de
orden p, y por tanto su abelianizado es un p-grupo abeliano elemental. Asi,
tenemos que Ext(S%I;pG ,Z/2) = 0. Por el teorema de coeficientes universales,
existen isomorfismos

H*(Sz,,G,Z/2) ~ Hom(H»(Sz/,G), H2(Sz/,G)) ~ Z/2.

Esto implica que hay solamente dos extensiones centrales de Sy, G por Z/2.
Ahora observamos que el grupo que define la extension central trivial Z/2 x
Sz/pG no es Z/p-celular, porque no puede estar generado por elementos de
orden p, y asi, la celularizaciéon es identificada por la extensién no trivial,
como queriamos ver.

O

Este resultado sera muy 1til en ciertos casos concretos, como veremos en
el capitulo siguiente.
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4.3. La celularizacion de GG y el funtor aciclico

Una vez que hemos estudiado con detalle el funtor de Z/p-celularizacién
en la categoria de grupos finitos, es interesante relacionarlo con la otra colo-
calizacion de grupos que aparece en este trabajo, que es el nicleo EZ/pG de
la aplicacion localizaciéon G — Ly, G descrita en 3.1. Este es el objetivo de
la siguiente proposicion:

Proposicién 4.3.1. S5t G es un grupo finito de modo que T7,,G = Sz,,G, la
Z/p-celularizacion de G es isomorfa al grupo fundamental de FBZ/pBG, que
normalmente se denota Dyz,,G'.

Demostracion. Siguiendo ([152] 4.3, ver también [131]), el grupo Dy, G esta de-
finido por una extensién central D dada por

0— HQ(TZ/pG; Z[1/p]) — DypG — TyppG — 0

que es universal entre las extensiones centrales
0 — B-—F— Tz,G —0

tales que Hom(Z/p, B) = 0y Ext(Z/p, B) = 0.

Ahora, estas condiciones se cumplen también para la extensiéon de 4.1.4
que define CWy, GG, porque p no divide el orden de A. Por tanto, si seguimos
denotando por £ a esta iltima extension, existe una unica aplicacion f :
D — &' que es la identidad sobre G. Por otro lado, el grupo Hy(Ty/,G) no
tiene p-torsién, y entonces por 4.1.4 existe una sola aplicacién g : & — D
que es de nuevo la identidad sobre GG. Por universalidad, £’ ~ D y el resultado
sigue.

O

La ultima proposicién establece que las herramientas que hemos descrito
mas arriba para calcular la Z/p-celularizacién de un grupo finito G son ttiles
igualmente para obtener Dz/,G, que en lenguaje de teorfa de grupos es la ex-
tension central universal del Z/p-radical de G con coeficientes en Z[1/p|. Ver
([152], 4.5) y especialmente [131] para un estudio detallado de las extensiones
centrales con coeficientes.

El siguiente resultado de conmutacion, andlogo a 3.1, aparece como una
consecuencia sencilla de la anterior proposicién:
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Corolario 4.3.2. Si G es un grupo finito Z/p-celular, se tiene un isomor-

fismo
7T1PBz/pBG >~ Lz/pG.

Demostracion. De acuerdo con el resultado previo, el grupo fundamental de
Ppz)p es Z/p-celular, asi que aplicando 4.1.8 obtenemos que Hy(G; Z[1/p]) =
0. Esto implica que Dz,,G = G, y G coincide con su Z/p-radical porque
es Z/p-celular. Pero el Z/p-radical es necesariamente el nicleo de la Z/p-
localizacion de G, luego hemos concluido.

]

Es importante senalar que la hipdtesis de que G sea Z/p-celular es esen-
cial, como se puede comprobar tomando por ejemplo G' = Z/p?.

4.4. La BZ/p-celularizacion de BG

Una vez hemos completado la descripcién de la Z/p-celularizacién de
grupos finitos, estamos preparados para demostrar el que es probablemente
el principal resultado de este capitulo, una caracterizacién completa de los
grupos finitos G tales que su espacio clasificador es BZ/p-celular.

Teorema 4.4.1. Sea G un grupo finito Z/p-celular. Se tiene entonces que
BG es BZ/p-celular si y sélo si G es un p-grupo.

Demostracion. Si G no es un p-grupo, H,(G) no posee p-torsién para un
cierto n > 2. Aplicando el resultado ([152], 7.3), el espacio clasificador de
este grupo no puede ser M(Z/p, 1)-celular para ningun espacio de Moore de
dimensién dos M(Z/p, 1). Pero como BZ/p es M(Z/p, 1)-celular, el resultado
1.2.3 implica que G no puede ser BZ/p-celular.

Supongamos ahora que G es un p-grupo, y utilicemos inducciéon sobre el
orden de G. Es trivial que BZ/p es BZ/p-celular, asi que suponemos que la
hipétesis es cierta para todo grupo de orden estrictamente menor que p*. Sea
pues G de orden p*, y consideremos un sistema minimal de generadores de
orden p {x1,...,z,,y}, que existe porque el grupo es finito y Z/p-celular. De-
notemos por H el subgrupo de G generado por {z1,...,z,.} y sus conjugados
por i/, con 0 < j < p — 1. Es claro que H es normal en G, luego tenemos
una extension:

00— H—G—G/H—0.
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Como G/H es isomorfo a (y) = Z/p, la extensién escinde, y por tanto la
fibracion asociada tiene una seccion. Ahora, H estd generado por elementos
de orden p (por construccion) y estd estrictamente contenido en G, de modo
que por hipétesis de induccién BH es BZ/p-celular. Como BZ/p también lo
es, el resultado 1.2.3 implica ya que BG es BZ/p-celular, como querfamos
demostrar.

]

Concluimos esta seccién describiendo el grupo fundamental de la BZ/p-
celularizacion de BG, que utilizamos para probar una condicién necesaria y
suficiente de anesfericidad para dicho espacio. Recordemos que un espacio X
es anesférico si m,(X) = 0 para n > 2.

Proposicién 4.4.2. Sea G un grupo finito Z/p-celular. Denotamos por r al
orden de Hyo(G) y por s al nimero de homomorfismos Z/p — G. Entonces
el grupo fundamental © de la BZ/p-celularizacion de BG viene definido por
una extension central

0—H—71—G—0
donde m es un p-grupo finito cuyo orden estd acotado por prs.

Demostracion. Consideremos de nuevo la evaluacion \/[BZ /pBG]. BZ/p —
BG, donde el wedge estd extendido a todos los elementos de [BZ/p, BG].,
y sea Cy la cofibra homotdpica de dicha aplicacién. La sucesion de Mayer-
Vietoris de esta cofibracion es la siguiente

0 — Hy(BG) — Hy(C,) — @Z/p — G — 0,

donde el rango del p-grupo abeliano elemental @ Z/p es el nimero de ho-
momorfismos Z/p — G. La cofibra C, es simplemente conexa, de modo
que Hy(C,) = m2(Cy), v su orden estd claramente acotado por prs. El grupo
fundamental 7 esté definido, pues, por una extension central

0 —A—7—35;,G—0

donde A es el segundo grupo de homotopia de la ¥BZ/p-anulacién de C,,.
Utilizando el hecho de que la suspensién de Cy es simplemente conexa y la
construccién del funtor de anulacion descrita en los preliminares obtenemos
que A es un cociente de mo(Cy). La demostracién concluye observando que
el Z/p-zécalo de G es Z/p-celular, y por tanto igual a G.
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O

Corolario 4.4.3. Sea G un grupo finito. Entonces CWgy,,BG' es anesférico
si y solo si la Z/p-celularizacion de G es un p-grupo.

Demostracion. Si la BZ/p-celularizacion de BG es homotdépicamente equi-
valente a BG’ para cierto grupo finito G’, tenemos que G’ es Z/p-celular,
porque tomar grupo fundamental conmuta con colimites, y por tanto (4.4.1)
es un p-grupo. De acuerdo con el resultado anterior, la Z/p-celularizacién
de G es un cociente de GG', y por tanto es también un p-grupo. Por otro la-
do, si CWy,,G es un p-grupo, de nuevo por 4.4.1 su espacio clasificador es
BZ/p-celular, y ahora ya basta aplicar 4.1.1 para concluir.

]

El problema de determinar exactamente cudntas copias de Z/p aparecen
en el nicleo de la extension que aparece en la proposiciéon anterior no pa-
rece nada facil de resolver, porque dicho nimero depende esencialmente de
cuantas aplicaciones que partan de M(Z/p,2) y lleguen a las sucesivas cofi-
bras que aparecen en la construccién de la ¥BZ/p-anulacién de C, pueden
ser levantadas a ¥BZ/p. Sin embargo, en el siguiente capitulo veremos varios
ejemplos de grupos para los cuales es posible determinar exactamente quién
es el citado grupo fundamental.



Capitulo 5
Ejemplos

En este capitulo aplicaremos el teorema 3.1.6 para calcular explicitamente
la BZ/p-anulacién y la BZ/p-celularizacién de algunas familias bien conoci-
das de espacios clasificadores de grupos finitos. De hecho, estos son los pri-
meros ejemplos que conocemos de estos cédlculos para espacios clasificadores
de grupos finitos no nilpotentes. Es interesante recordar también que como
Pgz/,BG = Pz/p,1)BG, estos cdlculos pueden verse también en el contexto
de anulaciones respecto a espacios de Moore.

Los detalles omitidos sobre la estructura de estos grupos pueden encon-
trarse en [86], [149] o [168], y supondremos siempre que los primos que apare-
cen dividen al orden del grupo, porque en caso contrario el espacio clasificador
del grupo serd siempre BZ/p-nulo y por tanto su BZ/p-celularizacién serd un
punto.

5.1. Grupos diédricos

Sea D, ={X,Y; X" =1,Y?=1,(XY)? = 1} el grupo diédrico de orden
2n.

a) Anulacion.

Para calcular Pgy/,BD,,, distinguiremos los casos p # 2 y p = 2.

Supongamos en primer lugar que p es diferente de 2. Entonces |D,,| = p'q,
con p y q primos entre si. Si 7 = 0 no hay p-torsion, asi que sea pues r > 0.
El Z/p-radical Tz;,G de D,, es el subgrupo generado por X n/P" v es facil
ver que este el inico p-subgrupo de Sylow de D,, (en particular es normal).
Ademés, (X™P") es isomorfo a Dy, de modo que por el resultado 3.1.6

117
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tenemos la siguiente fibracion recubridora:

[13BZ/p"); — Puz/,BD, — BD,pr.
s7p

Como (BZ/p"). es contréctil si s # p obtenemos que Pgz/,BD,, tiene el
tipo de homotopia de BD,, /.

Analizamos a continuacién el caso p = 2. Es claro por las relaciones que
definen el grupo que Y y XY pertenecen al Z/2-radical de D,,. Esto implica
que X también pertenece, y entonces TZ/Q(Dn) = D,. Por consiguiente,
Pgz/2BD, ~ Z[1/2]..BD,, y hemos concluido.

b) Celularizacion.

Sip # 2, el Z/p-z6écalo de D,, es el grupo ciclico de orden p, cuyo generador
se identifica en D,, con X™P?. Por tanto, la Z/p-celularizaciéon de D,, es Z/p,
y entonces CWgyz,,BD,, = BZ/p.

Si p = 2, podemos efectuar el cambio Z = XY para obtener la pre-
sentacion D, = {X,Z;X? = 1,7% = 1,(XZ)" = 1}. Esto prueba que D,
estd siempre generado por elementos de orden dos. En particular, si n = 27
para un cierto nimero natural j, el grupo diédrico correspondiente es un
2-grupo, y por tanto por 4.4.1 su espacio clasificador es BZ/2-celular.

En el caso n # 27, podemos asegurar que BD,, no es BZ/2-celular, porque
tiene torsién en otros primos, pero podemos probar que dicho grupo es Z/2-
cellular. De hecho, vamos a dar una construccién explicita de D,,, para cada
n, como un colimite de copias de Z/2.

Consideremos la segunda presentacion vista mas arriba, las presentacio-
nes usuales Z/2 = {A;A? = 1}, Z/2xZ/2 = {B,C;B* = 1,C? = 1}, y
supongamos que n es impar. Entonces D, es el coigualador de los homomor-
fismos

72 — Z]2x7]2
A — BCB...CB
donde B aparece (n + 1)/2 veces, y
7]2 — ZJ]2x7/2
A — (CB...BC

donde en esta ocasién el generador C' aparece (n+1)/2 veces. El caso en que
n es par es similar, con la diferencia de que ahora B aparece n/2 veces en
el primer homomorfismo, y C aparece (n/2) + 1 veces en el segundo. Como
todo coigualador es un colimite, hemos completado la demostracién de que
los grupos diédricos son Z/2-celulares.
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5.2. Grupos especiales lineales

En este epigrafe estudiaremos con detalle la familia de grupos espe-
ciales lineales SL(2,¢), con ¢ primo, y sus cocientes proyectivos PSL(2,q),
que poseen orden q(q®> — 1) y q(¢*> — 1)/2 respectivamente. Recuérdese que
SL(2,2) = PSL(2,2) = D (caso ya estudiado anteriormente) y que si g > 3,
la aplicacién cociente induce una extension

0 — 7Z/2 — SL(2,q) — PSL(2,q) — O,

en la cual el niucleo estd generado por la matriz M = —Id. Los grupos
PSL(2, ¢) son simples si ¢ > 3, asi que habitualmente deberemos distinguir
el caso del grupo tetraedral PSL(2, 3).

a) Anulacion.

Consideremos la presentacién del grupo tetraedral PSL(2,3) dada por
{X,Y;X3=1,Y3=1,(XY)? = 1}. El tinico subgrupo normal de PSL(2, 3)
que no es trivial es H = {1, XY, Y X, XY2X}, que es isomorfo al grupo de
Klein Z/2 x Z/2, y es sencillo ver que éste es precisamente el Z/2-radical
de PSL(2,3). La extensién asociada da lugar a una fibraciéon de espacios
clasificadores

BZ/2 x BZ/2 — BPSL(2,3) — BZ/3.

Como la fibra es BZ /2-aciclica, tenemos una equivalencia Pgyz/2BPSL(2,3) ~
BZ/3. Para p = 3, PSL(2,3) estd generado por elementos de orden tres,
asi que es igual a su Z/3-radical, y por tanto Pgy/3sBPSL(2,3) ~ BPSL(2, 3)5.
Si ¢ > 5, entonces Tz, PSL(2, q) = PSL(2,¢) para todo primo p que divida
al orden de PSL(2,q), porque el grupo es simple. Asi, por 3.1.6, la BZ/p-
anulacién de BPSL(2, ¢) tiene el tipo de homotopia de la Z[1/p]-complecién
de BPSL(2, ¢). Si consideramos ahora el caso no proyectivo, tenemos siempre
la fibracién
BZ/2 — BSL(2,q) — BPSL(2, ¢).

Como la base es BZ/2-nula, se tiene Py /9BPSL(2, q) ~ Pgy/»BSL(2, q), que
es de nuevo simplemente conexo excepto para el caso patologico ¢ = 3. Si
p # 2y divide al orden de PSL(2,¢q), como este grupo estd generado por
las transvecciones de orden p ([149],3.2.10) tenemos de nuevo que la BZ/p-
anulacién de su espacio clasificador es homotdépicamente equivalente a su
Z[1/p]-complecién.
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b) Celularizacion.

Consideramos de nuevo inicialmente el caso ¢ = 3 correspondiente al
grupo tetraedral.

Si p = 2, hemos dicho que el Z/2-radical es el grupo de Klein Z/2 x Z /2,
que es igual a su Z/2-z6calo, porque esta generado por elementos de orden
dos. Como Z/2 x Z/2 es de hecho un 2-grupo, se deduce la equivalencia
CWgy2BPSL(2,3) ~ BZ/2 x BZ/2. Por otra parte, como CWy/,SL(2,3) es
isomorfo a Z/2, tenemos que CWgyz/2BSL(2,3) = BZ/2.

Para el caso p = 3, recordemos que PSL(2, 3) esta generado por las trans-
vecciones de orden tres, asi que es igual a su Z/3-z6calo. Es bien sabido
que el multiplicador de Schur Hy(PSL(2,3)) es Z/2, y entonces, de acuerdo
con 4.1.4 y 4.1.7, la Z/3-celularizaciéon de PSL(2,3) estd definida por una
extension central

0 — Z/2 — CWpy,3PSL(2,3) — PSL(2,q) — 0.

Esta extensién no es trivial (por 4.2.3), y se sabe que la tnica extensién
central no trivial de PSL(2,3) por Z/2 es SL(2,3). Asi, obtenemos que la
7./ 3-celularizacion de PSL(2, 3) es SL(2, 3) y, en particular, este iltimo grupo
es Z/3-celular, porque la celularizacién es un funtor idempotente.

Si g > 5, el grupo PSL(2, q) es perfecto, y su extension central universal
es precisamente

0 — Z/2 — SL(2,q) — PSL(2,q) — 0.

Por tanto, el multiplicador de Schur de PSL(2,q) es Z/2, y por 4.1.7 este
grupo es Z/2-celular. Ademads, SL(2,q) es el grupo recubridor universal de
si mismo, y en particular Hy(SL(2,¢)) = 0, de modo que el corolario 4.2.2
implica que es Z/2-celular. Para p impar, el mismo corolario demuestra que si
p divide al orden de PSL(2,3), la Z/p-celularizacién de PSL(2, q) es SL(2, q)
y este ultimo grupo es Z/p-celular.

Para concluir, observamos que ni SL(2, ¢) ni PSL(2, ¢) son p-grupos para
primos p > 2y q > 2; por lo tanto, sus espacios clasificadores no pueden ser
BZ/p-celulares. Es interesante apuntar también que BSL(2, ¢) no puede ser
la BZ/p-celularizaciéon de BPSL(2, ¢), ni siquiera en el caso p impar, en el
que ya sabemos que SL(2,q) es la Z/p-celularizacién de PSL(2, q).
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5.3. Grupos simétricos y alternados

En esta seccién nos ocuparemos de los grupos de permutaciones 5, y los
grupos alternados A,,, los subgrupos de permutaciones de signatura par de
Sh-

a) Anulacion.

El grupo simétrico de n-letras (n > 2) admite la siguiente presentacion:

Sp = {Xl, ooy Xt X' = L XXXy = X1 X X, Xo X Xy = Xy for j > 2}~

Esto muestra que el grupo S,, esta generado por elementos de orden dos, y en
particular es igual a su Z/2-radical. Por tanto, su BZ/2-anulacién tiene el tipo
de homotopia de su Z[1/2]-complecién. Si p es impar, podemos considerar la
fibracion definida por la inclusion del correspondiente grupo alternado:

BA, — BS,, — BZ/2.

Como la base es BZ/p-nula para p impar, la fibracién es preservada por la
BZ/p-anulacién. Si n = 3, A3 = Z/3, y entonces Pgy/3BS; ~ BZ/2. En el
caso n > 4, A, esta siempre generado por elementos de orden p: si n = 4,
se sabe que A; = PSL(2,3), que ya hemos visto que estd generado por las
3-transvecciones; si n > 4, A, es simple y entonces el Z/p-radical, que es
normal, es todo el grupo. Asi, todas estas consideraciones demuestran que
para n > 4y p impar, Pggz/,BA, tiene el tipo de homotopia de Z[1/p|BA,,.
En particular, la fibracién que define la BZ/p-anulaciéon de BS, toma la
forma

y vuelve a ser una fibracién recubridora, porque Z[1/p|BA, es simplemente
cONexo.

Los argumentos anteriores también prueban que Pgz/2BA, ~ Z[1/2|BA,
sin > 5. Sin =4, hemos visto que el grupo alternado es isomorfo al grupo
tetraedral, y este caso ya ha sido estudiado.

b) Celularizacion.

En ([152], 7.5) Rodriguez-Scherer construyen de forma efectiva S,, como
colimite de copias de Z/2, asi que S, es Z/2-celular. Si p es impar, toda
permutacién de orden p es par, y esto significa que el Z/p-zécalo de S,
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es un subgrupo de A,, que es normal porque el zécalo siempre es un sub-
grupo caracteristico; esto ya demuestra que Sz,,S, = A,, y en particular
CWy3Ss = CWy3A4, = SL(2,3). Ahora fijamos nuestra atenciéon de nuevo
en los grupos alternados A, con n > 5. Se sabe (][9], 33.15) que el multipli-
cador de Schur de A,, es Z/2 para todo n # 6,7,y Ha(Ag) = Ha(A7) = Z/6.
Por tanto, si p > 5, el resultado 4.2.2 implica que la Z/p-celularizacién de A,
es en este caso isomorfa a la extensién central universal de A,. Si p = 3, de
acuerdo con 4.2.3 la Z/3-celularizacién viene dada por la tinica extensién no
trivial de A,, por Z/2 y si p = 2, A,, es Z/2-celular para cada n diferente de
6 0 7; en este ultimo caso patoldgico, 4.2.1 implica que la Z/2-celularizacién
de A, paran = 6,7 es la extensién de A,, por Z/3 inducida por la extensién
central universal correspondiente.

Como los 6rdenes de S,, y A, son respectivamente n! y n!/2; estos grupos
no son nunca p-grupos para n > 2,y por tanto sus espacios clasificadores no
pueden ser BZ/p-celulares.

5.4. p-grupos

Nos gustaria concluir describiendo el efecto de la BZ/p-celularizacién so-
bre los espacios clasificadores de tres familias de p-grupos, concretamente los
grupos cuaterniénicos, semidiédricos y los grupos M,,(p).

Consideremos el grupo cuaterniénico Qi = {H,K; H*" ' = K? =
1, HK = KH™'}, con m > 3. Este grupo tiene orden 2™"! y el Z/2-
zocalo es el centro, que es el subgrupo generado por H 2" Este subgrupo
es isomorfo a Z/2, y por tanto CWgy/2BQ,, ~ BZ/2 para todo m.

Sea ahora el grupo semidiédrico de orden 2™, que admite una presentacion
SD,, = {X,Y; X¥"' = Y2 =1, YXY! = X277} El Z/2-zécalo
de SD,, estd generado por X2" ° e Y, y es isomorfo a Dym-2. Por tanto,
CWgy/2BSD,, tiene el tipo de homotopia de BDgm-.

Finalmente, si p = 2y m > 3, se define el grupo M,,(p) = {X,Y; X =
YP =1, YXY' = XYY Kl Z/p-zécalo de M,,(p) estd generado por
XP"? eY yesisomorfo aZ /pXxZ/p. Por consiguiente, la BZ /p-celularizacion
de BM,,,(p) es BZ/p x BZ/p.

Estos ultimos calculos han sido muy sencillos, pero nos dan una expresion
explicita de la BZ/p-celularizacién de una clase muy amplia de grupos, entre
los que podemos citar las siguientes familias:



5.4. p-grupos 123

= Los p-grupos de orden p™ que contienen un subgrupo ciclico de orden
p

m—1
= Los p-grupos sin subgrupos normales abelianos ciclicos.
» Los grupos de orden p?.

La demostracién de estas ultimas afirmaciones subyace en resultados de
clasificacién que pueden encontrarse, por ejemplo, en ([86], 5.4).
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Capitulo 6

La aplicacién natural
BG — BrG

Sea GG un grupo discreto, F una familia de subgrupos de G que es cerrada
por conjugacion y subgrupos. Como primer paso en nuestra descripcién de la
relacién estre los espacios clasificadores clasico y propio, estudiamos una apli-
cacién candnica que siempre relaciona dichos espacios, expresamos su fibra
homotodpica como la extension homotopica de Kan a izquierda de un cierto
funtor, y dilucidamos hasta qué punto dicha fibra depende de los espacios
clasificadores de los subgrupos de G que pertenecen a F. Asi, conseguimos en
cierto modo “fracturar” la estructura homotoépica de BG en dos partes: una
correspondiente a la torsion, que se concentra en la fibra homotopica y que,
como hemos dicho, somos capaces de describir con precision, y otra “libre”,
representada por el espacio clasificador para G-fibrados propios.

6.1. La aplicacion BG — BrG

Consideramos pues modelos simpliciales de EG y E G, que continuaremos
llamando de este modo. Ambos son G-espacios, asi que podemos realizar la
construccién de Borel EG xg ExG con la estructura simplicial inducida.
Ahora, sea p; la proyeccion

EG x¢ ExG 25 EG/G ~ BG.

La accién de G sobre EG es libre, de modo que la aplicacién inducida a
nivel de realizaciones es una fibracién, y su fibra ExG es contractil. Por tanto,
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p1 es una equivalencia débil (en el sentido de [84], pag. 60), y EG xg ExG es
un modelo para BG.
Consideremos ahora la proyeccién sobre la segunda componente:

EG x¢ ErG 2 ExG/G ~ B£G.

Ya hemos visto que EG xg ExG y ExG/G ~ BxG son modelos para BG
y BxG respectivamente, y esto posibilita que podamos pensar p, como una
aplicacion simplicial BG — B#G, que llamaremos f de ahora en adelante.
Tomando subdivisiones si fuera necesario, podemos utilizar los resultados de
([143], capitulo 4) y asumir que ExG y su espacio cociente ExG/G poseen
estructura de complejo simplicial; asi en adelante denotaremos de la misma
forma a estos complejos y a su realizacion geométrica en la categoria de
espacios topoldgicos.

La accién de G sobre ExG no es libre, asi que la aplicacién |f| no es
una fibracion en general. Si x € BxG, existe un unico simplice o tal que z
pertenece al interior de o, y la definicién de la aplicacién implica que | f|~!(z)
tiene el tipo de homotopia de |EG| x¢ G/ H,, siendo H, el grupo de isotropia
de la antiimagen por f del baricentro de o. Por simplicidad, en lo que sigue
llamaremos a este grupo “el grupo de isotropia de o”.

Ahora, EG x¢ G/H, es un modelo simplicial para BH,, y por tanto
todas las fibras de la aplicacién |f| tienen el tipo de homotopia de espacios
clasificadores de grupos de F. La cuestién de determinar precisamente hasta
qué punto la fibra homotopica de f depende de estos espacios clasificadores
motivo originalmente nuestro trabajo, y dedicamos el resto de este capitulo
a contestarla. El primer paso serd encontrar un modelo apropiado para la
imagen inversa de cada simplice de = € B£G.

Sea ¢ un n-simplice de BxG. Recordemos que la categoria de simplices
de o es la categoria I'(0) cuyos objetos son las caras de ¢ y cuyos morfismos
son las aplicaciones cara. Definimos un funtor

F :T'(0)” — sSpaces

que envia cada simplice 7 en EG X G/H, y cada aplicacién cara 7 < 7’ en
la aplicacién
EG Xa G/HT/ — EG Xa G/HT

inducida por la inclusion H, C H.. Obsérvese que la realizacién de esta
ultima es homotdopicamente equivalente a la aplicacién entre espacios clasifi-
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cadores
BH, 2 BH,,

siendo ¢ la inclusion de grupos. El funtor F' determina la antiimagen de cada
simplice de BxG del siguiente modo:

Lema 6.1.1. Con la notacion del pdrrafo previo, | f|~! (o) =~ |hocolimp(yyer F|.

Demostracion. Six es un punto de f~'(0), se tiene que z € |EG| x¢ (int T x
G/H,) para un tnico simplice 7 < ¢. Utilizando esto no es dificil ver que

7o) = | JEG xq (7 x G/H.)[ ~

T7<o

donde la relacion de equivalencia denotada por ~ se define del siguiente
modo: si 7 < 7/,7"] se tiene que (x,7',g1H) ~ (x,7",goH») si y sblo si
P ([g1Hr]) = p"(lg2H]), donde p’ y p” son las correspondientes proyecciones
p:G/H, — G/H;yp":G/H.» — G/H,. Obsérvese que esta relacién de
equivalencia refleja la estructura simplicial de f~!(¢) (como subconjunto sim-
plicial de BG) tomando en cuenta la relaciones entre caras en BxG y los gru-
pos de isotropia de los simplices. Ademas, si 7 es un simplice de B G, tenemos
una equivalencia de homotopia |EG| x¢ (1 x G/H,;) ~ 7 xBH, ~ A" x BH,
relativa a 7, porque la accion es propia y por consiguiente intercambia los
simplices.

Por otro lado, recordemos que por definicién de colimite homotépico, para
cada cadena de simplices (caras de o, en este caso) 1 < ... < 7, aparece en
el colimite homot6pico una copia de A™ x F'(11), que es del tipo de homotopia
(relativamente a A™) de A™ x BH,,. Ahora, de acuerdo con ([76], 4.15), la
identificacién

OA™ x BH,, — A" ' x BH,,

viene dada por la aplicacion que la inclusién H,, < H,, induce a nivel de
espacios clasificadores. Pero estas son precisamente las relaciones que definen
la estructura simplicial del espacio cociente por la relacién de equivalencia
anterior, y esto significa que | f| (o) y la realizacién de hocolimpyyer ' tienen
el mismo tipo de homotopia.

m

Si extendemos el funtor F' a la categoria de simplices de BxG, obtenemos
la siguiente descomposiciéon de BG:
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Proposicién 6.1.2. En las condiciones anteriores, existe una equivalencia
débil
BG ~ hocolimpg ,ger F-

Demostracion. Se prueba exactamente del mismo modo que el lema anterior.
Dejamos los detalles al lector.
O

6.2. La extensiéon homotdépica de Kan y la lo-
calizacion de Gabriel-Zisman

Para realizar la descomposicién deseada de la fibra homotépica de | f|, ne-
cesitaremos algunas herramientas de teoria de categorias, como la extensién
homotoépica de Kan a izquierda de un funtor y la localizacién de Gabriel-
Zisman. A continuacién recordaremos brevemente sus definiciones.

En lo que sigue C y D seran categorias topoldgicas pequenas. Sea un
funtor F' : C — D. Si d es un objeto de D, definimos la overcategory F | d
como la categoria cuyos objetos son los pares (¢, ¢) tales que ¢ es un objeto
de Cy ¢ : F(c) — d es un morfismo en D. Un morfismo entre dos pares
(c,9) v (d,¢") vendrd dado por una aplicacién ¥ : ¢ — ¢ en C tal que
d(F(c)) = ¢' o F(¥)('). Del mismo modo, se define la undercategory d | F
como la categoria cuyos objetos son los pares (¢, ¢), donde ¢ es de nuevo
un objeto de C y ahora ¢ es un morfismo ¢ : d — F(c), y cuyos morfismos
v (c,9) — (c,¢) son las aplicaciones ¢ : ¢ — ¢ tales que F(¢)') o ¢ = ¢/.

Cuando F' | d sea contractil para cada objeto d en D diremos que F' es
cofinal a izquierda, y cuando lo sea d | F' diremos que F es cofinal a derecha.

Nota 6.2.1. La overcategory y undercategory sobre un funtor son casos parti-
culares de “categorias coma”. Un estudio completo de las categorias coma en
el marco més general de la teoria de categorias puede encontrarse en ([118],
11.6).

Sea F': C — D un funtor. En su trabajo ([159]) sobre espacios clasifica-
dores de categorias, Segal probo la existencia de un funtor inducido

Lp : Fun(C, Spaces) — Fun(D, Spaces)
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cuyo valor sobre cada X : C — Spaces viene dado por una equivalencia
Lp(X)(d) ~ hocolimp 4X op, donde p es el funtor proyeccién p: F' | d — C.
Al funtor Lp(X) se le llama la extension homotdpica de Kan a izquierda de
X alo largo de F. Légicamente, este funtor es la generalizacion al contexto
homotépico del concepto categorico clasico de extension de Kan, que puede
encontrarse por ejemplo en [118].

La importancia de esta construccién proviene del siguiente resultado:

Teorema 6.2.2 (Teorema del pushdown homotépico). Si F : C — D
y X : C — Spaces son funtores, entonces existe una equivalencia:

hocolimp Lr(X) ~ hocolime X.

Demostracion. La prueba se lleva a cabo haciendo uso de la descripcion de
la extension homotopica de Kan a izquierda como el espacio clasificador de
una cierta categoria. Ver ([91],5.5). O

Para concluir esta seccién, recordamos la definicién clasica de categoria
de fracciones asociada a una categoria C. Este concepto aparecio a finales de
los 60 en el trabajo ([82]), en el cual Gabriel-Zisman proporcionan una cons-
truccién de la categoria homotépica de conjuntos semisimpliciales utilizando
esencialmente métodos categdricos. Notese la semejanza de la definicién con
los conceptos de localizacién homotopica que hemos recordado en los preli-
minares.

Teorema 6.2.3. SiC es una categoria, eziste otra categoria L(C) y un funtor
C — L(C) tales que las siguientes condiciones se cumplen:

» L invierte los morfismos de C.

= St F:C — D es otro funtor que invierte los morfismos de C, existe
un funtor F' : L(C) — D, que es inico, tal que F' o L = F.

A L(C) se la denomina la categoria de fracciones de C o simplemente la
localizacion de C.

Demostracion. Ver ([82], capitulo 1).
[

En el problema en el que estamos interesados, I'BrG desempenard el
papel de C, y D sera la localizaciéon de I'BG.



130 6. La aplicacion natural BG — BrG

6.3. Descomposicion de la fibra homotépica

Ya hemos desarrollado todos los ingredientes que necesitabamos, y pode-
mos dar nuestra descomposicion, que esta basada en el concepto de “balance
homotépico”, definido por Dror-Farjoun (ver [69], capitulo 9) dentro de su
estudio de las desigualdades celulares (que ya comentamos en los prelimina-
res).

Consideremos la aplicacion BG — BxG definida mas arriba. De acuerdo
con 6.1.2, tenemos que hocolimrg,gorF' es un modelo simplicial para BG,
donde F' es el funtor

F :T'BrG” — Spaces

ya descrito. Ahora, si £ el funtor de localizacion que acabamos de describir,
podemos considerar la extensién homotépica de Kan a izquierda L. (F). El
teorema de pushdown homotopico 6.2.2 implica que se tiene una equivalencia

hocolimrg gor) Lz (F) ~ hocolimpg . ger F.

Asi, uniendo todos estos datos obtenemos una cadena de aplicaciones

hocolim (g ,gory Lz (F) =~ hocolimpg ,ger F' ~ BG EN BrG.

Pero si ¢ es un n-simplice en B£G, es claro que su imagen inversa (en el
sentido preciso descrito més arriba) por esa cadena de aplicaciones es L, F(0),
de modo que podemos establecer lo siguiente:

Teorema 6.3.1. Si |f| : |BG| — BzG es la realizacion de la aplicacion
anterior, existe una equivalencia homotopica

Fib[f[ ~ [LF(0)]

para todo simplice o de BFG. Aqui Fib|f| designa la fibra homotépica de |f|.

Demostracion. Es suficiente comprobar que el tipo de homotopia de la reali-
zacién de Lo F (o) no depende del simplice o de BxG. Sabemos, por la cons-
truccién de la extensién de Kan, que LoF(0) = hocolimg|,(F o p), donde
p es el funtor proyeccién p : L | 0 — C. Asi, si 0 y ¢ son dos simpli-
ces diferentes de BrG, serd suficiente ver que las overcategories £ | o y
L | o’ son equivalentes. Para demostrar esto, sea g : ¢ — ¢’ un morfismo
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en L(I'BxG), que siempre existe porque BxG es conexo. Se tiene que g
induce una transformacién natural

T,:L]|oc— L |0

que envia cada objeto (7,¢) de L | 0 a (1,90 ¢) € L | ¢’ y los morfismos a
sus imdgenes obvias. Pero el morfismo g es invertible (porque es un morfismo
en la categoria localizada) y claramente las transformaciones naturales T,
y T,-1 son inversas una de otra. En otras palabras, las dos categorias son
equivalentes, y los correspondientes colimites homotopicos poseen el mismo
tipo de homotopia, como queriamos ver.

O

Nota 6.3.2. Es de hecho posible demostrar que las dos overcategories que
aparecen en la prueba del teorema anterior son contractiles. Daremos esta
prueba en el apéndice, porque pensamos que esta cuestion puede tener interés
independiente.

Corolario 6.3.3. La fibra homotépica Fib|f| posee el tipo de homotopia de
hocolimz |, (F o p), y en particular es un colimite homotdpico de espacios
clasificadores de grupos de F sobre una categoria contrdctil.

Demostracion. Es consecuencia de A.0.1 y de la definicion de extensién ho-
motoépica de Kan que hemos visto en la seccion anterior.

O

En particular si G es tal que BxG es contractil, hocolimz |, (F op) da una
descomposicién homotépica en el sentido de Dwyer ([73]) de BG.
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Capitulo 7

El tipo de homotopia de BG

En el capitulo anterior describimos con precisiéon en qué sentido (més o
menos restringido) puede construirse la fibra homotépica de |f| utilizando
como piezas espacios clasificadores de grupos de la familia F. Este hecho
nos hizo intuir que la aplicacién |f| podia codificar una manera funtorial
de pasar del espacio clasificador de G al espacio clasificador para G-fibrados
propios, y lo que es mas importante, que se podria obtener valiosa informa-
cion sobre el segundo a partir de la estructura homotoépica del primero. Mas
concretamente, estabamos buscando un funtor F' que cumpliera las siguientes
condiciones:

1. Que F “matara” a la fibra homotdpica de |f].
2. Que F(|f]) fuera una equivalencia débil.

3. Que F(BG) ~ BG.

Las dos primeras condiciones daban la impresion de que F' debia ser un
funtor de localizacién en el sentido de Dror-Farjoun, y de hecho, el funtor
que hemos encontrado es la anulacién con respecto a un cierto espacio A.

Desde ahora en adelante (y a menos que haya mencién explicita en contra)
particularizaremos para el caso en que F es la familia de todos los subgrupos
finitos de (G, aunque una gran parte de los resultados obtenidos siguen siendo
validos para cualquier subfamilia de F cerrada por conjugacion y subgrupos.
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7.1. El teorema principal

En esta seccion probaremos el que es probablemente el resultado mas
destacado de esta Memoria, y sin duda el eje alrededor del cual gira la segunda
parte de la misma. En cada una de las dos pruebas que ofrecemos puede
apreciarse con claridad la manera en que el funtor de anulacién aprovecha
las propiedades geométricas de BG (en particular las condiciones de finitud)
para arrojar luz de modo natural sobre su estructura homotépica. De hecho,
ésta es a grandes rasgos la filosofia del estudio que se lleva a cabo en este
trabajo del espacio clasificador para G-fibrados propios, aunque también es
importante destacar que el puente establecido entre teoria de homotopia y
acciones propias puede recorrerse en sentido inverso. Las ventajas de este
ultimo planteamiento se aprecian, en particular, en el dltimo capitulo.

Comenzamos con una sencilla y a la vez importante consecuencia de 3.1.6,
que es a su vez una generalizacién de un resultado que aparece en ([35], pag.
18)

Consideramos el conjunto de todos los nimeros primos {p1, p2, ps ...} con
el orden habitual, y sea X un espacio. En el resto de la Memoria denotaremos
por W, al espacio BZ/p; V ...V BZ/p,, y por W al wedge \/ BZ/p exten-
dido sobre todos los nimeros primos. El siguiente lema ofrece una razén
fundamental de que la W-anulacion es el funtor que necesitamos.

Lema 7.1.1. Si G es un grupo finito, se tiene que PywBG es contractil.

Demostracion. Un punto es siempre nulo, asi que sélo tenemos que demostrar
que map, (PywBG, X) es contractil para todo espacio W-nulo X. Los espacios
W-nulos son, en particular, WW,,-nulos para todo natural n; por consiguiente,

map*(PWBGa X) = map*(BGv X) = ma‘p*(PWnBG7 X)

para todo n. Ahora, supongamos que |G| = pj'pi> ... pi™, con ji < ... < ji.

El resultado 3.1.6 implica que Py, BG' es contractil para todo k& > j,,, y esto
a su vez ya implica que
map, (PwBG, X) ~ map, (Pw,BG, X) ~ x

como queriamos ver. O

Ahora supongamos que GG es un grupo discreto tal que existe un modelo
de dimensién finita o finitamente dominado para BG. Ya podemos establecer
el teorema principal:
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Teorema 7.1.2. Con la notacion anterior, se tiene que BG tiene el tipo de
homotopia de PywBG.

Demostracion. Consideremos el modelo simplicial de EG dado en 2.2.7 como
el nervio de la construccion de Grothendieck de un cierto funtor

RIO]:G—>C&t

ya descrito alli. Si tenemos en cuenta la accién de GG sobre Gr R via funtores,
el nervio de la categoria cociente (Gr R)/G es por definicién un modelo sim-
plicial para BG. No es dificil ver que los objetos de (Gr R)/G son los espacios
homogéneos G/H, con H < G finito, y los morfismos son las aplicaciones G-
equivariantes, asi que esta categoria cociente se identifica de modo natural
con la categoria de érbitas O#G, y en particular N(O£G) es un modelo para
BG.

Sabemos que EG x ¢ EG es un modelo para BG, y usando 2.2.6 obtenemos

EG x¢ EG ~ EG X (hocolimg ¢ R) ~ hocolimg .¢(EG x¢ R(—)),

donde la tltima equivalencia es una simple aplicacién de ([76], 6.5). Ahora,
si aplicamos el funtor de anulacion Py, a la realizacién de la anterior cadena
de equivalencias, obtenemos una equivalencia débil

Py BG ~ Py |hocolime ,¢(EG x¢ R(—)),
y lo ltimo es equivalente, por ([69], 1.H.1), a
Pyy|hocolime . Pw (EG x¢ R(—))|.
Obsérvese que los espacios que aparecen en la imagen del funtor
EG x¢ N(R(—)) : OG — Spaces

tienen, después de realizar, el tipo de homotopia de espacios clasificadores
de subgrupos finitos de G. Por tanto, si aplicamos la anterior proposicion,
tendremos que Py o (EG x¢ R(—)) es equivalente al funtor constante, y
entonces

Py BG ~ Py |hocolimg ¢ * | ~ Pw|N(O£G)| ~ Py (BG).

Ahora, por la solucién de Miller a la conjetura de Sullivan ([127], 9.9), sa-
bemos que el espacio map, (W, BG) es contractil, y por consiguiente BG es
W-nulo. Esto significa que Py BG es homotépicamente equivalente a BG, y
hemos terminado.

]
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Otra posible demostracién del teorema es como sigue: como la fibra de
la aplicaciéon natural BG — BG se descompone (ver corolario 6.3.3) como
Fib|f| ~ hocolim |,(F o p), no es dificil probar que es W-aciclica, ya que
los valores de F o p tienen el tipo de homotopia de espacios clasificadores de
subgrupos finitos de G y L | o es contractil (A.0.1). Asi, basta aplicar ahora
el resultado 1.1.6 a la aplicacién | f| para obtener el resultado deseado.

Corolario 7.1.3. Si G es un grupo discreto, los espacios clasificadores BG
y BG son W-periodicamente equivalentes, y la realizacion de la aplicacion
f que fue descrita en el capitulo anterior es, de hecho, homotopica a la W -
anulacion si G admite un modelo finito-dimensional o finitamente dominado
para BG.

Demostracion. El hecho de que BG' y BG son W-periddicamente equivalentes
esta implicito en la demostracion del teorema anterior. En cuanto al segundo
enunciado, si tenemos la fibracién

Fib|f| — BG L Ba

la base es W-nula, y por el teorema 1.1.6 la fibracién se preserva por W-
anulacion. Ahora el resultado es una consecuencia sencilla de ([42], 14.2).
O

Nota 7.1.4. Las demostraciones anteriores prueban, en particular, que si F es
una familia de subgrupos finitos de G cerrada por conjugacion y subgrupos,
y P4 es un funtor de anulacién que trivializa los espacios clasificadores de los
elementos de F, se tiene que BG es A-equivalente a BG. De hecho, todas la
propiedades del espacio clasificador para G-fibrados propios que se prueban
en la siguiente seccion se extienden, mutatis mutandis y con demostraciones
andlogas, a propiedades del espacio clasificador para cualquier familia F.
Para nosotros sera también interesante el caso en que F sea la familia de
p-grupos finitos de G y A sea el espacio clasificador de Z/p.

Concluimos esta seccién mostrando por medio de un ejemplo que la con-
dicion de que G sea discreto es esencial en el teorema 7.1.2.

Ejemplo 7.1.5. Consideremos la sucesién exacta de grupos abelianos
0—Q/Z —R/Z— R/Q — 0,
y la correspondiente fibracién de espacios clasificadores

B(Q/z) — B(R/Z) — B(R/Q).
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Se sabe que Q/Z es isomorfo a la suma directa de copias de grupos de Priifer
P 7Z,.., donde p recorre todos los primos, que R/Z es isomorfo a S' y que
R/Q es libre de torsion. Asi, se tiene que B(Q/Z) es W-aciclico, y B(R/Q)
es W-nulo; por tanto (1.1.6) la fibracién se preserva por W-anulacién, y se
obtiene que PyBS! ~ B(R/Q). Sin embargo, como S' es compacto, un
modelo para BS! es un punto, y por tanto Py BS! # BS!.

Notese por otra parte que, por la sucesion exacta de la fibracion

Q — R —R/Q,

se tiene que m(B(R/Q)) = m(BSH) @ Q =Z®Q ~ Q, y mm(B(R/Q)) =
m,(BS') = 0 si n # 2. Estas igualdades, junto con el hecho de que pa-
ra un grupo de Lie compacto y conexo se tiene ([72]) que Pgy/,,BG ~
H(BG,Z[1/p]) , y la razén “filoséfica” de que la estructura racional de
BG debe sobrevivir después de que la W-anulacion aniquile la estructura
p-primaria, hacen pensar que en el caso en que G es un grupo de Lie com-
pacto la W-anulacién de su espacio clasificador puede ser equivalente a su
racionalizacién. Intentaremos probar esta conjetura en un trabajo posterior.

7.2. El tipo de homotopia de BG

En este epigrafe vamos a probar varias consecuencias que sobre el tipo
de homotopia de BG tiene el teorema principal 7.1.2. Esencialmente, la idea
es utilizar las propiedades de los funtores de anulacién que aparecen en los
preliminares, para describir el antedicho espacio clasificador para G-fibrados
propios. Supondremos hasta el final del capitulo que los grupos que aparecen
cumplen las condiciones de finitud bajo las cuales se verifica el teorema men-
cionado (esta asuncién sera una constante durante el resto de la Memoria).

Comenzamos analizando el comportamiento del funtor B respecto a pro-
ductos.

Proposicion 7.2.1. Sean Gy y Gy dos grupos discretos. Se tiene:
» Un modelo para B(Gy x G3) viene dado por BG; x BGs.
v El wedge BG1 V BGs es un modelo para B(G1xG3).

Demostracion. Es conocido que B(G; x G3) ~ BG; x BGs. Utilizando el
hecho de que BG; x BGy es W-nulo (debido a la finitud) y la propiedad de
preservacién de productos de la W-anulacién (ver 1.1.3), se obtiene que:
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B(Gl X GQ) ~ PW(E(GI X Gg)) ~ PW(BGI) X Pw(BGg) ~ BGI X BGQ

La demostracion del segundo resultado es similar, teniendo en cuenta el he-
cho de que B(G1*G2) ~ BG; V BGy y que como el wedge es un colimite
homotépico (punteado), se puede aplicar la propiedad correspondiente de
1.1.3. m

Recuérdese que el primero de los dos enunciados anteriores se demostré en
2.2 por métodos mas geométricos. Por otra parte, el segundo de ellos puede
ser generalizado a otros colimites mas generales, como telescopios y ciertos
pushouts.

Proposicién 7.2.2. Sea {G;}ien una familia de grupos discretos.
= Si tenemos el pushout de grupos

G1L>G2

|

Gy —— G

de modo que o y B son inyectivas, se tiene que el pushout del diagrama
inducido es un modelo para BG.

s St Gy — Gy — Gz — ... es un telescopio de monomorfismos de
grupos tal que su colimite G cumple las condiciones de finitud de 7.1.2,
se tiene que el colimite del telescopio inducido por B es un modelo para

BG.

Demostracion. Para probar el primer enunciado, recordemos que por el teo-
rema de Whitehead ([32], 11.7.3) el pushout de los espacios clasificadores
(clasicos) es el espacio clasificador de los pushouts. Como las inclusiones
BG; — BGs y BG; — BG3 pueden tomarse cofibraciones, BG tiene el tipo
de homotopia del pushout homotdpico. Si aplicamos el funtor Py, al dia-
grama, el resultado se deduce de 7.1.2 y 1.1.6 y del hecho de que existe un
modelo con condiciones de finitud del pushout homotépico del diagrama in-
ducido BGy «+— BG; — BG3. El segundo enunciado se prueba de forma
analoga utilizando la relacion entre los funtores de localizacion y colimites
(ver 1.1.3) y el hecho de que el colimite de un telescopio de cofibraciones es

siempre del tipo de homotopia del colimite homotdpico.
O
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Como consecuencia de que el teorema de Whitehead no es valido si las
aplicaciones que aparecen en el diagrama no son inyectivas, no existe un re-
sultado analogo al primer enunciado de la proposicién anterior para pushouts
en general, y por tanto tampoco para colimites homotdpicos cualesquiera.

Recordemos que en ([108], proposicién 3) se identifica para un grupo
discreto cualquiera G el grupo fundamental de BG como el cociente de G
por el subgrupo (normal) que genera la torsién. Utilizando el teorema 7.1.2,
podemos identificar en ciertos casos el recubridor universal de BG.

Proposicion 7.2.3. Sea G un grupo discreto que cumpla las condiciones de
finitud de 7.1.2, de modo que el subgrupo T < G generado por los elemen-
tos de torsion sea tal que G/T sea libre de torsion. Entonces el recubridor
universal de BG tiene el tipo de homotopia de la W -anulacion de BT

Demostracion. Sabemos que el grupo 1" es normal en G, asi que tenemos una
fibracion
BT — BG — B(G/T).

Como G/T es libre de torsién, su espacio clasificador es W-nulo. Por tanto,
la fibracién anterior se preserva por W-anulacién, y obtenemos otra:

PywBT — BG — B(G/T).

Notese que como T' < G, cualquier modelo para EG es un modelo para ET,
y T cumple las condiciones de finitud. Por consiguiente, BT es un modelo
para Py BT, y en particular m (PwBT) = m(BT') = {1}. Esto implica que
Py BT es simplemente conexo, y hemos concluido.

O

La ultima consecuencia del teorema principal que vamos a probar aqui con-
cierne a fibraciones, y tendra gran importancia durante el resto del trabajo.
Es un hecho bien conocido de teoria de homotopia elemental que si tenemos
una extensién de grupos, la sucesién inducida a nivel de espacios clasifica-
dores es una fibracién. Utilizando la descripcion de 7.1.2, hemos encontrado
condiciones suficientes que garantizan que el resultado andlogo para BG es
cierto. También mostramos por medio de un ejemplo que dicha analogia pue-
de no verificarse si las hipétesis mencionadas no se cumplen.

Supondremos que todos los grupos que aparecen hasta el final de la seccion
admiten un modelo de dimensién finita o finitamente dominado para BG.

Sea, pues una sucesién exacta corta de grupos:
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{1} — G — G — Gy — {1}.
Entonces se cumple lo siguiente:

Proposicion 7.2.4. Si Gy es libre de torsion o Gy admite un modelo con-
trdactil para BG1, la fibra homotopica de la aplicacion inducida BG — BG5
tiene el mismo tipo de homotopia que BGj.

Demostracion. Es suficiente combinar el resultado de Dror-Farjoun (1.1.6) y

nuestra descripcion de BG como anulacion.
m

El siguiente ejemplo muestra que sin las condiciones de la proposicién
anterior el resultado puede no ser cierto.

Ejemplo 7.2.5. Consideremos el producto de grupos diédricos infinitos D, X
Dy, con H el subgrupo de indice dos cuyos elementos son las palabras que
se pueden escribir con un nuimero par de letras en el sistema usual de gene-
radores. Se tiene una extension

H— Dy X Doy —> Z/2

que induce una sucesién de aplicaciones
BH — B(D, x D) — BZ/2.

No es dificil ver que R? es un modelo para E(Dy, x D), v que el cociente
por la accion de Do, X D, es un cuadrado, que es contractil. Por 2.4.22, BH
tiene el tipo de homotopia de una esfera, y por otro lado, BZ/2 es un punto
porque Z/2 es finito. Esto significa que la tltima sucesién descrita no puede
ser una fibracién. Por supuesto, ninguna de las condiciones de la proposicion
anterior se cumple en este caso.



Capitulo 8

Modelos homotoépicos de BG
para algunas familias de grupos
discretos

En este capitulo utilizaremos el teorema 7.1.2 para describir el tipo de
homotopia de BG para una amplia familia de grupos, demostraremos que si G
es nilpotente y admite un modelo finito-dimensional o finitamente dominado
para BG se tiene que BG es nilpotente como espacio, y determinaremos
también la BZ/p-anulacién de los espacios clasificadores de ciertos grupos
supersolubles. Comenzamos considerando la clase de los grupos localmente
finitos.

8.1. Grupos localmente finitos

Se sabe que el espacio clasificador para G-fibrados propios de un grupo G
es contractil si el grupo es localmente finito. Empezamos esta seccién dando
una prueba sencilla de este hecho para una amplia clase de estos grupos.

Proposicion 8.1.1. Sea G un grupo discreto localmente finito que admite
un modelo de dimension finita o finitamente dominado para BG. Entonces,
BG es contractil.

Demostracion. Se sabe (ver, por ejemplo, [127], 9.8) que todo grupo lo-
calmente finito es el colimite del sistema dirigido de sus subgrupos finitos
ordenados por inclusién. Por tanto, tenemos una equivalencia homotoépica

141
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BG ~ hocolim¢BH, donde C es una categoria contractil (porque el grupo
trivial es un objeto inicial) y BH representa los espacios clasificadores de los
subgrupos finitos H < G. Asi, por ([69], 1.D.3), obtenemos

con lo que hemos terminado. O

Nota 8.1.2. Por 2.4.17, esta proposicion se aplica, en particular, a todos los
grupos localmente finitos cuyo cardinal es menor que N,,. .

A continuacién demostraremos un resultado que concierne a los espacios
clasificadores para G-fibrados propios de extensiones de grupos localmente
finitos.

Proposicién 8.1.3. Sea
{1}%K%G—>Q—>{1}

una extension de grupos; K un grupo localmente finito de cardinal menor
que N, y asumamos que el orden de los subgrupos finitos de () estd acotado.
Entonces, si QQ admite un modelo finito para BQ y G admite un modelo finito
BG, se tiene que BQ es del mismo tipo de homotopia que BG.

Demostracion. Si aplicamos los resultados 7.1.2 y 8.1.1, obtenemos que el
enunciado es cierto si existe un modelo de dimension finita para BG, y esto
ocurre por (2.4.18).

m

8.2. Grupos que cumplen la condicién del nor-

malizador

En esta seccién estudiaremos los grupos que cumplen la condicion del
normalizador, una clase de grupos cuya importancia proviene esencialmente
de que contiene a todos los grupos virtualmente nilpotentes (y en particular
a los nilpotentes). Recordemos que un grupo G verifica la condicion del nor-
malizador si cada subgrupo propio de G es distinto de su normalizador. En
este caso se cumple lo siguiente:

Lema 8.2.1. Sea G un grupo discreto. Se tiene:
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1. Para cada primo p, existe un p-grupo normal T, tal que si v € G y el
orden de x es una potencia de p, entonces x € T},.

2. Los elementos de orden finito de G forman un subgrupo normal que es
isomorfo a [, ,rimo Ip-

Demostracion. Ver ([103], pag. 215).
Wl

Durante toda esta secciéon impondremos a los grupos que aparecen para
los cuales la condicion del normalizador se cumple que los p-subgrupos de
torsién T}, que acabamos de definir sean localmente finitos. La necesidad de
esta condicién proviene de que no se sabe si la BZ/p-anulacién del espacio
clasificador de un p-grupo cualquiera es BZ/p-aciclica (a menos que el grupo
sea localmente finito, en cuyo caso es trivial por un argumento de paso al
limite). Entre los pocos ejemplos que se han descrito de p-grupos no local-
mente finitos podemos destacar los grupos de Burnside B(n,e) paran > 1y
e > 664 (ver [3]) y los “monstruos” de Tarski-Olshanskii ([137]).

Esto tiene la siguiente consecuencia interesante:

Proposiciéon 8.2.2. 5i G es un grupo discreto para el cual se cumple la
condicion del normalizador y {p1,...,pn} es una coleccion de primos, existe
una equivalencia homotopica Przp,v. vez/p, BG ~ B(G/T,, x ... x T, ). En
particular, tenemos una equivalencia débil PywBG ~ B(G/[] T,).

p primo

Demostracion. Por simplicidad, solamente demostraremos el caso de un pri-
mo p (la generalizacién a una familia en inmediata). Es claro que BT, es
BZ/p-aciclico y B(G/T,) es BZ/p-nulo, de modo que si BZ/p-anulamos la
fibracion

BT, — BG — B(G/T),)

obtenemos la equivalencia homotépica deseada.
O

Si suponemos que existe un modelo de dimensién finita o finitamente
dominado para BG obtenemos

Corolario 8.2.3. BG ~ B(G/ ] T,).

p primo
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De este modo tenemos una descripcién completa del tipo de homotopia

de BG.

Otro caso que puede resolverse con las mismas herramientas es el que se
describe en la siguiente proposicién:

Proposiciéon 8.2.4. Sea G un grupo discreto, H un subgrupo normal de
G para el cual se verifica la condicion del normalizador, y tal que G/H no
tiene p-torsion. Si T, es el subgrupo de p-torsion de H, se tiene que la BZ/p-
anulacion de BG es el espacio total de la siguiente fibracion:

B(H/T,) — Pyz;,BG — B(G/H)
y por consiguiente es un espacio anesférico.

Demostracion. La base de la fibracion
BH — BG — B(G/H)

es BZ/p-nula, asi que por 1.1.6 la fibra se preserva por BZ/p-anulacién. El
resultado se deduce ahora de 8.2.2.
m

Tomando en cuenta el teorema principal 7.1.2, el siguiente corolario es
inmediato:

Corolario 8.2.5. En las hipdtesis de la proposicion previa, si G/H es libre
de torsion y T es el subgrupo de torsion de H, se tiene que la fibracion

B(H/T) — BG — B(G/H)

define el espacio clasificador para G-fibrados propios, que vuelve a ser un
espacio anesférico.

Concluimos esta seccién centrandonos en grupos nilpotentes, que es una
clase distinguida de grupos discretos para los cuales se verifica la condicion
del normalizador (de hecho, se verifica para cualquier grupo localmente nil-
potente). El siguiente resultado demuestra que la BZ/p-anulacién preserva
nilpotencia cuando se aplica sobre espacios clasificadores de grupo nilpo-
tentes, y de hecho, el funtor B envia grupos nilpotentes (que cumplan las
condiciones de finitud usuales) a espacios nilpotentes.
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Corolario 8.2.6. Si G es es un grupo nilpotente, el espacio Ppzp,v..vBz/p, BG
es el espacio clasificador de un grupo nilpotente para cualquier familia (no
necesariamente finita) de primos {pi,ps ...} Si ademds G admite un modelo
de dimension finita o finitamente dominado para BG, entonces se tiene que
BG es de nuevo el espacio clasificador de un grupo nilpotente, y por lo tanto
nilpotente como espacio.

Demostracion. Utilizando los resultado anteriores, basta tener en cuenta que
el cociente de un grupo nilpotente es siempre nilpotente, y que de acuerdo
con ([137], 2.7.1), todo p-grupo nilpotente es localmente finito.

m

En particular, usando 2.4.19, obtenemos que la parte del corolario anterior
que alude a BG es cierta si G es un grupo nilpotente cuyo cardinal es menor
que X, y cuyo rango libre de torsién (ntimero de Hirsch) es finito.

8.3. Grupos supersolubles

En esta seccién calcularemos, para p impar, la BZ/p-anulacién de espa-
cios clasificadores de grupos supersolubles. En este caso no obtenemos ningtin
resultado sobre el tipo de homotopia de BG (por razones que seran explica-
das un poco més adelante) pero incluimos aqui este célculo por su interés
intrinseco, y porque ha sido llevado a cabo con herramientas similares a las
utilizadas para obtener la BZ/p-anulacién en las secciones anteriores.

Recordemos que un grupo G se dice supersoluble si posee series normales
ciclicas de longitud finita. Se sabe que todo grupo nilpotente finitamente
generado es supersoluble, y que todo grupo supersoluble es policiclico.

Nuestro resultado clave para calcular Pgy/,BG es el siguiente ([148], pag.
67):

Proposicién 8.3.1. St G es un grupo supersoluble, existen una serie carac-
teristica 1 <L <IM <G tal que L es finito de orden impar, M /L es un grupo
nilpotente libre de torsion finitamente generado, y G/M es un 2-grupo finito.

En lo sucesivo utilizaremos la notacion de la anterior proposicion. Sea p
un primo impar, y consideremos la fibracién

BL — BM — B(M/L).
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Como M/L es libre de torsién, su espacio clasificador es automaticamente
BZ/p-nulo, y entonces por 1.1.6 tenemos la fibracién anulada:

PBz/pBL — PBz/pBM — B(M/L)

Por (7.1.2), el grupo fundamental de Pgyz/,BM viene identificado por una

extension
L/Tz/pL — Wlsz/pBM — M/L

donde Tyz,,L es el Z/p-radical de L, y el recubridor universal de Pgz/,BM
tiene el tipo de homotopia de Z[1/p]sc(BTz,L).

Aparte, tenemos la fibracion que implica a M y a G:

BM — BG — B(G/M).

Esta fibracién también es preservada por BZ/p-anulacién, porque G/M es un
2-grupo y p es impar. La sucesion exacta larga de la fibracion BZ/p-anulada
prueba que el grupo fundamental de Pgyz/,BG viene definido por la siguiente
sucesion exacta corta:

7T1PBz/pBM — WIPBz/pBG — G/M

cuyo nucleo ya ha sido descrito. Por otro lado, el recubridor universal de
Pgz/,BG es el mismo que el recubridor universal de Pgz/,BM, que es el
espacio Z[1/p|«BTz/,L, como vimos anteriormente. Asi, hemos descrito la
anulaciéon deseada por medio de una fibracién recubridora. Por otro lado,
el hecho de que el espacio clasificador del cociente G/M no sea BZ/2-nulo
hace que este método no sirva para calcular la BZ /2-anulacién de BG. Como
consecuencia, B(G/M) no es W-nulo (en la notacién de 7.1.2) y no sabemos
obtener ninguna descripciéon homotoépica de BG de este modo.



Capitulo 9

BZ/p-anulacion de espacios
clasificadores via acciones
propias

Hasta ahora hemos utilizado el teorema 7.1.2 para obtener resultados
sobre BG' usando propiedades de los funtores de anulacion. En este capitulo
mostraremos que también es posible recorrer el camino inverso, utilizando
propiedades geométricas del grupo G para obtener resultados topoldgicos
sobre su espacio clasificador.

9.1. Grupos de isometrias del plano

Nuestro analisis se ha centrado en los grupos cristalograficos del plano,
también conocidos como wallpaper groups. Recordemos que estos son grupos
de isometrias de R? que dejan fijo un modelo que es invariante por traslaciones
en las direcciones de dos vectores linealmente independientes. Se sabe que
hay exactamente diecisiete de estos grupos, y que son siempre extensiones de
Z & Z por un grupo finito.

La aproximacién mas detallada que conocemos a las propiedades elemen-
tales de estos grupos es el articulo de Schattsneider ([155]), que ha sido espe-
cialmente interesante para nosotros por los detallados dibujos de los dominios
fundamentales, ejes de reflexion, centros de rotacion, regiones generatrices,
etc. que pueden encontrarse en él. Ademas contiene una discusién de las im-
plicaciones artisticas de este estudio (por ejemplo, a las pinturas de Escher)

147
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y varias teselaciones del plano construidas a partir de estos grupos; otras te-
selaciones pueden encontrarse en las paginas web [112] y [110]. Conway ([53])
ofrece una interesante discusién desde un punto de vista geométrico y propo-
ne la notaciéon de orbifolds, aunque nosotros hemos preferido la mas comin
adoptada por la Unién Internacional de Cristalografia en 1952. No pretende-
mos llevar a cabo un estudio exhaustivo de este tema, asi que remitimos al
lector a estos textos de referencia sobre los detalles que en lo sucesivo queden
sin prueba explicita.

Nuestro interés se centra especialmente en el estudio de la parte p-primaria
de los espacios clasificadores de estos grupos a través del funtor de BZ/p-
anulacion. Para ello, utilizaremos frecuentemente el siguiente resultado, que
prueba que los cocientes de R? bajo la accién de los wallpaper groups son, de
hecho, modelos de BG. Aunque este resultado es conocido ([116], seccién 4),
damos aqui una demostracion sencilla del caso particular que nos interesa:

Lema 9.1.1. Sea G uno de los diecisiete wallpaper groups. Entonces R?,
considerado como G-espacio bajo la accion natural de G, es un modelo para

EG.

Demostracion. Es facil ver que la acciéon de G sobre R? dota al plano de
estructura de G-CW-complejo, asi que debemos comenzar demostrando que
para todo x € R2, el grupo de isotropia G, es finito. Por la estructura de
los wallpaper groups, los tinicos puntos de R? con isotropia no trivial son los
centros de rotacién o los ejes de reflexién; como las rotaciones son elementos
de orden finito y las reflexiones son elementos de orden 2, los grupos de
isotropia G, son siempre finitos. Por otra parte, los subgrupos finitos de los
wallpaper groups son rotaciones, que fijan el centro de rotacion, y reflexiones,
que fijan el eje de reflexién. Pero los puntos y las lineas rectas son contréctiles,
asi que por 2.2.1 ya hemos probado que el plano es un modelo para EG.

m

La principal propiedad que vamos a utilizar de los wallpaper groups es
que existe un modelo bien conocido del espacio de érbitas R?/G para todos
ellos, que de hecho se describe siempre como un orbifold de dimensién finita.
Listas de estos modelos standard pueden encontrarse en las paginas web
citadas mas arriba. De acuerdo con el lema anterior, pueden interpretarse
como modelos para BG, y utilizando esto aplicamos 7.1.2 para obtener el
valor de la BZ/p-anulacién del espacio clasificador de G. S6lo unos pocos
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casos quedan sin poder ser dilucidados, por razones que se explican en su
lugar.

9.2. BZ/p-anulacién de espacios clasificadores
de wallpaper groups

En lo que sigue denotaremos por Bz, = al espacio clasificador para G-

Pn
fibrados propios respecto a la familia de subgrupos finitos de G' cuyo orden
es de la forma pi'py? ... p,7", con jr > 0 para todo k < n. Esta familia
es claramente cerrada por conjugacién y subgrupos. Si el grupo G posee
solamente torsién en los primos py ... p,, es facil deducir de la definicién que
cualquier modelo para BG es un modelo para Bz, vy viceversa. Por tanto,
si G admite adem&ds un modelo para BG de dimension finita, tendremos
(7.1.4) que BG = Bg,, , G =~ Pgypv..vBz/p, BG. Estas propiedades seran
utilizadas constantemente en el resto de la seccién.

En el hermoso libro de Coxeter-Moser ([54]) son descritas con sumo detalle
numerosas presentaciones de estos grupos, aunque las que aparecen en lo
sucesivo han sido tomadas esencialmente del articulo [60]. La razén de esta
elecciéon es que en estas ultimas se diferencian claramente los generadores que
son traslaciones de los que no lo son.

Comenzamos ya nuestro analisis:

1. El grupo monotrépico p1={X,Y; XY X~ 'Y~! =1}

Este es el caso mas sencillo, porque este grupo es isomorfo a Z @& Z y
es libre de torsion. Por tanto, su espacio clasificador, que tiene el tipo de
homotopia del toro S! x S!, es homotépicamente equivalente a Bpl, y por
tanto BZ/p-nulo para todo primo p.

2. El grupo ditrépico p2={X,Y, Z; XY X 'Y ' =1, 7?2 =1, ZXZX
=1,2Y7ZY =1}.
Este grupo posee 2-torsién, porque estda generado por las dos traslaciones
usuales y una rotacién de dngulo 7. En este caso el cociente R?/p2 es
una “funda de almohada cerrada”, que posee el tipo de homotopia de una
2-esfera. Como p2 no tiene torsién en ningin otro primo, tenemos que
Ppz/2Bp2 = Br,p2 ~ 52
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3. El grupo monoscépico pm={XY, Z; XY X 'Y 1 =1 722=1,ZXZ
X1=1,2Y7ZY = 1}.
Este grupo tiene de nuevo solamente torsion en el primo dos, porque un sis-
tema de generadores esta constituido por dos traslaciones y una reflexion.
Una regién fundamental es un rectdngulo, y un modelo para Bpm (y por
tanto para By, pm) viene dado por el cilindro. Por tanto, Ppz/»Bpm ~ S*.

4. El grupo monoglide pg={X,Y, Z; XY X 'Y ! =1, 22X "1 =1, 7Y
Z7Y =1}
Este es el grupo fundamental de la botella de Klein K, y es el segundo y
ultimo wallpaper group que es libre de torsiéon. Como la botella de Klein es
un complejo finito, Bpg es BZ/p-nulo para todo primo p, por el teorema de
Miller ([127], 9.9), y en particular el espacio clasificador para pg tiene el tipo
de homotopia de K.

5. El grupo monorrémbico cm={X,Y,Z; XY X 'Y = 1,7? =
LZYZY =1, ZXZY ' X1 =1}
Este grupo no contiene rotaciones, pero si reflexiones y reflexiones especula-
res. Por tanto, tiene torsion sélo en el primo dos. En este caso, el cociente
del plano por la acciéon de cm es una curva de Moebius, que retracta con
deformacién sobre la circunferencia. Asi, Bem = Br,cm ~ Pgz/,Bem ~ St

6. El grupo discépico pmm={X,Y,Z T; XY XY~ = 1,277}

T =1,22=T?=1,ZXZX"1=1,TXTX =1,ZYZY = 1, TYTY ! =
1}.
Por primera vez estudiamos un grupo que contiene reflexiones y rotaciones.
Sin embargo, las rotaciones que aparecen son de orden dos, y por consiguien-
te el grupo posee solamente 2-torsion. La regién fundamental de pmm es un
cuadrado, y curiosamente el cuadrado también es un modelo para Bpmm y
Bz, pmm. Esto demuestra que la BZ/2-anulacién de Bpmm es un punto.

7. El grupo digiro pmg={X,Y, Z, T; XY X 'Y ' = 1,T? = 1, 2T =
L,LTXTX '=1,ZXZ'X =1,TYTY =1,TZTZ = 1}.
Este grupo contiene rotaciones, reflexiones y reflexiones especulares, y su re-
gién fundamental es un rectangulo. Las rotaciones tienen orden dos, de modo
que en este grupo solamente hay 2-torsién. El modelo correcto para el espacio
de érbitas R?/pmg es una “funda de almohada abierta”, que tiene el tipo de
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homotopia de un punto. Asi que en este caso se tiene Bpmg = Bz, pmg ~
Pgz/2,Bpmg ~ *.

8. El grupo diglide pgg={X,Y, Z, T; XY X 'Y 1 =1, 72X =1, T?y !
=1,TXT'X=1,2YZ7'Y =1,ZTZT = 1}.
El grupo diglide estd generado por las traslaciones usuales, una rotacion y
una reflexién especular. Una vez mas sélo aparece 2-torsion, y el espacio co-
ciente tiene la forma de “pelota de fttbol no orientable”, lo cual significa que
Bpgg es homotopicamente equivalente al plano proyectivo. Asi, obtenemos

que la BZ/2-anulacién del espacio clasificador de pgg tiene el tipo de homo-
topia de RP2.

9. El grupo dirrémbico cmm={X,Y,Z, T; XY XY~ = 1, 72
T? =1,2Y2Y = 1,ZXZY'X ' =1, TYTY = 1,TXTX = 1,ZTZT =
1}.
Igual que pmg, este grupo posee las tres clases de isometria posibles en este
contexto. De nuevo las rotaciones son de angulo 7, y s6lo hay 2-torsion. El

espacio de érbitas R? /cmm es una “empanada rasgada” con una esquina y
dos puntos especulares, y esto implica que el espacio clasificador para cmm-
fibrados propios es contractil. Asi, Br,cmm ~ x y se tiene que el espacio
clasificador del grupo dirrémbico es BZ/2-aciclico.

10. El grupo tetratrépico p4={X,Y, Z; XY X 'Y =1, 2 =1, ZY 7!
X=1z2X7"y"1 =1}
Este es el primer grupo que aparece que posee rotaciones de angulo 7/2, y de
hecho estas son las Unicas isometrias diferentes de traslaciones que aparecen,
asi que otra vez aparece sélo 2-torsiéon. Como en el ejemplo anterior, el espa-
cio de drbitas tiene forma de “empanada”, pero en este caso no es rasgada.
Este hecho cambia dramaticamente su tipo de homotopia, y se comprueba

que Bp4 tiene el tipo de homotopia de la esfera. Por tanto obtenemos que
PBz/QBpél ~ SQ.

11. El grupo tetrascépico p4m={X,Y,Z, T; XY X" 'Y~! =1, 7% =
T*=1,2YZ'X =1,ZXZ-1Y ' =1, TXTY ' =1,TZTZ = 1}.
El grupo tetrascopico tiene 2-rotaciones, 4-rotaciones, reflexiones y reflexio-
nes especulares, asi que su torsion esta concentrada en el primo dos. Ahora el
espacio cociente no tiene esquinas, y de hecho tiene la forma de un tridngu-
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lo con dos puntos 4-especulares y un punto 2-especular. El correspondiente
Bp4m es contractil, y por consiguiente también lo es el correspondiente es-
pacio clasificador para la familia de 2-grupos finitos de p4m. Esto prueba
que la BZ/2-anulacién de Bp4m es homotépicamente equivalente a un punto.

12. El grupo tetragiro p4g={X,Y, Z, T; XY X 'Y =1, 7' =T? =
LZYZ X =1, ZXZ-1Y ' =1, TXTY ' =1,TZTXZ = 1}.
Este es el ultimo ejemplo con 4-rotaciones, y de nuevo posee 2-rotaciones, re-
flexiones y reflexiones especulares. Ademas, este sera también el iltimo grupo
en el que la torsién se concentra en el primo dos. Como ocurre para pmg,
un modelo para el espacio de 6rbitas viene dado por una empanada rasgada,
aunque en este caso sélo hay un punto especular (y una esquina también).
De cualquier modo, el espacio clasificador para p4g-acciones propias es con-
tractil, y por tanto el espacio clasificador del grupo es BZ/2-aciclico.

13. El grupo tritrépico p3={X,Y, Z; XY X 'Y 1 =1, 23 =1,Z2X 71
Y7IX =1,2YZ71X =1}.
Las tnicas isometrias distinguidas de este grupo son las 3-rotaciones, de mo-
do que no hay reflexiones ni reflexiones especulares. Por tanto, la torsion
esta concentrada en el primo tres, y ademas este es el primer ejemplo cuya
regién fundamental, que es un hexagono, no es un cuadrilatero. El cociente
R?/p3 es de nuevo una “empanada”, no rasgada, con tres esquinas y sin pun-
tos especulares. Por tanto, R?/p3 tiene el tipo de homotopia de una esfera,
y Ppz/3Bp3 ~ Br,p3 ~ 52

14. El grupo triscépico p3ml1={X,Y, Z T; XY X 1'Y1 = 1,73 =

T2 =1,TZTZ =1,ZXZ'Y ' X =1,2YZ'X =1, TXTX =1, TYTY !
X =1}
Este es el primer caso que estudiamos de un grupo con torsién en dos pri-
mos diferentes: las rotaciones de angulo 27/3 dan la 3-torsién, y las re-
flexiones proporcionan la 2-torsion. El espacio de érbitas es un tridngu-
lo, y por tanto el espacio clasificador para p3m1l-fibrados propios es con-
tractil. Asf, Bz, ,p3m1 también es contrdctil, y esto significa que Bp3m1
es BZ/2 v BZ/3-aciclico. Por otro lado, el grupo p3 es subgrupo normal de
indice dos de p3m1, y tenemos una fibracién:

Bp3 — Bp3ml — BZ/2.
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El espacio base es BZ/3-nulo, asi que de acuerdo con 1.1.6 y nuestra descrip-
cién de Pgz/3Bp3, la BZ/3-anulacion de Bp3m1l viene identificada por la
siguiente fibracion recubridora:

S? — Ppz/3Bp3ml — BZ/2.

En el caso restante concerniente a la BZ/2-anulaciéon no podemos utilizar
estos razonamientos, porque no conocemos ningun subgrupo normal H de
p3ml tal que podamos describir facilmente un modelo de BG y cuyo grupo
factor no posea 3-torsion.

15. El grupo trigiro p31m={X,Y, Z T; XY X 'Y 1 = 1,22 =T? =
L(TZ2)P?=1,ZXZX'=1,TYTY ' =1, TXTY'X =1,ZYZY X = 1}.
Este grupo es bastante similar al anterior, en el sentido de sélo tiene 3-
rotaciones, reflexiones y reflexiones especulares, y por tanto la torsién esta de
nuevo concentrada en los primos 2 y 3. Sin embargo, se distinguen visual-
mente en que en este caso los centros de rotacion no estdn sobre los ejes
de reflexion. Esto se refleja en el hecho de que el espacio cociente tiene una
esquina, y se modela mediante una “empanada rasgada”, lo cual significa
que Bp31m es contréctil, y de nuevo Pgy/avpz/3Bp3ml ~ By, ,p31m =~ *.
Ahora, el grupo tritrépico es un subgrupo normal de p31m, y una linea
de razonamiento analoga al caso anterior demuestra que Ppz/;3Bp3ml se
describe mediante la siguiente fibracién:

S? — Ppz/3Bp31lm — BZ/2.

El caso p = 2 queda sin resolverse por la misma razén que en el grupo
anterior, y es interesante observar que un modelo para Pgz/2Bp31m propor-
cionaria automaticamente otro para Pgy,Bp3ml, debido a que p31m es
un subgrupo normal de indice tres de p3ml1.

16. El grupo hexatrépico p6={X,Y, Z; XY X 'Y 1 =1, 726 =1, ZX 7!
Y l=1,2YZY1X =1}.
Como los demas pn-grupos, contiene solo rotaciones, que son en este caso de
dngulo 7 /3. Por tanto, la regién fundamental es un hexdgono, y R?/p6 tiene
forma de empanada, siendo éste el tinico caso entre los wallpaper groups de
un espacio cociente con tres esquinas de érdenes diferentes. El espacio clasi-
ficador para p6-acciones propias es una esfera, y por tanto Py /2ypz/3Bp6 ~
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Bz, ,p6 =~ S2. Como el grupo tritrépico se incluye en p6 como un subgrupo
normal de indice dos, tenemos una fibracién recubridora:

5? — Ppy/3Bp6 — BZ/2.

Sin embargo, a diferencia de los casos anteriores, podemos calcular también la
BZ /2-anulacién, utilizando el hecho de que el grupo ditrépico es un subgrupo
normal de indice tres de p6. Como Ppgy/,Bp2 ~ S 2 podemos obtener la
fibracién

S? — Ppz/2Bp6 — BZ/3

que describe la anulacion deseada.

17. El grupo hexascépico pbm={X,Y,Z, T; XY X'V~ = 1,75 =
T? = 1,ZYZ7'Y'X = 1,ZXZ7'Y ! = 1,TXTX = 1,TYTY'X =
1,TZTY 'Z =1},
Este es el tltimo ejemplo, y probablemente también el mas complejo de estos
grupos. De hecho, catorce de los wallpaper groups pueden sumergirse en p6m,
y es el tinico de estos grupos que posee 6-rotaciones, reflexiones y reflexiones
especulares. El espacio de érbitas es un triangulo con tres puntos especulares
de drdenes diferentes, y por consiguiente Bp6m ~ Ppgy/oypz/3Bpbm ~ x.
Nuestro viejo amigo p3 es en este caso un subgrupo normal de indice cuatro,
y por consiguiente la fibracién

52 E— PBz/ng6m — BZ/4

identifica la BZ/3-anulacién.

Este es también el tercer y ultimo caso en el que no hemos sido capaces
de identificar la BZ/2-anulacién, y es curioso que la solucién del problema
analogo para los grupos triscopico y trigiro no responderia automaticamente
a éste, pues estos son subgrupos normales de p6m de indice dos.

Como puede verse, hemos resuelto casi todos los casos. En un marco de
trabajo mas amplio de calculo de anulaciones de grupos discretos, esperamos
que estos métodos de caracter esencialmente homotdpico sean ttiles para
tratar otros grupos de caracter geométrico, como por ejemplo, los grupos de
isometrias del plano hiperbdlico o del espacio afin.



Apéndice A

Contractibilidad de la
overcategory

Como ya dijimos en 6.3.2, dedicaremos este apéndice a demostrar que la
categoria L | o es contractil. Nos gustaria senalar que este resultado parece
conocido (ver [69], 9.E.3), pero no hemos encontrado ninguna prueba en la
literatura, asi que damos una aqui.

Proposicién A.0.1. Sea X un complejo simplicial, y sea L : TX — L(I'X)
el funtor de localizacion de Gabriel-Zisman aplicado a la categoria de simpli-
ces de X. En estas condiciones, se tiene que para cada simplice o € X la
overcategory L | o es contrdctil.

Demostracion. La idea de la demostracion es construir, para cada simpli-
ce 0 € X, una homotopia entre una aplicaciéon constante y la identidad
Idn(z)0)- Para ello, comenzaremos probando la existencia de una sucesion
de endofuntores

{F,}:L]lo—L|o

para todo n > 0 tales que Fy = Id y para todo (7,¢) € L | o existe un
nimero natural n(, 4 de modo que F,,((7, ¢)) = (o0,1d) para todo m > n;4).
En lo sucesivo las aplicaciones en I'X y sus imdgenes en L£(I'X) seran
denotadas indistintamente por i, donde « sera un subindice apropiado. Lla-

maremos j, al inverso de i, en la categoria localizada.
Es claro a partir de la definicién del funtor de localizacion que todo ele-
mento (7,¢) de £ | o admite una tnica expresién de la forma (7, j, 04,1 0
. 0 jp 041), donde permitimos que j, o i; puedan ser la identidad (pero
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no estd permitido para ninguna otra de las aplicaciones que aparecen) y

Je1 # i7" # jiy1 para todo t.
Asi, comenzamos con Fy = Id. Se define el funtor

BF:L]lo—L]o

de la siguiente manera: si (7,7, 04,1 ©...0 jy 014y) es un elemento de la
overcategory, entonces Fi((T, j,0%,_10...072011)) = (i1(T), jn0in_10...0J2),y
la aplicacion inducida por la inclusién 7 < 7/ se enviara por Fj a la identidad
entre las imagenes. Puede verse facilmente que este funtor esta bien definido.

Ahora, Fy : L | 0 — L | o se definird como Fy((T, j,,0,_10...0j20i1)) =
(j5 ' 0i1(7), jnoin_10...0i3). Obsérvese que esta definicién es correcta porque
el funtor de localizacion es, en nuestro caso, biyectivo sobre los objetos. Otra
vez, la imagen por F, de cada morfismo serd la identidad, y de nuevo es
sencillo ver que asi se define un funtor.

De modo andlogo podemos definir, para m impar, F,,((7, j, ©ip_10...0
J2 0 Zl)) = (Zm O Jm—10 il(T)ajn Olp_10.. ~jm+1)7 Yy para m par, Fm((T>jn o
in-10...0520101)) = (Jm ©lm-1091(T), Jn ©lpn_10...Ims1), enviando siempre
cualquier morfismo en la aplicacion identidad. De este modo, hemos definido
ya una sucesion de funtores.

Nuestro siguiente objetivo sera relacionar todos estos funtores entre si por
medio de transformaciones naturales, con el fin de obtener la homotopia
deseada.

Sea m > 0 un numero natural. En primer lugar, definiremos la transfor-
macion Ty, @ Fop — Fopp1. Si (7,5, 04,1 0...0J30141) es un objeto de
la overcategory, definimos Fs,,((T,Jp ©4p_10...073011)) — Fopi1((7, Jp ©
in_10...07j301;)) como la aplicacién obvia inducida por

Gom : Jom-10 .. 001(T) — 42 © Jam_10 ... 041 (T).

Por otro lado, se define, para cada m > 1, la transformacién natural
Tom—1 : Fopy — Fop,—q del siguiente modo: Fyy, ((7, jp04p_10...0j2011)) —
For 1 (T, jn 0 tp_10...07301;)) seréd la aplicacién inducida por

Z'mel :j2m71 o... Oil(T) — Z-Qm,Q Ojgmfgo ...Oi1<7).

1

Es conveniente recordar aqui que, por la definicion de los j’s, j~* representa

un morfismo en I'X.



157

Los argumentos anteriores definen, pues, una cadena de transformaciones
naturales
Id = Fo F1 F2 F3

Antes de continuar, realizaremos un par de observaciones ttiles.

» Se sabe ([76], 1.5) que los funtores F,, definen aplicaciones simpliciales
entre los nervios

N(F,) :N(L ]| o) — N(L | o),

las cuales, a su vez, inducen aplicaciones de la realizacién del nervio en
si misma. Como F}, esta siempre relacionado con F}, 1 por medio de una
transformacién natural, se tiene que f,, es simplicialmente homotopica
a fni1,y por tanto, | f,| es homotépica a | f,+1|. El hecho clave es que las
homotopias entre las realizaciones se definen primero sobre los vértices
del nervio de £ | o x I y después se extienden por linealidad a todo el
complejo. Haremos uso de esto un poco mas adelante.

» Sea (7,j,0...014;) un objeto de la overcategory. De las definiciones de
los funtores F; podemos deducir que F,, o ...0 Fy((1,jp0...011)) =
(0,1d). Asi, como la cadena de aplicaciones j, o...01i; es siempre finita,
podemos decir que para todo (7, ¢) € (£ | o) existe un nimero natural
minimal n(,g) tal que F,, ,o...0Fi((7,¢)) = (o,1d). A nivel de nervios,
estamos diciendo que para cada vértice v € N(L | o) existe n, tal que

fn, 0.0 fi(v) = N(o,1d).

Para n par, llamemos H,, a la homotopia simplicial inducida por la trans-
formacion T,,. Si n es impar, denotemos por H! ; a la homotopia inducida
por T,, entre f, y fn_1,y pongamos H,_(x,t) = H/_,(xz,1—t), la homotopia
opuesta que comienza en f,_; y acaba en f,.

Ahora ya estamos preparados para definir la homotopia entre la identidad
y la aplicacién constante de la realizacién en si misma con valor |[N(o,Id)|
(en lo que queda denotaremos por x a este elemento). Asi, consideremos un
vértice v € N(L | o). Definimos una aplicacion H : [N(L | o)] x [ —
IN(L | )] por:

| Hol(v, n,t) if e [0, L]
Hiv. 1) = !H1|(U,mt —1) %ft €L, %]

|Hp—1|(v,nyt — (n—1)) ift € [”%—:1, 1]
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La aplicacion H definida de este modo se extiende linealmente a todo el
nervio [N(L | o)|. Veamos que H es la aplicacién deseada.

1. Si v es un vértice de N(L | o), H(v,0) = Hy(v,0) = v. Del mismo
modo, H(v,1) = H,, (v,1) = %. Como |H;| se define por extensién
lineal y lo mismo ocurre para H, las igualdades anteriores se cumplen
para todos los puntos del complejo.

2. H es continua respecto a t porque las homotopias |H;| 1o son, y ademés
[Hy(, )] = fy1(2) = [ Hya(x,0)| para todo @ € N(L | o).

3. Finalmente, H es continua respecto a la primera componente porque
es una extension lineal de una aplicacién definida sobre los vértices de
un complejo simplicial.

De esta manera acabamos de demostrar que H es la homotopia que
buscdbamos entre la identidad y la constante. Por tanto, £ | o es contréctil

y hemos concluido.
O
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