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Introduccio.

Aquest treball esta estructurat en dues parts. La primera tracta sobre problemes
d’ideals finitament generats de ’algebra H*° de funcions analitiques i acotades en el disc
unitat D relacionats amb el Teorema de la Corona. La segona part és un estudi sobre
el decreixement d’aquest tipus de funcions. Encara que els dos temes sén essencialment
independents, hi ha molta similitud en les tecniques que s’utilitzen en les proves dels
resultats.

Capitol 1

El Teorema de la Corona ens diu que el disc unitat és dens en l'espai dels ideals
maximals My~ de H*® amb la topologia feble, és a dir, que la corona Mpye \ D és
buida. Un enunciat equivalent és que l'ideal generat per funcions que no es fan petites
simultaneament és tota I’algebra de funcions H*, és a dir, si tenim funcions fi,..., fy €
H® tals que existeix 6 > 0 amb

nf (|u(2)] + -+ (=) > 6
aleshores existeixen funcions g1, g9, ..., gy € H*® que compleixen

figi ++--+ fngy = 1.

Aquest teorema va ser provat 'any 1962 per L. Carleson (veure [4]) desenvolupant unes
tecniques noves que serien de gran importancia en anys posteriors. Al 1979, T. Wolff
(veure [11]) va donar una prova més simple d’aquest teorema, basant-se en el bon conei-
xement de les mesures de Carleson i la dualitat H' — BMO. En els dos casos, la prova
es redueix a resoldre certs problemes 0 amb estimacions uniformes de les solucions.

De forma natural, en intentar generalitzar aquest resultat, es pot preguntar si és
possible canviar la funcié 1 per una funcié arbitraria ¢ € H*. Es a dir, un es pregunta si
la condici6

N

9(2)| < C > Ifi(z)l, VzeD (1)
j=1

implica que la funcié g pertany a l'ideal I generat per fi,..., f,, és a dir si existeixen
funcions g1, g2, ..., g, € H*® de forma que

figi + fage + -+ fogn = 9.

Observem que la condicié (1) és clarament necessaria. Ara bé, un exemple donat per
K. Rao (veure [31]) prova que la resposta és en general negativa. Aixi, donades funcions



fi,---, fn € H® podem considerar els segiients dos ideals de H>°: lideal I = I(f1,..., fn)
generat per les funcions fi,..., fu; i l'ideal J = J(f1,..., f,) format per les funcions
g € H*® que compleixen (1) per una certa constant C' = C'(g) > 0. Sabem que I C J,
pero I'exemple de K. Rao prova que en general aquests dos ideals son diferents. Llavors
tota una serie de problemes relacionats apareixen:

Problema A. Quina és la millor condici6é de tamany per a que una funcié g pertanyi
a l'ideal 17

Sabem que en general la condicié g € J(fi,..., f,) no implica que g € I(f1,..., fn),
pero i les seves potencies? L’any 1980, T. Wolff va provar que si una funci6 g € H*
compleix (1), lavors la funcié ¢® € I(f1,..., fu). Aixi apareix la segiient qiiestio:

Per quins a > 1, la condicié g € J(f1,..., fn) implica ¢* € I(f1,..., fn)?

Observem que si la funcié g no té zeros al disc unitat, llavors I’exponent a no té perque
ser enter. Per o < 2, una variacié de I'’exemple de K. Rao déna una resposta negativa al
problema, en canvi, per o > 2 treballs de T. Wolff i U. Cegrell ([5]) entre d’altres, donen
una resposta positiva al problema. Aixi a = 2 és el cas critic, i el problema corresponent
s’anomena el problema g*> de T. Wolff. Concretament, si g € J(f1,..., fn), és cert que

92 Gl(fl,...,fn)?

Els resultats i problemes que hem descrit poden emmarcar-se en el seglient problema
més general:

Problema A’. Sigui h una funcié definida en [0, 00) continua, positiva i creixent en
un entorn de l'origen. Considerem funcions g, f1,..., f, € H*. Per quines funcions h, la
condicié

lg2)| < h(lfi(z)|+ -+ |fu(2)]) Vz € D.

implica que la funcié g pertany a l'ideal generat per fi,..., f, 7

82

(— log 5)B/2)+’
amb € > 0. Basant-se en la prova de K. Lin, U. Cegrell ([6]) va millorar aquest resultat,
donant la millor condicié coneguda fins ara per a que una funcié g estigui a I'ideal generat

per fi,..., fn-

Teorema (Cegrell). Siguin fi,..., fo € H* amb [f(2)]* = 377_, [fi(2)|* > 0, per tot
z € D. Llavors el problema A’ té resposta afirmativa per

En [22], K. Lin va donar una resposta afirmativa per la funcié h(s) =

82

h(s) = (—log 5)3/2(log(— log 5))3/2 log log(— log s)’




En aquest treball donem una millora d’aquest resultat provant el segiient:

Teorema A. Sigui k : (0,1) — [0,00) una funcié continua, acotada, creixent amb
k(x)/x decreizent en un entorn de l'origen tal que

1
k
/ ﬁ|10g:£|d:r < 400.
0o T

Sigui H(x) = \/ k() [y kf) ds. Siguin g, fi, ..., fo € H*® amb0 < |f[>:= 30, |f;]* < 1.

Aleshores la condicid

lgl < CIfF* HS1%),

implica 'existéncia de solucions gi, ..., g, de Uequacio g = f1g1 + -+ + fugn-

-3/2

Per exemple, si es pren la funcié k(z) = |logz| 2(log |logx|)~3/2, obtenim que per

|f|? < e!, el Problema A’ té resposta afirmativa per la funcié
h(s) = s*(—log s)~*/*(log(— log s)) ",

que millora clarament el resultat de U. Cegrell. No obstant, el problema ¢* de T. Wolff,
que correspon a h(s) = s%, continua obert.

No obstant, utilitzant una idea de Z. Slodkowsky (veure [34]), hem trobat una relacié
entre el problema g*> de T. Wolff i les estimacions optimes del Teorema de la Corona.
A continuacié, describim aquest problema que també es troba obert. Donades funcions
fi,..oy fn € H® amb

0<6< (i:|fj(z)|2)1/2 <1, VzeD,
j=1

el Teorema de la Corona ens diu que existeixen funcions ¢y, ..., g, € H*> tals que f1g; +
-+ 4+ fugn = 1. Denotem per

- /
K((Safla"'afn) :inf{sup <Z|g](z)|2>l i : flgl ++fngn = 1}5
1

zeD .
J=
i pe

K(0) =sup{K (9, fi,..., fn) : 1> (Z\fj(z)\2>1/2 >0 Vz € D}.
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En el cas en que 0 sigui proper a 1, P. Jones (veure [20]) va trobar el millor ordre de
magnitud de K(J), mentre que per d petit aquesta qiiestié encara no esta resolta. Veurem
que

K(§) <C5?log(1/5), 0<8<1/3,

on C és una constant absoluta independent de n, i que K(§) > v/2672. No obstant, no
sabem quin és l'ordre exacte de magnitud de K(J) quan 6 tendeix a 0.

La relacié entre trobar bones estimacions per K (d) i el problema g? de T. Wolff ve
donat pel segiient fet: si K(§) >> 672, és a dir, si (lsiH(l) 62K (0) = oo, aleshores existeixen

funcions g, f1, fo € H*(D) tal que

9(2)| < C([LG) +f(2)]) 2 €D,

perd de manera que la funcié ¢? no es troba en l'ideal generat per f; i fo. Es a dir, si

(lsin% 52K (0) = oo, la resposta al problema g2 de T. Wolff és negativa.

Problema B. Generalitzacions al cas H?, 1 < p < oc.

Un altre tema relacionat és I'equaci6 de Bezout en I'espai de Hardy H?(D), 1 < p < o0.
Es a dir, donades funcions fi, f» € H* amb |f|? = |fi]* + |f2|* > 0, buscar condicions
suficients per a que existeixin funcions g, g, € H?(D) de manera que fig; + fage = 1.
Recordem que, donat 0 < p < oo, una funcié holomorfa f al disc unitat és de I'espai de
Hardy H? = H?(D) si

21
171 = suw / Fre™) P dB < oo,
0

<r<

Es ben conegut que f € HP(D) si i només si Mf € LP(T), on Mf denota la funcié
maximal no tangencial de f i T és el cercle unitat. Com 1 < |f||g|, una condicié clarament
necessaria és que M(|f|™*) € LP(T). Ara bé, aquesta condici6 no és suficient. De fet, en
[1], E. Amar, J. Bruna i A. Nicolau donen un exemple que prova que la condicid

M(|f7*) € LP(T), (2)

per 1 < a < 2, no implica 'existencia de solucions g1, g € HP de I'equacié fig1+ fog2 = 1.
També proven que en el cas o > 2, la condicié (2) és suficient per trobar solucions de
I'equacié de Bezout en HP. Aixi, com al problema A, o = 2 és un cas critic i també esta
sense resoldre. També ens podem plantejar ’analeg del problema A’; és a dir,
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Problema B’. Sigui h una funcié definida en [0, c0) continua, positiva i creixent en

un entorn de l'origen. Considerem funcions fi,..., f, € H*®. Per quines funcions h, la
condicio 1
M( ) € LA(T),
(1D
implica 'existencia de solucions ¢y, ..., g, € H? de 'equacié figy + -+ fagn =17

A [1], es déna una resposta afirmativa a aquest problema per la funci6
h(s) = s*/(—logs)*™, &> 0.

Aqui, primer donem una petita millora d’aquest resultat, canviant el 2 del logaritme per
un 3/2. De fet, donarem una millora més substancial en els termes del Teorema A. Més
concretament, provem el seglient:

Teorema B. Sigui k com en el Teorema A. Sigui H(z) = \/k(z) [ @ ds. Aleshores,

donades funcions g, f1,..., fn, € H*, la condicio

g P
M rparpy) € V™

implica existencia de solucions gy, ...,g, € HP de l'equacio fig1 + -+ fngn = g.

~3/2

Com abans, prenent k(z) = |log x| %(log | log z|)~%?, obtenim

H(x) = (= logx)~**(log(~log x)) ",

i el Teorema B millora el resultat de E. Amar, J. Bruna i A. Nicolau. No obstant, el
problema de la suficiencia de la condicié M (g|f|72) € LP(T) continua obert. La prova
dels Teoremes A i B segueix el metode tradicional de resolucié d’equacions 0. El punt
que déna la millora en front dels resultats anteriors és que amb la notacié de ’enunciat,
les mesures

W(ﬂ% K(SP) (1 — =) da dy.
FELFE = OUFRIE [ RS
e [ B ) (1 o) dey

son de Carleson. Recordem que una mesura positiva p al disc unitat es diu que és una
mesura de Carleson si existeix C' = C'(u) > 0 tal que

nQ) < ClQ),
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per tot Q de la forma Q = {re? : 0 < 1 —r < 1(Q), |0 — 6] < 1(Q)}. Definim N (1) com
I'infim dels nombres C' > 0 que compleixen 'estimacié anterior.

Problema C. Clausures d’ideals.

De forma semblant al Problema A on es busquen condicions suficients per a que una
funcié g € H*™ pertanyi a l'ideal I, ens interessem per condicions que impliquin que la
funcié g es trobi a la clausura en norma de l'ideal I, és a dir, que distg~(g,1) = 0. Es
a dir, busquem condicions suficients per a que una funci6 ¢ € H* es pugui aproximar
uniformement per funcions de l'ideal I.

Una primera condicié que es pot esperar que sigui suficient, és que g sigui de l'ideal
J(f1,..., fn), és a dir, un es pregunta si l'ideal J esta contingut en la clausura de l'ideal
I. Ara bé, 'any 1985, J. Bourgain (veure [2]) va construir un exemple que prova que aixo
no és cert en general i va donar una condicié suficient.

Teorema (Bourgain). (a) Existeizen funcions g, f1, fo € H™ tal que

9(2)| < A +1f2(2)], VzeD,

de forma que g no esta en la clausura de l'ideal 1(f1, f2).
(b) Sigui I = I(f1,..., fn) Uideal generat per fi,...,f, € H>®. Sigui o una funcid

ot
continua tal que Pr% — = 0. Sigui g € H*™ tal que

l9(2)| < a(|f(2)]) VzeD.

Llavors distg(g,I) = 0.

Ara bé, imposant unes condicions adicionals sobre les funcions fi, ..., f,, obtenim que
la condici6 g € J, és suficient per assegurar que g pertany a la clausura de lideal I.
Per enunciar el nostre resultat, necessitem donar la segiient definicié. Un producte de
Blaschke B amb zeros {z,} es diu de Carleson-Newman si la mesura p =) (1 —|2,|)d,,
és una mesura de Carleson.

Teorema C. Siguin fi,..., fn funcions de H*. Si lideal I = I(f1,...,[fn) conté
un producte de Blaschke de Carleson-Newman, llavors la condicio g € J = J(f1,..., fn)
implica que distys(g,I) = 0.

Aquest resultat ha estat provat independentment per P. Gorkin i R. Mortini (veure
[16]). Ara bé, els metodes utilitzats son totalment diferents. La nostra prova es basa

6



en la resolucié d’equacions del tipus Of = g, i s’aprofita fortament que la mesura p =
> _(1—1z])0, és de Carleson, on {z;} sén els zeros d'un producte de Blaschke de Carleson-
Newman. La prova de P. Gorkin i R. Mortini fa servir propietats fines de 1'espectre de
H*>.

La hipotesis sobre l'ideal I(f1,..., fxy) pot no semblar molt natural. Ara bé, és re-
alment una condicié sobre I'estructura de l'ideal. Per explicar aquest fet, recordem que
M(H®) denota l'espai dels ideals maximals de H>*. Si x,;m € M(H®), la distancia
pseudohiperbolica de x a m es defineix com

p(z,m) = sup{|m(f)| : f € H*, || fllec <1, 2(f) =0}
Pel Lema de Schwarz, aixo no és més que U'extensiéo a M (H>) de la funcié

Z—Ww

p(z,w) =

1—wzl’

per z,w € D. Es ben conegut que 'espai dels ideals maximals M (H®) es pot partir en
classes d’equivaléncia definides mitjangant la relacié x ~ m si i només si p(z,m) < 1.
Les classes d’equivaléncia s’anomenen parts de Gleason. En l'important treball [18], K.

Hoffman va provar que les parts de Gleason no trivials, és a dir, aquelles que contenen
més d’un punt, contenen un disc analitic.

Donada una funcié f € H*, el seu conjunt de zeros Z(f) es defineix com
Z(f) =A{m e M(H>) : m(f) = 0}

Ara, es defineix el conjunt de zeros Z(I) d’un ideal I en H* com

Z(I) = 2(f)

fel

El segiient resultat va ser provat per V. Tolokonnikov (veure [39]). La condicié (b) ens diu
que la condicié imposada en el teorema anterior és una condicié d’estructura de 1'ideal,
mentre que la condicié (c) permet expressar-la explicitament en termes dels generadors.

Teorema (Tolokonnikov). Siguin fi,..., f, € H®. Llavors, les segiients propietats son
equivalents:

(a) Lideal I = I(f1,..., fn) conté un producte de Blaschke de Carleson-Newman.

(b) El conjunt de zeros Z(I) esta contingut en el conjunt de punts de M (H*) amb part
de Gleason no trivial.

(¢) Existeix un nombre natural s > 0 tal que

z€eD
k=

inf » (1— IZD’“(Z £ () > o.



Un altre qiiestié interessant, és estudiar ’analeg d’aquest problema d’aproximacié en
els espais de Hardy H?(D), 1 < p < co. En aquest treball, obtenim un resultat del tipus
del teorema de J. Bourgain enunciat anteriorment.

Teorema D. Siguin fi,..., f, € H®. Sigui g € HP, 1 < p < oo tal que
M(g/|f]) € LP(T).

Llavors, donat € > 0, existeixen funcions gi,..., 9, € HP tals que

lg = (frgr + -+ fagn)llp <.

A destacar el fet que quan p = oo, aquesta condicié correspon a que la funcié g estigui
a l'ideal J(fi,..., fn). Per tant en el cas H? amb 1 < p < oo, un exemple com el de J.
Bourgain no es pot construir. La prova del Teorema D es basa en el metode de 'apartat
(b) del Teorema de [2] i en una versié per espais L? del criteri de Carleson sobre I’existencia
de solucions acotades de 1'equacié 9b = h.

Problema D. Quan els ideals [ i J coincideixen?

Aquest problema va ser proposat per L. Rubel, i en aquesta direccié P. Gorkin, R.
Mortini i A. Nicolau (veure [14]) van donar una resposta parcial, caracteritzant els ideals
I(f1, f2) que satisfan I(f, f) = J(f1, f2) com els ideals que contenen un producte de
Blaschke d’interpolacié. Recordem que un producte de Blaschke és d’interpolacié si

inf (1—|2|*)|B'(2)| >0,
ot (1= =PIBE)

o equivalentment, si la successié {z,} dels seus zeros és una successié d’interpolacié de H®°.
Aquestes successions van ser caracteritzades per Carleson com les successions de punts
Zn — %
del disc unitat que compleixen que i;lf |1n—m| > 0 i que la mesura Y (1 — |z,])d,, és

nFzm -

mZn

de Carleson. Aqui 9, denota la delta de Dirac al punt z.

Ara bé, aquesta caracteritzacié només és valida pel cas de dos generadors. Aixi sembla
interessant buscar una generalitzacié d’aquest resultat pel cas de n generadors. En aquesta
direccid, un concepte relevant és 'ordre de I'ideal en un punt m € M(H*), que definim
tot seguit (veure [14]). Donada una funcié f € H*, i un punt m € Z(f), es defineix
l'ordre de f en el punt m, com

k
ord(f,m) = max{k : f:Hfj amb f; € H* ;m(f;) =0}

8



Llavors, donat un punt m € Z(I), definim 'ordre de I'ideal I en m com
min{ord(f,m) : f € I}.

El resultat anterior es pot reformular dient que els ideals I(fy, fo) i J(f1, f2) s6n iguals
si i només si ord(/,m) = 1 per tot m € Z(I). Aixi apareix de forma natural la segiient
conjectura que generalitzaria el resultat anterior.

Conjectura. Siguin f1,..., f, € H*. Llavors
I(fi,..., fo) = J(f1,. .., fu) siinomés si ord(I,m) < N —1 Vm € Z(I),

on N és el nombre minim de generadors de l'ideal I(fi,..., f,).

Alguns resultats parcials de R. Mortini en el cas de més de dos generadors fan pensar
en la validesa d’aquesta conjectura, pero no hem sabut provar cap de les dos implicacions.

Com ja hem vist en 'apartat de clausures d’ideals, la hipotesis que I'ideal I contingui
un producte de Blaschke de Carleson-Newman, o equivalentment que l’ordre de 1'ideal
sigui finit, permet donar respostes positives a certs problemes. De fet, en [14], es prova
que sota aquesta condicié, el problema g? de T. Wolff té resposta afirmativa. De fet, si
I'ordre de 'ideal és finit i tenim una funcié g € J sense zeros, llavors existeix un a < 2
depenent de l'ordre de I'ideal de forma que la funcié ¢* € I. Enunciem aquest resultat
tot seguit.

Teorema E. Considerem funcions g, f1,...,fy € H®, i sigui I = I(f1,...,fn)
Uideal generat per fi,..., fx. Suposem que ord(I,m) <k, per tot m € Z(I). Llavors per
0<a<1/k, la condicio

9(2)] < C|f(2)P™ VzeD

implica g € 1.

Sembla interessant estudiar també el cas o« = 1/k, doncs per k = 1 el resultat és cert.
Ara bé, els nostres metodes no permeten considerar aquest cas, i deixem com un problema
obert la validesa d’aquest resultat per o = 1/k.

Aixi mateix, imposant aquesta condicié d’estructura en I'ideal I, també podem resoldre
el cas critic @ = 2 en 'estudi de 'equacié de Bezout a HP.

Teorema F. Siguin fi,..., f, € H*®, i considerem lideal I = I(f1,..., fn). Suposem
que ord (I,m) < oo per tot m € Z(I). Llavors, per 1 < p < oo, la condicié M(|f]72) €
LP(T) implica Uezisténcia de solucions gy, . .., g, € HP de l'equacid fig1+- -+ fngn = 1.



Les proves dels Teoremes E i F segueixen el metode tradicional de resolucié d’equacions
0 amb estimacions apropiades. En els dos casos, la hipotesis sobre l'ordre dels zeros de
Iideal s’utilitza per tenir un bon control sobre el tamany de les dades dels corresponents
problemes 0.

Finalment, volem esmentar que un cop acabada una primera versié d’aquesta memoria
ens ha arribat una prepublicacié de S. Treil (veure [42]), on es déna un exemple de dues
funcions fi, fo € H*> complint la condici6 de la corona

|f1(2)] + |fa(2)] = 9, VzeD,

de forma que K (6, fi1, f2) > Cd 2log(—logd). Aquest exemple millora les estimacions
conegudes fins ara, i com ja hem comentat déna una resposta negativa al problema g¢?
de T. Wolff. S. Treil en la seva prepublicacid, i amb arguments diferents dels nostres,
també dedueix lexisténcia d'un contraexemple al problema g¢? de T. Wolff. No obstant,
el problema de trobar I'ordre exacte de magnitud de K (d) continua obert.

Capitol 2.

En aquest segon capitol estudiarem diversos problemes sobre decreixement de funcions
analitiques i acotades en el disc unitat. En particular estem interessats en saber les
condicions que ha de complir una successié discreta de punts {a} en el disc unitat de
forma que existeixi una funcié analitica i acotada en D que decreixi cap a zero en aquests
punts amb una velocitat determinada. Enunciem aixo de forma precisa.

Problema E. Sigui g : (0,1) — (0,1) una funcié no creizent tal que lirr% g(r)=0.

Quines condicions ha de complir una successié {ar} C D per a queé existeiri una funcid
feH>®, [f#0 complint que | f(ar)| < g(lax]) ?

Com un primer pas per aquest problema, voldriem saber que ha de complir la successio
per a que, almenys existeixi una funcié analitica i acotada que decreixi cap a zero en els

punts de la successié. La resposta a aquesta qiiestié ha estat donada per Hayman (veure
[17]).

Teorema (Hayman). Donada una successio discreta a = {ay} de punts en el disc
unitat, existeir una funcid no idénticament nul.la f € H™ tal que klim flag) =0 si i

només si |NT(a)| = 0.

En I'enunciat anterior, donada una successié a = {ax} C D, NT(a) denota el conjunt
de punts d’acumulacio no-tangencials, és a dir, el conjunt de punts ¢ € 0D que sén punts
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limits de la interseccié de {ax} amb un angle de Stolz de qualsevol obertura amb vertex
en el punt ¢, i | - | denota la mesura de Lebesgue 1-dimensional en el cercle unitat oD.

Tornant al problema anterior, com que la funcié log|f| és subharmonica, podriem
donar una versiéo més general del problema en termes de funcions subharmoniques en el
disc unitat. Aixi també sorgeix el problema analeg pel cas de funcions harmoniques i
positives en el disc unitat.

Problema F. Sigui h : (0,1) — (0,00) una funcié no decreizent tal que lirri h(r) = co.

Quines condicions ha de complir una successio {ar} C D per a qué existeizi una funcio u
harmonica i positiva en el disc unitat complint que u(ayx) > h(|ag|) ¢

No hem sabut respondre aquesta pregunta. No obstant, la situacié és molt més senzilla
si tractem amb funcions harmoniques de ’espai de Hardy AP, 1 < p < oo, on tenim ’ajut
de les tecniques relacionades amb la funcié maximal. Recordem que una funcié harmonica
u esta a 'espai de Hardy AP si

2
sup / lu(re®)|P do < oo,
0

0<r<1

o equivalentment si M (u) € LP(T). El nostre resultat és el segiient:

Teorema G. Sigui h : (0,1) — (0,00) una funcid no decreizent tal que lim h(r) = occ.

T’—)l
Sigui a = {a,} C D wuna successio separada tal que |[NT(a)] = 0. Sigui 1 < p < oc.
Llavors existeix una funcid positiva w € h?(D) tal que u(ay,) > h(|a,|) si i només si

Y (rlan)y 1\ | Ll < +oe,

n j:]jCIn
on I, denota la base del sector diadic S tal que a, esta a la part superior de S.

En [37], motivat per problemes de mostreig en els espais de Hardy H?, P. Thomas va
introduir el concepte de successié thin per H*. Diem que una successié {a,} de punts
del disc unitat D és thin per H si existeix una funcié no identicament nul.la f € H* de
forma que

S (1~ Jan))If (an)] < oc.

n

Es a dir, una successié és thin si hi ha una funcié f € H* que hi decreix amb una certa
velocitat. Es clar que les successions de Blaschke sén thin, pero la classe de successions
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thins és molt més gran. Una successio de punts del disc unitat que no és thin es diu
que és thick. Una qliestié interessant és el donar una caracteritzacié geometrica de les
successions thins. Nosaltres ens restringirem al cas de successions separades en la distancia
pseudohiperbolica, és a dir, considerarem successions {a,} de forma que

Qy

) a; —

— {::5>O.
i#k 'l — aga;

Donat v > 0 i un punt a € D\ {0}, denotem per I,(a) I'arc del centre unitat T centrat
en el punt a/|a| de longitud v(1 — |a|). Donada una successié {a;} de punts en el disc
unitat, considerem la funcié I'y, = I',({ax}), donada per

T,(€) = #{k: € € La)} =) xi(§), €€T, (3)

on xj denota la funcié caracteristica de I'arc I,(ay). De fet, I',(£) és el nombre de punts
de la successi6 {ax} que es troben en un cert angle de Stolz d’obertura depenent de v amb
vertex en £ € T. Observem que la funcié I'y apareix de forma natural en aquest tipus de
problemes, aix{ la condicié de Blaschke es pot expressar en termes de la funcié I', ja que

3371 — Jaxl) = /F

També, el conjunt de punts d’acumulacié no-tangencials NT'({ax}) de la successié {ay}
iel conjunt {£ € T: I',(§) = oo} només difereixen en un conjunt de mesura zero. Per
tant, el Teorema de Hayman també es pot expressar en termes de la funcié I'y. El nostre
resultat sobre successions thins també esta enunciat en aquests termes.

Teorema H. Sigui {ay} una successio separada de punts en el disc unitat. Sigui
I', = I'y({ar}) la funcié donada per (3).

(a) Si existeiz v > 0 tal que log, T, € LY(T), llavors {ay} és thin.

b) Si{ay} és thin, llavors per tot v > 0, la funcid log, I, esta a l'espai L}, és a dir,
Y g+ ly d
existeiz una constant C'= C(y) > 0 tal que

{60 € [0,27) : log, ', (e”) > A} < C/A, pertot A > 0.

Aixi, no tenim una caracteritzacié completa de les successions thins i separades. Ara
bé, ni la condicié suficient (a) ni la condicié necessaria (b), poden ser millorades si només
raonem en termes del tamany de la funcié I' = I',. A més, la condici6 (a) no és necessaria
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ni la condicié (b) és suficient. Podem pensar les condicions del Teorema anterior com una
versi6 logarftmica de la condicié de Blaschke T’ € L(T).

Una altra nocié sobre decreixement de funcions analitiques és el dels minorants es-
sencials. Donada una classe de successions, un minorant essencial sobre aquesta classe és
una funcié que decreix cap a zero massa rapid per a que existeixi una funcié analitica i
acotada no nul.la que decreixi amb la mateixa velocitat en alguna successié de la classe.
De forma més precisa, si S denota una classe de successions en el disc unitat, diem que una
funcié no creixent g de [0,1) a (0, 00), que tendeix a 0 quan x tendeix a 1, és un minorant
essencial per la classe S si i només si donada qualsevol successié separada {ax} C D de
la classe S, tota funcié f € H* verificant que |f(ax)| < g(|ax|) és identicament nul.la.

La nocioé de minorants essencials ha estat introduida per Lyubarskii i Seip per la classe
de les successions no-Blaschke (veure [24]), donant la segiient caracteritzacio:

Teorema (Lyubarskii-Seip). Una funcid g és un minorant essencial per les succes-
sions no-Blaschke si i només si

/1 dr -
P e—— Q.
o (1—r) logﬁ

Per la classe de successions thick, s’obté el segiient resultat:

Teorema 1. Una funcic no creizent g de [0,1) a (0,00) és un minorant essencial en
conjunts thicks si © només si

1
lim inf [log g(r)|

> 0.
r—1 log|log(1l — )|

Estructura del treball.

La memoria esta estructurada en dos capitols, i cada capitol esta dividit en 7 seccions.

Anem tot seguit a fer un breu comentari de les seccions del capitol 1. La primera
seccio és una introduccié als temes que es tracten en aquest capitol. La seccié 1.2, esta
dedicada als criteris de resolucié d’equacions 0 amb estimacions L>, com el criteri de
Carleson, el criteri de Wolff, i les seves versions LP. La seccidé 1.3 esta dedicada a les
estimacions de les solucions del Teorema de la Corona, i es donen exemples que donen les
millors cotes conegudes fins ara. Aix{ mateix, també es prova que lim 62K (§) = oo implica
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que el problema g* de T. Wolff ( el Problema A’ amb h(s) = s?) té resposta negativa.
La secci6 1.4 esta dedicada a 'estudi del Problemes B i B’, i també es déna una prova
del Teorema F. En la seccié 1.5 s’estudien problemes sobre clausures d’ideals (Problema
C), i es proven els Teoremes C' i D. En la seccié 1.6 es proven els Teoremes A, B i E,
resultats obtinguts després de tenir una versié preliminar d’aquest treball. Finalment, a
I’apendix d’aquest capitol, es déna una prova del Teorema de la Corona amb les millors
estimacions superiors conegudes per les solucions.

El capitol 2 comenca amb una primera seccié on s’introdueix la nocié de les genera-
cions associades a una successio de punts del disc unitat, eina clau per a la prova dels
resultats d’aquest capitol. En la segona seccié es prova el Teorema G i també es dona
un analeg d’aquest Teorema per funcions no radials. En la tercera secci6 s’introdueixen
les successions thicks i thins i es dona una reformulacié del Teorema H en termes de
generacions. La seccid 2.4 esta dedicada a la prova d’aquest Teorema, i a la construccid
dels exemples que proven que ni la condicié suficient ni la condicié necessaria es poden
millorar en termes de la funcié I'. En la seccié 2.5, s’estudien quines sén les successi-
ons thins conforment invariants caracteritzant-les com les successions d’interpolacié per
H*. Finalment, la secci6 2.6 esta dedicada a la prova del Teorema I, que caracteritza els
minorants essencials sobre la classe de successions thicks. A la seccié 2.7 es fan algunes
observacions.

Una part dels resultats nous que apareixen en aquesta memoria es troben en els articles:

[NP] Nicolau, A.; Pau, J.: Closures of finitely generated ideals on Hardy spaces, Arkiv
for Matematik, 39 (2001), per apareixer

INPT] Nicolau, A.; Pau, J.; Thomas, P.: Smallness sets for bounded holomorphic
functions, Journal d’Analyse Mathématique, Vol. 82 (2000), 119-148
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Capitol 1

Problemes d’ideals de H*®

1.1 Introduccio.

El Teorema de la Corona.

Sigui M(H®) lespai dels ideals maximals de H*, és a dir, 'espai dels funcionals
lineals multiplicatius de H*°. Podem pensar els punts del disc unitat D com elements de
M (H®), fent correspondre a cada punt z € D el funcional ¢,(f) = f(2),f € H*®. El
Teorema de la Corona ens diu que el disc D és dens en M (H°) en la topologia de Gelfand,
és a dir, la “corona” M(H>)\D és el buit. Aquest fet es pot enunciar de diferent forma:

Considerem funcions f; € H>®(D) amb | fjllec < 1 per j = 1,...,n de forma que
compleixen

n

inf ; >

inf » 1f;(2)| 26 >0,
j=1

aleshores el Teorema de la Corona diu que l'ideal generat per fi,..., f, és tota l'algebra

H*> o equivalentment, conté la funcié constant igual a 1, és a dir, existeixen funcions

G1s---,9n € H® tal que Y f;g; = 1.

Cal comentar que la prova d’aquest Teorema seria senzilla si la mesura lineal als
conjunts de nivell {z : | f;(2)| = £} definissin una mesura de Carleson, perd malauradament
aquest fet és fals (veure [19]). Degut a aix0, en la prova original, L. Carleson (veure [4])
va, construir un conjunt I' = I'; que fa el paper de conjunt de nivell en el sentit que
e < |fi(2)] < é(e) per z € I', i que a més la mesura lineal sobre ell és una mesura de
Carleson. Aquest conjunt s’ha anomenat Contorn de Carleson.

En la prova original del teorema de la Corona, L. Carleson va obtenir una estimacio6 per
la solucié de Vestil ||g]|oo = sup,ep(d |9;(2)]?)/2 < 574 on (A = A(n)) depen de n. L’any
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1979, T. Wolff va donar una nova prova del teorema de la Corona, amb una estimacié per
la solucié de la forma ||g|lec < 2nd~*. Basant-se en la prova de T. Wolff (millorada per T.
Gamelin, veure [10]), la primera estimaci6 de la soluci6é no depenent de n va ser obtinguda
de forma independent i simultaneament per V. Tolokonnikov [40] (||g]lee < 25677) i
Rosenblum (||glec < 6507%), veure [32]. Aquestes estimacions independents del nombre
de generadors permeten plantejar i provar el Teorema de la Corona per funcions f = {f;}
holomorfes en D a valors en [2, és a dir,

sup Z |fi(2)

ZE]D)

Gairebé al mateix temps, V. Tolokonnikov (veure [40], [41]) també va donar una estimaci
del tipus [|gllcc < C62(log(1/6)%? quan § — 0. Una estimacié per la solucié d’ordre
6 21og(1/8) per § — 0 va ser obtinguda per A. Uchiyama en [43]. Resumim aquests
resultats en el segiient enunciat.

Teorema 1.1.1. Siguin fi, fo, ..., fn € H®(D) amb || f;lle <1 tal que

0<5<1nf Z|f3 l/2<1.

Suposem § < 1/3. Aleshores existeizen solucions g1, 9z, - .., gn € H*(D) de Uequacio

flgl+"'+fngn:17

C
amb Sug Z 19;(2) 1/2 52 log(1/6). Aqui, C és una constant absoluta (independent
z€

denzde5)

Una prova d’aquest resultat i en particular de 'estimacié de les solucions, es déna a
la secci6 1.6.

El problema ¢? de T. Wolff.

Siguin fi, fa, ..., f, funcions analitiques i acotades en ID. Denotem per
Li=1(f1, fo ... fa) = {f € H¥(D) : 3g; € H*; f = > fig;},
j=1
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'ideal generat per fi,..., fn, i per J = J(f1,..., fn) l'ideal de les funcions f € H* de
forma que existeix una constant C' = C(f) > 0 tal que |f(z)| < CZ |fi(2)] per tot
j=1

z € D.

Clarament l'ideal I esta contingut dins I'ideal J. El Teorema de la Corona ens diu que
si la funcié constant igual a 1 pertany a lideal J (és a dir, si J = H*), aleshores 'ideal
I és tota 'algebra de funcions. Aixi, de manera natural apareix el segiient problema:
donada una funcié de I'ideal J, sota quines condicions aquesta funci6 pertany a l'ideal I7

Primer cal comentar que K. Rao (veure [31]) va donar un exemple de dues funcions
f1, fo de manera que I(f1, f2) # J(f1, f2), per tant, en general, aquests dos ideals son
diferents. De fet, com veurem més endavant, en el cas de dos generadors, son iguals si i

nomeés si contenen un producte de Blaschke d’'interpolacié. K. Rao va donar un exemple
de dos productes de Blaschke B;, Bs amb

inf (1B, (2)| + | Ba(2)]) = 0
de manera que B1B, ¢ I(B?%, B2). Un refinament d’aquest exemple ens permet veure el
segiient:

Proposicié 1.1.2. Donat € > 0 hi ha funcions f, fi, fo € H®(D) tals que |f| < (|f1] +
fo1)27 i f E 1(f1s fa)-

Demostracio. Considerem productes de Blaschke By, By sense zeros comuns de forma que
inf(|B1(2)] +[Ba(2)]) = 0.

Definim f; = B}""!, f, = By™ i f = B}BY, on n = n(e) és un nombre natural a escollir.
Clarament tenim

|B1|n|B2|n _ (|Bl|(n+1)/2|B2|(n+1)/2)2n/(n+1) < On(|Blln+1 + |BQ|n+1)2n/(n+1)‘

Aixi doncs, escollim n = n(e) de forma que 2n/(n+1) > 2—e. Suposem ara que existeixen
funcions g1, go € H*(D) tals que

By By = g B + . By

Siguin {z;} els zeros del producte de Blaschke B, aleshores gy(z)By ™! (2:) = 0. Donat
que B; i By no tenen zeros comuns tenim que existeix una funcié ks € H*(D) tal que
g = sz? Aixi

Bg = ngl + /{ZQB;L—H.
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Analogament obtenim que existeix una funcié k; € H*(D) tal que g; = k1 Bj. Per tant
1= kl B1 + kQBQ
fet absurd ja que inf(|B;(2)| 4+ |Bz2(2)|) = 0. O
Encara que en general, si la funcié g pertany a l'ideal J, aleshores no té perque estar
a l'ideal I, T. Wolff va provar que la funcié ¢ pertany a lideal generat per fi,..., fn,
veure per exemple [11]. Més encara, si la funcié g no té zeros, aleshores g**< esta a l'ideal
I. Per altra banda, existeixen exemples de funcions g, fi1, fo € H* amb g € J(f1, f2) de

manera que g°~° no esta a l'ideal I(f1, f2). El cas limit de saber si la funcié g2 pertany a
I'ideal I esta sense resoldre.

Va ser T. Wolff qui va plantejar aquest problema, encara obert, conegut com el pro-
blema ¢ de T. Wolff.

Problema 1. Siguin g, f1, fa,..., fn € H®(D) de manera que existeiz C' > 0 tal que
lg(2)] < C<|f1(z)| +F |fn(z)|> Aleshores existeizen funcions g1, ga, ..., g, € H® de

forma que g* = fig1 + fogo + - + fugn ?

També hi ha una altra qiiestié natural a resoldre:

Problema 2. Siguin g, f1,..., f, € H®. Es cert que la condicio

9 < (A1 ++ 7)) vzeD

implica que la funcié g pertany a l’ideal generat per fi,..., f, ¢

Clarament, una resposta afirmativa al Problema 2 per algun n, implica una resposta
afirmativa al Problema 1 (pel mateix n). De fet, el Problema 2 és un cas particular del
seglient problema més general.

Problema 3. Sigui h una funcid definida en [0,00) continua, positiva i creizent en un
entorn de l'origen. Suposem que les funcions g, f1, ..., fn € H® compleixen

l9(2)| < W[ f1(2)[ + -+ [fal2)]) Yz €D,

Per quines funcions h aquesta condicio implica que la funcic g pertany a l’ideal generat
per fi,..., fu ?
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El segiient resultat donat per K.C. Lin (veure [22]), respon afirmativament el Problema
2

3 per la funcié h(s) = (log(_j))(3/2)+ga e>0.

Proposicié 1.1.3 (Lin). Siguin g, f1,..., fu € H® amb 0 < |f| = (37, [f;1)'/? <e'.
Si ezisteir € > 0 tal que
|fI?

|log | f|[(#/2)+<"

gl <C

aleshores g € I(f1,..., fn)-

Basant-se en la prova de K.C. Lin, U. Cegrell (veure [6]) va millorar aquest resultat,
donant la millor condicié coneguda fins ara per a que una funcié g estigui a I'ideal generat

per fla"'afn-

Proposicié 1.1.4 (Cegrell). Siguin g, f1,...,fn € H® amb 0 < |f| < (e®)~¢. Llavors
el problema 3 té resposta afirmativa per

82

hls) = (—log 5)%/2(log(—log 5))*/? log(log(—log 5))”

Els ideals i J.

Sigui M (H®) l'espai dels ideals maximals de H*>°. El teorema de la corona de Carleson
implica que quan l'ideal J = H*, aleshores [ = J = H*.

Llavors és natural preguntar-se per quines son les condicions necessaries i suficients
que han de complir els generadors f,..., f, per aque [ = J.

Problema 4. Quines son les condicions necessaries i suficients per a que
](fl,...,fn) — J(fly;fn) ?

Abans de continuar, necessitem una serie de definicions i alguns resultats en aquesta
direcci6. Un producte de Blaschke es diu d’interpolacié si

inf (1—|z*)|B'(2)| >0,

2€Z(B)

o equivalentment, si la successié {z,} dels seus zeros és una successié d’interpolacié de H°.
Aquestes successions van ser caracteritzades per Carleson com les successions de punts del
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. . . . Zn — Zm
disc unitat que compleixen inf |———
n#m — ZmA~n

de Carleson. Un producte de Blaschke es diu que és de Carleson-Newman (o CN-producte
de Blaschke), si és un producte finit de productes de Blaschke d’interpolacié.

> 0 de forma que la mesura Y (1 —|z,])d,, és

Sigui M (H*®°) l'espai dels ideals maximals de H>°. Recordem que donats dos punts
z,w € D, la distancia pseudo-hiperbolica de z a w ve donada per

plw) = ||

Definim l'extensi6 de p a M (H*) per

p(x,y) = sup{|f(x)| : f € H®,|[fllo < L, f(y) = 0}.

on f denota la transformada de Gelfand de f definida per f(m) =m(f) onm e M(H>).
A partir d’ara identificarem f amb f.

Si f € H*®, aleshores Z(f) = {m € M(H>) : f(m) = 0} denota el seu conjunt de
zeros; denotem per Zp(f) = Z(f) ND. Si I és un ideal, llavors el conjunt de zeros de
I'ideal I ve definit per

Z(1) = () Z(f).
fel

Per tot m € M(H*) i f € H*(D) amb f(m) = 0, definim l'ordre del zero m de f per

ord(f,m)=sup{neN:f=f - - fo; f;€ H, f;(m)=0 (j=1,...,n)}.

Si f(m) # 0, aleshores diem que ord(f,m) = 0. K. Hoffman (veure [18]) va provar que
per tot m € M(H®) existeix una aplicacié analitica L,, : D — P(m) = {z € M(H®) :
p(m,x) < 1} amb L,,(0) = m, i que ord(f, m) és la multiplicitat usual del zero de fo L,,
en l'origen.

Si [ és un ideal i m € Z(I), llavors definim l'ordre de l'ideal I en el zero m com

ord(I,m) = min ord(f, m).

En [14], es déna una resposta al Problema 4 en el cas en que 'ideal I tingui dos gene-
radors. Enunciem aquest resultat tot seguit:
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Teorema 1.1.5 (Gorkin-Mortini-Nicolau). Siguin fi, fo € H*(D) sense factors co-
muns. Denotem per I = I(f1, f2) i J = J(f1, f2). Son equivalents:

(1) I=1J.

(2) ord(I,m) =1 per tot m € Z(I).

(8) I conté un producte de Blaschke d’interpolacid.
(4) J conté un producte de Blaschke d’interpolacid.

(5) AP + L) + Q= 2P)(fi(2)] +1f3(2)]) = 6 > 0 per tot z € D.

Les equivalencies de (2) a (5) també sén certes per més generadors, (veure [38] per les
equivalencies de (3) a (5), i [27] per I'equivalencia entre (2) i (3)), i a més impliquen que
I = J. En vista d’aquest resultat, i buscant una generalitzacié per a més generadors, és
natural preguntar-se el segilient:

Si Il =1I(fi, ..., fn) = J(f1,..., fn) lavors ideal I conté un producte de Blaschke
d’interpolaci6?

Per n > 2, la resposta és en general negativa. En [14], es prova que si B,C sén
productes de Blaschke d’interpolacid, aleshores I(B?%,C?, BC) = J(B?,C? B(C). Com els
zeros de B i C poden ser hiperbolicament proxims, Iideal I(B?,C?% BC) no conté cap
producte de Blaschke d’interpolacié.

Ara interessaria generalitzar el resultat del teorema anterior, buscant la relacié que
tinguin els productes de Blaschke de Carleson-Newman amb l'ideal I. En D’exemple
anterior, que prova que I(B? BC,C?) = J(B?, BC,C?), 'ordre de l'ideal és dos, i tenim
tres generadors. Aix0 déna peu a la segiient conjectura que generalitzaria el resultat
anterior:

Conjectura. Siguin fi,..., f, € H>®. Llavors I = I(fi,..., fn) = J(f1,..., fn) si i
només si ord(I,m) < N — 1, per tot m € Z(I), on N és el nombre minim de generadors
de l'ideal I.

No hem sabut demostrar la conjectura. No obstant, mencionem que la condicié sobre
els zeros de I és equivalent al fet que I'ideal I contingui un producte de k productes de
Blaschke d’interpolacio, amb & < N — 1, com podem veure en el segiient resultat de V.
Tolokonnikov (veure [39]):
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Proposicié 1.1.6 (Tolokonnikov). Son equivalents:
(a) I(fi,..., fn) conté un producte de k productes de Blaschke d’interpolacio.
(b) ord(I,m) < k per tot m € Z(I).
(c¢) Existeix un 6 > 0 tal que

k
(1= () 4+ ) >6>0 VzeDb.
7=0

El fet que un ideal tingui ordre finit per tot m € Z(I) permet contestar algunes de
les qiiestions ja considerades, com podem veure en el segiient resultat de P. Gorkin, R.
Mortini i A. Nicolau.

Teorema 1.1.7 ([14]). Siguin funcions g, fi,..., fn € H®, i considerem l'ideal I =
I(f1,- s fn). Suposem que ord(I,m) < oo per tot m € Z(I). Si|g| < CY 7 |f;l,
llavors existeizen funcions gi,...,g, € H* tals que

figi+ -+ fugn = g°.

De gran importancia per la prova de tots aquests resultats han estat els criteris de
resolucié d’equacions 9, com els que enunciem en la segiient seccio.

1.2 Criteris de resolucié d’equacions 0

Lema 1.2.1 ([29]). Siguiu € C*(D) subharmonica i acotada. Aleshores la mesura donada
per

d\(z) = Au(z) (1 — |z|) dz dy
és una mesura de Carleson amb N(X) < 2me|u/o

Demostracio. Considerant la funcié b(z) = u(z) + ||u||ec podem suposar que la funcié u
és positiva. Sigui h € H*(D), aleshores per t > 0 es compleix

A(|h]Pe™) = 4|0/ [?e™ + |h]2Ae™ + 8Re (O(|h|?)Oe™™)
= 4|1 2™ + | (48 |Oul® + tAu)e™ + 8te™Re (ROhOu)
= t|h]2e™ Au + €"|20h + 2thou|* > t|h|*e™ Au > t|h|* Au.

Llavors obtenim
1
[P suCe) (1 ey dedy < int 7 [ AQBERE) (1 2] de dy
D >0t Jp
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que per la férmula de Green, esta acotat per

't L 2T
inf > . |h|?e < ggjﬂewllooﬂhllg = 2mel|ul| | 2]]3,

on 'iltima identitat s’obté calculant el minim de ’expressié anterior, que s’assoleix en el
punt ¢t = 1/||u|. Llavors la mesura A és de Carleson amb N (\) < 27el|u|co- O

Proposicié 1.2.2 (Carleson). Sigui G una funcid continua i acotada en el disc unitat
tal que la mesura donada per dp = |G| dxdy és una mesura de Carleson en D. Aleshores
lequacié Oh = G té una solucié h € C(D) NC'(D) amb ||hl| =) < C on C només depén
de la norma de Carleson de la mesura p.

Demostracio. Per dualitat tenim

2
/ dee‘ ke HY k|l < 1,k(0) = 0},
0

. = 1
it {|[b]| ocr) : b = G} = sup {‘%

on F és la solucié de I'equacié b = G donada per la integral de Cauchy de G. Per la
formula de Green

L[ , 1 k()
i F 6 10 _ __/ r\<) 5
o, (e”)k(e™) db 27 e G(z) . dzdz

Per tant
. = 1 .
inf{bll - 0b = G} <sup{— [ 1GE)IK(:) dedy ke HY [k < 1},
D

Com que la mesura donada per dy = |G|drdy és una mesura de Carleson, i k € H*,
obtenim

/D G(2)|[k(2)] do dy < AN(u)|[k]ly < AN (),
fet que acaba la prova. Il
Proposicié 1.2.3 (Wolff). Sigui G(z) € C*(D) i acotada. Suposem que les mesures
donades per du = |G|* (1 — |2|) dz dy i do = |0G| (1 — |2]) dx dy sén mesures de Carleson.
Aleshores existeiz b € C(D) N CH(D) tal que b = G amb

1b]| ooy < C1N ()2 + CoN (o).
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Demostracio. Tenim
B 1 2
inf { b : 9 = G} = sup {‘2—/ dee‘ ke HY [k < 1,k(0) =0},
T Jo

on F és la solucié de I'equacié db = G donada per la integral de Cauchy de G. Com que
G € C}(D) i és acotada, llavors F' € C?(D) i F és continua en D.

Canviant F'(z),k(z) per F(rz),k(rz) on 0 < r < 1 podem suposar que F,k € C* en un
entorn de D. Aplicant la férmula de Green a les funcions u(z) = F(2)k(z) i v(z) = log ﬁ

obtenim

L2 1 1
— F(ek(e?)do = — | A(F(2)k(z))log — dx dy
2T 0 2 D ’Z’

_ 2 / k(2)0G(2) log — du dy + > / K (2)G(2)log — dedy = T + .
D T Jp

0 || E

Com que la mesura donada per do = |0G| (1 — |z|) dx dy és de Carleson obtenim
[I1] < C2N(0)|[k[l1 < CoN (o).

Passem ara a trobar una estimaci6 per I,. Posem k = % on k; € H'(D) sense zeros
i ||kj][i < 2. En efecte, sabem que k = Bh on B(z) és un producte de Blaschke i
h(z) € H'(D) sense zeros, aleshores definint k; := (B — 1)h i ky := (B + 1)h obtenim la
descomposicio.
Aleshores existeixen funcions g; € H*(ID) amb ||g;[|3 < 2 tal que k;(z) = g7(2), j = 1,2.
Aixi ) A

B / Ki(2)G(2) (1~ |z|>dxdy\ =z / 9i(2)g(2)G(2) (1 = |2]) da dy]

1/2
< (2 [gera-thdedy) " (2 [nGPGEE A - Fddy) =L

Com que la mesura donada per du = |G|* (1 — |z]) dz dy és una mesura de Carleson i les
funcions g; € H?*(D), llavors es compleix

I < (CN(p)llg;113)"? < V20 N ()2,

Per la identitat de Paley-Littlewood

/‘Vg] (1— \Z’)dxdy> /2 _ (% /O%‘gj(eig) — g;(0)? d@)l/z

que esta acotat per v/2||g;la. Per tant |I] < CyN(u)'/2, fet que acaba la prova. O
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A les segiients seccions necessitarem també les versions LP d’aquests resultats. Recor-
dem que donada una funcié ¢ al disc unitat, definim la funcié maximal no tangencial

(Mep)(e”) = sup |p(2)],

2€l(et?)

on['(e?) ={zeD:|e? — 2] < a(l —|z])} és el sector d'obertura a > 1 amb vertex en
el punt e”.

Proposicié 1.2.4 ([1]). Sigui 1 < p < 00, i sigui G una funcié de classe C* en D tal que
(a) G = 191, on M(p1) € LP(T), i la mesura

1
1 |* log g dx dy és de Carleson.

(b) OG = @athy, on M(py) € LP(T) i la mesura

1
|15 log ﬂ dz dy és de Carleson.
2z

Aleshores existeiz una funcio u de classe C' en D, continua en D tal que Ou = G i

21
/|mwwwsa
0

on C només depén de | M1y, || Mpal|, @ les normes de Carleson de les mesures de (a) i

de (b).

La prova d’aquest resultat donada en [1] és una variacié de anterior i no la detallem.
El segtient Lema és la versio per L? del criteri de Carleson d’existencia de solucions de
I'equaci6é 0b = g.

Lema 1.2.5. Sigui 1 < p < o0. Sigui G una funcio continua en D tal que G = pi), on
My € LP(T) i a més la mesura do = || dx dy és una mesura de Carleson. Aleshores
existeiz una solucié b € C1(D) N C(D) de I'equacié Ob = G tal que

A”wwwwsMwAwwwmwa

on A= {e? :9(2) #0 per algun z € T(0)}. Aqui, el sector T'(0) és el mateir que apareir
a la definicio de la funcié mazimal M.
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Demostracio. Sigui q 'exponent conjugat de p, és a dir, 1 < g < oo tal que 1/p+1/q = 1.
Per dualitat, es compleix que

_ 1 21
it {|[b||, : 8b = G} = sup {‘%/0 dee( ke Hi: Ikl < 1},

on F és una solucié de I'equacié OF = G i H{ denota el subespai de funcions f € HY tals
que f(0) = 0. Aplicant la férmula de Green, obtenim

2
i/ prds— - [ a)* gzaz
2m Jo

211 1< z

Aleshores
. = 1
inf{]|0]|, : 0b = G} < sup {;/ |G(2)||k(2)|dxdy : ke HY ||k, < 1}.
D

Donat que G = ¢, la desigualtat de Holder implica que

| eI drdy < </D'“”(Z)'pd">l/p( / k(2)rdo)

1 1/p
< Cllkl N (o) ([ lp(z)Pdo) ™,
D
ja que la mesura o és de Carleson. Ara, aplicant el segiient fet, s’acaba la prova.

Fet.
oc{zeD:|p(z)| > A}) < N(U)|{ei€ € A: Mgo(ew) > M. (1.1)

Seguirem la prova habitual d’aquest tipus de resultats en el semipla superior H. De-
notem per

R={zeH:|p(z)] >} n{z:4(z) # 0}
1 per
S={t: Mp(t) > A} n{t:¥(z) # 0 per algun z € T'(¢)}.
Aqui I'(t) denota el con {z =z +iy e H: |z —t| < (o — 1)y}.
Sigui z de forma que ¥(z) # 01 a més |p(z)| > A. Llavors M¢(t) > A en l'interval
I.,={teR:|t—Rez| < (a—1)Imz}. D'aquest fet es segueix que

Ulch.

zER
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Donat que S és un conjunt obert, es pot posar com unié d’una successié d’intervals dos a
dos disjunts {/;}, i denotem per ¢(I;) el centre de [;. Considerem les tendes 7; definides
per

I
ﬂz{z:x+iy€H:|x—c([j)|+y<|7J|}.

Es clar que R C U T;, 1 donat que la mesura o és de Carleson, deduim que
J

J

a(R) < ZU(Tj) < N(0) ) _|L;l = N(o)lS].

Aixo acaba la prova de (1.1), i per tant el Lema 1.2.5 queda demostrat. Il

1.3 Estimacions en el Teorema de la Corona.

El Teorema 1.1.1 assegura que donades funcions fi, ..., f, € H® amb || fj|joc < 1 per j =
1,...,n tals que inf,cp Z?Zl |fi(z)| > 6 > 0, es poden trobar solucions g, ..., g, € H®
de forma que

s g, < OO~ log(1/0).

amb C independent de n. Ara bé, no sabem que aquesta sigui la millor cota superior. En
particular, el seglient problema és obert.

Problema 5. Donades funcions fi,...,f, € H® amb ||fillco < 1 perj = 1,...,n
tals que inf.cp (327, |fj(z)|2)1/2 = 0 > 0 petit, quina és la millor costant K(9) de
forma que es poden trobar les solucions de la corona g¢q,...,9, € H™ que compleixin

sup,ep (30 lg;(2)12) " < K(6)?

El Teorema 1.1.1 déna la cota superior K(§) < C62 log(1/6). En aquesta secci6
donarem una cota inferior per la constant de la corona K (0) i mitjangant un argument
de Z. Slodkowsky (veure [34]), relacionarem aquestes constants amb el problema de T.

Wollt.

Anem ara a donar un exemple que prova que K (§) > C§~2.
Proposicié 1.3.1 ([34]). K(§) > (2v/26%)7L.

Demostracio. Per tot M € (1,00) i tot n € N, considerem les dades de la corona en el
disc unitat

[z = =2 fal) = = 2] <
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on r = r(n, M) és tal que r™ = 1/M. Clarament |f;(2)|* + |f2(2)* < 1. Sigui §2 =
inf.ep(|f1(2)|? +|f2(2)|?). Anem a veure que per n prou gran, 6, > 2v/2r". Primerament,
provem que si g1 f1 + gofo = 1 en D, aleshores ||g1||lso > V2M?2.

Denotem per rwg, rws, . . ., rw,_1 els zeros del producte de Blaschke v/2f,, on w; son
les arrels n-essimes de la unitat. Si 1 = g1 f; + g2 f2, aleshores

L= gi(rw;) fi(rw) = (1/V2)r" w,gi (rw;)
Per tant la funci6 h(z) = \/Lir"“gl(z), z € D resol el problema d’interpolacié h(rw;) =
w; 't peri=0,1,...,n—1. Es conegut que tota solucié d’aquest problema d’interpolacié
compleix ||| > 7177, és a dir ||g1 s > V22" (veure [11]).
Donem un altre metode que també prova que inf(||g1||eo + [|g2]|oc) = C'(r~™)%. Siguin

g1,92 € H* tals que f1g1 + fogo = 1. Com que f; té un zero d’ordre n + 1 en z = 0, es

compleix que
1

(92)”(0) = (E)”)(O)

Per la féormula de Cauchy, |(g2)™(0)] < n!||g2/|s0, aixi cal buscar una cota inferior per
|(1/ £2)™(0)|. Desenvolupant 1/ f, en serie de potencies, és facil comprovar que

n n'
1950 = €1

i d’aqui deduim que ||g2||oo > Cr—2".

Passem ara a fer una estimacié de les constants §,,, concretament que 8, > 2v/2r™.
Clarament

On 2 &n:= inf max(|fi(2)], | £2(2)])-

Com que ‘mlin |f2(2)] = \}_ ||1tn ;:;J|
que e, = mlnse[OI In ( )
fa(s) = (1/v2) max(s'*/" |s — 1/M|/]1 — s/M|) 0<s<1.
Tenim que lime,, = inf f(s) on
f(s) = (1/v2)max(s, |s — 1/M|/|1 —s/M|) ,0<s<1.

Consideracions geometriques senzilles mostren que f té un dnic minim al punt sy =

1/(M + +/M? —1). Per tant

|z" | = ¢"T1 en |z| = ¢, substituint s = ¢" obtenim

min f(s) > (2v/2M)!

Aleshores lim inf, 6, > lim, g, > (2¢/2M)~'. Per acabar, fixem 6 € (0,1), i escollim M
de manera que (2v/2M)~' = 6. Aix{ obtenim K (§) > (v/262)". O
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El segiient resultat, basat en una idea de Z. Slodkowsky (veure [34]), ens permet veure
que hi ha una relacié entre les constants optimes del teorema de la corona i el problema
g% de T. Wolff introduit anteriorment.

Teorema 1.3.2. Si (lsirr(l) 62K (8) = oo, aleshores existeizen funcions g, fi, f» € H®(D) de
manera que 0 < |g(2)| < |fi(2)| + [f2(2)] <1 ig* ¢ I(fr, f2)-

Demostracio. Per N =1,2,..., considerem els discos disjunts
Dy={z€C:|z-3N| <1}

Escollim nombres dy € (0, 1) de manera que J\}im on = 0. Aleshores, per hipotesis, podem

trobar funcions fiy, fon € H*(Dy) tal que

10y < (Lfiv()] + |fan(2)])* < 1/4

de forma que totes les solucions g1, g, € H®(Dy) de 'equacié g1 fiy + gafon = 1 com-
pleixen max; ||g;|lc > K (dn). Aixi, les solucions holomorfes g1, go de I'equacié

ox = fin(2)g1(2) + fan(2)g2(2) , 2z € Dy

satisfan max; ||g;]loc > (0n5)2K (dy).
Fet. Erzisteix ny > 0 suficientment petit de manera que si tenim funcions g, fi, fa, 91,92 €
H>(Dy) que satisfan

(a) lg = nlleo < Onm,

(b) ||fj _ijHOO S UNE j = 1727

(¢) 9° = fig1 + fage,

llavors max; ||g;|lc > C10% K (dn).

En efecte, si ny < 1, la condicié (a) implica que g no té zeros. Per tant

1= fig197 % + fogag? = fihy + foho,
on h; = gig~2, i = 1,2. Aixi, les funcions definides per

h.

J

hin = L+ hi(fin — f1) + ha(fon — fo)’

satisfan l'equacié hin fiy + honvfoy = 1. Per tant max; [|hjn|lec > K(dn). Com que
I fi — finlloo < miv, aleshores, si ny és prou petit, per j = 1,2 es compleix que ||hjy]|c <
2||hjlo- A més, com |g(z)] > dn(1 — nn), si per exemple ny < 1/2, obtenim que
K(6n) < 8max; ||g;]|dn°, que prova el fet anterior.
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Considerem ara el conjunt tancat i connex X C C obtingut connectant els discos
tancats Dy per segments tancats [3N + 1,3(N + 1) — 1]. Definim funcions continues
n:X — (0,00)ig*: X — C de forma que np, = v , §*|p, = 20y i interpolant
linealment en els segments de connexié. Definim també funcions f;, f5 : X — C, de
manera que f7|p, = fjn i les estenem linealment al llarg dels segments de connexio.
Aleshores

2lg°(2)| < iR+ 12 ()] < 1/2.
Considerem una banda B que contingui a X. Llavors, per una versié del teorema d’apro-

ximaci6 de Carleman donada per Nersesyan (veure [30], o també [12]), existeixen funcions
holomorfes f1, f2, g € H®(B) tals que per j = 1,2

9(2) =" () <n(2)lg"(2)l, [fi(2) = f7(2)] <nm(2), z€X.

Si escollim els 7y de forma que 0 < ny < 0y, aleshores ny < £(|fin(2)] + | fan (2)]) Per
z € X, és adir

1) < A+ 15D
Com que
)]+ 1f5(2)] < %(\fl(Z)! + [f2(2)]),
obtenim que per z € X es compleix

l9(2)] < (L +n(2))lg*(2)] < 2/3([/1(2)] + [ f2(2)])

Llavors podem considerar un subdomini B; simplement connex de la banda que contingui
a X de forma que per z € B; es compleixi

0 <lg()| <[hH ()] +[fa(2)] < 1.

Aleshores, si existeixen funcions g, g, € H(By) tals que g*> = g1 f1 + g2 f2 en By, tenim
max; ||g;|pyllec = CO% K (0n). Aleshores, per hipotesis, o bé g1, 0 bé g2 no estan acotades.
Com que B; és conformement equivalent al disc unitat, la prova acaba. Il

1.4 L’equacié de Bezout en H?

Per 1 < p < o0, considerem 'espai de Hardy H?, és a dir l’espai de les funcions analitiques
f en el disc unitat que compleixen

27 ) de
wp/mew—:wm<m
0

0<r<1 27
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Es ben conegut que una funcié analitica f pertany a ’espai de Hardy H? si i només si la
funcié maximal no tangencial

M f(e”) = sup{|f(2)| : = € ()},

on I'(6) és I'angle de Stolz amb vertex en el punt e, pertany a 'espai de Lebesgue LP(T).
Aqui, T denota el cercle unitat. Recentment, diverses versions per H? del Teorema de la
Corona s’han considerat. Donat 1 < p < +o00 podem estudiar 'existencia de solucions
a lespai de Hardy HP. Es a dir, donades funcions fi,...,f, € H*, volem coneixer
la condicié precisa que han de complir les funcions f; per tal que existeixin solucions
g1, - -, 9n € H? de 'equacio de Bezout

L= figi +- + fuGn (1.2)
Si denotem per |f|* = Z |fiI?, i per |g* = Z |g;|?, llavors de l'equaci6 (1.2) es dedueix
=1 j=1

Ji =
que 1 < |f||lg|. Per tant, la condici6 gy, ..., g, € H? implica la condici6 necessaria
M(|f|™") € L(T). (1.3)

Observem que per p = 0o, aquesta és la condicié de la Corona. Ara bé, com es pot veure
en [1], per 1 < p < o0, aquesta condicié no és suficient en general. De fet, en [1], E.
Amar, J. Bruna i A. Nicolau donen per cada £ > 0, funcions fi = fi(€), fo = fa(e) € H*®
amb M(|f|72%¢) € LP(T) perd de forma que 'equacié (1.2) no té solucions gy, g, en H”.

Ara bé, no es coneixen exemples de funcions f1,..., f, € H* complint la condici6
M(|f]7%) € LP(T) sense solucions de I'equacié de Bezout en HP. Aquesta és la qiiestio
que plantejem a continuacié i que no hem sabut resoldre.

Problema 6. Donat 1 < p < oo i funcions fi,..., fn € H*, la condicio
M(|fI7*) € L(T)
implica 'existéncia de solucions g1, ...,g, € HP de 'equacio

1= figr+-+ fagn ?

Observar que aquest problema també té una generalitzacié molt natural que donem
tot seguit.

Problema 7. Donat1 < p <oo, h € HP, f1,..., f, € H™®, és cert llavors que la condicio
M(h|f|7*) € L¥

implica ’existéncia de solucions en HP de l'equacid h = fi + -+ fngn ¢
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De fet, per p = oo, la formulacié anterior no és res més que el problema f? de T. Wolff.

Tot seguit anem a donar una serie de resultats coneguts sobre aquest problema.

1. En el casn =2, si un dels dos generadors f1, fo és un producte de Blaschke d’inter-
polacid, llavors la condicié M(|f|~') € LP(T) ja és suficient.

En efecte, si f; és un producte de Blaschke amb zeros (z,),, la qiiesti6 és equivalent
al problema d’interpolacié de trobar g, € H? tal que

1
g2(zn) = IR (1.4)

En efecte, 1 — fogo pertany a HP i s’anul.la en els punts z,. Per tant 1 — fogo = fig1
amb g; € HP i aixo resol l'equacié (1.2). Aix{ doncs, és suficient resoldre el problema
d’interpolacié (1.4). Ara bé, si f; és un producte de Blaschke d’interpolacié, el problema
d’interpolacié té solucio si i només si

1
2 Tt~ el < oo

(veure [7] o [33]). Sigui d, la Delta de Dirac en el punt z,. Donat que > (1 — |z,|)d, és
una mesura de Carleson, llavors la hipotesis M (|f|™!) € L? implica la condicié anterior.

El segiient resultat, ja mencionat anteriorment, és un exemple de E. Amar, J. Bruna
i A. Nicolau.

2. Per1 <p<ooie>0, existeixen funcions holomorfes acotades f, fo, amb
M(|f|7**%) € LP(T) de forma que no ezisteizen funcions gi,go € HP que compleizin
fig1 + fage = 1.
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3 (K.C. Lin, [23]). Per tot e > 0, la condicié M(|f|™%) € LP(T) implica 'existéncia de
solucions en HP™¢.

dp(a)

1
Si tenim una mesura positiva p en [0,1) que compleix la condicié / < 400,
0

recordem que llavors hem definit la funcié

f(x) :/0 z*dp(a) , > 0.

En [1], E. Amar, J. Bruna i A. Nicolau proven el segiient resultat

4. Siguin fi,..., fn € H™ tals que |f|*> > 0. Siguin u , i com abans. Si es compleiz la
condicio
M(l L )emm)
TER(P) ‘

Llavors existeixen solucions gy, ...,g, € HP de l’equacio figr + -+ fugn = 1.

En particular, donat € > 0, si prenem com a p la Delta de Dirac en el punt ¢ € R,
obtenim que la condicié M (|f|~27¢) € LP(T) és suficient. Prenent com a du(a) = a'*eda,
obtenim la segiient condicié més fina.

Corol.lari 1.4.1. Siguin fi,..., f, € H*® amb |f|* > 0. Si hi ha € > 0 tal que
1 24-¢
£
Aleshores existeizen gy, ...,g, € HP tals que figi + -+ fogn = 1.

La prova d’aquest 1ltim resultat, esta basada en la versio per L? del criteri de Wolff de
resoluci6 de I'equacié 0 donada en la seccié anterior, i en un resultat que ajuda a verificar
que certes mesures son de Carleson. Com que en farem s més endavant, ’enunciem tot
seguit.
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Lema 1.4.2 ([1]). Siguin p , fi com abans. Si g € BMOA, llavors

|gl|2~ 2 2 d d
|g|2u(|g| ) (1 —[2]) dz dy

és una mesura de Carleson amb norma de Carleson acotada per K||g||., K depenent de
p.

Aqui, I'espai BMOA consisteix en les funcions g € H?(D) de forma que |¢'(2)]* (1 —
|z|) dx dy és una mesura de Carleson.

Donat ¢ > 0, prenent di = o' da obtenim el segiient resultat:

Corol.lari 1.4.3. Sigui g € BMOA. Llavors, per tot € > 0, la mesura

9|
lg|? |log |g][>**

(1= [2[*) dz dy

és de Carleson amb norma acotada per K.||g||..

Veurem ara que la condicié suficient del Corol.lari 1.4.1 per a 'equacié de Bezout en
H? es pot millorar.

Teorema 1.4.4. Siguin fi,..., fn, € H® tals que 0 < |f| < e'. Si hi ha e > 0 tal que

1 3/2+e
M(%) e LP(T)

Aleshores existeizen solucions ¢, ..., g, € HP de l'equacio fig1+ -+ fugn = 1.
Abans de donar la prova d’aquest Teorema, necessitarem uns resultats previs.

Lema 1.4.5. Siguiu € C*(D) subharmonica i negativa. Aleshores per tott > 0, la mesura
donada per

d\(z) = e Au(z) (1 — |z]) dz dy
és una mesura de Carleson amb norma de Carleson acotada per Ct=1,

Demostracid. Sigui h € H?(D), aleshores per t > 0 es compleix
A(|h|?e™) = 4|0/ 2™ + |n|* Ae™ + 8Re (O(|h|*)De™)
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= 4|1/ [Pe™ + |h|*(48?|0u)?® + tAu)e™ + 8te“Re (hdhou)
= t|h]2e™ Au + €™|20h + 2thou|* > t|h|*e™ Au.
Llavors obtenim

[ Pe sty (1= ) dedy < 1 [ AQH)PE) (1= 2D dady,

que per la férmula de Green, esta acotat per
1 2m
2 [ bt < e,
oD

que esta acotat superiorment per 27t ~||h]|3, ja que al ser u negativa, llavors |||, < 1.
Aix0 ultim prova el resultat. O]

Aplicant aquest darrer lema a la funcié u = — log | log | f||, obtenim el segiient resultat.

Lema 1.4.6. Si 0 < |f| < e}, llavors per tot € > 0, la mesura

SIS P = 1001
|f[* [Tog | f]]**2

és una mesura de Carleson amb norma acotada per Ce™1, on C' és una constant absoluta.

(1 —12]) dz dy

Lema 1.4.7. Per 1 <k <n, es compleiz

ST = BB <P = 03P

j=Lj#k

Demostracié. Com que O(|f[*) = >77_, fifj, an caleul simple, separant I'index k dels
altres, mostra que

PR = 10052 = 2 (LRI + LAPLGE = 2Re (Rfifif)
Jj#k
+OCIEBD S IED = 1D LI
J#k J#k Jj#k
Com que

|frfi — J"ﬁkfj'-|2 = iP5+ |fk’2|fﬂ2 —2Re (J?kféfjf;);
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i per la desigualtat de Cauchy-Schwarz

OB OB = 1D fA12 =0,

7k 7k 7k
obtenim la desigualtat desitjada.
]
Prova del Teorema 1.4.4. Sigui
_ Gk = ;0 k=1
%’-W » Uik = @09 7,8 =1,...,N.
Un calcul déna que ~
17 _
G, = W > At = Ff).-
1k
Ens interessara el tamany de G, que estimarem utilitzant el Lema 1.4.7.
1/2
_ vz _ (P = 10011
Gl < A O 1ffi = FefiP) < ( ) - (1.5)

Com és usual, farem s d'un argument de families normals considerant dilatacions, i
suposarem que les funcions f; sén regulars en un entorn del disc tancat. Per raons
tecniques, denotarem les funcions i les seves dilatacions pel mateix simbol. Suposem que
per j,k =1,...,n podem resoldre les equacions 0

Ohjx = G, (1.6)

amb ||Ajpllrry < M. Aleshores les funcions g; = @; + > (hjr — hy;) fr. compleixen
dg; =0 per j=1,...,niamés satisfan 'equaci6

> gifi=1.
j=1

Per tant, només cal provar que les equacions (1.6) tenen solucions en LP(T). Hem de com-
provar que G, compleix les hipotesis de la versié L? del criteri de Wolff. Per comprovar
la condici6 (a), posem Gji = ¢191, on

C. _
@:% L= () PG
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Aqui, C.(f) = |log|f||>/***. Per hipotesis, es compleix que M (¢1) € LP(T), i per (1.5)

obtenim ol i 1o
LFIELF =[O0 f )]
| f1*[log | f]|3+2

Llavors, pel Lema 1.4.6 , la mesura |1 |* (1 — |z|) dz dy és una mesura de Carleson.

Per comprovar la condici6 (b), tenim 0Gji, = ¢athe, on ¢o = | f|72C(f) 1

CLOUIPGa = LRI = 10
=m0 T T Eey)

Per hipotesis, M (¢2) € LP(T), i hem de comprovar que la mesura |¢)s| (1 — |2|) dz dy és de

Carleson. Pero ) . i
10(1f1°)1G jx] N [P — 1001

| ]? <

|| < 2

Ce(f) LfI*C(f)
Per tant, pel Lema 1.4.6, només cal comprovar que la mesura
0111 1G]
AT TR g
Nlog 7lprzee Dy

és de Carleson. Ara bé, aplicant la desigualtat (1.5) i el Lema 1.4.7 obtenim

AL (IFRLE = 100 12)R)
[T Tog [FP72+

1/2

2(C(M)) AN NNGwl < 2

/P L WPIP =100/ P)P

<

~ ISP [log | f][>+ |fI* [log | f|[*+
Aixi, aplicant el Corol.lari 1.4.3 i el Lema 1.4.6 obtenim que la mesura |i)s| (1 — |z|) dz dy
és de Carleson. Aixo acaba la prova del Teorema. n

El segiient resultat és una generalitzacio de ’anterior, i també del resultat de K.C. Lin
donat en la introduccié d’aquest capitol (Teorema 1.1.3).

Teorema 1.4.8. Per 1 < p < oo, sigui g € H*™®. Siguin fi,...,f, € H™ tals que
0<|f|<e™. Sihihae>0 tal que

M (sl g f11777) € £7(T),

llavors existeizen funcions qi,...,g, € HP tals que

g=figi+ -+ fugn.
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Demostracio. Seguint la prova anterior, definim ¢; = fj\f|_2 1 Hj, = ggpjégpk, per j,k =
1,...,n. Observem que Hj, = gGji, on la funcié G, esta definida igual que en la prova
del Teorema anterior.

Si resolem les equacions Ohj, = Hj; amb estimacions en LP(T), llavors les funcions
g; = 9¢; + Y p_i(hjr, — hij) fi, resolen el problema. A efectes de notacié, denotem G, per
G, i Hy, per H. Per resoldre les equacions 0, aplicarem la versié LP del criteri de Wolff
de resolucié d’equacions 9 (Lema 1.2.4). Si seguim la prova del Lema 1.2.4 (veure [1]), és
suficient provar que H = @i, amb M(p) € LP(T), de forma que la mesura

W11 = |2]) da dy

sigui de Carleson, i que a més, per tota funciéo k € H?, on q és 'exponent conjugat de p,
es compleixi

/D\k(Z)HaH(Z)\(l = [2*) dw dy < C'|[k]| a. (1.7)

Sigui H.(|f]) = % El metode utilitzat en la prova del Teorema anterior prova

que les mesures
[HIf)GI? (L= [2])dedy i [Ho(|f))OG| (L — |2]) dz dy

son mesures de Carleson. Per tant, podem escriure H = 1) amb ¢ i ¢) complint les con-
dicions demanades. Aixi només queda provar que es compleix la condicié (1.7). Ara
bé, OH = ¢'G + g0G. Sigui du = H.(|f|)|0G| (1 — |z|*)dxdy. Com que |gOG| =
o H (| f])|OG|, on @2 = |g|/H:(|f]) té funcié maximal a LP(T), es compleix

/D Ik(2)]|90G(2)| (1 — |2[2) dz dy < ( / k[ dpr) / alP dpe) 77 < ClM () 1o [ e,

jaque M(k) € LYT), i M(pq) € LP(T), i p és de Carleson. Aixi, només ens queda provar
que

/lk Mg ()G ()| (1 = |2*) da dy < C|1k]| .
Sigui A={zeD:|g(z)| <|f(2)]°}. Com que

(S PLAZ = 1o0£1%)1%)
ik ’

G? <

llavors, per z € A obtenim que




Per tant, com que tota funcié k € HY, és de H', i les mesures de Carleson operen sobre
les funcions de H', obtenim

/A|/f(2)| |9'(2)G(2)| (1 = |2*) dw dy < Cllkllzr < CllKl| 1,
lg'f*

91
Sigui ¢(2) = |g(2)|(H(]f(2)])) !, llavors obtenim que

ja que com que g € H*, la mesura (1 —|z|) dz dy és de Carleson.

/D OIS ECE 0 =) drdy

esta acotat superiorment per un multiple fix de

g FOICER, o
/D\A"“("‘”“”(Z)ﬁg(z)P T 7P Jtog |z prve) (L 12F) dwdy

que, com que per z € D\ A es compleix que |log|g(z)|| < 5|log|f(2)|]|, esta acotat

superiorment per
[ + [ FEe)dmn (),

)P e
(2 = o og gy e (L 1D drdy:

(ISP = 1005 1) 1)

on les mesures

dpnlz) = (1= |+ do dy,
| f1*]log | f| [*+e
sén mesures de Carleson. Com que k € H?1 (z) té funcié maximal a LP(T) per hipotesis,
obtenim el resultat desitjat. L

En la seccié anterior, en 'estudi del problema f? de T. Wolff, hem vist que sabiem
resoldre el problema sota alguna hipotesi suplementaria en 1’ideal generat per fi,..., fa,
com per exemple, que 'ordre de I'ideal sigui finit per tot zero de I'ideal, condicié equivalent
al fet que l'ideal generat per fi,..., f, contingui un producte de Blaschke de Carleson-
Newman. En el cas de I'’equacié de Bezout en H?, es déna un fenomen similar i es té el
seglient resultat.
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Teorema 1.4.9. Siguin fi,..., fn, € H*™, i considerem lideal I = I(fy,..., fn). Suposem
que ord (I,m) < oo per tot m € Z(I). Llavors, per 1 < p < oo, la condicié M(|f]72) €
LP(T) implica lexisténcia de solucions gy, ..., g, € HP de l'equacié fig1+ -+ fugn = 1.

El seglient Lema, degut a R. Mortini, P. Gorkin i A. Nicolau, veure [14], és un punt
important per a la prova.

Lema 1.4.10. Sigui (2,) una successié de Carleson-Newman. Fiz 0 <n <1, sigui

U= U D(zp,m).

n=1
Denotem per Wy la funcio caracteristica de U. Aleshores, per tot producte de Blaschke

d’interpolacio B, la mesura

| Bl
Uy dx dy
| Bl

és de Carleson.

Prova del Teorema 1.4.9. Pasl. Podem suposar que tots els generadors sén productes de
Blaschke de Carleson-Newman.

En efecte, la hipotesis ord(Z,m) < oo per tot m € Z(I), és equivalent al fet que I conté
un producte de Blaschke de Carleson-Newman, veure per exemple [38]. Denotem per
by aquest producte de Blaschke. Siguin h; = by + €f;. Sigui S el conjunt de parts de
Gleason trivials de H*>°. Com que els productes de Blaschke d’interpolacié no s’anul.len
en S, tenim que si € > 0 és prou petit, existeix § > 0 tal que |h;| > 0 > 0. Ara bé,
V. Tolokonnikov ([38]) va provar que les funcions de H* que estan acotades inferiorment
a S sén necessariament un producte de Blaschke de Carleson-Newman per una funcio
invertible. Per tant, existeixen productes de Blaschke de Carleson-Newman b; i funcions
F; € (H®) ! tals que hj = b;F; , (j =1,...,n). Per tant

[(fla"'>fn):[(b07b17"'7bn)'

Sigui |b|? = Z |b;]*. Observem que

M(|b|~2%) € LP(T). (1.8)
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En efecte, com que |f;|*> < C(|hj]* + |bo|?), del fet que h; = b;F; amb F; € (H>)™!
deduim que

2= IfP <
j=1

Aixi M(]b|72) € LP(T) ja que M(|f|~?) € LP(T), i (1.8) queda provat.

Pas2. Per j,k =0,...,n, siguin

‘u;ﬂl

=

Com ja hem vist anteriorment, és suficient provar que per j,k = 0,...,n, les equacions
Ohjir = Gy, tenen solucions amb ||hx| r(ry < M. Fixem j, k i posem G = G,j,. Denotem
per (z,) els zeros del producte de Blaschke de Carleson-Newman by del Pas 1. Fix 0 <
e < 1, prenem una funcié a € C*(D) amb 0 < a < 1 de forma que a = 1 en els discs
D(zp,e) ={z:p(z,2,) <e},a=0en {z:p(z,2,) > 2}, iamés que (1 —|z])|Va(2)]
sigui acotat. Observar, que en general, els discs D(z,,¢) no sén dos a dos disjunts.
Sigui U = U D(z,,2¢). Ara, posem G = G1 + Gy, on G7 = Ga, Gy = G(1 — a).
n=1
Per resoldre 'equacié 0h = G, és suficient resoldre les equacions Oh = G i Oh = Gb.

Per resoldre aquestes equacions, farem 1s de la versié per L del criteri de Carleson (Lema
1.2.5) en el primer cas, i la versié LP del criteri de Wolff (Lema 1.2.4) en el segon.

Per resoldre 'equacié Oh = G, posem Gy = ¢, on ¢ = |f|721i ¢ = |f]*?Gi. La
condicié6 M (¢) € LP(T) es compleix per hipotesis. Un calcul elemental ( veure [11], pg.
330 ), o també aplicant la desigualtat (1.5) i el Lema 1.4.7 déna

Do 1Y
|? < coa® S
Z?:o ‘bl|2

Llavors,

2o b1l _ b1l
] < eSS <
Zl 0|bl| Z |bl

Donat que els b; son productes de Blaschke de Carleson—Newman, existeix un nombre finit
de productes de Blaschke d’interpolacié B; (I =0,... L) tals que

/
Y] < Claz ‘—l
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Com que la funcié a s’anul.la fora de U, del Lema 1.4.10 obtenim que

| dx dy

és una mesura de Carleson. Aixi doncs, aplicant el Lema 1.2.5 s’obté una soluci6 de
I'equacié 0h = G1 amb M (h) € LP(T).

Per resoldre I'equacié 0h = Gy, posem Gy = |b|72p;. Com que by és un produc-
te de Blaschke de Carleson-Newman amb zeros (z,), es compleix que |by(z)| > c(e) si
p(z,{z,}) > €. Llavors

[n]* (1 = |2]) dady < % DB (1~ [2]) dedy,
=0

que és una mesura de Carleson.

Analogament, podem posar 0Gy = |b| %)y, i fent servir el fet que (1 — |z|)|Va(z)| és
acotat, obtenim que

[¥2] (1 — |2]) d dy

és una mesura de Carleson. Com que M(|b|~2?) € LP(T), es compleixen les hipotesis de la
versié LP del criteri de Wolff ( Lema 1.2.4 ), i per tant podem resoldre 1'equacié 0h = G+
amb estimacions LP. Aix0 acaba la prova. m

Acabarem aquesta seccié donant una condicié analitica sobre els generadors que ga-
ranteixin una resposta positiva al Problema 6. Per aixo, sigui

DN = el (58] L

(dE)F N+ &2
la k-essima derivada pseudohiperbolica d'una funcié f € H * (k =0, 1,2 ..). Per
exemple, per k = 1, obtenim D'(f)(2) = (1 — |2]*)f'(2). Si f = (f1,..., fn) € (H®)",

llavors denotem per
n 1/2
D= (D 104
j=1

Com ja hem comentat diverses vegades, V. Tolokonnikov va provar que la hipotesis
Zf:o |IDIf| > 6 > 0 per algun k € N, és equivalent al fet que l'ideal I = I(fy,..., fn)
contingui un producte de Blaschke de Carleson-Newman. Llavors ord(Z,m) < oo per tot
m € Z(I). Aixi obtenim el segiient resultat
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Corol.lari 1.4.11. Sigui f = (f1,..., fn) € (H®)™. Suposem que per algun k € NU{0} es
compleiz 31 | D' f(2)| > 6 > 0, per tot z € D. Aleshores, la condicié M(|f|72) € LP(T)
implica 'existéncia de solucions gy, ..., g, € HP de ’equacio

figr + .. fagn = 1

1.5 Clausures d’ideals

J. Bourgain, veure [2], va construir productes de Blaschke B;, B, en 'exemple de K. Rao
de forma que la funci6 ByBs no pertany a la clausura en norma de l'ideal generat per
B2, B2 denotat per I(B?, B?). Per tant, la condicié

gl <CY ISl (1.9)
j=1

encara no és suficient per assegurar que la funcié g estigui a la clausura en norma de
I'ideal I generat per f1,..., f,. Per altra banda, també prova que si enlloc de la condicio
(1.9), imposem la condicid

9(2)] < a(lfi(2)] + -+ [ful2)]),

per tot z € D, on « és una funcié positiva que compleix

lim @ =0,
t—0 ¢

llavors podem concloure que la funcié g pertany a la clausura en norma de 'ideal I.

La corba de nivell d'una funcié analitica i acotada és, en general, no rectificable. Ara
bé, donada una funcié analitica i acotada f, L. Carleson va construir un sistema de corbes
rectificables de forma que la mesura lineal sobre el sistema és una mesura de Carleson, i
que actuen com a conjunts de nivell, en el sentit que separen els conjunts on |f| és petit
dels conjunts on és gran.

Per a la prova del resultat citat anteriorment, J. Bourgain utilitza un refinament de la
construccié de Carleson, que enunciem tot seguit, i que ens sera d’utilitat més endavant.

Proposicié 1.5.1 (Bourgain). Sigui B un producte de Blaschke. Donat ¢ > 0 ezisteix
un congunt obert R en el disc D tal que OR és unio de corbes rectificables i a més

(i) |B(z)| <esizeR,

(i) |B(z)| > d(e) si z€ D\ R,

(i) N(Xor) < C,

on 6(g) només depén de e (no de B), A\gr €s la mesura lineal en la vora de R, i C' denota
una constant universal.
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L’aportacié de J. Bourgain a la construccié de Carleson es troba a la part (iii), ja
que la construccié original inicament permetia trobar cotes de l'estil N(Agg) < e~4, on
A>0.

De forma analoga a problemes anteriors, és interessant estudiar condicions sobre I'ideal
I que impliquin la suficiéncia de la condici6 (1.9). El nostre segiient resultat ens diu que la
condici6 (1.9) és suficient si 'ideal I conté un producte de Blaschke de Carleson-Newman.

Recordem que un producte de Blaschke amb zeros {z,} és un producte de Blaschke
de Carleson-Newman si la mesura

S [z,

n

és una mesura de Carleson. Aqui J,, denota la Delta de Dirac en el punt z,.
Equivalentment, un producte de Blaschke B amb zeros {z,} és un producte de Blaschke

de Carleson-Newman si i només si per tot € > 0, existeix n = n(e) > 0 de forma que
Z— Zn

|B(2)| > n per tot z tal que i%f | | > e.

1— 2,2

Teorema 1.5.2. Siguin fi,...,f, € H®. Suposem que lideal I(fi,...,fn) conté un
producte de Blaschke de Carleson-Newman. Aleshores, lideal J(f1,..., fa) esta contingut
en la clausura en norma de I(f1,..., fn).

Aquest resultat ha estat també provat per P. Gorkin i R. Mortini (veure [15]). Ara
bé, les tecniques utilitzades sén completament diferents. El seu metode esta basat en
propietats subtils de I'espai dels ideals maximals de H*°, mentre que nosaltres fem s
d’una variacié deguda a J. Bourgain de les tecniques 0 utilitzades en la prova del Teorema
classic de la Corona.

Per a la prova d’aquest Teorema necessitarem fer iis d’un resultat d’aproximacié degut
a J. Garnett i B. Dahlberg (veure [8]).

Proposicié 1.5.3 (Garnett,Dahlberg). Sigui v una funcid harmonica i acotada en el
disc unitat D. Per cada € > 0, ezisteiz una funcié p(z) de classe C* en D de forma
que |o(z) —u(z)| < e @ tal que v = |Vy|dxdy és una mesura de Carleson amb norma
N(v) < Cye™ !, on Cy és una constant absoluta.
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Prova del Teorema 1.5.2.

Com ja hem vist altres vegades, podem suposar que l'ideal I = I(fy,..., f,) esta
generat per n+1 productes de Blaschke de Carleson-Newman by, . . ., b,. Per tant, suposem
que f,bg,...,b, € H> satisfan

A<D Ihit2)

per tot z € D. Fixem ¢ > 0 i denotem per Dg(z,7) = {w : p(z,w) < r}. Donat que

bg, . .., b, sén productes de Blaschke de Carleson-Newman, per 7 = 0,...,n, es compleix
[b;(2)] = ¢;(€) si Z¢UDH 21.5,€) = Ry, (1.10)
bj(2)] <e si z€R;. (1.11)

Aqui, la successié {z,; :n=1,2,...} denota la successié de zeros de b;. Sigui
n

d =0(e) = min ¢;(e), i denotem per R = ﬂ R;. Aleshores, de (1.10), (1.11) obtenim

0<j<n
Jj=0

Z|b )] >0 per zeD\R, (1.12)

Z|b )< (n+1)e per z€R. (1.13)

Sigui 7 > 0 un nombre petlt que precisarem posteriorment, i apliquem la Proposicié 1.5.3
a cada una de les funcions b;. Aixi, obtenim funcions v; de classe C* en D tals que, per
tot j =0,...,n, es compleix

bj(2) —vi(2)| <7 , z €D, (1.14)

N(|Vvj|dzdy) < CT7!
Per 0 < 7 < n definim

n -1
g; = @(Z@‘@) XD\R>
=0

on g denota la funcié caracteristica del conjunt E. Llavors
1— Zgjbj =xgr 1amés ijégj = —Oxr. (1.15)
— —
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Considerem solucions hjj (j,k =0,...,n) de les respectives equacions 0

Ohji = fg;09x (1.16)
i solucions a; (j =0,...,n) de les equacions 9
_ - -1_
daj = f@(Z%@) OXr (1.17)
k=0

i suposem, momentaneament, que > [|hjkl[ze < Cique Y |a;l|r~ és petit. Definim,
per j =0,...,n, les funcions

hj = fgj + Z(hjk - hk])bk + a;. (1.18)
k=0

Per construccié . .
f= Zhjbj = fXxr— Zajbj
§=0 j=0
Llavors

If — Zh byl < Ce(n+1) + Z ]| zoe. (1.19)
7=0

Ara comprovarem que les funcions h; sén analitiques. Per (1.15),(1.16), (1.17) i (1.18),
es compleix

5hj = fégj + f Z(gjégk — g;ﬁgj)bk —+ 5(1j

k=0

= fdg;xr + fy; Z bedgr + O

k=0
= —fg]6XR + 5aj = 0.
Aquest és 'esquema que J. Bourgain utilitza a [2]. Escollim 7 < m(p. Ara, trobarem

solucions de les equacions (1.16) i (1.17) amb normes L convenients. Donat que per
(1.14), es compleix

|f9J|<CZ|bk (16 +7) X:Ibkl2 (N +1)7)"xo\r

i com que § < Z |bi| fora de la regié R, deduim que Y, [by]? — (n+ 1)7 > 35, |bxf?, i
k

per tant
195l <C, 0<j<n,
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amb C' independent de §. Un calcul déna

dg; = Ov; ( Z bkvk> _IXD\R — Tj ( Z bkgvk) < Z bk“k) XD\R
k k
—0; ( Z ka_k> _15XR7
p

d’on deduim que la mesura | fgj59k| dx dy és una mesura de Carleson amb norma de
Carleson
N(|f9;0gxldxdy) < 5N |Vogldady) + 67" N(Aor).
k
Ara, com R = (;U, Dr(2,5,¢) i com que les mesures p; = 3, (1 — |2,;|*)d; sén mesures
de Carleson, deduim que
N(Xsr) < C(n,e).

Aixi, aplicant el criteri de Carleson de resolucié d’equacions d (Proposicié 1.2.2), podem
concloure 'existencia de solucions hj;, de les equacions (1.16) que satisfan

||hijLoo(']1‘) S 07_15_2.

Estudiem a continuacié les equacions (1.17). Donat que Oy esta suportat en OR, i tenim
que a OR es compleix que |fv;(3 brvr) 1 < C, obtenim

N(fuv; Zbkvk YOxr) < ON(Mogr) < C(n,¢)

on C(n,¢e) tendeix a zero quan ¢ tendeix a zero. Aplicant una vegada més la Proposicié
1.2.2, obtenim solucions a; de les equacions (1.17) amb ||a;||z(r) tant petita com es
desitji. En particular, tenim

1hjllee < C(n)d~,
i||f =270 hjfillo POt ser arbitrariament petit. Aleshores
diStHoo (f, I) = O,

acabant la prova.

El nostre segiient resultat ens diu que per 1 < p < oo, la condicié (1.3) és suficient
per concloure que la funcié 1 es troba en la clausura en H? de l'ideal I(fi,..., f,). Per
tant, en el contexte dels espais de Hardy H? no es pot trobar un analeg de ’exemple de
Bourgain.
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Teorema 1.5.4. Siguin fi,..., fn, € H®. Sigui g € HP, 1 < p < oo tal que

M(g/|f1) € L(T).

Llavors, donat v > 0, existeixen funcions gy, ..., g, € HP tals que

lg = (figr + -+ fagn)llp <7

El segiient Lema (veure [9]) és ben conegut, i permet veure que és suficient provar
el Teorema en el cas que els generadors f; siguin productes de Blaschke finits amb zeros
simples, sempre que les estimacions obtingudes no depenguin del nombre de zeros.

Lema 1.5.5 (Carathéodory). Sigui f una funcidé analitica en el disc unitat D i continua
en el disc unitat tancat D. Suposem que 0 < |f(2)| < 1 si |z| = 1. Considerem el conjunt
E ={z e T : |f(2)] < 1}. Llavors existeix una successiéo de productes de Blaschke
finits {B,} amb zeros simples tals que |B,(z)| convergeix uniformement a |f(2)| sobre
compactes de (D \ E), i a més B,(z) convergeir uniformement a f(z) sobre compactes de

D.

Prova del Teorema 1.5.4.

Mitjancant un argument estandard de families normals, podem suposar que les fun-
cions g, f1, fo sén analitiques en un entorn del disc unitat tancat. Per simplicitat, su-
posarem que n = 2 i que || fjllc < 1, j = 1,2. L’argument de families normals permet
posar f; € H* com un producte f; = B;F; on B; és un producte de Blaschke i F} és
una funcié invertible de H* amb |F};| < 1. El resultat d’aproximacié del Lema 1.5.5 ens
permet obtenir la Proposicié 1.5.1 per funcions de la bola unitat de H*. Aplicant la
Proposicié 1.5.1, donat € > 0 obtenim regions Ry, Ry i nimeros d;(¢),d2(€) > 0 tals que
1fi(2)] < esize Ry, |f(2)] > d6(e) size D\ R;iamés N(Aogg,) < Cy, per j = 1,2.
Sigui 0 = 0(g) := min(d1(g), d2(¢)) 1 considerem la regié R = Ry N Ry. Llavors es compleix

|f1(2)] + [f2(2)| < 2¢ siz€R, (1.20)
1)+ |f2(2)] >0 sizeD\R, (1.21)
N(Xor) < C. (1.22)

Per la Proposici6 1.5.3 existeixen funcions vy, vy € C*(D) tals que

0z~ fie)l < o8 zeD, (1.23)
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N(|Vvj|dzdy) < cod2. (1.24)
Per 5 = 1,2, definim
hi = 0;(f101 + fa2) " 'Xp\R»

Havors 1 — (hyf1 + haofe) = xgr 1 també f@hl + f20hy = —Oxg. Considerarem funcions
a12, ao1, by, by que verifiquin les equacions 0

_ _ _ Vs _ ‘
aj, = ghydhy , Ob; = mam k=12 (1.25)

amb |[|a;x||Lr(1) acotada, per j,k = 1,2, i ||b;||Lr(r) petit. Llavors, les funcions

g1 = ghi + (a12 — ag) fo + by
go = gha + (a1 — a12) f1 + by

sén analitiques. Per tant, la funcié F = g — (fig1 + f292) és analitica i compleix que
F =gxg— b1 fi — bafs. Ara, es compleix

|M(gxr)||Lrcry — 0 quan e — 0

ja que |g|xr < 25%)(3, i per hipotesis M(fﬁ) € LP(T). Aleshores

[ E | zeery < M (gxr)llzecry + 1101l ocry + |02l 2o (r).-

Per tant, només cal provar que existeixen solucions a;j, b; de les equacions (1.25) amb
|aij|| () acotada i amb ||b;||z»(ry tant petit com es desitgi. Per provar que les solucions
a;x existeixen, posem gh;Oh, = ®W, on ® = g|f|~1, ¥ = | f|h;Oh;. Ara, aplicant el Lema
1.2.5, podem deduir 'existencia d’aquestes solucions, ja que per hipotesis M® € LP, i
per provar que la mesura |¥V| dz dy és una mesura de Carleson, podem repetir 1’argument
donat en la prova del Teorema 1.5.2. Fixem 7 = 1,2, i considerem

gv; 5
i = ——— - —OXR.
T A0 4 faty

Podem posar la funcié G; com G; = ¢, on

g . | fly

. =" Ovg = 110Xk
| f| 1 f101 + fa0o Xr = $10Xr

2

Donat que Oy esta suportat en R, i en OR es compleix
[r| < |FI( 5] + ead®) | fI72 < 1+ eid,
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obtenim que N(|¢|drdy) < C1N(Xogr) < Cy. Aplicant el Lema 1.4.10, obtenim una
solucid b; de I'equaci6é db; = G que compleix

27
| enpas < ¢ [ orepas,
0

A

on A = {e : T(#) NOR # 0}. Llavors, quan ¢ tendeix a zero, el conjunt A tendeix
al conjunt Z(f1) N Z(f2) N'T, que té mesura de Lebesgue zero. Aixi, per la continuitat
absoluta de la integral, obtenim que ||b;]|, — 0 quan € — 0 i aquest fet acaba la prova.

L’Exemple de J. Bourgain.

Per acabar aquesta seccio, explicarem ara ’exemple ja comentat anteriorment donat
per J. Bourgain en [2] de funcions fi, fo € H*(D) de manera que l'ideal J(fi, f2) no esta
a la clausura en norma de l'ideal I(fy, f2).

Construirem productes de Blaschke B;, By de manera que la funcié f = By B> no es
trobi a la clausura de 'ideal I(B?, B3). El teorema de Douglas-Rudin ens diu que tota
funcié unimodular o, || = 1 en T es pot aproximar uniformement per un quocient de
productes de Blaschke. Considerem la funci6 o(6) = sign(siné).

Repassant la prova d’aquest teorema donada per P. Jones (veure [11], pag.428), es
pot veure que es poden construir productes de Blaschke By, By de forma que lo(0) —
Bi1(e?)By(e?)| < 1/2 gairebé per tot 6 € [0, 27], i a més

lim [o(6) — By(¢) By(e")] = 0 (1.26)

Suposem que existeixen funcions gy, g2 € H>®(D) tals que per algun v > 0
|B1By — 1 B? — ¢2B3| < 1—1. (1.27)

Per (1.26), donat ¢ << v podem escollir § > 0 de manera que quan |f| < §, aleshores
|0(0) — By By(e)| < e. Restringint (1.27) a T, aixd implica que a (e7%,e®) es té

|0 — g1 — 92| < |0 — BiBs| +|B1B2 — 91 Bf — g2 B3| + 91| |(B1B2)* — 0|
<e+1—v+2gllec|BiB: — | <e+1—7+2|g1]oce
Per 0 < r < 1, sigui @Q,(0) el nucli de Poisson conjugat

B 2r sin(0)
1 —2rcosf+r?

Q-(0)

Ara usarem el segiient lema:
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Lema 1.5.6. Sigui f € H (D) i sigui v € (0,1). Si existeiz § > 0 de forma que si |0] < §
es satisfa '
|f(e") — sign(sinf)] <1 —~

Llavors f no és acotada.

Demostracio. Suposem que f és acotada, i denotem per o(6) = sign(sind). Llavors

”“w”Z”m““ﬁ”:§ﬂﬂ%Raﬂwxwwwﬂz
B %‘ /|9|<5(Ref — 0)Qdf + /0 @0 /0 (R 1)@

do do de
| [ o5 - [ Rer-olialy <l [ Qi3]
R L (e Vi Ny =

df do df
> [ g -a-n [ 1z - [ ey
J e e I VY (A=

=74 — || fllo B,
o d d
A= @y B el
|0]<8 m |0]>8 @
Aixo implica que
VA
> .
Il 2 1220
Com B, és acotat i ||Q,|; — oo quan r — 1, llavors A, — oo quan r — 1 i per tant f
no pot estar acotada. O

Sigui ¥ = v — & — 2||¢1]|oce. Escollint € suficientment petit, podem suposar que 0 <
7 < 1. Ara, aplicant el Lema anterior a la funcié F' = g, + go obtenim que F' ¢ H*(DD),
fet impossible ja que g1, g2 € H®(D). Per tant BBy ¢ I(B?, B3).

1.6 Algunes millores

Lema 1.6.1. Sigui (X, ) un espai de mesura. Per j = 1,...,n, considerem funcions
f; € LY(X, ). Llavors

(/XH|fj|””du)”§H/X|fj|du.
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Demostracio. Per n = 1, aixo és una igualtat. Per n > 1, la desigualtat de Holder déna

" n—1
/H|fj|1/”d#§ (/ Ifn|du)1/"(/ T 151D ),
X j=1 X X

que per induccio, esta acotat per

(/lenldu)l/n(ﬁ/xIfjldu)l/"-

]

Lema 1.6.2. Sigui b un producte de Blaschke de Carleson-Newman d’ordre k, és a dir,
b és un producte de k productes de Blaschke d’interpolacid. Sigui {z,} una successié de
Carleson-Newman tal que Zp(b) C {z,}, i sigui U = U,,D(z,,1m), 0 <n < 1 petit. Si Uy
denota la funcio caracteristica de U, llavors la mesura

| /

du Uy dx dy,

UES

és una mesura de Carleson per tot a < 1/k.

Demostracid. Hem de veure que per tota funcié h € H'(ID), es compleix

/ (B dp < Cllhlln.
D

k
Siguin by, ..., b; productes de Blaschke d’interpolacié amb b = H b;. Tenim que b'/b =
=1
Z?Zl v;/b;. Llavors
|b5]

k
b dp < / W g dy,
/D Z L TRITT

Aixi només ens cal provar que

1051
|h| o dody < C||h] o
/U [b;116]* "
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A efectes de notaci6, denotem b; per by, aixi [b| = |be| [T/=)' |bi]. Peri = 1,...,k, sigui
A; = UZnEZ]D;(bi) D(z,,n). Llavors

S Y
/U /Ak Sf;f A; U\S;?:l Ay

Per z ¢ UK A;, tenim que |b(2)| > c(n), aix{

b 1 [l
dedy < c a RIZED g0 du < ¢ L 7
/U\S;; Pl o 2ty = 0™ J IRl dwdy < o)l

10%|
|0 |

Sigui M el nombre d’'indexs [ tals que Zp(h) N Ay # 0. Clarament, el cas més des-
favorable es produeix quan tots els discs de Ay contenen un zero de b;. Tenim M < k,

i per aquests productes de Blaschke d’interpolacié es compleix que (1 — |z]?)|bj(2)] > d,
per z € A, (I=1,...,M). Llavors

k—1
A= c / [ s =0 L
= h dedy < —— (1 —|2|%) dz dy.
/Ak /Ak’ s U 4 < s, [, M e H e (1~ ) dedy

Per la desigualtat de Holder (amb exponents p = 2M/(M + 1) i ¢ = 2M /(M — 1)), la
darrera integral esta acotada per

ja que pel Lema 1.4.10, la mesura Uy dx dy és de Carleson.

|b’|2 a1 |b/|2 ) o
( b be |M+1 ’ | (1 — |2[?) dz dy) . |b |2Ma T |h| (1 = [2]?) dx dy) > .

l 1

/12
Aixi, aplicant el Lema 1.6.1 a les funcions h; = ‘bﬁ%, obtenim que

/<(/Lrhm—|| ) de dy) H/ P 1= 122) da dy) 2
Ap - |bk|1\24]f1 (1+a) |b |2Ma

que esta acotat superiorment per C||h||g1. En efecte, com a < 1/k, llavors tenim que
2Ma < 2, i també 225 (1 4 «) < 2. Per tant, les mesures

bi1”
’bl‘2Ma

/12
(1—|z|*)dxdy i N)#) (1 —|2*) dx dy
k

2M
by |31 e
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sén mesures de Carleson (aplicant el Lema 1.4.2 prenent com a p la Delta de Dirac en el
punt € € R). De forma semblant es prova que

) 1
dr dy < Cl|h||
/S;:;A‘ [ oy < i,

fet que acaba la prova. Il

Teorema 1.6.3. Siguin g, f1,..., v € H®, i sigui I = I(f1,..., fn) Uideal generat per
fiyooy fn. Siord(I,m) <k, per tot m € Z(I), llavors per 0 < a < 1/k, la condicié

9(2)| < Clf(2)** Vze D

implica g € 1.

Demostracio. La condicié ord(I,m) < k per tot m € Z(I) és equivalent a dir que 'ideal 1
conté un producte de Blaschke de Carleson-Newman C' = Hle c;, on els ¢; son productes
de Blaschke d’interpolacié (veure [38]). Llavors podem suposar que els generadors f; sén
productes de Blaschke de Carleson-Newman

k

fi=11bs G=1,...,N),

i=1
on b;; sén productes de Blaschke d’interpolacio.

Considerem les funcions ¢; = fj|f|72 1 Gij = @idp; (i,j = 1,...,N). Si podem
resoldre les equacions 0 B
ahij = ng](%] = 17' : '7N)7

amb [|h;j|| oo () < M, llavors les funcions

_990J+Z ji — hij fzy

son acotades i compleixen Zfil figi=gi 5gj = 0, i per tant resolen el problema.

Fixem j,7, i denotem G;; per G. Sigui {z,} = UévleD(fj), que és una successio
de Carleson-Newman. Escollim una funcié a € C*(D), 0 < a < 1 tal que a = 1 en
{z:p(z,{z}) <e},a=0en {z:p(z,{2,}) > 2¢}, i de forma que (1 — |z])|V a(z)]| sigui
acotat.
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Sigui U = U D(z,,2¢), on D(z,,¢c) denota el disc pseudohiperbolic de centre z i radi

n=1
e. Ara, posem G = G; + Go, on G; = Ga, G5 = G(1 — a). Un calcul elemental prova que

N 12
9G1|* < coa’ z;vl:l Ji —. (1.28)
(22 1A[?)

Per resoldre I'equacié 0h = G, és suficient resoldre les equacions Oh = G i Oh = G5. Per
resoldre aquestes equacions, farem ts del criteri de Carleson (Lema 1.2.2) en el primer
cas, 1 el criteri de Wolff (Lema 1.2.3) en el segon.

Per resoldre 'equacié 0h = gG1, necessitem provar que |gG|dz dy és una mesura de
Carleson. Pero per (1.28), es compleix

f
9G] < Claz |f||1l+a

Com que la funcié a s’anul.la fora de U, aplicant el Lema 1.6.2 obtenim que |gG1| dz dy
és una mesura de Carleson, ja que o < 1/k.

Per resoldre 1'equacié Oh = G, observem que es compleix que vazl |fi(2)] > c(e) si
p(z,{z,}) > €. Llavors

|9(2)Ga(2)* (1 = |z]) ddy < - 2+QZIfz * (1= |z]) dw dy,

que és una mesura de Carleson. De forma similar es pot veure que
0(9G2)(2)] (1 — |2]) da dy

és una mesura de Carleson. Aix0 acaba la prova.

El segiient resultat millora el resultat de Cegrell respecte al Problema 3.

Teorema 1.6.4. Sigui k una funcié continua, acotada, creizent amb k(z)/x decreizent
(en un entorn de l'origen) tal que

1
k
/ ﬂ\logx]dx < +o00.
0 T
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Siguin g, fi,. .., fn € H*® amb |f|*> < 1. Aleshores la condicid

P k(o 1o
ol < ClEPse) [T

implica 'existencia de solucions gy, ..., g, € H>® de ['equacio

g=figi+ ... fa9n-

1
k
Lema 1.6.5. Sigui k : (0,1) — [0,00) continua tal que / ﬁ\ logz |dx < co. Siguin
0
fi,oooofu€ H® amb |f|>=>"1" | |fi|> < 1. Llavors les mesures

(a) "9("}]'4)'2 K(SP) (1~ =) da dy,

FRLPE 10U [P RG)
) e [ ) (= e dray,

. 1k
son mesures de Carleson amb norma acotada per C’fo (s)

Demostracio. Considerem la funcid

FE2 FE2
U(Z)Zlog\f(z)\/o %dw/o %Uogs\ds.

Es compleix
FEPE g,
0§U(z)§2/ ﬂ]10,5_»;3|d$,
0 s

i un calcul ens déna ]
Z_lA U(z) = S(2),

on

OUPIZ ey o PP =10 /”2 k(s)
S=—""—"k + ds).
TG (Lf17) 7 ( Al )
Ara, aplicant el Lema 1.2.1 acabem la prova. ]

Prova del Teorema 1.6.4. Com ja hem vist anteriorment, només cal trobar solucions aco-
tades de les equacions 0b;, = gGi, (j,k = 1,...,n). Fixem j, k, i denotem Gj; per G.
Per un calcul anterior (veure la prova del Teorema 1.4.4),

(PP = lodfP) 12
|f1* '
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Llavors

s 2 TP = OUSPR)  [1KS)
gt < ¢RI [T 28 0 ki),

i com que k és acotada, la mesura
9(2)G(2)|* (1 = |2]*) dz dy

és de Carleson pel Lema 1.6.5.
Tenim que 0(gG) = ¢'G + g0G, i

O(f1)] , [fPLF12 =100 f1P)]?
oG G )
0G| < 2|G] TiE + 716

Aixi

USRI, (I = 10T o [P R(S)  y1rz g oy
99G) < 20gl|CY 7 2 + O i (/0 ) 4s) 2 k(1172 = 4+ B.

Com que la funcié k(z)/x és decreixent, llavors k(| f|?) < folf|2 M9 ds, i per tant la mesura
B (1 — |z|%) dx dy és de Carleson pel Lema 1.6.5. També, utilitzant (1.29), tenim

2(1)P PR = 10US)E, [ K(s)
A= o e

i aixi, pel Lema 1.6.5, la mesura

k(IFI?) +

9(2)0G(2)|(1 = |2|*) dz dy

és de Carleson. Ara només queda provar que la mesura |¢'(2)G(2)|(1 — |2|?) dz dy és de
Carleson. Sigui h € H?. Llavors

/ WPlgC) (1 — |2P) dedy = / + / L4
D {z:19(2)<|f(2)|°} {z:|g(z)[>|f(2)5}

Ara bé,

2‘9/|2 2 2’f’|2 2 2
I < | |h] (1= [21")dxdy + | |h| (1 —12|%) dx dy < Cy||h||5e,
D 9] D | f]
lg’'|2

ja que la mesura - (1 — |2]?) dz dy és de Carleson. Denotem per

B(|f*) =

(P2 = 100D, 77 K(s)
T (f "2
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Llavors I, esta acotat per

2
/ AL RO (0= Py ey + [ PRSP (0 o) o,
ol 19l b

que al ser k creixent, esta acotat per

Qw 2\ (1 _ [.|2 2 2\ (1 _ |2
Dlhl PE s(lgl”) (1 = |2[7) dw dy + ]D)|h| B(f17) (1 = |2[%) dx dy,

on s(z) = k(z/?), que satisfa la condicié f01 *@ | logx|de < co. Ara aplicant el Lema

1.6.5 s’acaba la prova. Il

Aixi mateix, també podem obtenir ’analeg d’aquest Teorema pel cas H?, 1 < p < oo.
La prova és I'adaptacié de la prova anterior al cas H?, com en el Teorema 1.4.8, i no la
donem aqui.

Teorema 1.6.6. Sigui k com en el Teorema 1.6.4. Sigui H(z) = \/k(x) [ M) s, Ales-

0 s
hores, donades funcions g, f1,..., fn € H*, la condicio
g
M(——=—=) € L*(T)
NE0RY

implica 'existencia de solucions gy, ...,g9, € HP de l'equacio fig1 + -+ fugn = g.

1.7 Apeéendix: una prova del Teorema de la Corona.

Teorema 1.7.1. Siguin fi, fo, ..., fr € H®(D) amb ||fillc <1 tal que
: - 1/2
0<6< ;gﬂg(zlwz)ﬁ) <1
J:

Suposem § < 1/3. Aleshores existeizen solucions gy, ga, ..., g, € H>®(D) de 'equacid

figr + -+ fogn = 1.

ze

amb |19l = sug (Z |gj(z)|2)1/2 < 5—C2log(1/6). Aqui, C' és una constant absoluta (inde-
j=1

pendent de n).
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Demostracio. La prova del teorema donada aqui, és essencialment deguda a V. Tolokon-
nikov (veure [41]), diferint-hi només en l'estimacié de lintegral I, que és deguda a A.
Uchiyama (veure [43]).

Per un argument de families normals podem suposar que fi, ..., f, sén holomorfes en
un entorn del disc unitat tancat. Per j = 1,... n definim les funcions

TR
K SANTIBE

Les funcions ¢, sén de classe C* en D, sén acotades i sén solucié de l'equacié fig; +
J )
o+ fugn = 1, pero no son holomorfes. Arreglem aquestes solucions de forma que siguin

holomorfes. Per j,k =1,...,n, definim les funcions
Ujk = 903'5901« - @kg%‘ = |f!_4(fjffc - fkf})-
Suposem que per j,k = 1,...,n, podem trobar funcions v, que resolen les equacions

Quji, = uyy, (per tant, per les corresponents matrius v = (vjr,), u = (u;)) es compleix que
Ov = u), llavors les funcions

g; = ¢; + Z 5(% —vgj)fr, 1 <5<,
k=1

compleixen Jg; = 0, per tant sén analitiques en ID, i a més sén solucié de I'equacié

figr+ -+ fugn = 1.

A més, per tot z € D es compleix que

- 1/2

(D 19(P) " < le@)l + lo@)F ()],
j=1

on per una funcié vectorial f = (fi,..., fn), denotem |f(2)| = (> i, |fj(z)|2)1/2, i per
una matriu v = (v;i), denotem ||v(z2)| = (szzl |vjk(z)|2)1/2. Es a dir, es compleix que

lgllzr= = suplg(2)] < 07" + [[v]|ce-

zeD

Per fer una estimaci6 de [|v||« := esssupcy [[v(C)]], farem ts de les tecniques utilitzades

en la prova del criteri de Wolff de resolucié d’equacions 0 (Proposici6 1.2.3). Considerem
els espais

Hy, ={f={fix}: fix € HD) i sup 1/ (2)]| < oo},
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Hyw={f={fix}: fir € HD) i SUp/IIf ret? |—<oo}

o<r<1

amb normes donades per

(Al

nxn

= sup / e 5 o £l = sup 1]

De forma semblant als casos dels espais H*(ID) i H'(D), aplicant el teorema de Hahn-
Banach, s’obté

inf{HvHoo:Gv:u}:sup{‘[T<F,vo>dm’ FeH

nxn?

1Flgz,, <1,F(0) =0}

on dm és la mesura de Lebesgue a T, («, 5) = szzl ik fik, 1 Vo és la matriu solucié de
'equacié Ov = u donada per la integral de Cauchy de cada una de les components de u.
Aplicant la férmula de Green a les funcions w = (F, vg) i log(1/|z|), obtenim que

/dem:/Dlog(lAzDAw(z) dx dy. (1.30)

Com que Aw = 4900(F,vy) = 40(F, Ovy) = 40(F,u) = 4(F' u) + 4(F, Qu), és suficient fer
estimacions de les integrals

L = /[ u)| log(1/|z|) dzdy, ide I, = /\ (F,0u)| log(1/|z]) dx dy.

Per aix0, definim la funcié externa k per la férmula |k(¢)|? = [|F(¢)]|,¢ € T. Llavors

IF )P
he (e

Considerem la funcié r = Fk~!. Aleshores ||r(¢)|| = |k(¢)| gairebé per tot ¢ € T, i a més
|I(2)]] < |k(2)], per z € D. Aixi, es compleix que

I ()1 = I (2)k(2) + r(2)K ()17 < 2]l () PR + I () P1F () ),

per tant obtenim que

log(1/|2[) dzdy) " ( / k()P |2 log(1/|2l) dedy) = Ly I

(15)° < 2/@(H7"(2)H2 +[K'(2)]*) log(1/2]) dr dy < 2,
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ja que per la férmula de Green (1.30) (aplicada a la funcié w = |k|?) es compleix

4/ 1K' [?log(1/)z]) = 27r/ |k|* dm — 27| k(0)|* < 2,
D T

i de forma similar per la segona integral.

Per fer una estimacié del segon factor, és a dir, la integral (I;)?, observem que

lull® =Y Jwnl® = 175D 1fife = fofiP = 2015 PLTE = 10 F)),

jk=1 jk=1

on l'iltima identitat es segueix d’un calcul. Aplicant el Lema 1.2.1 a la funci6 b =
log(] f|?672) obtenim que la mesura donada per

S PLAP = 10011
|f1*

és una mesura de Carleson amb norma de Carleson acotada per C'log(1/0). De fet,
Ab = 2||u||*|f]*. Per tant,

(1—|]) dr dy

(I,)* < C6 *log(1/6). (1.31)

Anem ara a fer una estimaci6 de la integral 5. Per aixo, observem que
Ou = —2ul f|20(| f[?),
i per tant ||Ou| = 2||ul||f]72|0(|f]?)|. Provarem que la mesura

[ulll£172[0(f )] log(1/]2]) dar dy (1.32)

és de Carleson amb norma de Carleson acotada superiorment per C§~%log(1/4). Ara bé,
es compleix que

lulllFI72OF 7)) < C@O72Ab + P17

Considerem la funcio AF)? 4 62
zZ)|° +
a(z) = log <T>

La funcié a(z) és subharmonica, positiva i acotada amb |[|a|l. < 2log(1/d). Per tant,
pel Lema 1.2.1, la mesura donada per d\(z) = Aa(z) (1 — |z|) dz dy és de Carleson amb
N(A) < Clog(1/d). Un calcul elemental ens déna

Ly 2 RUE - 00 + 1R

8 [F14(2 + 62/[f1?)?
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Aleshores
[ull FI7210(1f7)] < CO2(Ab+ Aa),

Aixi, pel Lema 1.2.1, la mesura donada per (1.32) és de Carleson amb norma acotada per
Co?log(1/6). Aixi doncs,
L] < C5210g(1/6).

Aixi obtenim que
[olloe < CO~*(log(1/8))"%(1 + (log(1/6)"2),

fet que acaba la prova del Teorema. Il
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Capitol 2

Decreixement de funcions analitiques
1 acotades.

En aquest capitol estudiarem diversos tipus de decreixement de funcions analitiques i
acotades en el disc unitat. En particular estem interessats en saber les condicions que ha
de complir una successi6 discreta de punts {ax} en el disc unitat de forma que existeixi
una funcié analitica i acotada en D que decreixi cap a zero en aquests punts amb una
velocitat determinada. Enunciem aixo de forma precisa.

Problema 8. Sigui g : (0,1) — (0,1) una funcié no creizent tal que lirr% g(r) =0. Quines

condicions ha de complir una successio {ar} C D per a qué existeixi una funcié f € H*,
f# 0 complint que | f(ar)| < g(lax|) ?

Com un primer pas per aquest problema, voldriem saber que ha de complir la successié
per a que, almenys existeixi una funcié analitica i acotada que decreixi cap a zero en els
punts de la successié. La resposta a aquest problema va ser donada per Hayman en [17].

Teorema (Hayman). Donada una successio discreta a = {ay} de punts en el disc
unitat, existeix una funcio no-identicament zero f € H* tal que klim f(ag) = 0 si i només
—00
si INT(a)| = 0.
En Penunciat anterior, donada una successi6é a = {ax} C D, NT(a) denota el conjunt
de punts d’acumulacio no-tangencials, és a dir, el conjunt de punts ¢ € 0D que sén punts

limits de la interseccié de {ax} amb un angle de Stolz de qualsevol obertura amb vertex
en el punt ¢, i | - | denota la mesura de Lebesgue 1-dimensional en el cercle unitat 0D.

Tornant al problema anterior, com que la funcié log|f| és subharmonica, podriem
donar una versiéo més general del problema en termes de funcions subharmoniques en el
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disc unitat. Aixi, també sorgeix el problema analeg pel cas de funcions harmoniques i
positives en el disc unitat.

Problema 9. Sigui h : (0,1) — (0,00) una funcié no decreizent tal que lirri h(r) = occ.

Quines condicions ha de complir una successié {ar} C D per a qué erxisteiri una funcid u
harmonica i positiva en el disc unitat complint que u(ag) > h(|ag|) ?

Un altre tema sobre decreixement de funcions analitiques és el dels minorants essenci-
als. Donada una classe de successions, un minorant essencial sobre aquesta classe és una
funcié que decreix cap a zero massa rapid per a que existeixi una funcié analitica i aco-
tada no nul.la que decreixi amb la mateixa velocitat en alguna successié de la classe. De
forma més precisa, si S denota una classe de successions en el disc unitat, diem que una
funcié no creixent g de [0, 1) a (0, 00), que tendeix a 0 quan z tendeix a 1, és un minorant
essencial per la classe S si i només si donada qualsevol successié separada {ax} C D de
la classe S, tota funcié f € H™ verificant que |f(ax)| < g(|ax|) és identicament nul.la.

La nocié de minorants essencials va ser introduida en [24] per Lyubarskii i Seip per la
classe de les successions no-Blaschke, donant la segiient caracteritzacio:

Teorema (Lyubarskii-Seip). Una funcid g és un minorant essencial per les succes-

stons no-Blaschke st 1 només st
/1 dr -
— < 0.
o (1 —r)log L

g(r)

2.1 Generacions

En aquesta seccié descrivim una forma de descomposar successions separades. Es més
simple treballar en el semipla superior. Considerem ara la segiient particié estandard
diadica del semipla superior: per n > 0, j € Z,

Qn;={2€C:27" <Imz<2™, j2"<Rez< (j+1)27"}

Obervem que @)y, ; és la part superior de la “finestra de Carleson” amb base la projeccié
I, ; de @, ; sobre l'eix real, és a dir

Lnj=[27" (G +1)27").
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Per tot n fix, els intervals {/,, ;: j € Z} formen una particié de R.

Com que una successié separada admet com a molt un nombre uniformement acotat
de punts en cada @, ;, sera suficient considerar successions en el semipla superior que
tinguin com a molt un punt en cada @, ;.

Donada una successié {ax} en el semipla superior, seguint per exemple [11, §7.3, p.
299], podem definir les generacions de la segiient forma. Denotem per @y la tnica caixa
diadica @, ; tal que a; € @, ;, i per I, el corresponent interval diadic /,, ; C R. La primera
generacio G, esta formada pels indexs tals que els corresponents punts de la successié no
en tenen cap altre a sobre seu, és a dir, un index k esta en la primera generacio si no
existeix cap I;, 7 # k, tal que I, C I;. Llavors definim la segona generacié G, com la
primera generacié de la successié restant {a;: j & G }. Les segiients generacions Gs, Gy, . . .
es defineixen recursivament,

k
Grr1=6G1({a;: j & Ugl})'
=1

Els termes de la successié marcats amb punts corresponen
als indexs de la primera generacié G;, mentre que les creus
corresponen a indexs de la segona generacio Gs.
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Equivalentment, k € G, si i només si n = #{k': I C I}. Llavors, cada generacié
donada defineix una familia disjunta d’intervals diadics en la recta, i si denotem per

Gn = U Ik,

kegn

kegn

Observar que de forma analoga es poden definir generacions que formin una particié del
disc, que no séon exactament l'antiimatge per l'aplicacié W anterior. Les notacions sén
més simples en el cas del semipla.

Sigui {ax} una successié acotada i separada en el semipla superior. Llavors {ay} és
una successio de Blaschke, és a dir,

Z Ima; < oo,
k

llavors

si i només si 'y ({ax}) € LY(R) on
Io({ar})(z) :=#{ax : v € L,(ar)}, amb [,(2) = (x —yy,x+ vy).

En termes de generacions, {ay} és de Blaschke si i només si ) |G| < oo.

També, [NT{ax}| = 0 o equivalentment, la funcié I',({ax}) és finita gairebé per tot,
si i només si |G,| — 0, quan n — oo. Aqui NT'({ax}) C R és el conjunt de punts
d’acumulacié notangencials de la successié {ag}.

2.2 Creixement de funcions harmoniques

Comengem aquesta seccié amb 'estudi del Problema 9 pel cas de funcions de h?(ID) amb
1 < p < 0o. Per aquest cas hem aconseguit una caracteritzacié completa. Recordem que
h?(D) denota lespai de les funcions harmoniques en el disc unitat amb valors reals tals
que

2
sup / |h(re)|P df < +oo.
0<r<1 Jo

Teorema 2.2.1. Sigui h : (0,1) — (0, 00) una funcid no decreizent tal que lin} h(r) = oco.
Sigui a = {a,} C D una successio separada tal que |[NT(a)| = 0. Llavors existeix una

funcid positiva uw € hP(D) tal que u(a,) > h(|a,|) si i només si

> (a1 | Ll < +oe.

n J:I;Clp,
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Aqui I, denota la base del sector diadic S tal que a,, esta a la seva part superior.

Demostracié. Suposem primer que existeix una funcié positiva u € h?(D) tal que u(a,) >
h(|a,|). Recordem que la funcié maximal no-tangencial ve definida per

Myu(e®) = sup |u(z)],

2€lq (ei?)

on Iy(e?) = {z =re* € D: |t —0| < a(l —r)}. Prenent un «p suficientment gran,
obtenim que si ¥ € I, aleshores a,, € Ty, (), i per tant M, u(e??) > h(|a,|). Llavors
per € € T es compleix

Mogu(e”) 2y hllan|)xs, () = v(e”),

on J, =1,\ U I;. Com que la successié {a,} és separada, donat un /,, hi ha com a
J:I;,Cly

molt ¢(d) punts a,, de la successié tals que I, = I,,. Aqui § és la constant de separacio.

Denotem per {J;} la successié dels conjunts .J, agafats de forma que no hi hagi cap

repeticié de conjunts. Com que u € h?(D), llavors M, u € LP(T), i per tant la funcié

v € LP(T). Aleshores, com que els J; sén disjunts, obtenim

Zhlanl L U I!—Z > hlla)?) 1|

Jil;Clp n:ln=1I

Z > hllan))’ 0] = Z/ ()P df < +o0.

n:In=1I

Per provar el reciproc, definim u(z) com la integral de Poisson de la funcié
co Y hllanl)xs,,

on ¢y és una constant a escollir, que defineix una funcié harmonica i positiva en el disc
unitat ja que > h(|a,|)x,, € L*(T). Denotem per P, el nucli de Poisson associat al punt
z € D,

1— |z

P.(0) = et — 22

0<6<2r.
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Anem a veure que u(a,) > h(|a,|). Igual que abans, denotem J,, = I, \ U I;. Tenim

j:IjCIn
que
) 2 o [ o) S MoVt =co 32 hlaul) | P o)
In k Ek:J,Clyn
C . : : : ,
Com que / P, (t)dt > T ’|Jk| si Jp C I, i h(|ag]) > h(lay|) si Jp C I, ja que h és
Jr - n

una funcié creixent, obtenim

u(an) > h(lanl) Z | Jkl,

JkCIn

que pel segiient Fet esta acotat inferiorment per %coh(|an|). Per tant, si escollim ¢, prou
gran, llavors per tot n es compleix que u(a,) > h(|a,)).

Fet. >, -1 |kl = |1.]

Prova del Fet. El fet que |[NT(a)| = 0 és equivalent al fet que lim |G,| =0, on G,, sén

les generacions corresponents a la successié {ay}. Llavors, considerant les generacions
associades a la successi6 {ax} NQ(1,,), que les denotem per GJ*, obtenim que lim |G| = 0.
l—00

Aleshores .
STA=> Y"1\ | 5l

k:JpClIp =1 kEgl” j:IjCIk

—Z’GH\GZH =|G7| = |L.

]

Aixi doncs, només queda provar que u € h?(D). Es compleix que v € h*(D) si i només
si Y, h(lan])xs, € LP(T). Ara bé,

/ Zh |an]) X, (€))" d Z/ (>~ hllanl)xs, ()" d
= Z > hllan))" 0] < ()P (max{h(|an]) : I, = L})"|J)

n:In=1I l

que esta acotat superiorment per ¢(0)? > (h(|an|))? ||, que és finit per hipotesis. [
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Observacié. Podem veure a la prova que només fem s del fet que A és una funciéd
radial creixent per assegurar que h(|ax|) > h(|ay,|) si Iy C I,,. Aixi, podem reformular el
teorema anterior per funcions no radials.

Teorema 2.2.2. Sigui h : D — (0,00) tal que |li‘m1 h(z) = oco. Sigui a = {a,} C D una

successio separada tal que |[NT(a)| = 0. Si existeix una funcid positiva uw € h?(D) amb
u(a,) > h(ay), llavors

> a1\ | Ll < +oe. (2.1)

n J:I;Clp,

Reciprocament, si la funcié compleix que h(ay) > h(ay) per Iy, C I, llavors la condicio
(2.1) implica Uexisténcia d’una funcié u € h?(D) amb u(a,) > h(a,).

Recordem que I,, denota la base del sector diadic S tal que a, esta a la part superior
de S.

2.3 Swuccessions thins

Sigui {ax} una successié discreta de punts en el disc unitat D = {z € C: |z| < 1}. La
segiient nocié va ser introduida en [37], motivada per problemes de mostreig en els espais
de Hardy usuals H?, 0 < p < oo, i també en 'espai H> de funcions analitiques i acotades
en el disc unitat D.

Definicié. {ay} és (H™)-thin si i només si existeix una funcié f € H®, f # 0 que
compleix

> (1= Jag])| f(ax)] < oo

k

Una successié que no és thin es diu que és thick.

Una successio thin és una successioé on els valors d’una funcié analitica acotada no-
trivial poden decréixer suficientment rapid. Aquest fet és un analeg feble de la propietat
de Blaschke Y (1 — |ag|) < oo, en el sentit que les successions per les quals existeix una
funcié6 de H*> que s’anul.la en els punts de la successié son clarament thins. Ara bé, la
classe de successions thins és molt més gran. Restringirem el nostre estudi a les successions
{ar} que sén separades respecte la distancia pseudo-hiperbolica

Z—Ww

P(Z7w): ) Z,UJE]D),

1 —wz

és a dir, aquelles succesions que satisfan inf;; p(ag, a;) > 0.
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Donat un punt a € D\ {0} i v > 0, denotem per I,(a) I’arc del cercle unitat centrat
en el punt a/|al, de longitud v(1 — |a|). Donada una successié {a;} de punts en el disc
unitat, considerem la funcié Iy, = T',({ax}) donada per

L&) = #{k: €€ La)} =D xi(€), €€T, (22)

on xj denota la funcié caracteristica de l'arc I, (ay). També, la funcié I', (§) es pot pensar
com el nombre de punts de la successié {ay} en 'angle de Stolz amb vertex en £ € T, on
I’obertura depen de . Observem que la condicié de Blaschke es pot expressar en termes

de la funcié I'; ja que
DNEITIE A
k

També, el conjunt de punts d’acumulacié no-tangencials NT'({ax}) de la successié {ay}
iel conjunt {£ € T: I',(§) = oo} només difereixen en un conjunt de mesura zero. Per
tant, el Teorema de Hayman també es pot expressar en termes de la funcié I',. El nostre
resultat sobre successions thins també esta enunciat en aquests termes.

Teorema 2.3.1. Sigui {ay} una successié separada de punts en el disc unitat. Sigui
I', = I'y({ax}) la funcio donada per (2.2).

(a) Si existeiz v > 0 tal que log, T, € L*(T), llavors {ax} és thin.

(b) Si {ay} és thin, llavors la funcid log, I esta a Uespai L}, és a dir, existeir una
constant C' = C(v) > 0 tal que

{6 € [0,27) : log, T, (e”) > A} < C/A, pertot A >0,
per tot v > 0.

Aixi, no tenim una caracteritzacié completa de les successions thins i separades. Ara
bé, ni la condici6 suficient (a) ni la condicié necessaria (b), poden ser millorades si només
raonem en termes del tamany de la funcié I' = I',,. A més, es compleix que la condicié (a)
no és necessaria ni la condici6 (b) és suficient. Un enunciat precis es donara en el Teorema

2.3.4. Les condicions en el Teorema 2.3.1 poden ser enteses com una versio logaritmica
de la condici6 de Blaschke I' € LY(T).

El segiient Lema prova que 'estudi de les successions thins i separades es pot reduir
al cas de funcions holomorfes i acotades sense zeros, i per tant, és realment un problema
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sobre funcions harmoniques i positives en el disc unitat. Denotem per P, el nucli de
Poisson associat al punt z € D,

L— |2

‘ew _ Z|2 ’

P.(0) = 0<6<2r.

Lema 2.3.2. Si la successio {ay} €és thin i separada, llavors ezisteix una funcid holomorfa
g en D prenent valors en el semipla dret tal que

> (1= ag)emo)] < oc.
k

Demostracio. Sigui f € H>®(D) tal que || flloc < 11> (1 — |ax|)|f(ar)] < co. Llavors
f = Bh, on h no té zeros i B és un producte de Blaschke,

_ mH |bk] by — 2
bk 1— bkz
onb, €D, ), (1—|bg|) < oco. Sigui § = inf{p(ag,a;): k # j} > 0. Observem primer que

per tot k, hi ha com a molt un punt a; tal que p(bg,a;) < §/2. Llavors, per tota funcié
f1 € H>,

D (= las))fi(a)] < Cll filloo D (1= [B4])

k

on la suma del costat dret es pren sobre els indexs j que compleixen p(aj, B~1(0)) < /2
i C' és una constant que depen de 4.

Anem ara a definir una funcié holomorfa h; en el disc unitat que compleixi e ()] <
|B(z)| per tot punt z tal que p(z, B~1(0)) > §/2. Sigui h; la tinica funcié holomorfa que
compleix Im hy(0) =0 i

Re hl(Z) = _CO/O TFPZ(Q)ZXJJC(Q) de

on Jy := (arg by — (1 — |bg|), arg by + (1 — |bg|)), i co és una constant a determinar. Llavors,
fent s de lestimacié logz™2 < C5(1 — 2?) si 1 > x > §, obtenim
bk —Z 2

—log |B(2) Zlo 1—6kz

_ _ 2

|1—bk2|2
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Observem que existeix una constant absoluta ¢; > 0 tal que per tot 6 € J, es compleix
11— bpz| > c1]e — 2|.

Aleshores I'iltima suma es pot acotar per
(1-— z\ Cgcg
Cs ——Reh
2 Z/ [1— zeit]? 27T - 1(2),

on ¢y := 2r/c?. Aixi podem escollir ¢y prou gran per obtenir la desigualtat desitjada.
Separant la suma > (1—|a;|)| fi(a;)| en els casos p(aj, B~1(0)) < §/21 p(aj, B1(0)) > /2,
és facil veure que la funcié f; := he = e~9 compleix els nostres requeriments. O

Corol.lari 2.3.3. Sigui {z,} una successio thin i separada. Sigui 0 < m < 1, i sigui
{w,} C D una successié tal que p(zn, w,) < m per tot n. Llavors la successié {w,} és
thin.

Demostracio. Sigui g la funcié donada pel Lema 2.3.2. La desigualtat de Harnack implica
que
Re g(wy,) > ¢(m)Re g(zy), n=12...

Donat que p(z,,w,) < m, podem deduir que (1 — |w,|) < C(m)(1 — |z,|) per tot n.

Llavors
D (1 = [w,])]em oA < C(m) Y (1= [z]) e

n n

]

En aquesta seccié pretenem reformular el Teorema 2.3.1 en termes discrets, fent us de
la nocié de generacions introduida anteriorment que també es pot trobar per exemple a
[11], pag. 299. Sera convenient portar el problema de descriure les successions thins al
semipla superior fent s de I'aplicacié de Cayley

1—2z
) .
1+ 2

U(z) =
La distancia pseudo-hiperbolica en el semipla superior la seguirem denotant per

zZ—w
—|, Imz >0, Imw > 0.
z2—W

p(z,w) =

Sigui {ay } una successié de punts en el disc unitat. Donat que la unié finita de successions
thins és una successié thin, no perdem generalitat en suposar que | arg a;| < 7/2. Denotem
la successié W(ay) per ay, 1 observem que la successié {a} } esta continguda en un entorn
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acotat de 'origen en el semipla superior. A més, la successié {a;} és thin si i només si
la successié {a}} és thin en el semipla superior, és a dir, existeix una funcié holomorfa
i acotada f en el semipla superior tal que ), Ima}|f(a})| < co. Per tant, no hi haura
perdua de generalitat en considerar successions acotades en el semipla superior. També,
quan no hi hagi confusié possible, i per simplificar la notacid, la successio {a}} també la
denotarem per {ay}.

Considerem la funcid

f = ZXGn‘

No hem aconseguit provar l'equivaléncia entre les condicions log, I'({ax}) € L'(R) i
log, I' € LY(R). Ara bé, la funcié T' és 'eina precisa per provar el Teorema 2.3.1. Una
sumacié per parts prova que log, I' € L*(R) si i només si

oo
ZG
n
n=1

També, la funcié log, T 6s de L' debil si i només si |G| = [{log I >logn}| < C/logn,
per tot n > 2. Llavors el Teorema 2.3.1 sera una consequencia de
Teorema 2.3.4. (a) Sigui{ay} una successid separada de punts en el semipla superior,
1
i siguin {G,} les generacions corresponents. Si Y. ., —|G,| < oo, lavors {a;} és
=In
thin.

(b) Donada qualsevol successié no creizent v, > 0 tal que ) -, Tn 00, existeir una

successio thick i separada {ay} en el semipla superior tal que v, < |Gp| < v, +27",
per n prou gran. Aqui {G,} son les generacions corresponents a la successid {ay}.

(c) Si{ar} és una successio acotada que és thin i separada, i {G,} son les seves gene-
racions corresponents, llavors existeix una constant C' > 0 tal que

|G| < C/logn.

(d) Existeix una successid thin i separada {ay} tal que

-1
o< C
logn

logn

on {Gn} son les generacions corresponents a la successio {ar} ¢ C > 1 és una
constant numerica.
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Aixi, tenim una condicié suficient (a) i una condicié necessaria (c). La part (b) ens diu
que la condicié suficient no pot ser millorada si només raonem en termes de les quantitats
|G|. Similarment, la part (d) ens diu que la condicié necessaria en (c¢) no es pot millorar
fent s de les quantitats |G,|. A més, (d) prova que la condicié en (a) no és necessaria, i
(b) aplicat amb v, = (logn)™!, prova que la donada en (c) no és suficient.

Acceptant el Teorema 2.3.4 momentaneament, podem provar el Teorema 2.3.1.

Prova del Teorema 2.3.1. Recordem la notaci6 aj, = W(ay), on ¥ és l'aplicaci6é de Cayley
del disc unitat al semipla superior. Recordem també que podem suposar que la successio
{a}.} és acotada, i que {ax} és thin si i només si també ho és {a}}.

Donat un punt z = x + 1y del semipla superior, recordem la notacio

L,(2) = (z — vy, + ).

Donat v > 0, existeixen 0 < 7' < +” tal que, per tots el punts a, es compleix
Ly(ay,) € V(I (ax)) C Ly (ay).

Per tant, enlloc de la funcié original I',({a;}), podem considerar la seva analoga definida
a partir dels intervals I,/(a},), que denotem per I'ys({a}}). Com que la successi6 {a} és
acotada, la funcié I',/({a}}) esta suportada en un interval acotat de la recta real.

Anem ara a provar (a). Per tot punt ag, escollint el n més petit tal que 27" < +'Ima},
podem assegurar que existeix un j = j(k) tal que Reaj, € I,,; C I,(a)) C V(I (ax)).
Sigui

A SO .y
by, = (]+§)2 " 27,
Es facil provar que p(b}, a}) < m < 1, on m només depén de . Denotem per I, 'interval
I, ; determinat anteriorment. Clarament

FoN = v < Do({ap)) < Th(far)) o

Aleshores la hipotesis implica que log, T({b,}) € LY(R) i la part (a) del Teorema 2.3.4
implica que la successié {b},} és thin. Donat que p(b),a)) < m, el Corol.lari 2.3.3 implica
que la successié {ax} també és thin.

Provem ara (b). Anem a construir una nova successié thin {b} de forma que la
corresponent funcié I'({#},}) domini a I’ ({az}) o U1,

Primer de tot velem que ens podem reduir al cas que per tot j € Z, la successi6 {a}}
tingui com a molt un punt en el conjunt Qvnvj = Qn,j—1UQn ;U@ j+1. Donat que existeix
m € (0,1) tal que per tot a € @y, @n,j C{zeC:Imz >0, p(z,a) < m}, aixo es pot
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aconseguir partint la successié en una unié finita de successions per fer créixer la constant
de separacid. Observar que el resultat que estem provant és estable per unions finites

donat que I'({ar} U{bi}) = T'({ar}) + T({be}).
Ara, per tot aj, € @, ;, definim a,(:) que sigui el “centre” de @, ;_1, és a dir,

o1 B
a,(cl)::<j—§)2 +Zl2 7,

. 2
i de forma semblant alg) com el “centre” de @y 11,

3 3
a,(f) = (] + 5) 27" + Z_l 27",

Denotem per {b} }r>1 = {ax}r>1U {a,(cl)}kzl U {a,(f)}kzl. La successi6 {b, } és separada,

i té com a molt un punt en cada @), ;. Tant la successié {a,(:)} com {a,(f)} sén thin pel

Corol.lari 2.3.3 (ja que p(a;,al(j)) < m, i = 1,2, per 'observacié anterior). Aleshores la

)
successi6 {b},} és thin, i per la part (c) del Teorema 2.3.4, la funcié log, I'({b,}) és de L*
debil.
Per tot 7 suficientment petit, podem escollir v < 1 tal que
V(I (ag)) C Ln(a;) = [Rea), —v"Imay, Rea, + +"Im ay,)
C In,j—l U In,j U [n,j-i-l'
Aleshores

D ({ar}) o U™t < Do ({8)) < T({a}) + T({a"}) + T({al?}) = T({;}).

Per tractar valors més grans de v, hauriem d’afegir més successions acompanyants a
cada costat de {a;}. Els detalls els deixem al lector. O

Finalment, per veure que el Teorema 2.3.1 és optim, observar que les successions dels
exemples (b) i (d) s’han escollit de forma que I'y, = I' (i modificacions facils d’aquests
exemples serviran per obertures diferents).

2.4 Prova del Teorema 2.3.4

Prova de (a). Considerem la funcié I' = > nXG, 1 extensié harmonica en el semipla
superior de ¢ log, T',

H(z) = co /R P.(t) log, T(t) dt.
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on ¢y és una constant a escollir, i P,(t) denota el nucli de Poisson pel semipla superior,

Y

m, per Z:.T+Zy

Pt)=

La hipotesis ens diu que log_ L e L'(R) i assegura que la funcié H esta ben definida.
Sigui h la funcié holomorfa en el semipla superior tal que Imh(i) = 01 Reh = —H, i
considerem la funcié f = €. Per fer una estimaci6 de |f(ay)|, observem que si k € G,
lavors I'(t) > n per tot t € I := I, ;(ay), 1 per aquest ¢ es compleix que P,, (t) > ¢/|I)],
on ¢ és una constant numerica. Per tant,

Hiag) > co / Py (t)log, T(t) dt > 2logn,
Iy,

si escollim ¢y prou gran. Aleshores

Zlmak|f(ak)| < Z% Z Imay < Z% < 00.
k

n kegn n

Prova de (b). Definim una successié en el semipla superior per
Qn; =2""{+1/2)+2™, 1<j<J,:=[2"], n=12...

on, només en aquesta prova, [z] denota l'enter més petit que és més gran o igual que el
nombre real z. Observar que no hi ha perdua de generalitat en suposar que v, < 1 per
tot n.

Tenim que a, ; € Qn; i també

j:Jn

D Mgl =270 <270V,

=1

que assegura que la generaci6 G, esta formada exactament pels indexs (n,j) amb 1 < j <

JIn, 1 que |G,| = 27" J,. Llavors aquesta construccié implica que 7, < |G,| < v, +27".
Procedirem per reduccié a I’absurd. Pel Lema 2.3.2 sabem que si la successi6 {ay} fos

thin, llavors existiria una funcié harmonica i positiva H en el semipla superior tal que

Jn

Z Z 2 e~ Hlans) <« 0.

n j=1
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Ara bé, H es pot escriure com

<1 Y .
H<Z>:Cy+/_oo;(x—t)2+y2d“(t)v =T+,

on ¢ és una constant positiva i u és una mesura positiva de Borel en la recta real tal que

/(1 + ) du(t) < oo,

veure ([11], pag. 18). Considerem ara la mesura du(t) = X[—2,4+2)(t)dp(t), i la funcié

Hy(z) = /_OO EN Y

o T ([L’ - t)Q + y2
Donat que |Rea, ;| <11ilma,; <1, llavors per tot t > 2 es compleix

9 1

P, (t) < =,
"”()_ﬂl—l—tQ

aleshores, per tots els punts a, ; de la successio,

9 1
Hi(an) ~ Han)| <lel+ - [ 1 pdutt) <C.

Per tant, podem canviar H per Hy, que tindra les mateixes propietats respecte la nostra
successio, és a dir,

on

Aixi doncs, podem suposar que H ve donada per la integral de Poisson d’una mesura u
amb massa finita suportada en un interval compacte de la recta real.

Observacié. Fxisteix una constant C' > 0 tal que, per tots els entersn > 0 que compleizen
G| >8-27"2% i g, < LG, es té

|Gl
/ du(t) > C|G,|logn.
IGnl/2
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Acceptant aquesta observacio, que sera provada més endavant, trobarem una cota per
> |Gyu|/n que acabara la prova per contradiccié. En primer lloc, volem veure que els
indexs n que no satisfan les hipotesis de 1'observacié, no contribueixen molt en la suma.
Definim els segiients conjunts d’indexs:

E={n>0:|G,| > ng.}, F:{n201|Gn|28-2_”/2},

Llavors
2—n/2

G|
D S8

n¢F n>1

que és clarament convergent, i
SIG /M <D gu
n¢kE n
que convergeix per hipotesis. Per tant, només cal acotar el terme
> |Gal/n.
neENF

Per fer aixo, reagruparem els termes de forma que el tamany de les generacions decaigui
per un factor de com a minim la meitat d’un grup d’indexs a l'altre. Fixat N > 0, definim
per induccié decreixent els indexs

ny:=max ENFN{l,...,N}
N1 c=max{n € ENFN{L,...,n, — 1} : |G,| > 2|G,, |},

on la induccié es para i posem ng,; = 0 quan el conjunt on prenem el “maxim” esdevé
buit. Llavors, I'Observacié ens déna

:Z Z (Gl |logn
n = ng k
neENF k npp1<n<ng k
|Gy |
Z / dp(t) < C7'u(R) < oo,
|Gy /2

donat que la nostra definicié dels indexs n;’s implica que %\Gnk 1| > |Gy, i per tant els
dominis d’integracié donats abans son disjunts. O]

Prova de I’Observacio. Parlant vagament, la idea d’aquesta prova és que quan el valor
de H és gran en un punt, com que ve donat per una integral de Poisson, ha d’haver-hi
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suficient massa que prové de la mesura p “a sota”del punt. Donat que la massa total de u
és finita, aix0 ens donara una restriccié en el nombre de punts en una generacié donada.

Anem a precisar aquest fet. Per contolar els “efectes frontera” en la convolucié amb
el nucli de Poisson, volem considerar punts a, ; de forma que la seva part real estigui ben
endins de Dinterval (3|G,|, |G,|). Sigui

R, :={j>0:2"G,| +2"% < j < 2"G,| — 2%}

Recordem que J, = 2"|G,|. El fet que |G,| > 8 -27"/2? ens assegura que #R,, > J,/4.
Per j € R,,, es compleix

|Gn‘ j2—n,2—n/2

|Gn‘ j27n+27n/2
[ Py-n(iyj(t) du(t) > / Pan (i) (t) dp(t)
2

> [ P ®du(t) - Sul) (2.3

Cnge 1
= HE (i + )~ ~u(R).
Aqui, en la segona desigualtat, hem fet s de I'estimacid
1 c0—n -n co—n -n
Pa-n(ij)(t) < — per tg 2 -2 jar 2

Ara volem restringir la nostra atencié als indexs corresponents als punts on els valors
de H sén suficientment grans, per obtenir el resultat de (2.3) per sumaci6 sobre j (i.e.
sobre els punts d’una tunica generacid). La hipotesis que |G| > ng, ens diu que

> exp(—HE i+ ) < (2.4

Sigui

S, ={j € R, : e HE"(HI) <

S|oo

}.

La desigualtat de Txebixev aplicada a (2.4) déna

#(Rn\sn)génT/nn: n/&

i per tant #5S,, > J,/8. Llavors per (2.4) obtenim

(e - 2um) 2= Y | Py () dutt)

8 jesn  31Gnl
Gl Gl
< / S By (t) du(t) < C2° / dp(t),
31Gnl ez 31Gal
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per una estimaci6 explicita de la darrera serie. Recordant que |G,| = 27"/, obtenim el
resultat desitjat. O

Fet. Si{ay} és una successio acotada que és thin i separada, {G,} les seves corresponents
generacions i ¢ és una funcid no creizent de [2,00) a (0,00) tal que

llavors Z o(n)|Gp| < 0.

n>1

Prova de (c) a partir del fet. Raonarem per reduccié a I’absurd i suposarem que la suc-
cessié de nombres positius 7, := |G| no satisfa la conclusi6 desitjada. Sera suficient
provar que, donada una successié no creixent de nombres positius {~,} tal que

lim sup 7, logn = oo,

n—oo

existeix una funcié no creixent ¢ de [2,00) a (0, 00) tal que

Z%«w iy o) =

n>2

Definim ¢(n) = > _,~, €k, on €5 > 0 sén els termes d'una serie convergent a determinar.

Siguin
n 1 . n
:Z@, i T'(n) ::Z%.
k=2 k=2

Una sumacié per parts prova que

Zlogk Z B) + 6(n + 1)L (n)

i que
> d(k)ve =Y el (k) + ¢(n+ 1)T(n).

Donat que {~,} és no creixent, es compleix que I'(n) > n-, illavors un argument elemental
prova que L(n) < Cn/logn. Aleshores,

r
lim sup % =
n—oo n
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Aixi podem escollir una successi6 creixent d’enters {k;, j > 1} que compleixin I'(k;) >
JL(k;). Considerem ara la successié donada per

1
= = =0 k& {k;,5 > 1}
% = gy =0 perk e (kg2 1)

Llavors la serie ), € és convergent,

Zéb(k?)% > Z%H = 00
2 2

1amés

]

Prova del Fet. Tornarem a reagrupar els termes de forma que el tamany de les generacions
decaigui per un factor de com a minim la meitat d’'un grup d’indexs a l'altre. Definim
per induccié els indexs

ny = 2,
Ng+1 = min{n: 2|G,| < |Gp,|}.

Per tant, |G,| > |Gp,|/2 per ny <n < ngy1 1 |G
conjunts d’indexs:

st < |Gryl/2. Considerem els segiients

’ 1
" log gy

Ey={k& Ei:npp1 —np < i b

Aquests corresponen respectivament als indexs on les generacions sén molt petites i als
que decreixen molt rapid. Anem a acotar la part de la suma corresponent als indexs
k € Ell

— (k|G

ngy+1—1 ngy1—1 ¢(n)
1 Nk n> ng

Només portara una mica més de feina acotar la suma pels mdexs k € FEs, és a dir, els que
Ng1 — e < /Mg and |Gy, | > 1/(logngy1). Del fet que la funcié ¢ és no creixent i que




podem deduir que ¢(z) < C(logz)/z per alguna constant C' si x és prou gran. Llavors si
k € E,, obtenim

nk+1—1

log ny,
Gnlo(n) < C|G,, .
nzk |Gnlo(n) < C I\/n—k

Ara, donat que (logngy1)™! < |G, | <27 i la funcid log x/\/x és decreixent per x gran,

tenim |
Z |G, | 08 Tk < CZexp(—Cﬂk_l) < 00,
kEEs V 1k 1

on C7 > 0 és una constant absoluta.
Ara suposem que k ¢ Ey1UFE5. Pel Lema 2.3.2, existeix una funcié harmonica i positiva
H en el semipla superior tal que > Im ane @) < 50, Denotem per

Podem suposar que

Aleshores existeix | = I(k) € [ny, ngy1) tal que g < (ngy1 —ny)~ ', Sigui

G
fk = {n € Ql: H(an) Z log (%ﬂ(nkﬂ — nk))} .
Per la desigualtat de Txebixev es compleix

— G
> Ima, < MWHQZ < %
neG,ng¢F

Llavons,
E Ima > |G|> |G |
n — 9 1 ] ngl-
neF

Definirem una subsuccessié de la successio original considerant primer punts correspo-
nents només a les generacions Gy, llavors ens restringirem a aquells que tenen els indexs
en els conjunts Fy, i finalment als dels conjunts

Sp={neF: Z Ima; < Nlma,},
ajeQ(an)
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on N > 0 és una constant que escollirem més endavant. Aqui la suma es pren sobre els
punts a; amb j € F,,, per algun m > k; i

Qan) ={r+1y:0<y<Ima,,|r—Rea,| <Ima,}.

Aquesta darrera eleccié fa que la mesura

= Z Z Ima,d,, ,

k neSy

sigui una mesura de Carleson [11, pag. 31].

Necessitem veure que, mentre treiem punts dels conjunts Fj per assegurar que ob-
teniem una mesura de Carleson, han quedat suficients punts per contar la successio total.
La definicié de S implica que

Z Imang% Z Z Ima;,

nEFL\Sk nEFK\Sk a;€Q(an)

que esta acotat per

1

r>k jeF,

Com que |Gty < |Giyl/2, 1 a més Fi, C Gy, la suma anterior convergeix i esta
acotada per %|Gl(k)|, on C' és una constant absoluta. Prenent N > 4C', obtenim

1 1

neSk neF

Llavors la successié {a, : n € S} compleix

1
> Ima, > <lGnl. (2.5)
neSy
H(a,) > log (|Gi|(ngs1 —nx)/2) si n € k. (2.6)

Donat que k &€ E; U E, llavors també ng,qy — ng > /ngrq. Aixi si n € Fg, amb k prou
gran, obtenim també

H(a,) > Cylog ng,1, (2.7)

on Cy és una constant numerica.
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Recordem que M f(t) denota la funcié maximal notangencial de f, és a dir

Mf(t) = sup [f(2)],

z€l(t)

on I', (t) és 'angle de Stolz amb vertex ¢ d’obertura a.. Ara necessitarem fer s del segiient
lema.

Lema 2.4.1. Sigui h una funcié harmonica i positiva en el semipla superior i sigui v :
[0, +00) — (0, +00) una funcid creizent tal que

/mwdx<oo.
1 z

Llavors M (¢ o h) és localment integrable .

Abans de provar el lema acabarem la prova de (c¢). Recordem que si p és una mesura
de Carleson i M f € L'(R) llavors f € L'(pn) [11, pag. 32]. Aixi, per (2.5), (2.7) i el fet
que i és una mesura de Carleson, obtenim

> |G lv(lognea) <8 > Y Imayi(H(a,)/C") < oo,

k¢E1UE2 k¢E1UE2 nESk

per tota funcié ¥ que compleixi les condicions del Lema 2.4.1. Si prenem

wwzzewmm

per z > 1,iamés ¢(x) es defineix en [0, 1) de forma que 9 sigui creixent, podem deduir

que
Nk+4+1 —1

S Y 1Glé(n) < oo,

k‘ﬁéEl UFE> Nk

que acaba la prova de (c). O]
Prova del Lema 2.4.1. Sigui I C R un interval. Observem que
{tel: M(poh)(t)> A} ={tel: Mh(t)>¢ "(\)}.

Llavors
0

[MWomwwsAmeme>vﬂmwm+wnm-

Donat que Mh és de L debil [11, pag. 28], la darrera integral esta acotada per un miltiple
de
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que prova el Lema. Il

Prova de (d). Sigui

o . U . n
[n,j::[]Q 7<]+1)2 )7 SO::{an,j}::{Q (j_§+l)71§j§27n20}
Per tant Rea,; és el centre de U'interval I,,; i Ima, ; = |I,;| = 27". Observem que els
intervals que formen la generacié n-essima de Sy sén {7, ;,1 < j < 2"}, que formen una
particié diadica de 'interval [0, 1). Definim ng :=11

ng =22 k=12 ...

Tot seguit definirem una subsuccessié S de Sy juntament amb les seves generacions
de forma recursiva. El punt ap; € S. Aix0 defineix G. Per ni <n < npy1, apj € S sii
només si I, ; C Gp,. Aixi, per ny < n < ngyq, es compleix que |G,| = |G,,|. Per altra
banda, les generacions decauen la meitat de la seva longitud total en els indexs ny. De
forma més precisa, si n = ny41, llavors a,, ; € S si i només si I,, ; C G, 1 j és parell. Per
tant |G, | = |G, |/2, 1 a més G, ., esta uniformement distribuit en cada interval de
Ianterior G, és a dir, per ny < n < ngyq,

1
|Gnk+1 N Imj| - §|]n7j|'
Observem que també
log 2
G| =27F = 8% k=12
log ny,
i que per ngy < n < ngyq, es compleix
log 2 2log 2
2 < |G| < |G| < 2252
logn logn

El fet que la successié S és thin s’obtindra a partir de la segiient construccio.

Fet. Ezisteiz una mesura de probabilitat p en [0,1) tal que per tot n, i tot interval I,, ; de

G, es compleix

’[n,'l
H’(L%j) = ‘G]|
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Prova del Fet. La mesura u es construeix com a limit feble de les mesures u,, que definirem
tot seguit. Aixo és analeg a la construccio classica d’una mesura en el conjunt de Cantor:
aqui concentrarem la massa uniformement en els intervals de cada generacid. Aquest
metode és una versio simplificada de 'utilitzat per provar la necessitat del Teorema sobre
minorants essencials de [24]. Sigui

1
G A e

j(n7])€gn

on m és la mesura de Lebesgue i x és la funcié caracteristica de I'interval I. Clarament
es veu que fi, és una mesura de probabilitat i p,(1, ;) = |I,;|/|Gn| per tot interval I, ;
de GG,,. El Fet quedara provat un cop veiem que

L]
n Iy ;) = =,
:U’ ( k:]) |Gk|

per tot interval I ; de G, kK < n. La construccié anterior déna que G, esta uniformement
distribuit en tot interval de Gy, k < n, llavors

|Gl
G,N Iy | = —=|1x |
| k7]| ’Gk“ k7J|
Per tant L
1 ki
W(Ip ) = — |G, N I ;| = —=21
M ( k,J) |Gn’| k,Jl ‘Gk|
i el Fet queda provat. O

Per veure que la successi6 S és thin, considerem una funcié holomorfa f en el semipla
superior tal que

log |£(2)] = —c / P.(t)dpt).

on ¢ és una constant a escollir més endavant. Per t € [z — y, z + y|, es compleix
Co
Pﬂeriy (t) Z Z )

on ¢g és una constant absoluta. Prenem ¢ = (2log2)/co. Llavors, si a, ; € Gy, aplicant
I'estimaci6 anterior a x + 1y = ay, ;, obtenim

2

C J—
£ (ng)] < exp (—cﬁwn,j)) o
n7]
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Aleshores
2 _ 2
Z Im n,j |f<an,j)| < Z ’Gn| 2 16nl = Z ‘Gnk|(nk+1 - le) 2 Gl
(n’.j) n k

Iy k 214 .
Com que |G,,,| = 27" i ny = 22", aquesta iltima suma convergeix. Il

Una altra prova de la condicié (c).

Aquesta nova prova esta basada en estimacions de mesura harmonica, i és molt més
curta que I'anterior. Aqui farem la prova en el disc unitat, on les generacions corresponents
es defineixen de forma similar i el paper dels rectangles el fan els sectors amb base un arc
diadic del cercle unitat.

Sigui {ay} una successi6 separada de punts del disc unitat amb constant de separacid
§ = inf, s p(aj, ag). Sigui Ay = {z: p(z,ar) < §/4}.

Lema 2.4.2. Sigui h una funcié harmonica i positiva al disc unitat. Llavors

> han, )w(0,0A,,, D\ UA, ) < Ch(0),

per tota subsuccessio {ay, } de la successio separada {ay}. Aqui C' és una constant absoluta
independent de h i de la successio {ay}.

Demostracié. Es una consequencia immediata del principi del maxim i de la desigualtat
de Harnack. O

Denotem per S, = J;cg, A;j. Una estimacié trivial sobre mesura harmonica ens déna
que w(0,0A;,D\ S,) < Ci(1 — |a;]).

Lema 2.4.3. FEuxisteiz una constant Cy > 0 tal que
w(0,085,, D\ S,) > Cy|G,|.
Demostracio. Pel Lema de Hall (veure [25]), es compleix que
w(0,08,,D\ S,) > 2/3w(0,(9S,)", D),

on A" denota la projeccié radial sobre O del conjunt A C D. Ara bé, com que 95, =
U icq., 0A;, 1 com que tots els A; corresponen a indexs de la mateixa generacid, llavors
les seves projeccions radials sén disjuntes. Aixi

@5, = | (08,

JEGn
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1 per tant
w(0, (0S,)" D) = ¢o](9S,)™ | = Co|Ghl,

ja que [(9A;)" | ~ (1 —|ay]). -
El segiient Lema és el resultat clau per a la prova de la part (c¢) del Teorema.

Lema 2.4.4. Sigui {ay} una successio separada de punts en el disc unitat D. Aleshores
existeix un subconjunt d’indexs A,, de G, tal que

(a) > (1= laj]) > Cs|Gn.
JEA,
(b) w(0,0A;,D\ S,) > Cy(1 —|a;]), Vje A,.
Demostracié. Definim

={j€G,:w(0,04;,D\S,) > %

(1- ’CLJD}

on (5 és la constant obtinguda en el Lema 2.4.3. Aixi, pel Lema 2.4.3 tenim

Col Gl < w (0,8, D\ Sp) = Y w(0,00;, D\ S,) + Y w(0,04;,D\S,)
JEA, J€G\An

que esta acotat superiorment per

201 — CQ C(2

2GS gl + 21l

JEAR
Aixi obtenim el resultat amb C5 = 20 *5 > 0 ja que Cy > Cs. O]
Com que la successié {ax} és thin i separada, pel Lema 2.3.2, existeix una funcié
u harmonica i positiva en el disc unitat tal que Z (1—|a;|)e™ “J) < 00. Denotem per
j
Gp = Z(l — la;|)e™™ (@) Es suficient provar el resultat pels n tals que g, < 2/n, ja
J€Gn
que per n > 3, existeix k = k(n) amb [n/2] < k < n tal que g < 2/k, i llavors si
(log k)|Gk| < My, deduim que
(logn)|Gy| < 3(log(n/2))|Gk| < 3(log k)|Gx| < 3M;.
Podem suposar a més que |G,,| > 1/y/n. Definim el conjunt d’indexs
Fn={j € A, rula;) > log(n|G,|C/4)}.
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Per la desigualtat de Txebixev, obtenim que
C

S =lay)) = S1Gl

JEFn
Aleshores,

2
(logn) |Gul < = > (ogn) (1—la;)) <Cs > ula;)(1 = |a)),
jEFn JEFnCAR
que pel Lema 2.4.4, esta acotat per
Co Y ulay)w(0,04;,D\ S,).
JEFn

Aplicant el Lema 2.4.2, la darrera suma esta acotada per My u(0), i per tant (logn)|G,| <

2.5 Conjunts invariantment thin

Recordem que, per un celebre resultat de L. Carleson (veure [3]), una successié {a;} és
separada i Invariantment Blaschke”, és a dir,

sup 3 (1= [¢(an)]?) < o,

(on el suprem es pren sobre tots els automorfismes ¢ del disc unitat en ell mateix), si i

només si és una successié d’interpolacié per H*, és a dir, si per tota successié acotada {wy, }

de nombres complexos, existeix una funcié f € H>*(D) tal que f(ag) = wg, k= 1,2,....
Fent 1s de la identitat

(1 — la[)(X — [o*)
’1 — C_lkOé|2

L= [¢a(an)* =

Y

on ¢, és 'automorfisme del disc unitat en ell mateix que intercanvia el 0 i el punt o € D,
el fet geometric que {ay} és separada i invariantment Blaschke es pot reformular dient
que
H]if H ‘¢ak(a‘j)| >0,
J:j#k
que és la formulacié usual del teorema de Carleson (veure [11, pag. 284-287] per condicions
equivalents).
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La condicié que una successié {ay} sigui invariantment Blaschke també es pot expresar
en termes de que la mesura
p=> (1 - |ak|)s

(on d; denota la Delta de Dirac en el punt ay) sigui una mesura de Carleson , és a dir,
que

wQ) < CUQ)
per tot @) de la forma

Q= {re®: 0<1—7<1Q), |0—0]<lQ)}.

Una caracteritzacié equivalent és que per tot p € (0,00) i per tota funcié f € HP(D),

SO = Jal)If (@)l = / FPdi < COlf 1.

Aquesta condicié es pot comparar amb el fet que quan una successié {ax} és thin, ezisteix
una funcié f € HP(D) tal que > (1 — |ax|)|f(ax)[? < oo (veure [11, pag. 33] i [11, pag.
239] ).

Aleshores és natural preguntar-se que passa si demanem a una successié de punts que
sigui invariantment thin. L’expressié per 1 — |¢,(ax)|* donada anteriorment, implica que
la imatge sota qualsevol automorfisme d’una successié thin, encara seguira essent una
successié thin; llavors podem definir Invariantment thin”per la propietat més forta de
demanar que existeixi una funcié analitica i acotada no-trivial f € H*>(D) tal que

sup Y (1= [o(ar) IS (d(ar)] < oo,

on el suprem es pren sobre tots els automorfismes ¢ que van del disc unitat en ell mateix.

Un fet sorprenent és que, mentre que les successions invariantment Blaschke tenen el
mateix comportament quantitatiu que les successions de Blaschke i només estan més ben
uniformement distribuides, i mentre que les successions thins és una classe de successions
molt més gran que les successions de Blaschke, el nostre pas de ”"thin”a invarianment
thin”, en el cas de successions separades, ens redueix a la mateixa classe que les successions
invariantment Blaschke.

Teorema 2.5.1. Tota successio invariantment thin i separada €s d’interpolacio.

Prova. Sigui {a;} una successié separada invariantment thin. Sigui f € H*, ||f]|. < 1,
f(0) # 0 que compleixi

sup 3 (1 — [élan)]) 1f (élan))] < 1,
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on el suprem es pren sobre tots els automorfismes ¢ del disc unitat en ell mateix. Suposem
que la successié {ay} no és d’interpolacié, és a dir, la mesura » (1 — |ag|)dx no és de
Carleson. Aquestes successions també es poden descriure en termes de generacions (veure
[11, pag. 200)).

Donat un punt a; de la successié amb k € G;, denotarem per G (ay) els indexs [ € G,4
tals que I; C Ix. Donat un punt a; amb | € Gy (ay), considerem G (q;) i definim

Les segiients generacions es defineixen de forma recursiva,
Gry1(ar) U Gi(ar)
legn(ak)

Llavors, si la mesura p no és de Carleson, existeix un niimero positiu > 0, una subsucces-
si6 {b;} de la successié {ay} i una successié {m(j)} de nimeros positius, amb m(j) — oo
quan j — oo, tal que

> (A—la) =0 =), n=1,...,m3), (2.8)
ar€Gn(b;)

per tot j. En particular, es compleix que

Aqui Q(bj) = {re?: 0 <1 —r < 2(1—|b;]), |0 —argb;| < 2(1 — |b;])}.
Ara, considerant 'automorfisme ¢ que envia b; a 'origen, podem veure que per un
e > 0 fix es compleix, si j és prou gran,

1
D (=lal) =5 > (1—la]).
aR€F (lkGQ(bj)

Aqui F = F(bj,¢) és la familia de punts a; € Q(b;), ar # b;, tal que |f(o(ar))| < e.
Considerem ara la subfamilia G = G(b;,¢) de F formada pels punts a, € F tals que

[f(o(2)] <e,
per tot z del disc Dy = {z € D: d(z,ax) < 1/2}. Per ¢ > 0 fix, es compleix
1
> (1= ay]) — oo (2.9)
1— b 4 j—o0
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Aquesta estimaci6 es segueix de

1
1 — by

> (1= faul) — oo,

ar€F

el fet que siay € F\Gig= fo¢, llavors existeix zp amb d(zx, ax) < % tal que

|’ (ze)|(1 = |21]) > e.

i del segiient lema, que és una petita variacié d’un resultat de [36].

Lema 2.5.2. Sigui f una funcio de BMOA, és a dir, una funcid analitica f en el disc
unitat D complint que

=11 (w)*(1 = [w])dm(w)
és una mesura de Carleson, i sigui ||f||2 Uinfim dels mimeros positius C > 0 tals que

w(Q) < CUQ), per tot rectangle de Carleson Q. Donat n > 0, sigui A = A(f,n) el
conjunt dels punts z € D de forma que existeiz w amb d(w, z) < 1/2 tal que

[ ()| (1 = Jwl) = 7.

Llavors la mesura o = (1 — |z|)"*xa(2)dm(z) és una mesura de Carleson i

0@ = i),

per tot “rectangle” Q := {re?? : 0 < 1—r < 1(Q),|0—0| < U(Q)}. Aqui C és una constant
numerica.

Acceptem el Lema 2.5.2 (i per tant, també (2.9)) temporalment. El Lema 2.5.2 i (2.8)
també ens donen que per j prou gran, existeix n(j) amb 1 < n(j) < m(j), tal que

S —lal) > 21— b)),

a(4)

on a(j) és el conjut de punts a, € Gn(;)(b;) que també estan en la familia G. Ara, denotant
per M = M(j) el conjunt d’indexs k corresponents als punts a; € a(j), obtenim

w(b;, | JODe , D\ JDr) = C(n) >0,
M M

on C(n) és una constant que només depen de 7. Aqui w(z, E,Q), E C 0, denota
la mesura harmonica des del punt z € 2 del conjunt E en el domini 2. Donat que
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|f(o(2))] < e per tot punt z € Dy siag € G, 1amés log|fog|ésuna funcié subharmonica
negativa , deduim que

log | f(¢(2))| < (loge)w UaDk,D\UDk

per tot punt z € D\ |J,, Di. Prenent z = b; , obtenim
|£(0)] < &0,

que porta a contradiccio. O

Prova del Lema 2.5.2. Per tot punt z € A, considerem D(z) = {w € D: d(w, z) < 3/4}.
Observem que per z € A, per subharmonicitat obtenim que

0772 1 ! 2
2 = m(D(2) /D@ 7 (w)l" dm{w),

on C' és una constant numerica. Per tant, per tot z € A, es compleix

Cn*(1—2]) < /D( ) |/ (w)*(1 = wl]) dm(w) . (2.10)

Ara, aplicant el Lema de recobriment de Besicovich obtenim una familia de discos D(z;),
zj € A, amb A C |J; D(;) tal que

ZXD(ZJ-) S N?
J

on N és una constant fixa. Llavors si ) és un “rectangle”, obtenim

Q< S (- 15)).

Zj€4Q

Sigui A la familia dels punts z; € 4Q). Llavors, fent us de (2.10), s’obté

< 22 /D @R felydm(w)

C’lN
< / /@) (1~ Jul)dm(w)

i aix0 acaba la prova. O
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2.6 Minorants essencials

Lyubarskii i Seip ([24]) diuen que una funcié no creixent g de [0, 1) a (0, 00), que tendeix
a 0 quan x tendeix a 1, és un minorant essencial per H* si i només si donada qualsevol
successié separada no-Blaschke {a;} C D, tota funcié f € H* verificant que |f(ax)| <
g(lag]) és identicament nul.la. Lyubarskii i Seip van provar que aquestes funcions g vénen

caracteritzades per la condicié
/ ! dr -
— < 00.
o (1—r)log ﬁ

Similarment, una funcié no creixent g de [0,1) a (0,00) és un minorant essencial en
conjunts thicks per H* si i només si donada qualsevol successié thick i separada {a;} C D,
tota funcié f € H™ verificant que |f(ax)| < g(|ax|) és identicament nul.la.

La segiient caracteritzacié dels minorants essencials en conjunts thicks ha estat donada
per A. Borichev, completant un argument de P. Thomas i J. Pau.

Teorema 2.6.1. (Borichev)
Una funcid no creizent g de [0,1) a (0,00) és un minorant essencial en conjunts thicks
S 1 NOMES Si |
ogg(r
lim inf | log 9(r)

> 0.
r—1 " log|log(1 —r)|

Abans de provar aquest Teorema, donem una observacié senzilla que sera de gran
ajuda per la prova de la suficiencia de la condicié del Teorema.

Lema 2.6.2. Suposem que existeiz o > 0 tal que

/1 glr)dr (2.11)

1—r
Llavors g és un minorant essencial en conjunts thicks.

Prova del Lema 2.6.2. Primer de tot, observem que si g és un minorant essencial en con-
junts thicks i @ > 0, llavors ¢g¢ també ho és. En efecte, quan o > 1, es compleix que
g(r)® < g(r) per r prou proper a 1, i per tant, la propietat és immediata. Suposem que
a < 1iquelf(z)] < g(]z])* per tot z en algun conjunt thick, on f € H*. Llavors, per
tot enter m > 1/a, f™ € H*, |f(2)[™ < g(|z]), per tant f™ = 0. Aixi doncs, f = 0. Aix0

ens diu que podem suposar que
1
d
/ gr)dr < o0
o l—r
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Sigui ara {ay} una successio thick i separada i f € H* de forma que |f(ax)| < g(|ax|)
per k=1,2,.... Llavors

> (= larDIf(a)] < (1~ Jaxl) g(lax])-

k k

Sigui Dy, el disc hiperbolic de centre ay i radi 6 > 0. Prenent 6 > 0 prou petit, podem
suposar que els discos { Dy} s6n dos a dos disjunts. Llavors, la darrera suma es pot acotar

per un multiple de
 Jp, 1= 1] 51—

Per tant, la condicio integral de g ens déna que f ha de ser identicament nul.la. Aixo
prova el Lema. O]

Prova del Teorema 2.6.1. Ara, donada una funcié g que compleixi la condicié del teorema,
¢és elemental veure que compleix la condicié del Lema per o > 0 tal que

1 < liminf [log ()| .
« r—1 log|log(1l —r)|

Aixi doncs, g és un minorant essencial en conjunts thicks.
Per provar el reciproc, treballarem en el semipla superior, amb la particiéo diadica
donada en la Seccié 2. Suposem que la funcié g compleix

liminf 108 9(")]

2 log Mog(1—r)]

Sera convenient suposar que la funcié g que mesura el decreixement de f depen de y = Im 2
i que és constant en quadrats de Whitney. Especifiquem aixo, definim

B, = —inf{logg(¥ ' (z +iy)): —1 <2 <1,27" ' <y <27}

on ¥ és I'aplicaci6 de Cayley (veure Secci6 2). Llavors tenim que [3, creix cap a 0o, i que
per algun C; > Cy > 0,

g(1—=C127") > e P > g(1—Cy27™),
i aleshores

lim inf Bn =0.
n—oo logn
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Si podem trobar una funcié f holomorfa i acotada en el semipla superior i una successio
thick de punts a, j, amb Ima,; = 27", de forma que |f(a, ;)| < exp(—p3,), llavors g no
sera un minorant essencial.

La successio a, ; es construira (i es provara que és thick) seguint les linees generals de
la prova de la part (b) del Teorema 2.3.4. Escollim una successio creixent d’enters ny, tals

que
n 3 : ﬂnk < Q—k
k+1 > ’n/k 1 —10g nk -~ .

Definirem les longituds I, com miiltiples de 2~ V™I~ que siguin propers a (logn,)~!, és

a dir,

[Vnel+1
o oty 2
log ny
Aqui, [-] denota la part entera d’un nombre real. Observem que, per k prou gran, es

compleix que 0 < 41 < l/2. Sigui
[ :27nj_'_27n2~’ Ogj <2nlk, per TLEJk = {[\/nk]+1,,nk},

aixo garanteix que la uni6 dels intervals diadics I, ; corresponents a un "nivell’n € J;
sera U'interval [0,1;). Observem que aqui, els punts del nivell n, és a dir, els que tenen
part imaginaria igual a 27", no constitueixen la generacié n-eéssima, degut als canvis que
hem introduit. Per tant, haurem d’adaptar la prova de la part (b) del Teorema 2.3.4 per
provar que la successio és thick.

Escollim ara una funcié holomorfa f que estara acotada en modul per g o =1 en els
punts de la successi6 a, ; demanant que f(i) > 0 i que |f| = e, on H és la integral de
Poisson dels valors frontera

H*(z) := co Z 6nkX(lk+1,lk](x) )
k
on ¢y > 0 és una constant a escollir. La funcié H* és integrable en la recta real ja que

B
Zk:ﬁnk(lk - lk+1) < zk:ﬁnklk < Zk:l()g—knk < 00,

per lelleccié dels ny. Donat que H*(z) > cof3,, per © € (0,l], i que per n € Jj
tenim Ima,; = 27" < i, una estimacié facil de mesura harmonica ens déna que, per
0 <J <2%,

H(amj) 2 CCoﬁnk > 67% Z ﬁna

per ¢y ben triat. Llavors |f(a, ;)| < e ", tal com es demanava.
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Per provar que la successio {a, ;} és thick, com en la prova de la part (b) del Teore-
ma 2.3.4, sera suficient veure que no hi ha cap mesura positiva finita u en la recta real
tal que si

5(:) = [ PAt)dnte).

Z 27" Z exp (—S(an,;)) < 0.

Suposem que S satisfa aquestes propietats. Per n € 7, sigui

llavors

2", —1

on = Y exp(—S(any)) .

j=0

Considerem el conjunt d’indexs
Uy
K:={k:Vné€ Jy,0,> —}.
n

Fet. Euxisteiz una constant C > 0 tal que, per tot k ¢ K prou gran, es compleix
Ui
Ie/2

Acceptant el fet, podem acabar la prova. En efecte, per les nostres hipotesis i la
definicié del conjunt K,

Iy
oo > > — > .
YILIED D) LS pIRt
n keK neJy keK
Donat que la serie ), I log ny, és divergent, s’ha de complir que
1
00 = C’Z llogng < / du(t),
ke K 0
que és una contradiccio. Il

Prova del Fet. El fet que k ¢ K ens diu que podem fixar algun n € Jj tal que o,, < l/n.
Sigui

S, = {j €10, 20 — 1} : exp (—S(any)) < i} |

n
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Llavors, per la desigualtat de Txebixev,

o520, — < =

i llavors #5S,, > (3/4)2"1;. A més a més, per k prou gran, i tot n € Jj, es compleix
I > 8- 272Vl > 8. 975

Aixi doncs, els “efectes fronterers” no porten molts problemes:
/ 1 n n z 1 n

Ara acabarem la prova del Fet com en la seva contrapartida en la prova de la part (b) del
Teorema 2.3.4. Per j € S/, es compleix

Ip j2- 42— /2 1
/ Pyon(os) (t) du(t) > / Pyniirpy(8) du(t) = S27"(i + 5)) — —p(R)
li/2 j2-n—2-n/2 T

Sumant sobre tots els j € S/ i recordant que per j € S,,, es compleix que S(27"(i+j)) >
log(n/4), obtenim

Czn/lk du(t) > 221, (10g 2 — Lum)
- og— — — )

w pt) = go g 4 Wﬂ
Llavors

Ik C

/ du(t) > Cilylogn > Elk log /n > C'l;; logny, ,

In/2

on C; és una constant numerica. O

2.7 Observacions

Encara queda obert el problema d’obtenir una caracteritzacié geometrica de les successions
thins i separades. El Teorema 2.3.4 ens diu que aquesta descripcié no es pot obtenir en
termes de longituds de generacions. Ara bé, els arguments donats, aplicats a la segiient
subalgebra de H*°, donen un resultat satisfactori.

Sigui A el conjunt de funcions analitiques i acotades en el disc unitat D que es poden
posar com f = Bh, on B és un producte de Blaschke, h no té zeros i M(logh) € L' (D),
on M és la funcié maximal notangencial.
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Teorema 2.7.1. Sigui {a;} una successid separada de punts en el disc unitat i siguin
{G} les corresponents generacions. Llavors, existeix una funcio f € A, f # 0 tal que

NE

(1= lar))[f(ar)] < o0

>~
I

1

St 1 nomes si

o0
G

E |Gl < 00.
n

n=1

La suficiencia es segueix de la condicié (a) del Teorema 2.3.4 i la prova de (c) (amb
¥(x) = x) déna la necessitat.
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