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Un cami!
Quina cosa més curta de dir!
Quina cosa més llarga de sequir!
Quin so vulgar 1 estrany!
Un cami!. ..
Quina sentida de pena i patir,
quina promesa de calma 1 de guany!
Un camil. ..
Josep Maria de Sagarra
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Introduction

Graphs are combinatorial objects that sit at the core of mathematical intuition.
They have many uses in Algebra, and their representation theory is very rich. Given
a quiver (finite oriented graph) E = (E°, E' r, s) and a field K, a representation of
E consists of the assignment of a K-vector space M (v) to each vertex v € E° and a
linear map

M(e): M(s(e)) — M (r(e))
for each arrow e € E', where s(e) and 7(e) denote the source and range vertex of e
respectively. The path algebra Pg(F) has a K-basis consisting of all the (oriented)
paths in the quiver F/, the product being induced by concatenation of paths. It has
the property that its representation theory is the same as the representation theory of
the quiver F.

The algebra P (E) has many pleasant properties, in particular it is a quasi-free
algebra in the sense of [26] (some other authors use the terms smooth or formally
smooth algebra). In particular, it is a hereditary algebra. If the field K is algebraically
closed then every basic finite dimensional hereditary K-algebra is isomorphic to P (E)
for some quiver E without oriented cycles, and moreover every basic finite dimensional
algebra is the path algebra of a quiver with relations, that is, a quotient of a path
algebra Pk (F). Related to this, it is worth mentioning a result of Neeman, Ranicki
and Schofield [52] stating that every finitely presented algebra is Morita equivalent
to a universal localization of a finite dimensional algebra obtained as a path algebra
of a quiver with relations. Also, the path algebra Pc(F) plays a crucial role in some
versions of Noncommutative Algebraic Geometry like the one developed by Le Bruyn
[40}, [41), [42], where the space of finite dimensional representations over a quiver E is
considered as the noncommutative analogue of affine space.

A traditional source of noncommutative life is the theory of operator algebras, a
subject closely related to Quantum Physics and Noncommutative Geometry [23]. A
Clunitz-Krieger representation of a quiver E on a Hilbert space H is given by a family
of orthogonal projections {P, | v € E°} on H, with >_ P, = 1, and a family of partial
isometries {S. | e € E'} such that

(i) SeS: = Py(e)-

(i) D eer—1(y) SéSe = Py for all v € EY such that r—1(v) # 0.
These are the, so called, Cuntz-Krieger relations. The Cuntz-Krieger graph C*-
algebra, in symbols C*(FE), is the universal C*-algebra generated by a Cuntz-Krieger
family as above, see [56] for details.

These relations were designed to provide a wide generalization of the Cuntz alge-
bras O, introduced by Cuntz in [24]. For each n > 1, the algebra O,, corresponds to
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the n-rose quiver R,, which has only one vertex and n arrows:

e
3 €

€n

The algebra O, is generated by n isometries S7,...,S; with orthogonal ranges and
such that Y i | SFS; = 1. Cuntz showed in [24] that for n > 2, the algebra O, is
simple.

The topological K-theory of O,, (n > 2) was computed in [25], as follows:

Ko(O0,)=7Z/(n—1) and K;(O,)=0.

This was the first example of an infinite simple C*-algebra with torsion in K. Observe
that since the generator of Ko(Op) is [On] we get O, = (0,)" but O, % (O,)* for
1 < k < n. It turns out that similar algebras were constructed from a purely algebraic
perspective twenty years before by William Leavitt [43]. Leavitt path algebras [1l, [10]
associated to any quiver and any field K provide wide generalizations of the algebras
constructed by Leavitt, in much the same way as Cuntz-Krieger graph C*-algebras
generalize Cuntz algebras.

This thesis deals with the construction of von Neumann regular envelopes of Lea-
vitt path algebras, which can be thought of profitably as “total (generalized) algebras
of fractions” of them. In the following subsections we describe in some detail Leavitt
algebras and Leavitt path algebras, and we sketch some of the motivations of our work,
in particular a fundamental representability open problem in nonstable K-theory.

Leavitt algebras and Leavitt path algebras

>~

We say that a ring R has invariant basis number (IBN) provided that R,
R = n = m. For instance, every (nonzero) commutative ring has IBN. However, in
the context of noncommutative rings it is possible to find examples for which IBN fails
to hold. Indeed, let n be a positive integer and fix a field K. The Leavitt K-algebra
Vin of type (1,n — 1), first considered in [43], is the algebra with generators x;, y;,
1 < 4,5 < n, and defining relations which, in matrix form, can be written as

(1) (1, xn) (Y1, - ,yn)t =1, (y1,... ,yn)t(:cl, ceyTp) = 1,

where 1, denotes the identity matrix of size r X r. For n > 1 these are examples of
rings without IBN since we have Vi, = V{", . In fact, V3, is the K-algebra having a
universal right Vi ,-module isomorphism Vi , — V{",.. Several properties of the algebra
Vi,n have been studied in recent years. For instance, in [9] it was proved that Vi,
is a purely infinite simple ring [9, Theorem 4.2]| (recall that a simple ring R is called
purely infinite in case R is not a division ring and for each nonzero a € R there are
z,t € R such that zat = 1) and the structure of the finitely presented modules over
the Leavitt algebras V ,, has been computed in [4].

In general, the Leavitt type [44] of a nonzero ring R is the pair of numbers (7, s)
which is defined as follows. If R has IBN then we set (r,s) = (1,0). If R does not have
IBN, then r is the least positive integer such that R}, = RTRH for some positive integer
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i, and then s is the least positive integer with R, = R}?S. For each Leavitt type (r, s),
Leavitt constructed [43)}, [44] K-algebras V;.,; having a universal isomorphism

i (V;“,TJrs)r B (w,r+s)r+s-

These universal rings constructed by Leavitt can be thought of as particular ca-
ses of a very general setting presented in an outstanding article by Bergman [16].
From Bergman’s results, we can construct a ring with a universal module isomor-
phism between finitely generated projective modules, so the Leavitt ring V;, , can be
obtained in this way. An important advantage of Bergman’s construction is that his
general results give us automatically some properties of the rings. For instance, he
showed in [16] Theorem 6.1] that V}, , is a hereditary ring and computed the mo-
noid V(Vy, ). Here, for a ring R, V(R) denotes the monoid of isomorphism classes of
finitely generated projective right R-modules with the operation induced by .

The path algebra can also be obtained by using Bergman’s constructions. As an
easy consequence of this fact it is possible to compute the monoid V(P(E)) and get
that P(E) is hereditary (see Proposici6 [1.2.8)).

Let R be a ring and let ¥ be a set of homomorphisms between finitely generated
projective right R-modules. We recall that the universal localization of R with respect
to X is a ring Ry, together with a ring homomorphism R — Ry universal with respect
to the property that every element a @ 1, for @ € ¥ has an inverse (see Secci6 .
It is clear from the relations that the algebra V; , is a universal localization of the
free algebra K(x1,...,x,) inverting ¥ = {(z1,...,2,)}.

Let E be a finite quiver. For every vertex v € E? such that r—!(v) # 0 we
put 71 (v) = {ey,..., e } and consider the following homomorphisms of right P(E)-
modules

po: poP(E) — @ps(e;>P(E)
j=1
r— (671’7’, .. ,efLUT) ,

where p,, denotes the canonical idempotent associated to w € E°. We set ¥1 = {y, |
v e E% r~1(v) # 0} and consider the universal localization L(E) = P(E)x,. We will
refer to L(FE) as the Leavitt path algebra of the quiver E. We observe that the Leavitt
path algebra of the n-rose, L(R,,), coincides with the Leavitt algebra V; . We remark
that it is also possible to define the Leavitt path algebra for an infinite graph provided
that it is a column-finite graph, that is, if for every v € E° we have |[r~!(v)| < co (see
Seccio .

Leavitt path algebras are becoming a subject of much current interest. Charac-
terizations of the column-finite graphs F such that L(FE) is simple or purely infinite
simple or is an exchange ring are given in [I, 2] and [12] respectively. Moreover, by
using Bergman’s machinery the monoid V(L(FE)) has been identified in [10] with a
certain monoid Mg naturally attached to the graph E (see Secci6[L.3). Papers |53} 66]
contain important information on certain localizations of the path algebra P(E). We
recommend the book [L3] for an overview on the state-of-the-art of the subject.
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The realization problem for von Neumann regular rings

Let E be a column-finite graph. We will show in Capitol [2| that the algebra L(E)
can be embedded in a von Neumann regular algebra Q(E) in such a way that the
embedding induces a monoid isomorphism V(L(E)) = V(Q(E)). Moreover, the von
Neumann regular algebra Q(FE) is obtained from P(F) and also from L(F) by universal
localization, so that it is a (generalized) algebra of fractions of both algebras. Using
this we prove that the construction Q(F) is functorial with respect to complete graph
homomorphisms (see Seccid for the definition). This enables us to extend many
results from the case of a finite quiver to the case of an arbitrary column-finite graph.

Let E denote the inverse quiver of F, that is, the quiver with the same set of
vertices and reversed arrows. We will see in Secci6 and Secci6 that for a
(finite) quiver E with |E°| = d, Q(E) fits in the following commutative diagram of
inclusions

K? —— P(E) — By(E) —— P(E)

S R R
sy ,
P(E) —— L(E) —— Q(E) —— P(E)s,,
where the labeled arrows are universal localizations. Here, P((E)) and Rat(E) are
respectively the formal power series and the rational power series of the quiver E (see
Definici6 and Definici6 [2.1.16)). As an enlightening example we can consider the
case of the 1-rose in which the above diagram reduces to the commutative diagram:

K — K[z] —— Kiat|] — KJ[x]

w ! l !

Klz™] —— Kz,2™'] —— K(z) = K(@™") —— K(«)),

where K[z] is the power series algebra, Kyat[x] is the algebra of rational series, K (z) =
K(x71) is the algebra of rational functions (the quotient field of K[z]) and K ((z)) is
the Laurent power series field.

Our construction is relevant to the following realization problem for von Neumann
regular rings, which is a variant of a problem posed by Goodearl in [33] Fundamental
Open Problem|. Recall that an abelian monoid M is conical in case x +y = 0 implies
x =y = 0 and that it is a refinement monoid in case any equality 1 + x2 = y1 + ¥
admits a refinement, that is, there are x;;, 1 < 14,5 < 2 such that x; = x;1 + x;2 and
Yj = T1j + T2j for all 4, j.

Realization Problem for von Neumann Regular Rings Let M be a coun-
table conical abelian refinement monoid. Is there a von Neumann regular ring R such
that V(R) = M?

For every von Neumann regular ring R, it is known that V(R) is a conical refine-
ment abelian monoid. Indeed this is the case for the larger class of exchange rings, by
[8, Corollary 1.3].
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The countability condition is important here. Friedrich Wehrung [75] proved that
there are (even cancellative) refinement conical abelian monoids of size Ny that cannot
be realized as V(R) for any von Neumann regular ring R. Note that, by the results
in [74], an affirmative answer to the above realization problem would give a negative
answer to the Fundamental Separativity Problem for von Neumann regular rings [8].

As we said before the monoid V(L(FE)) corresponding to a column-finite graph E
was computed in [10], and its properties are fairly well understood (see [10, Secti-
on 6]), so the results in Capitol represent a significant contribution to the realization
problem. In particular, we demonstrate in Teorema[2.4.2] that there exists a unital von
Neumann regular hereditary ring Q(FE) such that V(Q(E)) = Mg, for every finite qui-
ver E. Furthermore, if F is a column-finite graph, then there exists a (not necessarily
unital) von Neumann regular ring Q(E) such that V(Q(E)) & Mg (Teorema [2.4.4)).
It is well worth mentioning that, very recently, the antisymmetric graph monoids have
been completely characterized in monoid-theoretical terms (see [I11, Theorem 5.1]).

The only systematic approaches to the realization problem known to the author are
the well-known realization theorem for dimension monoids ([32], Theorem 15.24(b)]),
and the realization theorem given in [9] Theorem 8.4|, saying that every countable
abelian group G can be obtained as Ky(R) for some purely infinite simple regular ring
R. Since V(R) = {0} U Ko(R) for every purely infinite simple ring R, we get that all
the monoids of the form {0} U G, for G a countable abelian group, can be realized
as monoids associated to a purely infinite simple regular ring. It can be shown that
these monoids are of the form Mg for suitable quivers E, so Teorema incorpo-
rates the above-mentioned results. Indeed, taking into account [L0, Theorem 3.5 and
Theorem 7.1], we see that the case of dimension monoids follows from [56, Proposi-
tion 2.12] and the case of monoids of the form {0} U G, with G a countable abelian
group, follows from [71), Theorem 1.2].

Our results in Capitol [2] are a generalization of the ones obtained in [9], where a
von Neumann regular envelope of the Leavitt algebra of type (1, n) was constructed. In
order to extend this construction to the more general setting of Leavitt path algebras
we need to generalize some properties of the free algebra and of the (rational) formal
power series to their quiver analogs; this is a large part of the work performed there.

K-Theory

Algebraic K-Theory consists in assigning functorially a family of abelian groups to
a ring in such a way that they enclose some “interesting” information on the ring. We
can think of it as a “generalized homology theory” for rings, in the sense that it enables
us to use homological algebra to obtain relevant information on the K-groups which
ultimately will provide information on the rings. In general, computation of K-groups
is a rather difficult task, so the development of computational tools for some classes
of rings is the first step to be able to apply K-theoretical machinery to the study of
rings.
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Several years ago, George Elliott proposed his celebrated classification program
for separable C*-algebras through (topological) K-theory (see [28]). Since then, im-
portant advances have been attained in the Classification Problem of Separable C*-
Algebras. For instance, Kirchberg [37] and Phillips [65] showed that nuclear separable
unital purely infinite simple C*-algebras are classified by K-theoretical invariants. We
recall that the algebraic Ky and the topological Ky of a C*-algebra are the same object
while the topological K is just a quotient of the algebraic one. The topological K-
theory of C*(F), where E is a column-finite graph, was computed in [57, Theorem 3.2].
It is not so surprising that, in the case of graph algebras, the Ky in the purely algebraic
setting is analogous to the C*-algebra result. Even more, for a column-finite graph E
the monoids V(L¢c(F)) and V(C*(E)) are isomorphic, with isomorphism induced by
the natural inclusion L¢(F) < C*(F) as was proved in [10, Theorem 7.1|. One of our
results is the computation of K;(L(E)) for a finite quiver E (see Teorema [3.4.6). If
we compare it to [57, Theorem 3.2| we realize that there is a difference: K;(L(FE)) is
a direct sum of some kernel and some cokernel while in K;°°(C*(E)) only the kernel
term appears. We remark that the K-theory computation in [57] rests on the existen-
ce of the (dual) Pimsner-Voiculescu exact sequence of a crossed product, which has
not got an equivalent in the algebraic context. To fill this gap we need to develop a
tool to compute the K of corner-skew Laurent polynomial rings (see Teorema .
We also get that Ki(L(E)) is a direct summand of K1(Q(E)) (Proposicio B.5.3), and

moreover we determine the complement in Teorema [4.5.9] obtaining the formula
K1(Q(E)) = K1(L(E)) ® Ko(S),

for a certain abelian category S.

Summary

We now summarize the content of the Dissertation. In Capitol [I| we present some
of the definitions, notations and results that we will use throughout the work. In
Seccio and Seccid we introduce the main notions that we will use and some
preliminary results. Among other things we define, for a quiver F, the quiver path
algebra, P(F), the Leavitt path algebra, L(FE), and state the computation of the
monoids V(P(F)) and V(L(E)). It is important to keep the notations and definitions
from these two sections in mind to be able to read the memoir. In Secci6[I.5]we present
a well-known theorem due to Bass, Heller, Swan, Farrell, Hsiang and Siebenmann,
which gives a formula for K of the skew Laurent polynomial ring (Teorema [1.5.7)).
We will need this result later in Secci6 [[.7] In Secci6 we introduce the concept
of ring with local unit and the definitions and some results on the K-Theory of rings
without unit or with local unit; we will need the results in this section exclusively in
Seccio [L.7 and Seccio [3.3] In Secci6 we compute K7 of a skew Laurent polynomial
ring over a nonunital ring, extending Teorema to the nonunital case. We will
use this computation later (exclusively) in Secci6 to achieve the computation of
K of a corner skew Laurent polynomial ring. Concerning the remaining sections of
the first chapter, they are just intended as a source for internal references on several
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topics: K-Theory, universal localization of rings and localizations of categories. It is
enough to have a look at them when needed.

In Capitol [2f we construct the regular enveloping algebra Q(E) of the Leavitt path
algebra, L(E), of a quiver E. This generalizes the construction from [9] of a regular
enveloping algebra of the Leavitt algebra Vi, to the setting of Leavitt path algebras.
In Seccid we generalize some results known for the free algebra to the context of
path algebras. In particular we study the algebra of formal power series on the quiver
E and the algebra B, (E) of rational series over E, which is defined as the division
closure of P(FE) in P((E)).

Seccio contains the basic constructions of our algebras of Leavitt type, associ-
ated with an algebra R which is a subalgebra of the algebra P((E)) of formal power
series on a finite quiver E containing the path algebra P(E). We show that if the
algebra R is closed under inversion in P((E)) then the resulting ring of Leavitt type is
von Neumann regular. When we take R = P(FE) (which is not closed under inversion
in P((E)) in general) we recover the usual Leavitt path algebra L(E) (which is not
von Neumann regular in general). When we take R = Rat(F), the algebra of rational
power series on E (which is closed under inversion in P((E))), we get the regular alge-
bra Q(E) associated with E, which by Teorema [2.4.2] is both von Neumann regular
and hereditary.

Seccié [2.3] contains the computation of the monoid of finitely generated projecti-
ve modules over the von Neumann regular algebras T' of Leavitt type constructed in
Seccio In particular we get that the inclusion L(F) — Q(E) induces a monoid
isomorphism V(L(E)) = V(Q(E)). Seccio6 [2.4] gives the functoriality of the construc-
tion with respect to complete graph homomorphisms, which enables us to extend the
construction and the computations from finite to column-finite graphs.

In Capitol [3| we deal with the computation of the Whitehead group (K1) of several
quiver algebras. In Secci6 we will see (Teorema that K, (P(E)) = (K*),
extending the result for the free algebra (see [20], p. 451]). In Secci6 [3.2f and Secci6
we will present the definitions and results needed to face the computation of K;(L(FE))
later in Secci6 [3.4], notably, Teorema[3.3.3| gives us a formula for the Whitehead group
of a corner skew Laurent polynomial ring suitable to our needs. As we pointed out
before, the Whitehead group of the Leavitt path algebra turns out to be a direct
sum of a kernel and a cokernel obtained from the incidence matrix of the quiver FE
(see Teorema . This computation plays an important role later, in the study of
finitely presented L(FE)-modules. Finally in Seccio we will see that the inclusion
L(E) — Q(F) induces a split monomorphism at the Kj level. The complement of
L(E) in Q(E) is computed later in Teorema [4.5.9]

In Capitol @] we study the finitely presented modules over the Leavitt path algebra
of a quiver. In the first two sections we extend some results known for the free
algebra to the more general setting of Leavitt path algebras. Indeed, in Seccio
we check that, given a right P(F)-module M of finite K-dimension, there exist a
Lewin-Schreier formula relating the Euler characteristic of M as a P(FE)-module and
as a K%module (Teorema; this extends a Lewin’s result (|45, Theorem 4]). We
obtain this formula from a general result due to Bergman and Dicks [17]. In Secci6
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we see that the path algebra admits a version of Cohn’s weak algorithm (with slightly
different definitions). Using this weak algorithm we are able to generalize another
theorem by Lewin ([45 Theorem 2]) to our setting. This result plays a crucial role in
the study of the structure of finitely presented right L(FE)-modules later in Secci6
In Secci6 .3 on the one hand, we show that Q(E) is the maximal flat epimorphic
right ring of quotients of P(F). On the other hand, we present Q(E) as universal
localization of P(E) in a different way than that previously considered. Concretely,
we show that Q(F) is the universal localization of P(E) with respect to the family
of injective module homomorphisms between finitely generated projective right P(E)-
modules whose cokernel is finite dimensional as K-vector space and does not contain
nonzero projective P(E)-submodules. This generalizes a construction due to Schofield
for the free algebra to arbitrary path algebras, see [9, Section 6] (see also [61] for
a construction related to Schofield’s). In Seccio we give a first approach to the
understanding of the structure of finitely presented modules over the Leavitt path
algebra. In Seccid we see that the categories of finitely presented right L(E)-
modules and of finitely presented right L(F)-modules of finite length are quotients of
their corresponding categories over P(E). We finish the section and the chapter by
computing the complement of K (L(E)) in K;(Q(F)), which in turn gives a concrete
formula for K (Q(F)).

The results of chapters 2| and [3|are the basis of the papers [6] and [5] respectively.
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els sistemes operatius civilitzats.

Xix



L’ambientaci6é és la segiient, imagineu-vos que he llegit la tesi i decidim anar a
celebrar-ho tots junts. L’escena seria una cosa aixi com el que relata la segiient versié
(entenguis plagi) d’una coneguda can¢6 d’en Jaume Sisa. Convé remarcar que aquesta
versié meva té I'incontestable mérit de rimar tan com la original. He de dir, pero, que
degut a consideracions métriques el nom d’un de vosaltres no ha pogut entrar en el
text de la cancéd. No és pas que m’hagi oblidat de tu: la darrera estrofa et va dedicada.
Ara bé, t’agrairia que el proxim cop que t’hagis de posar un sobrenom procuris que
rimi amb Jerry (com Tedi o periheli) o amb Pasqual (com equinoderm o narcolépsic).
Bé, com que els interessats ja ’han vist (i interpretat amb un notable éxit) no la
repetirem aqui, per gliestions de drets d’autor.

Miquel Brustenga ¢ Bort
Juny de 2007



CAP{TOL 1

Preliminars

En aquest capitol presentem algunes de les definicions, notacions i resultats que
usarem al llarg de tot el treball. En les Seccions i introduim les nocions (i
notacions) principals amb que treballarem a més d’alguns resultats preliminars sobre
aquestes. Convé tenir-les presents per a poder llegir la resta de la memoria. En la
Seccio presentem un conegut teorema degut a Bass, Heller, Swan, Farrell, Hsiang
i Siebenmann, resultat que necessitarem en la Secci6 [[.7] En la Secci6 introduim
el concepte d’anell amb unitat local i les definicions i alguns resultats de Teoria K
d’anells sense unitat o amb unitat local; els resultats d’aquesta seccié els necessitarem
exclusivament per a les Seccions[I.7]i[3.3] En la Secci6[I.7] calculem el K; d’un anell de
polinomis de Laurent guerxo (skew) sobre un anell sense unitat, cosa que utilitzarem
(exclusivament) més endavant en la Secci6[3.3] Pel que fa a la resta de seccions d’aquest
capitol estan previstes com a referéncia interna de definicions i resultats diversos sobre
Teoria K, localitzacié universal d’anells i localitzaci6 i quocients de categories. N’hi
ha prou amb ullar-les quan aix{ es necessiti.

Introduim primer una mica de notacié i convenis que usarem al llarg de tota
la memoéria. Donat un anell R, Mod-R denotara la categoria dels R-moduls dreta
i proj-R la subcategoria plena dels R-moduls dreta projectius finitament generats.
Tret que s’indiqui el contrari tractarem amb anells i R-moduls unitals i els moduls
que considerarem seran moduls per la dreta. Denotarem per U(R) el grup d’unitats de
R iposarem R* = R\ {0}. En cas que R sigui un cos usarem preferentment la segona
notacié. L’anell K sera un cos fixat. Al llarg d’aquest capitol usarem esporadicament
Ring per denotar la categoria dels anells amb unitat amb morfismes unitals i Group
per a la categoria dels grups amb morfismes de grups.

1.1. Elements de Teoria K estable i no estable

En aquesta seccié recordarem algunes de les definicions i resultats basics de Teo-
ria K (algebraica) “classica” que necessitarem més endavant. Seguim sobretot [60].

Donat un anell R, és ben conegut que el conjunt de classes d’isomorfia d’ R-moduls
projectius finitament generats forma un semigrup abelid, que denotarem per V(R),
amb l'operacié induida per la suma directa, ®. De fet V(R) és un monoide amb la
classe del zero com a element neutre. Tot i que V(R) no és, en general, un grup sempre
podem considerar el seu grup de Grothendieck malgrat que aixd pugui suposar perdre
part de la informacié que conté. En efecte, tenim el segiient:

TEOREMA 1.1.1. Donat un semigrup abelia S existeix un grup abelia G (anomenat
el grup de Grothendieck de S) junt amb un morfisme de semigrups p: S — G tal que

1
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per a tot grup H 1 morfisme de semigrups ¢: S — H existeix un dnic morfisme de
grups 0: G — H complint 1 = 0.

A més, donats un altre grup G' i morfisme ©': S — G’ complint la mateiza propi-
etat existeir un 1inic isomorfisme a: G — G’ tal que ¢’ = ap.

Per exemple, podem trobar la demostracié d’aquest resultat en [60), Theorem 1.1.3].
El resultat anterior ens permet donar una definicié del Ky d’un anell:

DEFINICIO 1.1.2. Donat un anell R definim Ky(R) com el grup de Grothendieck
del monoide V(R).

Es facil veure que Ky defineix un functor dels anells amb unitat als grups abeli-
ans. La segiient observacio, que es desprén de la demostracié del Teorema ens
resultarad ttil més endavant:

OBSERVACIO 1.1.3. Si G és el grup de Grothendieck de S'i¢: S — G és el morfisme
del Teorema tot element de G és de la forma p(z) — ¢(y) per a alguns z, y € S.

Podem definir el K7 d’un anell en termes de matrius invertibles. En efecte, sigui
R un anell i considerem GL,,(R) el grup de matrius n x n invertibles. Donats a € R i
i # 7,1 <1, j <n definim la matriu elemental e;;(a) com la matriu quadrada n x n
amb 1’s a la diagonal, a en la posicio (7,j) i zeros a la resta. Denotem per E,(R) el
subgrup de GLy(R) generat per les matrius elementals. Posem GL(R) = lim GL,(R)
i E(R) = lim E,(R), on els limits els fem respecte a la immersi6 usual X — X & 1.
Observem que GL defineix un functor Ring — Group. Podem, doncs, definir:

DEFINICIO 1.1.4. Per a un anell R definim el grup de Whitehead de R, en simbols
K1 (R), com l'abelianitzat de GL(R), és a dir K1(R) = GL(R)/|GL(R), GL(R)].

Observem que K defineix un functor dels anells als grups abelians. Hom pot
veure que el commutador [GL(R), GL(R)] coincideix amb E(R), resultat que es coneix
com a Lema de Whitehead (c¢f. [60, Proposition 2.1.4 |). Podem, doncs, interpretar
K1(R) com el grup de les formes canoniques de les matrius invertibles de R modul
transformacions elementals per files i columnes.

També necessitarem la nocié de Ky i K1 d’una categoria. Recordem, doncs, les
segiients definicions:

DEFINICIO 1.1.5. Una categoria amb successions exactes és una subcategoria ad-
ditiva plena P d’una categoria abeliana A complint:

(i) P és tancada per extensions, és a dir, si
0O—P —P—P—0

és una successio exacta en Ai Py, P, € Obj P aleshores P € Obj P.
ii) P té un esquelet petit, és a dir, P té una subcategoria plena Py petita (i.e. tal
q p ) ) g 1Y p
que Obj Py és un conjunt) tal que la inclusio Py < P és una equivaléncia.

Les successions exactes en aquesta categoria P son les successions exactes en la
categoria ambient A que només contenen objectes (i aplicacions) de P.
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DEFINICIONS 1.1.6. Sigui P una categoria amb successions exactes amb esquelet
petit Py. Definim Ky(P) com el grup abelia lliure generat per Obj Py modul les
relacions segiients:

0-(i) [P]=[P']si P= P enP.
0-(ii) [P] = [P1] + [P] si tenim una successié exacta curta (en P):

0—P —P—P,—0

on [P] denota la classe corresponent en Ko(P). (Observem que, per (i), la notacié [P]
té sentit per a tot P € Obj P i que (i) és un cas particular de prenent P; = 0).

Definim K;(P) com el grup abelia lliure generat pels parells (P, «) on P € Obj Py
i a: P— P és un automorfisme, modul les relacions segiients:

1-(ii) Si existeix un diagrama commutatiu en P amb files exactes:

0 p—--pr "5 p 0
S A B
0 p—--pPr "5 p 0

on a, a1 ag s6n automorfismes, aleshores
(P, )] = [(Pr, 00)] + [(P2, o2)].

Tenim que, donat un functor exacte F': P — Q entre categories exactes indueix
homomorfismes de grups abelians Fi: Ko(P) — Ko(Q) i Fi: Ki1(P) — Ki(Q) (cf.
[60, Proposition 3.1.9]). Aplicant aquestes definicions a la categoria de moduls pro-
jectius finitament generats sobre una anell R obtenim noves definicions de Ko(R) i
K1 (R)

DEFINICIONS 1.1.7. Donat un anell R definim
Ko(R) = Ko(proj-R) i K;(R)= K;(proj-R).

Evidentment, aquestes definicions coincideixen amb les anteriors. Per exemple en
trobem la demostraci6 a [60, Theorem 3.1.7]. Farem servir una o l'altra definici6 de
Ky i K7 segons ens convingui.

OBSERVACIO 1.1.8. Siguin R i S anells (amb unitat) i f: R — S un morfisme no
unital. De les definicions de Ky i K7 a partir de les categories de moduls projectius en
deduim que f indueix fi: Ko(R) — Ko(S5) 1 fo: Ki(R) — K1(S). En efecte, tenim
que f(1) és un idempotent de S. Aixi, tenim que R ®¢ S = f(1)S és un S-modul
projectiu ciclic i, per tant, si P és un R-modul projectiu finitament generat P ®y .S és
un S-modul projectiu finitament generat i ’anterior té sentit.

1.2. Algunes algebres associades a un buirac

En aquesta seccié introduirem algunes de les notacions i definicions que s’usaran
al llarg de tota la memoria. Concretament, donarem la definicié de buirac, d’algebra
de camins sobre un buirac i d’algebra de séries formals sobre un buirac. A més,
mostrarem alguns resultats sobre l'estructura de l'algebra de camins; entre aquests
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resultats farem el calcul (ben conegut) del monoide de classes d’isomorfia de moduls
projectius finitament generats de 1’algebra de camins d’un buirac.
Siguin A un anell i M un A-bimodul, definim

T4M)=A, T{(M)=M®y--- @4 M (nfactors, n > 1),
com a A-bimoduls. Considerem la suma directa
Ty(M) =TH(M) & TH(M) & ---

Les aplicacions biadditives A-equilibrades T%(M) x T7(M) — T3+ (M), donades
per (a,b) — a ® b, ens permeten definir un producte en T, (M) de manera que té
estructura d’anell. De fet, com que A s’inclou en T,(M) és un A-anell, I’A-anell
tensorial en M, i compleix la segiient propietat universal [14, Lema II1.1.2]:

LeMa 1.2.1. Donats un A-anell R i un morfisme d’A-bimoduls f: M — R existeix
un tinic morfisme d’A-anells f: Ty(M) — R tal que fipr = f.

Un buirac (quiver) o graf orientat E és una quaterna (E°, B, rg, sg) formada per
dos conjunts E° i E', respectivament els vérters i les arestes (o fletxes), i aplicacions
d’incidéncia rg, sp: E' — E°. Normalment, quan sigui clar a quin graf es refereixen
les aplicacions d’incidéncia, les denotarem simplement per r,s. Donada una fletxa
e € E', s(e) és el seu origen i r(e) és el seu desti. Un cami finit en E és una
seqiiéncia ordenada d’arestes o = ej---e, amb r(e;) = s(eqr1) per 1 <t < n, o
bé un cami de longitud zero corresponent a un vértex i € EY que denotarem per
p;. En aquesta memoria, el mot cami voldra dir sempre cami finit. Els camins de
longitud zero s’anomenen camins trivials. Un cami no trivial &« = e; - - - e, té longitud
n. Denotarem la longitud del cami « per |a, el conjunt de tots els camins de longitud
n per E™ (on n > 1) i el conjunt de tots els camins per E*. Podem estendre r i
s a tot E* definint s(e1---e,) = s(e1), r(e1---en) = r(en) 1 s(pi) = r(pi) = i. De
vegades denotarem aquestes extensions al conjunt de tots els camins amb un subindex:
re«, spe: B* — E°. Un subgraf F del buirac E ve donat per subconjunts F* C E i
F!' C E' amb les aplicacions donades per restriccio.

DEerFINICIONS 1.2.2. Els vértexs que només emeten o reben arestes tindran certa
rellevancia i mereixen un nom especial:

e Un vértex i € EY és una font si r~1(i) = (). Denotarem per F(FE) el conjunt
de totes les fonts en E.

e Un vertex i € E° és una pica (o desguas) si s71(i) = (). Denotarem per D(E)
el conjunt de totes les piques en E.

Recordem que K denota un cos fixat. Sigui P(F) el K-espai vectorial amb base
E*. Es facil veure que P(FE) té estructura de K-algebra (vegeu per exemple [14]
Section III.1]), 'anomenem la K-algebra de camins del buirac E. Si ens convingués
recalcar-ne el cos base usarem la notacié Pg(FE). Tenim que P(FE) és la K-algebra
lliure generada per {p; | i € E°} U E! modul les relacions:

(i) pipj = dijpi per a tot i, j € E°.
(ii) pse)e = epr(e) = € per a tot e € E'.
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Si E té un nombre finit de vértexs tenim que P(F) és una algebra unital amb 1 =
> icpopi (el reciproc també és cert). Si EC és infinit aleshores P(E) és un anell
sense unitat, no obstant és un anell amb unitat local (vegeu Seccio . Normalment
suposarem que els nostres grafs son finits:

Noracio 1.2.3. Al llarg de tota la memoria, tret que s’indiqui una altra cosa, E
denotara un buirac finit amb E° = {1,...,d} (on d = |EY|).

Observem que A = @;cgo Kp; és un subanell de P(E) isomorf a I’anell K. Sovint
identificarem A C P(E) amb K?. Considerem el grup abelia M = @ cp1 Ke C P(E)
i els morfismes d’anells:

A — End(M) A —  End(M)°P

a +—— Lo M—M a — Reg M —-M
on L, i R, denoten, respectivament, el producte per l'esquerra i per la dreta per
Ielement a. Es clar que aquests morfismes doten M d’estructura d’A-bimodul. La
K-algebra de camins té estructura d’anell tensorial [14] Proposition I11.1.3]:

ProOPOSICIO 1.2.4. Amb les notacions anteriors, P(E) = T,(M).

Amb el mateix M, posem R, = B>, T%(M). Tenim una filtracié inversa:

DEFINICIO 1.2.5. Definim la K-dlgebra de séries formals del buirac E, denotada
per P((E)), com la completaci6 de P(E) respecte a la filtraci6 inversa anterior.

Posem R = P(E) o P((E)). Un element de R s’escriu de manera tnica com una

suma, possiblement infinita, ) Ayyamb A, € K per similitud amb I’algebra lliure

B+
sovint ens referirem als camins’yflue apareguin en una descomposicié d’aquesta forma
com a monomis. Denotarem per € el morfisme augmentacio, que és el morfisme d’anells
e: R — K C R, definit per e(Xyem MY) = 2iepo Ap.pi- La inclusio ¢ K%~ P(E)
és una secci6 de €. Observem que els elements de M, (R) (o de R™) s’escriuen tambeé
Jep+ Ay amb Ay € M, (K% (respectivament
amb )\, € (K%)") de manera que, sobre aquests, també podem definir morfismes
(d’anells) augmentacié que denotarem igualment per e. Donat r = Zve B MY €
R, M,(R) o R" definim el seu suport com supp(r) = {y € E* | Ay # 0}. Per a
r # 0 definim I"ordre de 7, en simbols o(r), com la longitud minima dels camins de
supp(r); per conveni posarem 0(0) = co. En cas que r € P(E) \ {0} denotarem per
deg(r) la longitud maxima dels camins de supp(r), el grau de r; per conveni posarem
deg(0) = —o0.

A continuaci6 ens convé recordar alguns resultats de [16], per fer-ho introduim

com a sumes, possiblement infinites, >

primer algunes notacions d’aquest article; en principi, aquestes notacions no les usarem
enlloc més de la memoria. Si R és un anell, un anell S junt amb un homomorfisme
d’anells R — S s’anomena un R-anell. Sigui k£ un anell commutatiu. En el cas
que R sigui una k-algebra, una k-algebra S amb un homomorfisme de k-algebres
R — S l'anomenarem un R-anell,. Si S és un R-anell i M un R-modul escriurem
M = M ®g S quan no hi hagi risc de confusi6. De la mateixa manera, si f: M — N
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és un homomorfisme de R-moduls denotarem f® 1g per f. El segiient resultat és [16]
Theorem 3.1]:

TEOREMA 1.2.6 (Bergman). Siguin R una k-algebra, M un R-modul i P un R-
modul projectiu finitament generat. Aleshores existeiz un R-anelly, S, amb un homo-
morfisme de moduls universal f: M®rS — P®RrS. Es a dir, que té un homomorfisme
de S-moduls f tal que, donats T un R-anelly 1 g: MQrT — PQRT un homomorfisme
de T-moduls, existeix un unic homomorfisme de R-anellsy, S — T tal que g = f®gT.

Més en general, donada una familia de parells de R-moduls d’aquest tipus, M;,
P; (amb i € I un conjunt) existeix un R-anelly S amb una familia d’homomorfismes
universals {fi: M; ®r S — P, ®r S | i € I} complint la mateiza propietat universal.

Denotarem l'anell S constuit en el teorema anterior per R <fi: M; — P; | i€ I>.
Esta ben definit tret d’isomorfisme natural. Observem que I’dlgebra de camins P(E) es
pot obtenir a usant la construccié anterior. En efecte, si denotem per p; els idempotents
basics de K¢ tenim:

P(E) = Kd<fe: pr(e)Kd Hps(e)Kd | e c E1>

Donat un anell R denotem per mod-R la categoria dels R-moduls dreta finita-
ment generats. Denotarem per V(mod-S) el monoide (abelia) de classes d’isomorfia,
[M], amb ’operaci6 induida per la suma directa: [M]+ [N] = [M & N]|. Sigui S un
R-anell. Escriurem fund-S C mod-S per la subcategoria plena dels S-moduls finita-
ment generats induits, és a dir, de la forma M ®g S (M un R-modul). Posarem també
V(fund-S) C V(mod-S) el monoide (abelia) de classes d’isomorfia de S-moduls indu-
its amb l'operacié donada per @. Amb aquestes notacions podem enunciar el segiient
resultat [16 Theorem 5.3]:

TEOREMA 1.2.7 (Bergman). Siguin P i QQ moduls projectius finitament generats i
no nuls sobre la k-algebra R. En lanell S = R <f: P — @>, tot submodul d’un modul
induit és isomorf a un modul induit. V(mod-R) = V(fund-S) via [M] — [M] i aquest
morfisme preserva les dimensions homologiques. A més,

r.gl.dim S = max(r.gl.dim R, 1).

Recordem que un anell R és hereditari dreta (respectivament, esquerra) si tot ideal
dreta (respectivament, esquerra) de R és projectiu com a R-modul dreta (respectiva-
ment, esquerra). Es ben conegut el Teorema de Kaplansky, que ens assegura que en un
anell hereditari dreta tot submodul d'un modul lliure (dreta) és isomorf a una suma
directa d’ideals dreta i, per tant, projectiu (vegeu [39] §2E|). El segiient resultat, que
obtenim com a conseqiiéncia del Teorema de Bergman, és ben conegut:

ProposiciO 1.2.8. Sigui E un buirac (finit). L’algebra de camins P(E) és un
anell hereditari dreta. A més, e: P(E) — K¢ indueir un isomorfisme de monoides:

V(P(E)) = V(Kd) = N

DEMOSTRACIO. En efecte, procedim per inducci6 sobre el nombre d’arestes. Sigui
FE un buirac finit i considerem X; un subgraf de F amb el mateix conjunt de vértexs
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perd només una aresta, diguem-li e, aleshores

P(X1) = Kd<fe: pr(e)Kd - ps(e)Kd>'

Ara, pel Teorema tenim que la dimensi6 global dreta de P(X7) és igual 1, cosa
que vol dir que és hereditari dreta (c¢f. [39, Proposition 5.14]). A més, la inclusié
t: K% — P(X1) indueix un isomorfisme

N = Y(K4) £ p(P(X)))

amb inversa donada per &,.

Suposem-ho cert ara per a n > 1 i vegem-ho per a n + 1. Considerem E un
graf amb |E'| > n i sigui X,, un subgraf de F amb els mateixos vértexs i n arestes.
Per hipotesi d’induccié tenim que X,, compleix el resultat. Prenem e € E'\ X! i
considerem X, ;1 el subgraf de E donat per X2, = E°i X! ; = X} U{e}. Ara,

P(Xpq1) = P(Xn)<fe: pr(e)P(Xn) - ps(e)P(Xn)>

i aplicant novament el Teorema obtenim el resultat. ([l

OBSERVACIO 1.2.9. De fet P(E) és un anell hereditari per tots dos costats, ja
que podem construir-lo analogament usant moduls per ’esquerra i usar el dual del

Teorema [[.2.7]

1.3. L’algebra de Leavitt d’un buirac

En aquesta secci6 introduirem la noci6 d’algebra de Leavitt d'un buirac (no ne-
cessariament finit) i donarem alguns resultats sobre aquesta, deguts a Ara, Moreno i
Pardo, que trobem en [10]. Entre aquests resultats el més rellevant per al que seguira
és la descripcié del monoide de classes d’isomorfia de moduls projectius finitament
generats de l'algebra de Leavitt d’un buirac.

DerINICIO 1.3.1. Sigui E un buirac finit. Definim la K-dlgebra de Leavitt del
buirac F, en simbols L(FE), com la K-algebra lliure generada pel conjunt {p; | i €
E%} U{e,e| e € E'} modul les segiients relacions:

(i) pipj = dijpi per a tot i, j € E°.
(i) ps(e)€ = €pr(e) = € Per a tot e € B
) pr r(e)€ = €Ps(e) = € Per a tot e € EL.
(iv) ef = besps(e) DPer a tot e, f € EL.
(v) pi = Zeer—l(i) ee per a tot i € E°\ F(E).

(iii

Convé remarcar que la definicié d’algebra de Leavitt que usem nosaltres és la dual
de la que sovint s’usa (per exemple en [10]). Aixo vol dir que les nostres relacions defi-
nitories son les contraries respecte a les usades en ’article i, per exemple, s’intercanvien
els rols de fonts i piques.

Definim el grau de e com a 1 i el grau de € com a —1 per a tot e € E! i definim
també el grau de p; com a 0 per a tot i € E°. D’aquesta manera obtenim un grau ben
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definit en I’algebra L(FE), ja que les seves relacions definitories son homogeénies. Per
tant, L(E) és una algebra Z-graduada:

L(E)=EPL(E);  LEWL(E)m C L(E)nsm, per a tot n,m € Z.
neZ

Per un subconjunt X d’un anell Z-graduat R =) _, R,, posem X, = X N R,. Un
ideal I de R és un ideal graduatsi I =3, I,.

Per tal que assignaci6 E — L(E) ens defineixi un functor entre les categories dels
grafs i dels anells necessitem una condicié sobre els morfismes de grafs. Recordem que
un morfisme de grafs f: E = (E°, B') — F = (F°, F!) ve donat per dues aplicacions
JO: B FOi fL BN FUtals que rp(f1(e)) = f(ru(e)) i sp(fi(e)) = f(sp(e))
per a tot e € E'. Diem que un morfisme de grafs és complet si f° és injectiva i f!
restringeix a una bijecci6 de r5' (i) sobre rn'(f°(i)) per a tot i € E°\ F(E). De
vegades direm que un subgraf E de F' és un subgraf complet si la inclusio £ — F és
un homomorfisme de grafs complet.

OBSERVACIO 1.3.2. L’assignacié E — L(E) defineix un functor entre la categoria
dels buiracs (finits) amb homomorfismes complets de grafs i la categoria dels anells
Z-graduats unitals amb homomorfismes d’anells graduats no necessariament unitals.

OBSERVACIO 1.3.3. Siguin E i F buiracs finits. Si f: FF — FE és un morfisme
complet de grafs aleshores el morfisme d’anells induit f,: L(F) — L(E) és injectiu.
En efecte, com que f, és un morfisme d’anells graduat tenim que ker f, és un ideal
graduat. De [10, Theorem 5.3] en deduim que qualsevol ideal graduat [ en L(F’) esta
generat com a ideal pels idempotents p; € I (on i € F°). Com que ker f, no conté
idempotents del tipus p; (i € FY) veiem que ker f. = 0.

Observem que les definicions anteriors tenen sentit també per a un graf E no
necessariament finit sempre i quan les sumes de la relacié en la Definicio m
siguin finites. Diem que un graf (orientat) E té columnes finites si per a tot i € E°
tenim |r~1(i)| < oo.

Posem G la categoria dels grafs de columnes finites amb els homomorfismes com-
plets de grafs. Ara recordarem alguns resultats de [10]. Com hem dit abans, la nostra
definicié de Leavitt és la dual de la que apareix a ’article. Per tant, quan a l’article
es requereix la hipotesi de “files finites” nosaltres necessitem la condicié dual, és a dir,
columnes finites. Els segiients resultats son [10, Lemma 3.1, Lemma 3.2]:

LEMA 1.3.4 (Ara, Moreno, Pardo). Tot graf E amb columnes finites és un limit
directe dins de la categoria G d’un sistema dirigit de grafs finits.

LEMA 1.3.5 (Ara, Moreno, Pardo). L’assignacid E — L(E) estén a un functor
L entre la categoria G dels grafs de columnes finites amb homomorfismes complets
de grafs i la categoria de les K-algebres (potser) sense unitat i homomorfismes de
K-algebres no unitals. A més, el functor L és continu, és a dir, commuta amb els
limits directes. Tenim, doncs, que tota algebra L(E) és un limit directe d’algebres
corresponents a grafs finits.
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El monoide V(L(E)) de classes d’isomorfia de moduls projectius finitament ge-
nerats de l'algebra de Leavitt d’un buirac F ha estat calculat en [10], resultat que
mostrem a continuacio.

Sigui E un graf (orientat) amb columnes finites. Posem Fg el monoide abelia lliure
generat pel conjunt EY. Els elements no nuls de Fg s’escriuen de manera tnica, tret
de permutacions, com a una suma 2?21 vi,on v; € E°. Perav e E° \ F(E), posem

s(v) 1= Z s(e)

ecr—1(i)
Definim el monoide Mg com Mg = Fg/ ~, on ~ és la congruéncia en Fp generada

pels parells (v,s(v)) amb v € E°\ F(E). Per [10, Lemma 3.4] tenim un functor
continu:

LEMA 1.3.6 (Ara, Moreno, Pardo). L’assignacié E — Mpg estén a un functor
continu de la categoria G dels grafs de columnes finites amb homomorfismes complets
de grafs cap a la categoria dels monoides abelians.

El Teorema és el segiient c¢f. [10, Theorem 3.5|:

TEOREMA 1.3.7 (Ara, Moreno, Pardo). Sigui E un graf (orientat) amb columnes
finites. Aleshores ezisteix un isomorfisme de monoides natural Mg = V(L(E)) definit
per [v] — [pyL(E)]. A més, si E és finit aleshores la dimensid global de L(E) és < 1.

1.4. Localitzacio universal

En aquesta secci6 introduirem la localitzacié universal de Cohn i presentarem la
successio exacta en Teoria K “classica” induida per una localitzacié universal, resultat
degut a A.H. Schofield (vegeu Teoremal[l.4.11]). Seguim principalment [63, Chapter 4].

Siguin R un anell i ¥ un conjunt de morfismes entre R-moduls projectius finitament
generats. Donat un altre anell S i un morfisme f: R — S diem que f és X-inversor
si els morfismes v ® 1g sén invertibles en S per a tot v € X. Diem que el morfisme
f és Y-inversor universal si tot morfisme X-inversor g: R — T factoritza de manera
Unica a través seu. Anomenem a aquest S la localitzacié universal (de R respecte a X)
i el denotem per Ry. Denotarem per ix: R — Ry l'aplicacié Y-inversora universal.
La localitzacié universal existeix per a qualssevol anell R i conjunt de morfismes entre
R-moduls projectius finitament generats . Podem considerar-ne dues construccions
diferents, vegeu |20, Chapter 7|, [48] i [63, Chapter 4]. Les segiients notacions ens
seran d’utilitat per als resultats en aquesta secci6:

NOTACIO 14.1. P=P®p Ry ii=~v®1: P®g Ry — Q ®p Rx.

Sigui f: R — S. Observem que donats R-moduls projectius {P;}ic; C proj-R,
amb I un conjunt finit, el morfisme ¢;: (B;FP;) ®r S — @i(P; @ S) definit via
(pi) @7 — (p; ®7) és un isomorfisme. Donats un altre conjunt de R-moduls projectius
{P/}jes C proj-R (J finit) i morfismes ; ; € Homg(F; ®r S, Pj @ S) tenim que

' = (vi;) € Homg(®i(P; ®r S), ®;(P; ®r 9)).

Per a un morfisme d’aquestes caracteristiques usarem la segiient notacié:
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NOTACIO 1.4.2. T = ¢,'T'¢; € Homg((®;P) @ S, (©;P)) ®r S).

Els dos resultats que enunciem a continuacié ens donen representacions dels morfis-
mes entre Ry-moduls projectius finitament generats induits (i.e. projectius finitament
generats de la forma ]3) i ens permeten fer calculs. El criteri de Malcolmson [63, The-
orem 4.2| el trobem demostrat per al cas de matrius en [48] i la Regla de Cramer la
trobem en [63, Theorem 4.3

TEOREMA 1.4.3 (Criteri de Malcolmson). Siguin R un anell i ¥ un conjunt de
morfismes entre R-moduls projectius finitament generats. Aleshores, tot morfisme en-
tre Ry-moduls projectius finitament generats i induits és de la forma GA"'D per a
morfismes i, v i X definits en R i de manera que

K1 *
A= per a alguns k; € 3.
0 Kn

A més, ﬁ13\\1_1’u\1 = ﬁﬁ;% s1 1 només si tenim una igualtat, en la categoria dels

R-moduls projectius finitament generats, de la forma
A0 0 0] 1
0 X 0 0]|—-w

0 0 A3 0] 0 :<7T>(p7')

0 0 0 M| g
prop2 o pz 0] 0

on A3, A\g, ™1 p son de la forma

K1 *

per a alguns k; € 2.

0 Kn

TEOREMA 1.4.4 (Regla de Cramer). Siguin R un anell i ¥ un conjunt de morfismes
entre R-moduls projectius finitament generats. Llavors, en la categoria dels Ry,-moduls
projectius finitament generats i induits, cada morfisme v: P — @ satisfd una equacid

de la forma
~ ! ~
T
on 31 sén morfismes definits en R, v' és un morfisme definit en Ry, i tenim
K1 0
8= per a alguns k; € X.
* Kn
Tenim les segiients conseqiiéncies de la Regla de Cramer:

COROL-LARI 1.4.5 ([63, Corollary 4.4]). Tot morfisme entre Ry-moduls projectius
finitament generats és establement associat a un morfisme induit.

COROL-LARI 1.4.6 ([63 Corollary 4.5|). Tot Rx-modul finitament presentat és
mduit per un R-modul finitament presentat.
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OBSERVACIO 1.4.7. El morfisme Y-inversor universal iy;: R — Ry és un epimorfis-
me d’anells (vegeu [63, Chapter 4]). Aqui entenem epimorfisme en el sentit categorial,
és a dir, un morfisme d’anells f: R — S és un epimorfisme si donats dos morfismes
d’anells g, h: S — T tals que go f = h o f aleshores g = h.

Per tal d’enunciar la successié de localitzacié universal necessitarem la segiient
definici6 [63, Definicio prévia a Theorem 4.12]:

DEFINICIO 1.4.8. Considerem R un anell i ¥ un conjunt d’aplicacions entre R-
moduls projectius finitament generats de manera que ix: R — Ry sigui injectiva.
Sigui ¥ un conjunt d’aplicacions entre R-moduls projectius finitament generats que
esdevinguin invertibles en Ry i de manera que tot morfisme entre R-moduls projectius
finitament generats que esdevingui invertible en Ry sigui associat a algun element de
3. Denotem per Tyx(R) la subcategoria plena de la categoria dels R-moduls finitament
presentats, els objectes de la qual sén els moduls isomorfs a conuclis d’elements de 3.

Observem que aquesta definicié és independent de 1’eleccié de 3, ja que morfismes
associats tenen conuclis isomorfs. La categoria anterior admet una subcategoria petita
equivalent a l'original, per exemple la determinada pels conuclis (fixats) de morfismes
en Y. A més, pel Lema que veurem a continuaci6, és una categoria tancada per
extensions de manera que té sentit considerar el seu K. Observem que per tal que ix

sigui injectiu cal que tots els morfismes en ¥ siguin monomorfismes.
LEMA 1.4.9. La categoria Tx(R) és tancada per extensions.

DEMOSTRACIO. Siguin M, My € Tyx(R), de manera que tenim una successio
exacta de R-moduls:

0— M — M — My — 0.

Per definicid, tenim resolucions projectives
71
0—-P — Q1 — M —0

0— P25 Qy— My —0

on 1 i 72 s6n morfismes associats a elements de 3. El Lema de la Ferradura (cf. [62]
Horseshoe Lemma 6.20]) ens assegura que M té una resolucié projectiva de la forma:

ok
0
O—)Pl@PQM)Ql@QQHM—)O,
ara, com que (%1 ;2) és associat a un element de ¥ obtenim que M € Tx(R), com
voliem. O

OBSERVACIO 1.4.10. Observem que M € Tx(R) si i nomes si

(i) M és finitament presentat i de dimensi6 projectiva < 1.
(ii) M ®r Ry = 0 = Torl'(M, Ry).

Tenim el segiient resultat [63] Theorem 4.12]:
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TEOREMA 1.4.11 (Schofield). Sigui R un anell, ¥ un conjunt de morfismes en-
tre R-moduls projectius finitament generats i suposem que ix,: R — Ry €és injectiva.
Aleshores tenim una successid exacta natural

(550 0 é [5>M
K1(R) = Ki(Rs) — Ko(Tx(R)) — Ko(R) — Ko(x)
En l'enunciat, § ve donat per I'assignacié [M,] — [Q] — [P] on
0—P>Q—M,—0

és una successi6 exacta amb a € 3. Per a la definicié de 9, considerem v: P — @Q un
isomorfisme entre Ry-moduls projectius finitament generats induits. Aleshores, per
la Regla de Cramer, tenim una equacié

~(1 o _
(1.4.1) 5(0 V)—ﬁ,

. = . / , .
amb els morfismes involucrats com al Teorema [1.4.4L Com que 3 i (é 77 ) son inver-

tibles sobre Ry també ho és 3’ i, per tant, és associat a un element de X. Es pot
comprovar que l'assignaci6 9([y]) = [coker(3")] — [coker(3)] ens dona un morfisme ben
definit.

En [51] Neeman i Ranicki demostren que la successié exacta del Teorema
es pot estendre a una successié exacta llarga natural en Teoria K superior si la localit-
zacié universal és establement llisa. Seguint [51], diem que una localitzacié universal
ix: R — Ry és establement llisa si Torﬁ(Rg, Ry) =0 per a tot n > 1. Observem que
la condici6 Torf(Ry, Rx) = 0 es compleix sempre (vegeu [63, Theorems 4.7, 4.8]).

OBSERVACIO 1.4.12. Una condicié suficient per a que la localitzacié ix;: R — Ry
sigui establement llisa és que ’anell R sigui hereditari dreta ja que, en aquest cas, per
an > 2 obtenim Tor?(Ryx, Ry) = 0 com a conseqiiéncia del fet que tot R-modul té
dimensi6 projectiva < 1.

Tot i que Schofield no ho demostra es pot veure que la successié de Schofield és
natural, en el seglient sentit:

LEMA 1.4.13. Siguin R, R’ anells i f: R — R’ un morfisme d’anells no necessari-
ament unital. Siguin ¥ un conjunt de morfismes entre R-moduls projectius finitament
generats 1 Y un conjunt de morfismes entre R'-moduls projectius finitament generats
i tal que f(X) C X/ (és a dir, els morfismes induits per morfismes de ¥ son de X/).
Suposem que is;: R — Ry, i isy: R — RS, son injectius. Aleshores la successid de
Schofield és exacta natural, en el sentit que tenim un diagrama commutativ amb files
ezactes:

(1.4.2) | |
Ki(R) -2 Ki(Ry) —2— Ko(Tu(R) —>— Ko(R) —= Ko(Ry)

! l - l !

Ky(R) —2% Ki(Ry) —— Ko(Tw(R) —2— Ko(R) —= Ko(Ry,),
on, si M € Tx(R) aleshores o([M]) = [M @y R'].
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DEMOSTRACIO. Només indicarem la demostracié. Considerem una successio exac-
ta amb o € X:

0—P-5Q—M-—0,

de manera que M € Tx(R). Ara, com que a ® 1 € Y’ i els morfismes de ¥/ son
injectius (ja que R’ — Ry, ho és) tenim que la segiient successio és exacta:

0—Pe; R 2 Qe R — M®@;R — 0

i M@ R € Tyw(R'). A més, usant el Lema de la Serp [18, Snake Lemma, Exer-
cise 2.3.13] és facil veure que o envia successions exactes a successions exactes, de
manera que defineix un morfisme de grups abelians Ko(Tx(R)) — Ko(Ts/(R')). La
commutativitat en el primer i quart quadrats de es desprén de la Observa-
cio [I.1.8] La del segon del fet que, amb les definicions que tenim, una equacio del
tipus va a una equacié del mateix tipus al fer producte tensorial i la del tercer
és clara de les definicions. ([l

1.5. El Teorema de Bass, Heller, Swan, Farrell, Hsiang i Siebenmann

Donat un anell R és possible calcular la Teoria K de l'anell de polinomis R[t] i
de P’anell de polinomis de Laurent R[t,t~!] en funcié de la Teoria K de R. En [15]
Bass, Heller i Swan demostren que per a un anell regular R hom té K;(R[t]) = K (R)
i K1(R[t,t7']) = Ki(R) ® Ko(R). Per a un anell R qualsevol, si posem NKi(R) =
ker(Ki(R[t]) — K1(R)) on el morfisme és I'induit per 'augmentaci6 tenim el segiient
resultat (cf. [60, Theorem 3.2.22| o [77), Theorem II1.3.6]):

TEOREMA 1.5.1 (Bass, Heller, Swan). Donat un anell R tenim un epimorfisme
escindit 0: K1(R[t,t71]) — Ko(R) que encaiza en una successié exacta natural, es-
cindida de manera natural:

0— K1(R) 2 Ki(R[t]) ® K1 (R[t™Y) = K1 (R[t,t™"]) S Ko(R) — 0.
En conseqiiéncia, tenim una descomposicid natural en suma directa:

K1 (R[t,t']) 2 K1(R) @ Ko(R) @ NK1(R) & NK1(R).

El resultat anterior sovint es coneix com a Teorema Fonamental del K. Bona part
de la importancia d’aquest teorema radica en el fet que, en ésser Ky(R) un sumand
directe natural de Kj(R[t,t!]), sovint ens permet demostrar resultats sobre el K a
partir de resultats analegs en el K;. El teorema anterior admet una generalitzacié per
al cas d’anells de polinomis de Laurent guerxo (skew) deguda a Farrell, Hsiang [30]
i Siebenmann [65] (vegeu també [54]). Presentar aquest resultat i alguns altres de
relacionats és l'objectiu d’aquesta secci6. Per tal d’enunciar-lo necessitarem algunes
definicions, notacions i resultats previs.

Per a un anell R amb un automorfisme p denotem per R[t,t!; p] 'anell de poli-
nomis de Laurent guerxo (skew), on el producte ve donat per la regla rt* = t*p*(r)
(k € Z). R[t;p]i R[t™; p] som els subanells de polinomis guerxos en la variable ¢ i ¢!
respectivament. Observem que aix0 suposa una certa inconsisténcia en la notacio, ja

que el paper que juga p en la regla del producte de R[t; p], en R[t™;p], el juga p~1.
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DEeFINICIO 1.5.2. Un p-homomorfisme de R-moduls M i N és un homomorfisme
de grups abelians f: M — N tal que f(mr) = f(m)p(r) per a tot m € M itot r € R.

Observem que la composicié d'un pF-homomorfisme amb un p’~-homomorfisme do-
na un pF-homomorfisme (k,¢ € Z). La inversa d’'un pF-isomorfisme és un p~*-
isomorfisme. Denotarem per Hom, (M, N) el conjunt de tots els p-homomorfismes de
M a N (usarem la notacié analoga per al conjunt d’endomorfismes).

Donada una categoria C definim la categoria d’endomorfismes sobre C, EndC,
com la categoria formada pels parells (M, f) on M € ObjC i f és un endomorfisme
de M. Un morfisme g: (M, f) — (M’, f’) ve donat per un morfisme entre els objectes
corresponents g: M — M’ complint

(1.5.1) gf = f'g

En cas que C sigui una categoria de R-moduls i p un automorfisme de R podem consi-
derar la categoria p-End C, definida com abans, pero on els objectes son parells (M, f)
amb f un p-endomorfisme de M enlloc d’un endomorfisme. Tamhbé considerarem les
subcategories plenes p-AutC i p-NilC on els objectes son parells (M, f) amb f un
p-automorfisme o un p-endomorfisme nilpotent, respectivament.

Analogament al que passa per als anell de polinomis i de polinomis de Laurent
usuals, les categories de p-endomorfismes i p-automorfismes de R-moduls estan es-
tretament relacionades amb les categories de moduls sobre anells adequats. Es facil
veure que la categoria p-EndMod-R és equivalent a la categoria Mod-R][t; p] i la
categoria p-AutMod-R és equivalent a la categoria Mod-R[t,t~!; p]. En particular
son categories abelianes. Tenim el segiient resultat:

LeMA 1.5.3. p-Autproj-R i p-Nilproj-R son categories amb successions exactes
1, per tant, podem considerar el seu K.

DEMOSTRACIO. En efecte, p-Autproj-R i p-Nilproj-R so6n subcategories addi-
tives plenes de p-EndMod-R que sabem que és una categoria abeliana. Sigui e €
M,,(R) una matriu idempotent. Es facil veure que hi ha una isomorfisme End o (eR") =
Hom(eR", p~*(e)R™), diguem-li ¢. Per tant, si denotem per £5; I'aplicacié multipli-
car per 'esquerra per M tenim que els p*-endomorfismes de eR" son de la forma
o 1 (lyr) on M € p~*(e)M,(R)e. Un esquelet petit seria, doncs, el format pels parells
(eR"™, o~ (Lrr)) on e € M,(R) és una matriu idempotent i M € p~*(e)M,(R)e és
invertible o nilpotent segons el cas.

Una successié exacta en la categoria d’endomorfismes serd un diagrama commu-

tatiu:
0 My M My —— 0
lfl lf lf2
0 My M My —— 0

on les files sén successions exactes en la categoria de moduls corresponent. Per tant,
si M1 i M sén moduls projectius és clar que M també ho és. Si f1 i fo son au-
tomorfismes, pel Lema dels Cinc ([62], Five Lemma 3.32]), f també ho sera; d’on
(M, f) € p-Autproj-R. Igualment, si fi* =01 fi* = 0 aleshores f"™™ = 0. O
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En conseqiiéncia, les segiients definicions tenen sentit:
DEFINICIONS 1.5.4. Per a un anell R amb un automorfisme p
(i) Definim el grup de classes de nilpoténcia com
Nily(R, p) = Ko(p-Nilproj-R).
(ii) Definim el grup reduit de classes de nilpoténcia com
Nily(R, p) = coker(Ko(R) — Nilo(R, p)),
on Ko(R) — Nilp(R, p) és [P] — [P,0].
(iii) Definim el grup de classes d’automorfismes com
Auto(R, p) = Ko(p-Autproj-R).

(iv) Definim el grup de classes de torsié Ki(R, p) com el quocient de Auto(R, p) pel
subgrup generat per les diferéncies [P,y]—[P’,~/] amb un isomorfisme \: P — P’
tal que [A"1971\y] =0 € K1 (R).

Observem que si tenim un parell d’anells amb automorfisme associat (R, p) i (S, 0),
aleshores un morfisme d’anells f: R — S (unital) tal que fp = of indueix un functor
exacte

fe: p-Autproj-R — o-Autproj-S
(Py) — (P Ry S,y®0)
A—A®1
per tant, també indueix un morfisme de grups fi: Auto(R,p) — Auto(S,0). Hom

pot deduir facilment d’aqui que Kj(—,—) defineix un functor de la categoria dels
anells amb automorfisme a la categoria dels grups abelians. El mateix és cert per a
NilO(_v _) i mo(—, _)'

OBSERVACIO 1.5.5. En el cas que f: R — S sigui un morfisme no unital aquest
ens indueix un morfisme de grups fi: Ki(R,p) — Ki(S,0). En efecte, en aquest
suposit tenim que f(1) és un idempotent de S. Aixi, tenim que R®; S = f(1)S és un
S-modul projectiu ciclic i, per tant, si P és un R-modul projectiu finitament generat
P ®; S és un S-modul projectiu finitament generat i 'anterior té sentit.

Notacio 1.5.6. Donats G un grup abelida i p: G — G un endomorfisme de G,
usarem les notacions segiients I(p) = {g —p(9) | g€ G} i G? ={g9 € G| p(g) = g}.

Ara estem en condicions d’enunciar el Teorema de Farrell, Hsiang [30, Theorem 19|
i Siebenmann [65, Theorem 10.1]:

TEOREMA 1.5.7 (Farrell, Hsiang, Siebenmann). Siguin R un anell i p un auto-
morfisme de R. Llavors, tenim una successié exacta

(152) 0— Ki(B)/I(p.) — Ky(Rlt; o)/ 1(ps) & K (RIE5 )/ ()
— K (R[t,t7 1 p]) = Ko(R)”™ — 0
A més, tenim una descomposicié natural en suma directa

Ky(R[t,t™"; p]) 2 K1(R, p) @ Nilo(R, p) & Nilo(R, p~).
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Necessitarem també el segiients resultats:

TEOREMA 1.5.8 ([65, Theorem 9.2|). Siguin R un anell i p un automorfisme de
R. Aleshores, la segiient successid és exacta:

0 — K1(R)/I(ps) = K1(R, p) = Ko(R)” — 0

TEOREMA 1.5.9 (|30, Theorem 13|). Siguin R un anell i p un automorfisme de R.
Llavors, la segiient successid és exacta escindida:

0 — Ki(R) — K1(R[t™";p]) — Nilo(R, p) — 0.
Per tant, -
Kl(R[til; p]) = Ki(R) @ Nilp(R, p).
Tgualment tenim que
K1(R[t; p]) = K1(R) @ Nilo(R, p ).
1.6. Anells amb unitat local

En aquesta secci6é introduirem el concepte d’anell amb unitat local que necessita-
rem més endavant i veurem algunes definicions i resultats d’anells sense unitat i amb
unitat local. En particular definirem el Ky i K relatius, és a dir, per a un anell sense
unitat. Essencialment, els resultats d’aquesta seccié només els necessitarem per a les
Seccions iB.3l

Introduim primer una mica de notacié. En aquesta seccié k denotarda un domini
d’ideals principals (DIP) fixat. Usarem preferentment les lletres majuscules del prin-
cipi de Dalfabet A, B, ... per a denotar els anells amb unitat i les lletres R, S, ... per
als anells (potser) sense unitat. En aquesta seccié treballarem principalment sobre R
un anell amb unitat local, és a dir, un anell tal que per a tot subconjunt finit d’ele-
ments r1,...,7, € R existeix un idempotent e € R tal que r;e = er; = r; per a tot
1. A continuacié en donarem una definici6é equivalent que s’ajusta millor a les nostres
necessitats.

Donat un anell R denotarem per Idem(R) = {e € R | e = €2} el conjunt dels
idempotents de R. Recordem que podem definir un ordre en Idem(R) de la segiient
manera: e < f siinoméssief = fe =-e. Tenim les definicions segiients:

DEFINICIO 1.6.1. Sigui R un anell (potser) sense unitat i sigui {e; }ier C Idem(R)
un conjunt dirigit (i.e. donats e;, e; amb i,j € I existeix £ € I tal que e; < e/ i
e; < eg). Diem que {e;} és una unitat local de R si R = Ujcre;Re;.

Per a un anell R amb unitat local {e;}, escriurem R; = e;Re;, €l corner correspo-
nent a I'idempotent e;, que és un anell amb unitat e;.

DEFINICIO 1.6.2. Siguin R, S anells amb unitat local. Donat f: R — S un mor-
fisme d’anells (sense unitat), diem que f és un morfisme d’anells amb unitat local si,
donada una unitat local {e;} de R, aleshores {f(e;)} és una unitat local de S.

Donat un anell sense unitat, encara que tingui unitat local, sovint ens convindra
considerar un anell unital més gran que el contingui com a ideal. Una possible manera
de fer aixo és la segiient:



1.6. ANELLS AMB UNITAT LOCAL 17

DEeFINICIO 1.6.3. Sigui R una k-algebra, potser sense unitat. Definim la uniti-
ficacio de R, denotada per Ry, com el grup abelia R @& k amb el producte definit
per

(2, A) - (y, 1) = (xy + Ay + pz, Ap)
onz,y € RiAuck.

Usualment identificarem els elements de R amb la seva imatge en R, iigualment
per als anells de matrius respectius. Com que tot anell té estructura de Z-algebra
sempre podem considerar la seva unitificacié. Observem que R, té estructura d’anell
amb unitat (0,1) i que R és un ideal (bilater) en Ri. Per al cas que R ja tingués
unitat, diguem-li e, tenim un isomorfisme unital f: Ry — R X k definit per f(r,\) =
(r+ Xe, A).

Tenim la segiient successio exacta d’anells sense unitat. A més, és escindida (en
el sentit que tenim una secci6 k — R ):

(1.6.1) 0O—-R—Ry—k—0

Denotem per p: Ry — R i q: Ry — k, les projeccions respectives. Observem
que ¢ és morfisme d’anells, mentre que p només és morfisme de grups abelians. Si
(M,A) € M,(R), de vegades usarem p(M, A) per a referir-nos a M, la part de la
matriu (M, A) que té les entrades en R.

La unitificaci6 ens defineix, de fet, un functor de la categoria de les k-algebres sense
unitat a la categoria de les k-algebres amb unitat, estenent un morfisme f: R — S a
un morfisme f: Ry — Sy (el denotarem amb la mateixa lletra) de manera que sigui
la identitat sobre els elements de la forma (0, ) per a tot \ € k.

Per a un anell R, potser sense unitat, definim proj-R com la subcategoria plena
de proj-R,; donada pels objectes P € proj-R; tals que PR = P. Observem que en
el cas que R tingui unitat, com R, = R X k, la definicié anterior déna una categoria
naturalment equivalent a la categoria de moduls projectius finitament generats sobre
R; per tant, és coherent amb la nostra notacié anterior. Es facil veure que proj-R
és una categoria amb successions exactes i podem, doncs, considerar el seu Ky que
denotarem per G(R); en el cas que R fos unital tindriem G(R) = Ky(R).

Donat un morfisme d’anells f: R — S indueix un functor exacte proj-R — proj-S
via P+ P®;S;. En efecte, com que P és un R{-modul projectiu finitament generat
existeix un () tal que P ® Q = R, d’on tenim

(P©yS:) @ (Q®rS:) = (PeQ) @Sy = RY @f Sy = 57
i veiem que P®; S, € proj-S;. Ara, siguip®s € P®;S,. Com que P = PR tenim
quep =73 .piri € PR. Aixi, p@s = (3, piri) ®s = >, (pi®(f(r:),0)s) € (P®sS4)S
i veiem que P ®f S, € proj-S.

Com que aquest functor indueix un morfisme f,: G(R) — G(S) hem vist que G
defineix un functor dels anells sense unitat cap a la categoria dels grups abelians.

Dins d’aquesta seccié usarem el segiient conveni de notacié que ens resultara forca
atil:

NoTaciO 1.6.4. Quan vulguem explicitar que les entrades d’una matriu es troben
en Ry, en Ry (que denota el corner eyRey en un anell amb unitat local (R, {es})),
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en A o en k ho farem amb el superindex corresponent, per exemple 17 € GL(R)
i 1¥ € GL(k) per a la identitat o efj(a) € E(Ry) i ef}(a) € E(A) per a matrius
elementals. En canvi, quan vulguem explicitar que una matriu té mida n X n ho farem
amb un subindex, per exemple 1} € GL,(R,).

A continuacid, recordarem la definicié del Ky d’un anell a partir de matrius idem-
potents. Donat un anell unital A considerem els morfismes no unitals M, (A) —
M, +1(A) donats per a — (&9) i denotem per M(A) el seu limit directe (per a A

un anell amb unitat aquest és un exemple d’anell amb unitat local). Donades ma-
trius idempotents p € Idem(M,,(A)) i ¢ € Idem(M,(A)) posem p @ q = (182) €
Idem (M, 41 (A)). Observem que GL(A) actua per conjugacié en el conjunt de ma-
trius idempotents Idem(M(A)) i que aquesta accié respecta 'operacio @. Ara,

(Idem(M(A))/GL(A), @),

el conjunt d’orbites de conjugacié de GL(A) en Idem(M(A)) amb l'operaci6 induida
per @, és un semigrup abelid (de fet un monoide). Seguint [60], Section 1.2] veiem que
aquest semigrup coincideix amb V(A), el semigrup de classes d’isomorfia d’A-moduls
projectius finitament generats:

TEOREMA 1.6.5. Per a un anell unital A, donades dues matrius idempotents
E, F € Idem(M(A)), els seus A-moduls projectius corresponents son isomorfs si i
només si les matrius son conjugades per un element de GL(A). En particular, podem
identificar el semigrup (V(A),®) amb (Idem(M(A))/GL(A),®) i tenim que Ky(A)

coincideix amb el grup de Grothendieck d’aquest darrer.

Aquesta descripcio del Ky també ens resulta ttil per al functor G. En efecte,
qualsevol P € proj-R, és isomorf a un modul de la forma ER' per a alguna matriu
idempotent E € Idem(M,,(R4)). Si a més P € proj-R veiem que, forgosament, £ €
M, (R). Ara, si E, F € Idem(M(R)) el teorema anterior ens assegura que E i F' s6n
matrius conjugades per un element de GL(R,) siinoméssi ER" = FR'}. Si denotem
per [E] la classe d’'una matriu en G(R) i f: R — S és un morfisme, el morfisme induit
[« G(R) — G(S) ve definit per f,[E] = [f(E)], ja que ER} ®; S1 = f(E)SY.
Usarem la segiient notacié per a la conjugacié en els diferents anells involucrats:

NotaciO 1.6.6. Donades matrius E i F escrivtem EE ~; F o B ~; Fsi E =
T'FT amb T € GL(Ry) o T € GL(R;), respectivament.

LEMA 1.6.7. Siguin R un anell amb unitat local {e;}, E,F € Idem(My(R;)) i
m € N. Aleshores E ® 1} ~, F @ 1 si i només si E® 1}, ~; F & 1), per a algun
J =i

DEMOSTRACIO. En efecte, siguin F, F' € Idem(M,(R;)) i suposem que existeixen
m € NiT € GL(R;) amb j > i tals que E® 1}, = T"1(F & 1/,)T. Observem que
(T +1% — 1), (T~ + 17 — 19) € GL(R,), ja que sén inverses una de l'altra, i que

(F® 1)1t —19) = (1T — 19)(F @ 1,) = 0. Conjugant, tenim:

(T 1t - 1) Fol)(T+1T-1)=T"YFeol)T=E®1),
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¢s adir, F® 1), ~y E®1),. Com que 11 ~, 13, & (1} — 17,), ja que indueixen
projectius isomorfs, tenim

Foll~, Foll o) -1)~ E®l, o1} -1.)~, Ea 1),

com voliem.

Reciprocament, siguin E, F € Idem(M,(R;)) tals que E ® 1.}, = T"Y(F @ 1,;)T
amb T € GL(Ry). Sigui j > i tal que p(T),p(T~1) € M(R;). Aleshores T i T~!
commuten amb 17, de manera que 717,711/ € GL(R;) sén inverses una de 'altra.
Tenim:

Eol =Eel)Y =T Fol1})T1V =T""1(Fe1),)TV
1 tenim F © li'n ~; F & 1%1 com voliem. O
TEOREMA 1.6.8. Sigui R un anell amb unitat local. Aleshores lim G(R;) = G(R).

DEMOSTRACIO. Com R; amb la inclusi6 és un sistema dirigit d’anells, G(R;) amb
les aplicacions induides per la inclusié és un sistema dirigit de grups abelians i les
inclusions f; : R; — R C R, indueixen morfismes compatibles fi. : G(R;) — G(R).
Per la propietat universal del limit directe tenim un morfisme ¢ : lim G(R;) — G(R).

Ara, usant la descripcié del Ky a partir de matrius idempotents, prenem E €
M, (R, ) una matriu idempotent tal que (ERY} )R = ER!}, és a dir tal que p(E) = 0.
Sabem que tot element de G(R) té un representant d’aquesta forma. Ara, identificant
E amb ¢(E) tenim que E € Idem(R;) per a algun i, per tant, té sentit considerar
[E] € Ko(R;) = G(R;). Si tornem a identificar fi«[E] = [fi(E)] amb [E] € G(R)
velem que @ és epimorfisme.

Suposem z € lim G(R;) tal que ¢(z) = 0. Sigui y € G(R;) un representant de x.
Com hem comentat abans (Observacio tot element del grup de Grothendieck
d’un semigrup és una diferéncia d’elements del semigrup, d’on tenim que y = [E] — [F]]
amb E, F € Idem(M,(R;)). Com que fi.[E] = [fi(E)] = [fi(F)] = fi[F] en G(R),
estabilitzant podem suposar que f;(E) ~4 fi(F) (potser augmentant 7). Ara, pel
Lema tenim que E ~; F per a algun j > i. Aixo ens diu que z = 0 en G(R;) i,
per tant, en el limit. O

DEFINICIO 1.6.9. Siguin A un anell unital i I € A un ideal bilater. L’anell doble
de A sobre I és el subanell del producte cartesia A x A donat per

DA I) ={(z,y) e AxA|lz—yel}

Observem que si p; denota la projeccié respecte a la primera coordenada, tenim
la segiient successié exacta escindida d’anells sense unitat:

O—>I—>D(A,I)p—1>A—>O,

en el sentit que p; és un epimorfisme escindit (la secci6 de p; ve donada per la inclusio
diagonal de A en D(A,I)) i podem identificar ker p; amb I. Ara, definim els K grups
relatius:
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DEeFINICIO 1.6.10. Siguin A un anell unital i I un ideal bilater en A. Definim el
K relatiu de I'anell A il'ideal I com

Ko(A, I) =ker((p1)« : Ko(D(A, 1)) — Ko(A)).

DEFINICIO 1.6.11. Siguin A un anell unital i I un ideal bilater en A. Definim el
K relatiu de I'anell A il'ideal I com

K1<A, I) = ker((pl)* . Kl(D(A,I)) — Kl(A)>

Un dels resultats importants en teoria K és la successi6 exacta associada a un
ideal [60 Theorem 2.5.4.] que recordem a continuacio:

TEOREMA 1.6.12. Siguin A un anell unital 1 I C A un ideal (bilater). Tenim una
successio exacta natural

Ki(A, 1) = Ki(A) 2 K(A/T) = Ko(A, I) — Ko(A) 25 Ko(A/T)

on px ve induida per la projeccié natural p : A — AJI i els morfismes K;(A,I) —
K;(A) vénen induits per ps : D(A,I) — A.

En general, Ko(A4, I) depén tnicament de I’estructura de I com a anell sense unitat
(cf. [60, Theorem 1.5.9 (Excision)]) i sovint el denotarem simplement per Ko(I). A
més, per al cas que I tingui unitat local coincideix amb el G(I) abans definit, de
manera que en tenim una definicié en termes categorials. Vegem-ho:

PRrOPOSICIO 1.6.13. Sigui R un anell amb unitat local {es}ocr, aleshores tenim un
isomorfisme Ko(R) = G(R).

DEMOSTRACIO. De la successio exacta associada a un ideal (Teorema|1.6.12) apli-
cada a U'epimorfisme escindit ¢ : Ry — k n’obtenim la segilient successié exacta

0 — Ko(R) — Ko(Ry) &5 Ko(k) — 0.

Observem que el functor inclusié ¢ : proj-R — proj-R, ens indueix un morfisme
v+ G(R) — Ko(Ry). Sigui z € G(R) tal que t.(z) = 0. Per la Observacio [1.1.3]
tenim que x = [E] — [F] per a alguns E, F' € Idem(M(R)). Podem, a més, suposar
que E,F € M(Ry) per a algun £ € L. Ara, com que [F] —[F] =0 en Ky(Ry), existeix
un m € Ntal que E® 1) ~, F 1} ipel Lematenim que E® 1), ~j F® 1),
per a algun j > /¢, j € L. Per tant, ¢, és monomorfisme.

Com que, si P = PR, tenim p,.[P] = [P ®, k] = 0; per tal de veure que
G(R) = kerp, (i, per tant, isomorf a Ko(R)) només ens resta veure que im ¢ 2O ker p,.
Vegem-ho, sigui [P] € Ko(Ry) tal que [P ®, k] = 0. Com que k és un DIP, tot
k-modul projectiu finitament generat és isomorf a k™ per a un tnic n, d’on tenim que
P ®, k = 0. Podem suposar, sense pérdua de la generalitat, que P C R’. Aixi, tot
p € P és de la forma p = ((r1,0),...,(r,,0)) i com que R té unitat local és clar que
PR = P. Aix0 acaba la demostracio. O

Ara, del Teorema junt amb la Proposicié [1.6.13| n’obtenim:

COROL-LARI 1.6.14. Sigui R un anell amb unitat local. Llavors lim Ko(R;) =
Ky(R).
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En canvi, K;(A, ) no només depén de l'estructura de I sin6 que també depén de
A. En trobem un exemple degut a Swan en [70] (també el trobem indicat en [60]
Exercise 2.5.20]). Per al cas d’un ideal que tingui estructura d’anell amb unitat local
tenim que el K; relatiu només depén de l'ideal. Per tal de veure-ho necessitarem el
segiient Lema:

LeMA 1.6.15. Siguin A un anell unital i R un ideal bilater seuw amb unitat local
{ug}oer. Denotem per E(R) el subgrup de E(A) generat per les matrius elementals de
la forma {efj(r) | € R}. Aleshores E(R) < E(A).

DEMOSTRACIO. Siguin T € E(R) i S € E(A), volem veure que STS™! € E(R).
Com que els elements de E(R) i de E(A) son productes de matrius elementals ens
podem reduir al cas que T i S siguin matrius elementals. Suposem, doncs, T' = 62‘3 (r)
iS=e(a)onacAireR.

Recordem (cf. [60, Lemma 2.1.2]) que les matrius elementals compleixen les se-
glients relacions:

o cij(a)ere(b) = epe(b)eij(a), j #kii# L
o [eij(a),ejr(D)] = eij(a)ejr(b)eij(—a)ejr(—b) = eix(ab), 4, j, k diferents;
o [eij(a),eri(b)] = eij(a)eri(b)eij(—a)eri(—b) = exj(—ba), i, j, k diferents.

Usarem, ara, aquestes relacions. Tenim diversos casos:
Sij #kii#/{les matrius commuten i, per tant,

eig(a)ef(r)ey(—a) = efj(r) € E(R);
si j =kit#{ tenim que
esp(a)ef(r)efp(—a) = [efy(a), e (r))efi(r) = efp(—ra)ejj(r) € E(R);
si j #kii=/{obtenim
eig(a)egy(r)ei(—a) = legy(a), eff (r)]efj (r) = ejj(ar)efj(r) € E(R);

finalment, si j =kii=/¢prenem m € Ntalquei #m # j,n € Ltal quer € R, i
veiem que

eji(a)es(r)esi(—a) = efi(a)lefm (1), em; (un)lefi(—a) = efi(a)edy, (r)efi(—a)

7t i 7t 7t m » Emyg _]’L 71
A A A A A A A A
'ejz'(a)emj(un)@jz’(*a) : eji(a)eim(*r)eji( a)-e (a 6mj( up)e ]z( a) € E(R),
pels casos anteriors. O

TEOREMA 1.6.16. Siguin A un anell unital 1 R un ideal bilater seu amb unitat
local {us}ecr. Aleshores lim Ky (Ry) = K1(A, R)

DEMOSTRACIO. Definim els morfismes de grups
@r: GL(Ry) — GL(D(A,R)) CGL(A) x GL(A)
T— (14, T+14 -1

i la definici6 té sentit, ja que (T + 14 — 1) té per inversa (T~! 4 14 — 1%).
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Com que @(efj(a)) (14,e fj( a) —1¢ +14) = (14, f}( )) € E(D(A, R)) veiem
que els morfismes factoritzen a través del K1, de manera que ens indueixen morfismes

o K1(Ry) — K1(A, R). Tgualment, per a £ < m podem definir
Y7t GL(Ry) — GL(Ry,)
T—T+1m -1

de manera que indueixen morfismes ;" : Ki(R;) — Ki(R;). Tenim, doncs, un
sistema dirigit de grups abelians {K;(Ry),v;"}. Per tant, tenim un morfisme ¢ :
lim K (Re) — K1(A, R).

Vegem ara que ¢ és epimorfisme. Els elements de K7 (A, R) son classes d’elements
de la forma (T1,72) € GL(D(A,R)) € GL(A) x GL(A) amb T} € E(A). Sense
pérdua de la generalitat podem suposar que T) = 14, ja que (Ty,T1) € E(D(A, R)) i
tenim que [T1, To] = [14, Ty T3] en K1(D(A, R)). Aixi, tot element de K;(A, R) té un
representant de la forma (14,7) € GL(D(A, R)); a més, T — 14 € M(R). Observem
que (14, 7)~! = (14, 77') € GL(D(A, R)). Prenem, doncs, £ prou gran per a que
T=T-14iT '=T71-14¢ M(Ry). Tenim que T + 1° € GL(Ry) (té inversa
T '+19i @[T + 1°] = [14,T] com voliem.

Vegem ara que ¢ és monomorfisme. Sigui T' € GL(Ry) complint

pllT) = 1A, T + 14 — 19 = 0;

tenim, doncs, que (14,7 + 14 — 1%) € E(D(A, R)), d’on deduim que
n n n
(lA,T+ 14— He ieit atabt ( eﬁjt(at)a eﬁjt(bt))'
t=1 t=1 t=1

per a alguns as, by € A complint by — a; € R. Tenim que [[; eft‘jt (a;) = 14. Usant
aquesta relacié podem escriure:

[T e (b)) = et (b1 — e, (an) (H ehi, (bt))

t=n t=3
4 n
<H eﬁ]t(_at)) eijg (b3 — a3) (H GZth(at)>
t=n t=4

A A
'ehﬂn(__an)ehqun_l(bn_l4_-an_1)€ﬂﬂn(an)

el (b, —an)

tnJn
i veiem que anem obtenint conjugats d’elements de E(R) per elements de E(A). Pel
Lema [1.6.15| deduim que tot el producte és, doncs, de E(R). En particular, tenim una
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altra descomposicio: [[i, eﬁjt(bt) =11, eﬁjt (r¢) amb r, € R per a tot ¢. Si prenem

ara un m > ¢ tal que r; € R, per a tot ¢ obtenim que

G (T) = ([ e, (ro)] = 0 en Ky(Rn)
t=1

com voliem. O
En particular, si A té unitat tenim el segiient
COROL-LARI 1.6.17. Sigui A un anell amb unitat, aleshores K1(A) = K1(A4+, A).

De fet, per a una k-algebra A amb unitat, com que Ay =2 A X k tenim Kq(Ay) =
Ki(A4, A) @ Ki(k) i aixi obtenim també que K;(A) = K1(A44, A).

1.7. El K; d’anells de polinomis de Laurent guerxos sobre anells sense
unitat

A continuacié veurem una versié no unital del Teorema de Bass, Heller, Swan, Far-
rell, Hsiang i Siebenmann. Usarem aquest teorema més endavant en la Secci6 [3.3|per a
calcular el K7 d’un anell de polinomis de Laurent cérner-guerxo cosa que ens permetra
calcular el grup K;(L(E)). Els resultats d’aquesta secci6 els trobem publicats en [5]
Section 3].

En aquesta seccié mantindrem la preferéncia de 'anterior respecte als noms dels
anells amb unitat (A, B,...) i els anells (potser) sense unitat (R, S,...). També com
abans, k denotara un DIP fixat.

El grup relatiu K;7(A,I) admet una altra definicié més propera a esperit de la
Definicio [L1.4

DEFINICIO 1.7.1. Sigui A un anell amb unitat i I un ideal bilater de A. Definim
GL(A,I) = ker(m,: GL(A) — GL(A/I)) i E(A,I) com el subgrup normal més petit
de E(A) que conté les matrius elementals {e;j(a),a € I}. Observem que, com que

aquestes matrius sén congruents a la identitat modul I, E(A,I) C GL(A,I). Definim
ara K1(A, 1) =GL(A,I)/E(A,I).

Es pot demostrar una versio relativa del Lema de Whitehead [60, Theorem 2.5.3],
que demostra que les dues definicions que hem donat del grup K (A, I) coincideixen.

El resultat segiient es pot deduir trivialment de la successi6 exacta llarga de teoria
K relativa [60, Theorem 4.3.1], no obstant n’adjuntem una demostracié directa que
no requereix 1'as del K.

LEMA 1.7.2. Sigut A un anell amb unitat i I < A un ideal bilater de manera que

0-I545 4/T—0
és un successid exacta escindida d’anells sense unitat (és a dir, tenim una seccid
t: AJT — A). Aleshores
1—-Ki1(A 1) — K1(A) — K1 (A)I) — 1

és eracta escindidall

1[60] Exercise 2.5.19]
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DEMOSTRACIO. De la successio exacta associada a un ideal (Teorema [1.6.12]) i
usant que 7 té una seccié n’obtenim la successié exacta

Ki(A 1) - K{(A) = K(A/I) — 1

Per tant, només ens resta veure que el morfisme Kj(A,I) — Ki(A) és monomor-
fisme. Com GL: Ring — Group defineix un functor tenim que m,t, = 1 i, per tant,
m«: GL(A) — GL(A/I) és epimorfisme. Com kerm, = GL(A,I) tenim la segiient
successio exacta

1— GL(A,I) - GL(A) - GL(A/I) — 1

Igualment E: Ring — Group també defineix un functor i tenim la segiient suc-
cessid exacta

1 — kerm, — E(A) =5 BE(A/I) — 1

Com kerm, < E(A) 1 E(I) C kerm, tenim que E(A,I) C kerm,. Vegem que, de
fet, kerm, = F(A,I). En efecte, sigui H € kerm,. Aleshores H = F;j---E, és un
producte de matrius elementals. Posem E; := t,m.(E; )E; € E(A,T). Ara H és un
producte de conjugats de les matrius F; i deduim que H € E(A,I):

H = 1,7 (B E11ome(BD) 7 o 1amy(By -+ By Eptamy(By -+ By 7t

Tenim el segiient diagrama commutatiu, on les columnes i les dues primeres files
son exactes

1 —— EAI 2 BA) = EBA/)) — 1

1 —— GL(A,I) —2— GL(A) —=— GL(A/]) —— 1

1 —— Ki(A 1) 22— K(A) T Kj(A)]) —— 1

1 1 1

Vegem la injectivitat de p.: K1(A,I) — K1(A). Per diagram chasing, sigui a €
K1(A,I) tal que pi(a) = 1. Prenem b € GL(A, I) tal que p(b) = a, aleshores p/p.(b) =
11 tenim ¢ € E(A) tal que 7/(c) = p«(b). Com mup«(b) = 114" és injectiva tenim
que mi(c) = 11, per tant, ¢ té una antiimatge d € E(A,I). Per la injectivitat de
px: GL(A,I) — GL(A) tenim que b = i(d) i, per tant, a = poi(d) = 1 com voliem. [

OBSERVACIO 1.7.3. Del fet que 7 tingui una seccié, junt amb la successidé exacta
associada a un ideal (Teorema [1.6.12) en deduim que 0 — Ko(I) — Ko(A) ==
Ky(A/I) — 0 és exacta escindida.
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LEMA 1.7.4. Per a una k-dalgebra R amb automorfisme p tenim que les successions
seglients

0 — Ky(Ra [t pl, Rlt: pl) — Ki(Re [t p]) — K1 (kft]) — 0
0— Ky(Relt ™0, BRI p]) — Ka(Ret Y p]) — Ky (K[E']) = 0
0 — Ki(Re[t,t™5 pl, BRIt ¢ p]) — Ka(Ry[t, 6715 p]) — K (k[t,t71]) — 0
son exactes escindides.
DEMOSTRACIO. En efecte, com que la successié segiient
0 — R[t;p] = Ry[t;p] — k[t] — 0

és exacta escindida, podem aplicar el Lema|[l.7.2]i tenim el resultat. Igualment per a
les altres dues successions. O

Recordem la definicié segiient:

DEFINICIO 1.7.5. Un anell unital A diem que és semihereditari dreta si tot ideal
dreta finitament generat és projectiu com a A-modul dreta.

El segiient Lema és un cas especial d’'un resultat de Waldhausen cf. [73, Theo-
rem 4/

LEMA 1.7.6. Sigui A un anell (unital) semihereditari dreta. Aleshores Nilg (A o) =

Per a una demostracié directa en el nostre cas particular vegeu [5, Lemma 3.3].
ProprosiciO 1.7.7. Tenim
K1(R [t p], RIt; p]) = K1(Ry, R) & Nilo(Ry, p~")
Ky(Re[t™"p], R[t ™" p]) = Ki(Ry, R) & Nilo(Ry., p)

DEMOSTRACIO. Per al primer isomorfisme tenim el segiient diagrama commutatiu
0 0 0

l

0 —— Ki(Ry,R) —— Ki(Ry[t;p], Rlt; p]) —2— Nilg(Ry,p~) —— 0

0 —— Ki(Ry) ——  Ki(Rylt;pl)  —— Nilo(Ry,pt) —— 0

l

.

0 —— Ki(k) —s K1 (k[t]) —  Nilp(k,1) —— 0
0 0 0

on la commutativitat dels quadrats de I'esquerra ve donada per la naturalitat de la
successio exacta associada a un ideal (Teorema [1.6.12)) i pel Lema tenim que
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mo(kz, 1) = 0. Les columnes son exactes (escindides) i les dues darreres files també
pel Teoremal[l.5.9] Aixi, pel Lema 3 x 3 [62, Exercise 6.16] tenim que la primera fila és
exacta. Com que la primera columna i la fila del mig s6n escindides podem construir
una seccio a laplicacio Kj(R4+, R) — Ki(R4[t; p], R[t; p]) i, per tant, la successio
escindeix i tenim el resultat. Analogament tenim el segon isomorfisme. g

Suposem donats (A,«) i (B,3) anells unitals amb un automorfisme associat i
f: A — B un morfisme d’anells no necessariament unital tal que fa = Sf. Hem co-
mentat abans (Observaci6[1.5.5)) que f indueix un morfisme f.: K1(4, o) — Ki(B, ).
Recordem que un morfisme f no necessariament unital indueix també morfismes
fs: Ki(A) — K;(B) per ai=0,1. En efecte, n’hi ha prou considerant les definicions
de Ko i K; a partir de la categoria de moduls projectius i la categoria d’automorfis-
mes sobre moduls projectius (respectivament); com que _ ®y B defineix un functor
exacte entre les categories corresponents (com hem comentat en la Observacio [1.5.5]
aquest producte tensorial envia A-moduls projectius a B-moduls projectius) indueix
el morfisme desitjat entre els K-grups. En vista d’aixd podem veure la naturalitat de
la successi6 exacta del Teorema [1.5.8] (convé recordar la Notacio [L.5.6)):

LEMA 1.7.8. Siguin (A,«) i (B, () anells (unitals) amb automorfisme associat i
f: A — B un morfisme d’anells no necessariament unital tal que fa = Gf. Tenim
que el diagrama segiient és commutativ amb files ezactes

0 — Ki(A)/I(oy) —— Ki(Aja) —— Ko(A)** —— 0

| | |

0 —— Ki(B)/I(8:) —— Ki(B,8) —— Ko(B)* —— 0

on les fletres verticals vénen induides per f.
DEMOSTRACIO. Pel Teorema tenim que la segiient successié és exacta
Ki(A) 7% Ky (A) D Ki(A,0) 2 Ko(A) 272 Ko(A)

on p: K1(A,a) — Ko(A) ve definit per p[P,~] = [P]. Per a la definici6 de j; suposem
que tenim una matriu idempotent E € Idem(M,,(A)) tal que a(E) = E, aleshores te-
nim el segiient automorfisme 60,,: EA™ — EA" on 0,(ay1,...,a,) = (a(a1),...,aay)).
Definim ara j[EA™, ] = [EA™, 0,7] — [EA™, 0,).

Cal, doncs, veure la commutativitat del diagrama segiient:

Ki(A) 22%% Ki(A) —— Ki(A,0) —2— Ko(4) 222 Ko(A)

f*l f*l f*l f*l f*l
K1(B) ~2% Ky(B) —— K\(B,B) —— Ko(B) ~2% Ko(B)

A part del segon quadrat és clar que el diagrama commuta. Posarem e = f(1).
Com que fa = [f tenim que f(e) = e, de manera que tenim un automorfisme
0, : (eB)" — (eB)™ donat per 6/,(b1,...,b,) = (8(b1),...,0(b,)). Per ala commuta-
tivitat del segon quadrat cal veure que si H € GL,,(A) es compleix

[(eB)",0,L(m)] — [(eB)", 0,] = [A" @ B, (0nlr) ® B] — [A" @ B, 0, ® ],
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En efecte, el quadrat segiient déna un isomorfisme en la categoria S-AutMod-B

A, B S0 g
@l% %l@
00
(eB)" D, (eB)"

ja que és commutatiu:

0nLpmyp(> m@b) = ZMW = 0,(£(
> fon(Hm)B( ng (Hm) ®ﬁ())=s0((9an®ﬁ)(Zm®b))

d’on tenim que ((eB)", 97’1€f(H)) ~ (A"®B, (0nlH)®3) en f-AutMod-B i aplicant-ho
a H = 14 ens acaba de donar la igualtat que voliem.

Ara, com im(1 — o) = I(aw), ker(1 — ay) = Ko(A)* 1 f(1 — o) = (1 — Ba) f«
tenim el resultat. U

DEFINICIO 1.7.9. Per a una k-algebra R amb automorfisme k-lineal p definim
Kl(R7p) = ker(Kl(R-l-v P) - Kl(ka 1))

OBSERVACIO 1.7.10. De la functorialitat de K7( , ) junt amb el fet que el morfisme
(R4, p) — (k,1) té una secci6 en deduim que la segiient successio és exacta escindida

0— Ki(R,p) = K1(R4,p) — Ki(k,1) — 0.
Vegem que, per al cas unital, és coherent amb la definicié prévia:

LEMA 1.7.11. Sigui A una k-algebra amb unitat i o un automorfisme, aleshores
les dues definicions de K1(A, «) coincideizen.

DEMOSTRACIO. En efecte, aplicant el Lema a la successid
K
0—-AS A =2k—0
ag

obtenim el segiient diagrama commutatiu

on les columnes sén exactes.
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Aplicant el Lema a la mateixa successié tenim que la successi6
0— Kl(A+,A) — K]_(A+) — Kl(k‘) — 0
és exacta escindida. Pel Corol-lari|l.6.17|tenim que K1(Ay, A) = K j(A)icom ta =7
podem factoritzar modul I(a.) i tenim que la primera fila és exacta escindida.
Per la Observacié tenim que 0 — Ko(A) — Ko(Ay) — Ko(k) — 0 és exacta

escindida, d’on deduim que la tercera fila és, també, exacta escindida. A més, la fila
del mig és un complex ja que:

Tuls [P,y = [P R, A, 7R a] =[P®, A4 @ k,y®a®1] =0.

Tenim, doncs, que o, (K1 (k,1))Nes(K1(A, ) = 0. Ara, fent quocient en la segona
columna per la tercera obtenim el diagrama:

0 — Ki(A)/I(a) —— Ki(A, «) — Ko(A)*»* —— 0

H l |

0 — Ki(A)/I(a,) —— Ki(Ay,a)/Kq(k,1) —— Ko(A)** —— 0

i pel Lema dels 5 ([62] Lemma 3.32|) tenim que la fletxa del mig és un isomorfisme,
d’on deduim que Kj(A, o) = ker(K; (A4, o) — Ki(k,1)). O

Finalment estem en disposicié de demostrar la versié6 no unital del Teorema de
Bass, Heller, Swan, Farrell i Hsiang:

TEOREMA 1.7.12. Siguin R un anell (potser) sense unitat i p: R — R un auto-
morfisme. Tenim que la successid

0— Ki(R,p) = Ki(Re[t,t ™Y pl, Rlt, ¢4 pl) — Nilo(Ro, p7") & Nilo Ry, p) — 0
és exacta escindida. A més, la successio
0 — Ki(Ry, R)/1(ps) — Ki(R, p) = Ko(R)” — 0
és exacta.
DEMOSTRACLO. Pel Lema tenim la segiient successié exacta escindida
0 — Ki(Re[t, ¢ pl, Rt 675 p]) — Ka(Ry[t,t7 1 p]) — Ka(k[t,t7]) — 0
i pel Teorema tenim una descomposicié natural en suma directa:

K1(Ri[t,t ™" p)) 2 K1(Ry,p) @ Nilo(R+,p) ® Nilo(Ry, p7").
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D’aquesta descomposicié natural, junt amb la Observacio [1.7.10] n’obtenim el se-
glient diagrama commutatiu:

0 0 0

! ! !

0 —— Ki(R,p) —— Ki(Ry[t,t™Y;p], R[t,t ™5 p])) ——— Nilo(Ry,p) & Nilg(Ry,p™ ') ——— 0

! l ||

0 Ki(Ry,p) —— Ki(Ry[t,t™ 5 p]) ——— Nilog(Ry4,p) ® Nilg(Ry,p™!) ——— 0
0 —— Kqi(k,1) —— Ky (k[t,t71]) —  Nilg(k,1) ® Nilg(k,1) —— 0
0 0 0

on els morfismes de la fila de dalt vénen induits per la propietat universal del nucli i
pel Lema tenim que Nilo(k,1) & Nilg(k,1) = 0.

Com que les dues darreres files i les columnes son exactes, pel Lema 3 x 3 ([62]
Exercise 6.16]), tenim que la primera fila del diagrama és exacta. Com en la de-
mostracié de la Proposicié podem construir una seccié6 de manera que també és
escindida.

Aplicant el Lema a0— R— R, 5k — 0 tenim que la successio

0— Ki(R+,R) — Ki(Ry+) — Ki(k) — 0

és exacta. Com mp = 7 podem factoritzar modul I(p,) i tenim la successié exacta
0 — Ki(Ray R)/1(p.) — Ki(Ry)/1(p.) — K (k) — 0.

Per la Observaci6 [1.7.3] tenim que 0 — Ko(R) — Ko(R+) — Ko(k) — 0 és exacta,
d’on deduim que la successio 0 — Ko(R)”* — Ko(R4)”* — Ko(k) — 0 ho és, al seu
torn. Tenim, doncs, el segilient diagrama commutatiu on la segona i la tercera columnes
son exactes (de manera natural) pel Lema [1.7.8]1 els corresponents diagrames sén, en
efecte, commutatius. Les aplicacions de la columna de I'esquerra sén les induides per
la propietat universal del nucli.

0 0 0
0 —— Ki(BRy, R)/I(ps) —— Ki(Ry)/I(ps) —— Ki(k) —— 0
0 —— Kl(R7p) - Kl(R+7p) - Kl(k’l) — 0

0 —— Ko(R)p* E— KO(R+)’0* E— Ko(k?) — 0

0 0 0

Pel Lema 3 x 3 ([62, Exercise 6.16]) la columna de ’esquerra també és exacta i tenim
el que voliem. ([l
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1.8. Localitzacions i quocients de categories

En aquesta seccié introduirem les nocions de localitzacié de categories i quocient
de categories que necessitarem més endavant. Basicament seguim [31, [76), [77].

Siguin C una categoria i 3 una col-leccié de morfismes en C llavors la localitzacio
de C respecte ¥ és una categoria Cy, junt amb un functor L: C — Cx tal que

(i) Per a tot s € ¥, L(s) és un isomorfisme.
(ii) Si F: C — D és un functor que envia els elements de ¥ a isomorfismes en D,
aleshores F' factoritza de manera Unica a través de L: C — Cx.

Observem que la localitzacié universal de Cohn d’un anell R en un conjunt X de
morfismes entre R-moduls projectius finitament generats (vegeu Seccio es pot
obtenir a partir de la localitzacié de la categoria proj-R en el conjunt X. En aquesta
situaci6 la categoria localitzada (proj-R)y. és una categoria additiva i obtenim la
localitzacié universal Ry, com l'anell d’endomorfismes de R en la categoria localitzada
(vegeu [63] Theorem 4.1]).

Per tal que puguem treballar amb la categoria localitzada haurem d’imposar algun
tipus de condicid sobre la col-leccié de morfismes. Tenim les segiient definicions:

DEFINICIO 1.8.1. Una col-leccidé de morfismes ¥ en la categoria C es diu que és un
sistema multiplicatiu dreta si satisfa els segiients axiomes:

(i) ¥ és tancat per composicions, és a dir, si f,g € ¥ i fg esta definida aleshores
fg € 3. A més, per a tot objecte X € C tenim 1x € X.

(ii) ¥ satisfa la condici6 d’Ore dretaen C: Si f: Z — Y és de X, per a tot morfisme
g: X — Y deCexisteixen f/: W — X de X ig': W — Z en C tals que el segiient
diagrama és commutatiu:

W—z—ﬁZ

f’l Jf
x 2oy
(iii) Siguin f,¢g: X — Y morfismes en C; si tenim s € ¥ amb sf = sg aleshores
existeix t € 3 tal que ft = gt.
Diem que X és un sistema multiplicativ esquerra si compleix i els duals de i
. Anomenem X sistema multiplicatiu si és un sistema multiplicatiu dreta i esquerra
simultaniament.

Per tal d’evitar problemes de Teoria de Conjunts demanarem als sistemes multi-
plicatius que compleixin la segiient condicié:

DEFINICIO 1.8.2. Direm que un sistema multiplicatiu X és localment petit (per
Pesquerra) si per a tot X € C existeix un conjunt X x de morfismes de ¥, tots amb
codomini X, tal que per a tot morfisme ¥ — X en X existeix un morfisme Z — Y en
C tal que la composicié6 Z — Y — X és de Y.

Les condicions anteriors sén suficients per a poder considerar la localitzacié de
categories. A més, els morfismes de la categoria localitzada tenen una forma suficient-
ment manejable. Tenim el segiient:
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TEOREMA 1.8.3 (¢f. [31], Lemma I11.2.8] i [76, Theorem 10.3.7, Corollary 10.3.11]).
Sigui 3 un sistema multiplicatiu dreta localment petit (per l’esquerra) en una categoria
C. Aleshores la categoria Cx, es pot descriure com sequeix:

Obj Cs: = Obj C.

Un morfisme X — Y en Cx és una classe d’equivaléncia de “teulades”, és a dir,
de diagrames (s, f) en C de la forma

X< x Ly umbses.

Dues teulades sén equivalents, (s, f) ~ (t,g), si i només si existeix una tercera teulada
(r,h) de manera que tinguem un diagrama commutatiu:

X/

X X" Y

LA

X/I

A més, en cas que la categoria C sigui additiva, la categoria localitzada Cy també ho
és i el functor L: C — Cx és un functor additiu.

Si ¥ és un sistema multiplicatiu, de fet, podem fer servir classes de la forma (s, f)
o (f,s) (s € ¥) indistintament. En canvi, si ¥ només és sistema multiplicatiu per la
dreta o per I’esquerra només podrem escriure els denominadors a un dels dos costats.

A continuacié considerarem el quocient de categories. Per a aixd necessitem el
concepte de subcategoria de Serre:

DEFINICIO 1.8.4. Sigui A una categoria abeliana. Una subcategoria de Serre d' A
és una subcategoria additiva plena C tal que, donada una successio exacta curta en A:

00— M —M-—M—0
tenim que M € C si i només si M/, M" € C.

DEFINICIO 1.8.5. Siguin A una categoria abeliana i C una subcategoria de Serre,
aleshores la categoria quocient de A respecte a C és una categoria abeliana A/C junt
amb un functor exacte T: A — A/C amb la segiient propietat universal: donat un
functor exacte S: A — B des de A cap a la categoria abeliana B tal que S(C') = 0 per
a tot objecte C' de C existeix un tnic functor exacte S: A/C — B tal que S = ST.

Una condici6 suficient per a Iexisténcia de la categoria quocient A/C és que els
subobjectes de qualsevol objecte en A formin un conjunt (vegeu [69, Theorem 1.2.1]).
Observem que aquesta condici6é es compleix automaticament per a una categoria de
moduls. Com que nosaltres només considerarem quocients de categories de moduls
sempre podrem assegurar l’existéncia de la categoria quocient.

La categoria quocient A/C és un cas particular de la localitzacié de categories.
En efecte, si prenem com a 3 la col-leccié de tots els C-isomorfismes, és a dir, aquells
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morfismes f de A tals que ker(f), coker(f) € C aleshores ¥ és un sistema multiplicatiu
(cf. |77, Example A.3.1 (Gabriel)]).

El segiient Lema ens resultara util per a veure quan una subcategoria és de Serre;
de fet, tota subcategoria de Serre es pot obtenir d’aquesta manera:

LEMA 1.8.6 ([18, Exercise 6.3.5]). Sigui F': A — B un functor exacte entre cate-
gories abelianes. Aleshores, la subcategoria plena d’A donada pels objectes M tals que
F(M) és zero en B és una subcategoria de Serre d’A.

DEMOSTRACIO. Denotem per C la subcategoria plena d’ A donada pels objectes
tals que F(M) = 0. Com que C és una subcategoria plena d’una categoria abeliana
i conté l'objecte zero és clar que és una subcategoria preadditiva. Donats M, M’ € C
podem considerar en A la segiient successié exacta escindida:

0O—M-—MoM — M —0

i com que F és un functor exacte tenim que M @& M’ € C cosa que vol dir que és una
subcategoria additiva. A més, donada una successi6 exacta curta en A:

0—M —M-—M' —0

és clar que M € C siinomés si M',M" € C. O



CAP{TOL 2

L’algebra regular d’un buirac

En aquest capitol generalitzem alguns dels resultats de [9] al context de les algebres
associades a un buirac. Entre aquests resultats, estenem la construccié de I’envolcall
regular de von Neumann de les algebres de Leavitt de tipus (1,n) al cas de les algebres
de Leavitt associada a un buirac L(E). Per a aquesta algebra regular, que denotem per
Q(E), es compleix (com passa en el cas de I’algebra lliure) que el seu monoide de classes
d’isomorfia de moduls projectius finitament generats coincideix amb el de I'algebra de
Leavitt corresponent, L(E). El monoide V(L(E)) ha estat calculat recentment en
[10] per als grafs amb columnes finites com un cert monoide Mp, associat al graf,
donat amb generadors i relacions (vegeu Seccié [L.3). D’aquesta manera tenim que
tot monoide del tipus Mg es pot realitzar com a monoide de classes d’isomorfia de
moduls projectius finitament generats de I’anell regular de von Neumann Q(FE). Aixo
suposa una contribucié parcial al Problema de realitzaci6 per a anells regulars de
von Neumann. Bona part de la feina d’aquest capitol consisteix a estendre resultats
ja coneguts en el cas de l'algebra lliure a ’dlgebra de camins d’un buirac, com per
exemple el Teorema d’Inércia Estable (Teorema . Els resultats d’aquest capitol
els trobem publicats en [6].

En aquest capitol, per a un anell R, usarem la notacié R™ (respectivament, "R)
per a 'R-modul lliure esquerra (respectivament, dreta) de les files (respectivament,
columnes) amb n components en R. Recordem que usem la Notacio : tret que
s'indiqui el contrari E denotara un buirac finit amb E° = {1,...,d} (on d = |E"|).

2.1. Una localitzacié universal de I’dlgebra de camins d’un buirac

En aquesta seccié veurem que, com passa en el cas de ’algebra lliure, la clausura
de divisi6 de P(E) en P((F)) és una localitzaci6 universal de P(E). Per tal de veure-
ho necessitem estendre alguns dels resultats de ’Algebra lliure a I’algebra de camins.
Entre aquests, veurem una generalitzacié del Teorema d’Inércia de 1’algebra lliure
(vegeu [22] Inertia Theorem]) a I'algebra de camins (Teorema [2.1.9).

Posem R = P(FE) o P((E)) i definim les aplicacions additives segiients:

—

R R
Z)\aa — Z Aae

acE* ackE*
r(a)=s(e)

O :

Escriurem . a la dreta del seu argument; aixi mateix, les composicions les escriurem
mantenint la coheréncia amb aquesta notacié. De vegades ens referirem a les aplicaci-
ons d, com a transduccions (esquerra). Existeixen també les corresponents aplicacions

33
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definides sobre M,,(R) i R", definides component a component, que denotarem igual-
ment per Je.
Les transduccions dreta d.: R — R es defineixen similarment per

Oe <Z )\aa> = ) Ao
ack* aclE*
s(a)=r(e)
DEFINICIO 2.1.1. Sigui R una subalgebra de P((E)) tancada per les transduccions
esquerra J 1 sigui B un R-submodul dreta de "R. Diem que B és regular si per a tot
b € B amb o(b) > 0, aleshores (b) 6. € B per a tota aresta e € E.

Per a un R-submodul esquerra de R™ podem definir el concepte analeg usant les
transduccions dreta. La regularitat s’hereta per a sumands directes:

LEMA 2.1.2. Donat un modul reqular B = By ® Bs tenim que By, By sén, també,
moduls requlars.

DEMOSTRACIO. En efecte, donat b € By amb o(b) > 0, per regularitat de B tenim
que (b)S. € B per a cada aresta e € El. Per tant, (b)d. = b + b$ per a alguns
bf € B; tnics tals que b§pyey = b§. Aixi, b= (bdc) - e = > bfe + > bse i tenim
que Y, bSe = 0. D’on deduim que b = 0 per a tot e € E i que (b) 5. =b§ € By. O

TEOREMA 2.1.3 (Caracteritzacié dels moduls regulars). Sigui B C "P(E) un P(E)-
modul dreta. Aleshores B és reqular si i només si B = @211 B; on cada B; és un
P(E)-modul projectiu ciclic, t < n i rangpg)(B) = rangga(e(B)).

DEMOSTRACIO. Denotarem per ; la composicio "P(E) — "(K?) = ("K)? — "K,
on el darrer morfisme és la projeccié sobre la j-ésima component de K¢.
Veurem primer que existeixen t1,...,t; € Ni U(]) .. (]) € Bpj,onj=1,2,...,d

tals que
(i) deg(v}”)) < -+ < deg(v})).
(ii) Els vectors {¢;(v; ]))}Z 1
(ili) Siv € Bp; i deg(v) < deg(v ])), aleshores €;(v) és una combinaci6 K-lineal de
() ()
gjvy”), - g5(v;2h).

En efecte, fixats jir=—1,0,1,2,... escriurem

¢, formen una K-base de ;(Bp;).

77777

F(r)={egj(v) € "K | v € Bpj, deg(v) < r}.

Observem que son K-espais vectorials. Tenim inclusions 0 = F/(—1) C F(0) C --- C
F(r) C--- Prenem nombres enters 0 < r; < --- < rq tals que F(r; —1) C F(r;) i que,
per a tot r, F'(r) = F(r;) per a algun 7. En partlcular F(rq) = ¢;(Bpj).

Escollim ara B; una K-base de F(r1), B2 una K-base de F(rg) modul F(ry) i
aixi successivament fins a escollir B, una K-base de F(ry) modul F'(rq—1). Ara, per
definicio de les F’s, per a cada ¢ = 1,...,q podem trobar elements w;1,...,w;, €
B de grau menor o igual que r; tals que {ej(wi1),...,g5(wik,)} = Bi. De fet, el
grau de cada w;; és exactament r;, altrament tindriem que e;(w; ;) pertanyeria a
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F(r; — 1) = F(r;—1) en contradicci6 amb que B; és una base modul F(r;_1). Posem
ara tj = ki + ko + -+ + kg i definim els vgj), .. ,vg) per
( (4) (j)) _

CIRTRR (Wits ey Wiky s WLy e Wy - - - ,wq’kq).

Amb aquesta definici6 és clar que es compleix la condicié (i). A més, com que
F(rq) = €j(Bpj), velem que també es compleix la condici6 (ii)). Sigui v € Bp; amb
deg(v) < deg(vgj)). Llavors vz(j) = wy,m per a alguns ¢, m, de manera que deg(v) <
r¢ = deg(wem), d'on deduim que €;(v) € F(ry — 1) = F(r¢—1) i que €;(v) és una

combinacié K-lineal de ej(w1,1),...,&j(we—14, ,) 1, per tant, de 5]-(1)9)), oo g(v7 o9 1)-
Aixo demostra ().

Posem ¢t = max{ty,...,ts}. Com que t; = dimg ¢;(Bp;) < n tenim que t < n.
Per a¢=1,...,t, prenem els segiients submoduls de B

B; =" PE) + P P(E) + -+ 0" P(E) C B

on v( D—0sii> tj. Veurem ara que aquests B; son moduls projectius ciclics.
Perai=1,...,tij=1,...,d posem

OSii>tj
Qij = ..
1sia <ty

Amb aquesta notacio, per a ¢ = 1,...t, tenim isomorfismes B; = a;1(p1P(E)) ®
aia(p2P(E)) @ -+ @ a;q(pa P(E)). En efecte, definim
pir  ain(pP(E)) © - ® aia(paP(E)) — B;
d
(aiprai, . .., aigpaaq) — v pja;
j=1

() _

Es clar que les o; son exhaustives, ja que a;; = 0 si inomés si v;”” = 0. Afirmem que

ZZ“ (pjbij) =0

7j=11i=1

implica p;b;; = 0 per a tot ¢, 7. Veient aix0 demostrarem simultaniament que cada ¢;
és injectiu i que la suma By + ...+ B; és directa.
Per a veure 'afirmacié procedirem per reduccié a I’absurd, prenem doncs

(2.1.1) Zv (pjbij) =0 amb 0 < max{deg(p;b;;)} minim possible.
17]

Per a tot j tenim que ZZ 1€5(v; v ))aj(pjbij) = 0 i deduim de que, per a tot
parell i, 7, €;(pjbi;). Per tant, e(pjbi;) = 0 ja que ex(p;) = 0si k # j. Com que
aquests elements tenen ordre positiu podem aplicar-los les transduccions reduint-ne el

grau:
t]

d
ZZU] (pj 1]5):0.
7j=11i=1

Observem que (p;jbi;) de = p;((pjbij) de) per a tot e i que (p;bi;) e # 0 per a alguns
i,j i algun e € E'. Aixo ens porta a contradiccié amb la minimalitat de (2.1.1)).
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Posem ara B’ = @le B; C B. Volem veure que B’ = B. Suposem que existeix v €
B\ B’, que prendrem de grau minim. Podem escriure v = vp; + - - - + vp,. Denotarem
deg(v) per d,. Sigui j un enter tal que deg(vp;) = d, i prenem 4 l’enter més petit tal
que deg(vp;) < deg(v (])) (¢ = tj + 1 si no existeix tal enter). Per 0 , segons
el cas, tenim que €;(vp;) = ZZ 1 AKEj (v,g, )) i, per tant, v = vp; — ZZ: )\kvk) €B
satisfa que deg(v') < deg(v) i v/ € Bpj amb £;(v') = 0. Per tant £(v') = 0. Com que
B és regular tenim que (v') 6. € B per a tota e € E'. Per la minimalitat del grau
tenim que (v) 6, € B’ i, llavors, o' = > 1 ((v') de)e € B'. D’aqui n’obtenim que
vpj € B’ per a tot j tal que deg(vp;) = dp. Com que

v — Z vp; = Z UPk;

deg(vp;)=dy deg(vpy)<dy

tenim que

deg | v — Z vpj | <dy
deg(vp;)=dy
i, novament per la minimalitat del grau, obtenim que v € B'.
Vegem ara el reciproc. Suposem que B = @ﬁ:l B, on cada B; és ciclic projectiu,
t < nirangpp)(B) = rangga(e(B)). Observem que tenim una descomposici6 en
suma directa

d tj
B= @émfﬂ')P E

j=1 i=1

amb x(]) = x(])p] per a tot i, j, on rangp(gy(B) = (t1,...,ta) = rangga(e(B)). De la

darrera igualtat se’n desprén que {5j(a:§j)) | i =1,...,t;} és una familia linealment
independent de vectors en "K.
Sigui v € B tal que €(v) = 0. Aleshores per a tot j tenim

t; A
0=¢;(0) = Y &5z (5),
i=1
on v = ]x(]) i, amb zj € p]P(E). De la K-independéncia lineal de {e;(x (J)) \
=1,...,t;} n’obtenim que ¢;(z ) = 0 per a tot i,j. Com que zj = pjzj tenim que
( ) = 0 i, per tant, (v) Je = ”:U(j) ((z})(se) € B. O

COROL-LARI 2.1.4. Si B C "P(FE) és reqular, aleshores ezxisteiz u € M, (P(FE)) tal
que B = u"P(E).

El segiient Lema és analeg al Truc de Higman usual, vegeu per exemple [21]

pag. 284-285].

LEMA 2.1.5 (Truc de Higman). Donada una matriu M € My xm(P(E)), ezisteizen
(€N, P € Ey(P(E)) i Q€ Epy(P(E)) tals que P (Y {)Q és una matriu lineal,
és a dir, una matriv amb entrades de grau < 1.
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DEMOSTRACIO. Donat r € P(E) amb deg(r) >0, r =>_ A definim

ackE*
dm(r) = H deg(a)
Aa#0
deg(a)>0
i per a r amb deg(r) < 0 posem dm(r) = 1. Donada una matriu M = (a;;) €

Mysn(P(E)) posem D(M) =[], ; dm(a;;).

Demostrarem el resultat per induccié sobre D(M). Si D(M) = 1 vol dir que per a
tot 4,7 tenim dm(a;;) = 1 i, per tant, deg(a;;) < 1.

Suposem que el resultat és cert per a tota matriu M tal que D(M) < n amb
n > 11 prenem una matriu M = (a;;) tal que D(M) = n+ 1. Com que D(M) > 1
existeix alguna entrada de M que té algun monomi no lineal. Multiplicant a dreta i
esquerra per matrius elementals podem suposar que aquesta entrada és la a1;. Tenim
que a11 = Y cpe Aa. Prenem a € supp(aq1) tal que |af = k > 1. Aleshores o = eo/
per a certs e € E' i o/ € E¥~!. Escrivim M com una matriu de blocs M = (%' 4/).
Augmentant la mida de la matriu M i multiplicant a banda i banda per matrius

elementals
1 0 Xee a;1 a O 1 0 0 a1l — Ao a4 Ag€
N=|01 0 v M 0f- 0 1 0]= b M 0
0 0 1 0 0 1 —a 0 1 —a/ 1

0
obtenim una matriu N establement associada a M tal que D(N) = % D(M) < n.
Ara, per hipotesi d’induccié obtenim el resultat. O

LEMA 2.1.6. Tenim que GL,(P(E)) = {M € M,(P(E)) | (M) € GL,(K%)}.

DEMOSTRACIO. En efecte, si M € GL,(P(E)) és clar que (M) € GL,(K%).
Sigui ara M € M, (P((E))) tal que (M) € GL,(K%). Podem escriure M = ¢(M)— D
per a alguna matriu D € M, (P((E))) amb o(D) > 0. Tenim que

M =e(M) (1, + De(M)™' + (De(M)™ 12 +---). O

Diem que un anell R és Dedekind-finit si per a tot parell d’elements a,b € R tals
que ab =1 tenim que ba = 1. Com a conseqiiéncia del lema anterior tenim:

COROL-LARI 2.1.7. Sigui R C P((E)) una subalgebra. Aleshores R és Dedekind-
finit.

DEMOSTRACIO. En efecte, siguin a,b € R tals que ab = 1. Aleshores e(ab) = 1 i,
pel lema anterior, tenim que a € U(P((E))). Per tant, a=! = b. O

LEMA 2.1.8. Sigui ug = p— D € M,(P(E)), on p € Idem(M,, (K%)) és idempotent
i D és homogénia de grau 1. Suposem, a més, que B = ug"P(FE) és un P(E)-modul
reqular. Aleshores ezisteizen u € My(P(E)) i v € My(P((F)) tals que uvu = u,
vuv =v amb B =u"P(E) i vu € M, (P(E)).

DEMOSTRACIO. En efecte, tenim ug(1 — p) = —D(1 — p) que, si és no nul-la, és
una matriu homogénia de grau 1. Les seves columnes son elements de B, és a dir, si
denotem els elements de la base canonica de "P(FE) per E;, tenim que uo(1 —p)FE; € B
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per a tot ¢ = 1,...,n. Com que sén elements d’ordre positiu descomponen de la
marnera seglient:

uo(l —p)E; = Z ub.e amb ub, € "(P(E)ps(e)) tnics,

de fet, com que B és regular tenim que uée € B. Tenim, també, que deg(uge) <1, és
a dir, son elements de €(B) N B. Com que £(B) = p"(K%) es compleix que pub, = ul,
per a tot i i e. En particular, (1 — p)D(1 — p) = 0. Considerem V; el K%submodul
de e(B) generat per {u, | e € E',i=1,...,n}. Com que K¢ és un anell semisimple
existeix q1 € Idem(M,(K?)), ¢1 < p, tal que Vj = qln(Kd). Per Panterior tenim,
dones, que ¢;"P(F) C B i, en definitiva, hem vist que

up =p—pDp—qD(1 —p) — (1 —p)Dp.

Siposem u; = (1—q1)up = (p—q1) — (p — q1)Dp — (1 — p) Dp, per la llei modular
obtenim que:

Fixem-nos que, pel Lema [2.1.2] u1"P(F) torna a ser un P(E)-modul regular, de
manera que podem repetir el procés anterior amb u;. Tenim que u1q1 = —(p—q1)Dgq1—
(1=p)Dqi. Com abans, per i = 1,...,n, obtenim uiq1 B = Y ul,e amb ut, € B
i com que, per qiiestions de grau, u, € £(B) tenim que (1 — p)Dqy = 0.

Considerem V3 el K%submodul de £(B) generat per {u}, |e € E',i=1,...,n}.
Veiem que existeix una matriu idempotent g € M, (P(E)), ¢2 < (p — q1), tal que
Vo = ¢2"(K?%) < e(B). Igual que abans tenim que ¢2"P(E) C B ja que v}, € B. Si
posem

ug = (1 — (g1 + q2))ur = (1 — (q1 + q2))uo
=p-—(+@) - (- (@+a@)Dp—-a)-(1-pDp—aq)
tenim que B = (q1 + ¢2)"P(E) & us"P(E).

Iterant aquest procés obtenim una successié de matrius idempotents qq,...,qp €
Idem (M, (P(E))), ortogonals 2 a 2, amb ¢; < p per a tot i i de manera que ¢;"P(E) C
B; també tenim K%moduls V; = ¢;(K%), amb interseccié nul-la 2 a 2, i u1,...,u; €
M, (P(E)),

ui=p-—(@+-+q@)—-@-(@+-+a)Dp— (1 +-+q-1))
—(1=p)Dp— (01 +-+3¢-1))
de manera que B = ¢;"P(F) @ u;"P(E) per a tot i.
Com que tenim una cadena ascendent de submoduls dun modul noetheria:
icvieWwhc ---CcVig---aV;C--- Ce(B)

veiem que el procés anterior acaba en un nombre finit de passos, posem que siguin £.
Escrivim ¢ = ¢q1 + - - - + q¢. En principi,tenim que

u=p-¢-@P-)Dp—(@+ - +eq-1)—-1-p)Dp— (g + - +a-1)),

perdo com que el procés finalitza en aquest pas cal que ugqe = 0, és a dir,

u=(p—q)—@P—-q¢)Dp—q)—(1—-p)D(p—q)
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amb B = ¢"P(E) @ u,"P(E). Posem ara
u=q+u=p—(p—-q¢Dp-q—(1-p)Dp-q),
i tenim que B = «"P(F). Si prenem

v=p+{@-a)Dp—q) +((p-9)Dp—q)° +-- € Mu(P(E))
aleshores vu = p € M, (P(E)), uvu = u i vuv = v. O

El segtient resultat és ben conegut per al cas de l'algebra lliure; vegeu [19], Coro-
llary VIL.3.4] i [22, Appendix].

TEOREMA 2.1.9 (Inércia estable). Siguin pgA € P(E)™ i Bpgy S "P(E)
P(E)-submoduls esquerra i dreta, respectivament, tals que per a tot a € A i per a tot
b € B es compleix que ab € P(E). Aleshores ezisteizen m € N i u, v € My (P(E)))
tals que per a tot a € A® P(E)™ i tot b€ B ® "P(E) tenim

au € P(E)"™™  vb € """P(E) i ab = (au)(vb).

DEMOSTRACIO. Vegem-ho primer en el cas que B C "P(FE). Prenent, potser, un
B més gran podem suposar que

B={be"P(E)|Vac€ A, abe P(E)}.

En aquest cas tenim que B és un P(E)-modul dreta regular. En efecte, si prenem
b € B amb o(b) > 0 sabem que b = Y~ 1 bee per a alguns be € "(P(E)pg()) tnics.
Per a tot a € A tenim que

ab=a Z bee | = Z (abe)e € P(E),

ecE! ecE!

d’on ab. € P(E) per a tot e € E' i per a tot a € A, cosa que ens diu que b, € B per
atot e € Bl

Pel Corol-lari tenim que existeix ug € M,(P(F)) tal que B = uy"P(E).
Tindrem ¢(B) = &(ug)"(K9).

Pel truc de Higman (Lema[2.1.5)) existeixen m € Ni P, Q € E,1n(P(E)) tals que

la matriu
() 0
=P
Uy < 0 1m> Q7

és lineal. Posem ara A’ = (A@® P(E)™")P~'i B’ = u,"""P(F) = P(B & "P(E)).
Per tant, estabilitzant, obtenim B’ regular i tal que la matriu u; generadora de B’ és
lineal.

Com que M, n(K?) és regular per unitats existeix 2 € GL,im(K?) tal que
e(uy)xe(u1) = £(uy). De manera que la matriu idempotent p := &(uy)x € My, 1 (K9)
compleix £(B) = pn+m(Kd). Si usem ujx enlloc de uj com a generador de B, podem
suposar que u; = p—D amb p € Idem(M,, 1, (K?)) i, per anterior, D € M, y,,(P(E))
és homogénia de grau 1.

Ara ens trobem en les hipotesis del Lema [2.1.8] de manera que existeixen ug €
Myim(P(E)) 1 vo € Mpim(P(E)) tals que ugvgus = ug, vousvg = vg amb B’ =
us"V"P(E) 1 voug € My (P(E)).
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Posem u = P~ luy i v = voP. Donats a € A® P(E)™ib e B® ™P(E) tenim que
aP~' € A'i Pb e B'. Aixi Pb = upt/ per a algun b’ € ""™P(E). Es compleixen les
identitats segiients:

(au)(vb) = ((aP~")uz)(vo(Pb)) = (aP™")((u2vou2)b')
= (aP™")(ugb') = (aP~")(Pb) = ab,
vb = vo(Pb) = (vouz)b' € "T""P(E).

A més, usant que ug = w1y per a cert y € My, (P(E)) tenim que

au = (aP Hug = (aP " Huy = a u 0 Qy € P(E)"™™.
0 1,
Hem demostrat el teorema per al cas que B C "P(F).

Vegem ara que en el cas general ens podem reduir a ’anterior. Prenent, potser,
un conjunt A més gran podem suposar que

A={aeP(E)"|Vbe B, abe P(E)}

de manera que, com abans, A té estructura de P(E)-modul esquerra. A més, donat
a € A amb o(a) > 0 tenim que per a tot e € E', §.(a) € A.
Per a cada i € {1,...,d} posem

Ji={je{l,...,n} | Vb= (b1,...,b,)" € B, pib; € P(E)}.

Aquests conjunts ens donen una mesura de la distancia a que ens trobem del cas
anterior. En el suposit que per a tot ¢ amb 1 <1 < d, per a tot a = (a,...,a,) € Ai
per a tot j ¢ J; tinguem que a;jp; = 0, considerem la segiient matriu diagonal:

q=diag(dy,...,dy) ond; = > pi
ief{iljeJ;}

Per a tot a = (ay,...,a,) € Aitot b= (by,...,b,)" € B tenim

ab = Zalbz = Zazdzbl + Z ai(l — dz)bl = Z a;d;b; = a(qb)
7 (2 7 (2
amb ¢gb € "P(FE) de manera que si considerem ¢B enlloc de B ens podem reduir al cas
anterior.

Altrament, suposem que existeixen iy € {1,...,d}, a = (a1,...,a,) € Aijo & Ji,
de manera que a;,p;, # 0. En particular, podem prendre o € supp(a;,) tal que ap;, #
0. Posem que o« = ey ---€e,, per a certes arestes eq,...,e, € E' amb r(em) = io-
Considerem ara el segiient conjunt:

d
Sa={J | | U supp(e(ay)) | N {p:}
i=1 jeJ;

Observem que, si denotem els elements de la base canonica de P(E)" per Ej,
per la definicié de J; tenim que p;F/; € A siinomés si j € J;. Aixi, en el cas que
S = 0 tenim que £(a) € A i podem suposar que o(a) > 0. Considerem ara la segiient
subparaula de o, a1 = e; -+ - €, amb mj; = o(a). Per assumpcio sobre A tenim que
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a = geml -+ bey0e, (@) € Aiés un element no nul amb @/ = €y, 41+ € € supp(aj,)-
Podem, ara, repetir el mateix argument amb o’ i o/. Com que ap;, # 0 i el procés
anterior ens disminueix la longitud de la paraula, en algun moment obtindrem un
a®) € A tal que S, # 0 1, per tant, sempre ens podem reduir a aquest cas.

Si S, # 0 podem prendre py € S, de manera que per a algun jo ¢ Jy tenim que

pe € supp(e(aj,)). Posem ara

a" = (peas, - .. yDeGjo—1,Pejy + 1+ -+ P14+ Per1 + -+ Pdy PeQig+1, - - - Peln)-

Pel Lema tenim que la jo-¢sima component de a” és invertible en P((E)), de
manera que podem considerar la segiient matriu invertible:

1 0 ....... 0
M = | df aj al' | € GL,(P((E))
0 ....... 0 1

obtinguda substituint la jo-ésima fila de la matriu identitat per a”.
Ara, per a tot b= (by,...,b,)" € B tenim que

Mb= (by,...,bjp—1. b, bjos1, .- bn)',

on b;-o = peab+ (p1 + -+ + pe—1 + Pes1 + -+ + pa)bj,- Per tant, si substituim A per
AM~'i B per M B, aix0 no altera els conjunts .J; per a i # £ perd augmenta |.J,| en
un (hi hem afegit jp). Repetint, doncs, el procés anterior tantes vegades com calgui
podrem reduir-nos al cas que B C "P(E). O

Sigui R un anell. Recordem que un R-modul P és establement lliure si P ® R™ =
R™ per a alguns m,n € N. Tenim la segiient definicio:

DEFINICIO 2.1.10. Un anell R és d’Hermite si té IBN (invariant basis number) i
els moduls establement lliures sén 1liures.

Recordem que una matriu plena sobre un anell R és una matriu quadrada M €
My, (R) tal que no es pot descomposar com a producte M = LN, on L € M,y (,—1)(R)
i N € M_1)xn(R), vegeu [20] pag. 159]. Necessitarem el segiient Lema:

LEMA 2.1.11. Donada una matriu plena M € M,(P(E)) tenim que, per a tot
m €N, M & 1,, també és plena.

DEMOSTRACIO. En efecte, de la Proposici6 és clar que P(F) és un anell
d’Hermite. Ara, el resultat és conseqiiéncia de [20], Proposition 5.6.2]. O

DEFINICIO 2.1.12 (|20 pag. 250]). Un homomorfisme d’anells f: R — S diem que
és honest si envia matrius plenes de R a matrius plenes de S.

COROL-LARI 2.1.13. La inclusié P(E) — P((E)) és honesta.
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DEMOSTRACIO. Sigui C' € M, (P(F)) una matriu plena i suposem que no fos plena
en P((E)). Posem que C = AB on A € My o(P(E)) 1B € Myxn(P(F))) amb £ < n.
Pel Teorema tenim que existeixen m € Ni u, v € My, (P((E))) tals que

C 0\_ (A ON(B 0\_((A 0)\( (B O
0 1,/ \0 1,/\0 1,/ \\0 1, 0 1,/))’
de manera que obtenim una descomposicié de la matriu de 'esquerra en P(E) que,

per tant, no és plena. Pero pel Lema [2.1.11] tenim que si C' € M, (P(E)) és plena
aleshores també ho és C @ 1,,, cosa que ens porta a contradicci6. ]

Recordem les segiients notacio i definicions; vegeu per exemple [46, Section 10.2.2].

NoTACIO 2.1.14. Donats un anell S i un subanell R C S denotem per T'(R C S) el
conjunt dels elements de R que esdevenen invertibles en S i per (R C S) el conjunt
de les matrius quadrades sobre R que esdevenen invertibles en S.

DEFINICIONS 2.1.15. Sigui S un anell.

(i) Un subanell R C S diem que és tancat per inversions en S si T(R C S) = U(R),
és a dir, si U(R) = RNU(S).

(ii) Un subanell R C S diem que és racionalment tancat en S si X(R C S) = GL(R),
és a dir, si GL(R) = M(R) N GL(S).

(iii) Donat un subanell R C S la clausura de divisié de R en S, denotada per D(R C
S), és el subanell més petit de S tancat per inversions i que conté R.

(iv) Donat un subanell R C S la clausura racional de R en S, denotada per R(R C .5),
és el subanell més petit de S racionalment tancat i que conté R.

Observem que la clausura de divisi6 i la clausura racional sempre existeixen, ja que
les propietats pertinents s’hereten per interseccions. Analogament al cas de 1’algebra
lliure podem considerar les séries racionals sobre una algebra de camins:

DEFINICIO 2.1.16. Definim la K -algebra de séries racionals del buirac E, denotada
per B (E), com la clausura de divisi6 de P(F) en P((E)).

En [20] Section 7.1] trobem les segiients definicions:

DEFINICIO 2.1.17. Donats 3 un conjunt de matrius sobre un anell R i un morfisme
d’anells -inversor f: R — S definim la ¥-clausura racional de R en S com el conjunt
Rx(S) de totes les entrades de les inverses de les matrius de f(X).

DEFINICIO 2.1.18. Un conjunt de matrius ¥ sobre un anell R diem que és multi-
plicativament tancat per daltsi 1 € X i quan A, B € X aleshores (‘8 g) € X per a tota
matriu C' de mida adequada. Definim conjunt multiplicativament tancat per baiz de
manera analoga. Un conjunt ¥ diem que és multiplicatiu si és multiplicativament tan-
cat per dalt i compleix que tota matriu de X hi roman després de qualsevol permutacid
de files i columnes. Obviament, un conjunt multiplicatiu també és multiplicativament
tancat per baix.

En el cas que X sigui multiplicativament tancat per dalt, la X-clausura racional és
un anell. Tenim el segiient resultat [20, Theorem 7.1.2]:
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TEOREMA 2.1.19 (Cohn). Siguin R un anell i ¥ un conjunt multiplicativament
tancat per dalt. Donat un morfisme X-inversor f: R — S, la X-clausura racional
Ryx(S) és un subanell de S que conté im f i per a tot s € S les segiients condicions
son equivalents:

(a) s € Rx(S),
(b) s és una component de la solucio u del sistema de l’equacié matricial

Au—E; =0, onAe f(2),
(¢) s és una component de la solucid u del sistema de l'equacié matricial
Au+a=0, onAc f(X),

1 a és una columna amb entrades en im f.
(d) s = bA7te, on A € f(X) i b,c sén, respectivament, una fila i una columna amb
entrades en im f.

També hi trobem [20, Proposition 7.1.4]:

ProposiciO 2.1.20 (Cohn). Siguin R un anell, XX un conjunt multiplicativament
tancat per baiz de matrius sobre R i f: R — S un homomorfisme X-inversor. Ales-
hores, per a tota matriu P € Mpyxn(Rx(S)) ezisteizen un £ > 0 i matrius a €
Mgrmyxn(im f), u = U,P) e Mrmyxn(Rs(5)), A € f(X) quadrada de mida {+m,
tals que

Au+a=0.

Una conseqiiéncia senzilla de l'anterior és el segiient resultat analeg a la Regla de
Cramer (cf. [20l Proposition 7.1.3]):

COROL-LARI 2.1.21 (Regla de Cramer). Sigui f: R — S un morfisme d’anells.
Donada una matriv P € My, xn(Rx(S)) tenim

1 U\ _
Ay p)=4
on A€ f(X), A" és una matriu amb entrades en im f i U és una matriu en Ry (S) de

mida adequada. En particular, la matriu P és establement associada en Rx(S) a una
matriu amb entrades a la im f.

DEMOSTRACIO. En efecte, sigui P € M, xn(Rx(S)) per la Proposici6 tenim
que existeixen £ > 0 i matrius a € M(pqp)xn(im f), u = U,P) e Mg4m)xn(Bs(5)),
A € f(X) matriu quadrada de mida ¢ + m, tals que Au+ a = 0. Ara, si denotem per
Ay la matriu formada per les ¢ primeres columnes de A tenim:

1, U\ _ 1, 0 1, U\ _
A(o P>_A<O P) (o 1n>_(AE’“)
com voliem. O

Usant el resultat anterior és facil veure que, en el cas que ¥ = X(R C 9), la
Y-clausura racional coincideix amb la clausura racional:
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PrOPOSICIO 2.1.22. Siguin S un anell, R C S un subanell i posem ¥ = 3(R C 5).
Aleshores Ry.(S) =R(R C 95).

DEMOSTRACIO. Denotarem Ry (S) per T. Pel Teorema tenim que 7' és un
subanell de S, a més, és clar que esta contingut en R(R C S); per tant, per veure que
coincideixen en tenim prou veient que T és racionalment tancat en S.

Sigui P € (T C S). Pel Corol-lari tenim que existeixen matrius A € X,
A" e M(R)iU € M(T) de manera que:

G

Com que les tres matrius de I'esquerra son invertibles en S veiem que A’ també ho és
i com que A’ € M(R) tenim que A’ € . Per la definici6 de T tenim que A’ € GL(T),
per tant, aillant obtenim que ((1) g) € GL(T), d’on deduim que P € GL(T). Per tant
T=R(RCS). O

En vista d’aquest resultat, quan X = X(R C 5), ens referirem a la X-clausura
racional simplement com la clausura racional i usarem la notacié d’aquesta segona.

DEFINICIO 2.1.23. Un conjunt de matrius X és tancat per factors si per a tot parell
de matrius quadrades A, B tals que AB € X tenim A, B € X.

Amb aquesta definici6 tenim el segiient resultat [20, Proposition 7.5.2(ii)]:

Proprosicio 2.1.24. Siguin R un anell, 3 un conjunt de matrius de R multiplicatiu
1 tancat per factors i f: R — S un morfisme honest ¢ X-inversor, de manera que f
factoritza a través de f': Ry, — S, aleshores f' és injectiu.

LEMA 2.1.25. Sigui R C P((E)) una K-subalgebra. Si posem ¥ = 3(R C P((E))),
aleshores Y3 és multiplicatiu 1 tancat per factors.

DEMOSTRACIO. Es clar que 1 € Y isi A, B € ¥, per a tota matriu C' de mida
adequada, tenim que

A C t6 per inversa At —A-loBT!
0 B per inver 0 B! .

Com que les permutacions de files i columnes no afecten la condici6é d’invertible obte-
nim que X és multiplicatiu.

D’altra banda, si A 1 B s6n matrius quadrades de mida n tals que AB € 3, pel
Lema m tenim que (AB) € GL,(K?). Com que K% és un anell commutatiu
podem prendre determinants, d’on deduim que €(A) i e(B) son invertibles en K9 i,

pel Lema, A, BeX. O

ProPOSICIO 2.1.26. Sigui R C P((E)) una K-subalgebra tancada per inversions.

Aleshores R és racionalment tancada. En particular, RBat(E) coincideiz amb la clau-
sura racional de P(E) en P(E)).

DEMOSTRACIO. Hem de veure que R(R C P((E))) € R. Prenem una matriu
M € (R C P((E))), posem que sigui de mida n, i volem veure que M € GL,(R). Pel
Lema tenim que £(M) € GL,(K?). Aixi, prenent Me(M)~" enlloc de M, ens
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podem reduir al cas que e(M) = 1 de manera que tenim una matriu amb les entrades
de la diagonal invertibles i la resta no invertibles (novament pel Lema [2.1.6).

Vegem ara el resultat per induccié sobre n. Si n = 1 és clar, ja que R és tancat
per inversions. Sigui n > 1 i suposem que el resultat és cert per a n — 1. Fent
operacions per files (en R) a la matriu M podem obtenir una matriu de la forma
( (1) ]’J},) on M’ té les entrades de la diagonal invertibles i la resta no invertibles. Com
que M’ € GL,_1(P((E))), per hipotesi d’'induccio, tenim que M’ € GL,_1(R) de
manera que M € GL,(R) i hem vist que R és racionalment tancat, com voliem.

Per al cas de Rat(E), com que és la clausura de divisi6 de P(E) en P((E)) tenim
que és el subanell de P((F)) més petit tancat per inversions. Per l'anterior hem vist
que també és racionalment tancat i, per tant, és la clausura racional. O

De la forma de les matrius invertibles en P((E)) n’obtenim el segiient Corol-lari:

COROL-LARI 2.1.27. Sigui R C P((E)) una K-subalgebra tancada per inversions.
Aleshores

GL,(R) = {M € M,(R) | e(M) € GL,(K%)}.

DEMOSTRACIO. En efecte, es conseqiiéncia directa del Lema, i de la Propo-
sicio [2.1.26l n

TEOREMA 2.1.28. Sigui ¥ = X(P(E) C P(E))). Aleshores Bat(E) coincideiz amb
la localitzacié universal de P(E) respecte 3.

DEMOSTRACIO. Considerem ¢: P(E) — P(E)s, la localitzacio universal de 1’alge-
bra de camins respecte al conjunt X. Per la Proposicié tenim que les matrius
de ¥ esdevenen invertibles en B,¢(E) de manera que la inclusio i: P(E) < R (FE) és
un morfisme Y-inversor. Per tant, per la propietat universal de la localitzacié, existeix
un morfisme f: P(E)y, — Bat(F) tal que i = fu.

Per la Proposicio tenim que Bu¢(E) coincideix amb la (X-)clausura raci-
onal de P(E) en P((E)) i pel Lema tenim que X és multiplicatiu. Aixi, pel
Teorema , obtenim que per a tot s € Bat(E), s = bA 'con A € i(X) i b, c
son, respectivament, una fila i una columna amb entrades en P(F). Ara, pel Criteri
de Malcolmson (Teorema tenim que tot element de la localitzacié universal és
també d’aquesta forma i, per tant, f és exhaustiva.

Pel Corol-lari tenim que la inclusio P(E) — P((E)) és honesta. A meés, és
Y-inversora i com que, pel Lema 3 és multiplicatiu i tancat per factors podem
aplicar la Proposicio obtenint que f també és injectiva. En definitiva, hem vist
R (E) = P(E)y. O

OBSERVACIO 2.1.29. Com que P(E) és hereditari per la Proposicié [1.2.8]i P(E) —
Rat(E) és una localitzaci6 universal pel Teorema de la Observacio n’ob-
tenim que és establement llisa. A més, en general R,;(E) no és llis com a P(E)-modul
esquerra (tampoc com a P(E)-modul dreta). En efecte, posem que E sigui el buirac
amb un sol vertex i dos llagos, de manera que R := K (z,y) = P(F). Podem usar el
mateix argument que en [50, Section 1]. Posem T =1+, = 1 + y i observem que
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R = K (z,7y). Tenim una successié exacta de R-moduls (pensem per la dreta)

0—RaRED R K 0.

Tensoritzant per la dreta per Ry, obtenim una successi6 exacta

0—>T01“§(K,R2) —>R2€BR2E€)—>R2 — K®r Ry — 0.

Com que 7, y € %, veiem que esdevenen isomorfismes sobre Ry, d’on deduim que el
nucli de I'aplicacié (Z,7): Ry @ Ry — Ry es pot identificar amb Ry. Per tant,

Tor*(K, Ry) = Ry,

d’on deduim que Ry no és llis com a R-modul esquerra (i per simetria tampoc ho és
per la dreta).

2.2. Construccio de les algebres

En aquesta seccié construirem algunes algebres associades a un buirac finit i n’es-
tudiarem les seves propietats. Essencialment mostrem una versié de la construccié de
[9, Section 3] que resulta apta per al cas de 'algebra de camins. Utilitzant aques-
ta construccié podem estendre alguns dels resultats d’aquest article al context de les
algebres de camins.

DEFINICIO 2.2.1. Donat un buirac E = (E° E',r,s), considerem els conjunts
E = E°, E'= {€| e € E'} i les aplicacions 7, 5: E' — E definides via 7(e) = s(e) i

5(e) = r(e). Definim el buirac invers de E com el buirac E = (FO,El,F, 35).

NoTaciO 2.2.2. Donat un cami o =eq - - - e, € E* denotarem per @ =€, --- €1 el

cami corresponent en el buirac invers; amb el benentés que si o € E°,

Posem R = P(E) o P(E)). Per e € E! definim el segiient endomorfisme de

K-algebres,
Te: R — R
Pste)
Pr(e) F— DPs(e)
pi P i # s(e),r(e)
f 0 Vfe B

Es clar que séon morfismes de K-algebres, ja que vénen donats per la composicio
de l'augmentaci6 amb un automorfisme de ¢(R) i amb la inclusi6 d’aquest en R.
Escriurem 7. a la dreta del seu argument (i les composicions actuaran d’acord amb
aquest conveni).

DEFINICIO 2.2.3. Siguin R un anell i 7: R — R un endomorfisme d’anells. Una
aplicacio additiva : R — R diem que és una 7-derivacio per la dreta si satisfa la regla

(rs)o = (r)d(s)T + r(s)d.

LEMA 2.2.4. Per a tot e € E', 6, és una To-derivacid per la dreta.
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DEMOSTRACIO. En efecte, posem que r = ) p. A i s = deE* pgB. El
seu producte és rs = Z'yEE* VyY ON Uy = Zv:aﬂ Aaptg- D'una banda tenim que, si

s(e) # r(e),

(T) de (3) Te = Z Aqe Hr(e)Ps(e) + Hs(e)Pr(e) + Z HiPi
acE* icEO
r(a)=s(e) i#r(e),s(e)
= Y (et

i notem que, en el cas que s(e) = r(e), obtenim la mateixa expressié. També,

r (5) de = (Z Aaa> Z Mﬁeﬁ = Z Z )\oclulﬂe -

acE* BeEE* YEE™ y=af
r(B)=s(e) r(y)=s(e)

D’altra banda, veiem que

(rs)de = ZV“/’Y e = Z Vye = Z Z Aatig |

yeE* yEE* yEE* ye=af
r(v)=s(e) r(v)=s(e)

= Z Z)\a,uge v+ Z (Aveﬂr(e))%

YEE* y=af YEE*
r(v)=s(e) r(v)=s(e)

Per tant, (rs) de = (1) 0¢ (8) Te + 17 (8) . O
PRrOPOSICIO 2.2.5. Donats E un buirac i R una K -subalgebra de P((E)), contenint
P(E) i tancada per les transduccions esquerra O, existeiz un anell S tal que:
(i) Ezisteizen monomorfismes d’anells
R:R— S i z: P(E)—S
r— R, o zg
tals que, per a tot i, zp, = Ry, @
(2.2.1) Ry ze=z2z" R(T)Te + 'R(T)(;e

per a tot e € E' i tot r € R.

(ii) S és projectiu com a R-modul dreta. De fet, S = @rep=Sy amb Sy = py )R com
a R-moduls. A més, tot element de S s’escriu de manera iinica com una suma
finita Z'yGE* 25Ra.,, 0N ay € Py(r) R per a lol v € E*.

DEMOSTRACIO. Posem T' = Endg(R). Pensarem els elements de T' actuant a la
dreta del seu argument. Donat r € R denotem per R, 'operador en T donat per
multiplicacié per la dreta per r. Es clar que P'aplicaci6é R: R — T és un morfisme
injectiu de K-algebres.
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Per a tot € € E' considerem els elements zz € T definits per
(r)ze = (1) de.

Sigui S el subanell de T" generat per R i per tots els elements zz préviament definits.
Donat € € El, tenim
e = Zngs(e) = Rpr(e) <&,

per tant, existeix un unic morfisme de K-algebres z: P(E) — S tal que z(€) = zg per
atot e € E'i 2(p;) = R,, per a tot i € E°.
Donats r,s € Rie € E', tenim

(8)(Rrzg) = (sr)ze = (s7) 6 = (8) 0 - (1) Te + 8+ (1) O
= (S)[ZER(T)TE + R(T)(;E].
Per tant,

Rr -2z = 22 Ry, + Rinys.

per a tot e € E'itot r € R, cosa que demostra la formula . D’on deduim que
S esta generat com a R-modul dreta pels monomis 2y, on v € E*, i tenim que tot
element de S s’escriu com una suma finita ZyeE* 27Ra,, 0L Gy € py,) R per a tot
v € E*. Resta veure la unicitat de 'expressio. Suposem que tenim ZVEE* 25Ra, =0,
on els ay € py,)R no son tots zero. Sigui 79 € E* un cami de longitud minima en el
suport d’aquesta expressio, és a dir, que a,, # 0. Observem que

0= (70)( Z ZVIR’GW) = Ps(v9) 3y = Qo>
yeE*

cosa que ens porta a contradicci6. Hem vist, doncs, que tot element de S es pot
escriure de manera Unica com una suma finita Zye g+ #7Ra,, amb a, € py)R per
a tot v € E*, cosa que demostra i també ens doéna la injectivitat del morfisme

z: P(E) — S. Amb aix0 acabem la demostracio. O

NoOTACIO 2.2.6. Denotarem 'anell S en la proposicié anterior per R(E;7,J) on
71 6 son abreviatures per (7e)ecpt 1 (0e)ecpt, respectivament. A més, com que els

morfismes R: R — S i z: P(F) — S so6n injectius, identificarem els elements de R i
de P(E) amb les seves imatges a través d’aquestes aplicacions. Observem que la regla

del producte (2.2.1) de la Proposicio esdevé ara re = €(r) 7. + (1) 0. per a tot
e € E'ir € R. Com que, per les definicions de &, i 7., per a tot parell d’arestes

e, [ € E! tenim que (e) 7y =01 () dy = defPs(e), de 'anterior n’obtenim que
(2.2.2) ef = defPs(e) en R(E;T,6).

També, amb aquestes identificacions tenim que de la Proposicio ens diu que
tot element s € R(E;T,0) s’escriu de manera tinica com una suma

(2.2.3) s= Y 7a,
yEE*

on ay € py(,) R per a tot v € E*.
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En endavant R denotara una K-subalgebra de P((E)) contenint P(E), tancada per
inversions (en P((E))) i per les transduccions esquerra d.. Aixo inclou per exemple
Palgebra de les séries formals P((E)) i 'algebra de les séries racionals R (E). Que
R (F) és tancada per les transduccions esquerra J. es dedueix del fet que tot element
a € P(E)x es pot escriure (pel Criteri de Malcolmson, Teorema com a = bA~te
on b, ¢ son un vector fila i un vector columna de mida adequada i entrades en P(E) i
A € ¥ és una matriu quadrada. Deduim, doncs, del Teorema que els elements
de Rat(F) tenen una expressio d’aquesta forma. Observem que, per A € 3 tenim que

(A1) 6. = —A"" - (A5,) - (A7) ™! € Myp(Rar(E))

i (A1) 7o = (A7) ™! € My (Rat(E)) (per a algun n > 0). Ara, sia = bA ™ c € R (E)
és clar que (a) 0 € Rat(F).
L’algebra R(E;T,§) compleix la segiient propietat universal:

ProrosiciO 2.2.7. Sigut ¢: R — B un homomorfisme de K-algebres i suposem
que per tot f € E' existeir ty € () Bo(ps(y)) tal que gb(e)t? = Oep(Ps(e)). Ales-
hores ¢ estén de manera tunica a un morfisme de K-algebres ¢: R(E;7,0) — B tal
que (€) = tz per a tot e € EL.

DEMOSTRACIO. Aquesta demostracié és similar a [9] Proposition 3.3|. Posem
S = R(E;7,6). En tenim prou construint un anell amb aquesta propietat universal i
demostrant que és isomorf a S. En efecte, posem F = Z{zz | e € E') I'anell lliure en
|E1| indeterminades i So = F *z R el coproducte dels anells F'i R. Sigui S; 'anell Sy
modul I'ideal generat pels elements de la forma (1 * e)(ze * 1) — (1 * py()) per a tot
e € B pels (1xf)(zzx1) peratot e, f € E' amb e # fipels (zz% 1) (1#pg(ey) — (ze*1),
(1% py(e))(ze % 1) — (ze * 1) per a tot e € E'. Denotarem la classe en S; d’un element
s € Sp per [s]. Considerem ara ¢: R — S; ’homomorfisme de K-algebres definit per
Y(r) = [1xr] i posem wg := [z * 1].

Ara, per a tot e € E', tenim que wg € Y(Pr(e)) S19(Py(e)) 1, Per a qualssevol e, f €
E', que Y(e)ws = depth(ps(e))- Per construcci6, tenim que (51,1, {we | e € E'}) ¢s
universal complint aquestes propietats. En particular, existeix un tnic homomorfisme
de K-algebres 0: S; — S tal que 6 o9 és la inclusio R — S i 6(we) = € per a tot
ec Bl

En tenim prou veient que € és un isomorfisme. De les relacions que hem imposat
en S1 en deduim que S1 = ) c e Wah(py(a)R). Observem que ¢ (ZQGE* waw(ra)) =
> acE+ @rg per a qualsevol suma amb els rg € Ds(a) R, zero quasi per a tot. Per tant,
de la Proposici6 en deduim que 6 és un isomorfisme. O

Posem X = E°\ F(E), el conjunt dels vértexs que no sén fonts. Donat un vértex
i € X, considerem els segiients elements:

4% = pi — Z ee € R(E;T,9).
eer—1(3)

La suma anterior té sentit ja que estem en el cas de F un buirac finit (de fet, n’hi
hauria prou amb que F fos un graf amb columnes finites).
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LEMA 2.2.8. Els q; aizi definits son idempotents no nuls, ortogonals dos a dos i
¢i < p; per a toti € X.

DEMOSTRACIO. En efecte, usant (2.2.2)) i les relacions de P(E) i P(E) tenim que
2

g =i - Z eep; — Z piee + Z el =qi
ecr—1(4)

ecr—1(7) e€r—1(i)
a més, ¢;p; = piq; = q; de manera que els ¢; sén idempotents tals que ¢; < p;. Com

que els p; son ortogonals dos a dos és clar que els ¢; també ho sén. A més, de apartat
de la Proposicié es desprén que son no nuls. O

NOTACIO 2.2.9. Posarem ¢ = ) ,cx Gi = Y icxPi — Y _ecpt €€ que, pel Lema
anterior, és un idempotent.

LEMA 2.2.10. Sigui R una K-subalgebra de P((E)) contenint P(E), tancada per
inversions i per les transduccions esquerra d.. Posem S = R(E;T,8) i [ = SqS, l'ideal
bilater generat per lidempotent q. Tenim les segiients propietats:

(i) Sir € R* aleshores existeiz un y € S tal que p;ry = p; per a algun i € E°,
(ii) Si s € S\ I llavors ewisteizen s1,s2 € S tals que s1sso = p; per a algun i € E°,
(iii) Si s € I aleshores existeizen s1,s2 € S tals que s1882 = q; per a algun i € X.

DEMOSTRACIO. Prenem r € R*, d’ordre k. Sigui a € supp(r) un cami de
longitud k en el suport de r i posem i = s(«). Aleshores ra@ = Ap; + 1" on A € K* i
" és un element en R d’ordre no nul. Pel Corol-lari deduim que ra + (1 — p;)
és un element invertible en R. Sigui ¢ U'invers de r@ + (1 — p;), 1 observem que

pir(at) = p;,
com voliem.

Sigui s € S\ I. De la Proposicio sabem que s es pot escriure com una
combinaci6 R-lineal dreta (finita) s = Z'ye B+ YAy, amb ay € py)R. Observem que
pje =0peratote € E'itot j € EY\ X, per tant, pjs € R per a tot vértex j € E%\ X.
Ara, si existeix algun j € EY \ X tal que pjs # 0 el resultat es dedueix de ().

Podem, doncs, suposar que s = pxs, on px = ) ;- x P;- Vegem primer que existeix
una aresta e € E' tal que es ¢ I. En efecte, si es € I per a tota aresta e € E' tenim

s=qs+ (px —q)s =qs + Zéesel,
ecE!
cosa que contradiu les nostres hipotesis. Repetint aquest procés un nombre finit de
vegades velem que existeix un cami o € E* tal que as ¢ I i as € R. Novament pel
cas ({i) tenim el que voliem.

Observem que per a tot parell de vértex i, j € X, tota arestae € E'itotr € R
tenim que g;e = 01 rq; = €(r)g; € Kq;, d’on deduim que ¢;Sq; = 6;;¢; K = K. En
particular, tenim que I = .y S¢;S i usant les relacions anteriors i la Proposicio
velem que tot element s € I s’escriu de manera Unica com una suma finita

(2.2.4) s=> Z Vaity,

i€X {yeE*|s(v)=i}
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on ay € py(,)R.

Ara, si ay = 0 per a tot cami v € E* de longitud positiva, aleshores el resultat es
dedueix de apartat . Suposem, doncs, que a, # 0 per a algun v € E* de longitud
positiva. Veurem que existeix una aresta e € E' tal que es # 0. Sigui o € E* un cami
de longitud maxima en el suport de s (respecte a ’expressié anterior) i prenem e la
darrera aresta en o, de manera que @ = e - & per a un cert o/. Llavors

=Y Y B

i€X (yeB*|s(v)=i}

és un element no nul de I. De fet, tenim que as = ga, € I* i per Papartat
obtenim el resultat. O

Recordem les definicions segiients:

DEFINICIONS 2.2.11. Un ideal bilater I en un anell A diem que és semiprimer si,
per a tot J ideal bilater de A, J? C I implica que J C I. Un anell A és semiprimer si
I'ideal zero és un ideal semiprimer.

DEFINICIO 2.2.12. Un ideal dreta (esquerra) I en un anell A és minimal si és
simple com a A-modul dreta (esquerra).

Sigui A un anell. Recordem que el socol dreta de A, en simbols Soc(A4), es
defineix com la suma de tots els ideals dreta minimals. Analogament podem definir
el socol esquerra de A, denotat per Soc(4A). En cas que A sigui un anell semiprimer,
donat @ € A tenim que si aA és un ideal dreta minimal aleshores Aa és un ideal
esquerra minimal (c¢f. [38] Lemma 11.9]). Per tant en un anell semiprimer els socols
dreta i esquerra coincideixen. En aquest cas posarem Soc(A) = Soc(A4) = Soc(44) i
parlarem simplement del socol de A.

DEFINICIONS 2.2.13. Un anell A és regulor de von Neumann si per a tot x € A
existeix y € A tal que xyx = z. Un ideal bilater I en un anell A és regular de von
Neumann si per a tot x € I existeix y € I tal que zyx = x.

ProPOSICIO 2.2.14. Sigui R una K-subalgebra de P((E)) contenint P(E), tancada
per inversions i per les transduccions esquerra 0. Aleshores 'anell S = R(E;T,5) és
un anell semiprimer i SqS és un sumand directe de Soc(S). A més, SqS i Soc(S) son
1deals requlars de von Newmann de S.

DEMOSTRACIO. Posem ¢; = p; per i € E°\ X. Donat s € S* tenim, pel Le-
ma , que ¢; € SsS per a algun i € E°. Com que els elements ¢; sén idempotents
no nuls veiem que (5s5)% # {0}, cosa que demostra que S és un anell semiprimer.

Hem vist en la demostracié del Lema que ¢;5q; = 0;j; K = 6;;K per a
tot 4,5 € X. A més, és clar que si i,7 € F(F) son fonts es compleix el mateix. En
particular tenim que ¢;S¢; és un anell de divisié (de fet un cos) i per [38], Proposi-
tion 21.16(2)] els ideals ¢;S s6n minimals. Hem vist que S¢;S C Soc(S) per a tot
i€ EY.

Vegem ara que Soc(S) C @;cp0S¢S. Per definicio Soc(S) és la suma de tots els
ideals dreta (o esquerra) minimals. Com que S és semiprimer, tot ideal dreta minimal
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de S és de la forma eS on e és un idempotent no nul de S (¢f. [38), Corollary 10.23]). Si
e és un idempotent tal que eS és a un ideal dreta minimal aleshores pel Lema [2.2.10
existeixen s1,so € S tals que sjesy = ¢; per a algun i € E°. Com que eS és un
ideal dreta minimal tenim que (es2)S = eS i, per tant, existeix algun s3 € S tal
que esys3 = e. A més, per [38, Lemma 11.9] tenim que S(es2) és un ideal esquerra
minimal i, com que ¢; € S(es3), veiem que S(esy) = Sq;. Per tant, existeix s4 € S tal
que s4¢; = ess. Finalment tenim que e = esos3 = s4¢;83 € S¢;.5, cosa que demostra
el que voliem. També hem vist que S¢S és un sumand directe de Soc(S5).

Vegem ara que Soc(S) i S¢S son ideals regular (de von Neumann). Hem vist que
Soc(S) = ®icpoSqS i, per a tot i € EY, S¢;S és simple com a anell sense unitat i
conté un ideal minimal per un costat. Per |29, Lemma 1] tenim que S¢;S és un ideal
regular. Usant [32, Lemma 1.3] obtenim que la suma d’ideals regulars amb intersecci6
nul-la és un ideal regular, de manera que Soc(S) és un ideal regular. Tenim el mateix
per a S¢S. O

Sigui R una K-subalgebra de P((F)) contenint P(F). Com abans, posem X =
E°\ F(E), el conjunt dels vértexs que no son fonts en E. Per i € X posem r~1(i) =
{el,... e} } i considerem els morfismes de R-moduls dreta

ng
pit pik — P pye R
j=1

r— (e’ir,...,e;ir).

Escrivim ¥ = {pu; | ¢ € X}. Observem que els elements de 3; sén morfismes en-
tre R-moduls dreta projectius finitament generats i, per tant, té sentit considerar la
localitzacié universal Ry, .

ProPOSICIO 2.2.15. Sigui R una K-subalgebra de P((E)) contenint P(E) i tancada
per les transduccions esquerra 8.. Posem S = R(E;7,8), I = SqS i ¥1 definit com
abans. Aleshores Ry, = S/I.

DEMOSTRACIO. Posem T := S/I. Donat s € S denotarem per § la seva classe
en T'. Com abans, identificarem els elements de R amb la seva imatge en S. Sigui
f: R — T la composici6 de la inclusi6 ¢: R — S amb la projeccié candonica w: S — T.
Per la identificacié anterior podem escriure f(r) = 7.

Volem veure que f és un morfisme Xj-inversor universal. Definim, per a tot ¢ € X,
els segilients morfismes de T-moduls dreta

,L..
J

n;
ﬂii @ps(e )R ®fT—>sz®fT
j=1

ng

(le"’rni)@t’—)pi@ E;T]t
7j=1
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Ara, fi; = (1t ® 1T)_1. En efecte, per a qualssevol r € p;Rit € T tenim que

ﬂio(ui@)lgp)(r@t):ﬂi((eir,... ) fpz Zeert =r®t

on hem usat que p; = Z]i p€j¢; en T. D’altra banda, per a qualssevol (ri,...,mn,) €

(@?1:1 ps(ei_)R> it e T tenim que
J

ng
(i @ 1r) o fii ((r1, ..., mn,) @) = (ki @ 17) [ Pi ® ey |t
j=1
ng
= (e}, eh) @ [ D el |t
j=1

:(7"1,...,7“7”)®t

on hem usat que ef = defPs(ey €n T'. Per tant, f és Xj-inversor.
Per a veure que f és Xj-inversor universal, considerem A una K-algebraig: R — A
un morfisme de K-algebres Xq-inversor. Per a tot ¢ € X tenim el segiient diagrama

commutatiu:
—1

':Vl lg

(e}, )

D, 9Dye)A ———— g(p)A

per a certs a € g(pi)Ag(p Ps(es )) D’aqui en deduim que les composicions

g(e)
(2.2.5) (ai,...,af”) : =g(pi) i
g(eh,)
g(eh)
(2.2.6) | (al, .o ap,) = diag (Ps<e§>7 S ’Ps<ez;i>> )
g(er,)

ens donen les identitats en g(p;)A i @;“:1 Ps(eiyA, respectivament.

Sigui e € E'; tenim que e = e per a algun e} € 7(i)~!, on i = r(e). Posem, doncs,
tz = a;'- i de (2.2.6) en deduim que g(e)te = g(ps(e)) i g(ei)t = 0 per a k # j. A més,
si prenem f € E' tal que r(f) # i tenim que g(f)te = g(f)g(pr())9(pi)te = 0. Per
tant, ens trobem en les hipotesis de la Proposicié 1 existeix un homomorﬁsme
de K-algebres g: S — A estenent g i tal que g(€) = tz per a tot e € E1 De [2.2.5),
n’obtenim que g(p;) = 37, ]g( Y en A, cosa que vol dir que p;— DLy eel € ker( ).
Per tant g factoritza a través de Titenim h: T — A tal que how = g. Ara,
g=got=homovt=nho fih éstnic per la unicitat dels inversos i el fet que T esta
generat per R 1 E'. Hem vist que f és Xj-inversor universal. Per tant Ry, = 7. U
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OBSERVACIO 2.2.16. La unicitat de I’expressio en per als elements de S =
R(E;7,6) i la unicitat de l'expressié en per als elements de I = S¢S ens
asseguren que els morfismes naturals R — T i P(E) — T soén injectius, on T = S/I =
Ry, . Es més, també ens asseguren que per a qualssevol K-algebres Ry i Ry tancades
per les transduccions esquerra J. i tals que P(E) C Ry C Ry C P((E)), tenim que
I, =IbNS1,on S; = Ri(E;76) i I; = S;qS; per ai = 1,2. En deduim que el morfisme
natural 177 = 51/11 — 15 = SQ/[Q és injectiu.

OBSERVACIO 2.2.17. En el cas R = P(FE) tenim que S/I coincideix amb la K-
algebra de Leavitt del buirac F (Definicié [1.3.1) i, per la Proposicié [2.2.15] amb
P(E)x,. Aix0 ens permet fer la identificacio L(E) = S/I = P(E)x,.

OBSERVACIO 2.2.18. Siguii € X i considerem els morfismes de P(E)-moduls dreta

v @ps(e;)P(E) — piP(E)
j=1

n;
(riy.eeyTn,) — ZE;TJ"
j=1

Quan sigui clar en quin buirac estem treballant denotarem aquests morfismes sim-
plement per v;. Escrivim ¥} = {v; | i € X}. De l'anterior és clar que la inclusio
P(E) — L(E) és un morfisme Y}-inversor universal. De fet, tenim que per a tot
1eX

(Vi ® pE) 1L(E)> = (ki ®pp) 1L(E))_1-

OBSERVACIO 2.2.19. Com que I'algebra de camins és hereditaria (Proposicio[1.2.8),
de la Observacié n’obtenim que les localitzacions universals P(E) — L(F) i
P(E) — L(E) son establement llises. Més endavant veurem que, de fet, L(E) és llis
com a P(E)-modul esquerra (Proposicié .

Usant la definici6 segiient tenim una caracteritzacié ben coneguda dels anells se-
mihereditaris (esquerra).

DEFINICIO 2.2.20. Un anell A és de Rickart esquerra si I’anul-lador per I’esquerra
de qualsevol element de A és de la forma Ae on e és un element idempotent de A.
Analogament definim anell de Rickart dreta.

Tenim el segiient resultat degut a Small, [67] (també, [39) Proposition 7.63]):

PROPOSICIO 2.2.21 (Small). Un anell A és semihereditari esquerra si i només si
per a cadan > 1, M, (A) és de Rickart esquerra.

Recordem el segiient resultat de [9], que ens sera d’utilitat més endavant.

LEMA 2.2.22 (|9, Lemma 5.3]). Sigui A un anell semihereditari esquerra i sigui
B = Ay, una localitzacid universal de A. Suposem que per a tot A-modul dreta finita-
ment presentat M tal que Homy (M, A) = 0, hom té que M @4 B = 0. Aleshores B
és un anell regular de von Neumann ¢ tot B-madul dreta finitament generat i projectiu
és induit per un A-modul dreta finitament generat i projectiu.
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PrOPOSICIO 2.2.23. Sigui R una K -subalgebra de P((E)) contenint P(E) i tancada
per inversions i per les transduccions dreta 0.. Aleshores R és semihereditaria per
lesquerra.

DEMOSTRACIO. Per la Proposicio 2.2.21] en tenim prou veient que per a tot n > 1,
M, (R) és de Rickart esquerra. Sigui A € M, (R). Usarem la notacié segiient per a
l'anulador: I4 = f.anny;, (r)(A). Donada una matriu invertible U € GL,(R) tenim
que Iy = {XU_l | X € IA}.

Observem que I4 és un submodul regular de M, (R) en el sentit de la Seccid
és a dir, si X € I4io(X) > 0 aleshores 6.(X) € I4 per a tot e € E'. Usarem aquest
fet més endavant en la prova.

Com que £(I4) és un ideal esquerra de M, (K?), que és un anell semisimple,
existeix un idempotent D € Idem(M,(K%)) tal que (I4) = M,(K?%)D. Podem,
doncs, prendre B € I4 tal que €(B) = D de manera que B = D — B’ per a alguna
B’ € M,(R) tal que o(B’) > 0. A meés, podem suposar que DB’ = B’. Si posem
U =1, — B, com que R és tancat per inversions, pel Corol-lari tenim que
U € GL,(R). Ara, veiem que BU™! = D, de manera que D € Iy4. Com que
e(U) = 1,, tenim també que e(Iya) = M,(K?%)D.

Vegem ara que Iya = My(R)D. En efecte, per construccié M,(R)D C Iya.
Suposem que existeix X € Iyy4\ M, (R)D. Substituint X per X — X D podem suposar
que X = X(1, —D). Ara, si posem X = Y p. @A per a alguns A\, € pr(a)Mn(Kd),
aquests compleixen que A\, = Ao(1, — D). D’altra banda, si o(X) = m tenim que
X =3 epma- 6a(X). Per la regularitat de I;4 tenim que 0o (X) € Iya. Prenem,
doncs, a € E™ tal que Ay # 0. Tenim que £ (5,(X)) = Aq perd, com que Ag(1, —D) =
Ao, aixd ens porta a contradiccié amb e(Iy4) = M, (K?)D. Per tant, hem vist que
Iya = Mu(R)D i en deduim que Iy = M, (R)H on H = U"'DU € Idem(M,(R)).
Per tant, M, (R) és de Rickart esquerra, com voliem. O

TEOREMA 2.2.24. Siguin E un buirac (finit) i R una K-subdalgebra de P((E))
contenint P(E), tancada per inversions i per totes les transduccions 6. i be. Posem
S = R(E;7,8), I = SqS i T = S/I. Aleshores T i S son anells requlars de von
Neumann.

DEMOSTRACIO. Per la Proposici6 tenim que 7' és una localitzacio universal
de R i, a més, per la Proposicid R és semihereditaria per Iesquerra. Sigui
M un R-modul dreta finitament presentat tal que Hompg(M, R) = 0. Volem veure
que M ®r T = 0 per tal de poder aplicar el Lema Considerem la segiient
presentacié de M:

(2.2.7) REAIR M — 0,

on A € Myys(R). Afegint, si cal, columnes de zeros a A podem suposar que t < s.
Aplicant el functor Hompg(—, R) a (2.2.7) obtenim la successio exacta:

0 — Homp(M, R) — Rt Z4, g
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i, com que Hompg(M, R) = 0, tenim que R4 és monomorfisme. Per Iexactitud dreta
del functor — ®g T, aplicant-lo a (2.2.7), obtenim la successi6 exacta:

ST EA D M @p T — 0.

Volem veure que AT = 'T, és a dir, que les columnes de A generen ‘T com a T-modul
dreta.

Per un argument estandard d’algebra lineal (P AQ-reduccio) sabem que existeixen
matrius P € GL;(K9) i Q € GLs(K?) tals que Pe(A)Q = D, on

d
1,
(2.2.8) D= Zpi < (7)% 8) amb 7r1,...,7g < T
i=1

Per tant, PAQ = D — X, on X € M;xs(R) amb o(X) > 0. Com que ¢t < s, tenim
que D = (D'0) amb D’ € M;(R). Observem que, en el cas que D’ = 1;, del Corol-lari
en deduim que PAQ és invertible dreta sobre R de manera que (PAQ)T® = T*
i, per tant, ja hem acabat.

Altrament, considerem la matriu ()0() € Ms(R). Pel Corol-lari sabem que
Q' =1,— () € GLy(R). Aixi,

PAQ@) " = (D= X) (1,+ (¥) + (¥)+++) = D= (X1 Xa),

on X7 € M;(R) compleix que (1, — D') X7 = X;.
Novament pel Corol-lari [2.1.27| tenim que 1; — X1 € GLi(R). Ara, si posem

A= (1; - X)) 'PAQ(Q") ' = D — (X3 X,),

tenim que X3(1; — D) = (1; — D") X3 = X3.

Distingim dos casos, depenent de si X3 és zero o no. Si X3 # 0 prenem « de
longitud minima entre els monomis del suport de les entrades de Xj3. Posem que
aquest « el trobem en la columna i-ésima de X3. Considerem la columna v =
0,...,0,@,0,...,0)! € %S, on @ es troba en la posicié i-ésima. De la condicié
X3(1; — D') = X3 en deduim que Dv = 0 i, per tant, A’v € 'R. A més, tenim
que (1; — D")A'v = A'v i py() € supp(A'v).

Per al cas que X3 = 0, multiplicant A’ per la dreta per la matriu (10t iji) €
GLs(R) podem suposar que X4 compleix (1; — D)Xy = X4. Com que R4 és injectiu
tenim que Xy # 0. Ara, com abans, prenem « de longitud minima entre els monomis
del suport de les entrades de X4 i obtenim una columna v = (0,...,0,@,0,...,0)t € 59
complint que A'v € ‘R, (1, — D')A'v = A'v i py(n) € supp(A'v).

En qualssevol dels dos casos considerem la matriu A” = (A" A'v) € My, (s41)(R).
Tenim

e(A)y=(D" 0 e(A)),

per tant, de les condicions (1; — D")A'v = A'v i py(a) € supp(A’v), en deduim que
rang ga(e(A”)) > rangga(e(A)). Tenim el segiient diagrama commutatiu amb files



2.3. ESTRUCTURA DELS MODULS FINITAMENT GENERATS I PROJECTIUS 57

exactes:
SR AL R M 0
Lk
R Lo M 0
3 | s
SRe R A%, iR M 0

on i denota la inclusi6 en la primera component i f existeix per la propietat universal
del conucli. Si apliquem el functor — ®pr T" al diagrama anterior n’obtenim el segiient
diagrama commutatiu amb files exactes:

La

sT tr M@rT —— 0
s Ly ¢

T T M@rT —— 0
s+1 Lan t !

T T M @prT —— 0.

Com que A'°T = A”5HIT tenim que M @r T = M’ @p T. A més, és clar que
Rav: Rt — R*t! és injectiu, de manera que podem repetir 'argument anterior.
Repetint-lo tantes vegades com calgui obtindrem una matriu B € My, (o0 (R) tal
que €(B) = (1:0) i veiem que M ®p T = coker L = 0.

Per tant, pel Lema tenim que 7' = S/I = Ry, és un anell regular de von
Neumann. Com que, per la Proposicié I és un ideal regular de von Neumann de
[32, Lemma 1.3] en deduim que S és, al seu torn, un anell regular de von Neumann. [

2.3. Estructura dels moduls finitament generats i projectius

Siguin E un buirac finit i R una K-subalgebra de P((E)) contenint P(E), tancada
per inversions i per totes les transduccions de i 6.. Posem S = R<E; 7',5>, 1 =25¢Si
T = S/I = Ry, (vegeu Secci6 2.2).

Tenim el segiient diagrama commutatiu on els morfismes sén inclusions:

K¢ — 5 P(E) R P((E)
| | | |
P(E) —— L(E) T U

on U = P(E)yx,, T = Ry, i L(E) és l'algebra de Leavitt del buirac E que, per
I’Observaci6 coincideix amb P(E)y,. En cada cas 3; denota el conjunt, cor-
responent a I’anell P(E)), R o P(E), de morfismes entre moduls projectius finitament
generats definit en la seccié anterior. En aquesta seccié calcularem l'estructura del mo-
noide V(T), de fet, veurem que els morfismes en la segona fila del diagrama indueixen

isomorfismes V(L(E)) 2 V(T) = V(U).
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Recordem que un anell R és semilocal si R/J(R) és semisimple, on J(R) denota
el radical de Jacobson de R. Un anell R és semiperfecte si R és semilocal i els idem-
potents de R/J(R) es poden pujar a idempotents de R. Del Teorema tenim un
isomorfisme natural Mg = V(L(E)) enviant la classe de v € E° en Mg a la classe de
puL(E) en V(L(E)) (vegeu Seccio [1.3). Es compleix el segiient:

TEOREMA 2.3.1. Eristeiz un isomorfisme de monoides canonic Mg = V(T).

DEMOSTRACIO. Tenim un morfisme de monoides natural ¢: Mg = V(L(E)) —
V(T). Hem vist en la demostracio del Teorema [2.2.24] i en la Proposici6 que
I'anell R satisfa les hipotesis del Lema per tant, tot T-modul projectiu finita-
ment generat ve induit per un R-modul projectiu finitament generat. Observem que
J(R) = kere, per tant, R/J(R) = K% i R és un anell semiperfecte. Aixd es dedueix
de la caracteritzacio del radical de Jacobson J(R) com el conjunt d’elements = de R
tals que 1 — yxz € U(R) per a tot y,z € R (vegeu per exemple [38, Lemma 4.3]).
Com que R és tancat per inversions a P((E)), tots els elements de la forma 1 — 2z amb
x € kere son invertibles en R (Corol-lari 2.1.27). Ara, per |20, Theorem 0.5.3| tenim
que V(R) — V(R/J(R)) és un morfisme injectiu. Obtenim, doncs, un isomorfisme

V(R) 2 V(K?).

Deduim que tot T-modul projectiu finitament generat és isomorf a una suma directa
finita de moduls de la forma p; T, on els p; son els idempotents basics de K¢. Per tant,
el morfisme ¢: Mg — V(T') és exhaustiu.

Vegem ara que ¢ és injectiu. Suposem que &i_p,;T = B Pw ()T per a alguns
v(i), w(j) € E°. Volem veure que > 1, v(i) ~ > ey w(j) en Fp. Com que T és regular
de von Neumann, els moduls projectius finitament generats compleixen la propietat de
refinament |32, Theorem 2.8], per tant, ens podem reduir al cas n = 1. Considerem
a: pyT — &L py;T un isomorfisme. Posem o = (a1,...,m) on a; € pyTpy.
Cada «; es pot escriure com o = Y, WwjkYjk, ON Wji € E i ik € R, per a tot j, k.
Com que a; € p,;jT podem suposar que 5(w;) = v(j) per a tot j, k.

Procedim per induccié sobre el maxim de les longituds dels camins w;; que apa-
reixen en aquestes descomposicions. Si aquest maxim és zero, aleshores I’isomorfisme
a ve induit per un morfisme p,R — @7 p,;)R. Veurem aquest cas després, en el
Lema Prosseguim amb la induccié: suposem que el maxim Ny de les longituds
dels camins wjj, és estrictament positiu. Prenem un cami wjy, de longitud Ny. Com
que 5(wjyk,) = v(Jjo) veiem que v(jo) no és una font en E (ja que no és una pica en
E) i, per tant, podem prendre el segiient isomorfisme de T-moduls dreta

t
(2.3.1) ((6)667,71(7)0'0))) : pv(jo)T — @ ps(e)T7
e€r=!(v(jo))

que ve donat pel producte per 'esquerra per la columna ((e)eerq(v(jo)))t amb invers
donat pel producte per I'esquerra per la fila (€) eer—1(v(jo))- Observem que els morfismes
t - R
((e)eer_l(v(jo))) son els morfismes 11,0 @17 de la Proposicio(2.2.15] Els moduls p,;T
en la imatge de « els podem substituir per la seva imatge a través dels isomorfisme
anteriors. Apliquem aquestes substitucions a tots els moduls p,;T" de la imatge de
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a tals que hi ha un cami w;; de longitud Ny en la representacié corresponent de
aj. Obtenim, doncs, un nou isomorfisme o: p,T" — @;”:llpw(j)T tal que la longitud
maxima dels camins en E que apareixen en la representacié dels elements oz; eT
és menor que INg. Observem que, per a tot isomorfisme , tenim que v(jp) ~
D eer—1(u(jo)) S(€) 1, per tant, 3770, v(j) ~ Z;n:ll w(j) en Fg. Per induccié obtenim

v~ Z;nz/l w(j) d’on veiem que v ~ >7U, v(j), com voliem veure. O

Amb el segiient Lema acabem la demostracié del Teorema [2.3.1] En la seva de-
mostracié seguim les idees de la prova de [9, Lemma 5.5].

LEMA 2.3.2. Posem p = p, per a v € E° fizat. Sigui a: pR — Bi_1pu(i) R tal que
indueiz un isomorfisme sobre T. Aleshores v ~ Y ;_ v(i) en Fg.

DEMOSTRACIO. Posem a = (ay,...,as)t, on cada a; € Pu(i)Rp. Volem construir,
per inducci6 sobre i, camins w; € E i elements invertibles 9i € Pu(i) Bpu(i) tals que es
compleixi el segiient:

(A;) Existeix un morfisme invertible o : pT" — ®i_1Pu(i) T satisfent les propietats

segiients:
o (9) 0 <R
(1) ag s s € R.
(ii) L’invers de a® s 1a fila (wig1, ..., wigi, Bit1,---,0s) per a certs elements [y €

pTpyy, L=1i+1,...,s.
El cas i = 0 és obvi. Suposem ara que es compleix (4;) (per a 0 < i < s) i
(4)
i+l
, per a tot t > 2. Prenem un cami w;11 € E

vegem (A;;+1). Sense pérdua de la generalitat, podem suposar que 'ordre de «
és menor o igual que 'ordre de ol

it
de longitud o(az(fgl) complint w;11 = pwit1pPyi41) 1 tal que agfglwwl és invertible en

Po(it1) RBDu(i1)- Posem giy1 € py(iv1)Bpyiyr) Uinvers de aglwiﬂ i observem que

Po(it1) = a§21wi+1gz‘+1 = agfﬁlﬁm.
Ara, I'element
U= ﬂiﬂ%@l +(p— wi+19z‘+104§21)
és invertible en pT'p amb invers
u Tl = wz’+19z‘+1041(21 +(p — 5i+104§?1)-
Per tant, at1) .= oDy és invertible amb inversa

Uil(wlglp v 7wigi7/8i+17 v 7ﬁ8)'
Observem que, per a t > 1, tenim

O‘z@tu = O‘z@t@ - wi+lgi+10‘z@1)-

Com que l'ordre de agi)
045:21) € R i, per tant, es compleix la condicid de (A4;11). D’altra banda, per a
()
i+

, €s major o igual que la longitud de w;11, en deduim que

m < 4 tenim que o, wy, = 0 i, per tant, w Wy gm = Wmgm. També tenim

u B = wi+1gi+1a§215i+l +(p— ﬁi+1a§21)ﬁi+l = Wiy19i+1,
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cosa que ens diu que es satisfa la condicio de (A;+1). Per tant, la induccié funciona.
(s)

Prenem h; = gio;” € pynTp per ai=1,...,s. Aleshores

(2.3.2) > wihi =p,
=1

hiw; # 0 per a tot ¢ i hw; = 0 per a ¢ # j. Afirmem ara que aquestes condicions
impliquen v ~ >7 ;v(i) en Fg. Ho veurem per induccié sobre el maxim de les
longituds dels w;. Si aquest maxim és zero aleshores s = 11 h; = p. Suposarem,
doncs, que o bé s > 1 0 bé s = 11 la longitud de wy és > 1. En qualsevol dels dos
casos, tots els w; sén diferents de p. Observem que w; = 7; per algun cami no trivial
v; en E tal que s(v;) = v(i) i 7(7;) = v. Sigui e(i) € E' la darrera aresta del cami ~;,
de manera que r(e(i)) = v. Per a tot e € 7~ 1(v), definim

Ac:={ie{l,...;s}|e(i)=e} ={i e {1,...,s} | ew; # 0}.

Ara, el conjunt {1,...,s} és uni6 disjunta dels conjunts A., per a e € r~(v).
Fixem una aresta e € r~!(v). Multiplicant (2.3.2) per I'esquerra per e i per la
dreta per €, obtenim

> (ew;)(hie) = epe = py(e).-

1€EAe
Observem també que per a tot i,j € A. tenim (h;€)(ew;) = h;w;. Per tant, aquest
terme és zero si i # j i no nul si 4 = j. Per hipotesi d’induccio, s(e) ~ > ;4 (7).
Per tant,

v > sle) e D> D i) =) w(i).

ecr—1(v) ecr—1(v)i€A, =1

Cosa que demostra el resultat. O

2.4. L’algebra regular d’un buirac

En aquesta seccié veurem que la nostra construccié esdevé functorial en E si ens
restringim als morfismes complets de grafs i que podem estendre el resultat de la seccid
anterior a un graf £ amb columnes finites. Com que en aquesta seccié treballem amb
grafs no necessariament finits, no seguirem la Notacid i, quan aixi s’indiqui, F
denotara un graf no necessariament finit.

DEFINICIO 2.4.1. Sigui E un buirac finit. Definim la K-algebra reqular del buirac
E com la K-algebra Q(FE) obtinguda per la construcci6 de la Seccié prenent R =
Rat(E) com a coeficients. Tenim

Q(E) = 5/5¢5 = Ra(E)s,,

on S = (Rat(F)) <E; T, (5>.
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L’algebra regular Q(FE) encaixa en un diagrama commutatiu d’homomorfismes
injectius d’algebres:

i)

K¢ —— P(E) —2— By (E) —— P(E)

I R
P(E) — L(E) —— Q(E) —— U(E)

En el diagrama hem posat U(E) = P((E))x,, Q(E) = Rat(E)s, i L(E) = P(E)x,
on X és, en cada cas, el conjunt d’homomorfismes entre moduls projectius finitament
generats definit en la Seccid . Resumim les propietats de ’algebra Q(FE) en el
segiient Teorema:

TEOREMA 2.4.2. Sigui E un buirac finit. Aleshores la K-adlgebra regular Q(E)
és un anell unital, regular de von Neumann, hereditari i Q(E) = P(E)xuy, €s una
localitzacio universal de 'algebra de camins.

DEMOSTRACIO. Pel Teorema tenim que Q(FE) és un anell regular de von
Neumann i pel Teorema tenim que V(Q(F)) = Mg candnicament. Pel Teo-
rema tenim que Q(E) = P(F)sus, 1, com que P(E) és un anell hereditari
(Proposici6 [1.2.8), per un resultat de Bergman i Dicks [17] tenim que Q(E) també és
hereditari. n

OBSERVACIO 2.4.3. Com en el cas de 'algebra de Leavitt (Observaci6[2.2.19)) tenim
que les localitzacions universals P(E) — Q(E) i P(E) — Q(FE) son establement llises.
A més, usant el mateix argument que en la Observacié [2.1.29] es pot veure que, en
general, Q(F) no ésllis com a P(E)-modul esquerra (ni dreta). En canvi, més endavant

veurem (Lema [4.3.4) que, de fet, Q(E) és llis com a P(E)-modul esquerra.

Observem que l'algebra U(FE) també és unital i regular de von Neumann amb
V(U(FE)) & Mg (usant la mateixa demostracio que en el Teorema [2.4.2). No obstant,
és improbable que U(FE) sigui hereditari en general ja que, per exemple, 'algebra
K (X)) de les séries formals amb |X| > 1 no és hereditaria (¢f. |20, Exercise 3.4.7]).

Es facil estendre (la major part) del Teorema, al cas que F sigui un graf amb
columnes finites. De la Secci sabem que les definicions de L(E) i Mg tenen sentit
per a un graf £ amb columnes finites i s6n functorials (Lemes i. Siguin E' i
F buiracs finits, si f: E — F és un homomorfisme complet de grafs aleshores f indueix
un homomorfisme d’algebres no unital P(f): P(E) — P(F') entre les corresponents
algebres de camins. Denotem per L(f): L(E) — L(F) 'homomorfisme d’algebres no
unital induit per f entre les algebres de Leavitt de buirac corresponents. Observem
que la imatge de la identitat a través d’aquests homomorfismes és I'idempotent

PE = Z Pfo(w) S P(F)
veE?

Tenim un morfisme P(E) — P(F) — L(F) — Q(F) tal que tota aplicacié en X
esdevé invertible sobre Q(F).
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Observem que tenim un diagrama commutatiu
P(E) —— P(F)

eEl spl

Kie KdF’
per tant, una matriu A € M, (P(F)) tal que eg(A) és invertible té per imatge una
matriu P(f)(A) € M, (peP(F)pg) tal que ep(P(f)(A)) és invertible sobre pp K% pg.
Deduim que 'homomorfisme d’algebres unital P(E) — ppQ(F)pg factoritza de mane-
ra tinica a través de Q(E) = P(E) s, )-1- Tenim, doncs, un homomorfisme d’algebres
unital Q(E) — prQ(F)pg i, en conseqiiéncia, un homomorfisme d’algebres no unital
Q(f): Q(E) — Q(F) tal que Q(f)(1) = pp.

Tenim, doncs, que la construccié de I'adlgebra regular és functorial per a buiracs
finits. Pel Lema [I.3.4] tenim que tot graf de columnes finites F és el limit directe, en la
categoria dels grafs amb homomorfismes complets de grafs, de la familia dirigida { £ }
de tots els seus subgrafs finits complets. Per tant, tenim un sistema dirigit {Q(F\)}
d’algebres regulars de von Neumann i homomorfismes d’algebres no unitals. Definim
I'algebra regular del buirac E com:

Q(E) = lim Q(E}).
Com que el functor V commuta amb els limits directes i, pel Lema Mg =

li_r)n Mg, obtenim:

TEOREMA 2.4.4. Sigui E un graf de columnes finites. Aleshores existeir una K-
algebra regular de von Neumann (possiblement no unital) Q(E) tal que

V(Q(E)) = M.

Aixo resol el problema de realitzacio per a monoides associats a grafs amb columnes
finites. Es clar que la functorialitat de @ s’estén a la categoria dels grafs amb columnes
finites i homomorfismes complets de grafs.



CAP{TOL 3

El K, de les algebres associades a un buirac

En aquest capitol ens dedicarem al calcul del grup de Whitehead (K;) d’algunes
de les algebres associades a un buirac. En la Secci6 veurem (Teorema [3.1.2) que
K1(P(E)) = (K*)? cosa que estén el resultat de 1’algebra lliure (vegeu [20] pag. 451]).
En les seccions 1 presentarem les definicions i resultats necessaris per tal de
poder afrontar el calcul del K1(L(E)) en la Secci6 [3.4] El grup de Whitehead de 1'al-
gebra de Leavitt resultara ser, com en el cas de (la versio algebraica de) les algebres de
Cuntz-Krieger associades a una matriu (vegeu [5, Theorem 5.3|), la suma directa d’un
nucli i un conucli relacionats amb la matriu d’incidéncia del buirac. Usarem aquests
resultats després, en el Capitol ], per al calcul dels moduls finitament presentats sobre
lalgebra de Leavitt d'un buirac. Finalment, en la Secci6 veurem que K;(L(E))
és un sumand directe de K1(Q(FE)). El calcul d’aquest darrer grup de Whitehead
I’acabarem més endavant, en el Capitol 4] on calcularem explicitament el valor del
complement de K;(L(F)) en Ki(Q(E)). Recordem que usem la Notacio tret
que s’indiqui el contrari E denotara un buirac finit amb E® = {1,...,d} (on d = |E?|).

3.1. El K; de l’algebra de camins

En aquesta seccié calcularem el K; de l'algebra de camins d’un buirac finit £. En
el cas que F no tingui cicles orientats Guo i Li calculen K;(Pg(E)) en [36], tot i que
convé remarcar que el seu resultat és erroni per al cas de K el cos de dos elements.
Per exemple, en el cas que E sigui el buirac amb dos vértexs i una tnica aresta que
els uneix i K = Z/(2) tenim que P(E) = (& £) és un anell de matrius triangular.
Per un calcul directe (vegeu també [72]) tenim que K;(P(E)) = {0} en contra del que
s’afirma en [36], Theorem 4.3].

Sigui R un anell. Es ben conegut que si 1+ ab € U(R) aleshores 1 + ba € U(R).
Definim V(R) C U(R), el subgrup de Vaserstein, com el subgrup de U(R) generat per

{(1+ab)14ba)™' |1+ abec U(R)},
vegeu per exemple [49].
Proprosicio 3.1.1. Sigui R un anell de Rickart dreta. Aleshores
{L+y€R[y" =0} CV(R).
DEMOSTRACIO. En efecte, si 4™ = 0 veurem per induccié sobre n que 1+v € V(R).
Sin =1 és clar. Suposem-ho cert per an =k > 11 vegem-ho per an = k+1. Prenem

7 tal que Y1 = 0. Com que R és de Rickart dreta, r.ann(y*) = eR per a un cert
idempotent e € R. Posem f = 1 —e. Com que 7 € r.ann(y*) tenim que ey = v i

fy=0.
63
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Sigui g = —y + 2 4+ -+ + (—=1)¥y*. Tenim que fg = 0, per tant, (1 + gf) =
(1+gf)(1 + fg)~! € V(R). D’altra banda, (1 +v)(1+ gf) = (1 + ~ve). Com que
(ve)* = 4¥e = 0 per hipotesi d’induccié tenim que (1 + ve) € V(R). Per tant,
(14+~) € V(R) com voliem. O

TEOREMA 3.1.2. K{(P(E)) = K{(K%) = (K*)<.

DEMOSTRACIO. Observem que 'augmentacié ¢: P(E) — K¢ és un epimorfisme
escindit, ja que la inclusi6 ¢: K¢ < P(E) ens déna una secci6. Volem veure que
£.: K1(P(E)) — K1 (K?) és un isomorfisme, és a dir, que tye4 = 1k, (P(E))-

Prenem N € GLi(P(E)). Pel Truc de Higman (Lema [2.1.5) sabem que existeixen
n > ¢ i una matriu lineal M € GL,(P(E)) de manera que [N] = [M] en K;(P(E)).
Com que M € GL,(P(E)) tenim que (M) € GL,(K?%). Per tant, M = ¢(M)(1,+X)
per a una certa matriu X € M,(P(F)) homogénia de grau 1. Pel Lema tenim
que la inversa de U = 1,, + X és de la forma

Ul=1,-X4+X>— 4 (-1)"X" +--.
Sabem que X = Y _p1 Ace per a certes matrius A\ € M, (K) i, per tant, (per a
m > 1) tenim que X =3 pm Ayy. Com que U=l e M,(P(E)) i els termes de grau
diferent no es poden cancelar entre ells cal X™ = 0 per a algun m € N.
Com que P(FE) és (semi)hereditari dreta (Proposici6 [1.2.8)), per la Proposici6 [2.2.21

tenim que M, (P(E)) és de Rickart dreta i de la Proposicio n’obtenim que U €
V(M,(P(E))). Ara, per [49, Lemma 1.1] tenim que

V(Mo (P(E))) € ker (GLo(P(E)) — Ky (M(P(E)))).
Com que el functor K; és Morita invariant (vegeu [60] Exercise 2.1.8]) obtenim que

[N] = [M] = [e(M)] + [U] = [e(M)] = tue[M] = tu.[N]  en Ky (P(E)). O
3.2. L’anell de polinomis de Laurent cérner-guerxo

En aquesta seccié introduim la nocié d’anell de polinomis de Laurent cérner-
guerxo. Veurem, a més, que l'algebra de Leavitt d’un buirac finit sense piques es
pot dotar d’estructura d’anell de polinomis de Laurent corner-guerxo. Aquest fet ens
permetra calcular el K de les algebres de Leavitt d’un buirac en la Secci6 Fixem
k un anell commutatiu.

DEFINICIO 3.2.1. Sigui B una k-algebra unital. Un isomorfisme de cdrner de B
és un isomorfisme de k-algebres 3: B — pBp de B sobre la k-algebra pBp on p = p?
és un idempotent en B.

Un isomorfisme de cérner existeix, per exemple, en el cas d'una k-algebra B com-
plint B = M,(B). En efecte, si prenem p l'idempotent corresponent a la matriu
e11 € M, (B) a través d’aquest isomorfisme tenim un isomorfisme de corner B = pBp.

Considerem Danell Z-graduat

t'B sii>0
C:@Ci on C;={B sii=0
i€Z Bt~ sii<0
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on tyt— =1, t_ty = pi el producte ve induit per la regla t_bty = ((b) per a tot
b € B. Denotarem l'anell C per B[ty,t_; 3]. Ens referirem a un anell d’aquesta forma
com a un anell de polinomis de Laurent corner-guerzo.

Observem que en 'anell B[t,t_; 3] tenim un isomorfisme de moduls B[t t_; 5] =
pBl[ty,t_; 3] mentre que en 'anell B, en principi, nomeés teniem un isomorfisme d’anells
B = pBp.

Per a m > 1 escriurem p,,, = ™ (1). Els anul-ladors de ¢ i " s6n de la forma
segiient:

OBSERVACIO 3.2.2. ranng(t7') = (1 — pp)B i Lanng(t™) = B(1 — py,).

D’on en deduim que, de fet, t'B = t'p,, B i Bt™ = Bp,t™. La segiient ca-
racteritzacié dels anells de polinomis de Laurent cérner-guerxos resulta dtil en les
aplicacions:

LEMA 3.2.3 ([7, Lemma 2.4]). Sigui C = @, C; un anell Z-graduat contenint
un parell d’elements t1 € Cy i t— € C_;1 tals que t1t_ = 1. Aleshores ezisteix
un isomorfisme de corner f: Co — t_tLCot_ty, donat per B(c) = t_cty, 1 C =
CO[t-Ht—;ﬂ]'

Convé remarcar que en article [7] s’usa una notacié diferent a la nostra, ja que
els coeficients de t']" i ™ apareixen en el costat contrari que en el nostre cas. Com a
conseqiiéncia d’aquest lema tenim el segiient:

COROL-LARI 3.2.4. Sigui E un buirac finit sense piques. Aleshores L(E) és un
anell de polinomis de Laurent cérner-guerzo.

DEMOSTRACIO. Recordem que L(E) té estructura d’algebra Z-graduada posant
deg(e) = 1, deg(e) = —1 per a tot e € E' i deg(p;) = 0 per a tot i € E° (vegeu
Seccid . Com que F no té piques, per a cada vértex i € EY podem prendre e; € E'

tal que s(e;) = i. Posem t4 = Zle e, l_ = Z?Zl €;. De les relacions en l'algebra de
Leavitt
d d d d
i=1 i=1 i=1 i=1
Ara, pel Lema obtenim que L(E) = L(E)o[t4,t—;7] on 7(b) = t_bt4 és un
isomorfisme de corner 7: L(E)g — t_t+ L(E)ot_t4. O

3.3. El K, dels anells de polinomis de Laurent cérner-guerxos

En aquesta seccié continuarem usant part de la notacié de la seccié anterior, perd
k denotara un domini d’ideals principals commutatiu. Ens disposem a calcular el K;
d’un anell de polinomis de Laurent corner-guerxo B[ty,t_; /3] on B és una k-algebra
(unital). Per tal de fer-ho usarem els resultats de les Seccions i Els resultats
d’aquesta secci6 els trobem publicats en [5l Section 4].

Sigui Blt4,t—; ] un anell de polinomis de Laurent cérner-guerxo. Posem C; = B
per a tot i € N. Observem que §: C; — C;11 defineix un morfisme d’anells no unital.
Considerem el sistema dirigit

Lo loZ
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i prenem el seu limit directe en la categoria dels anells sense unitat
(3.3.1) R = h_r)n C;
(2

amb g;: C; — R les aplicacions candoniques.
Tot i que R és un anell sense unitat, si posem u; = g;(1) tenim que {u;};cn és una
unitat local de R. Considerem ara el segiient diagrama commutatiu

B B B

(3.3.2) Co Cy Co R
|

TN

y

Cy g & J Cy L R

que per la propietat universal del 1{mit directe indueix un morfisme p: R — R. Com
que p(u;) = uj—1 (on u—g = goB(1)) veilem que p és, a més, morfisme d’anells amb
unitat local. De fet, p és un automorfisme. En efecte, les aplicacions h;: C; — Ciyq
definides per h;(c) = ¢ ens indueixen un morfisme p~!': R — R que és l'invers de
p. Podem considerar R[t,t™1; p] anell de polinomis de Laurent guerxo sobre I’anell
sense unitat R (format per tots els polinomis de Laurent en la variable ¢ que tenen
els coeficients a R). Observem que R[t,t™!;p] també és un anell amb unitat local
{u;}ien. En efecte, si rt* € R[t,t™1; p] Nlavors r € w;Ru; N p~*(u;)Rp~(u;) per a
algun i. Aixi, 7t* = wirp=*(u)tF = wirt*u; € wR[t, 7 plu; i tenim R[t, ¢ p] =
Usen wiR[E t™ % plui, com voliem.

Prorosicio 3.3.1. Sigui B una k-dalgebra unital ¢ 5: B — pBp C B un isomor-
fisme sobre un cérner propi, sigui R Uanell amb unitat local {u;};en definit en (3.3.1)
(a partir d’aquests B i 3) i p: R — R l'automorfisme d’anells amb unitat local definit
en ([3.:3.2). Per a tot £ € N tenim isomorfismes: Blty,t_; 3] = wR[t, t™; plug.

DEMOSTRACIO. En efecte, definim el segiient morfisme d’anells graduats no unital

Blty,t—;p] = R[t,t™"; p]
ti_b — Wtigg(b)
bti, — gg(b)tiiUg

és clar que imy, C wR[t,t7 1 pluy. A més, kergy, = 0. En efecte, com que g és
injectiu tenim que si 0 = pp(t{.b) = upt'ge(b) = t'p'(ur)ge(b) = t'ge(B°(1)b) Uavors
Bi(1)b = 0. Ara, per la Observacio ranng(ty) = (1 — 3(1))B i veiem que
t' b = 0. Per als elements de la forma bt* procedim de manera analoga.

Vegem que im ¢, = uR[t,t~%; plug. Qualsevol element de ugR[t, t~1; pluy és suma
d’elements de la forma ust’g;(b)u, on, per fixar idees, suposem que i > 0. Com que
UpUjtpp = Up 1 ui+gti = t'uy per a tot i > 0 tenim que

ugt' g (b)ue = ugt'ueg; (b)ue = ugt' goy (67 (1)B° ()3 (1)) = uet'gos5(87(c)) = uet'ge(c)

té antiimatge per ¢, (on hem usat que 47(1)34(b)3(1) = #(c) per a algun c € B).
Per als elements amb ¢ < 0 procedim analogament. O
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De la Proposicié anterior en deduim que Ki(B[ty,t_;]) = Ki(uoR[t,t™1; plug)-
Per tal de calcular aquest darrer grup ens resultara tutil la versi6é no unital del Teorema
de Bass, Heller, Swan, Farrell, Hsiang i Siebenmann aplicada a I'anell R[t,t™1; p].

DEFINICIO 3.3.2. Donat B un anell amb un isomorfisme de corner 3: B — pBp.
Posem R TD’anell amb unitat local definit en i p: R — R lautomorfisme de
R definit en (3.3.2). Definim el grup de classes de torsié de (B, [3) per K1(B,f3) =
Kl(R7 p)

Observem que R és una algebra unital si i només si p = 1. En aquest cas, § és un
automorfisme i la definici6 anterior coincideix amb la que hem donat préviament de
grup de classes de torsi6.

TEOREMA 3.3.3. Siguin B una k-algebra unital ¢ B: B — pBp un isomorfisme de
corner. Posem R Uanell amb unitat local definit en (3.3.1) i p: R — R l'automorfisme
de R definit en (3.3.2). Aleshores ezxisteir una successié exacta escindida

0 — K1(B,3) — Ki(Blty,t_; ) — Nilg(R4, p~ ') @ Nilo(R+, p) — 0.
A més, K1(B,3) encaiza en una successid exacta

Ki(B) 222 Ky(B) —— K\(B,B) —— Ko(B) ——2 Ko(B),

on 3 : B — B denota la composicié de 3: B — pBp amb la inclusic pBp — B.
DEMOSTRACIO. Pel Teorema tenim una successioé exacta escindida
0 — K1(R, p) — Ki(Ry[t,t Y pl, R[t,t ™% p]) — Nilo(Ry,p~ ") @ Nilg(Ro, p) — 0.

Per la Definicio tenim que K;(B,3) = Ki1(R,p). Ara, pel Teorema [1.6.16
junt amb la Proposicié obtenim:

Ki(Ry[t,t %5 pl, R[5 p]) = lim K (weR[t, 615 plug) & lim K (B4, t-; 5)),
on el darrer limit el prenem respecte a les aplicacions
ﬁi : KI(B[t-H t—; /8]) - Kl(B[t-f—’ t—:ﬁ])

Com que p és un idempotent ple en Blti,t_; 5] (ja que 1 = t4t_ i p = t_t4), en
deduim que el morfisme anterior és un isomorfisme i, per tant lim K 1(Blt4,t—;08]) =
K1(B[ty,t_;3]). Obtenim, doncs, la segiient successié exacta

0 — K1(B,3) — K1(Blty,t_; ]) — Nilg(R4, p~ ') @ Nilo(Rs, p) — 0.
Nomeés resta estudiar el terme K;(B, ) = Ki(R,p). Pel Teorema [1.7.12 sabem

que aquest terme encaixa en la segiient successié exacta

0 — Ki(Ry,R)/1(ps) — K1(B, ) — Ko(R)™* — 0.
Ara, pel Corol-lari [1.6.14 tenim que Ko(R) = @Kg(R@) i pel Teorema [1.6.16

veiem que Ki(R4, R) & lim Ky (Ry). Com que els isomorfismes ¢p: Blt4,t—; 0] —
upR[t,t=1; pluy de la Proposicié ens donen isomorfismes @y : B — Ry tenim
també que Ko(R) = lim Ko(B) i K1(R4, R) = lim K;(B), on els limits directes els
fem respecte als morfismes induits per 3': B — B.
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Com que els conuclis commuten amb els colimits tenim que
coker(1 = p.) = Ky(Ry, R)/1(p) = lim(K: (B)/1(8,) = coker(1 — B))

i com que (3,: K1(B)/I(8.) — K1(B)/I(3.,) és la identitat tenim Kj(Ry, R)/I(ps) &
K1(B)/1(8,).

D’altra banda, si tenim [P] € Ko(R) tal que [P] — p«[P] = 0 velem que existeix
[Q] € Ko(B)% tal que [P] = gi[Q] (com abans, g;: C; = B — R denota les inclu-
sions canoniques). Ara, com que (,: Ko(B)% — Ko(B)% és la identitat tenim que
Ko(R)"* = Ko(B)%. En definitiva, hem obtingut la successio exacta

0 — K1(B)/I(8.) — Ki(Bts,t—; ) — Ko(B)* — 0,
com voliem. |
En cas que l'anell Ry sigui semihereditari, pel Lema tindrem que
Nilg(Ry,p) = Nilo(Rs,p~*) =0,

donant-nos una formula més senzilla per a K (B[t+,t_; 3]). En general, el limit directe
d’anells semihereditaris pot no ésser semihereditari. En trobem un exemple, en [17]
Remark 4.3]. En el nostre cas particular tenim unes hipotesis ad hoc que ens permeten
assegurar que obtenim un anell semihereditari. Per a veure-ho ens caldra la segiient
observacio:

OBSERVACIO 3.3.4. Sigui R un anell, h € Idem(R) tal que hR = aR & bR. Ales-
hores h = e+ f amb e € aR, f € bR idempotents ortogonals.

En efecte, h=e+ f peracertse € aRi f € bR. Com e, f € hR i h és idempotent
tenim que he = e i hf = f. També, com h?> = eh + fh =e+ f i per ser aRNbOR =0
tenim que eh = e i fh = f. Ara, com e? + ef = eh = e = he = €2 + fe tenim que
ef = fe=01ie? = e. Igualment, tenim que f2 = f.

LEMA 3.3.5. Sigui B una k-algebra (unital) semihereditaria per la dreta amb un
isomorfisme sobre un cérner, 3: B — pBp, p = p> # 0,1. Sabem que per a tot \ € k
es compleiz que r.anng(\) = e(A\)B per a algun idempotent e(\) € B. Suposem que
per a tot X € k i per a tot n € N tenim que e(\) € im 8. Considerem el limit directe

BL.pLpl. .
i stgut R = lim B. Aleshores Ry és semihereditari dreta.

DEMOSTRACIO. Denotem per {e, }nen la unitat local de R donada per les imatges
de la unitat de B en cada pas. Per la Proposici6 (el seu dual, de fet) n’hi ha prou
de veure que per a tot a € M;(Ry), 'anul-lador r.annyy, g, )(a) esta generat per un
idempotent. Identificarem els elements de Ry amb la seva imatge en M;(R,) a través
del morfisme a — diag(a,...,a). Amb aquesta identificacié tenim que e, M;(R)e, =
M;(R,), on R, = e, Re,. Aixi M;(R) = J,, enM;(R)ey i, per tant, {e,} és una unitat
local de M;(R). Tenim que M;(k) = M;(Ry)/M;(R). Escriurem S, per M;(R,).
Com que B és semihereditari i R, = B per a tot n tenim que S, és de Rickart dreta
(per la Proposicio 2.2.21). Denotem per ¢,,: M;(B) — S, € M;(R), les aplicacions
candniques i posem S, & M;(k) = {z + X € M;(Ry) | v € M;(Ry,), X € M;(k)}.
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Sigui ara a € M;(R4+), podem escriure a = x + X € S, @ M;(k) per a algun n.
Com que S, té unitat sabem que S, & M;(k) = S, x M;(k), via z+ X — (x+e, X, X).
Sense pérdua de la generalitat podem suposar que la matriu X és diagonal de
la forma diag(A1,..., A, 0,...,0) amb A; | A\jy1. En efecte, tenim que per a certes
matrius invertibles P,Q € GL;(k) la matriu D = PX(Q és diagonal de la forma
desitjada. Ara, si r.anny,(g,)(d+ D) = gM;(Ry) per a cert idempotent g, aleshores
r.annMi(R”(P_ldQ_1 + X) = QgQ ' M;(R.) esta generat per un idempotent.
Observem que, si m > n, per a qualsevol y € S, tenim que

(3.3.3) r.anng,, (y) = r.anng, (y)Sm @ (em — €n)Sm

Vegem-ho. Posem que r.anng, (y) = hS,, amb h un idempotent (I’anul-lador és d’a-
questa forma perque S, és de Rickart dreta). Tenim que hS,, D (em, — €n)Sm- Aixi,
per la Llei Modular, veiem que hS,, = (hSy, NenSm) ® (em — €n)Sm. D’aquesta des-
composicié n’obtenim que h = g+ (e, —e,)s amb g € e,5, 1, per la Observacio m
és una descomposici6 en idempotents ortogonals. Substituint g per ge,, podem suposar
que g € S, i tenim que r.anng, (y) = ¢S, d’on obtenim (3.3.3).

Observem que, per a una matriu diagonal X = diag(\1,..., A, 0,...,0) € M;(k),
tenim que r.annyg, gy (X) = fM;(B) ® EM;(B) on f = diag(f1,..., fr,0,...,0) amb
ranng(\;) = fiB, fi = f} 1 E = diag(0,...,0,1,...,1) on hi ha r zeros. Ara, tenim

(3.3.4) r.anng, (e, X) = ¥Y1(f)Sm & ESn,

En efecte, sigui y € r.anng, (€, X), tenim que y = 1,,,(b) amb b € B. Com que
0 = e Xt (b) = ¥ (XD) 1 1y, és injectiva tenim que b € fM;(B) @ EM;(B). Posem
que b = fc+ Ec. Com que r.anng()\;) = fiB amb f? = f;, per hipotesi, té sentit
considerar B~ FL(f;). Aixi, tenim que y = ¥, (b) = Y1 (BT f))vm(c) + Epm(c).
Ara, com que X¢1(3™F(f)) = 0 tenim que B~™FL(f) € fM;(B) d’on veiem que
r.anng, (e, X) C ¢Y1(f)Sm @ ESy,. L'altra inclusi6 és clara.

Com que S, és de Rickart dreta, S, x M;(k) també ho és. Per tant,

r.anng, x (k) (T + en X, X) = (e, E)(Sn x M;(k))

on (e, E) és un idempotent. Ara, com X = diag(A1,...,Ar,0,...,0) podem suposar
E = diag(0,...,0,1,...,1) on hi ha 7 zeros. Sigui t € r.anny; g, )(a), aleshores
t € Sy @ M;(k) per a algun m > n. Sigui (s,S) € Sp, x M;(k) ’element corresponent
a t per l'isomorfisme. Tenim, doncs, que

s € ranng,, (z + ep X + (e —ep)X)

ique S € r.annyy, ) (X) = EM;(k). Tenim la descomposici6 s = e,s + (em — €,)s on
ens € eSy, per (3.3.3) 1 (e —en)s € raanng, (€, X). Per tant, (e, —en)s = E(em—en)s
per (3.3.4). Tenim, doncs:
t=s+(1—en)S=ens+ (em—en)s+ (1 —en)S €eMi(Ry)® (1 —e,)EM;(Rs)
Aixo demostra que r.annyy, (g, y(a) = (e + E(1 —e,))M;(Ry) amb e+ E(1 —e,) €
Idem(M;(Ry)), com voliem. O

L’anterior es compleix, per exemple, si B no té k-torsid, és a dir, si per a tot A € k
tenim que r.anng(\) = 0:
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COROL-LARI 3.3.6. Sigui B una k-algebra (unital) semihereditaria per la dreta,
amb un isomorfisme sobre un cérner, 3 : B — pBp, p = p*> # 0,1 i sense k-torsid.
Aleshores Ry (amb la notacid anterior) és semihereditaria per la dreta.

DEMOSTRACIO. Es clar que ens trobem en les hipotesis del resultat anterior ja
que, com que B no té k-torsio, 'anul-lador en B d’un element de k és zero. ]

COROL-LARI 3.3.7. Siguin B una k-dalgebra (unital) semihereditaria dreta sense
k-torsid, p € B un idempotent no trivial i 3: B — pBp un isomorfisme. Aleshores
K1 (B[ty,t—;3]) encaiza en una successid exacta

K(B) 22 Ki(B) — Ky(Blty, t3 8]) — Ko(B) —2 Ko(B).

on 3 : B — B denota la composicié de 3: B — pBp amb la inclusic pBp — B.

DEMOSTRACIO. Si, com abans, posem R ’anell definit en (3.3.1)) a partir d’aquest
B i del seu isomorfisme de corner 5 i p: R — R V'automorfisme definit en (3.3.2)

tenim, pel Corol-lari iel Lema que
Nilo(Ry,p) = Nilg(Ry, p') =0
i obtenim el resultat pel Teorema [3.3.3 ]

Aquest resultat ens permet, per exemple, calcular el K de I'algebra de Leavitt
d’un buirac (finit) sense piques, cosa que farem en la segiient secci6. Ens convindra
disposar d’una descripci6 explicita del morfisme K1(B) — Ky (Blt+,t—;4]).

ProPOSICIO 3.3.8. Sigui (B, 3) un anell amb un isomorfisme de cérner. Aleshores
el morfisme K1(B) — K1(Blty,t_;0]) del Teorema(3.3.5 és el morfisme induit per la
inclusié B — Blty,t_; ).

DEMOSTRACIO. Posem R i p definits com en (3.3.1) i (3.3.2) respectivament. De
les definicions dels morfismes

j: Ki(Ry) — Ki(Ry,p) (donada en el Lemal[l.7.8)
i: Ki(Ry,p) — Ki(R.[t,t7 % p]) (donada en [65] §10|)

en deduim que la composici6 i o j: Ki(Ry) — K1 (Ry[t,t™1; p]) és aplicacié induida
per la inclusi6 Ry — R [t,t7!;p]. Ara, resseguint la cadena de morfismes de la prova
del Teorema [3.3.3] obtenim el resultat facilment. O

3.4. El K; de l’algebra de Leavitt d’un buirac

En aquesta seccié farem us dels resultats de la seccié anterior per a calcular el
K de l’algebra de Leavitt d’'un buirac finit sense piques. Veurem també que podem
estendre aquest calcul a un buirac finit qualsevol.

DEFINICIO 3.4.1. Donat un buirac E amb conjunt de vértexs E° = {1,...,d}
definim la seva matriu d’incidéncia, Ap = (ag) € My(Z), per

ag =|{ee€ E! | s(e) =1, r(e) =}
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Recordem que F(E) denota el conjunt de totes les fonts en E. Sigui E un buirac
(finit) amb E° = {1,...,d} i d = |F(E)|. Reordenant, si cal, E° podem suposar
que les fonts de E son els d’ primers vértexs, de manera que les d’ primeres columnes
de la matriu d’incidéncia Ag son zero. Posarem A, € My (4—qy(Z) la matriu resul-
tant de treure aquestes d’ primeres columnes. La segiient proposici6 generalitza [5]
Theorem 5.3]:

ProposiciO 3.4.2. Sigui E un buirac (finit), sense piques. Aleshores:

Ki(L(E)) & coker (A’E - (1434,) (K)o (KX)d) @
ker (A;; — ( 0 ) L 74 Zd> .

1, o

DEMOSTRACIO. Pel Corol-lari tenim que L(E) = L(E)o[t4+,t—;7] on t4 =
E?:l e, t— = Z?:l & per a uns certs e; € s (i) fixats i 7(b) = t_bt, és un isomor-
fisme de corner sobre t_t L(E)ot_t4. Observem que

L(E)o = K (af | o, f € E", s(a) = s(9))

és una K-algebra sense K-torsio6. A més, per [10, Demostraci6 del Teorema 5.3| tenim
que és ultramatricial; en particular és semihereditaria. Denotem per 7 la composicio
de 7 amb la inclusié t_t L(E)ot_ty — L(E)o.

Ara, pel Corol-lari tenim que la segiient successié és exacta:

1-7, 1-7!
(3.41) Ki(L(E)o) — Ki1(L(E)o) — Ki(L(E)) — Ko(L(E)o) — Ko(L(E)o)-
Per tant, tenim la segiient successi6 exacta

(3.4.2) 0 — coker(1 —7,) — K1 (L(E)) — ker(1 — 7,) — 0

De lestructura de L(FE)y = li_n)1L07n com a algebra ultramatricial descrita en
[10, Demostracié del Teorema 5.3| i de la continuitat del functor Ky n’obtenim que
Ky(L(E)) és isomorf al limit directe:

! 4 2
2t —z' 02! — (27) ez — -

A\ T A ntl
on els morfismes de transicié <Zd ) ezt — (Zd ) ®Z® vénen donats pel producte

(esquerra) per les matrius:

1,00 O
Ay = ( ( gl)d Ab) € M((nt1)d/+d)x (nd'+d) (Z)-
Analogament tenim que Kj(L(E)p) és isomorf al limit directe
' N 2
()" — ()" e (1) — (1)) & (K1) — -

amb les aplicacions de transicié donades també pel producte per la matriu A,,.
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Observem ara que 7,: K;(L(F)o) — K;(L(E)y), per a i« = 0,1, ve induit pel
segiient limit directe:

Ap
- —— Ki(Low) —— Ki(Lon+1) K;i(L(E)o)
o [ [
An
- —— Ki(Lopny1) — Ki(Lons2) K;(L(E)o)
on ), = (1m?/+d) € M((n+1)d'+d)x (nd'+d)(Z). Per tant, tenim que el morfisme

1—7.: Ki(L(E)) — K;(L(E)o)

ve induit pel limit directe:

A'"/
- —— Ki(Lon) —— Ki(Lont1) Ki(L(E)o)
Anignl J{An+lfﬂn+1 J/I_Ti

An
- —— Ki(Lon+1) — K;i(Lon+2) Ki(L(E)o)

Per ai=0,11in € N tenim que

ker(An — Q) = ker (A'E - (1d°_ ., ))
coker(A,, — Q,) = coker (A’E - (1d9d, )) .

A més, els morfismes induits ker(A,, — Q,) — ker(Ap41 — Qp41) 1 coker(A, —Q,) —
coker(A,11—Qp,+1) s6n la identitat, cosa que ens permet identificar els nuli i el conucli
que apareixen en la successio (3.4.2):

ker (1 — 71: Ko(L(E)o) — Ko(L(E)o)) = ker (A’E - (1£d, ))

coker (1 — 7/: K1(L(E)o) — Ki(L(E)o)) = coker (Ab - < 0 )) .

1d—d/

Com que ker (A’E - ( 0 ) Y/ Zd> és un grup abelia lliure, la successio (3.4.2)

ld—d’
és escindida, d’on n’obtenim que

K (L(FE)) = coker <A}; - <1£d,> : (Kx)d_d/ — (Kx)d> @
ker<A'E—( 0 ) :Zd*d/—>Zd). O

1, 4
Refinant una mica I'anterior podem donar una descripcié més precisa de la imatge
del morfisme K1 (L(E)p) — K1(L(E)) en (3.4.1). Tenim el segiient:

ProprosiciO 3.4.3. Sigui E un buirac finit sense piques. La imatge del morfisme
v: Ki(L(E)o) — Ki(L(E)) en la successid exacta (3.4.1)) és el subgrup de K1(L(E))
generat per les classes dels elements (K*)? C U(L(E)).
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DEMOSTRACIO. En efecte, per l'exactitud de (3.4.1) tenim que ¢ factoritza a
través de coker(1 — 7). Tenim el segiient diagrama commutatiu amb files exactes:
(K1 —— coker(( 0 )—A’E) —— 0

0
(1 _ /)_A/E
(KXt 1, w

o I ~|

7_/

Ki(L(E)) =  Ki(L(E)) —  coker(1—7)  ——0,
on a(Agr41,--.,Aq) és la classe de 'element
(1,.. .1, g1y M) € (KX CU(L(E)y) en Ki(L(E)o),

B(A1, ..y Aa) = [A1, ..., A\, laseva classe en K (L(E)p), i+ ve induit per la propietat
universal del conucli.

Per la Proposicio tenim que ¢ ve induit per la inclusio. Per tant, de la com-
mutativitat del diagrama, en deduim que im ¢ coincideix amb el subgrup de K (L(E))
generat per les classes de (K ). O

Donar la descripcio dels elements del complement de im ¢ en K;(L(E)) és una
mica més complicat. Ho veurem més endavant, en la Secci6 .4l A continuacié volem
estendre la Proposicio [3.4.2] a buiracs finits generals. Tenim el segiient lema:

LEMA 3.4.4. Sigui E' un buirac finit i considerem F un subgraf de E' amb d = |F°|
i d el nombre de fonts de F. Suposem que ezisteiz un vértex v € E'°\ FO tal que
rp(v) # 0 sp(ry (v)) € FO. Prenem el buirac E = (E°,E',rg,sg) on E° =
FOU{v}, E' = F' U7y (v) i amb les aplicacions d’incidéncia definides per restriccio
de les de E'. Aleshores es compleiz:
(i) L(E) i L(F) son Morita equivalents.
(i) ker (A= (1,0, ) 24 - 28) e (A — (1,0, ) - 217 — 7).

1 g
(iii)
coker (A’F — <1£d/) : (Kx)d_d, — (Kx)d> =
coker (A% — (1,5, )+ (B)™ = (k)").

DEMOSTRACIO. Observem que F' és un subgraf complet de E (és a dir, la
inclusi6 ¢: F — E és un morfisme de grafs complet) per tant, per la Observaci6 m
podem pensar L(F') com un subanell de L(E). Posem p = >, pop; € L(E) i vegem
que L(F) = pL(E)p. En efecte, és clar que L(F') C pL(E)p. Per a veure la inclusio
contraria, prenem o, 3 € E* amb s(a) = s(8) i r(a),r(8) € F°. Tenim que af €
pL(E)p, amés, tot element de pL(E)p s’expressa com una combinacio lineal d’elements
d’aquesta forma. Com que v és una pica en E veiem que «a, 3 € F*.

Observem que p és un idempotent ple en L(E), ja que 1g = > icpopi + Do =
P+ Ze@;(v) épseye € L(E)pL(E). Per [39] (18.33)] tenim que L(E) i L(F) son
Morita equivalents.

i En efecte, recordem que ag denota les entrades de la matriu A% (on
i€ E%ije E°\ F(E)). Tenim que, per a tot j € E°\ F(E), aj; = 0. Ara, és clar
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que les matrius segiients son equivalents per transformacions elementals

A’E—< ’ >~ Ap = (1) 0
Livi-a 0 —1

cosa que demostra el resultat. O

Donat un cami o € E™, n > 1, denotarem per v(«a) el conjunt de tots els vértexs
que apareixen com a origen o final de les arestes de a. En el cas d’un cami trivial
i € EY posarem v(i) = {i}. Escriwrem Lgp = {a € E* | |v(a)| = |a| + 1}, el
conjunt dels camins de E sense repeticions de vértexs. Recordem que rg+, sg= denota
I'extensié de les aplicacions d’incidéncia rg, sg sobre el conjunt de tots els camins, és
a dir rg«, sp-: E* — EO.

Donat un buirac finit £/ amb cicles orientats definim el seu subgraf sense piques
E com el buirac donat pels conjunts E = {v € E° | s;i(v) € Lg}, B' = {e € E' |
rp(e) € E°) i amb les aplicacions d’incidéncia donades per la restriccio de rg,sp a
E'. Observem que aquest és un subgraf ben definit, ja que, si v € Eliec rgl(v)
aleshores sp(e) € E°. En el cas que F no tingui cicles orientats E denotara el buirac
buit.

LEMA 3.4.5. Sigui E un buirac finit. Aleshores E és un subgraf complet de E sense
piques i tal que si o € E* és un cami tancat no trivial aleshores o € E*.

DEMOSTRACIO. En el cas que F no tingui cicles orientats és clar que el subgraf
buit compleix el resultat. Suposem que FE té cicles orientats, per definicié tenim que
E és un subgraf complet. Observem que si v € E° aleshores TE} (v) C E*. Ara, si
a € E* és un cami tancat no trivial tenim que r(a) € EY i, per tant, o € E*.

Prenem ara v € E°. Per construcci6 existeix algun a = ej---e, € spi(v) tal
que |v(a)| < n. Per tant, d’entre els vértexs del conjunt {r(e1),...,r(e,)} n’existira
algun, posem que sigui r(e;), tal que existeix un cami tancat no trivial basat en r(e;)
(en principi un subcami de ). De I’anterior en deduim que 7(e;) € E%ie;---e; € E*,
cosa que ens diu que v no és una pica en E. O

TEOREMA 3.4.6. Sigui E un buirac finit amb E° = {1,...,d} i d = |F(E)|.
Llavors:

K1(L(E)) & coker (A’E - ( 0 ) (KX)o (KX)d) ®

1, 4
0 d—d’ d
ker(A};—(ldfdJ:Z —>Z>.

DEMOSTRACIO. Considerem F el subgraf de E donat per FO = E° U F(E) i
F1 = E' amb les aplicacions d’incidéncia donades per restriccié. Usant el Lema m
veiem que F' és un subgraf complet de F tal que tot cami tancat no trivial (de E) té
totes les arestes en F''. A més, les fonts de E coincideixen amb les de F.

Posem t = |F°| i k = d —t. Suposem que k > 0. En aquest suposit construirem
inductivament una cadena de subgrafs complets de E, Fy C F1 C --- C F, = E amb
|F£r1 \ F?| = 1, de manera que per a tot i es compleixi el segiient:

(i) F(F) = F(E).
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(ii) L(F;) i L(Fj4+1) son Morita equivalents.
(i)

ker (A/F,L- — (1 0 ) cgttied ZtH) o

t+i—d’
ker (A}M - (1 0 ) /AR Zt““).

t+it+1—d’
(iv)

coker (A/F; _ (1 0 ) : (Kx)t-i-i—d’ . (Kx)t—i-i) ~

t+i—d’

coker <A/Fi+1 — <1t+i-?—l—d/> : (Kx)t+z+1—d’ - (Kx)t+z+1) .

Posem Fy = F. Suposem definit F; (k > ¢ > 0) i definim inductivament Fjy;.
Vegem primer que existeix un vértex v € E0\ F? tal que sp(ry'(v)) C FP. En efecte,
prenem v; € E°\ F?. Com que F(F;) = F(E) tenim que r3'(v1) # 0. Si existeix
e] € 7’51(1}1) tal que sg(ey) & Fi0 prenem vo = sg(e1). Com que el nombre de vertex
en EO\ Fi0 és finit, si procedim d’aquesta manera obtenim o bé un vértex v € E?\ Fi0
(i, per tant, amb 7' (v) # 0) tal que sp(rz'(v)) € FY o bé una successio d’arestes
e1,...,em € EY\ F! de tal manera que sg(en) € {re(e1),...,7g(em—1)}. Pero aquest
segon cas no es pot donar: altrament, el cami o = e, ---e1 € Lg i, en conseqiiéncia,
sgplem) € E° C Fi0 cosa que es contradiu amb la manera d’escollir les arestes e;.
Posem, doncs, F,, = FPU{v} i F}, = F}'U 7 (v). Per construccié obtenim (i) i
que F; és un subgraf complet de F per a tot . , i es deriven del Lemam

Deduim, doncs, que L(F) i L(F) son Morita equivalents i, en conseqléncia,
Ki(L(E)) = Ki(L(F)). Posem ¢ = |[{v € F(E) | sgi(v) C Lg}|. Es clar que
Ki(L(F)) = K|(L(E)) ® Hle K*. Pel Lema tenim que E no té piques, per
tant, de la Proposicié n’obtenim que

K1 (L(E)) = coker (A;; - <1£d,) : (KX)t—d' - (Kx)t—e) ®
ker (AE — (1 0 ) /N Zt%> )

t—d’

Ara, dels isomorfismes

ker (A — (1,2, ) s 277 = 27) 2ker (4~ (1,0, ) 1 27" = 2)

t—d’ t—d’

L
coker <A’E — (1£d,> : (KX)tfd' _ (KX)FZ) @ HKX ~
i=1

coker (A/F - <1£d/> : (Kx)tid/ - (Kx)t)

en deduim el resultat per al cas k = 0, és a dir, quan F = F. I usant també els
isomorfismes de i per a tota la cadena de subgrafs F' = Fy C --- C Fp, = F
n’obtenim el resultat per a k£ > 0. g
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3.5. El K, de I’algebra regular d’un buirac

En aquesta seccié6 donarem una primera descripci6 del K; de 'dlgebra regular
Q(FE). Completarem aquest calcul més endavant, en el Capitol .

Sigui M un monoide abelid. Un ideal d’ordre és un conjunt I no buit tal que per a
tot z,y € M, x+y € I siinoméssix,y e I. Necessitarem el segiient resultat d’anells
regulars de von Neumann:

ProprosIcIO 3.5.1 ([34], Propositions 7.3 1 7.4]). Sigui R un anell regular. Alesho-

res hi ha una correspondéncia bijectiva entre els ideals bilaters de R 1 els ideals d’ordre
de V(R). De fet, un ideal d’ordre J de V(R) es correspon amb Uideal I de R generat
per tots els idempotents e € R tals que [eR] € J.

De manera analoga a les séries formals en una variable, podem considerar una
versi6 de les séries formals per a anells de Laurent cérner-guerxos:

DEFINICIO 3.5.2. Siguin B un anelli #: B — pBp un isomorfisme sobre un cérner.
L’anell de séries formals de Laurent cérner-guerzo, en simbols B((t4; 3)), ve donat per
les expressions formals

Dbt 4y b,
i=j i=0
amb b_; € Bp;ib; € p;B per ai > 0.

Ara estem en condicions de veure que el grup Ki(L(FE)) és un sumand directe de
K1(Q(E)).

Proposicio 3.5.3. Sigui E un buirac (finit). Aleshores, el morfisme

Ki(L(E)) — K1(Q(E)),

mduit per la inclusid, és injectiu escindit.

DEMOSTRACIO. Suposem primer que E no té piques. En la seccio hem vist
que, en aquest suposit, L(E) = L(E)o[ty,t_;3] on t4 = Zle e it = Zgzl €
per a uns certs e; € 3*1(1') fixats. Com que F no té piques tenim que, per a tot

j =1, B9 Nsgi(i) # 0. Donat i € E° posem 7Y = p; i n} = e;. Pera j > 1

definim inductivament nf = 7717 _ler(n;q). Fixats aquests elements definim el morfisme

¢: Rat(E) — L(E)o((t+;0) via Z'yeE* Ay = 3 ti— <Z|7|:i )"yﬁ?;wﬂ/) Donat
f € E' posem ty = fn;(f)t_. Tenim que
p(e)ty = t+ﬁi(e)€77751(f)t— = 5eft+ﬁ;(e)77;(f)t— = e fPs(e)-
Ara, per la Proposicid existeix un Unic morfisme de K-algebres
¢t Bar(E) (E;7,0) — L(E)o((t+; )
tal que ¢(f) = ?ni(f)t, i @RM(E) = ¢. Com que, per i € EY,

Glpi— > ee|=pi— > enlt-tiiige=pi— > ee=

ecr—1(7) ecr—1(7) ecr—1(7)
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obtenim un morfisme ¢: Q(E) — L(E)o((t+; 3)) estenent ¢.

Vegem que v és injectiu. Pel Teorema sabem que Q(F) és un anell regular
de von Neumann i que V(Q(E)) esta generat per [p1Q(E)],..., [paQ(E)]. Ara, de la
Proposicio en deduim que tot ideal no nul de Q(E) conté algun dels idempotents
p1,...,pd- Com que per a tot i € EY tenim ¢ (p;) = p;, forcosament ker ) = 0.

Per tant, podem suposar que tenim inclusions L(F) C Q(F) C L(E)o((t+;3))- De
[5) Corollary 6.2] tenim que la inclusié indueix un monomorfisme escindit

Ki(L(E)) — K1 (L(E)o((ty;3))-

En conseqiiéncia, el morfisme K;(L(F)) — Ki(Q(F)), induit per la inclusio, és un
monomorfisme escindit.

En el cas que E tingui piques, sabem de la seccid que existeixen un subgraf F
amb FO = EOU i F' = E' (on F és el subgraf maximal sense piques) de forma que
tenim el segiient diagrama:

K1(L(E) @ (K*)" —— Ki(Q(E)) & (K*)"
K (L(F)) —

A més, existeix un idempotent ple p € L(E) tal que
pL(E)p = L(F) = L(E)o[ty,t; 5] x (K)",

=
<
~

)

de manera que L(F) i L(F') son anells Morita equivalents. Com que els elements
de Q(E) sén combinacions K-lineals (potser infinites) d’elements en L(FE), és clar
que Q(F) = pQ(E)p. Per tant, Q(E) i Q(F) sén Morita equivalents. Ara, de la
commutativitat del quadrat segiient:

Ki(L(F)) —— Ki(Q(F))

gl F

Ki(pL(E)p) —— Ki(pQ(E)p)

gl lg
K(L(E) —— Ki(Q(E)),

on els morfismes horitzontals vénen induits per la inclusi6. Deduim, doncs, que
Ki(L(F)) — Ki(Q(F)) és un monomorfisme escindit, com voliem veure. O

COROL-LARI 3.5.4. Sigui E un buirac (finit) amb E° = {1,...,d} i d = |F(E)|.
Llavors:

K1 (Q(F)) = coker (ASE — <1£d,) : (Kx)d_d/ — (Kx)d) @
ker (A'E — (Lﬁd/) 74 Zd> @G
on G és un grup abelia a determinar.

DEMOSTRACIO. En efecte, és conseqiiéncia de la Proposicié junt amb el
Teorema [3.4.61 O
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Calcularem explicitament el grup G en el Teorema [4.5.9



CAP{TOL 4

Moduls finitament presentats sobre I’algebra de Leavitt
d’un buirac

En aquest capitol estudiem els moduls finitament presentats sobre l’algebra de
Leavitt d’un buirac. En les dues primeres seccions generalitzem alguns resultats de
I’algebra lliure al cas de l’algebra de camins d’un buirac. Concretament, en la Secciod.1
velem que existeix una formula de Lewin-Schreier (analoga a la de l’algebra lliure) en el
cas de P(F). En la Seccid veiem que la Teoria de Cohn de I’algoritme feble admet
també una versi6 (amb unes definicions adaptades) al nostre cas, cosa que ens permet
estendre un resultat de Lewin sobre I'algebra lliure a P(E) (Teorema [4.2.18). Aquest
resultat és la clau per a obtenir la forma dels L(E)-moduls finitament presentats
en la Secci6 4.4 En la Seccio veiem d’'una banda que, com a aplicaci6 senzilla
dels resultats que tenim, I'algebra Q(F) és la localitzaci6é perfecta dreta maximal de
P(E). D’altra banda veiem també que Q(E) és una certa localitzacié universal de
P(E) que, en la darrera seccid, ens permetra calcular explicitament el complement de
Ki(L(E)) en K1(Q(F)). En la Seccio veiem que la categoria dels L(F)-moduls
fintament presentats, fp(L(FE)), i la categoria dels L(E)-moduls finitament presentats
de longitud finita, fp(L(F))a, es poden obtenir com un quocient de les categories
corresponents sobre P(E). Recordem que usem la Notaci6 [1.2.3} tret que s’indiqui el
contrari F denotara un buirac finit amb E° = {1,...,d} (on d = |EY|).

4.1. Moduls finitament presentats sobre ’aAlgebra de camins

Recordem que per al cas que R = K(X) sigui l'dlgebra lliure en n variables, per
a tot R-modul M de K-dimensié finita tenim una férmula de Lewin-Schreier que ens
relaciona xr(M), la caracteristica d’Euler de M, amb la K-dimensi6 de M:

Xr(M) = (1—n)dimg (M)

(vegeu [45], Theorem 4] o [20, Theorem 2.5.3]). En aquesta seccié veurem, usant un
resultat general de Bergman i Dicks [17], que tenim una formula analoga per al cas
de I'algebra de camins d’un buirac.

Denotarem per Mod-R la categoria dels R-moduls dreta i per fp(R) la subcate-
goria plena dels R-moduls dreta finitament presentats. Donat un R-modul M amb
una resolucié per moduls projectius finitament generats,

O—P,— - —F—M-—70

definim la seva caracteristica d’Euler com xg(M) = > 1" (—=1)![P;] € Ko(R). Es ben
sabut que aquesta no depén de la resolucié de M (vegeu per exemple [47) (3.50)]). De

79
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vegades, per a un A-anell R podem relacionar la caracteristica d’Euler d’'un R-modul
M com a R-modul i com a A-modul:

DEerINICIO 4.1.1 ([I7, (64)]). Direm que un A-anell R és un A-anell de Lewin-
Schreier per la dreta si

(i) Tot R-modul dreta M que té una resolucio finita per projectius finitament gene-
rats sobre A té també una R-resoluci6 d’aquest tipus.

(i) Existeix un homomorfisme Ag 4: Ko(A) — Ko(R) tal que per a un M amb una
resoluci6 d’aquest tipus, xgr(M) = Ar,axa(M).

LeMA 4.1.2. Siguin R un A-anell de Lewin-Schreier per la dreta 1 .S un B-anell
de Lewin-Schreier per la dreta. Aleshores R x S és un A X B anell de Lewin-Schreier
per la dreta.

NoTAcIO 4.1.3. Donat un R-anell S denotarem per 7gpr: Ko(R) — Ko(S) I'ho-
momorfisme induit pel functor — ®p S.

Recordem que Ap denota la matriu d’incidéncia del buirac E' (Definici6 [3.4.1]).

PROPOSICIO 4.1.4. Sigui E un buirac finit amb |E°| = d. Aleshores P(E) és un
K9-anell de Lewin-Schreier per la dreta amb AP(E),Kd = (1- AE)TP(E)VKd.

DEMOSTRACIO. Ho demostrarem per induccié sobre n = |E'|. Prenem E un
buirac amb una tnica aresta i d vértexs. Distingim dos casos, si 'aresta és un cicle
tenim que P(E) = K|[z] x K% ! i si no ho és tenim que P(E) = (K 0) x K472, En
el cas de K[z]| per [45], Theorem 4| tenim que és un K-anell de Lewin-Schreier dreta
amb Ag(y) x = 0 i, per tant, P(E) és un K%anell de Lewin-Schreier dreta amb

0 0
Ap(E),Kd = (0 1d—1> )kt = (1 — AE)Tp(p) Kk,

com voliem. Per a laltre cas, posem R = (£ 2) i A = K? Tenim que R ¢és
un A-anell amb la inclusié diagonal. Identificarem A com a subanell de R a través
d’aquesta inclusio. Posarem també p; = (1,0), po = (0,1) € A. Tant en R com en A
el grup de Grothendieck és abelia lliure de rang dos, Ko(R) = Ko(A) = Z? generat
respectivament per [p1R], [p2R] € Ko(R) i per [p14], [p2A] € Ko(A). Si considerem
I'A-bimodul M = (2 3) tenim que R = T,(M) és una algebra tensorial de manera
que, per [17, (63)], obtenim la segiient successio exacta de R-bimoduls, que és escindida
com a successiéo de R-moduls dreta o esquerra:

(4.1.1) 0 —RIAMPAIR— R® 4 R— R—0.

Donat un R-modul dreta N que tingui una resolucié per A-moduls projectius finita-
ment generats tindrem que, com a A-modul, és projectiu finitament generat; de fet, és
de la forma Ny & (p1A)* @ (p2A)*2. Aplicant el functor N ®p — a la successio
obtenim una resolucié de N per R-moduls dreta projectius finitament generats:

00— NUMxs4R— Ny R— N — 0.



4.2. I’ALGORITME FEBLE EN L’ALGEBRA DE CAMINS 81

Per tant, per a ’A-anell R es compleix la condicié de la definicié. Ara, dels
isomorfismes segiients:

PIARARE IR, ppARAR=pR, prAQAMRsR =0, pAQAMesR=piR
en deduim que
XR(N) = [N XA R] — [N Ra MR R] = Otl[le] +a2[p2R} - Ckg[le] = (1 — AE‘)TR,AXA(N)

1 tenim la condici6 de la definicio.

Suposem-ho cert ara per a tot buirac amb n o menys arestes (n > 1) i sigui E
un buirac tal que |E'| = n + 1. Prenem e € E' una aresta i considerem els buiracs
E' = (E°{e})i B" = (E°, E'\{e}) on, en cada cas, les aplicacions d’incidéncia vénen
donades per restricci6 de les de E. Per hipotesi d’'inducci6 tenim que P(E’) i P(E")
son K% anells de Lewin-Schreier per la dreta amb Ap(Er),Kd = (1- AE/)TP(E/)J(d i
Apgry,ke = (1 — Apr)Tp(gry ga. Usant la propietat universal de l'algebra de camins
(¢f. Lema [1.2.1]i Proposicié és facil veure que P(E) & P(E') xga P(E"). Ara,
per [17, (67)] tenim que P(E) és un K%anell de Lewin-Schreier per la dreta amb

Ape).kt = (TP(E), P(E)AP(E), K + TP(E),P(E")AP(E"), K4 — TP(E),K))
on, si identifiquem en cada cas els functors naturalment equivalents
(—®sT)o(—®rS)=(-®rT),
obtenim

M)k = (1 — Ap)Tpp) ke + (1 — Apn)Tppy ke — Tpe),ke) = (1 — AB)Tp(E) Ka

com voliem veure. O

4.2. L’algoritme feble en 1’algebra de camins

Com hem anat veient al llarg de tot el treball, I’dlgebra de camins d’un buirac és
una generalitzacié de 1’algebra lliure i, sovint, les propietats d’aquesta darrera es po-
den generalitzar a la primera. En aquesta seccié introduirem les definicions necessaries
per a generalitzar ’algoritme feble de Cohn (vegeu [20, Chapter 2|) a les algebres de
camins, aix{ com les versions d’alguns dels seus resultats basics adaptades al nostre
context. Convé remarcar que, tot i que les nostre definicions sén lleugerament dife-
rents a les de Cohn, fem servir els mateixos noms per a conceptes analegs. Com a
resultat principal en aquesta seccié demostrarem una versié del Teorema de Lewin
[45] Theorem 2| per a ’algebra de camins.

Sigui R un anell no nul. Una filtracié sobre R és una aplicaciéo v: R — NU {—o0}
complint les propietats segiients:

(1) v(r) = 0 per a tot r # 0, v(0) = —o0,

(2) v(r — s) < max{v(r), v(s)},

(3) w(rs) <v(r)+wv(s),

(4) v(1)=0.
Sovint ens referirem a v(r) com al grau de 7. Donada una filtraci6 v sobre R, denotarem
per Rj el conjunt d’elements de grau com a molt h; tenim que els Ry sén subgrups
del grup additiu de R complint:
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Reciprocament, donat un conjunt de subgrups Ry del grup additiu de R satisfent
(1)-(iv) obtenim una filtraci6 v donada per v(r) = min{h | r € R, }.

També podem considerar filtracions en un R-modul M i els seus corresponents
grups additius. En efecte, siguin R un anell amb una filtracié v i M un R-modul dreta.
Una filtracié sobre M és una aplicacié pu: M — N U {—oo} complint les propietats
segilients:

(1) u(m) = 0 per a tot m # 0, u(0) = —oo,
(2) p(m —n) < max{pu(m), u(n)},
(3) w(mr) < p(m) +v(r).
Com en el cas d’un anell denotarem per M}, el conjunt d’elements de grau com a molt
h; aquests M}, son subgrups del grup additiu de M complint:
i) 0=M_ o CMyCM C...,
(ii) UMy, = M,
(ili) M;R; C M.
També, reciprocament, donat un conjunt de subgrups My del grup additiu de M
satisfent (i)-(iii) obtenim una filtraci6 p donada per p(m) = min{h | m € M;}.

En el que segueix R sera un K-anell amb una filtracié v tal que Ry =2 K% i M un
R-modul dreta amb una filtracié p. Denotarem per pq,...,pq € Rg els idempotents
ortogonals que es corresponen amb (1,0,...,0),...,(0,...,0,1) € K% 3 travées d’un
isomorfisme Ry = K? fixat. En aquesta situacié tenim les definicions segiients:

DEFINICIONS 4.2.1. Una familia (m;)ie; € [[;c; Mpn, diem que és p-dependent
per la dreta si existeix un element (r;);e; € P,c; pn, R tal que

1 (Z mm) < max{p(m;) +v(ri)}

i€l
o bé, si m; = 0 per a algun i € I. En cas contrari diem que la familia (m;);e; és
p-independent per la dreta.

DEFINICIONS 4.2.2. Un element m € M diem que és p-dependent per la dreta amb
la familia (m;)ier € [Lic; Mpn,; si m = 0 o bé, si existeix (r;)icr € @,c; Pn, R tal que

Iz (m - me) <p(m) 1 Viel, p(m;)+v(r) < p(m).

el
En cas contrari diem que m és p-independent per la dreta amb la familia (m;);e;s.

DEeFINICIONS 4.2.3. Un element m € M diem que és u-dependent per la dreta
amb el conjunt S C M si existeix alguna familia (m;)ic; € [[;c; Spn, tal que m sigui
p-dependent per la dreta amb aquesta. Fn cas contrari direm que m és p-independent
per la dreta amb S.
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DEFINICIO 4.2.4. Diem que M satisfa l’algoritme feble respecte p si per a tota
familia p-dependent dreta (m;)i=1,..¢ € Hle Mpy, amb p(my) < --- < p(my) algun
m; és pu-dependent dreta amb my, ..., m;_1.

DEFINICIO 4.2.5. Sigui M un R-modul dreta. Un subconjunt B de U?ZlMpi direm
que és una u-base feble de M si es compleix que

(1) Tot element de M és py-dependent dreta amb B5.
(ii) Cap element de B és pu-dependent dreta amb la resta de B.

OBSERVACIO 4.2.6. Si M satisfa I’algoritme feble respecte a p aleshores tota p-base
feble de M és p-independent per la dreta, per la condici6 (ii) de la definicio.

OBSERVACIO 4.2.7. Tota u-base feble d’un modul M és un conjunt generador de
M.

OBSERVACIO 4.2.8. Si apliquem les definicions anteriors al modul regular M = Rg
amb la filtracié g = v tenim també definits aquests conceptes per a 'anell R.

OBSERVACIO 4.2.9. En el cas de lalgebra de camins P(E), v = deg defineix una
filtracio.

Notacio 4.2.10. En endavant, quan treballem amb l’algebra de camins com a
anell amb una filtracié posarem v = deg.

ProposIcIO 4.2.11. P(E) satisfa lalgoritme feble respecte a v.

DEMOSTRACIO. Posem R = P(E). Sigui (1)i=1,..¢ € Hle(ani\{O}) una familia
v-dependent per la dreta amb v(ry) < --- < v(ry) i sigui (s4)i=1,.¢ € @5:1 P, R tal
que

4
v (2 nsi> <t= m;@x{u(m) +v(s;)}.
1=

Suprimint, si cal, alguns termes podem suposar que v(r;) + v(s;) = t per a tot i, de
manera que v(sy) = --- > v(sy). Sigui v € supp(sy) de longitud maxima, diguem-li
to. Observem que, donats r, s € R, tenim

(4.2.1) (18)0y =7(5)0y (mod Ry()—1)-

En efecte, si s és un monomi de longitud major o igual que tg, de fet, tenim igualtat.
Si s és un monomi de longitud menor que tg, la part dreta de és zero i, per
tant, es compleix la congruéncia. El cas general I'obtenim per linealitat.

Tenim, doncs, que per a tot i, r;(s;)0, difereix de (7s;)d, en un terme de grau
menor que v(r;) < v(rg). Per tant,

¢ ¢
v <Z i(8i)0y — (Z risi> 57> < v(ry).
i=1 i=1

Ara, com que v ((Ele risi) (57) <v (Zle risi) —ty < t—tg = v(rg), tenim que

v (Zle ri(si)%) < v(ry). Com que (s¢)dy € pp, K™, obtenim que r; és v-dependent
per la dreta amb rq,...,r,_1, com voliem. ]
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En la situacié segiient podem assegurar ’existéncia de p-bases febles:

ProprosICIO 4.2.12. Sigui M un P(E)-modul amb una filtracié p. Aleshores, per
atoti=1,...,d 1 h >0 existeizen conjunts B;l C Mpp; \ Mp_1 tals que B = Ui’th
és una u-base feble de M. A més, tenim que el cardinal dels conjunts B}YL no depén de
la p-base feble de M.

DEMOSTRACIO. Per h € N tenim que Mj, = {m € M | u(m) < h} és un K%
modul. Donat A > 0 denotem per M, el conjunt dels elements de M, tals que son
p-dependents per la dreta amb el conjunt Mj_ i posem Mg = {0}. Tenim que M,
també és un K%modul. En efecte, és clar que M és tancat pel producte dreta per
elements de K¢; la clausura respecte a la suma és clara si la suma té grau h i, en altre
cas, tenim que pertany a Mj_;. Considerem el K%modul My /M;j . Per a cada i tenim
que (My/M;)p; és un K-espai vectorial. Ara, per a cadah >01i¢=1,...,d prenem
Bi C Mj, un conjunt de representants d’'una K-base de (Mh/M,’l)pl Sense pérdua de
la generalitat podem suposar que Bj C Mpp;. Posem B = U; 3,5} .

Vegem ara que B és una p-base feble de M. Tenim que B C U;lle pi. Veurem
per induccié sobre h que tot element de M és u-dependent amb B. En efecte, per
a h = 0: per construcci6 de B tot element de My és una combinacié K%lineal dels
elements de B (de grau zero) i, per tant, és u-dependent amb B. Suposem-ho cert per
a h > 01 vegem-ho per a h + 1. Per la construccié de B és clar que tot element de
Mp 1 difereix en un element de M 41 d’una combinaci6 K _lineal d’elements de B de
grau h + 1. Com que tot element de M;_, és u-dependent amb My, i tot element de
Mj, és p-dependent amb B en deduim que tot element de My 1 és pu-dependent amb
B. Com M = U, M, obtenim el que voliem.

Suposem ara que b € B és p-dependent amb B\ {b}. Posem h = pu(b) i, per fixar
idees, suposem que b € Mpy,. Es clar que b # 0; per la p-dependéncia existeixen

(bi)ier € [Tier(Bpn; \ {b}) i (1i)ier € [1;e; Pn; R tals que

) (b— szm> <h i Viel, ,u(bz) + V(Y’i) < h.
i€l

Es clar que u(b;) < h per a tot i i, si p(b;) = h, tenim que v(r;) = 01 pn, = Puy;

de manera que b difereix en un element de M; d’una combinacié¢ K-lineal d’elements

de B};. Aix0 ens porta a contradiccié amb el fet que els elements de B}L formen una

K-base de (M}, /Mj)p;. Per tant, la nostra suposicié era falsa i en deduim que B és

una p-base feble de M.

D’altra banda, donada C una p-base feble qualsevol de M és clar que les classes
dels elements del conjunt {c € C | ¢p; = ¢, p(c) = h} modul M; formen una K-base
del K-espai vectorial (Mj/M;)p; i, per tant, el seu cardinal no depén de la p-base
feble. O

NOTACIO 4.2.13. En la situacié del lema anterior denotarem per 7 (M) el cardinal
dels conjunts B} i per r*(M) el cardinal de Up,B; .

Prorosicio 4.2.14. Sigui M un P(E)-modul dreta amb una filtracid p i suposem
que M té una p-base feble p-independent. Aleshores M = (plP(E))(Tl(M)) DD
(paP(E)) ).
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DEMOSTRACIO. Per a cada b € B denotem per ny, € EV el vértex tal que bpy, = .
Com que tot element de M és p-dependent amb B tenim que M = ), zbP(E). A
més, com que B és p-independent aquesta suma és directa. Tenim també que els
epimorfismes Ly: p,, P(E) — bP(E) son isomorfismes, ja que, si bp,,r = 0 per la
p-independéncia de B tenim que p,,r = 0. Aixo demostra el resultat. U

COROL-LARI 4.2.15. Sigui M un P(E)-modul amb una filtracié p tal que satisfaci
Valgoritme feble. Aleshores M = (py P(E))(®) @ ... @ (pgP(E))*4). En particular és
projectiu.

DEMOSTRACIO. En efecte, per la Proposicié [4.2.12 tenim que M té una p-base
feble i comn que p satisfa l'algoritme feble tenim que aquesta és p-independent. Per la
Proposicié [4.2.14] tenim el que voliem. O

LEMA 4.2.16. Siguin M un P(E)-modul dreta amb una filtracié p tal que M sa-
tisfa ’algoritme feble respecte a aquesta © N un submodul de M. Aleshores N satisfa
l’algoritme feble respecte a la filtracié p' = N -

DEMOSTRACIO. Sigui (m;)i=1,..¢ € Hle(ani \ {0}) una familia p'-dependent
dreta amb p/(my) < -+ < p/(my). Com que p' és la restriccio de pa N, es compleix
el mateix per a i com que M satisfa 'algoritme feble respecte a u, tenim que algun
my, és p-dependent amb my,...,my_;. Existeix, doncs, un element (r;)i=1,. k-1 €
DI} pn, R tal que

k—1

o <mk - me) <p(mg) iperi=1,....k—1, p(m)+v(r) < p(mg).
i=1

Com que la desigualtat anterior només conté elements de N podem substituir pu per

i 1 tenim el que N satisfa 'algoritme feble respecte a /. O

Donada una expressié del tipus Zie ymir; € M amb m; € Mp,, i r; € pp, R ens
referirem a max;{u(m;)+v(r;)} com al seu grau formal. Aixi, per exemple, la condicio
de p-dependeéncia dreta d’una familia (m;)ier € [[ie;
d’un element (r;)icr € @icrpn, R tal que el grau de I'expressi6 ), ; m;r; sigui menor
que el seu grau formal. En el cas d’una expressi6 Zie ymir; amb m; € Mir; € R
arbitraris parlarem del seu grau formal per referir-nos al grau formal de I'expressid

diel Z?:l (mip;)(pjTi)-

DEFINICIO 4.2.17. Siguin R un anell i Mp un R-modul dreta. Diem que Mp és
finitament relacionat si existeix una successié exacta de R-moduls dreta

Mp,, consisteix en l'existéncia

0 — K —F—M—0,
amb F lliure (de rang arbitrari) i K finitament generat.

El segiient resultat és una generalitzaci6 d’'un Teorema de Lewin [45], Theorem 2].
Per a demostrar-lo usem les idees d’una demostracié del Teorema de Lewin, no pu-
blicada, deguda a Warren Dicks [27]. Li estem molt agraits per haver-nos facilitat la
seva, demostracio.
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TEOREMA 4.2.18. Tot P(E)-modul dreta finitament relacionat P conté un submo-
dul projectiv Q tal que P/Q té K-dimensid finita.

DEMOSTRACIO. Sigui P un P(E)-modul dreta finitament relacionat. Com que
P(E) és hereditari, tenim una successio exacta de P(E)-moduls dreta

O—>]\4—>Ni>P—>O7

on N és lliure amb base £ 1 M és un projectiu finitament generat que suposem con-
tingut en N. De la Proposici6 tenim que M és isomorf a una suma directa de
copies dels moduls p; P(E). Per tant, existeixen (fi,..., fm) € [[;~; Npn, tals que
M =@, f;P(E) amb fiP(E) = p,,P(E). Posem F = {f1,..., fm}.

Els elements de F s’expressen com a combinacions K-lineals d’elements de £ mul-
tiplicats per elements de E*. Prenem, doncs, £ C & subconjunt finit suficient per
expressar tots els elements de F com a combinacions K-lineals de productes d’aquest
tipus. Definim u(€') = 11 estenem p a F com el grau formal determinat per pu i
v = deg. Posem n = max{u(f) | f € F}. Definim ara u(€\ &) = n+ 1 i estenem
també a tot N com al grau formal. Observem que, com que els elements de N s’-
expressen de manera unica com combinacié P(E)-lineal dels elements de &, el grau
formal ens dona una filtracié ben definida en N.

Per la Proposicio tenim que P(FE) satisfa 'algoritme feble respecte a v.
Vegem que N satisfa I’algoritme feble respecte a p. Sigui (m;)i=1,.¢ € Hle(ani \
{0}) una familia p-dependent dreta amb p(m;) < --- < pu(my). Llavors, existeix una
familia (73)i=1,..¢ € @le pn; P(F) tal que

L
(4.2.2) 1 (Z miri> <t= mzax{,u(mi) +v(r;)}.

i=1

Suprimint, potser, alguns termes podem suposar que, per a tot i, u(m;) + v(r;) =t
de manera que v(ry) < --- < v(ry). Prenem v € supp(ry) de longitud maxima, posem
que sigui tg.

Com que &£ és una base de N, per a tot 7 tenim que m; s’expressa de manera tinica
COm una suma » , ¢ brg; a més, de m;p,, = m; en deduim que ripm = ré. Aixi,

() e (B (5] ) (3 (5]

De (£.2.1)) en deduim que, per a tot i i tot b, v (r}(r;)dy — (riri)dy) < v(ry). Per
tant, per a tot b € £ tenim

y4
’ (Z (ri(ri)er = (réri)‘;v)> < mac{u(rj(ri)8, — (rjr)d)} < max{v(r})}.

=1
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Usant ara aquesta desigualtat obtenim

(123) (zb (Z ) 53 (Z r;;(%)) -

bef 1=1 be& i=1

(e -w))

= max {M(b) +v <§; (rj(ri)dy — (rir:) 5v)> }

< max { u(b) + mgx{vm)}}

= max {max{,u(brb)}} = max {?Eax {n brb)}}

- { (z brb> } = max{p(m;)} = ()
bt

D’altra banda, tenim

(4.2.4) (% b <Z} rbrz> > = max {u(b) +v <<Z: r%;m-) 57> }
{

<t—tyg= ,u(mg).

Per tant, de (4.2.3) i (4.2.4) en deduim que
14
. (zmm ) iy (zb (zrb - )) ()
i=1 be& i=1

i, com que (1¢)0, € pp, K> tenim que my és p-dependent amb my,...,my_1, com
voliem veure.

A més, pel Lema[4.2.16], M amb la filtracio i’ definida per la restriccié de p també
compleix ’algoritme feble. Per la Proposicio existeix una y/-base feble 7/ de M
i, com que M és finitament generat, per la Proposicié F’ tindra una quantitat
finita d’elements. Com que F és un conjunt generador de M tenim que tot element
de M és p’-dependent de F i com que F C M, tenim, de fet, que tot element de M
és p/-dependent de M,,. De la demostraci6 de la Proposici6 en deduim, doncs,
que F' C M,. Per lalgoritme feble els elements de F’ son p'-independents i, per tant,
p-independents. Per a cada f € F' denotem per ny € EC el vertex tal que Ipn, = [
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Identifiquem P amb N/M i considerem la filtraci6 p” determinada per P, = (Nj, +
M) /M. Denotarem un element de P com a una classe m per a n € N. Considerem el
Kmodul P7’1+1 := Py; per a cada i tenim que (Ppy1/P),,1)pi és un K-espai vectorial.

Prenem Bn+1 C Pnﬂpz un conjunt de representants d'una K-base de (Pn11/P) 1 1)pi

i posem By, 1 = US anH Ara, per at > n+ 1 definim inductivament els K%-moduls
P/ i els conjunts Bt de la manera segiient: P/ ve donat pels elements p € P, tals que,
o bé p(p) <t obépés p’-dependent amb UsspsnBy i By = UL B, on B, C Pyp; és
un conjunt de representants d'una K-base de (P;/P})p;. Per a tot i € E°, t > n i tot
be E; escollim un representant b € Nyp; tal que ¢(b) = b. Denotem per B el conjunt
de tots aquests elements i per n, € E° el vértex tal que bpp, = b per a cada b € B.

Ara, la suma Q = ) ;g @(b)P(E) C P és directa. En efecte, suposem que no.
Aleshores existeixen 7, € pp, P(E), no tots nuls, tals que ), zbry, € M, és a dir,
tenim que >, pbry = 3o fry per a certs rp € py P(E). Ara, com que 7' C N,
BNN, =01F és p-independent tenim que, per I'algoritme feble, existeix un b’ € B
que és p-dependent amb (B\ {¥'}) U F'. Es a dir, existeixen 7, € p,, P(E) zero quasi
per a tot i ry € pp, P(E) tals que

u( o= fr}> < ()

beB\{b'} feF

amb p(b) + v(r}) < p(b) 1 p(f) + v(r)) < u(b)), s a dir,

p (b’ - > brg) <p"(t) amb  p"(b) +v(ry) < p" (V).
beB\{b'}
Per tant, BM"(P) és K-linealment dependent modul P;i "y
contradiccid. Pel mateix argument veiem que per a tot b € B els epimorfismes
Loyt Py P(E) — (b)P(E) sén isomorfismes, per tant, @ és un submodul projec-
tiu de P. Com que N, és de dimensi6 finita sobre K i Q4+ ¢(N,,) = P veiem que P/Q
té K-dimensi6 finita. O

cosa que ens porta a

OBSERVACIO 4.2.19. Observem que si en el Teorema [4.2.18| P és finitament pre-
sentat aleshores @) és finitament generat. En efecte, tenim la segiient successié exacta

(4.2.5) 0—Q— P — P/Q—0.

Com que P/Q és un P(E)-modul de K-dimensio finita és clar que és un K9%modul
finitament presentat i per la Proposicié tenim que P/Q és finitament presentat
com a P(E)-modul. Observem ara que la categoria del P(E)-moduls dreta finitament
presentats, fp(P(F)) és abeliana. De fet aixo es compleix per a tot anell S semihe-
reditari (dreta). En efecte, fp(S) és una subcategoria plena de Mod-S i per ser S
semihereditari tenim que el nucli, el conucli i la imatge d’un morfisme entre moduls
finitament presentats és també finitament presentat. En particular, de la successié
exacta en deduim que el modul projectiu @ és finitament generat.
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4.3. L’algebra regular d’un buirac com a algebra de quocients de P(E)

En aquesta secci6é veurem, d'una banda, que l'algebra regular Q(E) d’un buirac
és la localitzacié perfecta dreta maximal de 1’algebra de camins P(E). De l'altra,
donarem una nova construccié de Q(E) com a localitzacié universal de P(E) que estén
una construccié de Schofield al nostre cas (vegeu [9, Section 6]). Aquesta construccié
ens permetra, més endavant, completar el calcul de K1 (Q(FE)) (vegeu Teorema[L.5.9).

Sigui F un buirac (finit). Denotem per X C EY el conjunt de tots els vértexs que
no sétn fonts. Recordem que usem la notacié rg«, sp« per a ’extensié de les aplicacions
d’incidéncia rg, sg sobre el conjunt de tots els camins, és a dir, rg«, sp+: E* — E°.

ProOPOSICIO 4.3.1. L(E) és llis com a P(E)-modul esquerra.

DEMOSTRACIO. Posem R = P(E) i L = L(E). Per a veure que rL és llis cal
veure que Torf(M, L) = 0 per a tot R-modul dreta M. Per la Proposici6 m tenim
que tot element de S = (P(E)) (E;T,§) s'escriu com una suma finita > g« @rq, on
Ta € Py(a)P(E). D’altra banda, tot element de P(E) s’expressa com una suma finita
> gep+ BAg amb A\g € K. Per tant, tenim

431 S=@arE)= P Kap=P P kKa|s= P Rs,

a€EFR* a,BeE* BeEE* acFE* BeE*
s(a)=s(B) s(a)=s(8)

és una suma directa de R-moduls esquerra ciclics projectius, per tant, grS és projectiu.
De la Proposicié [2.2.15| tenim la segiient successi6 exacta curta de R-moduls esquerra:

(4.3.2) 0—I—S—L—0
on I =73 5¢S. A més, dela demostracié de en el Lema [2.2.10| en deduim

que
=@ @ FukE

i€X {yeE*|s(y)=i}
i fent com en (4.3.1)) obtenim que
=@ D R
1€X {yeE*|s(vy)=1i}

és un R-modul esquerra projectiu. Per tant, la successio (4.3.2) ens dona una resoluci6
projectiva de L com a R-modul esquerra. Ara, per a veure que Tor{%(M, L)=0pera
un R-modul dreta M donat en tenim prou de veure que 'homomorfisme induit

o: P P MerRwy=Merl— MerS= P MagRy
1€X {yeE*|s(y)=1i} yeEE*

és injectiu. Observem que

2 Z Z My & qi7Y ZZ Z my @y — Z m~y€ ® ey

1€X {yeE*|s(v)=i} 1€X {yeE*|s(y)=i} ecr—1(i)

Donat x = ZiEX Z{’YGE*LS(’Y):Z'} M~ ®qz"}/ S @iEX ®{’Y€E*|S(’Y)=i} M®R qu")/ diferent
de zero, prenem vy un cami de longitud minima tal que mq,p; # 0, on i = s(vo).
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De l'isomorfisme M ®r Ryg = Mp; en deduim que m., ® v9 # 0. Ara, tenim que
aquest terme, que apareix en ¢(x) no es pot cancel-lar amb ningu, ja que per als
termes no nuls de la forma m,e ® ey que apareixen en el sumatori, la longitud de ey
és estrictament més gran que la longitud de g i la suma @VGE* M ®pg Ry és directa.
D’aqui en deduim que ¢ és injectiu i, per tant, Tor{%(M, L) =0, com voliem. ]

DEFINICIO 4.3.2. Si f: R — S un epimorfisme d’anells (en el sentit categorial
del terme) tal que rS és llis com a R-modul esquerra diem que S és una localitzacio
perfecta dreta de R.

En vista del resultat anterior tenim:

ProprosiciO 4.3.3. L’algebra L(E) és una localitzacio perfecta dreta de P(E).

DEMOSTRACIO. En efecte, per la Observaci(’)sabem que la inclusié P(E) —
L(E) és un morfisme X/-inversor universal. En particular és un epimorfisme d’anells
per la Observacio Ara, per la Proposicié tenim que P(E)L(E) és llis com a
modul per ’esquerra. ]

LEMA 4.3.4. Q(E) és llis com a P(E)-modul esquerra.

DEMOSTRACIO. Vegem primer que S = R (E) <E; T, 5> és projectiu com a modul
esquerra sobre R = P(E). Considerem {bg}gep una K-base de R, (FE) tal que per a
tot 3 € B existeix ig € {1,...,d} complint que p;;bg = bg. Per tant, tot element de

S es pot escriure de manera tnica com una suma ),3€B Aa,p0bg. Tenim que
?

aEsEi (ig

S= P aRu(E)=PKary=EP | P Kal|bs=ED R
o,B

acE* BeB aEsEi (ig) BeB

Com que Rbs = Rp;, deduim que gS ¢és projectiu. Com que S és regular pel Teore-
ma[2.2.24] ¢T és llis [32], Corollary 1.13] on T'= Q(E) per definici6. En conseqiiéncia,
rQ(F) tambe és llis. O

Com a conseqiiéncia d’aquest Lema, 1’algebra regular Q(E) és (com L(E)) una

localitzacié perfecta dreta de P(E). De fet és la seva localitzacié perfecta maximal.

DEFINICIO 4.3.5. Sigui R un anell. La localitzacio perfecta dreta mazimal de R és
un anell Qf(R) i un morfisme ¢: R — Qf,.(R) tals que:

(1) ¢ és monomorfisme, epimorfisme i Qf.(R) és llis com a R-modul esquerra.

(ii) Per a tot morfisme d’anells f: R — S tal que f sigui monomorfisme, epimorfisme
i g9 sigui llis existeix un tnic morfisme f: S — Q7. (R) tal que ff = ¢. (f és,
necessariament, un monomorfisme).

TEOREMA 4.3.6. Q(E) és la localitzacio perfecta mazimal dreta de P(E).

DEMOSTRACIO. En efecte, sabem que la inclusi6 P(E) — L(FE) és un morfisme
Y} -inversor universal per la Observaci6 [2.2.18)i la inclusié L(E) — Q(F) és un morfis-
me Y-inversor universal pel Teorema m (podem pensar que aquests morfismes soén
inclusions per la Observacio 2.2.16)). En particular sén epimorfismes d’anells (Obser-
vacio [1.4.7) i, per tant, la inclusio P(E) < Q(E) també ho és. Ara, pel Lema m
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P(E)Q<E) és llis com a modul per l'esquerra i, per tant, Q(FE) és una localitzacio

perfecta dreta de P(E). A més, pel Teorema Q(FE) és un anell regular de von
Neumann i de [68, Proposition 1.4] tenim que Q(E) no té extensions epimorfiques

propies. Per tant és la localitzacio perfecta dreta maximal de P(E). O

OBSERVACIO 4.3.7. De fet, L(E)Q(E) també és llis (i, pertant, Q(F) és la loca-
litzacio perfecta maximal dreta de L(F)), ja que la inclusi6 L(E) — Q(FE) és un
epimorfisme d’anells i P(E)Q(E) és llis com a modul per I'esquerra.

A continuacié veurem que Q(E) és, també, una localitzacié universal de P(FE)
respecte d’una familia de morfismes entre moduls projectius finitament generats ben
diferent de la considerada en el Capitol 2] Aquesta construccio és una generalitzacio
d’una de Schofield (cf. [9, pag. 87-89]) i és un dels ingredients clau per al calcul de
K1(Q(E)) que completarem més endavant, en el Teorema Posem R = P(E) i
considerem proj- R la subcategoria plena de Mod-R donada pels R-moduls projectius
finitament generats. Denotem per ® = Mor(proj-R) la col-lecci6 de tots els homo-
morfismes entre elements de proj-R. Sigui T la col-leccié de tots els monomorfismes
f € @ tals que dimg (coker f) < oo i coker f no té submoduls projectius no nuls.

ProPOsICIO 4.3.8. Amb les notacions anteriors tenim el segiient:

(i) Y és tancat per composicions: Si f,g € T i fg esta definida aleshores fg € Y.
(ii) Y satisfa la condicio d’Ore dreta relativa a ®: Si f € Y i g € ® amb el mateiz
codomini, existeizen f' € T i g € ® tal que gf' = fg’' (amb condicions adequades
sobre dominis i codominis).
(iii) Tot f € Y és no-divisor de zero en ®: Si g € ® i la composicid fg esta definida
(respectivament, gf esta definida), aleshores fg = 0 (respectivament gf = 0)
mmplica g = 0.

DEMOSTRACIO. Donats f: P/ — P” i g: P — P’ de Y és clar que fg és
monomorfisme. Tenim la segiient successié exacta curta

fP/ P// P//
— — SN -

fgP fgP [P
i, com que fP'/fgP = P'/gP = cokerg, en deduim que dimg (coker fg) < oo. A
més, si Q C ]%/3 és un submodul projectiu aleshores Q@ N (fP'/fgP) = 0, ja que és un

0 — 0

R-modul projectiui g € Y. Per tant, 7(Q) = @ és un R-modul projectiu i, com que
f €T, veiem que @ = 0. Hem vist que fg € T.
Siguin f: X =Y deTig: Z—Y de . Considerem el pull-back

p-I .z

o]

f

X ——
Tenim que gf’ = fg¢’. En tenim prou veient que P és un R-modul projectiu i que f/ €
Y. Com que f és monomorfisme, f’ també ho és (per exemple per [62], Exercise 2.47]).
Com que R és hereditari (dreta), P és projectiu. Per la definicié de pull-back tenim
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que f'(P) = g Y(f(X)). Per tant, coker f' = Z/f'(P) s’aplica injectivament en
coker f =Y/f(X) icom que f € T en deduim que f’ tambeé.

Siguin f: P - Q en T ig € ®. Com que f és monomorfisme és clar que si
fg = 0 aleshores ¢ = 0. Suposem que gf = 0. Pels Teoremes d’isomorfia tenim que
(Q/im f)/(kerg/im f) = @/ ker g =2 im g i aquest és un R-modul projectiu (ja que el
codomini de g ho és). Per tant, la successio segiient és escindida

Q

ker g

ker g

0— — coker f — — 0.

Com que f € T en deduim que kerg =@ i g = 0. 0

Per la proposicio anterior tenim que T és un sistema multiplicatiu dreta en proj-R,
ja que la condicié en la Proposicié implica la condici6 en la Definici6 [I.8.1]
Per tant, té sentit considerar la categoria localitzada £ = (proj-R)y i, a més, aquesta
és una categoria additiva (vegeu Teorema . Podem, doncs, considerar 1’anell
@ = Endz(R), on End,(R) denota el conjunt d’endomorfismes de 'objecte R en la
categoria £. Com s’ha comentat en la Seccié el @ aixi definit coincideix amb la
localitzacié universal Ry.

LEMA 4.3.9. Amb les notacions anteriors tenim que la localitzacié universal (Q =
Ry és llis com a R-modul esquerra.

DEMOSTRACIO. Denotem per ¢: R — @ el morfisme Y-inversor universal. Vegem
que ¢ és injectiu. Per [48] Corollary| tenim que «¢(r) = 0 si i només si existeixen
Y1,72, 1, v € T i f,g € & amb condicions adequades sobre els dominis i codominis

complint
v 010

(4.3.3) 0 7%lg | = <Z> (v ‘ v ).
f 0or

Per de la Proposici6 existeixen v/ € T 1 v € ® tals que v/ = vv'.
Escrivim v’ = (vi vé) , la descomposicié en blocs corresponent a la del codomini de

v en l'equaci6 (4.3.3]). Ara, tenim que

/
0/ _ 0 Vo= v = ) = m 0 'U}
gv g 0 72/ \v5

i, com que y1v] = 0, de apartat de la Proposicio en deduim que v] = 0.

Tenim, doncs,
r/ =w =wn' = (f 0) <0,> =0.
Y2

Novament per la Proposicio tenim que r = 0 i, per tant, ¢ és injectiu.

Ara, per [68], Theorem XI.2.1| n’hi ha prou de veure que per a tot g € Q) existeixen
T,...,™n € Riq,...,qn € Q tals que, per a tot 4, qu(r;) € «(R) i > ;u(ri)g = 1.
Pel criteri de Malcolmson (Teorema tenim que tot element de @ és de la forma
W(f)e(N)"te(g) amb f,g € @i A € Y. Del'apartat (fi) de la Proposici6 [4.3.8 n’obtenim
que existeixen v € T i h € & complint gy = A\h, de manera que

U(F)eN) " elg) = u(F)eN) T elg)e()e(y) T = (V) T e Ne(h)e(1) T = o(fR)u(y)
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Prenem P la subcategoria (plena) petita de proj-R donada pels subsumands directes
de moduls de la forma R™. Per la definici6 de P tenim, doncs, que per a tot ¢ € Q
existeix una matriu idempotent e € M,(R) i homomorfismes f : eR" — R € ® i
A: eR" — R € Y de manera que ¢ = ¢(f)e(\)71. Ara, existeixen r1,...,7, € R i

q1,...,qn € Q de manera que els morfismes A i t(\)~! vénen donats, respectivament,
pel producte per I'esquerra per la fila (r1,...,7,) i la columna (q1,...,q,)". Per tant,
per a tot 4, tenim que qu(r;) € L(R) 1), ¢(r;)g; = 1 com voliem. O

Proposicio 4.3.10. Amb les notacions anteriors, la localitzacid universal (Q = Ry
és regular de von Neumann. A més, tot Q-modul dreta projectiu finitament generat és
mduit per un R-modul dreta projectiu finitament generat.

DEMOSTRACIO. Sigui M € fp(R). Pel Corol-lari tenim que tot @Q-modul
finitament presentat és isomorf a M @ Q per a algun M € fp(R). Pel Teorema[.2.1§
(junt amb la Observacio existeix un submodul projectiu P’ C M finitament
generat i de codimensi6 finita. Tenim que M/P’ és un R-modul finitament presentat.
Observem que si M /P’ té algun submodul projectiu no nul P/P’ aleshores P C M
és un submodul projectiu de codimensi6 finita. Com que M/P’ té K-dimensio finita
podem prendre P maximal entre els submoduls projectius de M contenint P’, de
manera que M /P és un R-modul finitament presentat de K-dimensi6 finita i sense
submodduls projectius no nuls.

Tenim una resolucié per R-moduls projectius finitament generats

()—>P1L>Po—>F—>O,

de manera que g € Y. Per tant, (M/P) @ @Q = 0. Pel Lema obtenim que la
segiient successid és exacta

P

Com que (M/P)®r Q = 0 en deduim que M ®p Q és un Q-modul projectiu isomorf
a un modul induit per un R-modul projectiu i, per tant, tot Q-modul finitament

M
0—>P®RQ—>M®RQ—>(>®RQ—>0-

presentat és d’aquesta forma.

Ara, sigui ¢ € Q. Considerem ’homomorfisme de @Q-moduls dreta f: Q — Q
donat per f(r) = xr. Com que coker f = Q/z@Q és finitament presentat, de 'anterior
en deduim que és projectiu. Per tant, im f = @) és un summand directe de @, cosa
que demostra que @) és regular. O

ProprosiciO 4.3.11. Amb les notacions anteriors, tot morfisme de Y és invertible
sobre Q(E). Per tant, existeix un dnic homomorfisme de K-algebres ¢: Q@ — Q(E)
que €és la identitat sobre R.

DEMOSTRACIO. Considerem una successié exacta curta

0—P-LP —M-—0

amb g € T. Pel Lema tenim que RQ(F) ¢és llis i, per tant, la seglient successio
és exacta

(4.3.4) 0—PerQ(E) - P orQ(E) — MegQ(E) — 0.
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Per a demostrar el resultat en tenim prou veient que M @ Q(E) = 0. Observem
primer que si i € E° és una font a E aleshores p; € anng(M). En efecte, prenem
m € M. Si mp; # 0 aleshores mp; R C M, perdo mp; R = mp; K = p; R és projectiu.
Com que M = cokerg i g € Y, per definicié de Y tenim que M no té submoduls
projectius no nuls, cosa que ens porta a contradiccié.

Considerem el conjunt de vértex F = {i € E° | [r;!(i)| < co}. Vegem ara que, per
atot m € M, sii e F aleshores Rp; C r.anng(m ® 1). Ho veurem per inducci6 sobre
¢ =max{|a| | a € rzl(i)}. Sif=0 tenim que i és una font i es dedueix de I’anterior.
Suposem-ho cert per a £ i vegem-ho per a £ + 1. Considerem el conjunt d’arestes
571(i) = {el,....e,,}. Per als vertexs ?(éé») podem aplicar la hipotesi d’inducci6 i
n’obtenim que, per a tot m € M, RF(eﬂJ'») Cr.anng(m®1). Tenim que (m® 1)6; =0i
per les relacions de I'algebra de Leavitt veiem que 0 = 12, (m ® 1)@;'»6;’ =(m® 1)p;.
Per tant p; € raanng(m ® 1) i com que aixd és cert per a tot m € M tenim que
Rp; C raanng(m ® 1), com voliem.

Suposem ara que M ® Q(E) # 0. Podem, doncs, prendre un element no nul
m®1 € MRQ(E). Com que M té K-dimensio finita (m®1) R també. Del fet que Q(E)
és regular n’obtenim que la successio és escindida (per [32], Theorem 1.11]) i,
per tant, M ®p Q(FE) és projectiu. En particular, existeix un monomorfisme M ®p
Q(E) — Q(E)™ i projectant sobre la component adequada obtenim un morfisme
f: M®rQE) — Q(E) tal que f(m ® 1) # 0. De Panterior tenim que, per a tot
i € F, Rp; Cranng(f(m ® 1)). En tenim prou, doncs, veient que si t € Q(E) és no
nul complint aquesta condici6 aleshores tR té K-dimensié infinita.

Vegem-ho. Posem S = Ry (E) (E;T,8). Pel Teorema tenim que Q(F) =
S/I. Sigui, doncs, s € S\ I tal que, per a tot i € F', sRp; C I i posem t = §, la classe
de s en Q(F). Sabem que

(4.3.5) § = Z arq amb ro € Byt (E).
aceE*

Ara, existeix un a € E* tal que as € Ry (E)\{0}. En efecte, si per a tot e € E' tenim
que es = 0 aleshores s = (1 = ect ée) s € I iobtenim el resultat per induccié sobre
el grau de I'expressio (£.3.5). Com que Rat(E)NI = {0} tenim que as € S\ I. Sabem
que existeix v € E* tal que asy # 0 té ordre zero. Podem suposar, multiplicant si cal s
per un element de K*, que asy = p; —r amb r € By (E)p; d’ordre positiu. Observem
quei = s(y) € Fiposem p = 14+r+r2+--- de manera que pasy = p;. Ara, el conjunt
8%1(1) = {@p, @i, ...} és infinit. Tenim que els elements de sg (7) son K-linealment
independents modul I, ja que RNI = {0}. Es a dir, els elements pas¥yag, pasyoy, . . .
s6n linealment independents modul [ i, per tant, els syap, syaq,... també ho sén.
Deduim que tR té K-dimensi6 infinita.

En conseqiiéncia, tots els morfismes en T indueixen isomorfismes en Q(E) i per la
propietat universal de la localitzacié obtenim un homomorfisme de K-algebres ¢: Q —
Q(F) que és la identitat sobre R. O

TEOREMA 4.3.12. Amb les notacions anteriors, existeir un unic isomorfisme de
K-algebres, 1: Q = Ry — Q(F), que és la identitat sobre R.
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DEMOSTRACIO. Per la Proposicié existeix un unic homomorfisme de K-
algebres ¥: @ — Q(F) que ¢s la identitat sobre R. De la Proposicio [4.3.10|n’obtenim
que ’homomorfisme de monoides V(R) — V(Q) induit per la localitzacio universal és
exhaustiu i de la Proposicié tenim que V(R) és el monoide abelia lliure generat
per [p1R],...,[paR]. Per tant, V(Q) esta generat per [p1@Q)],...,[pa@] i, junt amb la
Proposici6 [3.5.1] en deduim que tot ideal no nul de @ conté algun dels idempotents
P1,---,pq- Com que el morfisme ¢ és la identitat sobre R veiem que és injectiu.

Considerem i € E°\ F(E) un vértex que no sigui una font i enumerem les arestes
que arriben a aquest r~'(i) = {e},... e}, }. Tenim que ¢ envia la fila (€},...,¢ )
sobre @ a ella mateixa sobre Q(F) i aquesta defineix un isomorfisme

@ps(eé)Q(E) — piQ(E)
j=1

amb inversa donada per la columna (e!,... ¢! )t. La fila (€%,...,€ ) és invertible

(]
P 177 g
sobre (), per tant, té una inversa donada per una columna

n;g
(xllv s 7x:1i)t: pZQ - @ps(ez)Q
7=1

complint a:;pZ = :1:; = ps(ez_)xé- per a tot 4,j. Ara, per a cada e € E' existeixen i, j
tinics (amb i € E°\ F(E) i1 < j < n;) tals que e = eé.. Posem X = {1‘; | i €
E°\ F(E),j=1,...,n;} i considerem l’aplicaci6 f: E* — X definida per eé — a:é
Considerem M = @,cp1 Ke C P(E) el K%bimodul definit en la Secci6 . Com que
ps(e§)$§ = 93; = x;'-pr(ei_) tenim que f estén a un morfisme de K%bimoduls f': M — Q.
Per la Proposicio @ sabem que P(E) = T, ,(M), un anell tensorial, i per la propietat
universal de ’anell tensorial (Lema tenim que existeix un tnic morfisme de K-
anells ¢: P(E) — @ estenent f’. Observem que ¢ o ¢ = 1pg). Sigui ¥ el conjunt
de matrius amb entrades en P(FE) de la forma Ag + B on Aj és una matriu invertible
sobre K¢ i B té ordre positiu (observem que és el mateix ¥ definit al final de la
Seccio . Ara tenim que ¢ és un morfisme Y-inversor. En efecte, si A € ¥ aleshores
A = (p(A)) és invertible a Rt (E) C Q(E) (pel Corollari 2.1.27). Per tant, ¢(A)
és no divisor de zero ja que v és un morfisme injectiu. Com que ) és regular de
von Neumann (per la Proposicio tenim que p(A) és invertible a Q). Hem vist,
doncs, que ¢ és un morfisme (XU X1)-inversor (X1 definit com en la Seccio 2.2). Com
que Q(F) és precisament la localitzacié universal de P(E) en ¥ U X (Teorema
existeix un morfisme d’anells $: Q(E) — Q estenent ¢ i fixant € per a tot e € E'.

Ara, de les propietats universals se’n dedueix que Yy op = 1g(g) ique poyp =1g. U

4.4. Moduls finitament presentats sobre ’algebra de Leavitt d’un buirac

En aquesta seccié donarem una primera aproximacié a com sén els moduls fi-
nitament presentats sobre 1'dlgebra de Leavitt L(F). Essencialment el que fem és
generalitzar els resultats de [4, Section 3].
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Recordem que per a un anell semihereditari S, la categoria dels S-moduls dreta
finitament presentats fp(S) és abeliana. Denotarem per 7 la subcategoria plena de

Mod-P(FE) formada pels P(F)-moduls dreta de K-dimensi6 finita.

PROPOSICIO 4.4.1. La categoria T dels P(E)-moduls dreta de K-dimensid finita
coincideiz amb la categoria fp(P(E))a dels moduls de longitud finita en fp(P(E)).

DEMOSTRACIO. Posem R = P(E). Observem primer que els R-moduls de K-
dimensié finita so6n finitament presentats per la Proposicié Es clar que els
objectes de 7 son objectes de longitud finita en fp(R). Per a veure la inclusi6 contraria
en tenim prou de veure que els objectes simples en fp(R)g tenen K-dimensié finita.
Sigui M € fp(R)q simple. Pel Teorema M té un submodul projectiu @ de
K-codimensi6 finita. Com que M és simple en fp(R)q tenim que Q@ =00 Q = M. Si
@ = 0 en deduim que M té K-dimensi6 finita. Altrament, M és un R-modul dreta
simple i projectiu. Per tant M = p;R per a i una pica en E, de manera que M té
K-dimensio6 finita (de fet té dimensio 1). O

PROPOSICIO 4.4.2. Posem R = P(E) i sigui T(= fp(P(E))a) la categoria dels
R-moduls dreta de K-dimensid finita. Aleshores es compleix:

(1) Ko(T) és un grup abelia lliure sobre el conjunt de classes d’isomorfia de R-moduls
simples de K-dimensid finita.
(ii) El morfisme canonic v: Ko(R) — Ko(fp(R)) és un isomorfisme, de manera que
Ko(fp(R)) és abelia lliure de rang d generat per [p1R], ..., [paR).
(iii) El morfisme Ko(T) — Ko(fp(R)) té per imatge el subgrup de Ko(fp(R)) generat
per les columnes de la matriu (1 — Ag).

DEMOSTRACIO. Com que, per la Proposicié , la categoria 7 coincideix
amb la categoria fp(R)g el resultat ve donat pel Teorema de Devissage [60, Theo-
rem 3.1.8(1)].

Es conseqiiéncia del Teorema de Resolucié [60, Theorem 3.1.13).

Denotarem la classe, en Ko(R), d’'un R-modul projectiu P per [P] i la classe,
en Ko(fp(R)), d’'un R-modul finitament presentat M per (M). Sigui M un R-modul
finitament presentat de K-dimensié finita i considerem una resoluci6 per R-moduls
projectius finitament generats

0—P—Q—M—N0.

Tenim que (M) = (Q)— (P) en Ko(fp(R)). Identificarem Ko(K?) amb Ko(R) a través
de Iisomorfisme induit per la inclusi6 K¢ < R. Com que M té K-dimensi6 finita és un
K9%modul (projectiu) finitament generat i té sentit x a(M) € Ko(K?). A més, per la
identificaci6 anterior, podem pensar x ya(M) € Ko(R). Amb aquesta identificacio, la
Proposicio ens dona la igualtat xgr(M) = (1 — Ag)xxa(M) en Ko(R). Com que
xr(M) = [Q] — [P] tenim que (M) = (@) — (P) = (xn(M)) = (1 — Ap)i(xxe(M)).
Amb aix0 veiem que la imatge de Ko(7) en Ko(fp(R)) esta continguda en el subgrup
generat per les columnes de (1 — Ag).

Per a veure la inclusio contraria, posem r~1(i) = {ei,... el } per a cada i €

{1,...,d} i considerem els morfismes de R-moduls dreta v;: 69?;1 ps(eé_)R — piR
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definits per v;(ry,...,r,) = Eﬁrl +.. .—|—éflirni amb el benentés que, en cas que ¢ sigui
una font, v; és el morfisme zero 0 — p; R. Tenim el segiient isomorfisme de R-moduls
coker(v;) = p; K, de manera que (coker(v;)) en Ko(fp(R)) coincideix amb la i-ésima
columna de (1 — Ag). O

Denotem per M, la subcategoria plena de Mod-P(FE) dels moduls M tals que
M D p(E) L(E) = 0. Considerem la subcategoria plena de M, formada pels seus

moduls finitament presentats, és a dir, Mz = Mo Nfp(P(E)). En cas que sigui clar
el buirac en el que estiguem treballant la denotarem simplement per M. Com abans

posem X = EY\ F(E). Recordem que donat i € X hem definit en la Observacio6 [2.2.18

uns morfismes v; i un conjunt ¥§ = {v; | i € X} de manera que L(E) = P(E)x:.
Tenim que cokerv; € M (i € X).

OBSERVACIO 4.4.3. Com que p L(E) s llis (Proposici6 [4.3.1) i P(E) és heredi-
tari dreta (Proposici6 [1.2.8)), per la Observaci6 [1.4.10}, tenim que M7 coincideix amb
la categoria Ty (P(E)) de la Definicio .

LEMA 4.4.4. Tenim una inclusid de categories M C fp(P(E))q. De fet M és una
subcategoria de Serre de fp(P(E))q i tenim una inclusié Ko(M) — Ko(fp(P(E))g)
de forma que Ko(M) és el subgrup de Ko(fp(E)a) generat per les classes [N] dels
P(E)-moduls simples N tals que N € M.

DEMOSTRACIO. En efecte, sigui M € M. Pel Teorema (junt amb la Ob-
servacio M té un submodul projectiu P, finitament generat i de codimensid
finita. Com que P(E)L(E) és llis (Proposicio , tensoritzant la seglient successio
exacta

0O—P—M-—M/P—0

veiem que P ® py L(E) = 0. Per tant P = 0 i tenim que M t¢ K-dimensi¢ finita.
Per la Proposicio tenim que la categoria fp(P(E))g coincideix amb la categoria
T dels P(E)-moduls dreta de K-dimensi6 finita.

Es clar que M és una subcategoria de Serre de fp(P(E))q pel Lema m, per tant,

pel Teorema de Dewvissage ([60, Theorem 3.1.8(1)]) obtenim la resta de 'enunciat. [

Del Teorema tenim que la segiient successio és exacta:

(4.4.1)
Vst Vst

Ki(P(E)) — = Ki(L(E)) —"— Ko(Mp) —— Ko(P(E)) —— K(L(E)).
Ara anem a estudiar amb deteniment aquesta successio, relacionant-la amb els calculs
efectuats al Capitol[3] Situem-nos primer en el cas de F un buirac sense piques i posem
w: Ki1(L(E)o) — Ki(L(E)) el morfisme de la Proposicié De la Proposici6 [3.4.2]
se’n dedueix que im ¢ té un complement en K;(L(F)), complement que denotarem per
Ki(L(E)). Del Teorema en deduim que imiyy, en Ki(L(FE)) esta generat per
les classes dels elements de (K*)?, per la Proposici6 tenim, doncs, que coincideix
amb im ¢ i per 'exactitud de veiem que Ki(L(E)) 2 ker 4.

Observem que, per a tot i € X, cokerv; € M. Si denotem per Ey,..., E, els
elements de la base canonica de Z" podem definir o: Z* ¢ — Ko(Mz) via o(E;) =
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lcoker vy ar] 1 p: Z¢ — Ko(P(E)) per p(E;) = [p; P(E)]. Posem po = (1d‘jd,) — Al e

Mgy (a—ay(Z) i considerem el segiient diagrama de grups abelians amb files exactes:

0 ——  kergy —2— z¢d £, Vi

(4.4.2) Ul %lp
0 —— Ki(L(E) —2— Ko(Mg) —— Ko(P(E))

on el quadrat és commutatiu:
300(5) = 8(cokerviss]) = s PE) = [0, 1 PIE))|
J

d

d
poo(Bi) =p | Bira — Y als 0B | = piva PE) = af;, olp; P(E)]
j=1 i=1

i, per les definicions dels aib;- i dels 637 ambdues equacions coincideixen.

Per la propietat universal del nucli sabem que existeix un tnic homomorfisme
de grups abelians ¢: ker g — Ki(L(E)) que tanca el diagrama (£.4.2). Anem a
construir-lo explicitament. Per comoditat pensarem que ker oy C Z% de tal manera
que les d’ primeres components dels elements de ker ¢y seran zero. Prenem b; =
(b, ..., bcll), A ,bf;) € ker ¢ una base del grup abelia lliure ker .

Sigui a = (a1, ...,aq) € ker g i definim Cf = {i € E | a; >0}i C, = {i € E° |
a; < 0}, tenim que

d
dooo(a) = Z a;d[coker v;] = Z a;d[coker v;] + Z a;d[coker v;]
i=d'+1 ieCF i€Cy
= > ai([PE)] - [@)Lpye) PE)])
iecy
+ Z a; ([sz(E)] - [@?Llps(e;.)P(E)]) :
1€Cy

Considerem els segiients P(E)-moduls

P, = (@;ec; (piP(E))

—a

) ® (@iec;f (EB?;ps(e;)P(E))ai)
Qu = (@iECa (®?ilps(e;)P(E)>_ai> & (B,c0p (MPE)™).

Com que ¢ o tg = 0 tenim que § o 0 o tg(a) = 0, d’on deduim que [Q,] = [P,] en
Ko(P(E)) i, en ésser V(P(E)) cancel-latiu (c¢f. Proposicio [1.2.8)), tenim P, = Q.

Posem
po — cd T n; K @i
a = ®ieC; pi D @ieCj @j:ﬂos(e;) )

0_ nioogd) " a\*
Qa - @ieca_ EBj:lps(e;.)‘[( S (@Z’GC;— piKK )
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K%moduls projectius finitament generats corresponents a P, i Qa respectivament.
Identifiquem P, = P? ®x4 P(E ) Qo = Q% ®@ya P(E), fixem ¢0: Q¥ — P9 un
isomorfisme i denotem per ¢, = ¢0 ® IP(E) Iisomorfisme induit.

Donats un morfisme f in € Z\ {0}, la segiient notaci6 ens resultara util:

n

/—/%_
) f@---@fsin>0

e fltsin<o.
Definim l'isomorfisme de L(E)-moduls v,: P, D p(E) L(E) — Q. ®p (B) L(FE) per:

Vo = (G%GC,; (vi® 1L(E))(ai)) @ (@iecgf (vi @ 1L(E))( )>

Ara, Uq = Va0 (¢q ® 1)) defineix un automorfisme de L(E)-moduls de Q, ® L(E).
Finalment, definim

(4.4.3) P(bi) = [Qp, ® L(E), iy,].

Vegem ara que 1 tanca el diagrama (4.4.2)). Prenem a € ker ¢g, observem que
tenim la segiient descomposicio tipus Cramer (vegeu Teorema [1.4.4)):

((@ie();(’/i ® 1L(E))(_a")) @ 1)% = (1 @ (GBieo;(w ® 1L(E))(ai)>> (Yo ® 1))

de manera que

do(a) =0[Q,® L(E), v, = Z a;[coker v;] Z a;[coker v;]

iect ieCy

que coincideix amb o o ¢p(a). En la demostracié de la Proposicié segiient veiem que,
de fet, 1) és un isomorfisme.

PROPOSICIO 4.4.5. Sigui E un buirac finit sense piques amb E* = {1,...,d},
= |F(E)| i de manera que les fonts son els d' primers vértexs. Aleshores Ko(My)
és el grup abelia lliure de rang d — d' amb base [coker vy 1], ..., [coker vg].

DEMOSTRACIO. Posem ¢y = (111(111/) — Ay € Myy(g—qy(Z). Tenim la segiient

successié exactas:
o
0 — ker ¢o —% 7474 £, 74 T, coker ¢g — 0

Recordem el diagrama (4.4.2). El podem estendre per la dreta de manera que
obtenim el segiient diagrama de grups abelians amb files exactes:

LoOp: oy m
oop2 - md-d PO 74d ", coker g

(4.4.4) wl al plg Tlg

0 Ri(L(E) —2 Ko(Mg) —— Ko(P(E) 3 Ko(L(E)).

En el diagrama anterior v és el morfisme induit per la propietat universal del nucli,

que hem descrit explicitament en (4.4.3). Recordem que o 'hem definit enviant els
elements de la base canonica de Z?~% a les classes [coker vg,1], ..., [coker v4]. Obser-

0 ——  keryg

vem que podem identificar coker ¢y amb el grup de Grothendieck del monoide Mg de
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manera que la imatge per mg dels vectors de la base candnica siguin els generadors de
Mp, és adir, els vertexs v; € E°. Amb aquesta identificacio 7 és I'isomorfisme de grups
induit per I'isomorfisme de monoides Mg — V(L(E)) descrit en el Teorema [1.3.7]
Com a conseqiiéncia del Lema m tenim que Ko(Mzg) C Ko(fp(P(E))q) i per
la Proposicié @.4.2] aquest darrer és abelia lliure generat per les classes d’isomorfia
dels moduls simples. Com que (per a i € E°\ F(E)) els moduls coker v; sén simples
(tenen K dimensi6 1) i no isomorfs entre ells (la seva caracteristica d’Euler és diferent)
veiem que o és un monomorfisme escindit. Ara, usant el Lema de la Serp ([18, Snake
Lemma, Exercise 2.3.13]) en el diagrama deduim que v és un monomorfisme
i que coker v és isomorf a un submodul del grup abelid lliure coker o. En particular
coker v és abelia lliure i, com que ker g i K1(L(E)) son grups abelians lliures del
mateix rang (com a conseqiiéncia de la Proposicio , obtenim que cokervy) = 0
i1 és un isomorfisme. Ara, aplicant el Lema dels Cinc ([62] Five Lemma 3.32]) al
diagrama tenim que o és un isomorfisme, cosa que demostra el resultat. ]

TEOREMA 4.4.6. Sigui E un buirac finit amb E* = {1,...,dg}, dy = |F(E)|.
Aleshores Ko(My;) és el grup abelia lliure de rang dg — d amb base

{[coker v¥] | i € E°\ F(E)}.

DEMOSTRACIO. Com en la demostracio del Teoremaconsiderem E el subgraf
complet sense piques del Lema i F el subgraf de E donat per F? = E'U F(E)
i F1 = E' amb les aplicacions d’incidéncia donades per restriccio. De la demostracio
del Teorema se'n desprén que L(F) i L(E) son Morita equivalents, que les fonts
de E ide F coincideixen i que K (L(F)) & Kl(L(E))@Hle K*ontl=|{veF(E)|
spi(v) € Lp}| és el namero de vértex aillats de F (és a dir, vértexs que son fonts i
piques a la vegada). Pel Teorema tenim que la segiient successié és exacta:

K(P(E)) — Ki(L(E)) — Ko(Mg) — Ko(P(E)) — Ko(L(E)).

La inclusi6 i: E < F indueix (mono)morfismes no unitals P(i): P(E) — P(F) i
L(i): L(E) — L(F) (¢f. Observaci6 [1.3.3). Per la Observacio tenim que els
morfismes no unitals entre anells unitals indueixen morfismes en el Ky i K7. Conside-
rem ara el seglient diagrama commutatiu amb files exactes (Teorema :

E\(P(E)) —— Ki(L(E)) —— Ko(Mz) —— Ko(P(E)) —— Ko(L(E))

P(i)*l L(i)*l l lP(i)* lL(i)*

Ky(P(F)) —— Ki(L(F)) —— Ko(Mg) —— Ko(P(F)) —— Ko(L(F)).

Com que F i F només difereixen en vértexs aillats tenim que els morfismes

P(i)y: Ko(P(E)) — K, (P(F)) i L(i)s: Kp(L(E)) — K, (L(F))
per an = 0,1 sén monomorfismes escindits. Obtenim el segiient diagrama commutatiu
amb files exactes:
K1(P(B)) ® G Ki(L(E)) ® G: Ko(Mz) ——— Ko(P(E)) @ Go Ko(L(E)) @ Go

Ki(P(F)) ———  Ki(L(F)) KoMz) ———  Ko(P(F)) ———  Ko(L(F)),
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on Go=[1'_, 21 Gy =[];_, K*. Pel Lema dels Cinc (|62, Five Lemma 3.32|) tenim
que KO(ME) = Ko(M%). A més, de la Proposici6 M, tenim que KO(ME) és abelia
lliure de rang dj — d'z. Com que FO = EOU F(E) (els vertexs que hem afegit son tots
fonts) tenim que dj — d;@ = dp — d’p. Per tant, hem vist el resultat per al buirac F.

Observem ara que la inclusié j: F' — FE indueix (mono)morfismes no unitals
d’anells P(j): P(F) — P(E) i L(j): L(F) — L(FE). Per la Demostraci6 del Teo-
rema tenim que L(j)(L(F)) = pL(E)p per a un cert idempotent ple p. En
particular, per a n = 0,1 veiem que L(j)«: K,(L(F)) — K,(L(E)) son isomorfismes
(per la invariancia de Morita dels functors Ky i K1). Novament del Teorema
obtenim un diagrama commutatiu amb files exactes
(4.4.5)

0

Ki(P(F)) —— Ki(L(F)) —2— Ko(Mz) —— Ko(P(F)) —L— Ko(L(F))
lP(j)* l% lp lP(j)* lg

K1(P(E)) —— Ki(L(E) —2— Ko(Myp) —— Ko(P(E)) —'— Ko(L(E)).

A més, f 1 g s6n epimorfismes com a conseqiiéncia del Teorema Podem, doncs,
considerar el seglient diagrama commutatiu amb files exactes:

0 —— M —— Ko(P(F)) —L— Ko(L(F)) —— 0

P(j)*\Ml lP(j)* lg

0 —— M' —— Ko(P(E)) —2— Ky(L(E)) — 0,
on M =ker f =imd i M’ = kerg = im¢’. Pel Lema de la Serp ([18, Snake Lemma,
Exercise 2.3.13|) obtenim que
coker (P(j)4ar) = coker (P(j)«) = 7e=dr
De (4.4.5)), junt amb la Proposicié i la Demostraci6 del Teorema n’obtenim
un diagrama commutatiu amb files exactes:

0 —— ker (A’F— <1dF0—d’F)) — Ko(Myp)

gl lﬂ lP(j)*\M

ker (A}J— <1dE(1¢/E>> —— Ko(M5) 5

A més, p és un monomorfisme escindit, ja que envia els elements [coker VZ-F | a els

elements [coker 7], que formen part d’una base de Ko(Mz). Ara, és clar que el
morfisme de baix a I’esquerra és injectiu. Novament pel Lema de la Serp, obtenim que

COkeI‘(p) > coker (P(])*UW) o~ ZdEde.

Per tant, el rang de Ko(Mz) és dp — dyp + dp — dp = dp — d; (ja que dfp = df;). A
més, com que els elements del conjunt {cokerv® | i € E®\ F(E)} sén moduls simples
no isomorfs, les seves classes formen una base de Ko(My). O

Usant un molt recent resultat de Neeman [50] podem veure l'anterior d'una altra
manera. Tenim la segiient definicio:
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DEFINICIO 4.4.7 ([50, Definition 0.4]). Siguin R un anell i ¥ un conjunt de mono-
morfismes entre R-moduls projectius finitament generats. Definim una certa categoria
exacta £ com la subcategoria plena de tots els R-moduls de manera que: Tots els ob-
jectes de € sén moduls finitament presentats i de dimensio projectiva < 1. La categoria
& és univocament determinada per

(i) Per a tot s;: P, — Q; en X, tenim cokers; € £.
(ii) Donada una successioé exacta curta de R-moduls finitament presentats de dimen-
si6 projectiva < 1:

0—M —M-—M —0

si dos dels objectes M’, M i M" son de & el tercer també ho és.
(iii) £ conté tots els sumands directes dels seus objectes.
(iv) € és minimal complint (i)-(iii).

Una caracteritzacio alternativa d’aquesta categoria és la seglient:

Proprosicio 4.4.8 ([50, Proposition 0.7]). Un R-modul M és de € si i només si

(i) M és finitament presentat i de dimensid projectiva < 1.
(ii) M ®p Ry, = 0= Tor®(M, Ry).

TEOREMA 4.4.9. La categoria M €és la subcategoria plena de fp(P(E))a formada

pels moduls tals que la seva série de composicid només conté els moduls de la forma
cokerv; (oni€ X = E°\ F(E)).

DEMOSTRACIO. Sigui & la categoria de la Definici6 per a R = P(E) i el
conjunt ¥ = X). Per la Proposici6 i la Observaci6 tenim que la categoria
& coincideix amb la categoria Ty (P(E)). Per tant, per la Observacio , tenim
que la categoria & coincideix amb la categoria M. Ara, per la definicié de £ tenim
el resultat. 0

Donat i € X, escrivim M; = coker v;. Per tal d’obtenir una descripci6 dels L(E)-
moduls finitament presentats necessitarem els segiients lemes (¢f. [64], Lemma 6.1]):

LEMA 4.4.10. Sigui N un P(E)-modul simple i de dimensid finita. Tenim la se-
glient dicotomia:
(i) Si existeiz i € X tal que N = M; aleshores N @ p(E) L(E)=0.
(ii) Si per a tot i € X tenim N % M; llavors N @ p ) L(E) és simple.

DEMOSTRACIO. ({) Si N = M; tenim que N ® ) L(E) = 0, ja que M; € M.

Sigui N un P(E)-modul dreta simple i de dimensi6 finita. Suposem que
N R p(E) L(E) =01 N % M, per a tot i € X. Observem que per i # j tenim
que M; 2 M; ja que la seva caracteristica d’Euler és diferent. Per tant, els elements
de B = {[M;] | i € X} son Z-linealment independents en Ko(M) C Ko(7). Ara, en
el nostre suposit tenim que [N] és Z-linealment independent de B = {[M;] | i € X},
cosa que entra en contradiccié amb el Teorema que ens assegura que Ko(M) és
abelia lliure de rang d — d’ (on d' = |F(F)|). Vegem ara que N ®p) L(E) és simple.
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Sigui n =}, c g« 1y ® 7y un element no nul de N ®pcp) L(E), on n, € N. Considerem
la segiient descomposicié de la unitat

1:Z:pZ Z Z ee + Z Di-

i€E0 1€X eer—1(i) i€eF(E)

Si per a algun i € F(F) tenim que n’ = np; # 0 aleshores n’ € Np;, @ p; C N ® 1.
Altrament, de la descomposici6 de la unitat anterior veiem que existeix algun e € E*
tal que ne # 0 i inductivament podem trobar v € E* tal que n’ = ny #0in’ €
Npsy) ® ps(yy € N ® 1. En ambdos casos, de la simplicitat de N n’obtenim que
N ®1=n'P(E) cosa que demostra la simplicitat de N D p(E) L(E). O

LEMA 4.4.11. Sigui i € E°, les segiients condicions sén equivalents:

(i) piP(E) té K-dimensid finita.

(ii) p;L(F) és suma directa finita de simples.
) piL(E) té longitud finita.

(iv) El subgraf i+ (i) és aciclic.

(iii

DEMOSTRACIO. ({)=({) Posem M = {7 € 5..(i 1) | 7() € D(E)} C p;P(E).
Observem que, com que p; P(E) té K-dimensi6 finita, M és finit. Usant les relacions
pj = Zeerl(j) €e iterativament i que tot cami de 5%1 (i) es pot prolongar fins a un
cami de M obtenim que p; = ZﬁeM 7, per tant, p;L(E) = ZﬁeM YL(E). A més,
donats 7,7 € M no pot passar que 7 sigui un subcami de 7', ja que tots els camins
de M uneixen el vértex i amb una pica de E. Per tant, els elements del conjunt
{77 | ¥ € M} son idempotents ortogonals i hem vist que p;L(E) = ®x5em7vL(E).
Com que WVL(E) = ’YWL(E) = ps('y)L(E) = ps('y)P(E) ®P(E) L(E) i ps(’y)P(E) ¢s
simple (ja que s(v) és una pica en E), pel Lema tenim que p;L(F) és suma de
simples, com voliem.

:> Es clar.

([{i)=(iv) Veurem que si r5!(i) té algun cicle, aleshores p;L(E) no té longitud
finita. Sigui @ € E* un cicle basat en un vertex k tal que existeixi algun cami de k a 4.
Prenem v € 75+ (i) amb s(y) = k. Posem @ = p; +Jay. Ara, si n >m > 0 tenim que

2"L(E) C 2™L(E) (amb el benentés que 2° = p;). En efecte, suposem que per a cert
y € L(FE) tenim que z"y = ™. Com que p;L(E)p; C p;Q(E)p; operant en aquest
darrer tenim que y = 2™ " pero m —n < 0iy & p;L(F)p;. Per tant, hem vist que
tenim una cadena infinita de submoduls amb inclusions propies:

p;L(E) DxzL(E)D>---D>a"L(F) D

é Es clar. OJ

El proxim resultat ens dona una primera descripci6 de lestructura dels L(FE)-
moduls de longitud finita.

PROPOSICIO 4.4.12. Sigui E un buirac finit i posem R = P(E), L = L(E). Tenim:

(i) Sigui N un R-modul dreta de K-dimensio finita amb una série de composicid de
longitud k:
O<Ni<Ny<---<N,=N
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Assumim que exactament v dels factors de la série anterior sén isomorfs a algun
M;, per i ¢ F(E). Aleshores N @r L és un L-modul de longitud finita i la seva
longitud és exactament k — r.

(i1) Sigui M un L-modul dreta finitament presentat. Aleshores existeix un L-modul
dreta projectiu finitament generat P tal que P < M i M/P és un modul de
longitud finita.

(iii) Tot L-modul dreta M finitament presentat, de longitud finita és isomorf a un
modul de la forma N ®r L, on N és un R-modul dreta de K-dimensio finita.

DEMOSTRACIO. Es conseqiiéncia directa del Lema junt amb el fet que
L és un R-modul esquerra llis (Proposici6 [4.3.1)).

Sigui M un L-modul dreta finitament presentat. Pel Corol-lari existeix
un R-modul dreta N finitament presentat tal que N ®r L = M. Ara, del Teore-
ma (junt amb la Observaci6 tenim que existeix Q < N un R-modul
dreta projectiu finitament generat tal que N/Q té K-dimensi6 finita. Com que gL
és 1lis, tenim que M = N ®p L conté un L-modul dreta projectiu finitament generat
P=Q®pg L. Ara, per la Proposicio tenim que N/Q és un R-modul finitament
presentat de longitud finita i, per I'apartat (), (N ®r L)/(Q ®r L) = (N/Q) ®r L és
un L-modul de longitud finita.

Procedint com en el cas anterior tenim que M = N ®gr L per a un cert R-
modul dreta N finitament presentat i obtenim (pel Teorema @ un R-modul
projectiu tal que N/Q té K-dimensi6 finita. De la segiient successio exacta

0 —Q®rL—M— (N/Q)®r L —0

en deduim que I’L-modul projectiu @Q ®gr L és de longitud finita. Com que @ =
®F_1pj,Ricada pj,R®@gr L = pj;,L és de longitud finita, pel Lema [4.4.11| tenim que
cada p;; R ¢s de K-dimensio finita i, per tant, ) t¢ K-dimensi6 finita. De la successi6
exacta

0 —Q—N—(N/Q —0

en deduim que N té K-dimensi6 finita. O

4.5. Les categories de moduls finitament presentats com a quocients

En aquesta seccio veurem que les categories Mod-L(FE), fp(L(E)) i fp(L(E))q son
equivalents, respectivament, a les categories quocients Mod-P(E) /M., fp(P(E)) /M
i fp(P(E))a/ M. Els resultats que veurem a continuacié essencialment generalitzen [4]
Section 5] al cas de 1’algebra de camins d’un buirac. No obstant, per a les demostraci-
ons seguim les idees que es troben en [64], on es tracta el cas de 1’algebra sobre el grup
lliure, que és forga similar. D’altra banda, interpretant correctament les categories i
functors podem simplificar notablement una part de la demostracié dels resultats de
[64] referits anteriorment. Concretament, el fet que els functors B i U (definits a con-
tinuacio) sén, respectivament, el functor extensio i restriccié d’escalars ens assegura
que son functors adjunts com a conseqiiéncia d’un resultat general. Finalitzarem la
seccio calculant explicitament el complement de K (L(FE)) en K1 (Q(F)) que hem vist
a la Proposicio que era un sumand directe. Per a aquesta seccié convindra tenir
presents les definicions i resultats sobre categories quocients de la Secci6 [1.8
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Posem B = — @pg) L(E): Mod-P(E) — Mod-L(E) el functor extensié d’es-
calars i U: Mod-L(E) — Mod-P(E) el functor restriccié d’escalars. Sabem que B
restringeix a un functor entre les categories de moduls finitament presentats i, per
(i) en la Proposicio , el mateix és cert per als moduls finitament presentats de
longitud finita. Denotarem també per B aquestes restriccions. Per la Proposici6 [4.3.1
tenim que el functor B és exacte i, del Lema [1.8.6] en deduim que M, és una sub-
categoria de Serre de Mod-P(FE) i que M és subcategoria de Serre de la categoria de
moduls finitament presentats i (en vista del Lema de la dels moduls finitament
presentats de longitud finita. Per tant, té sentit considerar les categories quocients
Mod-P(E)/ Mo, fp(P(E))/M i fp(P(E))q/ M. Tenim les segiients propietats

PrOPOSICIO 4.5.1. Siguin M € Mod-P(E) i N € Mod-L(E). Aleshores

(i) Ezisteiz un isomorfisme natural ny: BU(N) — N.
(ii) Ewisteir una transformacid natural Opr: M — UB(M).
(iii) Les segiients composicions son la identitat:

0
UN) 2, o Ny L),

B(M) 29, gy 200, B

U(N)

DEMOSTRACIO. (i) Per (el dual de) la Proposicié tenim que L(FE) és una
localitzaci6 universal de P(E), per tant, la inclusié de P(E) en L(F) és un epimorfisme
d’anells. De [68], Proposition XI.1.2] en deduim que la transformacié natural definida
per ny(n ® s) = ns defineix un isomorfisme natural.

Es facil veure que el morfisme 6y;: M — UB(M) definit per 0y;(m) = m® 1
és natural.

Es clar de les definicions anteriors. O

ProprosiciO 4.5.2. El functor B és adjunt esquerra del functor U. En particular,
donats M € Mod-P(E) i N € Mod-L(E) tenim un isomorfisme natural

Homyp, gy (B(M),N) = Homp g (M,U(N)).

DEMOSTRACIO. Es conseqiiéncia d’un resultat general dels functors extensio i res-
tricci6 d’escalars vegeu [18| Proposition 3.3.15]. O

PROPOSICIO 4.5.3. Si S: Mod-P(E) — B és un functor que envia tot morfisme
f € Homp g, (M, N) complint ker(f),coker(f) € Mo a un isomorfisme, llavors hi ha
un functor S’: Mod-L(E) — B tal que S'B és naturalment isomorf a S. A més, el
Junctor S" és unic tret d’isomorfisme natural.

DEMOSTRACIO. Vegem primer la unicitat. Si hi ha un isomorfisme natural S ~
S'B aleshores SU ~ S'BU ~ S', per () de la Proposici6 4.5.1]

Per a veure’'n l'existéncia cal veure que S’ = SU compleix S’B ~ S. En efecte,
de I'apartat de la Proposicio en deduim que B(6y;): B(M) — BUB(M)
defineix un isomorfisme per a tot M € Mod-P(E). Com que B és un functor exacte
(Proposicio tenim que ker(fyr), coker(fyr) € M. Per tant, S(0p): S(M) —
SUB(M) = S’B(M) defineix un isomorfisme natural. O
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Considerem el functor localitzacio:
T: Mod-P(E) — Mod-P(E)/ M 4.
Per la propietat universal de T existeix el segiient functor:
B: Mod-P(E)/ M — Mod-L(E),
tinic functor complint B = BT. Denotem per fp(P(E))a/ Moo i fp(P(E))/ Moo les

subcategories plenes de Mod-P(E)/ M., donades, respectivament, pels moduls fini-
tament presentats de longitud finita i pels moduls finitament presentats.

Com que B restringeix a un functor entre les categories de moduls finitament
presentats i a un functor entre les categories dels moduls finitament presentats de

longitud finita, el mateix és cert per a B de manera que tenim els functors
By: fp(P(E))a/ Moo — fp(L(E))n
By fp(P(E))/ Moo — fp(L(E)).

Tenim el segiient diagrama commutatiu:

_ T - B
fp(P(E))y —— 2UE)a L. fp(L(E))q

oo

_ Ef
fp(P(E)) P
BAE) 0 f(1,())

[ee]

Mod-P(E) —— Mod-PE) _ B, NMod-L(E)

V

B

on les fletxes verticals son inclusions de subcategories plenes i T, Ty, vénen donats
per restriccié de T

TEOREMA 4.5.4. Els functors B, Efp i B son equivaléncies de categories.

Necessitarem algunes definicions. Diem que un functor F: A — B és fidel si
I’aplicacié
F: Homy(A, A') — Hompg(F(A), F(A"))
és injectiva per a tot parell d’objectes en A; F és ple si 'aplicacié anterior és ex-
haustiva i F' és dens si per a tot objecte B en B existeix un objecte A en A tal que
F(A) = B. Per tal de demostrar el Teorema usarem el segiient resultat general [18|
Proposition 1.3.14].

PrOPOSICIO 4.5.5. Les categories A i B son equivalents si i només si existeiz un

functor fidel, ple i dens de A a B.

DEMOSTRACIO DEL TEOREMA [L.5.4] En efecte, per la Proposici6 [£.5.3]tenim que
B compleix la mateixa propietat universal que T tret d’isomorfisme natural, per tant
B defineix una equivaléncia de categories. Ara, és clar que els functors By i Efp,
donats per restriccié de B, sén fidels i plens. De en la Proposicié tenim que
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per a tot M € fp(L(E))q existeix N € fp(P(E))a tal que B(N) = M. Per tant, el
functor By és dens i, per u defineix una equivaléncia de categories. Analogament,
pel Corol-lari Mtenim que Efp és dens i defineix una equivaléncia de categories. [J

Prorosicio 4.5.6. Tenim el segiient:

(i) La categoria fp(P(E))a/ Moo €s equivalent a la categoria quocient fp(P(E))q/ M.
(ii) La categoria fp(P(E))/ M és equivalent a la categoria quocient fp(P(E))/M.

DEMOSTRACIO. Considerem en cada cas el functor localitzacio:

Sp: fp(P(E))q — fp(P(E))a/M
Sp: fp(P(E)) — fp(P(E))/M.

Per la propietat universal de la localitzacié existeixen functors
Tq: fp(P(E))a/M — fp(P(E))s/ Mo
Ty fp(P(E))/M — fp(P(E))/ Moo

complint, respectivament, Tq = TSy i T, = TfpSfp. Volem veure que Ty i Tfp sén
equivaléncies de categories. En virtut de la Proposici6 [4.5.5] en tenim prou veient que
s6n functors fidels, plens i densos.

Com que Tjq i Tfp son la identitat sobre els objectes, ambdds son functors densos
de manera trivial. La demostracié que sén functors fidels és analoga en ambdés casos.
Ho veurem nomeés per al cas de T'g,. Posem F = By,0T'g,. Recordem que els morfismes
en fp(P(E))/M soén classes d’equivaléncia [(f, g)] de diagrames en fp(P(E)) (vegeu

Seccio ,
M
/ \g‘\
M, M.

on ker(f), coker(f) € M. Tenim que F([(f,g)]) = (9 ®1) o (f ® 1)~L. Suposem ara
que (g®1)o(f®1)~1 =0, llavors g® 1 = 0. D’on deduim que im(g) € Mqo; com
que fp(P(F)) és una categoria abeliana i im(g) = ker(coker(g)), de fet im(g) € M.
Considerem el segiient diagrama commutatiu

/J\

M1<—ker 4>M2
N A
f 0
M

on f’ denota la restriccio de f a ker(g) i1 és la inclusio. Com que M/ ker(g) = im(g) €
M, el diagrama anterior ens diu que [(f,g)] = [(f,0)] =01 F és un functor fidel. Per
tant Tfp també ho és.

Per tal de veure que Ty, és un functor ple, prenem My, My € fp(P(E)). Un
morfisme en fp(P(E))/ My consisteix en una classe d’equivaléncia [(f, g)] donada per
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un diagrama

M
RN
M, Mo

on M € Mod-P(E) i ker(f),coker(f) € Ms. En tenim prou de veure que podem

prendre un representant amb M € fp(P(E)). Posem N’ = (ker f)N(ker g) i considerem
el seglient diagrama commutatiu:

5N

Ml%M/N/LMQ

Com que N’ C ker(f) i My és tancada per subobjectes tenim que N’ € M.
A meés, coker(f) = coker(f) € My i ker(f) = ker(f)/N' € Mes. Hem vist que
[(f,9)] = [(f,9)] i podem, doncs, suposar que f®g: M — M; @ My és monomorfisme.

Vegem ara que per a ’M complint aquesta condici6 tenim M € fp(P(E)). Pel
Teorema (junt amb la Observacio existeixen P, C My, P, C My sub-
moduls projectius finitament generats tals que My /Py, My/P, sén de dimensié finita.

Posem 71 : My — My /Py i my: My — My /Py les projeccions naturals i
N = (ker 1 f) N (ker mag).

Tenim el segiient diagrama commutatiu:

0 0 0
11 % 22
f g

on i1,142,1 denoten inclusions, 7 denota la projeccié natural, f’, ¢’ vénen induides per
la propietat universal del nuclii f”, ¢” per la propietat universal del conucli. Com que
f"®g": M/N — M;/P; & Ms/P, és monomorfisme tenim que M/N és de dimensio
finita i, en particular, per la Proposicié és finitament presentat.
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Tenim el segiient diagrama commutatiu amb files exactes:

0 0
451) 0—— N —— M —— M/N — 0

J{f’@gl J{f@g lf”@g”

0 —— PP, —— Mi®My —— Mi/P1® My/P, —— 0,

és clar que '@ ¢’ és monomorfisme i, com que P(E) és hereditari, en deduim que N és
projectiu. Considerem una resolucié projectiva de M/N per P(E)-moduls projectius
finitament generats:

0—Q—P— M/N—O.
Aplicant el Lema de Schanuel [39, (5.1)] a la successié anterior junt amb la primera

fila de (4.5.1) obtenim la segiient resolucié projectiva de M:
0—Q—Ne&P—M-—NO.

En un anell semihereditari, tot modul projectiu és isomorf a una suma directa
d’ideals finitament generats [3, Theorem|. Com que @ és finitament generat podem,
doncs, considerar una descomposicioé en suma directa N P = Q1 B Q2 amb @ C @1,
un projectiu finitament generat. Ara, M = (Q1 ® Q2)/Q = Q1/Q ® Q2, descomposa
com a suma directa d’un modul projectiu i un modul finitament presentat. Tenim que

My @ iy L(E) 2 M @) L(E) 2 ((Q1/Q) @y L(E)) © (Q2 @y LIE))

Com que My ®pg) L(E) és finitament presentat i Q2 ®pg) L(E) és un sumand
directe seu també és finitament presentat (cf. [39, Lemma 4.54]). Ara, com que Q2
és projectiu (no té torsio) deduim que Q9 és finitament generat i, per tant, M és
finitament presentat. A més, ker(f),coker(f) € M i hem vist que el functor Ty, és
ple.

Per tal de demostrar-ho per al functor Tj es procedeix analogament perd usant

que la categoria fp(P(F))q és tancada per subobjectes. O
Ara, de la proposicié anterior junt amb el Teorema n’obtenim:

COROL-LARI 4.5.7. Tenim el segiient:
(i) Les categories fp(P(E))a/M i fp(L(E))a son equivalents.
(ii) Les categories fp(P(E))/M i fp(L(E)) son equivalents.

Aquest resultat ens permet fer alguns calculs de Teoria K:

ProprosiciO 4.5.8. Tenim les segiients propietats:
(i) Ko(fp(L(E))q) és abelia lliure sobre el conjunt de classes d’isomorfia dels P(E)-
moduls dreta simples de K-dimensid finita no isomorfs a cap dels
{M;(= cokerv;) | i € E°\ F(E)}.

(ii) L’aplicacio canonica v: Ko(L(E)) — Ko(fp(L(E))) defineiz un isomorfisme.
(i) El morfisme Ko(fp(L(E))a) — Ko(fp(L(E))) és zero.
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DEMOSTRACIO. (i) Del Corol-lari en deduim que
Ko(fp(L(E))n) = Ko(fp(P(E))a/M).

Pel Teorema de Localitzacio de Heller (vegeu per exemple [77), Theorem 11.6.4]) tenim
que aquest darrer grup és isomorf a Ko(fp(P(E))q)/Ko(M) i de la Proposici6 m
junt amb el Lema [4.4.10| en deduim el que voliem.

Es conseqiiéncia del Corol-lari junt amb la Proposici6 m
Considerem el segiient diagrama commutatiu

Ko(fp(P(E))s) —— Ko(fp(P(E)))

B*J( B

Ko(fp(L(E))s) —— Ko(fp(L(E)))

on les fletxes horitzontals vénen induides per la inclusio de categories i les verticals pel
functor B. De en la Proposici6 en deduim que t.(Ko(fp(P(E))q)) € Ko(M)
i del Corol-lari junt amb el Teorema de Localitzacié de Heller n’obtenim que

Ko(M) =ker (B.: Ko(fp(P(E))) — Ko(fp(L(E)))) .

Com que B,: Ko(fp(P(E))q) — Ko(fp(L(E))g) és un morfisme exhaustiu, tenim el
resultat. O

Ara estem en condicions de calcular el grup G en el Corol-lari Sigui S la
categoria abeliana dels L(E)-moduls dreta finitament presentats i de longitud finita
tals que els seus factors en una série de composicié no sé6n projectius. Observem que
la condicié M € S és equivalent a que M no tingui submoduls projectius. En efecte,
si M té submoduls projectius, com que L(FE) és hereditari M tindra algun factor de
composicié projectiu. Reciprocament, donada una série de composicié de M

O<Ni<...< N.=M

si, posem per cas, N;/N;_1 és projectiu aleshores N; = N;_1 & N;/N;_1 i M té sub-
moduls projectius.

Recordem la col-leccié de morfismes Y definida en la Secci6 [4.3]i denotem per Y’
la col-lecci6 de morfismes entre L(E)-moduls projectius finitament generats induits
pels elements de Y. Com que Q(E) = P(E)y (pel Teorema , L(E) = P(E)ysy
(Observacio 1Y) C 7Y ésclar que Q(F) = L(E)yr. Ara, per la Proposicio
junt amb la Observaci6 [[.4.10] veiem que la categoria S coincideix amb la categoria
T/ (L(E)). Es clar, pel Teorema de Devissage (|60, Theorem 3.1.8(1)]), que Ko(S) C
Ko(fp(L(E))q) és el grup abelia lliure generat per les classes d’isomorfia dels L(F)-
moduls dreta finitament presentats, simples i no projectius. Observem que aquests
L(E)-moduls simples es corresponen, pel Lema junt amb la Proposicié
amb els P(E)-moduls simples, de K-dimensi6 finita, no projectius i no isomorfs als
moduls simples M; (i € E°\ F(E)).
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TEOREMA 4.5.9. Sigui E un buirac finit amb E° = {1,....d} i d = |F(E)|.
Llavors:
K1 (Q(E)) = coker (A — (1,0, )+ (K" = (£¥)") @
ker <A’E - (1;3 ., ) Lz Zd) @ Ko(S).

A més, Ko(S) és el grup abelia lliure generat per les classes d’isomorfia dels L(E)-
moduls dreta finitament presentats, simples i no projectius.

DEMOSTRACIO. En efecte, de I'anterior tenim que Q(E) = L(FE)ys és una localit-
zaci6 universal i S coincideix amb T/ (L(E)). Pel Teorema [1.4.11] tenim la segiient
successié exacta

K1(L(E)) — K1(Q(E)) — Ko(S) — Ko(L(E)) — Ko(Q(E)).

Per la Proposicio tenim que Ko(S) — Ko(L(E)) és zero; de fet, Ko(L(E)) —
Ko(Q(E)) ¢és un isomorfisme com a conseqiiéncia del Teorema [2.4.2] junt amb Teore-
ma [1.3.7

Per la Proposicié tenim que la successié exacta curta segiient és escindida
0 — Ki(L(E)) — Ki(Q(E)) — Ko(S) — 0.
Tenim, doncs, que K1(Q(F)) = K1(L(E)) ® Ko(S). Ara, pel Teorema [3.4.6) obtenim
K(Q(E)) = coker (A% — (1,0, )+ (K™ = (K)") @
ker (A = (1,2, ) 2577 = 2) @ Ko (S),

com voliem veure. OJ



Alguns problemes oberts

Durant I’elaboraci6 d’aquest treball han aparegut diverses qiiestions que, creiem,
mereixen ésser estudiades posteriorment. A continuacié en presentem algunes:

e Una qiiestié obvia seria estendre el calcul de K;(L(E)) al cas que E sigui
un graf amb columnes finites. Creiem que, en principi, els nostres resultats
s’haurien de poder estendre sense massa problemes a aquest cas.

e Un altre problema obvi és tractar d’estendre els nostres resultats a coeficients
més generals que al d’un cos. No tenim una idea clara de com de lluny es pot
anar en aquesta direccié. D’una banda, [20], Theorem 2.4.1| sembla restringir
Iextensi6 dels resultats que depenen de D'algoritme feble. D’altra banda,
Ranicki i Sheiham han demostrat resultats relacionats amb els nostres en
[59] i [64] on admeten coeficients en un anell arbitrari.

e Aixi mateix, seria interessant relacionar els conceptes tractats en el darrer
capitol amb la noci6 de modul de Blanchfield (vegeu [59) 64]) i treballar el
concepte analeg al de moduls de torsi6 de Cohn (vegeu [20] Section 3.3]) sobre
I’algebra de camins d’un buirac. En particular, seria ttil poder donar altres
possibles descripcions de la categoria fp(L(F))g (i el seu Ky) en Uesperit de
[4, Section 6].

e Un altre problema interessant seria estendre les férmules del calcul del Ky
a teoria K superior. Concretament, generalitzar el Teorema i usar-lo
per a calcular la teoria K superior de L(E). Almenys una part de les eines
necessiries per a poder afrontar aquest problema ja han estat desenvolupades.
Per exemple, Grayson va demostrar en [35] una generalitzacié del Teorema de
Bass, Heller, Swan, Farrell, Hsiang i Siebenmann a teoria K superior (vegeu
també [58, pag. 427-428] i [78]).

e En la Seccié hem utilitzat el valor explicit de K;(L(E)), junt amb la
successio exacta

K1(P(B)) —— FKi(L(E)) —— Ko(Tx,(P(E))) —— Ko(P(E)) —— Ko(L(E)),

per a calcular K (szl (P(E))). No obstant, després ens hem adonat que
també podem calcular aquest grup fent servir un molt recent resultat de
Neeman (vegeu Teorema @ . Observem que el calcul de K (TZ/1 (P(E)))
juga, després, un rol important en I’estudi dels moduls finitament presentats
sobre L(E). Ara, considerem l’algebra de Leavitt Vi, per a m,n > 1.
En aquest cas, en principi, Vj,, no té estructura d’anell de polinomis de
Laurent coérner-guerxo, de manera que no podem aplicar el Teorema [3.3.3
per a calcular K1(Vjy, ). Observem que Vj, , és una localitzaci6 universal
d’una certa algebra lliure K (X) respecte algun conjunt X. Pel Teorema de
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Schofield (Teorema [1.4.11]) obtenim la segiient successié exacta:

Ki(K(X)) —— Ki(Vimn) — Ko(Ts(K(X))) —— Ko(K(X)) —— Ko(Vin.n),
on els tnics termes no coneguts son Ki(Vi,,) i Ko(Tx(K(X))). Es possible
calcular Ko(Tx(K(X))) a partir del resultat de Neeman? En cas de resposta

afirmativa, potser aix0 ens permetra calcular K;(V},,) o, fins i tot, abordar
Iestudi dels V};, ,-moduls finitament presentats.
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