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Un camí!
Quina cosa més curta de dir!
Quina cosa més llarga de seguir!
Quin so vulgar i estrany!
Un camí!. . .
Quina sentida de pena i patir,
quina promesa de calma i de guany!
Un camí!. . .

Josep Maria de Sagarra
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Introduction

Graphs are combinatorial objects that sit at the core of mathematical intuition.
They have many uses in Algebra, and their representation theory is very rich. Given
a quiver (�nite oriented graph) E = (E0, E1, r, s) and a �eld K, a representation of
E consists of the assignment of a K-vector space M(v) to each vertex v ∈ E0 and a
linear map

M(e) : M
(
s(e)

)
−→M

(
r(e)

)
for each arrow e ∈ E1, where s(e) and r(e) denote the source and range vertex of e
respectively. The path algebra PK(E) has a K-basis consisting of all the (oriented)
paths in the quiver E, the product being induced by concatenation of paths. It has
the property that its representation theory is the same as the representation theory of
the quiver E.

The algebra PK(E) has many pleasant properties, in particular it is a quasi-free
algebra in the sense of [26] (some other authors use the terms smooth or formally
smooth algebra). In particular, it is a hereditary algebra. If the �eld K is algebraically
closed then every basic �nite dimensional hereditaryK-algebra is isomorphic to PK(E)
for some quiver E without oriented cycles, and moreover every basic �nite dimensional
algebra is the path algebra of a quiver with relations, that is, a quotient of a path
algebra PK(E). Related to this, it is worth mentioning a result of Neeman, Ranicki
and Scho�eld [52] stating that every �nitely presented algebra is Morita equivalent
to a universal localization of a �nite dimensional algebra obtained as a path algebra
of a quiver with relations. Also, the path algebra PC(E) plays a crucial role in some
versions of Noncommutative Algebraic Geometry like the one developed by Le Bruyn
[40, 41, 42], where the space of �nite dimensional representations over a quiver E is
considered as the noncommutative analogue of a�ne space.

A traditional source of noncommutative life is the theory of operator algebras, a
subject closely related to Quantum Physics and Noncommutative Geometry [23]. A
Cuntz-Krieger representation of a quiver E on a Hilbert space H is given by a family
of orthogonal projections {Pv | v ∈ E0} on H, with

∑
Pv = 1, and a family of partial

isometries {Se | e ∈ E1} such that

(i) SeS∗e = Ps(e).
(ii)

∑
e∈r−1(v) S

∗
eSe = Pv for all v ∈ E0 such that r−1(v) 6= ∅.

These are the, so called, Cuntz-Krieger relations. The Cuntz-Krieger graph C∗-
algebra, in symbols C∗(E), is the universal C∗-algebra generated by a Cuntz-Krieger
family as above, see [56] for details.

These relations were designed to provide a wide generalization of the Cuntz alge-
bras On, introduced by Cuntz in [24]. For each n > 1, the algebra On corresponds to

xi



xii INTRODUCTION

the n-rose quiver Rn, which has only one vertex and n arrows:

• e1ee

e2

rr

e3

��

en

QQ. . .

The algebra On is generated by n isometries S∗1 , . . . , S
∗
n with orthogonal ranges and

such that
∑n

i=1 S
∗
i Si = 1. Cuntz showed in [24] that for n > 2, the algebra On is

simple.
The topological K-theory of On (n > 2) was computed in [25], as follows:

K0(On) = Z/(n− 1) and K1(On) = 0.

This was the �rst example of an in�nite simple C∗-algebra with torsion inK0. Observe
that since the generator of K0(On) is [On] we get On ∼= (On)n but On 6∼= (On)k for
1 < k < n. It turns out that similar algebras were constructed from a purely algebraic
perspective twenty years before by William Leavitt [43]. Leavitt path algebras [1, 10]
associated to any quiver and any �eld K provide wide generalizations of the algebras
constructed by Leavitt, in much the same way as Cuntz-Krieger graph C∗-algebras
generalize Cuntz algebras.

This thesis deals with the construction of von Neumann regular envelopes of Lea-
vitt path algebras, which can be thought of pro�tably as �total (generalized) algebras
of fractions� of them. In the following subsections we describe in some detail Leavitt
algebras and Leavitt path algebras, and we sketch some of the motivations of our work,
in particular a fundamental representability open problem in nonstable K-theory.

Leavitt algebras and Leavitt path algebras

We say that a ring R has invariant basis number (IBN) provided that RnR
∼=

RmR ⇒ n = m. For instance, every (nonzero) commutative ring has IBN. However, in
the context of noncommutative rings it is possible to �nd examples for which IBN fails
to hold. Indeed, let n be a positive integer and �x a �eld K. The Leavitt K-algebra
V1,n of type (1, n − 1), �rst considered in [43], is the algebra with generators xi, yj ,
1 6 i, j 6 n, and de�ning relations which, in matrix form, can be written as

(†) (x1, . . . , xn)(y1, . . . , yn)t = 1, (y1, . . . , yn)t(x1, . . . , xn) = 1n,

where 1r denotes the identity matrix of size r × r. For n > 1 these are examples of
rings without IBN since we have V1,n

∼= V n
1,n. In fact, V1,n is the K-algebra having a

universal right V1,n-module isomorphism V1,n → V n
1,n. Several properties of the algebra

V1,n have been studied in recent years. For instance, in [9] it was proved that V1,n

is a purely in�nite simple ring [9, Theorem 4.2] (recall that a simple ring R is called
purely in�nite in case R is not a division ring and for each nonzero a ∈ R there are
z, t ∈ R such that zat = 1) and the structure of the �nitely presented modules over
the Leavitt algebras V1,n has been computed in [4].

In general, the Leavitt type [44] of a nonzero ring R is the pair of numbers (r, s)
which is de�ned as follows. If R has IBN then we set (r, s) = (1, 0). If R does not have
IBN, then r is the least positive integer such that RrR

∼= Rr+iR for some positive integer
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i, and then s is the least positive integer with RrR
∼= Rr+sR . For each Leavitt type (r, s),

Leavitt constructed [43, 44] K-algebras Vr,r+s having a universal isomorphism

i : (Vr,r+s)r −→ (Vr,r+s)r+s.

These universal rings constructed by Leavitt can be thought of as particular ca-
ses of a very general setting presented in an outstanding article by Bergman [16].
From Bergman's results, we can construct a ring with a universal module isomor-
phism between �nitely generated projective modules, so the Leavitt ring Vm,n can be
obtained in this way. An important advantage of Bergman's construction is that his
general results give us automatically some properties of the rings. For instance, he
showed in [16, Theorem 6.1] that Vm,n is a hereditary ring and computed the mo-
noid V(Vm,n). Here, for a ring R, V(R) denotes the monoid of isomorphism classes of
�nitely generated projective right R-modules with the operation induced by ⊕.

The path algebra can also be obtained by using Bergman's constructions. As an
easy consequence of this fact it is possible to compute the monoid V(P(E)) and get
that P(E) is hereditary (see Proposició 1.2.8).

Let R be a ring and let Σ be a set of homomorphisms between �nitely generated
projective right R-modules. We recall that the universal localization of R with respect
to Σ is a ring RΣ together with a ring homomorphism R→ RΣ universal with respect
to the property that every element α⊗R 1RΣ

for α ∈ Σ has an inverse (see Secció 1.4).
It is clear from the relations (†) that the algebra V1,n is a universal localization of the
free algebra K〈x1, . . . , xn〉 inverting Σ = {(x1, . . . , xn)}.

Let E be a �nite quiver. For every vertex v ∈ E0 such that r−1(v) 6= ∅ we
put r−1(v) = {ev1, . . . , evnv} and consider the following homomorphisms of right P(E)-
modules

µv : pvP(E) −→
nv⊕
j=1

ps(evj )P(E)

r 7−→
(
ev1r, . . . , e

v
nvr
)
,

where pw denotes the canonical idempotent associated to w ∈ E0. We set Σ1 = {µv |
v ∈ E0, r−1(v) 6= ∅} and consider the universal localization L(E) = P(E)Σ1 . We will
refer to L(E) as the Leavitt path algebra of the quiver E. We observe that the Leavitt
path algebra of the n-rose, L(Rn), coincides with the Leavitt algebra V1,n. We remark
that it is also possible to de�ne the Leavitt path algebra for an in�nite graph provided
that it is a column-�nite graph, that is, if for every v ∈ E0 we have |r−1(v)| <∞ (see
Secció 1.3).

Leavitt path algebras are becoming a subject of much current interest. Charac-
terizations of the column-�nite graphs E such that L(E) is simple or purely in�nite
simple or is an exchange ring are given in [1, 2] and [12] respectively. Moreover, by
using Bergman's machinery the monoid V(L(E)) has been identi�ed in [10] with a
certain monoidME naturally attached to the graph E (see Secció 1.3). Papers [53, 66]
contain important information on certain localizations of the path algebra P(E). We
recommend the book [13] for an overview on the state-of-the-art of the subject.
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The realization problem for von Neumann regular rings

Let E be a column-�nite graph. We will show in Capítol 2 that the algebra L(E)
can be embedded in a von Neumann regular algebra Q(E) in such a way that the
embedding induces a monoid isomorphism V(L(E)) ∼= V(Q(E)). Moreover, the von
Neumann regular algebra Q(E) is obtained from P(E) and also from L(E) by universal
localization, so that it is a (generalized) algebra of fractions of both algebras. Using
this we prove that the construction Q(E) is functorial with respect to complete graph
homomorphisms (see Secció 1.3 for the de�nition). This enables us to extend many
results from the case of a �nite quiver to the case of an arbitrary column-�nite graph.

Let E denote the inverse quiver of E, that is, the quiver with the same set of
vertices and reversed arrows. We will see in Secció 2.4 and Secció 4.5 that for a
(�nite) quiver E with |E0| = d, Q(E) �ts in the following commutative diagram of
inclusions

Kd −−−−→ P(E) iΣ−−−−→ Prat(E) −−−−→ P ((E))y iΣ1

y iΣ1

y iΣ1

y
P(E)

iΣ′1−−−−→ L(E) iΣ−−−−→ Q(E) −−−−→ P ((E))Σ1 ,

where the labeled arrows are universal localizations. Here, P ((E)) and Prat(E) are
respectively the formal power series and the rational power series of the quiver E (see
De�nició 1.2.5 and De�nició 2.1.16). As an enlightening example we can consider the
case of the 1-rose in which the above diagram reduces to the commutative diagram:

(‡)

K −−−−→ K[x] −−−−→ Krat[x] −−−−→ K[[x]]y y y y
K[x−1] −−−−→ K[x, x−1] −−−−→ K(x) = K(x−1) −−−−→ K((x)),

whereK[[x]] is the power series algebra, Krat[x] is the algebra of rational series, K(x) =
K(x−1) is the algebra of rational functions (the quotient �eld of K[x]) and K((x)) is
the Laurent power series �eld.

Our construction is relevant to the following realization problem for von Neumann
regular rings, which is a variant of a problem posed by Goodearl in [33, Fundamental
Open Problem]. Recall that an abelian monoid M is conical in case x+ y = 0 implies
x = y = 0 and that it is a re�nement monoid in case any equality x1 + x2 = y1 + y2

admits a re�nement, that is, there are xij , 1 ≤ i, j ≤ 2 such that xi = xi1 + xi2 and
yj = x1j + x2j for all i, j.

Realization Problem for von Neumann Regular Rings Let M be a coun-
table conical abelian re�nement monoid. Is there a von Neumann regular ring R such
that V(R) ∼= M?

For every von Neumann regular ring R, it is known that V(R) is a conical re�ne-
ment abelian monoid. Indeed this is the case for the larger class of exchange rings, by
[8, Corollary 1.3].
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The countability condition is important here. Friedrich Wehrung [75] proved that
there are (even cancellative) re�nement conical abelian monoids of size ℵ2 that cannot
be realized as V(R) for any von Neumann regular ring R. Note that, by the results
in [74], an a�rmative answer to the above realization problem would give a negative
answer to the Fundamental Separativity Problem for von Neumann regular rings [8].

As we said before the monoid V(L(E)) corresponding to a column-�nite graph E
was computed in [10], and its properties are fairly well understood (see [10, Secti-
on 6]), so the results in Capítol 2 represent a signi�cant contribution to the realization
problem. In particular, we demonstrate in Teorema 2.4.2 that there exists a unital von
Neumann regular hereditary ring Q(E) such that V(Q(E)) ∼= ME , for every �nite qui-
ver E. Furthermore, if E is a column-�nite graph, then there exists a (not necessarily
unital) von Neumann regular ring Q(E) such that V(Q(E)) ∼= ME (Teorema 2.4.4).
It is well worth mentioning that, very recently, the antisymmetric graph monoids have
been completely characterized in monoid-theoretical terms (see [11, Theorem 5.1]).

The only systematic approaches to the realization problem known to the author are
the well-known realization theorem for dimension monoids ([32, Theorem 15.24(b)]),
and the realization theorem given in [9, Theorem 8.4], saying that every countable
abelian group G can be obtained as K0(R) for some purely in�nite simple regular ring
R. Since V(R) = {0} tK0(R) for every purely in�nite simple ring R, we get that all
the monoids of the form {0} t G, for G a countable abelian group, can be realized
as monoids associated to a purely in�nite simple regular ring. It can be shown that
these monoids are of the form ME for suitable quivers E, so Teorema 2.4.4 incorpo-
rates the above-mentioned results. Indeed, taking into account [10, Theorem 3.5 and
Theorem 7.1], we see that the case of dimension monoids follows from [56, Proposi-
tion 2.12] and the case of monoids of the form {0} t G, with G a countable abelian
group, follows from [71, Theorem 1.2].

Our results in Capítol 2 are a generalization of the ones obtained in [9], where a
von Neumann regular envelope of the Leavitt algebra of type (1, n) was constructed. In
order to extend this construction to the more general setting of Leavitt path algebras
we need to generalize some properties of the free algebra and of the (rational) formal
power series to their quiver analogs; this is a large part of the work performed there.

K-Theory

Algebraic K-Theory consists in assigning functorially a family of abelian groups to
a ring in such a way that they enclose some �interesting� information on the ring. We
can think of it as a �generalized homology theory� for rings, in the sense that it enables
us to use homological algebra to obtain relevant information on the K-groups which
ultimately will provide information on the rings. In general, computation of K-groups
is a rather di�cult task, so the development of computational tools for some classes
of rings is the �rst step to be able to apply K-theoretical machinery to the study of
rings.
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Several years ago, George Elliott proposed his celebrated classi�cation program
for separable C∗-algebras through (topological) K-theory (see [28]). Since then, im-
portant advances have been attained in the Classi�cation Problem of Separable C∗-
Algebras. For instance, Kirchberg [37] and Phillips [55] showed that nuclear separable
unital purely in�nite simple C∗-algebras are classi�ed by K-theoretical invariants. We
recall that the algebraic K0 and the topologicalK0 of a C∗-algebra are the same object
while the topological K1 is just a quotient of the algebraic one. The topological K-
theory of C∗(E), where E is a column-�nite graph, was computed in [57, Theorem 3.2].
It is not so surprising that, in the case of graph algebras, theK0 in the purely algebraic
setting is analogous to the C∗-algebra result. Even more, for a column-�nite graph E
the monoids V(LC(E)) and V(C∗(E)) are isomorphic, with isomorphism induced by
the natural inclusion LC(E) ↪→ C∗(E) as was proved in [10, Theorem 7.1]. One of our
results is the computation of K1(L(E)) for a �nite quiver E (see Teorema 3.4.6). If
we compare it to [57, Theorem 3.2] we realize that there is a di�erence: K1(L(E)) is
a direct sum of some kernel and some cokernel while in Ktop

1 (C∗(E)) only the kernel
term appears. We remark that the K-theory computation in [57] rests on the existen-
ce of the (dual) Pimsner-Voiculescu exact sequence of a crossed product, which has
not got an equivalent in the algebraic context. To �ll this gap we need to develop a
tool to compute the K1 of corner-skew Laurent polynomial rings (see Teorema 3.3.3).
We also get that K1(L(E)) is a direct summand of K1(Q(E)) (Proposició 3.5.3), and
moreover we determine the complement in Teorema 4.5.9, obtaining the formula

K1(Q(E)) ∼= K1(L(E))⊕K0(S),

for a certain abelian category S.

Summary

We now summarize the content of the Dissertation. In Capítol 1 we present some
of the de�nitions, notations and results that we will use throughout the work. In
Secció 1.2 and Secció 1.3 we introduce the main notions that we will use and some
preliminary results. Among other things we de�ne, for a quiver E, the quiver path
algebra, P(E), the Leavitt path algebra, L(E), and state the computation of the
monoids V(P(E)) and V(L(E)). It is important to keep the notations and de�nitions
from these two sections in mind to be able to read the memoir. In Secció 1.5 we present
a well-known theorem due to Bass, Heller, Swan, Farrell, Hsiang and Siebenmann,
which gives a formula for K1 of the skew Laurent polynomial ring (Teorema 1.5.7).
We will need this result later in Secció 1.7. In Secció 1.6 we introduce the concept
of ring with local unit and the de�nitions and some results on the K-Theory of rings
without unit or with local unit; we will need the results in this section exclusively in
Secció 1.7 and Secció 3.3. In Secció 1.7 we compute K1 of a skew Laurent polynomial
ring over a nonunital ring, extending Teorema 1.5.7 to the nonunital case. We will
use this computation later (exclusively) in Secció 3.3 to achieve the computation of
K1 of a corner skew Laurent polynomial ring. Concerning the remaining sections of
the �rst chapter, they are just intended as a source for internal references on several
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topics: K-Theory, universal localization of rings and localizations of categories. It is
enough to have a look at them when needed.

In Capítol 2 we construct the regular enveloping algebra Q(E) of the Leavitt path
algebra, L(E), of a quiver E. This generalizes the construction from [9] of a regular
enveloping algebra of the Leavitt algebra V1,n to the setting of Leavitt path algebras.
In Secció 2.1 we generalize some results known for the free algebra to the context of
path algebras. In particular we study the algebra of formal power series on the quiver
E and the algebra Prat(E) of rational series over E, which is de�ned as the division
closure of P(E) in P ((E)).

Secció 2.2 contains the basic constructions of our algebras of Leavitt type, associ-
ated with an algebra R which is a subalgebra of the algebra P ((E)) of formal power
series on a �nite quiver E containing the path algebra P(E). We show that if the
algebra R is closed under inversion in P ((E)) then the resulting ring of Leavitt type is
von Neumann regular. When we take R = P (E) (which is not closed under inversion
in P ((E)) in general) we recover the usual Leavitt path algebra L(E) (which is not
von Neumann regular in general). When we take R = Prat(E), the algebra of rational
power series on E (which is closed under inversion in P ((E))), we get the regular alge-
bra Q(E) associated with E, which by Teorema 2.4.2, is both von Neumann regular
and hereditary.

Secció 2.3 contains the computation of the monoid of �nitely generated projecti-
ve modules over the von Neumann regular algebras T of Leavitt type constructed in
Secció 2.2. In particular we get that the inclusion L(E) → Q(E) induces a monoid
isomorphism V(L(E)) ∼= V(Q(E)). Secció 2.4 gives the functoriality of the construc-
tion with respect to complete graph homomorphisms, which enables us to extend the
construction and the computations from �nite to column-�nite graphs.

In Capítol 3 we deal with the computation of the Whitehead group (K1) of several
quiver algebras. In Secció 3.1 we will see (Teorema 3.1.2) that K1(P(E)) ∼= (K×)d,
extending the result for the free algebra (see [20, p. 451]). In Secció 3.2 and Secció 3.3
we will present the de�nitions and results needed to face the computation of K1(L(E))
later in Secció 3.4, notably, Teorema 3.3.3 gives us a formula for the Whitehead group
of a corner skew Laurent polynomial ring suitable to our needs. As we pointed out
before, the Whitehead group of the Leavitt path algebra turns out to be a direct
sum of a kernel and a cokernel obtained from the incidence matrix of the quiver E
(see Teorema 3.4.6). This computation plays an important role later, in the study of
�nitely presented L(E)-modules. Finally in Secció 3.5 we will see that the inclusion
L(E) → Q(E) induces a split monomorphism at the K1 level. The complement of
L(E) in Q(E) is computed later in Teorema 4.5.9.

In Capítol 4 we study the �nitely presented modules over the Leavitt path algebra
of a quiver. In the �rst two sections we extend some results known for the free
algebra to the more general setting of Leavitt path algebras. Indeed, in Secció 4.1
we check that, given a right P(E)-module M of �nite K-dimension, there exist a
Lewin-Schreier formula relating the Euler characteristic of M as a P(E)-module and
as a Kd-module (Teorema 4.1.4); this extends a Lewin's result ([45, Theorem 4]). We
obtain this formula from a general result due to Bergman and Dicks [17]. In Secció 4.2
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we see that the path algebra admits a version of Cohn's weak algorithm (with slightly
di�erent de�nitions). Using this weak algorithm we are able to generalize another
theorem by Lewin ([45, Theorem 2]) to our setting. This result plays a crucial role in
the study of the structure of �nitely presented right L(E)-modules later in Secció 4.4.
In Secció 4.3, on the one hand, we show that Q(E) is the maximal �at epimorphic
right ring of quotients of P(E). On the other hand, we present Q(E) as universal
localization of P(E) in a di�erent way than that previously considered. Concretely,
we show that Q(E) is the universal localization of P(E) with respect to the family
of injective module homomorphisms between �nitely generated projective right P(E)-
modules whose cokernel is �nite dimensional as K-vector space and does not contain
nonzero projective P(E)-submodules. This generalizes a construction due to Scho�eld
for the free algebra to arbitrary path algebras, see [9, Section 6] (see also [61] for
a construction related to Scho�eld's). In Secció 4.4 we give a �rst approach to the
understanding of the structure of �nitely presented modules over the Leavitt path
algebra. In Secció 4.5 we see that the categories of �nitely presented right L(E)-
modules and of �nitely presented right L(E)-modules of �nite length are quotients of
their corresponding categories over P(E). We �nish the section and the chapter by
computing the complement of K1(L(E)) in K1(Q(E)), which in turn gives a concrete
formula for K1(Q(E)).

The results of chapters 2 and 3 are the basis of the papers [6] and [5] respectively.
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Universitat Autònoma de Barcelona. D'una banda per haver-me atorgat una beca i
de l'altra per la formació rebuda durant tots aquests anys, des que vaig començar la
carrera i, en especial al Grup de Teoria d'Anells, des que vaig començar el doctorat.
Així mateix, vull tenir unes paraules d'agraïment per al personal de secretaria. Sobre-
tot per a la Cristina, que �ns ara s'ocupava de nosaltres (i al �nal s'ha acabat passant
al nostre bàndol) i per l'Elena que n'ha pres el relleu.

Així mateix, vull agrair als meus pares: Salvador i Ramona; a l'àvia Enriqueta; i
als meus germans: Maria, Enric, Rosa, Jaume i a les seves respectives famílies tot el
seu amor i càlid suport.

Com molt bé diu el meu ilustre predecessor en el noble art de l'escriptura d'a-
graïments de tesis (noteu l'homenatge implícit en la (hetero)gra�a del mot il·lustre)
el fet de fer una tesi suposa adquirir certes competències transversals. En particular,
se suposa que jo ara hauria de ser capaç de fer un escrit d'agraïment raonablement
decent i tenint en compte, a més, els següents condicionants: hi ha de sortir tothom
(de manera explícita o implícita) a qui tingui alguna cosa per agrair, ha de ser original,
enginyós, fer riure, ser admissible com a escrit d'agraïment (?), entretenir, ha de ser
friqui (almenys en el meu cas). . . Com veieu no és del tot trivial. Afortunadament
l'estil literari és lliure (prosa, vers, teatre, guió de pel·lícula de cacauets animats. . . ).
Bé, he de confessar que a aquestes alçades i després de l'esprint �nal per acabar la tesi
ja estic força cansat i el meu, ja de per si limitat enginy, es troba en les seves hores més
baixes. Així que he decidit (com haureu observat) reduir una mica les especi�cacions
anteriors. Això em permet optar pel reciclatge, que és una cosa que està molt de moda.
En efecte, he optat per recuperar un escrit de fa un cert temps. En aquell moment no
va poder lluir prou degut a un execrable sabotatge (acte de fabricar sabots) perpetrat
per un contuberni nachilo-imperial amb la decisiva intervenció d'aquell sistema ope-
ratiu que no hem d'anomenar i que no és capaç de distingir els salts de línia que usen
els sistemes operatius civilitzats.

xix



L'ambientació és la següent, imagineu-vos que he llegit la tesi i decidim anar a
celebrar-ho tots junts. L'escena seria una cosa així com el que relata la següent versió
(entenguis plagi) d'una coneguda cançó d'en Jaume Sisa. Convé remarcar que aquesta
versió meva té l'incontestable mèrit de rimar tan com la original. He de dir, però, que
degut a consideracions mètriques el nom d'un de vosaltres no ha pogut entrar en el
text de la cançó. No és pas que m'hagi oblidat de tu: la darrera estrofa et va dedicada.
Ara bé, t'agrairia que el pròxim cop que t'hagis de posar un sobrenom procuris que
rimi amb Jerry (com Tedi o periheli) o amb Pasqual (com equinoderm o narcolèpsic).
Bé, com que els interessats ja l'han vist (i interpretat amb un notable èxit) no la
repetirem aquí, per qüestions de drets d'autor.

Miquel Brustenga i Bort
Juny de 2007



CAPíTOL 1

Preliminars

En aquest capítol presentem algunes de les de�nicions, notacions i resultats que
usarem al llarg de tot el treball. En les Seccions 1.2 i 1.3 introduïm les nocions (i
notacions) principals amb que treballarem a més d'alguns resultats preliminars sobre
aquestes. Convé tenir-les presents per a poder llegir la resta de la memòria. En la
Secció 1.5 presentem un conegut teorema degut a Bass, Heller, Swan, Farrell, Hsiang
i Siebenmann, resultat que necessitarem en la Secció 1.7. En la Secció 1.6 introduïm
el concepte d'anell amb unitat local i les de�nicions i alguns resultats de Teoria K
d'anells sense unitat o amb unitat local; els resultats d'aquesta secció els necessitarem
exclusivament per a les Seccions 1.7 i 3.3. En la Secció 1.7 calculem el K1 d'un anell de
polinomis de Laurent guerxo (skew) sobre un anell sense unitat, cosa que utilitzarem
(exclusivament) més endavant en la Secció 3.3. Pel que fa a la resta de seccions d'aquest
capítol estan previstes com a referència interna de de�nicions i resultats diversos sobre
Teoria K, localització universal d'anells i localització i quocients de categories. N'hi
ha prou amb ullar-les quan així es necessiti.

Introduïm primer una mica de notació i convenis que usarem al llarg de tota
la memòria. Donat un anell R, Mod-R denotarà la categoria dels R-mòduls dreta
i proj-R la subcategoria plena dels R-mòduls dreta projectius �nitament generats.
Tret que s'indiqui el contrari tractarem amb anells i R-mòduls unitals i els mòduls
que considerarem seran mòduls per la dreta. Denotarem per U(R) el grup d'unitats de
R i posarem R× = R\{0}. En cas que R sigui un cos usarem preferentment la segona
notació. L'anell K serà un cos �xat. Al llarg d'aquest capítol usarem esporàdicament
Ring per denotar la categoria dels anells amb unitat amb mor�smes unitals i Group
per a la categoria dels grups amb mor�smes de grups.

1.1. Elements de Teoria K estable i no estable

En aquesta secció recordarem algunes de les de�nicions i resultats bàsics de Teo-
ria K (algebraica) �clàssica� que necessitarem més endavant. Seguim sobretot [60].

Donat un anell R, és ben conegut que el conjunt de classes d'isomor�a d'R-mòduls
projectius �nitament generats forma un semigrup abelià, que denotarem per V(R),
amb l'operació induïda per la suma directa, ⊕. De fet V(R) és un monoide amb la
classe del zero com a element neutre. Tot i que V(R) no és, en general, un grup sempre
podem considerar el seu grup de Grothendieck malgrat que això pugui suposar perdre
part de la informació que conté. En efecte, tenim el següent:

Teorema 1.1.1. Donat un semigrup abelià S existeix un grup abelià G (anomenat
el grup de Grothendieck de S) junt amb un mor�sme de semigrups ϕ : S → G tal que

1
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per a tot grup H i mor�sme de semigrups ψ : S → H existeix un únic mor�sme de
grups θ : G→ H complint ψ = θϕ.

A més, donats un altre grup G′ i mor�sme ϕ′ : S → G′ complint la mateixa propi-
etat existeix un únic isomor�sme α : G→ G′ tal que ϕ′ = αϕ.

Per exemple, podem trobar la demostració d'aquest resultat en [60, Theorem 1.1.3].
El resultat anterior ens permet donar una de�nició del K0 d'un anell:

Definició 1.1.2. Donat un anell R de�nim K0(R) com el grup de Grothendieck
del monoide V(R).

És fàcil veure que K0 de�neix un functor dels anells amb unitat als grups abeli-
ans. La següent observació, que es desprèn de la demostració del Teorema 1.1.1, ens
resultarà útil més endavant:

Observació 1.1.3. SiG és el grup de Grothendieck de S i ϕ : S → G és el mor�sme
del Teorema 1.1.1, tot element de G és de la forma ϕ(x)−ϕ(y) per a alguns x, y ∈ S.

Podem de�nir el K1 d'un anell en termes de matrius invertibles. En efecte, sigui
R un anell i considerem GLn(R) el grup de matrius n× n invertibles. Donats a ∈ R i
i 6= j, 1 6 i, j 6 n de�nim la matriu elemental eij(a) com la matriu quadrada n× n
amb 1's a la diagonal, a en la posició (i, j) i zeros a la resta. Denotem per En(R) el
subgrup de GLn(R) generat per les matrius elementals. Posem GL(R) = lim−→GLn(R)
i E(R) = lim−→En(R), on els límits els fem respecte a la immersió usual X 7→ X ⊕ 1.
Observem que GL de�neix un functor Ring→ Group. Podem, doncs, de�nir:

Definició 1.1.4. Per a un anell R de�nim el grup de Whitehead de R, en símbols
K1(R), com l'abelianitzat de GL(R), és a dir K1(R) = GL(R)/[GL(R), GL(R)].

Observem que K1 de�neix un functor dels anells als grups abelians. Hom pot
veure que el commutador [GL(R), GL(R)] coincideix amb E(R), resultat que es coneix
com a Lema de Whitehead (cf. [60, Proposition 2.1.4 ]). Podem, doncs, interpretar
K1(R) com el grup de les formes canòniques de les matrius invertibles de R mòdul
transformacions elementals per �les i columnes.

També necessitarem la noció de K0 i K1 d'una categoria. Recordem, doncs, les
següents de�nicions:

Definició 1.1.5. Una categoria amb successions exactes és una subcategoria ad-
ditiva plena P d'una categoria abeliana A complint:

(i) P és tancada per extensions, és a dir, si

0 −→ P1 −→ P −→ P2 −→ 0

és una successió exacta en A i P1, P2 ∈ Obj P aleshores P ∈ Obj P.
(ii) P té un esquelet petit, és a dir, P té una subcategoria plena P0 petita (i.e. tal

que Obj P0 és un conjunt) tal que la inclusió P0 ↪→ P és una equivalència.

Les successions exactes en aquesta categoria P són les successions exactes en la
categoria ambient A que només contenen objectes (i aplicacions) de P.
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Definicions 1.1.6. Sigui P una categoria amb successions exactes amb esquelet
petit P0. De�nim K0(P) com el grup abelià lliure generat per Obj P0 mòdul les
relacions següents:

0-(i) [P ] = [P ′] si P ∼= P ′ en P.
0-(ii) [P ] = [P1] + [P2] si tenim una successió exacta curta (en P):

0 −→ P1 −→ P −→ P2 −→ 0

on [P ] denota la classe corresponent en K0(P). (Observem que, per (i), la notació [P ]
té sentit per a tot P ∈ Obj P i que (i) és un cas particular de (ii) prenent P1 = 0).

De�nim K1(P) com el grup abelià lliure generat pels parells (P, α) on P ∈ Obj P0

i α : P → P és un automor�sme, mòdul les relacions següents:

1-(i) [(P, α)] + [(P, β)] = [(P, αβ)].
1-(ii) Si existeix un diagrama commutatiu en P amb �les exactes:

0 −−−−→ P1
ι−−−−→ P

π−−−−→ P2 −−−−→ 0

α1

y α

y α2

y
0 −−−−→ P1

ι−−−−→ P
π−−−−→ P2 −−−−→ 0

on α, α1 i α2 són automor�smes, aleshores

[(P, α)] = [(P1, α1)] + [(P2, α2)].

Tenim que, donat un functor exacte F : P → Q entre categories exactes indueix
homomor�smes de grups abelians F∗ : K0(P) → K0(Q) i F∗ : K1(P) → K1(Q) (cf.
[60, Proposition 3.1.9]). Aplicant aquestes de�nicions a la categoria de mòduls pro-
jectius �nitament generats sobre una anell R obtenim noves de�nicions de K0(R) i
K1(R):

Definicions 1.1.7. Donat un anell R de�nim

K0(R) = K0(proj-R) i K1(R) = K1(proj-R).

Evidentment, aquestes de�nicions coincideixen amb les anteriors. Per exemple en
trobem la demostració a [60, Theorem 3.1.7]. Farem servir una o l'altra de�nició de
K0 i K1 segons ens convingui.

Observació 1.1.8. Siguin R i S anells (amb unitat) i f : R → S un mor�sme no
unital. De les de�nicions de K0 i K1 a partir de les categories de mòduls projectius en
deduïm que f indueix f∗ : K0(R) → K0(S) i f∗ : K1(R) → K1(S). En efecte, tenim
que f(1) és un idempotent de S. Així, tenim que R ⊗f S ∼= f(1)S és un S-mòdul
projectiu cíclic i, per tant, si P és un R-mòdul projectiu �nitament generat P ⊗f S és
un S-mòdul projectiu �nitament generat i l'anterior té sentit.

1.2. Algunes àlgebres associades a un buirac

En aquesta secció introduirem algunes de les notacions i de�nicions que s'usaran
al llarg de tota la memòria. Concretament, donarem la de�nició de buirac, d'àlgebra
de camins sobre un buirac i d'àlgebra de sèries formals sobre un buirac. A més,
mostrarem alguns resultats sobre l'estructura de l'àlgebra de camins; entre aquests
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resultats farem el càlcul (ben conegut) del monoide de classes d'isomor�a de mòduls
projectius �nitament generats de l'àlgebra de camins d'un buirac.

Siguin A un anell i M un A-bimòdul, de�nim

T 0
A(M) = A, TnA(M) = M ⊗A · · · ⊗AM (n factors, n > 1),

com a A-bimòduls. Considerem la suma directa

TA(M) = T 0
A(M)⊕ T 1

A(M)⊕ · · ·

Les aplicacions biadditives A-equilibrades TnA(M) × TmA (M) → Tn+m
A (M), donades

per (a, b) 7→ a ⊗ b, ens permeten de�nir un producte en TA(M) de manera que té
estructura d'anell. De fet, com que A s'inclou en TA(M) és un A-anell, l'A-anell
tensorial en M , i compleix la següent propietat universal [14, Lema III.1.2]:

Lema 1.2.1. Donats un A-anell R i un mor�sme d'A-bimòduls f : M → R existeix
un únic mor�sme d'A-anells f̂ : TA(M)→ R tal que f̂|M = f .

Un buirac (quiver) o graf orientat E és una quaterna (E0, E1, rE , sE) formada per
dos conjunts E0 i E1, respectivament els vèrtexs i les arestes (o �etxes), i aplicacions
d'incidència rE , sE : E1 → E0. Normalment, quan sigui clar a quin graf es refereixen
les aplicacions d'incidència, les denotarem simplement per r, s. Donada una �etxa
e ∈ E1, s(e) és el seu origen i r(e) és el seu destí. Un camí �nit en E és una
seqüència ordenada d'arestes α = e1 · · · en amb r(et) = s(et+1) per 1 6 t < n, o
bé un camí de longitud zero corresponent a un vèrtex i ∈ E0, que denotarem per
pi. En aquesta memòria, el mot camí voldrà dir sempre camí �nit. Els camins de
longitud zero s'anomenen camins trivials. Un camí no trivial α = e1 · · · en té longitud
n. Denotarem la longitud del camí α per |α|, el conjunt de tots els camins de longitud
n per En (on n > 1) i el conjunt de tots els camins per E∗. Podem estendre r i
s a tot E∗ de�nint s(e1 · · · en) = s(e1), r(e1 · · · en) = r(en) i s(pi) = r(pi) = i. De
vegades denotarem aquestes extensions al conjunt de tots els camins amb un subíndex:
rE∗ , sE∗ : E∗ → E0. Un subgraf F del buirac E ve donat per subconjunts F 0 ⊆ E0 i
F 1 ⊆ E1 amb les aplicacions donades per restricció.

Definicions 1.2.2. Els vèrtexs que només emeten o reben arestes tindran certa
rellevància i mereixen un nom especial:

• Un vèrtex i ∈ E0 és una font si r−1(i) = ∅. Denotarem per F (E) el conjunt
de totes les fonts en E.
• Un vèrtex i ∈ E0 és una pica (o desguàs) si s−1(i) = ∅. Denotarem per D(E)
el conjunt de totes les piques en E.

Recordem que K denota un cos �xat. Sigui P(E) el K-espai vectorial amb base
E∗. És fàcil veure que P(E) té estructura de K-àlgebra (vegeu per exemple [14,
Section III.1]), l'anomenem la K-àlgebra de camins del buirac E. Si ens convingués
recalcar-ne el cos base usarem la notació PK(E). Tenim que P(E) és la K-àlgebra
lliure generada per {pi | i ∈ E0} ∪ E1 mòdul les relacions:

(i) pipj = δijpi per a tot i, j ∈ E0.
(ii) ps(e)e = epr(e) = e per a tot e ∈ E1.
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Si E té un nombre �nit de vèrtexs tenim que P(E) és una àlgebra unital amb 1 =∑
i∈E0 pi (el recíproc també és cert). Si E0 és in�nit aleshores P(E) és un anell

sense unitat, no obstant és un anell amb unitat local (vegeu Secció 1.6). Normalment
suposarem que els nostres grafs són �nits:

Notació 1.2.3. Al llarg de tota la memòria, tret que s'indiqui una altra cosa, E
denotarà un buirac �nit amb E0 = {1, . . . , d} (on d = |E0|).

Observem que A = ⊕i∈E0Kpi és un subanell de P(E) isomorf a l'anell Kd. Sovint
identi�carem A ⊆ P(E) amb Kd. Considerem el grup abelià M = ⊕e∈E1Ke ⊆ P(E)
i els mor�smes d'anells:

A −→ End(M) A −→ End(M)op

a 7−→ La : M →M a 7−→ Ra : M →M

on La i Ra denoten, respectivament, el producte per l'esquerra i per la dreta per
l'element a. És clar que aquests mor�smes doten M d'estructura d'A-bimòdul. La
K-àlgebra de camins té estructura d'anell tensorial [14, Proposition III.1.3]:

Proposició 1.2.4. Amb les notacions anteriors, P(E) ∼= TA(M).

Amb el mateix M , posem Rn =
⊕

i>n T
i
A(M). Tenim una �ltració inversa:

P(E) = R0 ⊇ R1 ⊇ . . . , RiRj ⊆ Ri+j ,
⋂
Rn = 0.

Definició 1.2.5. De�nim la K-àlgebra de sèries formals del buirac E, denotada
per P ((E)), com la completació de P(E) respecte a la �ltració inversa anterior.

Posem R = P(E) o P ((E)). Un element de R s'escriu de manera única com una
suma, possiblement in�nita,

∑
γ∈E∗ λγγ amb λγ ∈ K; per similitud amb l'àlgebra lliure

sovint ens referirem als camins que apareguin en una descomposició d'aquesta forma
com amonomis. Denotarem per ε el mor�sme augmentació, que és el mor�sme d'anells
ε : R→ Kd ⊆ R, de�nit per ε(

∑
γ∈E∗ λγγ) =

∑
i∈E0 λpipi. La inclusió ι : K

d ↪→ P(E)
és una secció de ε. Observem que els elements de Mn(R) (o de Rn) s'escriuen també
com a sumes, possiblement in�nites,

∑
γ∈E∗ λγγ amb λγ ∈ Mn(Kd) (respectivament

amb λγ ∈ (Kd)n) de manera que, sobre aquests, també podem de�nir mor�smes
(d'anells) augmentació que denotarem igualment per ε. Donat r =

∑
γ∈E∗ λγγ ∈

R,Mn(R) o Rn de�nim el seu suport com supp(r) = {γ ∈ E∗ | λγ 6= 0}. Per a
r 6= 0 de�nim l'ordre de r, en símbols o(r), com la longitud mínima dels camins de
supp(r); per conveni posarem o(0) = ∞. En cas que r ∈ P(E) \ {0} denotarem per
deg(r) la longitud màxima dels camins de supp(r), el grau de r; per conveni posarem
deg(0) = −∞.

A continuació ens convé recordar alguns resultats de [16], per fer-ho introduïm
primer algunes notacions d'aquest article; en principi, aquestes notacions no les usarem
enlloc més de la memòria. Si R és un anell, un anell S junt amb un homomor�sme
d'anells R → S s'anomena un R-anell. Sigui k un anell commutatiu. En el cas
que R sigui una k-àlgebra, una k-àlgebra S amb un homomor�sme de k-àlgebres
R → S l'anomenarem un R-anellk. Si S és un R-anell i M un R-mòdul escriurem
M = M ⊗R S quan no hi hagi risc de confusió. De la mateixa manera, si f : M → N
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és un homomor�sme de R-mòduls denotarem f ⊗1S per f . El següent resultat és [16,
Theorem 3.1]:

Teorema 1.2.6 (Bergman). Siguin R una k-àlgebra, M un R-mòdul i P un R-
mòdul projectiu �nitament generat. Aleshores existeix un R-anellk, S, amb un homo-
mor�sme de mòduls universal f : M⊗RS → P⊗RS. És a dir, que té un homomor�sme
de S-mòduls f tal que, donats T un R-anellk i g : M⊗RT → P⊗RT un homomor�sme
de T -mòduls, existeix un únic homomor�sme de R-anellsk S → T tal que g = f ⊗S T .

Més en general, donada una família de parells de R-mòduls d'aquest tipus, Mi,
Pi (amb i ∈ I un conjunt) existeix un R-anellk S amb una família d'homomor�smes
universals {fi : Mi ⊗R S → Pi ⊗R S | i ∈ I} complint la mateixa propietat universal.

Denotarem l'anell S constuït en el teorema anterior per R
〈
fi : M i → P i | i ∈ I

〉
.

Està ben de�nit tret d'isomor�sme natural. Observem que l'àlgebra de camins P(E) es
pot obtenir a usant la construcció anterior. En efecte, si denotem per pi els idempotents
bàsics de Kd tenim:

P(E) = Kd
〈
fe : pr(e)Kd → ps(e)Kd | e ∈ E1

〉
.

Donat un anell R denotem per mod-R la categoria dels R-mòduls dreta �nita-
ment generats. Denotarem per V(mod-S) el monoide (abelià) de classes d'isomor�a,
[M ], amb l'operació induïda per la suma directa: [M ] + [N ] = [M ⊕ N ]. Sigui S un
R-anell. Escriurem fund-S ⊆mod-S per la subcategoria plena dels S-mòduls �nita-
ment generats induïts, és a dir, de la formaM⊗RS (M un R-mòdul). Posarem també
V(fund-S) ⊆ V(mod-S) el monoide (abelià) de classes d'isomor�a de S-mòduls indu-
ïts amb l'operació donada per ⊕. Amb aquestes notacions podem enunciar el següent
resultat [16, Theorem 5.3]:

Teorema 1.2.7 (Bergman). Siguin P i Q mòduls projectius �nitament generats i
no nuls sobre la k-àlgebra R. En l'anell S = R

〈
f : P → Q

〉
, tot submòdul d'un mòdul

induït és isomorf a un mòdul induït. V(mod-R) ∼= V(fund-S) via [M ] 7→ [M ] i aquest
mor�sme preserva les dimensions homològiques. A més,

r. gl. dimS = max(r. gl.dimR, 1).

Recordem que un anell R és hereditari dreta (respectivament, esquerra) si tot ideal
dreta (respectivament, esquerra) de R és projectiu com a R-mòdul dreta (respectiva-
ment, esquerra). És ben conegut el Teorema de Kaplansky, que ens assegura que en un
anell hereditari dreta tot submòdul d'un mòdul lliure (dreta) és isomorf a una suma
directa d'ideals dreta i, per tant, projectiu (vegeu [39, �2E]). El següent resultat, que
obtenim com a conseqüència del Teorema de Bergman, és ben conegut:

Proposició 1.2.8. Sigui E un buirac (�nit). L'àlgebra de camins P(E) és un
anell hereditari dreta. A més, ε : P(E)→ Kd indueix un isomor�sme de monoides:

V(P(E))
ε∗∼= V(Kd) ∼= Nd.

Demostració. En efecte, procedim per inducció sobre el nombre d'arestes. Sigui
E un buirac �nit i considerem X1 un subgraf de E amb el mateix conjunt de vèrtexs
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però només una aresta, diguem-li e, aleshores

P(X1) = Kd
〈
fe : pr(e)Kd → ps(e)Kd

〉
.

Ara, pel Teorema 1.2.7 tenim que la dimensió global dreta de P(X1) és igual 1, cosa
que vol dir que és hereditari dreta (cf. [39, Proposition 5.14]). A més, la inclusió
ι : Kd → P(X1) indueix un isomor�sme

Nd ∼= V(Kd)
ι∗∼= V(P(X1))

amb inversa donada per ε∗.
Suposem-ho cert ara per a n > 1 i vegem-ho per a n + 1. Considerem E un

graf amb |E1| > n i sigui Xn un subgraf de E amb els mateixos vèrtexs i n arestes.
Per hipòtesi d'inducció tenim que Xn compleix el resultat. Prenem e ∈ E1 \ X1

n i
considerem Xn+1 el subgraf de E donat per X0

n+1 = E0 i X1
n+1 = X1

n ∪ {e}. Ara,

P(Xn+1) = P(Xn)
〈
fe : pr(e)P(Xn)→ ps(e)P(Xn)

〉
i aplicant novament el Teorema 1.2.7 obtenim el resultat. �

Observació 1.2.9. De fet P(E) és un anell hereditari per tots dos costats, ja
que podem construir-lo anàlogament usant mòduls per l'esquerra i usar el dual del
Teorema 1.2.7.

1.3. L'àlgebra de Leavitt d'un buirac

En aquesta secció introduirem la noció d'àlgebra de Leavitt d'un buirac (no ne-
cessàriament �nit) i donarem alguns resultats sobre aquesta, deguts a Ara, Moreno i
Pardo, que trobem en [10]. Entre aquests resultats el més rellevant per al que seguirà
és la descripció del monoide de classes d'isomor�a de mòduls projectius �nitament
generats de l'àlgebra de Leavitt d'un buirac.

Definició 1.3.1. Sigui E un buirac �nit. De�nim la K-àlgebra de Leavitt del
buirac E, en símbols L(E), com la K-àlgebra lliure generada pel conjunt {pi | i ∈
E0} ∪ {e, e | e ∈ E1} mòdul les següents relacions:

(i) pipj = δijpi per a tot i, j ∈ E0.
(ii) ps(e)e = epr(e) = e per a tot e ∈ E1.
(iii) pr(e)e = eps(e) = e per a tot e ∈ E1.
(iv) ef = δefps(e) per a tot e, f ∈ E1.
(v) pi =

∑
e∈r−1(i) ee per a tot i ∈ E0 \ F (E).

Convé remarcar que la de�nició d'àlgebra de Leavitt que usem nosaltres és la dual
de la que sovint s'usa (per exemple en [10]). Això vol dir que les nostres relacions de�-
nitòries són les contràries respecte a les usades en l'article i, per exemple, s'intercanvien
els rols de fonts i piques.

De�nim el grau de e com a 1 i el grau de e com a −1 per a tot e ∈ E1 i de�nim
també el grau de pi com a 0 per a tot i ∈ E0. D'aquesta manera obtenim un grau ben
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de�nit en l'àlgebra L(E), ja que les seves relacions de�nitòries són homogènies. Per
tant, L(E) és una àlgebra Z-graduada:

L(E) =
⊕
n∈Z

L(E)n; L(E)nL(E)m ⊆ L(E)n+m, per a tot n,m ∈ Z.

Per un subconjunt X d'un anell Z-graduat R =
∑

n∈ZRn, posem Xn = X ∩ Rn. Un
ideal I de R és un ideal graduat si I =

∑
n∈Z In.

Per tal que l'assignació E 7→ L(E) ens de�neixi un functor entre les categories dels
grafs i dels anells necessitem una condició sobre els mor�smes de grafs. Recordem que
un mor�sme de grafs f : E = (E0, E1)→ F = (F 0, F 1) ve donat per dues aplicacions
f0 : E0 → F 0 i f1 : E1 → F 1 tals que rF (f1(e)) = f0(rE(e)) i sF (f1(e)) = f0(sE(e))
per a tot e ∈ E1. Diem que un mor�sme de grafs és complet si f0 és injectiva i f1

restringeix a una bijecció de r−1
E (i) sobre r−1

F (f0(i)) per a tot i ∈ E0 \ F (E). De
vegades direm que un subgraf E de F és un subgraf complet si la inclusió E ↪→ F és
un homomor�sme de grafs complet.

Observació 1.3.2. L'assignació E 7→ L(E) de�neix un functor entre la categoria
dels buiracs (�nits) amb homomor�smes complets de grafs i la categoria dels anells
Z-graduats unitals amb homomor�smes d'anells graduats no necessàriament unitals.

Observació 1.3.3. Siguin E i F buiracs �nits. Si f : F → E és un mor�sme
complet de grafs aleshores el mor�sme d'anells induït f∗ : L(F ) → L(E) és injectiu.
En efecte, com que f∗ és un mor�sme d'anells graduat tenim que ker f∗ és un ideal
graduat. De [10, Theorem 5.3] en deduïm que qualsevol ideal graduat I en L(F ) està
generat com a ideal pels idempotents pi ∈ I (on i ∈ F 0). Com que ker f∗ no conté
idempotents del tipus pi (i ∈ F 0) veiem que ker f∗ = 0.

Observem que les de�nicions anteriors tenen sentit també per a un graf E no
necessàriament �nit sempre i quan les sumes de la relació (v) en la De�nició 1.3.1
siguin �nites. Diem que un graf (orientat) E té columnes �nites si per a tot i ∈ E0

tenim |r−1(i)| <∞.
Posem G la categoria dels grafs de columnes �nites amb els homomor�smes com-

plets de grafs. Ara recordarem alguns resultats de [10]. Com hem dit abans, la nostra
de�nició de Leavitt és la dual de la que apareix a l'article. Per tant, quan a l'article
es requereix la hipòtesi de ��les �nites� nosaltres necessitem la condició dual, és a dir,
columnes �nites. Els següents resultats són [10, Lemma 3.1, Lemma 3.2]:

Lema 1.3.4 (Ara, Moreno, Pardo). Tot graf E amb columnes �nites és un límit
directe dins de la categoria G d'un sistema dirigit de grafs �nits.

Lema 1.3.5 (Ara, Moreno, Pardo). L'assignació E 7→ L(E) estén a un functor
L entre la categoria G dels grafs de columnes �nites amb homomor�smes complets
de grafs i la categoria de les K-àlgebres (potser) sense unitat i homomor�smes de
K-àlgebres no unitals. A més, el functor L és continu, és a dir, commuta amb els
límits directes. Tenim, doncs, que tota àlgebra L(E) és un límit directe d'àlgebres
corresponents a grafs �nits.
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El monoide V(L(E)) de classes d'isomor�a de mòduls projectius �nitament ge-
nerats de l'àlgebra de Leavitt d'un buirac E ha estat calculat en [10], resultat que
mostrem a continuació.

Sigui E un graf (orientat) amb columnes �nites. Posem FE el monoide abelià lliure
generat pel conjunt E0. Els elements no nuls de FE s'escriuen de manera única, tret
de permutacions, com a una suma

∑n
i=1 vi, on vi ∈ E0. Per a v ∈ E0 \ F (E), posem

s(v) :=
∑

e∈r−1(i)

s(e)

De�nim el monoide ME com ME = FE/ ∼, on ∼ és la congruència en FE generada
pels parells (v, s(v)) amb v ∈ E0 \ F (E). Per [10, Lemma 3.4] tenim un functor
continu:

Lema 1.3.6 (Ara, Moreno, Pardo). L'assignació E 7→ ME estén a un functor
continu de la categoria G dels grafs de columnes �nites amb homomor�smes complets
de grafs cap a la categoria dels monoides abelians.

El Teorema és el següent cf. [10, Theorem 3.5]:

Teorema 1.3.7 (Ara, Moreno, Pardo). Sigui E un graf (orientat) amb columnes
�nites. Aleshores existeix un isomor�sme de monoides natural ME

∼= V(L(E)) de�nit
per [v] 7→ [pvL(E)]. A més, si E és �nit aleshores la dimensió global de L(E) és 6 1.

1.4. Localització universal

En aquesta secció introduirem la localització universal de Cohn i presentarem la
successió exacta en Teoria K �clàssica� induïda per una localització universal, resultat
degut a A.H. Scho�eld (vegeu Teorema 1.4.11). Seguim principalment [63, Chapter 4].

SiguinR un anell i Σ un conjunt de mor�smes entreR-mòduls projectius �nitament
generats. Donat un altre anell S i un mor�sme f : R → S diem que f és Σ-inversor
si els mor�smes γ ⊗ 1S són invertibles en S per a tot γ ∈ Σ. Diem que el mor�sme
f és Σ-inversor universal si tot mor�sme Σ-inversor g : R → T factoritza de manera
única a través seu. Anomenem a aquest S la localització universal (de R respecte a Σ)
i el denotem per RΣ. Denotarem per iΣ : R → RΣ l'aplicació Σ-inversora universal.
La localització universal existeix per a qualssevol anell R i conjunt de mor�smes entre
R-mòduls projectius �nitament generats Σ. Podem considerar-ne dues construccions
diferents, vegeu [20, Chapter 7], [48] i [63, Chapter 4]. Les següents notacions ens
seran d'utilitat per als resultats en aquesta secció:

Notació 1.4.1. P̂ = P ⊗R RΣ i γ̂ = γ ⊗ 1 : P ⊗R RΣ → Q⊗R RΣ.

Sigui f : R → S. Observem que donats R-mòduls projectius {Pi}i∈I ⊆ proj-R,
amb I un conjunt �nit, el mor�sme φI : (⊕iPi) ⊗R S → ⊕i(Pi ⊗R S) de�nit via
(pi)⊗r 7→ (pi⊗r) és un isomor�sme. Donats un altre conjunt de R-mòduls projectius
{P ′j}j∈J ⊆ proj-R (J �nit) i mor�smes γi,j ∈ HomS(Pi ⊗R S, P ′j ⊗R S) tenim que

Γ = (γi,j) ∈ HomS(⊕i(Pi ⊗R S),⊕j(P ′j ⊗R S)).

Per a un mor�sme d'aquestes característiques usarem la següent notació:
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Notació 1.4.2. Γ = φ−1
J ΓφI ∈ HomS((⊕iPi)⊗R S, (⊕iP ′i )⊗R S).

Els dos resultats que enunciem a continuació ens donen representacions dels mor�s-
mes entre RΣ-mòduls projectius �nitament generats induïts (i.e. projectius �nitament
generats de la forma P̂ ) i ens permeten fer càlculs. El criteri de Malcolmson [63, The-
orem 4.2] el trobem demostrat per al cas de matrius en [48] i la Regla de Cramer la
trobem en [63, Theorem 4.3]:

Teorema 1.4.3 (Criteri de Malcolmson). Siguin R un anell i Σ un conjunt de
mor�smes entre R-mòduls projectius �nitament generats. Aleshores, tot mor�sme en-
tre RΣ-mòduls projectius �nitament generats i induïts és de la forma µ̂λ̂−1ν̂ per a
mor�smes µ, ν i λ de�nits en R i de manera que

λ =

κ1 ∗
. . .

0 κn

 per a alguns κi ∈ Σ.

A més, µ̂1λ̂
−1
1 ν̂1 = µ̂2λ̂

−1
2 ν̂2 si i només si tenim una igualtat, en la categoria dels

R-mòduls projectius �nitament generats, de la forma
λ1 0 0 0 ν1

0 λ2 0 0 −ν2

0 0 λ3 0 0
0 0 0 λ4 ν4

µ1 µ2 µ3 0 0

 =
(
π

σ

)(
ρ τ

)

on λ3, λ4, π i ρ són de la formaκ1 ∗
. . .

0 κn

 per a alguns κi ∈ Σ.

Teorema 1.4.4 (Regla de Cramer). Siguin R un anell i Σ un conjunt de mor�smes
entre R-mòduls projectius �nitament generats. Llavors, en la categoria dels RΣ-mòduls
projectius �nitament generats i induïts, cada mor�sme γ : P̂ → Q̂ satisfà una equació
de la forma

β̂

(
1 γ′

0 γ

)
= β̂′

on β i β′ són mor�smes de�nits en R, γ′ és un mor�sme de�nit en RΣ i tenim

β =

κ1 0
. . .

∗ κn

 per a alguns κi ∈ Σ.

Tenim les següents conseqüències de la Regla de Cramer:

Corol·lari 1.4.5 ([63, Corollary 4.4]). Tot mor�sme entre RΣ-mòduls projectius
�nitament generats és establement associat a un mor�sme induït.

Corol·lari 1.4.6 ([63, Corollary 4.5]). Tot RΣ-mòdul �nitament presentat és
induït per un R-mòdul �nitament presentat.
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Observació 1.4.7. El mor�sme Σ-inversor universal iΣ : R→ RΣ és un epimor�s-
me d'anells (vegeu [63, Chapter 4]). Aquí entenem epimor�sme en el sentit categorial,
és a dir, un mor�sme d'anells f : R → S és un epimor�sme si donats dos mor�smes
d'anells g, h : S → T tals que g ◦ f = h ◦ f aleshores g = h.

Per tal d'enunciar la successió de localització universal necessitarem la següent
de�nició [63, De�nició prèvia a Theorem 4.12]:

Definició 1.4.8. Considerem R un anell i Σ un conjunt d'aplicacions entre R-
mòduls projectius �nitament generats de manera que iΣ : R → RΣ sigui injectiva.
Sigui Σ un conjunt d'aplicacions entre R-mòduls projectius �nitament generats que
esdevinguin invertibles en RΣ i de manera que tot mor�sme entre R-mòduls projectius
�nitament generats que esdevingui invertible en RΣ sigui associat a algun element de
Σ. Denotem per TΣ(R) la subcategoria plena de la categoria dels R-mòduls �nitament
presentats, els objectes de la qual són els mòduls isomorfs a conuclis d'elements de Σ.

Observem que aquesta de�nició és independent de l'elecció de Σ, ja que mor�smes
associats tenen conuclis isomorfs. La categoria anterior admet una subcategoria petita
equivalent a l'original, per exemple la determinada pels conuclis (�xats) de mor�smes
en Σ. A més, pel Lema que veurem a continuació, és una categoria tancada per
extensions de manera que té sentit considerar el seu K0. Observem que per tal que iΣ
sigui injectiu cal que tots els mor�smes en Σ siguin monomor�smes.

Lema 1.4.9. La categoria TΣ(R) és tancada per extensions.

Demostració. Siguin M1, M2 ∈ TΣ(R), de manera que tenim una successió
exacta de R-mòduls:

0→M1 →M →M2 → 0.

Per de�nició, tenim resolucions projectives

0→ P1
γ1−→ Q1 →M1 → 0

0→ P2
γ2−→ Q2 →M2 → 0

on γ1 i γ2 són mor�smes associats a elements de Σ. El Lema de la Ferradura (cf. [62,
Horseshoe Lemma 6.20]) ens assegura que M té una resolució projectiva de la forma:

0→ P1 ⊕ P2

“ γ1 ∗
0 γ2

”
−−−−−→ Q1 ⊕Q2 →M → 0,

ara, com que
( γ1 ∗

0 γ2

)
és associat a un element de Σ obtenim que M ∈ TΣ(R), com

volíem. �

Observació 1.4.10. Observem que M ∈ TΣ(R) si i només si

(i) M és �nitament presentat i de dimensió projectiva 6 1.
(ii) M ⊗R RΣ = 0 = TorR1 (M,RΣ).

Tenim el següent resultat [63, Theorem 4.12]:
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Teorema 1.4.11 (Scho�eld). Sigui R un anell, Σ un conjunt de mor�smes en-
tre R-mòduls projectius �nitament generats i suposem que iΣ : R → RΣ és injectiva.
Aleshores tenim una successió exacta natural

K1(R) iΣ∗−−−→ K1(RΣ) ∂−→ K0(TΣ(R)) δ−→ K0(R) iΣ∗−−−→ K0(RΣ)

En l'enunciat, δ ve donat per l'assignació [Mα] 7→ [Q]− [P ] on

0 −→ P
α−−→ Q −→Mα −→ 0

és una successió exacta amb α ∈ Σ. Per a la de�nició de ∂, considerem γ : P̂ → Q̂ un
isomor�sme entre RΣ-mòduls projectius �nitament generats induïts. Aleshores, per
la Regla de Cramer, tenim una equació

(1.4.1) β̂

(
1 γ′

0 γ

)
= β̂′,

amb els mor�smes involucrats com al Teorema 1.4.4. Com que β̂ i
(

1 γ′

0 γ

)
són inver-

tibles sobre RΣ també ho és β̂′ i, per tant, és associat a un element de Σ. Es pot
comprovar que l'assignació ∂([γ]) = [coker(β′)]− [coker(β)] ens dóna un mor�sme ben
de�nit.

En [51] Neeman i Ranicki demostren que la successió exacta del Teorema 1.4.11
es pot estendre a una successió exacta llarga natural en Teoria K superior si la localit-
zació universal és establement llisa. Seguint [51], diem que una localització universal
iΣ : R→ RΣ és establement llisa si TorRn (RΣ, RΣ) = 0 per a tot n > 1. Observem que
la condició TorR1 (RΣ, RΣ) = 0 es compleix sempre (vegeu [63, Theorems 4.7, 4.8]).

Observació 1.4.12. Una condició su�cient per a que la localització iΣ : R → RΣ

sigui establement llisa és que l'anell R sigui hereditari dreta ja que, en aquest cas, per
a n > 2 obtenim TorRn (RΣ, RΣ) = 0 com a conseqüència del fet que tot R-mòdul té
dimensió projectiva 6 1.

Tot i que Scho�eld no ho demostra es pot veure que la successió de Scho�eld és
natural, en el següent sentit:

Lema 1.4.13. Siguin R, R′ anells i f : R→ R′ un mor�sme d'anells no necessàri-
ament unital. Siguin Σ un conjunt de mor�smes entre R-mòduls projectius �nitament
generats i Σ′ un conjunt de mor�smes entre R′-mòduls projectius �nitament generats
i tal que f(Σ) ⊆ Σ′ (és a dir, els mor�smes induïts per mor�smes de Σ són de Σ′).
Suposem que iΣ : R → RΣ i iΣ′ : R′ → R′Σ′ són injectius. Aleshores la successió de
Scho�eld és exacta natural, en el sentit que tenim un diagrama commutatiu amb �les
exactes:
(1.4.2)

K1(R) iΣ∗−−−−→ K1(RΣ) ∂−−−−→ K0(TΣ(R)) δ−−−−→ K0(R) iΣ∗−−−−→ K0(RΣ)y y yσ y y
K1(R′)

iΣ′∗−−−−→ K1(R′Σ′)
∂′−−−−→ K0(TΣ′(R′))

δ′−−−−→ K0(R′) iΣ∗−−−−→ K0(R′Σ′),

on, si M ∈ TΣ(R) aleshores σ([M ]) = [M ⊗f R′].
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Demostració. Només indicarem la demostració. Considerem una successió exac-
ta amb α ∈ Σ:

0 −→ P
α−→ Q −→M −→ 0,

de manera que M ∈ TΣ(R). Ara, com que α ⊗ 1R′ ∈ Σ′ i els mor�smes de Σ′ són
injectius (ja que R′ → R′Σ′ ho és) tenim que la següent successió és exacta:

0 −→ P ⊗f R′
α⊗1R′−−−−−→ Q⊗f R′ −→M ⊗f R′ −→ 0

i M ⊗f R′ ∈ TΣ′(R′). A més, usant el Lema de la Serp [18, Snake Lemma, Exer-
cise 2.3.13] és fàcil veure que σ envia successions exactes a successions exactes, de
manera que de�neix un mor�sme de grups abelians K0(TΣ(R)) → K0(TΣ′(R′)). La
commutativitat en el primer i quart quadrats de (1.4.2) es desprèn de la Observa-
ció 1.1.8. La del segon del fet que, amb les de�nicions que tenim, una equació del
tipus (1.4.1) va a una equació del mateix tipus al fer producte tensorial i la del tercer
és clara de les de�nicions. �

1.5. El Teorema de Bass, Heller, Swan, Farrell, Hsiang i Siebenmann

Donat un anell R és possible calcular la Teoria K de l'anell de polinomis R[t] i
de l'anell de polinomis de Laurent R[t, t−1] en funció de la Teoria K de R. En [15]
Bass, Heller i Swan demostren que per a un anell regular R hom té K1(R[t]) ∼= K1(R)
i K1(R[t, t−1]) ∼= K1(R) ⊕ K0(R). Per a un anell R qualsevol, si posem NK1(R) =
ker(K1(R[t])→ K1(R)) on el mor�sme és l'induït per l'augmentació tenim el següent
resultat (cf. [60, Theorem 3.2.22] o [77, Theorem III.3.6]):

Teorema 1.5.1 (Bass, Heller, Swan). Donat un anell R tenim un epimor�sme
escindit ∂ : K1(R[t, t−1]) → K0(R) que encaixa en una successió exacta natural, es-
cindida de manera natural:

0→ K1(R) ∆−→ K1(R[t])⊕K1(R[t−1]) ±−→ K1(R[t, t−1]) ∂−→ K0(R)→ 0.

En conseqüència, tenim una descomposició natural en suma directa:

K1(R[t, t−1]) ∼= K1(R)⊕K0(R)⊕NK1(R)⊕NK1(R).

El resultat anterior sovint es coneix com a Teorema Fonamental del K1. Bona part
de la importància d'aquest teorema radica en el fet que, en ésser K0(R) un sumand
directe natural de K1(R[t, t−1]), sovint ens permet demostrar resultats sobre el K0 a
partir de resultats anàlegs en el K1. El teorema anterior admet una generalització per
al cas d'anells de polinomis de Laurent guerxo (skew) deguda a Farrell, Hsiang [30]
i Siebenmann [65] (vegeu també [54]). Presentar aquest resultat i alguns altres de
relacionats és l'objectiu d'aquesta secció. Per tal d'enunciar-lo necessitarem algunes
de�nicions, notacions i resultats previs.

Per a un anell R amb un automor�sme ρ denotem per R[t, t−1; ρ] l'anell de poli-
nomis de Laurent guerxo (skew), on el producte ve donat per la regla rtk = tkρk(r)
(k ∈ Z). R[t; ρ] i R[t−1; ρ] són els subanells de polinomis guerxos en la variable t i t−1

respectivament. Observem que això suposa una certa inconsistència en la notació, ja
que el paper que juga ρ en la regla del producte de R[t; ρ], en R[t−1; ρ], el juga ρ−1.
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Definició 1.5.2. Un ρ-homomor�sme de R-mòduls M i N és un homomor�sme
de grups abelians f : M → N tal que f(mr) = f(m)ρ(r) per a tot m ∈M i tot r ∈ R.

Observem que la composició d'un ρk-homomor�sme amb un ρ`-homomor�sme dó-
na un ρk+`-homomor�sme (k, ` ∈ Z). La inversa d'un ρk-isomor�sme és un ρ−k-
isomor�sme. Denotarem per Homρ(M,N) el conjunt de tots els ρ-homomor�smes de
M a N (usarem la notació anàloga per al conjunt d'endomor�smes).

Donada una categoria C de�nim la categoria d'endomor�smes sobre C, End C,
com la categoria formada pels parells (M,f) on M ∈ Obj C i f és un endomor�sme
de M . Un mor�sme g : (M,f)→ (M ′, f ′) ve donat per un mor�sme entre els objectes
corresponents g : M →M ′ complint

(1.5.1) gf = f ′g

En cas que C sigui una categoria de R-mòduls i ρ un automor�sme de R podem consi-
derar la categoria ρ -End C, de�nida com abans, però on els objectes són parells (M,f)
amb f un ρ-endomor�sme de M enlloc d'un endomor�sme. També considerarem les
subcategories plenes ρ -Aut C i ρ -Nil C on els objectes són parells (M,f) amb f un
ρ-automor�sme o un ρ-endomor�sme nilpotent, respectivament.

Anàlogament al que passa per als anell de polinomis i de polinomis de Laurent
usuals, les categories de ρ-endomor�smes i ρ-automor�smes de R-mòduls estan es-
tretament relacionades amb les categories de mòduls sobre anells adequats. És fàcil
veure que la categoria ρ -EndMod-R és equivalent a la categoria Mod-R[t; ρ] i la
categoria ρ -AutMod-R és equivalent a la categoria Mod-R[t, t−1; ρ]. En particular
són categories abelianes. Tenim el següent resultat:

Lema 1.5.3. ρ -Autproj-R i ρ -Nilproj-R són categories amb successions exactes
i, per tant, podem considerar el seu K0.

Demostració. En efecte, ρ -Autproj-R i ρ -Nilproj-R són subcategories addi-
tives plenes de ρ -EndMod-R que sabem que és una categoria abeliana. Sigui e ∈
Mn(R) una matriu idempotent. És fàcil veure que hi ha una isomor�sme Endρk(eRn) ∼=
Hom(eRn, ρ−k(e)Rn), diguem-li ϕ. Per tant, si denotem per `M l'aplicació multipli-
car per l'esquerra per M tenim que els ρk-endomor�smes de eRn són de la forma
ϕ−1(`M ) on M ∈ ρ−k(e)Mn(R)e. Un esquelet petit seria, doncs, el format pels parells
(eRn, ϕ−1(`M )) on e ∈ Mn(R) és una matriu idempotent i M ∈ ρ−k(e)Mn(R)e és
invertible o nilpotent segons el cas.

Una successió exacta en la categoria d'endomor�smes serà un diagrama commu-
tatiu:

0 −−−−→ M1 −−−−→ M −−−−→ M2 −−−−→ 0yf1

yf yf2

0 −−−−→ M1 −−−−→ M −−−−→ M2 −−−−→ 0
on les �les són successions exactes en la categoria de mòduls corresponent. Per tant,
si M1 i M2 són mòduls projectius és clar que M també ho és. Si f1 i f2 són au-
tomor�smes, pel Lema dels Cinc ([62, Five Lemma 3.32]), f també ho serà; d'on
(M,f) ∈ ρ -Autproj-R. Igualment, si fn1 = 0 i fm2 = 0 aleshores fn+m = 0. �
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En conseqüència, les següents de�nicions tenen sentit:

Definicions 1.5.4. Per a un anell R amb un automor�sme ρ

(i) De�nim el grup de classes de nilpotència com

Nil0(R, ρ) = K0(ρ -Nilproj-R).

(ii) De�nim el grup reduït de classes de nilpotència com

Ñil0(R, ρ) = coker(K0(R)→ Nil0(R, ρ)),

on K0(R)→ Nil0(R, ρ) és [P ] 7→ [P, 0].
(iii) De�nim el grup de classes d'automor�smes com

Aut0(R, ρ) = K0(ρ -Autproj-R).

(iv) De�nim el grup de classes de torsió K1(R, ρ) com el quocient de Aut0(R, ρ) pel
subgrup generat per les diferències [P, γ]−[P ′, γ′] amb un isomor�sme λ : P → P ′

tal que [λ−1γ′−1λγ] = 0 ∈ K1(R).

Observem que si tenim un parell d'anells amb automor�sme associat (R, ρ) i (S, σ),
aleshores un mor�sme d'anells f : R→ S (unital) tal que fρ = σf indueix un functor
exacte

f∗ : ρ -Autproj-R −→ σ-Autproj-S

(P, γ) 7−→ (P ⊗f S, γ ⊗ σ)

λ 7−→ λ⊗ 1

per tant, també indueix un mor�sme de grups f∗ : Aut0(R, ρ) → Aut0(S, σ). Hom
pot deduir fàcilment d'aquí que K1(−,−) de�neix un functor de la categoria dels
anells amb automor�sme a la categoria dels grups abelians. El mateix és cert per a
Nil0(−,−) i Ñil0(−,−).

Observació 1.5.5. En el cas que f : R → S sigui un mor�sme no unital aquest
ens indueix un mor�sme de grups f∗ : K1(R, ρ) → K1(S, σ). En efecte, en aquest
supòsit tenim que f(1) és un idempotent de S. Així, tenim que R⊗f S ∼= f(1)S és un
S-mòdul projectiu cíclic i, per tant, si P és un R-mòdul projectiu �nitament generat
P ⊗f S és un S-mòdul projectiu �nitament generat i l'anterior té sentit.

Notació 1.5.6. Donats G un grup abelià i ρ : G → G un endomor�sme de G,
usarem les notacions següents I(ρ) = {g − ρ(g) | g ∈ G} i Gρ = {g ∈ G | ρ(g) = g}.

Ara estem en condicions d'enunciar el Teorema de Farrell, Hsiang [30, Theorem 19]
i Siebenmann [65, Theorem 10.1]:

Teorema 1.5.7 (Farrell, Hsiang, Siebenmann). Siguin R un anell i ρ un auto-
mor�sme de R. Llavors, tenim una successió exacta

(1.5.2) 0→ K1(R)/I(ρ∗)→ K1(R[t; ρ])/I(ρ∗)⊕K1(R[t−1; ρ])/I(ρ∗)

→ K1(R[t, t−1; ρ])→ K0(R)ρ∗ → 0

A més, tenim una descomposició natural en suma directa

K1(R[t, t−1; ρ]) ∼= K1(R, ρ)⊕ Ñil0(R, ρ)⊕ Ñil0(R, ρ−1).
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Necessitarem també el següents resultats:

Teorema 1.5.8 ([65, Theorem 9.2]). Siguin R un anell i ρ un automor�sme de
R. Aleshores, la següent successió és exacta:

0→ K1(R)/I(ρ∗)→ K1(R, ρ)→ K0(R)ρ∗ → 0

Teorema 1.5.9 ([30, Theorem 13]). Siguin R un anell i ρ un automor�sme de R.
Llavors, la següent successió és exacta escindida:

0 −→ K1(R) −→ K1(R[t−1; ρ]) −→ Ñil0(R, ρ) −→ 0.

Per tant,
K1(R[t−1; ρ]) ∼= K1(R)⊕ Ñil0(R, ρ).

Igualment tenim que

K1(R[t; ρ]) ∼= K1(R)⊕ Ñil0(R, ρ−1).

1.6. Anells amb unitat local

En aquesta secció introduirem el concepte d'anell amb unitat local que necessita-
rem més endavant i veurem algunes de�nicions i resultats d'anells sense unitat i amb
unitat local. En particular de�nirem el K0 i K1 relatius, és a dir, per a un anell sense
unitat. Essencialment, els resultats d'aquesta secció només els necessitarem per a les
Seccions 1.7 i 3.3.

Introduïm primer una mica de notació. En aquesta secció k denotarà un domini
d'ideals principals (DIP) �xat. Usarem preferentment les lletres majúscules del prin-
cipi de l'alfabet A,B, . . . per a denotar els anells amb unitat i les lletres R,S, . . . per
als anells (potser) sense unitat. En aquesta secció treballarem principalment sobre R
un anell amb unitat local, és a dir, un anell tal que per a tot subconjunt �nit d'ele-
ments r1, . . . , rn ∈ R existeix un idempotent e ∈ R tal que rie = eri = ri per a tot
i. A continuació en donarem una de�nició equivalent que s'ajusta millor a les nostres
necessitats.

Donat un anell R denotarem per Idem(R) = {e ∈ R | e = e2} el conjunt dels
idempotents de R. Recordem que podem de�nir un ordre en Idem(R) de la següent
manera: e 6 f si i només si ef = fe = e. Tenim les de�nicions següents:

Definició 1.6.1. Sigui R un anell (potser) sense unitat i sigui {ei}i∈I ⊆ Idem(R)
un conjunt dirigit (i.e. donats ei, ej amb i, j ∈ I existeix ` ∈ I tal que ei 6 e` i
ej 6 e`). Diem que {ei} és una unitat local de R si R = ∪i∈IeiRei.

Per a un anell R amb unitat local {ei}, escriurem Ri = eiRei, el córner correspo-
nent a l'idempotent ei, que és un anell amb unitat ei.

Definició 1.6.2. Siguin R,S anells amb unitat local. Donat f : R → S un mor-
�sme d'anells (sense unitat), diem que f és un mor�sme d'anells amb unitat local si,
donada una unitat local {ei} de R, aleshores {f(ei)} és una unitat local de S.

Donat un anell sense unitat, encara que tingui unitat local, sovint ens convindrà
considerar un anell unital més gran que el contingui com a ideal. Una possible manera
de fer això és la següent:
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Definició 1.6.3. Sigui R una k-àlgebra, potser sense unitat. De�nim la uniti-
�cació de R, denotada per R+, com el grup abelià R ⊕ k amb el producte de�nit
per

(x, λ) · (y, µ) = (xy + λy + µx, λµ)

on x, y ∈ R i λ, µ ∈ k.

Usualment identi�carem els elements de R amb la seva imatge en R+ i igualment
per als anells de matrius respectius. Com que tot anell té estructura de Z-àlgebra
sempre podem considerar la seva uniti�cació. Observem que R+ té estructura d'anell
amb unitat (0, 1) i que R és un ideal (bilàter) en R+. Per al cas que R ja tingués
unitat, diguem-li e, tenim un isomor�sme unital f : R+ → R× k de�nit per f(r, λ) =
(r + λe, λ).

Tenim la següent successió exacta d'anells sense unitat. A més, és escindida (en
el sentit que tenim una secció k → R+):

(1.6.1) 0→ R→ R+ → k → 0

Denotem per p : R+ → R i q : R+ → k, les projeccions respectives. Observem
que q és mor�sme d'anells, mentre que p només és mor�sme de grups abelians. Si
(M,Λ) ∈ Mn(R+), de vegades usarem p(M,Λ) per a referir-nos a M , la part de la
matriu (M,Λ) que té les entrades en R.

La uniti�cació ens de�neix, de fet, un functor de la categoria de les k-àlgebres sense
unitat a la categoria de les k-àlgebres amb unitat, estenent un mor�sme f : R → S a
un mor�sme f : R+ → S+ (el denotarem amb la mateixa lletra) de manera que sigui
la identitat sobre els elements de la forma (0, λ) per a tot λ ∈ k.

Per a un anell R, potser sense unitat, de�nim proj-R com la subcategoria plena
de proj-R+ donada pels objectes P ∈ proj-R+ tals que PR = P . Observem que en
el cas que R tingui unitat, com R+

∼= R × k, la de�nició anterior dóna una categoria
naturalment equivalent a la categoria de mòduls projectius �nitament generats sobre
R; per tant, és coherent amb la nostra notació anterior. És fàcil veure que proj-R
és una categoria amb successions exactes i podem, doncs, considerar el seu K0 que
denotarem per G(R); en el cas que R fos unital tindríem G(R) ∼= K0(R).

Donat un mor�sme d'anells f : R→ S indueix un functor exacte proj-R→ proj-S

via P 7→ P ⊗f S+. En efecte, com que P és un R+-mòdul projectiu �nitament generat
existeix un Q tal que P ⊕Q ∼= Rn+, d'on tenim

(P ⊗f S+)⊕ (Q⊗f S+) ∼= (P ⊕Q)⊗f S+
∼= Rn+ ⊗f S+

∼= Sn+

i veiem que P ⊗f S+ ∈ proj-S+. Ara, sigui p⊗s ∈ P ⊗f S+. Com que P = PR tenim
que p =

∑
i piri ∈ PR. Així, p⊗s = (

∑
i piri)⊗s =

∑
i(pi⊗(f(ri), 0)s) ∈ (P ⊗f S+)S

i veiem que P ⊗f S+ ∈ proj-S.
Com que aquest functor indueix un mor�sme f∗ : G(R) → G(S) hem vist que G

de�neix un functor dels anells sense unitat cap a la categoria dels grups abelians.
Dins d'aquesta secció usarem el següent conveni de notació que ens resultarà força

útil:

Notació 1.6.4. Quan vulguem explicitar que les entrades d'una matriu es troben
en R+, en R` (que denota el córner e`Re` en un anell amb unitat local (R, {e`})),
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en A o en k ho farem amb el superíndex corresponent, per exemple 1+ ∈ GL(R+)
i 1k ∈ GL(k) per a la identitat o e`ij(a) ∈ E(R`) i eAij(a) ∈ E(A) per a matrius
elementals. En canvi, quan vulguem explicitar que una matriu té mida n×n ho farem
amb un subíndex, per exemple 1+

n ∈ GLn(R+).

A continuació, recordarem la de�nició del K0 d'un anell a partir de matrius idem-
potents. Donat un anell unital A considerem els mor�smes no unitals Mn(A) →
Mn+1(A) donats per a 7→ ( a 0

0 0 ) i denotem per M(A) el seu límit directe (per a A
un anell amb unitat aquest és un exemple d'anell amb unitat local). Donades ma-

trius idempotents p ∈ Idem(Mm(A)) i q ∈ Idem(Mn(A)) posem p ⊕ q =
(
p 0
0 q

)
∈

Idem(Mm+n(A)). Observem que GL(A) actua per conjugació en el conjunt de ma-
trius idempotents Idem(M(A)) i que aquesta acció respecta l'operació ⊕. Ara,

(Idem(M(A))/GL(A),⊕),

el conjunt d'òrbites de conjugació de GL(A) en Idem(M(A)) amb l'operació induïda
per ⊕, és un semigrup abelià (de fet un monoide). Seguint [60, Section 1.2] veiem que
aquest semigrup coincideix amb V(A), el semigrup de classes d'isomor�a d'A-mòduls
projectius �nitament generats:

Teorema 1.6.5. Per a un anell unital A, donades dues matrius idempotents
E, F ∈ Idem(M(A)), els seus A-mòduls projectius corresponents són isomorfs si i
només si les matrius són conjugades per un element de GL(A). En particular, podem
identi�car el semigrup (V(A),⊕) amb (Idem(M(A))/GL(A),⊕) i tenim que K0(A)
coincideix amb el grup de Grothendieck d'aquest darrer.

Aquesta descripció del K0 també ens resulta útil per al functor G. En efecte,
qualsevol P ∈ proj-R+ és isomorf a un mòdul de la forma ERn+ per a alguna matriu
idempotent E ∈ Idem(Mn(R+)). Si a més P ∈ proj-R veiem que, forçosament, E ∈
Mn(R). Ara, si E, F ∈ Idem(M(R)) el teorema anterior ens assegura que E i F són
matrius conjugades per un element de GL(R+) si i només si ERn+ ∼= FRn+. Si denotem
per [E] la classe d'una matriu en G(R) i f : R→ S és un mor�sme, el mor�sme induït
f∗ : G(R) → G(S) ve de�nit per f∗[E] = [f(E)], ja que ERn+ ⊗f S+

∼= f(E)Sn+.
Usarem la següent notació per a la conjugació en els diferents anells involucrats:

Notació 1.6.6. Donades matrius E i F escriurem E ∼+ F o E ∼i F si E =
T−1FT amb T ∈ GL(R+) o T ∈ GL(Ri), respectivament.

Lema 1.6.7. Siguin R un anell amb unitat local {ei}, E,F ∈ Idem(Mn(Ri)) i
m ∈ N. Aleshores E ⊕ 1+

m ∼+ F ⊕ 1+
m si i només si E ⊕ 1jm ∼j F ⊕ 1jm per a algun

j > i.

Demostració. En efecte, siguin E,F ∈ Idem(Mn(Ri)) i suposem que existeixen
m ∈ N i T ∈ GL(Rj) amb j > i tals que E ⊕ 1jm = T−1(F ⊕ 1jm)T . Observem que
(T + 1+ − 1j), (T−1 + 1+ − 1j) ∈ GL(R+), ja que són inverses una de l'altra, i que
(F ⊕ 1jm)(1+ − 1j) = (1+ − 1j)(F ⊕ 1jm) = 0. Conjugant, tenim:

(T−1 + 1+ − 1j)(F ⊕ 1jm)(T + 1+ − 1j) = T−1(F ⊕ 1jm)T = E ⊕ 1jm,
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és a dir, F ⊕ 1jm ∼+ E ⊕ 1jm. Com que 1+
m ∼+ 1jm ⊕ (1+

m − 1jm), ja que indueixen
projectius isomorfs, tenim

F ⊕ 1+
m ∼+ F ⊕ 1jm ⊕ (1+

m − 1jm) ∼+ E ⊕ 1jm ⊕ (1+
m − 1jm) ∼+ E ⊕ 1+

m,

com volíem.
Recíprocament, siguin E,F ∈ Idem(Mn(Ri)) tals que E ⊕ 1+

m = T−1(F ⊕ 1+
m)T

amb T ∈ GL(R+). Sigui j > i tal que p(T ), p(T−1) ∈ M(Rj). Aleshores T i T−1

commuten amb 1j , de manera que T1j , T−11j ∈ GL(Rj) són inverses una de l'altra.
Tenim:

E ⊕ 1jm = (E ⊕ 1+
m)1j = T−1(F ⊕ 1+

m)T1j = T−11j(F ⊕ 1jm)T1j

i tenim E ⊕ 1jm ∼j F ⊕ 1jm com volíem. �

Teorema 1.6.8. Sigui R un anell amb unitat local. Aleshores lim−→G(Ri) ∼= G(R).

Demostració. Com Ri amb la inclusió és un sistema dirigit d'anells, G(Ri) amb
les aplicacions induïdes per la inclusió és un sistema dirigit de grups abelians i les
inclusions fi : Ri ↪→ R ⊆ R+ indueixen mor�smes compatibles fi∗ : G(Ri) → G(R).
Per la propietat universal del límit directe tenim un mor�sme ϕ : lim−→G(Ri)→ G(R).

Ara, usant la descripció del K0 a partir de matrius idempotents, prenem E ∈
Mn(R+) una matriu idempotent tal que (ERn+)R = ERn+, és a dir tal que p(E) = 0.
Sabem que tot element de G(R) té un representant d'aquesta forma. Ara, identi�cant
E amb q(E) tenim que E ∈ Idem(Ri) per a algun i, per tant, té sentit considerar
[E] ∈ K0(Ri) ∼= G(Ri). Si tornem a identi�car fi∗[E] = [fi(E)] amb [E] ∈ G(R)
veiem que ϕ és epimor�sme.

Suposem x ∈ lim−→G(Ri) tal que ϕ(x) = 0. Sigui y ∈ G(Ri) un representant de x.
Com hem comentat abans (Observació 1.1.3) tot element del grup de Grothendieck
d'un semigrup és una diferència d'elements del semigrup, d'on tenim que y = [E]− [F ]
amb E,F ∈ Idem(Mn(Ri)). Com que fi∗[E] = [fi(E)] = [fi(F )] = fi∗[F ] en G(R),
estabilitzant podem suposar que fi(E) ∼+ fi(F ) (potser augmentant i). Ara, pel
Lema 1.6.7 tenim que E ∼j F per a algun j > i. Això ens diu que x = 0 en G(Rj) i,
per tant, en el límit. �

Definició 1.6.9. Siguin A un anell unital i I ⊆ A un ideal bilàter. L'anell doble
de A sobre I és el subanell del producte cartesià A×A donat per

D(A, I) = {(x, y) ∈ A×A | x− y ∈ I}.

Observem que si p1 denota la projecció respecte a la primera coordenada, tenim
la següent successió exacta escindida d'anells sense unitat:

0→ I → D(A, I)
p1−→ A→ 0,

en el sentit que p1 és un epimor�sme escindit (la secció de p1 ve donada per la inclusió
diagonal de A en D(A, I)) i podem identi�car ker p1 amb I. Ara, de�nim els K grups
relatius:
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Definició 1.6.10. Siguin A un anell unital i I un ideal bilàter en A. De�nim el
K0 relatiu de l'anell A i l'ideal I com

K0(A, I) = ker((p1)∗ : K0(D(A, I))→ K0(A)).

Definició 1.6.11. Siguin A un anell unital i I un ideal bilàter en A. De�nim el
K1 relatiu de l'anell A i l'ideal I com

K1(A, I) = ker((p1)∗ : K1(D(A, I))→ K1(A)).

Un dels resultats importants en teoria K és la successió exacta associada a un
ideal [60, Theorem 2.5.4.] que recordem a continuació:

Teorema 1.6.12. Siguin A un anell unital i I ⊆ A un ideal (bilàter). Tenim una
successió exacta natural

K1(A, I)→ K1(A)
p∗−→ K1(A/I)→ K0(A, I)→ K0(A)

p∗−→ K0(A/I)

on p∗ ve induïda per la projecció natural p : A → A/I i els mor�smes Ki(A, I) →
Ki(A) vénen induïts per p2 : D(A, I)→ A.

En general, K0(A, I) depèn únicament de l'estructura de I com a anell sense unitat
(cf. [60, Theorem 1.5.9 (Excision)]) i sovint el denotarem simplement per K0(I). A
més, per al cas que I tingui unitat local coincideix amb el G(I) abans de�nit, de
manera que en tenim una de�nició en termes categorials. Vegem-ho:

Proposició 1.6.13. Sigui R un anell amb unitat local {e`}`∈L, aleshores tenim un
isomor�sme K0(R) ∼= G(R).

Demostració. De la successió exacta associada a un ideal (Teorema 1.6.12) apli-
cada a l'epimor�sme escindit q : R+ → k n'obtenim la següent successió exacta

0→ K0(R)→ K0(R+)
p∗−→ K0(k)→ 0.

Observem que el functor inclusió ι : proj-R → proj-R+ ens indueix un mor�sme
ι∗ : G(R) → K0(R+). Sigui x ∈ G(R) tal que ι∗(x) = 0. Per la Observació 1.1.3
tenim que x = [E] − [F ] per a alguns E,F ∈ Idem(M(R)). Podem, a més, suposar
que E,F ∈M(R`) per a algun ` ∈ L. Ara, com que [E]− [F ] = 0 en K0(R+), existeix
un m ∈ N tal que E ⊕ 1+

m ∼+ F ⊕ 1+
m i pel Lema 1.6.7 tenim que E ⊕ 1jm ∼j F ⊕ 1jm

per a algun j > `, j ∈ L. Per tant, ι∗ és monomor�sme.
Com que, si P = PR, tenim p∗ι∗[P ] = [P ⊗p k] = 0; per tal de veure que

G(R) ∼= ker p∗ (i, per tant, isomorf a K0(R)) només ens resta veure que im ι∗ ⊇ ker p∗.
Vegem-ho, sigui [P ] ∈ K0(R+) tal que [P ⊗p k] = 0. Com que k és un DIP, tot
k-mòdul projectiu �nitament generat és isomorf a kn per a un únic n, d'on tenim que
P ⊗p k = 0. Podem suposar, sense pèrdua de la generalitat, que P ⊆ Rn+. Així, tot
p ∈ P és de la forma p = ((r1, 0), . . . , (rn, 0)) i com que R té unitat local és clar que
PR = P . Això acaba la demostració. �

Ara, del Teorema 1.6.8 junt amb la Proposició 1.6.13 n'obtenim:

Corol·lari 1.6.14. Sigui R un anell amb unitat local. Llavors lim−→K0(Ri) ∼=
K0(R).
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En canvi, K1(A, I) no només depèn de l'estructura de I sinó que també depèn de
A. En trobem un exemple degut a Swan en [70] (també el trobem indicat en [60,
Exercise 2.5.20]). Per al cas d'un ideal que tingui estructura d'anell amb unitat local
tenim que el K1 relatiu només depèn de l'ideal. Per tal de veure-ho necessitarem el
següent Lema:

Lema 1.6.15. Siguin A un anell unital i R un ideal bilàter seu amb unitat local
{u`}`∈L. Denotem per E(R) el subgrup de E(A) generat per les matrius elementals de
la forma {eAij(r) | r ∈ R}. Aleshores E(R) � E(A).

Demostració. Siguin T ∈ E(R) i S ∈ E(A), volem veure que STS−1 ∈ E(R).
Com que els elements de E(R) i de E(A) són productes de matrius elementals ens
podem reduir al cas que T i S siguin matrius elementals. Suposem, doncs, T = eAij(r)
i S = eAk`(a) on a ∈ A i r ∈ R.

Recordem (cf. [60, Lemma 2.1.2]) que les matrius elementals compleixen les se-
güents relacions:

• eij(a)ek`(b) = ek`(b)eij(a), j 6= k i i 6= `;
• [eij(a), ejk(b)] = eij(a)ejk(b)eij(−a)ejk(−b) = eik(ab), i, j, k diferents;
• [eij(a), eki(b)] = eij(a)eki(b)eij(−a)eki(−b) = ekj(−ba), i, j, k diferents.

Usarem, ara, aquestes relacions. Tenim diversos casos:
Si j 6= k i i 6= ` les matrius commuten i, per tant,

eAk`(a)eAij(r)e
A
k`(−a) = eAij(r) ∈ E(R);

si j = k i i 6= ` tenim que

eAj`(a)eAij(r)e
A
j`(−a) = [eAj`(a), eAij(r)]e

A
ij(r) = eAi`(−ra)eAij(r) ∈ E(R);

si j 6= k i i = ` obtenim

eAki(a)eAij(r)e
A
ki(−a) = [eAki(a), eAij(r)]e

A
ij(r) = eAkj(ar)e

A
ij(r) ∈ E(R);

�nalment, si j = k i i = ` prenem m ∈ N tal que i 6= m 6= j, n ∈ L tal que r ∈ Rn i
veiem que

eAji(a)eAij(r)e
A
ji(−a) = eAji(a)[eAim(r), eAmj(un)]eAji(−a) = eAji(a)eAim(r)eAji(−a)

· eAji(a)eAmj(un)eAji(−a) · eAji(a)eAim(−r)eAji(−a) · eAji(a)eAmj(−un)eAji(−a) ∈ E(R),

pels casos anteriors. �

Teorema 1.6.16. Siguin A un anell unital i R un ideal bilàter seu amb unitat
local {u`}`∈L. Aleshores lim−→K1(R`) ∼= K1(A,R)

Demostració. De�nim els mor�smes de grups

ϕ` : GL(R`) −→ GL(D(A,R)) ⊆ GL(A)×GL(A)

T 7−→ (1A, T + 1A − 1`)

i la de�nició té sentit, ja que (T + 1A − 1`) té per inversa (T−1 + 1A − 1`).
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Com que ϕ`(e`ij(a)) = (1A, e`ij(a) − 1` + 1A) = (1A, eAij(a)) ∈ E(D(A,R)) veiem
que els mor�smes factoritzen a través del K1, de manera que ens indueixen mor�smes
ϕ` : K1(R`)→ K1(A,R). Igualment, per a ` 6 m podem de�nir

ψm` : GL(R`) −→ GL(Rm)

T 7−→ T + 1m − 1`

de manera que indueixen mor�smes ψm` : K1(R`) → K1(Rm). Tenim, doncs, un
sistema dirigit de grups abelians {K1(R`), ψm` }. Per tant, tenim un mor�sme ϕ :
lim−→K1(R`)→ K1(A,R).

Vegem ara que ϕ és epimor�sme. Els elements de K1(A,R) són classes d'elements
de la forma (T1, T2) ∈ GL(D(A,R)) ⊆ GL(A) × GL(A) amb T1 ∈ E(A). Sense
pèrdua de la generalitat podem suposar que T1 = 1A, ja que (T1, T1) ∈ E(D(A,R)) i
tenim que [T1, T2] = [1A, T−1

1 T2] en K1(D(A,R)). Així, tot element de K1(A,R) té un
representant de la forma (1A, T ) ∈ GL(D(A,R)); a més, T − 1A ∈M(R). Observem
que (1A, T )−1 = (1A, T−1) ∈ GL(D(A,R)). Prenem, doncs, ` prou gran per a que

T = T − 1A i T
−1 = T−1 − 1A ∈ M(R`). Tenim que T + 1` ∈ GL(R`) (té inversa

T
−1 + 1`) i ϕ`[T + 1`] = [1A, T ] com volíem.
Vegem ara que ϕ és monomor�sme. Sigui T ∈ GL(R`) complint

ϕ`[T ] = [1A, T + 1A − 1`] = 0;

tenim, doncs, que (1A, T + 1A − 1`) ∈ E(D(A,R)), d'on deduïm que

(1A, T + 1A − 1`) =
n∏
t=1

eAitjt(at, bt) = (
n∏
t=1

eAitjt(at),
n∏
t=1

eAitjt(bt)).

per a alguns at, bt ∈ A complint bt − at ∈ R. Tenim que
∏n
t=1 e

A
itjt

(at) = 1A. Usant
aquesta relació podem escriure:

n∏
t=1

eAitjt(bt) = eAi1j1(b1 − a1)eAi1j1(a1)

(
n∏
t=2

eAitjt(bt)

)

= eAi1j1(b1 − a1)

(
2∏
t=n

eAitjt(−at)

)(
n∏
t=2

eAitjt(bt)

)
= eAi1j1(b1 − a1)

·

(
3∏
t=n

eAitjt(−at)

)
eAi2j2(b2 − a2)

(
n∏
t=3

eAitjt(at)

)

·

(
4∏
t=n

eAitjt(−at)

)
eAi3j3(b3 − a3)

(
n∏
t=4

eAitjt(at)

)
. . .

· eAinjn(−an)eAin−1jn−1
(bn−1 − an−1)einjn(an)

· eAinjn(bn − an)

i veiem que anem obtenint conjugats d'elements de E(R) per elements de E(A). Pel
Lema 1.6.15 deduïm que tot el producte és, doncs, de E(R). En particular, tenim una
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altra descomposició:
∏n
t=1 e

A
itjt

(bt) =
∏p
t=1 e

A
itjt

(rt) amb rt ∈ R per a tot t. Si prenem
ara un m > ` tal que rt ∈ Rm per a tot t obtenim que

ψm` [T ] = [
p∏
t=1

emitjt(rt)] = 0 en K1(Rm)

com volíem. �

En particular, si A té unitat tenim el següent

Corol·lari 1.6.17. Sigui A un anell amb unitat, aleshores K1(A) ∼= K1(A+, A).

De fet, per a una k-àlgebra A amb unitat, com que A+
∼= A× k tenim K1(A+) ∼=

K1(A+, A)⊕K1(k) i així obtenim també que K1(A) ∼= K1(A+, A).

1.7. El K1 d'anells de polinomis de Laurent guerxos sobre anells sense

unitat

A continuació veurem una versió no unital del Teorema de Bass, Heller, Swan, Far-
rell, Hsiang i Siebenmann. Usarem aquest teorema més endavant en la Secció 3.3 per a
calcular el K1 d'un anell de polinomis de Laurent córner-guerxo cosa que ens permetrà
calcular el grup K1(L(E)). Els resultats d'aquesta secció els trobem publicats en [5,
Section 3].

En aquesta secció mantindrem la preferència de l'anterior respecte als noms dels
anells amb unitat (A,B, . . . ) i els anells (potser) sense unitat (R,S, . . . ). També com
abans, k denotarà un DIP �xat.

El grup relatiu K1(A, I) admet una altra de�nició més propera a l'esperit de la
De�nició 1.1.4:

Definició 1.7.1. Sigui A un anell amb unitat i I un ideal bilàter de A. De�nim
GL(A, I) = ker(π∗ : GL(A) → GL(A/I)) i E(A, I) com el subgrup normal més petit
de E(A) que conté les matrius elementals {eij(a), a ∈ I}. Observem que, com que
aquestes matrius són congruents a la identitat mòdul I, E(A, I) ⊆ GL(A, I). De�nim
ara K1(A, I) = GL(A, I)/E(A, I).

Es pot demostrar una versió relativa del Lema de Whitehead [60, Theorem 2.5.3],
que demostra que les dues de�nicions que hem donat del grup K1(A, I) coincideixen.

El resultat següent es pot deduir trivialment de la successió exacta llarga de teoria
K relativa [60, Theorem 4.3.1], no obstant n'adjuntem una demostració directa que
no requereix l'ús del K2.

Lema 1.7.2. Sigui A un anell amb unitat i I �A un ideal bilàter de manera que

0→ I
ρ−→ A

π−→ A/I → 0

és un successió exacta escindida d'anells sense unitat (és a dir, tenim una secció
ι : A/I → A). Aleshores

1→ K1(A, I)→ K1(A)→ K1(A/I)→ 1

és exacta escindida.1

1[60, Exercise 2.5.19]
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Demostració. De la successió exacta associada a un ideal (Teorema 1.6.12) i
usant que π té una secció n'obtenim la successió exacta

K1(A, I)→ K1(A) π∗−→ K1(A/I)→ 1

Per tant, només ens resta veure que el mor�sme K1(A, I)→ K1(A) és monomor-
�sme. Com GL : Ring→ Group de�neix un functor tenim que π∗ι∗ = 1 i, per tant,
π∗ : GL(A) → GL(A/I) és epimor�sme. Com kerπ∗ = GL(A, I) tenim la següent
successió exacta

1→ GL(A, I)→ GL(A)→ GL(A/I)→ 1

Igualment E : Ring → Group també de�neix un functor i tenim la següent suc-
cessió exacta

1→ kerπ∗ → E(A) π∗−→ E(A/I)→ 1

Com kerπ∗ � E(A) i E(I) ⊆ kerπ∗ tenim que E(A, I) ⊆ kerπ∗. Vegem que, de
fet, kerπ∗ = E(A, I). En efecte, sigui H ∈ kerπ∗. Aleshores H = E1 · · ·En és un
producte de matrius elementals. Posem Ei := ι∗π∗(E−1

i )Ei ∈ E(A, I). Ara H és un
producte de conjugats de les matrius Ei i deduïm que H ∈ E(A, I):

H = ι∗π∗(E1)E1ι∗π∗(E1)−1 · · · ι∗π∗(E1 · · ·En)Enι∗π∗(E1 · · ·En)−1

Tenim el següent diagrama commutatiu, on les columnes i les dues primeres �les
són exactes

1 1 1y y y
1 −−−−→ E(A, I)

ρ∗−−−−→ E(A) π∗−−−−→ E(A/I) −−−−→ 1

i

y i′
y i′′

y
1 −−−−→ GL(A, I)

ρ∗−−−−→ GL(A) π∗−−−−→ GL(A/I) −−−−→ 1

p

y p′
y p′′

y
1 −−−−→ K1(A, I)

ρ∗−−−−→ K1(A) π∗−−−−→ K1(A/I) −−−−→ 1y y y
1 1 1

Vegem la injectivitat de ρ∗ : K1(A, I) → K1(A). Per diagram chasing , sigui a ∈
K1(A, I) tal que ρ∗(a) = 1. Prenem b ∈ GL(A, I) tal que p(b) = a, aleshores p′ρ∗(b) =
1 i tenim c ∈ E(A) tal que i′(c) = ρ∗(b). Com π∗ρ∗(b) = 1 i i′′ és injectiva tenim
que π∗(c) = 1 i, per tant, c té una antiimatge d ∈ E(A, I). Per la injectivitat de
ρ∗ : GL(A, I)→ GL(A) tenim que b = i(d) i, per tant, a = p◦i(d) = 1 com volíem. �

Observació 1.7.3. Del fet que π tingui una secció, junt amb la successió exacta
associada a un ideal (Teorema 1.6.12) en deduïm que 0 → K0(I) → K0(A) π∗−→
K0(A/I)→ 0 és exacta escindida.
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Lema 1.7.4. Per a una k-àlgebra R amb automor�sme ρ tenim que les successions
següents

0→ K1(R+[t; ρ], R[t; ρ])→ K1(R+[t; ρ])→ K1(k[t])→ 0

0→ K1(R+[t−1; ρ], R[t−1; ρ])→ K1(R+[t−1; ρ])→ K1(k[t−1])→ 0

0→ K1(R+[t, t−1; ρ], R[t, t−1; ρ])→ K1(R+[t, t−1; ρ])→ K1(k[t, t−1])→ 0

són exactes escindides.

Demostració. En efecte, com que la successió següent

0→ R[t; ρ]→ R+[t; ρ]→ k[t]→ 0

és exacta escindida, podem aplicar el Lema 1.7.2 i tenim el resultat. Igualment per a
les altres dues successions. �

Recordem la de�nició següent:

Definició 1.7.5. Un anell unital A diem que és semihereditari dreta si tot ideal
dreta �nitament generat és projectiu com a A-mòdul dreta.

El següent Lema és un cas especial d'un resultat de Waldhausen cf. [73, Theo-
rem 4]:

Lema 1.7.6. Sigui A un anell (unital) semihereditari dreta. Aleshores Ñil0(A,α) =
0.

Per a una demostració directa en el nostre cas particular vegeu [5, Lemma 3.3].

Proposició 1.7.7. Tenim

K1(R+[t; ρ], R[t; ρ]) ∼= K1(R+, R)⊕ Ñil0(R+, ρ
−1)

K1(R+[t−1; ρ], R[t−1; ρ]) ∼= K1(R+, R)⊕ Ñil0(R+, ρ)

Demostració. Per al primer isomor�sme tenim el següent diagrama commutatiu

0 0 0y y y
0 −−−−→ K1(R+, R) −−−−→ K1(R+[t; ρ], R[t; ρ])

p◦i−−−−→ Ñil0(R+, ρ
−1) −−−−→ 0y i

y ∥∥∥
0 −−−−→ K1(R+) −−−−→ K1(R+[t; ρ])

p−−−−→ Ñil0(R+, ρ
−1) −−−−→ 0y y y

0 −−−−→ K1(k) −−−−→ K1(k[t]) −−−−→ Ñil0(k,1) −−−−→ 0y y y
0 0 0

on la commutativitat dels quadrats de l'esquerra ve donada per la naturalitat de la
successió exacta associada a un ideal (Teorema 1.6.12) i pel Lema 1.7.6 tenim que
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Ñil0(k,1) = 0. Les columnes són exactes (escindides) i les dues darreres �les també
pel Teorema 1.5.9. Així, pel Lema 3×3 [62, Exercise 6.16] tenim que la primera �la és
exacta. Com que la primera columna i la �la del mig són escindides podem construir
una secció a l'aplicació K1(R+, R) → K1(R+[t; ρ], R[t; ρ]) i, per tant, la successió
escindeix i tenim el resultat. Anàlogament tenim el segon isomor�sme. �

Suposem donats (A,α) i (B, β) anells unitals amb un automor�sme associat i
f : A → B un mor�sme d'anells no necessàriament unital tal que fα = βf . Hem co-
mentat abans (Observació 1.5.5) que f indueix un mor�sme f∗ : K1(A,α)→ K1(B, β).
Recordem que un mor�sme f no necessàriament unital indueix també mor�smes
f∗ : Ki(A)→ Ki(B) per a i = 0, 1. En efecte, n'hi ha prou considerant les de�nicions
de K0 i K1 a partir de la categoria de mòduls projectius i la categoria d'automor�s-
mes sobre mòduls projectius (respectivament); com que _ ⊗f B de�neix un functor
exacte entre les categories corresponents (com hem comentat en la Observació 1.5.5,
aquest producte tensorial envia A-mòduls projectius a B-mòduls projectius) indueix
el mor�sme desitjat entre els K-grups. En vista d'això podem veure la naturalitat de
la successió exacta del Teorema 1.5.8 (convé recordar la Notació 1.5.6):

Lema 1.7.8. Siguin (A,α) i (B, β) anells (unitals) amb automor�sme associat i
f : A → B un mor�sme d'anells no necessàriament unital tal que fα = βf . Tenim
que el diagrama següent és commutatiu amb �les exactes

0 −−−−→ K1(A)/I(α∗) −−−−→ K1(A,α) −−−−→ K0(A)α∗ −−−−→ 0y y y
0 −−−−→ K1(B)/I(β∗) −−−−→ K1(B, β) −−−−→ K0(B)β∗ −−−−→ 0

on les �etxes verticals vénen induïdes per f .

Demostració. Pel Teorema 1.5.8 tenim que la següent successió és exacta

K1(A) 1−α∗−−−→ K1(A)
j−→ K1(A,α)

p−→ K0(A) 1−α∗−−−→ K0(A)

on p : K1(A,α)→ K0(A) ve de�nit per p[P, γ] = [P ]. Per a la de�nició de j; suposem
que tenim una matriu idempotent E ∈ Idem(Mn(A)) tal que α(E) = E, aleshores te-
nim el següent automor�sme θn : EAn → EAn on θn(a1, . . . , an) = (α(a1), . . . , α(an)).
De�nim ara j[EAn, γ] = [EAn, θnγ]− [EAn, θn].

Cal, doncs, veure la commutativitat del diagrama següent:

K1(A) 1−α∗−−−−→ K1(A)
j−−−−→ K1(A,α)

p−−−−→ K0(A) 1−α∗−−−−→ K0(A)

f∗

y f∗

y f∗

y f∗

y f∗

y
K1(B)

1−β∗−−−−→ K1(B)
j−−−−→ K1(B, β)

p−−−−→ K0(B)
1−β∗−−−−→ K0(B)

A part del segon quadrat és clar que el diagrama commuta. Posarem e = f(1).
Com que fα = βf tenim que β(e) = e, de manera que tenim un automor�sme
θ′n : (eB)n → (eB)n donat per θ′n(b1, . . . , bn) = (β(b1), . . . , β(bn)). Per a la commuta-
tivitat del segon quadrat cal veure que si H ∈ GLn(A) es compleix

[(eB)n, θ′n`f(H)]− [(eB)n, θ′n] = [An ⊗B, (θn`H)⊗ β]− [An ⊗B, θn ⊗ β],
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En efecte, el quadrat següent dóna un isomor�sme en la categoria β-AutMod-B

An ⊗f B
(θn`H)⊗β−−−−−−→ An ⊗f B

ϕ

y∼= ∼=
yϕ

(eB)n
θ′n`f(H)−−−−−→ (eB)n

ja que és commutatiu:

θ′n`f(H)ϕ(
∑

m⊗ b) =
∑

θ′n`f(H)(f(m)b) =
∑

θ′n(f(Hm)b) =∑
fθn(Hm)β(b) =

∑
ϕ(θn(Hm)⊗ β(b)) = ϕ((θn`H ⊗ β)(

∑
m⊗ b))

d'on tenim que ((eB)n, θ′n`f(H)) ∼= (An⊗B, (θn`H)⊗β) en β-AutMod-B i aplicant-ho
a H = 1An ens acaba de donar la igualtat que volíem.

Ara, com im(1 − α∗) = I(α∗), ker(1 − α∗) = K0(A)α∗ i f∗(1 − α∗) = (1 − β∗)f∗
tenim el resultat. �

Definició 1.7.9. Per a una k-àlgebra R amb automor�sme k-lineal ρ de�nim

K1(R, ρ) = ker(K1(R+, ρ)→ K1(k,1)).

Observació 1.7.10. De la functorialitat deK1( , ) junt amb el fet que el mor�sme
(R+, ρ)→ (k,1) té una secció en deduïm que la següent successió és exacta escindida

0→ K1(R, ρ)→ K1(R+, ρ)→ K1(k,1)→ 0.

Vegem que, per al cas unital, és coherent amb la de�nició prèvia:

Lema 1.7.11. Sigui A una k-àlgebra amb unitat i α un automor�sme, aleshores
les dues de�nicions de K1(A,α) coincideixen.

Demostració. En efecte, aplicant el Lema 1.7.8 a la successió

0→ A
ι−→ A+

π
�
σ
k → 0

obtenim el següent diagrama commutatiu

0 0 0y y y
0 −−−−→ K1(A)/I(α∗) −−−−→ K1(A+)/I(α∗) −−−−→ K1(k) −−−−→ 0y y y
0 −−−−→ K1(A,α) ι∗−−−−→ K1(A+, α) π∗−−−−→ K1(k,1) −−−−→ 0y y y
0 −−−−→ K0(A)α∗ −−−−→ K0(A+)α∗ −−−−→ K0(k) −−−−→ 0y y y

0 0 0
on les columnes són exactes.
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Aplicant el Lema 1.7.2 a la mateixa successió tenim que la successió

0→ K1(A+, A)→ K1(A+)→ K1(k)→ 0

és exacta escindida. Pel Corol·lari 1.6.17 tenim que K1(A+, A) ∼= K1(A) i com πα = π

podem factoritzar mòdul I(α∗) i tenim que la primera �la és exacta escindida.
Per la Observació 1.7.3 tenim que 0→ K0(A)→ K0(A+)→ K0(k)→ 0 és exacta

escindida, d'on deduïm que la tercera �la és, també, exacta escindida. A més, la �la
del mig és un complex ja que:

π∗ι∗[P, γ] = π∗[P ⊗ι A+, γ ⊗ α] = [P ⊗ι A+ ⊗π k, γ ⊗ α⊗ 1] = 0.

Tenim, doncs, que σ∗(K1(k,1))∩ι∗(K1(A,α)) = 0. Ara, fent quocient en la segona
columna per la tercera obtenim el diagrama:

0 −−−−→ K1(A)/I(α∗) −−−−→ K1(A,α) −−−−→ K0(A)α∗ −−−−→ 0∥∥∥ y ∥∥∥
0 −−−−→ K1(A)/I(α∗) −−−−→ K1(A+, α)/K1(k,1) −−−−→ K0(A)α∗ −−−−→ 0

i pel Lema dels 5 ([62, Lemma 3.32]) tenim que la �etxa del mig és un isomor�sme,
d'on deduïm que K1(A,α) = ker(K1(A+, α)→ K1(k,1)). �

Finalment estem en disposició de demostrar la versió no unital del Teorema de
Bass, Heller, Swan, Farrell i Hsiang:

Teorema 1.7.12. Siguin R un anell (potser) sense unitat i ρ : R → R un auto-
mor�sme. Tenim que la successió

0→ K1(R, ρ)→ K1(R+[t, t−1; ρ], R[t, t−1; ρ])→ Ñil0(R+, ρ
−1)⊕ Ñil0(R+, ρ)→ 0

és exacta escindida. A més, la successió

0→ K1(R+, R)/I(ρ∗)→ K1(R, ρ)→ K0(R)ρ∗ → 0

és exacta.

Demostració. Pel Lema 1.7.4 tenim la següent successió exacta escindida

0→ K1(R+[t, t−1; ρ], R[t, t−1; ρ])→ K1(R+[t, t−1; ρ])→ K1(k[t, t−1])→ 0

i pel Teorema 1.5.7 tenim una descomposició natural en suma directa:

K1(R+[t, t−1; ρ]) ∼= K1(R+, ρ)⊕ Ñil0(R+, ρ)⊕ Ñil0(R+, ρ
−1).
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D'aquesta descomposició natural, junt amb la Observació 1.7.10 n'obtenim el se-
güent diagrama commutatiu:

0 0 0??y ??y ??y
0 −−−−−−→ K1(R, ρ) −−−−−−→ K1(R+[t, t−1; ρ], R[t, t−1; ρ]) −−−−−−→ gNil0(R+, ρ)⊕gNil0(R+, ρ

−1) −−−−−−→ 0??y ??y ‚‚‚
0 −−−−−−→ K1(R+, ρ) −−−−−−→ K1(R+[t, t−1; ρ]) −−−−−−→ gNil0(R+, ρ)⊕gNil0(R+, ρ

−1) −−−−−−→ 0

p

??y ??y ??y
0 −−−−−−→ K1(k, 1) −−−−−−→ K1(k[t, t

−1]) −−−−−−→ gNil0(k, 1)⊕gNil0(k, 1) −−−−−−→ 0??y ??y ??y
0 0 0

on els mor�smes de la �la de dalt vénen induïts per la propietat universal del nucli i
pel Lema 1.7.6 tenim que Ñil0(k,1)⊕ Ñil0(k,1) = 0.

Com que les dues darreres �les i les columnes són exactes, pel Lema 3 × 3 ([62,
Exercise 6.16]), tenim que la primera �la del diagrama és exacta. Com en la de-
mostració de la Proposició 1.7.7 podem construir una secció de manera que també és
escindida.

Aplicant el Lema 1.7.2 a 0→ R→ R+
π−→ k → 0 tenim que la successió

0→ K1(R+, R)→ K1(R+)→ K1(k)→ 0

és exacta. Com πρ = π podem factoritzar mòdul I(ρ∗) i tenim la successió exacta
0→ K1(R+, R)/I(ρ∗)→ K1(R+)/I(ρ∗)→ K1(k)→ 0.

Per la Observació 1.7.3 tenim que 0→ K0(R)→ K0(R+)→ K0(k)→ 0 és exacta,
d'on deduïm que la successió 0 → K0(R)ρ∗ → K0(R+)ρ∗ → K0(k) → 0 ho és, al seu
torn. Tenim, doncs, el següent diagrama commutatiu on la segona i la tercera columnes
són exactes (de manera natural) pel Lema 1.7.8 i els corresponents diagrames són, en
efecte, commutatius. Les aplicacions de la columna de l'esquerra són les induïdes per
la propietat universal del nucli.

0 0 0y y y
0 −−−−→ K1(R+, R)/I(ρ∗) −−−−→ K1(R+)/I(ρ∗) −−−−→ K1(k) −−−−→ 0y y y
0 −−−−→ K1(R, ρ) −−−−→ K1(R+, ρ) −−−−→ K1(k,1) −−−−→ 0y y y
0 −−−−→ K0(R)ρ∗ −−−−→ K0(R+)ρ∗ −−−−→ K0(k) −−−−→ 0y y y

0 0 0
Pel Lema 3× 3 ([62, Exercise 6.16]) la columna de l'esquerra també és exacta i tenim
el que volíem. �
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1.8. Localitzacions i quocients de categories

En aquesta secció introduirem les nocions de localització de categories i quocient
de categories que necessitarem més endavant. Bàsicament seguim [31, 76, 77].

Siguin C una categoria i Σ una col·lecció de mor�smes en C llavors la localització
de C respecte Σ és una categoria CΣ junt amb un functor L : C → CΣ tal que

(i) Per a tot s ∈ Σ, L(s) és un isomor�sme.
(ii) Si F : C → D és un functor que envia els elements de Σ a isomor�smes en D,

aleshores F factoritza de manera única a través de L : C → CΣ.

Observem que la localització universal de Cohn d'un anell R en un conjunt Σ de
mor�smes entre R-mòduls projectius �nitament generats (vegeu Secció 1.4) es pot
obtenir a partir de la localització de la categoria proj-R en el conjunt Σ. En aquesta
situació la categoria localitzada (proj-R)Σ és una categoria additiva i obtenim la
localització universal RΣ com l'anell d'endomor�smes de R en la categoria localitzada
(vegeu [63, Theorem 4.1]).

Per tal que puguem treballar amb la categoria localitzada haurem d'imposar algun
tipus de condició sobre la col·lecció de mor�smes. Tenim les següent de�nicions:

Definició 1.8.1. Una col·lecció de mor�smes Σ en la categoria C es diu que és un
sistema multiplicatiu dreta si satisfà els següents axiomes:

(i) Σ és tancat per composicions, és a dir, si f, g ∈ Σ i fg està de�nida aleshores
fg ∈ Σ. A més, per a tot objecte X ∈ C tenim 1X ∈ Σ.

(ii) Σ satisfà la condició d'Ore dreta en C: Si f : Z → Y és de Σ, per a tot mor�sme
g : X → Y de C existeixen f ′ : W → X de Σ i g′ : W → Z en C tals que el següent
diagrama és commutatiu:

W
g′−−−−→ Z

f ′
y yf
X

g−−−−→ Y
(iii) Siguin f, g : X → Y mor�smes en C; si tenim s ∈ Σ amb sf = sg aleshores

existeix t ∈ Σ tal que ft = gt.

Diem que Σ és un sistema multiplicatiu esquerra si compleix (i) i els duals de (ii) i
(iii). Anomenem Σ sistema multiplicatiu si és un sistema multiplicatiu dreta i esquerra
simultàniament.

Per tal d'evitar problemes de Teoria de Conjunts demanarem als sistemes multi-
plicatius que compleixin la següent condició:

Definició 1.8.2. Direm que un sistema multiplicatiu Σ és localment petit (per
l'esquerra) si per a tot X ∈ C existeix un conjunt ΣX de mor�smes de Σ, tots amb
codomini X, tal que per a tot mor�sme Y → X en Σ existeix un mor�sme Z → Y en
C tal que la composició Z → Y → X és de ΣX .

Les condicions anteriors són su�cients per a poder considerar la localització de
categories. A més, els mor�smes de la categoria localitzada tenen una forma su�cient-
ment manejable. Tenim el següent:



1.8. LOCALITZACIONS I QUOCIENTS DE CATEGORIES 31

Teorema 1.8.3 (cf. [31, Lemma III.2.8] i [76, Theorem 10.3.7, Corollary 10.3.11]).
Sigui Σ un sistema multiplicatiu dreta localment petit (per l'esquerra) en una categoria
C. Aleshores la categoria CΣ es pot descriure com segueix:

Obj CΣ = Obj C.

Un mor�sme X → Y en CΣ és una classe d'equivalència de �teulades�, és a dir,
de diagrames (s, f) en C de la forma

X
s←− X ′ f−→ Y amb s ∈ Σ.

Dues teulades són equivalents, (s, f) ∼ (t, g), si i només si existeix una tercera teulada
(r, h) de manera que tinguem un diagrama commutatiu:

X ′

s

}}{{{{{{{{ f

!!BBBBBBBB

X X ′′′
h //roo

OO

��

Y

X ′′
t

aaCCCCCCCC g

==||||||||

A més, en cas que la categoria C sigui additiva, la categoria localitzada CΣ també ho
és i el functor L : C → CΣ és un functor additiu.

Si Σ és un sistema multiplicatiu, de fet, podem fer servir classes de la forma (s, f)
o (f, s) (s ∈ Σ) indistintament. En canvi, si Σ només és sistema multiplicatiu per la
dreta o per l'esquerra només podrem escriure els denominadors a un dels dos costats.

A continuació considerarem el quocient de categories. Per a això necessitem el
concepte de subcategoria de Serre:

Definició 1.8.4. Sigui A una categoria abeliana. Una subcategoria de Serre d'A
és una subcategoria additiva plena C tal que, donada una successió exacta curta en A:

0 −→M ′ −→M −→M ′′ −→ 0

tenim que M ∈ C si i només si M ′,M ′′ ∈ C.

Definició 1.8.5. Siguin A una categoria abeliana i C una subcategoria de Serre,
aleshores la categoria quocient de A respecte a C és una categoria abeliana A/C junt
amb un functor exacte T : A → A/C amb la següent propietat universal: donat un
functor exacte S : A → B des de A cap a la categoria abeliana B tal que S(C) ∼= 0 per
a tot objecte C de C existeix un únic functor exacte S : A/C → B tal que S = ST .

Una condició su�cient per a l'existència de la categoria quocient A/C és que els
subobjectes de qualsevol objecte en A formin un conjunt (vegeu [69, Theorem I.2.1]).
Observem que aquesta condició es compleix automàticament per a una categoria de
mòduls. Com que nosaltres només considerarem quocients de categories de mòduls
sempre podrem assegurar l'existència de la categoria quocient.

La categoria quocient A/C és un cas particular de la localització de categories.
En efecte, si prenem com a Σ la col·lecció de tots els C-isomor�smes, és a dir, aquells



32 1. PRELIMINARS

mor�smes f de A tals que ker(f), coker(f) ∈ C aleshores Σ és un sistema multiplicatiu
(cf. [77, Example A.3.1 (Gabriel)]).

El següent Lema ens resultarà útil per a veure quan una subcategoria és de Serre;
de fet, tota subcategoria de Serre es pot obtenir d'aquesta manera:

Lema 1.8.6 ([18, Exercise 6.3.5]). Sigui F : A → B un functor exacte entre cate-
gories abelianes. Aleshores, la subcategoria plena d'A donada pels objectes M tals que
F (M) és zero en B és una subcategoria de Serre d'A.

Demostració. Denotem per C la subcategoria plena d'A donada pels objectes
tals que F (M) = 0. Com que C és una subcategoria plena d'una categoria abeliana
i conté l'objecte zero és clar que és una subcategoria preadditiva. Donats M,M ′ ∈ C
podem considerar en A la següent successió exacta escindida:

0 −→M −→M ⊕M ′ −→M ′ −→ 0

i com que F és un functor exacte tenim que M ⊕M ′ ∈ C cosa que vol dir que és una
subcategoria additiva. A més, donada una successió exacta curta en A:

0 −→M ′ −→M −→M ′′ −→ 0

és clar que M ∈ C si i només si M ′,M ′′ ∈ C. �



CAPíTOL 2

L'àlgebra regular d'un buirac

En aquest capítol generalitzem alguns dels resultats de [9] al context de les àlgebres
associades a un buirac. Entre aquests resultats, estenem la construcció de l'envolcall
regular de von Neumann de les àlgebres de Leavitt de tipus (1, n) al cas de les àlgebres
de Leavitt associada a un buirac L(E). Per a aquesta àlgebra regular, que denotem per
Q(E), es compleix (com passa en el cas de l'àlgebra lliure) que el seu monoide de classes
d'isomor�a de mòduls projectius �nitament generats coincideix amb el de l'àlgebra de
Leavitt corresponent, L(E). El monoide V(L(E)) ha estat calculat recentment en
[10] per als grafs amb columnes �nites com un cert monoide ME , associat al graf,
donat amb generadors i relacions (vegeu Secció 1.3). D'aquesta manera tenim que
tot monoide del tipus ME es pot realitzar com a monoide de classes d'isomor�a de
mòduls projectius �nitament generats de l'anell regular de von Neumann Q(E). Això
suposa una contribució parcial al Problema de realització per a anells regulars de
von Neumann. Bona part de la feina d'aquest capítol consisteix a estendre resultats
ja coneguts en el cas de l'àlgebra lliure a l'àlgebra de camins d'un buirac, com per
exemple el Teorema d'Inèrcia Estable (Teorema 2.1.9). Els resultats d'aquest capítol
els trobem publicats en [6].

En aquest capítol, per a un anell R, usarem la notació Rn (respectivament, nR)
per a l'R-mòdul lliure esquerra (respectivament, dreta) de les �les (respectivament,
columnes) amb n components en R. Recordem que usem la Notació 1.2.3: tret que
s'indiqui el contrari E denotarà un buirac �nit amb E0 = {1, . . . , d} (on d = |E0|).

2.1. Una localització universal de l'àlgebra de camins d'un buirac

En aquesta secció veurem que, com passa en el cas de l'àlgebra lliure, la clausura
de divisió de P(E) en P ((E)) és una localització universal de P(E). Per tal de veure-
ho necessitem estendre alguns dels resultats de l'àlgebra lliure a l'àlgebra de camins.
Entre aquests, veurem una generalització del Teorema d'Inèrcia de l'àlgebra lliure
(vegeu [22, Inertia Theorem]) a l'àlgebra de camins (Teorema 2.1.9).

Posem R = P(E) o P ((E)) i de�nim les aplicacions additives següents:

δe : R −→ R∑
α∈E∗

λαα 7−→
∑
α∈E∗

r(α)=s(e)

λαeα

Escriurem δe a la dreta del seu argument; així mateix, les composicions les escriurem
mantenint la coherència amb aquesta notació. De vegades ens referirem a les aplicaci-
ons δe com a transduccions (esquerra). Existeixen també les corresponents aplicacions
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de�nides sobre Mn(R) i Rn, de�nides component a component, que denotarem igual-
ment per δe.

Les transduccions dreta δ̃e : R→ R es de�neixen similarment per

δ̃e

(∑
α∈E∗

λαα

)
=

∑
α∈E∗

s(α)=r(e)

λeαα.

Definició 2.1.1. Sigui R una subàlgebra de P ((E)) tancada per les transduccions
esquerra δe i sigui B un R-submòdul dreta de nR. Diem que B és regular si per a tot
b ∈ B amb o(b) > 0, aleshores (b) δe ∈ B per a tota aresta e ∈ E1.

Per a un R-submòdul esquerra de Rn podem de�nir el concepte anàleg usant les
transduccions dreta. La regularitat s'hereta per a sumands directes:

Lema 2.1.2. Donat un mòdul regular B = B1 ⊕B2 tenim que B1, B2 són, també,
mòduls regulars.

Demostració. En efecte, donat b ∈ B1 amb o(b) > 0, per regularitat de B tenim
que (b) δe ∈ B per a cada aresta e ∈ E1. Per tant, (b) δe = be1 + be2 per a alguns
bei ∈ Bi únics tals que beips(e) = bei . Així, b =

∑
e(bδe) · e =

∑
e b
e
1e +

∑
e b
e
2e i tenim

que
∑

e b
e
2e = 0. D'on deduïm que be2 = 0 per a tot e ∈ E1 i que (b) δe = be1 ∈ B1. �

Teorema 2.1.3 (Caracterització dels mòduls regulars). Sigui B ⊆ nP(E) un P(E)-
mòdul dreta. Aleshores B és regular si i només si B =

⊕t
i=1Bi on cada Bi és un

P(E)-mòdul projectiu cíclic, t 6 n i rangP(E)(B) = rangKd(ε(B)).

Demostració. Denotarem per εj la composició nP(E) → n(Kd) ∼= (nK)d → nK,
on el darrer mor�sme és la projecció sobre la j-èsima component de Kd.

Veurem primer que existeixen t1, . . . , td ∈ N i v(j)
1 , . . . , v

(j)
tj
∈ Bpj , on j = 1, 2, . . . , d

tals que

(i) deg(v(j)
1 ) 6 · · · 6 deg(v(j)

tj
).

(ii) Els vectors {εj(v(j)
i )}i=1,...,tj formen una K-base de εj(Bpj).

(iii) Si v ∈ Bpj i deg(v) < deg(v(j)
i ), aleshores εj(v) és una combinació K-lineal de

εj(v
(j)
1 ), . . . , εj(v

(j)
i−1).

En efecte, �xats j i r = −1, 0, 1, 2, . . . escriurem

F (r) = {εj(v) ∈ nK | v ∈ Bpj , deg(v) 6 r}.

Observem que són K-espais vectorials. Tenim inclusions 0 = F (−1) ⊆ F (0) ⊆ · · · ⊆
F (r) ⊆ · · · Prenem nombres enters 0 6 r1 < · · · < rq tals que F (ri− 1) ⊂ F (ri) i que,
per a tot r, F (r) = F (ri) per a algun i. En particular, F (rq) = εj(Bpj).

Escollim ara B1 una K-base de F (r1), B2 una K-base de F (r2) mòdul F (r1) i
així successivament �ns a escollir Bq una K-base de F (rq) mòdul F (rq−1). Ara, per
de�nició de les F 's, per a cada i = 1, . . . , q podem trobar elements wi,1, . . . , wi,ki ∈
B de grau menor o igual que ri tals que {εj(wi,1), . . . , εj(wi,ki)} = Bi. De fet, el
grau de cada wi,j és exactament ri, altrament tindríem que εj(wi,j) pertanyeria a
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F (ri − 1) = F (ri−1) en contradicció amb que Bi és una base mòdul F (ri−1). Posem

ara tj = k1 + k2 + · · ·+ kq i de�nim els v(j)
1 , . . . , v

(j)
tj

per

(v(j)
1 , . . . , v

(j)
tj

) = (wi,1, . . . , wi,k1 , w2,1, . . . , w2,k2 , . . . , wq,kq).

Amb aquesta de�nició és clar que es compleix la condició (i). A més, com que
F (rq) = εj(Bpj), veiem que també es compleix la condició (ii). Sigui v ∈ Bpj amb

deg(v) < deg(v(j)
i ). Llavors v(j)

i = w`,m per a alguns `,m, de manera que deg(v) <
r` = deg(w`,m), d'on deduïm que εj(v) ∈ F (r` − 1) = F (r`−1) i que εj(v) és una

combinació K-lineal de εj(w1,1), . . . , εj(w`−1,k`−1
) i, per tant, de εj(v

(j)
1 ), . . . , εj(v

(j)
i−1).

Això demostra (iii).
Posem t = max{t1, . . . , td}. Com que ti = dimK εj(Bpj) 6 n tenim que t 6 n.

Per a i = 1, . . . , t, prenem els següents submòduls de B

Bi = v
(1)
i P(E) + v

(2)
i P(E) + · · ·+ v

(d)
i P(E) ⊆ B

on v(j)
i = 0 si i > tj . Veurem ara que aquests Bi són mòduls projectius cíclics.
Per a i = 1, . . . , t i j = 1, . . . , d posem

aij =

{
0 si i > tj

1 si i 6 tj .

Amb aquesta notació, per a i = 1, . . . t, tenim isomor�smes Bi ∼= ai1(p1P(E)) ⊕
ai2(p2P(E))⊕ · · · ⊕ aid(pdP(E)). En efecte, de�nim

ϕi : ai1(p1P(E))⊕ · · · ⊕ aid(pdP(E)) −→ Bi

(ai1p1a1, . . . , aidpdad) 7−→
d∑
j=1

v
(j)
i pjaj .

És clar que les ϕi són exhaustives, ja que aij = 0 si i només si v(j)
i = 0. A�rmem que

d∑
j=1

tj∑
i=1

v
(j)
i (pjbij) = 0

implica pibij = 0 per a tot i, j. Veient això demostrarem simultàniament que cada ϕi
és injectiu i que la suma B1 + . . .+Bt és directa.

Per a veure l'a�rmació procedirem per reducció a l'absurd, prenem doncs

(2.1.1)
∑
i,j

v
(j)
i (pjbij) = 0 amb 0 6 max

i,j
{deg(pjbij)} mínim possible.

Per a tot j tenim que
∑tj

i=1 εj(v
(j)
i )εj(pjbij) = 0 i deduïm de (ii) que, per a tot

parell i, j, εj(pjbij). Per tant, ε(pjbij) = 0 ja que εk(pj) = 0 si k 6= j. Com que
aquests elements tenen ordre positiu podem aplicar-los les transduccions reduint-ne el
grau:

d∑
j=1

tj∑
i=1

v
(j)
i ·

(
(pjbij) δe

)
= 0.

Observem que (pjbij) δe = pj((pjbij) δe) per a tot e i que (pjbij) δe 6= 0 per a alguns
i, j i algun e ∈ E1. Això ens porta a contradicció amb la minimalitat de (2.1.1).
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Posem araB′ =
⊕t

i=1Bi ⊆ B. Volem veure queB′ = B. Suposem que existeix v ∈
B \B′, que prendrem de grau mínim. Podem escriure v = vp1 + · · ·+ vpr. Denotarem
deg(v) per dv. Sigui j un enter tal que deg(vpj) = dv i prenem i l'enter més petit tal

que deg(vpj) < deg(v(j)
i ) (i = tj + 1 si no existeix tal enter). Per (ii) o (iii), segons

el cas, tenim que εj(vpj) =
∑i−1

k=1 λkεj(v
(j)
k ) i, per tant, v′ = vpj −

∑i−1
k=1 λkv

(j)
k ∈ B

satisfà que deg(v′) 6 deg(v) i v′ ∈ Bpj amb εj(v′) = 0. Per tant ε(v′) = 0. Com que
B és regular tenim que (v′) δe ∈ B per a tota e ∈ E1. Per la minimalitat del grau
tenim que (v′) δe ∈ B′ i, llavors, v′ =

∑
e∈E1((v′) δe)e ∈ B′. D'aquí n'obtenim que

vpj ∈ B′ per a tot j tal que deg(vpj) = dv. Com que

v −
∑

deg(vpj)=dv

vpj =
∑

deg(vpk)<dv

vpk,

tenim que

deg

v − ∑
deg(vpj)=dv

vpj

 < dv

i, novament per la minimalitat del grau, obtenim que v ∈ B′.
Vegem ara el recíproc. Suposem que B =

⊕t
i=1Bi on cada Bi és cíclic projectiu,

t 6 n i rangP(E)(B) = rangKd(ε(B)). Observem que tenim una descomposició en
suma directa

B =
d⊕
j=1

tj⊕
i=1

x
(j)
i P(E)

amb x(j)
i = x

(j)
i pj per a tot i, j, on rangP(E)(B) = (t1, . . . , td) = rangKd(ε(B)). De la

darrera igualtat se'n desprèn que {εj(x(j)
i ) | i = 1, . . . , tj} és una família linealment

independent de vectors en nK.
Sigui v ∈ B tal que ε(v) = 0. Aleshores per a tot j tenim

0 = εj(v) =
tj∑
i=1

εj(x
(j)
i )εj(zij),

on v =
∑

i,j x
(j)
i zij , amb zij ∈ pjP(E). De la K-independència lineal de {εj(x(j)

i ) |
i = 1, . . . , tj} n'obtenim que εj(zij) = 0 per a tot i, j. Com que zij = pjz

i
j tenim que

ε(zij) = 0 i, per tant, (v) δe =
∑

i,j x
(j)
i · ((zij)δe) ∈ B. �

Corol·lari 2.1.4. Si B ⊆ nP(E) és regular, aleshores existeix u ∈Mn(P(E)) tal
que B = unP(E).

El següent Lema és anàleg al Truc de Higman usual, vegeu per exemple [21,
pàg. 284�285].

Lema 2.1.5 (Truc de Higman). Donada una matriu M ∈Mn×m(P(E)), existeixen
` ∈ N, P ∈ En+`(P(E)) i Q ∈ Em+`(P(E)) tals que P

(
M 0
0 1`

)
Q és una matriu lineal,

és a dir, una matriu amb entrades de grau 6 1.
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Demostració. Donat r ∈ P(E) amb deg(r) > 0, r =
∑

α∈E∗ λαα de�nim

dm(r) =
∏
λα 6=0

deg(α)>0

deg(α)

i per a r amb deg(r) 6 0 posem dm(r) = 1. Donada una matriu M = (aij) ∈
Mm×n(P(E)) posem D(M) =

∏
i,j dm(aij).

Demostrarem el resultat per inducció sobre D(M). Si D(M) = 1 vol dir que per a
tot i, j tenim dm(aij) = 1 i, per tant, deg(aij) 6 1.

Suposem que el resultat és cert per a tota matriu M tal que D(M) 6 n amb
n > 1 i prenem una matriu M = (aij) tal que D(M) = n + 1. Com que D(M) > 1
existeix alguna entrada de M que té algun monomi no lineal. Multiplicant a dreta i
esquerra per matrius elementals podem suposar que aquesta entrada és la a11. Tenim
que a11 =

∑
α∈E∗ λαα. Prenem α ∈ supp(a11) tal que |α| = k > 1. Aleshores α = eα′

per a certs e ∈ E1 i α′ ∈ Ek−1. Escrivim M com una matriu de blocs M =
( a11 a

b M ′
)
.

Augmentant la mida de la matriu M i multiplicant a banda i banda per matrius
elementals

N =

1 0 λαe

0 1 0
0 0 1

 ·
a11 a 0

b M ′ 0
0 0 1

 ·
 1 0 0

0 1 0
−α′ 0 1

 =

a11 − λαα a λαe

b M ′ 0
−α′ 0 1


obtenim una matriu N establement associada a M tal que D(N) = k−1

k D(M) 6 n.
Ara, per hipòtesi d'inducció obtenim el resultat. �

Lema 2.1.6. Tenim que GLn(P ((E))) = {M ∈Mn(P ((E))) | ε(M) ∈ GLn(Kd)}.

Demostració. En efecte, si M ∈ GLn(P ((E))) és clar que ε(M) ∈ GLn(Kd).
Sigui araM ∈Mn(P ((E))) tal que ε(M) ∈ GLn(Kd). Podem escriureM = ε(M)−D
per a alguna matriu D ∈Mn(P ((E))) amb o(D) > 0. Tenim que

M−1 = ε(M)−1(1n +Dε(M)−1 + (Dε(M)−1)2 + · · · ). �

Diem que un anell R és Dedekind-�nit si per a tot parell d'elements a, b ∈ R tals
que ab = 1 tenim que ba = 1. Com a conseqüència del lema anterior tenim:

Corol·lari 2.1.7. Sigui R ⊆ P ((E)) una subàlgebra. Aleshores R és Dedekind-
�nit.

Demostració. En efecte, siguin a, b ∈ R tals que ab = 1. Aleshores ε(ab) = 1 i,
pel lema anterior, tenim que a ∈ U(P ((E))). Per tant, a−1 = b. �

Lema 2.1.8. Sigui u0 = p−D ∈Mn(P(E)), on p ∈ Idem(Mn(Kd)) és idempotent
i D és homogènia de grau 1. Suposem, a més, que B = u0

nP(E) és un P(E)-mòdul
regular. Aleshores existeixen u ∈ Mn(P(E)) i v ∈ Mn(P ((E))) tals que uvu = u,
vuv = v amb B = unP(E) i vu ∈Mn(P(E)).

Demostració. En efecte, tenim u0(1 − p) = −D(1 − p) que, si és no nul·la, és
una matriu homogènia de grau 1. Les seves columnes són elements de B, és a dir, si
denotem els elements de la base canònica de nP(E) per Ei, tenim que u0(1−p)Ei ∈ B
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per a tot i = 1, . . . , n. Com que són elements d'ordre positiu descomponen de la
manera següent:

u0(1− p)Ei =
∑
e∈E1

ui0ee amb ui0e ∈
n(
P(E)ps(e)

)
únics,

de fet, com que B és regular tenim que ui0e ∈ B. Tenim, també, que deg(ui0e) < 1, és
a dir, són elements de ε(B)∩B. Com que ε(B) = p

n(Kd) es compleix que pui0e = ui0e
per a tot i i e. En particular, (1 − p)D(1 − p) = 0. Considerem V1 el Kd-submòdul
de ε(B) generat per {ui0e | e ∈ E1, i = 1, . . . , n}. Com que Kd és un anell semisimple
existeix q1 ∈ Idem(Mn(Kd)), q1 6 p, tal que V1 = q1

n(Kd). Per l'anterior tenim,
doncs, que q1

nP(E) ⊆ B i, en de�nitiva, hem vist que

u0 = p− pDp− q1D(1− p)− (1− p)Dp.

Si posem u1 = (1− q1)u0 = (p− q1)− (p− q1)Dp− (1− p)Dp, per la llei modular
obtenim que:

B = q1
nP(E)⊕ u1

nP(E).

Fixem-nos que, pel Lema 2.1.2, u1
nP(E) torna a ser un P(E)-mòdul regular, de

manera que podem repetir el procés anterior amb u1. Tenim que u1q1 = −(p−q1)Dq1−
(1− p)Dq1. Com abans, per i = 1, . . . , n, obtenim u1q1Ei =

∑
e∈E1 ui1ee amb ui1e ∈ B

i com que, per qüestions de grau, ui1e ∈ ε(B) tenim que (1− p)Dq1 = 0.
Considerem V2 el Kd-submòdul de ε(B) generat per {ui1e | e ∈ E1, i = 1, . . . , n}.

Veiem que existeix una matriu idempotent q2 ∈ Mn(P(E)), q2 6 (p − q1), tal que
V2 = q2

n(Kd) 6 ε(B). Igual que abans tenim que q2
nP(E) ⊆ B ja que ui1e ∈ B. Si

posem

u2 = (1− (q1 + q2))u1 = (1− (q1 + q2))u0

= (p− (q1 + q2))− (p− (q1 + q2))D(p− q1)− (1− p)D(p− q1)

tenim que B = (q1 + q2)nP(E)⊕ u2
nP(E).

Iterant aquest procés obtenim una successió de matrius idempotents q1, . . . , q` ∈
Idem(Mn(P(E))), ortogonals 2 a 2, amb qi 6 p per a tot i i de manera que qi

nP(E) ⊆
B; també tenim Kd-mòduls Vi = qi

n(Kd), amb intersecció nul·la 2 a 2, i u1, . . . , u` ∈
Mn(P(E)),

ui = (p− (q1 + · · ·+ qi))− (p− (q1 + · · ·+ qi))D(p− (q1 + · · ·+ qi−1))

− (1− p)D(p− (q1 + · · ·+ qi−1))

de manera que B = qi
nP(E)⊕ uinP(E) per a tot i.

Com que tenim una cadena ascendent de submòduls d'un mòdul noetherià:

V1 ⊆ V1 ⊕ V2 ⊆ · · · ⊆ V1 ⊕ · · · ⊕ Vi ⊆ · · · ⊆ ε(B)

veiem que el procés anterior acaba en un nombre �nit de passos, posem que siguin `.
Escrivim q = q1 + · · ·+ q`. En principi,tenim que

u` = (p− q)− (p− q)D(p− (q1 + · · ·+ q`−1))− (1− p)D(p− (q1 + · · ·+ q`−1)),

però com que el procés �nalitza en aquest pas cal que u`q` = 0, és a dir,

u` = (p− q)− (p− q)D(p− q)− (1− p)D(p− q)
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amb B = qnP(E)⊕ u`nP(E). Posem ara

u = q + u` = p− (p− q)D(p− q)− (1− p)D(p− q),

i tenim que B = unP(E). Si prenem

v = p+ (p− q)D(p− q) + ((p− q)D(p− q))2 + · · · ∈Mn(P ((E)))

aleshores vu = p ∈Mn(P(E)), uvu = u i vuv = v. �

El següent resultat és ben conegut per al cas de l'àlgebra lliure; vegeu [19, Coro-
llary VII.3.4] i [22, Appendix].

Teorema 2.1.9 (Inèrcia estable). Siguin P(E)A ⊆ P ((E))n i BP(E) ⊆ nP ((E))
P(E)-submòduls esquerra i dreta, respectivament, tals que per a tot a ∈ A i per a tot
b ∈ B es compleix que ab ∈ P(E). Aleshores existeixen m ∈ N i u, v ∈Mn+m(P ((E)))
tals que per a tot a ∈ A⊕ P(E)m i tot b ∈ B ⊕ mP(E) tenim

au ∈ P(E)n+m, vb ∈ n+mP(E) i ab = (au)(vb).

Demostració. Vegem-ho primer en el cas que B ⊆ nP(E). Prenent, potser, un
B més gran podem suposar que

B = {b ∈ nP(E) | ∀a ∈ A, ab ∈ P(E)}.

En aquest cas tenim que B és un P(E)-mòdul dreta regular. En efecte, si prenem
b ∈ B amb o(b) > 0 sabem que b =

∑
e∈E1 bee per a alguns be ∈ n(P(E)ps(e)) únics.

Per a tot a ∈ A tenim que

ab = a

∑
e∈E1

bee

 =
∑
e∈E1

(abe)e ∈ P(E),

d'on abe ∈ P(E) per a tot e ∈ E1 i per a tot a ∈ A, cosa que ens diu que be ∈ B per
a tot e ∈ E1.

Pel Corol·lari 2.1.4 tenim que existeix u0 ∈ Mn(P(E)) tal que B = u0
nP(E).

Tindrem ε(B) = ε(u0)n(Kd).
Pel truc de Higman (Lema 2.1.5) existeixen m ∈ N i P, Q ∈ En+m(P(E)) tals que

la matriu

u1 = P

(
u0 0
0 1m

)
Q,

és lineal. Posem ara A′ = (A ⊕ P(E)m)P−1 i B′ = u1
n+mP(E) = P (B ⊕ mP(E)).

Per tant, estabilitzant, obtenim B′ regular i tal que la matriu u1 generadora de B′ és
lineal.

Com que Mn+m(Kd) és regular per unitats existeix x ∈ GLn+m(Kd) tal que
ε(u1)xε(u1) = ε(u1). De manera que la matriu idempotent p := ε(u1)x ∈Mn+m(Kd)
compleix ε(B) = p

n+m(Kd). Si usem u1x enlloc de u1 com a generador de B′, podem
suposar que u1 = p−D amb p ∈ Idem(Mn+m(Kd)) i, per l'anterior, D ∈Mn+m(P(E))
és homogènia de grau 1.

Ara ens trobem en les hipòtesis del Lema 2.1.8, de manera que existeixen u2 ∈
Mn+m(P(E)) i v0 ∈ Mn+m(P ((E))) tals que u2v0u2 = u2, v0u2v0 = v0 amb B′ =
u2
n+mP(E) i v0u2 ∈Mn+m(P(E)).
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Posem u = P−1u2 i v = v0P . Donats a ∈ A⊕ P(E)m i b ∈ B ⊕ mP(E) tenim que
aP−1 ∈ A′ i Pb ∈ B′. Així Pb = u2b

′ per a algun b′ ∈ n+mP(E). Es compleixen les
identitats següents:

(au)(vb) = ((aP−1)u2)(v0(Pb)) = (aP−1)((u2v0u2)b′)

= (aP−1)(u2b
′) = (aP−1)(Pb) = ab,

vb = v0(Pb) = (v0u2)b′ ∈ n+mP(E).

A més, usant que u2 = u1y per a cert y ∈Mn+m(P(E)) tenim que

au = (aP−1)u2 = (aP−1)u1y = a

(
u0 0
0 1m

)
Qy ∈ P(E)n+m.

Hem demostrat el teorema per al cas que B ⊆ nP(E).

Vegem ara que en el cas general ens podem reduir a l'anterior. Prenent, potser,
un conjunt A més gran podem suposar que

A = {a ∈ P ((E))n | ∀b ∈ B, ab ∈ P(E)}

de manera que, com abans, A té estructura de P(E)-mòdul esquerra. A més, donat
a ∈ A amb o(a) > 0 tenim que per a tot e ∈ E1, δ̃e(a) ∈ A.

Per a cada i ∈ {1, . . . , d} posem

Ji = {j ∈ {1, . . . , n} | ∀b = (b1, . . . , bn)t ∈ B, pibj ∈ P(E)}.

Aquests conjunts ens donen una mesura de la distància a que ens trobem del cas
anterior. En el supòsit que per a tot i amb 1 6 i 6 d, per a tot a = (a1, . . . , an) ∈ A i
per a tot j /∈ Ji tinguem que ajpi = 0, considerem la següent matriu diagonal:

q = diag(d1, . . . , dn) on dj =
∑

i∈{i|j∈Ji}

pi.

Per a tot a = (a1, . . . , an) ∈ A i tot b = (b1, . . . , bn)t ∈ B tenim

ab =
∑
i

aibi =
∑
i

aidibi +
∑
i

ai(1− di)bi =
∑
i

aidibi = a(qb)

amb qb ∈ nP(E) de manera que si considerem qB enlloc de B ens podem reduir al cas
anterior.

Altrament, suposem que existeixen i0 ∈ {1, . . . , d}, a = (a1, . . . , an) ∈ A i j0 /∈ Ji0
de manera que aj0pi0 6= 0. En particular, podem prendre α ∈ supp(aj0) tal que αpi0 6=
0. Posem que α = e1 · · · em per a certes arestes e1, . . . , em ∈ E1 amb r(em) = i0.
Considerem ara el següent conjunt:

Sa :=
d⋃
i=1

⋃
j /∈Ji

supp(ε(aj))

 ∩ {pi}


Observem que, si denotem els elements de la base canònica de P(E)n per Ej ,
per la de�nició de Ji tenim que piEj ∈ A si i només si j ∈ Ji. Així, en el cas que
Sa = ∅ tenim que ε(a) ∈ A i podem suposar que o(a) > 0. Considerem ara la següent
subparaula de α, α1 = e1 · · · em1 amb m1 = o(a). Per assumpció sobre A tenim que
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a′ = δ̃em1
· · · δ̃e2 δ̃e1(a) ∈ A i és un element no nul amb α′ = em1+1 · · · em ∈ supp(a′j0).

Podem, ara, repetir el mateix argument amb a′ i α′. Com que αpi0 6= 0 i el procés
anterior ens disminueix la longitud de la paraula, en algun moment obtindrem un
a(k) ∈ A tal que Sa(k) 6= ∅ i, per tant, sempre ens podem reduir a aquest cas.

Si Sa 6= ∅ podem prendre p` ∈ Sa de manera que per a algun j0 /∈ J` tenim que
p` ∈ supp(ε(aj0)). Posem ara

a′′ = (p`a1, . . . , p`aj0−1, p`aj0 + p1 + · · ·+ p`−1 + p`+1 + · · ·+ pd, p`aj0+1, . . . , p`an).

Pel Lema 2.1.6 tenim que la j0-èsima component de a′′ és invertible en P ((E)), de
manera que podem considerar la següent matriu invertible:

M =



1 0 . . . . . . . 0
. . .

a′′1 . . a′′j0 . . a′′n
. . .

0 . . . . . . . 0 1

 ∈ GLn(P ((E)))

obtinguda substituint la j0-èsima �la de la matriu identitat per a′′.
Ara, per a tot b = (b1, . . . , bn)t ∈ B tenim que

Mb = (b1, . . . , bj0−1, b
′
j0 , bj0+1, . . . , bn)t,

on b′j0 = p`ab + (p1 + · · · + p`−1 + p`+1 + · · · + pd)bj0 . Per tant, si substituïm A per
AM−1 i B per MB, això no altera els conjunts Ji per a i 6= ` però augmenta |J`| en
un (hi hem afegit j0). Repetint, doncs, el procés anterior tantes vegades com calgui
podrem reduir-nos al cas que B ⊆ nP(E). �

Sigui R un anell. Recordem que un R-mòdul P és establement lliure si P ⊕Rm ∼=
Rn per a alguns m,n ∈ N. Tenim la següent de�nició:

Definició 2.1.10. Un anell R és d'Hermite si té IBN (invariant basis number) i
els mòduls establement lliures són lliures.

Recordem que una matriu plena sobre un anell R és una matriu quadrada M ∈
Mn(R) tal que no es pot descomposar com a producteM = LN , on L ∈Mn×(n−1)(R)
i N ∈M(n−1)×n(R), vegeu [20, pàg. 159]. Necessitarem el següent Lema:

Lema 2.1.11. Donada una matriu plena M ∈ Mn(P(E)) tenim que, per a tot
m ∈ N, M ⊕ 1m també és plena.

Demostració. En efecte, de la Proposició 1.2.8 és clar que P(E) és un anell
d'Hermite. Ara, el resultat és conseqüència de [20, Proposition 5.6.2]. �

Definició 2.1.12 ([20, pàg. 250]). Un homomor�sme d'anells f : R→ S diem que
és honest si envia matrius plenes de R a matrius plenes de S.

Corol·lari 2.1.13. La inclusió P(E) ↪→ P ((E)) és honesta.
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Demostració. Sigui C ∈Mn(P(E)) una matriu plena i suposem que no fos plena
en P ((E)). Posem que C = AB on A ∈Mn×`(P ((E))) i B ∈M`×n(P ((E))) amb ` < n.
Pel Teorema 2.1.9 tenim que existeixen m ∈ N i u, v ∈M`+m(P ((E))) tals que(

C 0
0 1m

)
=
(
A 0
0 1m

)(
B 0
0 1m

)
=
((

A 0
0 1m

)
u

)(
v

(
B 0
0 1m

))
,

de manera que obtenim una descomposició de la matriu de l'esquerra en P(E) que,
per tant, no és plena. Però pel Lema 2.1.11 tenim que si C ∈ Mn(P(E)) és plena
aleshores també ho és C ⊕ 1m, cosa que ens porta a contradicció. �

Recordem les següents notació i de�nicions; vegeu per exemple [46, Section 10.2.2].

Notació 2.1.14. Donats un anell S i un subanell R ⊆ S denotem per T (R ⊆ S) el
conjunt dels elements de R que esdevenen invertibles en S i per Σ(R ⊆ S) el conjunt
de les matrius quadrades sobre R que esdevenen invertibles en S.

Definicions 2.1.15. Sigui S un anell.

(i) Un subanell R ⊆ S diem que és tancat per inversions en S si T (R ⊆ S) = U(R),
és a dir, si U(R) = R ∩ U(S).

(ii) Un subanell R ⊆ S diem que és racionalment tancat en S si Σ(R ⊆ S) = GL(R),
és a dir, si GL(R) = M(R) ∩GL(S).

(iii) Donat un subanell R ⊆ S la clausura de divisió de R en S, denotada per D(R ⊆
S), és el subanell més petit de S tancat per inversions i que conté R.

(iv) Donat un subanell R ⊆ S la clausura racional de R en S, denotada perR(R ⊆ S),
és el subanell més petit de S racionalment tancat i que conté R.

Observem que la clausura de divisió i la clausura racional sempre existeixen, ja que
les propietats pertinents s'hereten per interseccions. Anàlogament al cas de l'àlgebra
lliure podem considerar les sèries racionals sobre una àlgebra de camins:

Definició 2.1.16. De�nim laK-àlgebra de sèries racionals del buirac E, denotada
per Prat(E), com la clausura de divisió de P(E) en P ((E)).

En [20, Section 7.1] trobem les següents de�nicions:

Definició 2.1.17. Donats Σ un conjunt de matrius sobre un anell R i un mor�sme
d'anells Σ-inversor f : R→ S de�nim la Σ-clausura racional de R en S com el conjunt
RΣ(S) de totes les entrades de les inverses de les matrius de f(Σ).

Definició 2.1.18. Un conjunt de matrius Σ sobre un anell R diem que és multi-
plicativament tancat per dalt si 1 ∈ Σ i quan A, B ∈ Σ aleshores

(
A C
0 B

)
∈ Σ per a tota

matriu C de mida adequada. De�nim conjunt multiplicativament tancat per baix de
manera anàloga. Un conjunt Σ diem que és multiplicatiu si és multiplicativament tan-
cat per dalt i compleix que tota matriu de Σ hi roman després de qualsevol permutació
de �les i columnes. Obviament, un conjunt multiplicatiu també és multiplicativament
tancat per baix.

En el cas que Σ sigui multiplicativament tancat per dalt, la Σ-clausura racional és
un anell. Tenim el següent resultat [20, Theorem 7.1.2]:
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Teorema 2.1.19 (Cohn). Siguin R un anell i Σ un conjunt multiplicativament
tancat per dalt. Donat un mor�sme Σ-inversor f : R → S, la Σ-clausura racional
RΣ(S) és un subanell de S que conté im f i per a tot s ∈ S les següents condicions
són equivalents:

(a) s ∈ RΣ(S),
(b) s és una component de la solució u del sistema de l'equació matricial

Au− Ej = 0, on A ∈ f(Σ),

(c) s és una component de la solució u del sistema de l'equació matricial

Au+ a = 0, on A ∈ f(Σ),

i a és una columna amb entrades en im f .
(d) s = bA−1c, on A ∈ f(Σ) i b, c són, respectivament, una �la i una columna amb

entrades en im f .

També hi trobem [20, Proposition 7.1.4]:

Proposició 2.1.20 (Cohn). Siguin R un anell, Σ un conjunt multiplicativament
tancat per baix de matrius sobre R i f : R → S un homomor�sme Σ-inversor. Ales-
hores, per a tota matriu P ∈ Mm×n(RΣ(S)) existeixen un ` > 0 i matrius a ∈
M(`+m)×n(im f), u = t(U,P ) ∈M(`+m)×n(RΣ(S)), A ∈ f(Σ) quadrada de mida `+m,
tals que

Au+ a = 0.

Una conseqüència senzilla de l'anterior és el següent resultat anàleg a la Regla de
Cramer (cf. [20, Proposition 7.1.3]):

Corol·lari 2.1.21 (Regla de Cramer). Sigui f : R → S un mor�sme d'anells.
Donada una matriu P ∈Mm×n(RΣ(S)) tenim

A

(
1 U

0 P

)
= A′

on A ∈ f(Σ), A′ és una matriu amb entrades en im f i U és una matriu en RΣ(S) de
mida adequada. En particular, la matriu P és establement associada en RΣ(S) a una
matriu amb entrades a la im f .

Demostració. En efecte, sigui P ∈Mm×n(RΣ(S)) per la Proposició 2.1.20 tenim
que existeixen ` > 0 i matrius a ∈ M(`+m)×n(im f), u = t(U,P ) ∈ M(`+m)×n(RΣ(S)),
A ∈ f(Σ) matriu quadrada de mida `+m, tals que Au+ a = 0. Ara, si denotem per
A` la matriu formada per les ` primeres columnes de A tenim:

A

(
1` U

0 P

)
= A

(
1` 0
0 P

)(
1` U

0 1n

)
= (A`, a)

com volíem. �

Usant el resultat anterior és fàcil veure que, en el cas que Σ = Σ(R ⊆ S), la
Σ-clausura racional coincideix amb la clausura racional:
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Proposició 2.1.22. Siguin S un anell, R ⊆ S un subanell i posem Σ = Σ(R ⊆ S).
Aleshores RΣ(S) = R(R ⊆ S).

Demostració. Denotarem RΣ(S) per T . Pel Teorema 2.1.19 tenim que T és un
subanell de S, a més, és clar que està contingut en R(R ⊆ S); per tant, per veure que
coincideixen en tenim prou veient que T és racionalment tancat en S.

Sigui P ∈ Σ(T ⊆ S). Pel Corol·lari 2.1.21 tenim que existeixen matrius A ∈ Σ,
A′ ∈M(R) i U ∈M(T ) de manera que:

A

(
1 0
0 P

)(
1 U

0 1

)
= A′.

Com que les tres matrius de l'esquerra són invertibles en S veiem que A′ també ho és
i com que A′ ∈M(R) tenim que A′ ∈ Σ. Per la de�nició de T tenim que A′ ∈ GL(T ),
per tant, aïllant obtenim que

(
1 0
0 P

)
∈ GL(T ), d'on deduïm que P ∈ GL(T ). Per tant

T = R(R ⊆ S). �

En vista d'aquest resultat, quan Σ = Σ(R ⊆ S), ens referirem a la Σ-clausura
racional simplement com la clausura racional i usarem la notació d'aquesta segona.

Definició 2.1.23. Un conjunt de matrius Σ és tancat per factors si per a tot parell
de matrius quadrades A, B tals que AB ∈ Σ tenim A, B ∈ Σ.

Amb aquesta de�nició tenim el següent resultat [20, Proposition 7.5.2(ii)]:

Proposició 2.1.24. Siguin R un anell, Σ un conjunt de matrius de R multiplicatiu
i tancat per factors i f : R → S un mor�sme honest i Σ-inversor, de manera que f
factoritza a través de f ′ : RΣ → S, aleshores f ′ és injectiu.

Lema 2.1.25. Sigui R ⊆ P ((E)) una K-subàlgebra. Si posem Σ = Σ(R ⊆ P ((E))),
aleshores Σ és multiplicatiu i tancat per factors.

Demostració. És clar que 1 ∈ Σ i si A, B ∈ Σ, per a tota matriu C de mida
adequada, tenim que(

A C

0 B

)
té per inversa

(
A−1 −A−1CB−1

0 B−1

)
.

Com que les permutacions de �les i columnes no afecten la condició d'invertible obte-
nim que Σ és multiplicatiu.

D'altra banda, si A i B són matrius quadrades de mida n tals que AB ∈ Σ, pel
Lema 2.1.6, tenim que ε(AB) ∈ GLn(Kd). Com que Kd és un anell commutatiu
podem prendre determinants, d'on deduïm que ε(A) i ε(B) són invertibles en Kd i,
pel Lema 2.1.6, A, B ∈ Σ. �

Proposició 2.1.26. Sigui R ⊆ P ((E)) una K-subàlgebra tancada per inversions.
Aleshores R és racionalment tancada. En particular, Prat(E) coincideix amb la clau-
sura racional de P(E) en P ((E)).

Demostració. Hem de veure que R(R ⊆ P ((E))) ⊆ R. Prenem una matriu
M ∈ Σ(R ⊆ P ((E))), posem que sigui de mida n, i volem veure que M ∈ GLn(R). Pel
Lema 2.1.6 tenim que ε(M) ∈ GLn(Kd). Així, prenent Mε(M)−1 enlloc de M , ens
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podem reduir al cas que ε(M) = 1 de manera que tenim una matriu amb les entrades
de la diagonal invertibles i la resta no invertibles (novament pel Lema 2.1.6).

Vegem ara el resultat per inducció sobre n. Si n = 1 és clar, ja que R és tancat
per inversions. Sigui n > 1 i suposem que el resultat és cert per a n − 1. Fent
operacions per �les (en R) a la matriu M podem obtenir una matriu de la forma(

1 m
0 M ′

)
on M ′ té les entrades de la diagonal invertibles i la resta no invertibles. Com

que M ′ ∈ GLn−1(P ((E))), per hipòtesi d'inducció, tenim que M ′ ∈ GLn−1(R) de
manera que M ∈ GLn(R) i hem vist que R és racionalment tancat, com volíem.

Per al cas de Prat(E), com que és la clausura de divisió de P(E) en P ((E)) tenim
que és el subanell de P ((E)) més petit tancat per inversions. Per l'anterior hem vist
que també és racionalment tancat i, per tant, és la clausura racional. �

De la forma de les matrius invertibles en P ((E)) n'obtenim el següent Corol·lari:

Corol·lari 2.1.27. Sigui R ⊆ P ((E)) una K-subàlgebra tancada per inversions.
Aleshores

GLn(R) = {M ∈Mn(R) | ε(M) ∈ GLn(Kd)}.

Demostració. En efecte, es conseqüència directa del Lema 2.1.6 i de la Propo-
sició 2.1.26. �

Teorema 2.1.28. Sigui Σ = Σ(P(E) ⊆ P ((E))). Aleshores Prat(E) coincideix amb
la localització universal de P(E) respecte Σ.

Demostració. Considerem ι : P(E)→ P(E)Σ, la localització universal de l'àlge-
bra de camins respecte al conjunt Σ. Per la Proposició 2.1.26 tenim que les matrius
de Σ esdevenen invertibles en Prat(E) de manera que la inclusió i : P(E) ↪→ Prat(E) és
un mor�sme Σ-inversor. Per tant, per la propietat universal de la localització, existeix
un mor�sme f : P(E)Σ → Prat(E) tal que i = fι.

Per la Proposició 2.1.26 tenim que Prat(E) coincideix amb la (Σ-)clausura raci-
onal de P(E) en P ((E)) i pel Lema 2.1.25 tenim que Σ és multiplicatiu. Així, pel
Teorema 2.1.19, obtenim que per a tot s ∈ Prat(E), s = bA−1c on A ∈ i(Σ) i b, c
són, respectivament, una �la i una columna amb entrades en P(E). Ara, pel Criteri
de Malcolmson (Teorema 1.4.3) tenim que tot element de la localització universal és
també d'aquesta forma i, per tant, f és exhaustiva.

Pel Corol·lari 2.1.13 tenim que la inclusió P(E) ↪→ P ((E)) és honesta. A més, és
Σ-inversora i com que, pel Lema 2.1.25, Σ és multiplicatiu i tancat per factors podem
aplicar la Proposició 2.1.24 obtenint que f també és injectiva. En de�nitiva, hem vist
Prat(E) ∼= P(E)Σ. �

Observació 2.1.29. Com que P(E) és hereditari per la Proposició 1.2.8 i P(E)→
Prat(E) és una localització universal pel Teorema 2.1.28, de la Observació 1.4.12 n'ob-
tenim que és establement llisa. A més, en general Prat(E) no és llis com a P(E)-mòdul
esquerra (tampoc com a P(E)-mòdul dreta). En efecte, posem que E sigui el buirac
amb un sol vèrtex i dos llaços, de manera que R := K 〈x, y〉 ∼= P(E). Podem usar el
mateix argument que en [50, Section 1]. Posem x = 1 + x, y = 1 + y i observem que
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R = K 〈x, y〉. Tenim una successió exacta de R-mòduls (pensem per la dreta)

0 −→ R⊕R (x,y)−−−→ R −→ K −→ 0.

Tensoritzant per la dreta per RΣ obtenim una successió exacta

0 −→ TorR1 (K,RΣ) −→ RΣ ⊕RΣ
(x,y)−−−→ RΣ −→ K ⊗R RΣ −→ 0.

Com que x, y ∈ Σ, veiem que esdevenen isomor�smes sobre RΣ, d'on deduïm que el
nucli de l'aplicació (x, y) : RΣ ⊕RΣ → RΣ es pot identi�car amb RΣ. Per tant,

TorR1 (K,RΣ) = RΣ,

d'on deduïm que RΣ no és llis com a R-mòdul esquerra (i per simetria tampoc ho és
per la dreta).

2.2. Construcció de les àlgebres

En aquesta secció construirem algunes àlgebres associades a un buirac �nit i n'es-
tudiarem les seves propietats. Essencialment mostrem una versió de la construcció de
[9, Section 3] que resulta apta per al cas de l'àlgebra de camins. Utilitzant aques-
ta construcció podem estendre alguns dels resultats d'aquest article al context de les
àlgebres de camins.

Definició 2.2.1. Donat un buirac E = (E0, E1, r, s), considerem els conjunts

E
0 = E0, E

1 = {e | e ∈ E1} i les aplicacions r, s : E1 → E
0
de�nides via r(e) = s(e) i

s(e) = r(e). De�nim el buirac invers de E com el buirac E = (E0
, E

1
, r, s).

Notació 2.2.2. Donat un camí α = e1 · · · en ∈ E∗ denotarem per α = en · · · e1 el
camí corresponent en el buirac invers; amb el benentès que si α ∈ E0, α = α.

Posem R = P(E) o P ((E)). Per e ∈ E1 de�nim el següent endomor�sme de
K-àlgebres,

τe : R −→ R

ps(e) 7−→ pr(e)
pr(e) 7−→ ps(e)
pi 7−→ pi i 6= s(e), r(e)
f 7−→ 0 ∀f ∈ E1.

És clar que són mor�smes de K-àlgebres, ja que vénen donats per la composició
de l'augmentació amb un automor�sme de ε(R) i amb la inclusió d'aquest en R.
Escriurem τe a la dreta del seu argument (i les composicions actuaran d'acord amb
aquest conveni).

Definició 2.2.3. Siguin R un anell i τ : R → R un endomor�sme d'anells. Una
aplicació additiva δ : R→ R diem que és una τ -derivació per la dreta si satisfà la regla
(rs)δ = (r)δ(s)τ + r(s)δ.

Lema 2.2.4. Per a tot e ∈ E1, δe és una τe-derivació per la dreta.
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Demostració. En efecte, posem que r =
∑

α∈E∗ λαα i s =
∑

β∈E∗ µββ. El
seu producte és rs =

∑
γ∈E∗ νγγ on νγ =

∑
γ=αβ λαµβ . D'una banda tenim que, si

s(e) 6= r(e),

(r) δe (s) τe =

 ∑
α∈E∗

r(α)=s(e)

λαeα


µr(e)ps(e) + µs(e)pr(e) +

∑
i∈E0

i 6=r(e),s(e)

µipi


=

∑
α∈E∗

r(α)=s(e)

(
λαeµr(e)

)
α

i notem que, en el cas que s(e) = r(e), obtenim la mateixa expressió. També,

r (s) δe =

(∑
α∈E∗

λαα

) ∑
β∈E∗

r(β)=s(e)

µβeβ

 =
∑
γ∈E∗

r(γ)=s(e)

∑
γ=αβ

λαµβe

 γ.

D'altra banda, veiem que

(rs) δe =

∑
γ∈E∗

νγγ

 δe =
∑
γ∈E∗

r(γ)=s(e)

νγeγ =
∑
γ∈E∗

r(γ)=s(e)

 ∑
γe=αβ

λαµβ

 γ

=
∑
γ∈E∗

r(γ)=s(e)

∑
γ=αβ

λαµβe

 γ +
∑
γ∈E∗

r(γ)=s(e)

(λγeµr(e))γ.

Per tant, (rs) δe = (r) δe (s) τe + r (s) δe. �

Proposició 2.2.5. Donats E un buirac i R una K-subàlgebra de P ((E)), contenint
P(E) i tancada per les transduccions esquerra δe, existeix un anell S tal que:

(i) Existeixen monomor�smes d'anells

R : R→ S i z : P (E)→ S

r 7→ Rr α 7→ zα

tals que, per a tot i, zpi = Rpi i

(2.2.1) Rr · ze = ze · R(r)τe +R(r)δe

per a tot e ∈ E1 i tot r ∈ R.
(ii) S és projectiu com a R-mòdul dreta. De fet, S = ⊕γ∈E∗Sγ amb Sγ ∼= ps(γ)R com

a R-mòduls. A més, tot element de S s'escriu de manera única com una suma
�nita

∑
γ∈E∗ zγRaγ , on aγ ∈ ps(γ)R per a tot γ ∈ E∗.

Demostració. Posem T = EndK(R). Pensarem els elements de T actuant a la
dreta del seu argument. Donat r ∈ R denotem per Rr l'operador en T donat per
multiplicació per la dreta per r. És clar que l'aplicació R : R → T és un mor�sme
injectiu de K-àlgebres.
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Per a tot e ∈ E1
considerem els elements ze ∈ T de�nits per

(r)ze = (r) δe.

Sigui S el subanell de T generat per R i per tots els elements ze prèviament de�nits.
Donat e ∈ E1

, tenim

ze = zeRps(e) = Rpr(e)ze,

per tant, existeix un únic mor�sme de K-àlgebres z : P(E)→ S tal que z(e) = ze per
a tot e ∈ E1 i z(pi) = Rpi per a tot i ∈ E0.

Donats r, s ∈ R i e ∈ E1, tenim

(s)(Rrze) = (sr)ze = (sr) δe = (s) δe · (r) τe + s · (r) δe
= (s)[zeR(r)τe +R(r)δe ].

Per tant,

Rr · ze = ze · R(r)τe +R(r)δe

per a tot e ∈ E1
i tot r ∈ R, cosa que demostra la fórmula (2.2.1). D'on deduïm que

S està generat com a R-mòdul dreta pels monomis zγ , on γ ∈ E∗, i tenim que tot
element de S s'escriu com una suma �nita

∑
γ∈E∗ zγRaγ , on aγ ∈ ps(γ)R per a tot

γ ∈ E∗. Resta veure la unicitat de l'expressió. Suposem que tenim
∑

γ∈E∗ zγRaγ = 0,
on els aγ ∈ ps(γ)R no són tots zero. Sigui γ0 ∈ E∗ un camí de longitud mínima en el
suport d'aquesta expressió, és a dir, que aγ0 6= 0. Observem que

0 = (γ0)(
∑
γ∈E∗

zγRaγ ) = ps(γ0)aγ0 = aγ0 ,

cosa que ens porta a contradicció. Hem vist, doncs, que tot element de S es pot
escriure de manera única com una suma �nita

∑
γ∈E∗ zγRaγ , amb aγ ∈ ps(γ)R per

a tot γ ∈ E∗, cosa que demostra (ii) i també ens dóna la injectivitat del mor�sme
z : P(E)→ S. Amb això acabem la demostració. �

Notació 2.2.6. Denotarem l'anell S en la proposició anterior per R〈E; τ, δ〉 on
τ i δ són abreviatures per (τe)e∈E1 i (δe)e∈E1 , respectivament. A més, com que els
mor�smes R : R → S i z : P(E) → S són injectius, identi�carem els elements de R i
de P(E) amb les seves imatges a través d'aquestes aplicacions. Observem que la regla
del producte (2.2.1) de la Proposició 2.2.5 esdevé ara re = e (r) τe + (r) δe per a tot
e ∈ E1 i r ∈ R. Com que, per les de�nicions de δe i τe, per a tot parell d'arestes
e, f ∈ E1 tenim que (e) τf = 0 i (e) δf = δefps(e), de l'anterior n'obtenim que

(2.2.2) ef = δefps(e) en R〈E; τ, δ〉.

També, amb aquestes identi�cacions tenim que (ii) de la Proposició 2.2.5 ens diu que
tot element s ∈ R〈E; τ, δ〉 s'escriu de manera única com una suma

(2.2.3) s =
∑
γ∈E∗

γaγ

on aγ ∈ ps(γ)R per a tot γ ∈ E∗.
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En endavant R denotarà una K-subàlgebra de P ((E)) contenint P(E), tancada per
inversions (en P ((E))) i per les transduccions esquerra δe. Això inclou per exemple
l'àlgebra de les sèries formals P ((E)) i l'àlgebra de les sèries racionals Prat(E). Que
Prat(E) és tancada per les transduccions esquerra δe es dedueix del fet que tot element
a ∈ P(E)Σ es pot escriure (pel Criteri de Malcolmson, Teorema 1.4.3) com a = bA−1c

on b, c son un vector �la i un vector columna de mida adequada i entrades en P(E) i
A ∈ Σ és una matriu quadrada. Deduïm, doncs, del Teorema 2.1.28 que els elements
de Prat(E) tenen una expressió d'aquesta forma. Observem que, per A ∈ Σ tenim que(

A−1
)
δe = −A−1 · (Aδe) · (Aτe)−1 ∈Mn(Prat(E))

i
(
A−1

)
τe = (Aτe)−1 ∈Mn(Prat(E)) (per a algun n > 0). Ara, si a = bA−1c ∈ Prat(E)

és clar que (a) δe ∈ Prat(E).
L'àlgebra R〈E; τ, δ〉 compleix la següent propietat universal:

Proposició 2.2.7. Sigui φ : R → B un homomor�sme de K-àlgebres i suposem
que per tot f ∈ E1 existeix tf ∈ φ(pr(f))Bφ(ps(f)) tal que φ(e)tf = δefφ(ps(e)). Ales-

hores φ estén de manera única a un mor�sme de K-àlgebres φ : R〈E; τ, δ〉 → B tal
que φ(e) = te per a tot e ∈ E1.

Demostració. Aquesta demostració és similar a [9, Proposition 3.3]. Posem
S = R〈E; τ, δ〉. En tenim prou construint un anell amb aquesta propietat universal i
demostrant que és isomorf a S. En efecte, posem F = Z〈ze | e ∈ E1〉 l'anell lliure en
|E1| indeterminades i S0 = F ∗Z R el coproducte dels anells F i R. Sigui S1 l'anell S0

mòdul l'ideal generat pels elements de la forma (1 ∗ e)(ze ∗ 1) − (1 ∗ ps(e)) per a tot
e ∈ E1, pels (1∗f)(ze∗1) per a tot e, f ∈ E1 amb e 6= f i pels (ze∗1)(1∗ps(e))−(ze∗1),
(1 ∗ pr(e))(ze ∗ 1)− (ze ∗ 1) per a tot e ∈ E1. Denotarem la classe en S1 d'un element
s ∈ S0 per [s]. Considerem ara ψ : R→ S1 l'homomor�sme de K-àlgebres de�nit per
ψ(r) = [1 ∗ r] i posem we := [ze ∗ 1].

Ara, per a tot e ∈ E1, tenim que we ∈ ψ(pr(e))S1ψ(ps(e)) i, per a qualssevol e, f ∈
E1, que ψ(e)wf = δefψ(ps(e)). Per construcció, tenim que (S1, ψ, {we | e ∈ E1}) és
universal complint aquestes propietats. En particular, existeix un únic homomor�sme
de K-àlgebres θ : S1 → S tal que θ ◦ ψ és la inclusió R ↪→ S i θ(we) = e per a tot
e ∈ E1.

En tenim prou veient que θ és un isomor�sme. De les relacions que hem imposat
en S1 en deduïm que S1 =

∑
α∈E∗ wαψ(ps(α)R). Observem que θ

(∑
α∈E∗ wαψ(rα)

)
=∑

α∈E∗ αrα per a qualsevol suma amb els rα ∈ ps(α)R, zero quasi per a tot. Per tant,
de la Proposició 2.2.5 en deduïm que θ és un isomor�sme. �

Posem X = E0 \ F (E), el conjunt dels vèrtexs que no són fonts. Donat un vèrtex
i ∈ X, considerem els següents elements:

qi = pi −
∑

e∈r−1(i)

ee ∈ R〈E; τ, δ〉.

La suma anterior té sentit ja que estem en el cas de E un buirac �nit (de fet, n'hi
hauria prou amb que E fos un graf amb columnes �nites).
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Lema 2.2.8. Els qi així de�nits són idempotents no nuls, ortogonals dos a dos i
qi 6 pi per a tot i ∈ X.

Demostració. En efecte, usant (2.2.2) i les relacions de P(E) i P(E) tenim que

q2
i = p2

i −
∑

e∈r−1(i)

eepi −
∑

e∈r−1(i)

piee+

 ∑
e∈r−1(i)

ee

2

= qi,

a més, qipi = piqi = qi de manera que els qi són idempotents tals que qi 6 pi. Com
que els pi són ortogonals dos a dos és clar que els qi també ho són. A més, de l'apartat
(ii) de la Proposició 2.2.5 es desprèn que són no nuls. �

Notació 2.2.9. Posarem q =
∑

i∈X qi =
∑

i∈X pi −
∑

e∈E1 ee que, pel Lema
anterior, és un idempotent.

Lema 2.2.10. Sigui R una K-subàlgebra de P ((E)) contenint P(E), tancada per
inversions i per les transduccions esquerra δe. Posem S = R〈E; τ, δ〉 i I = SqS, l'ideal
bilàter generat per l'idempotent q. Tenim les següents propietats:

(i) Si r ∈ R× aleshores existeix un y ∈ S tal que piry = pi per a algun i ∈ E0.
(ii) Si s ∈ S \ I llavors existeixen s1, s2 ∈ S tals que s1ss2 = pi per a algun i ∈ E0.
(iii) Si s ∈ I× aleshores existeixen s1, s2 ∈ S tals que s1ss2 = qi per a algun i ∈ X.

Demostració. (i) Prenem r ∈ R×, d'ordre k. Sigui α ∈ supp(r) un camí de
longitud k en el suport de r i posem i = s(α). Aleshores rα = λpi + r′ on λ ∈ K× i
r′ és un element en R d'ordre no nul. Pel Corol·lari 2.1.27, deduïm que rα+ (1− pi)
és un element invertible en R. Sigui t l'invers de rα+ (1− pi), i observem que

pir(αt) = pi,

com volíem.
(ii) Sigui s ∈ S \ I. De la Proposició 2.2.5 sabem que s es pot escriure com una

combinació R-lineal dreta (�nita) s =
∑

γ∈E∗ γaγ , amb aγ ∈ ps(γ)R. Observem que
pje = 0 per a tot e ∈ E1 i tot j ∈ E0\X, per tant, pjs ∈ R per a tot vèrtex j ∈ E0\X.
Ara, si existeix algun j ∈ E0 \X tal que pjs 6= 0 el resultat es dedueix de (i).

Podem, doncs, suposar que s = pXs, on pX =
∑

i∈X pi. Vegem primer que existeix
una aresta e ∈ E1 tal que es /∈ I. En efecte, si es ∈ I per a tota aresta e ∈ E1 tenim

s = qs+ (pX − q)s = qs+
∑
e∈E1

ees ∈ I,

cosa que contradiu les nostres hipòtesis. Repetint aquest procés un nombre �nit de
vegades veiem que existeix un camí α ∈ E∗ tal que αs /∈ I i αs ∈ R. Novament pel
cas (i) tenim el que volíem.

(iii) Observem que per a tot parell de vèrtex i, j ∈ X, tota aresta e ∈ E1 i tot r ∈ R
tenim que qie = 0 i rqj = εj(r)qj ∈ Kqj , d'on deduïm que qiSqj = δijqiK ∼= K. En
particular, tenim que I =

∑
i∈X SqiS i usant les relacions anteriors i la Proposició 2.2.5

veiem que tot element s ∈ I s'escriu de manera única com una suma �nita

(2.2.4) s =
∑
i∈X

∑
{γ∈E∗|s(γ)=i}

γqiaγ ,
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on aγ ∈ ps(γ)R.
Ara, si aγ = 0 per a tot camí γ ∈ E∗ de longitud positiva, aleshores el resultat es

dedueix de l'apartat (i). Suposem, doncs, que aγ 6= 0 per a algun γ ∈ E∗ de longitud
positiva. Veurem que existeix una aresta e ∈ E1 tal que es 6= 0. Sigui α ∈ E∗ un camí
de longitud màxima en el suport de s (respecte a l'expressió anterior) i prenem e la
darrera aresta en α, de manera que α = e · α′ per a un cert α′. Llavors

es =
∑
i∈X

∑
{γ∈E∗|s(γ)=i}

(γδe) · qi · aγ

és un element no nul de I. De fet, tenim que αs = qiaα ∈ I× i per l'apartat (i)
obtenim el resultat. �

Recordem les de�nicions següents:

Definicions 2.2.11. Un ideal bilàter I en un anell A diem que és semiprimer si,
per a tot J ideal bilàter de A, J2 ⊆ I implica que J ⊆ I. Un anell A és semiprimer si
l'ideal zero és un ideal semiprimer.

Definició 2.2.12. Un ideal dreta (esquerra) I en un anell A és minimal si és
simple com a A-mòdul dreta (esquerra).

Sigui A un anell. Recordem que el sòcol dreta de A, en símbols Soc(AA), es
de�neix com la suma de tots els ideals dreta minimals. Anàlogament podem de�nir
el sòcol esquerra de A, denotat per Soc(AA). En cas que A sigui un anell semiprimer,
donat a ∈ A tenim que si aA és un ideal dreta minimal aleshores Aa és un ideal
esquerra minimal (cf. [38, Lemma 11.9]). Per tant en un anell semiprimer els sòcols
dreta i esquerra coincideixen. En aquest cas posarem Soc(A) = Soc(AA) = Soc(AA) i
parlarem simplement del sòcol de A.

Definicions 2.2.13. Un anell A és regular de von Neumann si per a tot x ∈ A
existeix y ∈ A tal que xyx = x. Un ideal bilàter I en un anell A és regular de von
Neumann si per a tot x ∈ I existeix y ∈ I tal que xyx = x.

Proposició 2.2.14. Sigui R una K-subàlgebra de P ((E)) contenint P(E), tancada
per inversions i per les transduccions esquerra δe. Aleshores l'anell S = R〈E; τ, δ〉 és
un anell semiprimer i SqS és un sumand directe de Soc(S). A més, SqS i Soc(S) són
ideals regulars de von Neumann de S.

Demostració. Posem qi = pi per i ∈ E0 \ X. Donat s ∈ S× tenim, pel Le-
ma 2.2.10, que qi ∈ SsS per a algun i ∈ E0. Com que els elements qi són idempotents
no nuls veiem que (SsS)2 6= {0}, cosa que demostra que S és un anell semiprimer.

Hem vist en la demostració del Lema 2.2.10 que qiSqj = δijqiK ∼= δijK per a
tot i, j ∈ X. A més, és clar que si i, j ∈ F (E) són fonts es compleix el mateix. En
particular tenim que qiSqi és un anell de divisió (de fet un cos) i per [38, Proposi-
tion 21.16(2)] els ideals qiS són minimals. Hem vist que SqiS ⊆ Soc(S) per a tot
i ∈ E0.

Vegem ara que Soc(S) ⊆ ⊕i∈E0SqiS. Per de�nició Soc(S) és la suma de tots els
ideals dreta (o esquerra) minimals. Com que S és semiprimer, tot ideal dreta minimal
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de S és de la forma eS on e és un idempotent no nul de S (cf. [38, Corollary 10.23]). Si
e és un idempotent tal que eS és a un ideal dreta minimal aleshores pel Lema 2.2.10
existeixen s1, s2 ∈ S tals que s1es2 = qi per a algun i ∈ E0. Com que eS és un
ideal dreta minimal tenim que (es2)S = eS i, per tant, existeix algun s3 ∈ S tal
que es2s3 = e. A més, per [38, Lemma 11.9] tenim que S(es2) és un ideal esquerra
minimal i, com que qi ∈ S(es2), veiem que S(es2) = Sqi. Per tant, existeix s4 ∈ S tal
que s4qi = es2. Finalment tenim que e = es2s3 = s4qis3 ∈ SqiS, cosa que demostra
el que volíem. També hem vist que SqS és un sumand directe de Soc(S).

Vegem ara que Soc(S) i SqS són ideals regular (de von Neumann). Hem vist que
Soc(S) = ⊕i∈E0SqiS i, per a tot i ∈ E0, SqiS és simple com a anell sense unitat i
conté un ideal minimal per un costat. Per [29, Lemma 1] tenim que SqiS és un ideal
regular. Usant [32, Lemma 1.3] obtenim que la suma d'ideals regulars amb intersecció
nul·la és un ideal regular, de manera que Soc(S) és un ideal regular. Tenim el mateix
per a SqS. �

Sigui R una K-subàlgebra de P ((E)) contenint P(E). Com abans, posem X =
E0 \ F (E), el conjunt dels vèrtexs que no són fonts en E. Per i ∈ X posem r−1(i) =
{ei1, . . . , eini} i considerem els mor�smes de R-mòduls dreta

µi : piR −→
ni⊕
j=1

ps(eij)
R

r 7−→
(
ei1r, . . . , e

i
nir
)
.

Escrivim Σ1 = {µi | i ∈ X}. Observem que els elements de Σ1 són mor�smes en-
tre R-mòduls dreta projectius �nitament generats i, per tant, té sentit considerar la
localització universal RΣ1 .

Proposició 2.2.15. Sigui R una K-subàlgebra de P ((E)) contenint P(E) i tancada
per les transduccions esquerra δe. Posem S = R〈E; τ, δ〉, I = SqS i Σ1 de�nit com
abans. Aleshores RΣ1

∼= S/I.

Demostració. Posem T := S/I. Donat s ∈ S denotarem per s̃ la seva classe
en T . Com abans, identi�carem els elements de R amb la seva imatge en S. Sigui
f : R→ T la composició de la inclusió ι : R ↪→ S amb la projecció canònica π : S → T .
Per la identi�cació anterior podem escriure f(r) = r̃.

Volem veure que f és un mor�sme Σ1-inversor universal. De�nim, per a tot i ∈ X,
els següents mor�smes de T -mòduls dreta

µ̃i :

 ni⊕
j=1

ps(eij)
R

⊗f T −→ piR⊗f T

(r1, . . . , rni)⊗ t 7−→ pi ⊗

 ni∑
j=1

ẽijrjt

 .
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Ara, µ̃i = (µi ⊗ 1T )−1. En efecte, per a qualssevol r ∈ piR i t ∈ T tenim que

µ̃i ◦ (µi ⊗ 1T ) (r ⊗ t) = µ̃i
((
ei1r, . . . , e

i
nir
)
⊗ t
)

= pi ⊗

 ni∑
j=1

ẽije
i
jrt

 = r ⊗ t

on hem usat que p̃i =
∑ni

j=1 ẽ
i
je
i
j en T . D'altra banda, per a qualssevol (r1, . . . , rni) ∈(⊕ni

j=1 ps(eij)
R
)
i t ∈ T tenim que

(µi ⊗ 1T ) ◦ µ̃i ((r1, . . . , rni)⊗ t) = (µi ⊗ 1T )

pi ⊗
 ni∑
j=1

ẽijrj

 t


=
(
ei1, . . . , e

i
ni

)
⊗

 ni∑
j=1

ẽijrj

 t

= (r1, . . . , rni)⊗ t

on hem usat que ẽf = δef p̃s(e) en T . Per tant, f és Σ1-inversor.
Per a veure que f és Σ1-inversor universal, considerem A unaK-àlgebra i g : R→ A

un mor�sme de K-àlgebres Σ1-inversor. Per a tot i ∈ X tenim el següent diagrama
commutatiu: (⊕ni

j=1 ps(eij)
R
)
⊗g A

(µi⊗1A)−1

−−−−−−−→ piR⊗g A

∼=
y y∼=⊕ni

j=1 g(ps(eij))A
(ai1,...,aini)·−−−−−−−→ g(pi)A

per a certs aij ∈ g(pi)Ag(ps(eij)). D'aquí en deduïm que les composicions

(
ai1, . . . , a

i
ni

) g(ei1)
...

g(eini)

 = g(pi) i(2.2.5)

 g(ei1)
...

g(eini)

(ai1, . . . , aini) = diag
(
ps(ei1), . . . , ps(eini )

)
,(2.2.6)

ens donen les identitats en g(pi)A i
⊕ni

j=1 ps(eij)
A, respectivament.

Sigui e ∈ E1; tenim que e = eij per a algun e
i
j ∈ r(i)−1, on i = r(e). Posem, doncs,

te = aij i de (2.2.6) en deduïm que g(e)te = g(ps(e)) i g(eik)te = 0 per a k 6= j. A més,
si prenem f ∈ E1 tal que r(f) 6= i tenim que g(f)te = g(f)g(pr(f))g(pi)te = 0. Per
tant, ens trobem en les hipòtesis de la Proposició 2.2.7 i existeix un homomor�sme
de K-àlgebres g : S → A estenent g i tal que g(e) = te per a tot e ∈ E1. De (2.2.5),
n'obtenim que g(pi) =

∑ni
j=1 a

i
jg(eij) en A, cosa que vol dir que pi−

∑ni
j=1 e

i
je
i
j ∈ ker(g).

Per tant g factoritza a través de T i tenim h : T → A tal que h ◦ π = g. Ara,
g = g ◦ ι = h ◦ π ◦ ι = h ◦ f i h és únic per la unicitat dels inversos i el fet que T està
generat per R i E

1
. Hem vist que f és Σ1-inversor universal. Per tant RΣ1

∼= T . �
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Observació 2.2.16. La unicitat de l'expressió en (2.2.3) per als elements de S =
R〈E; τ, δ〉 i la unicitat de l'expressió en (2.2.4) per als elements de I = SqS ens
asseguren que els mor�smes naturals R→ T i P(E)→ T són injectius, on T = S/I =
RΣ1 . És més, també ens asseguren que per a qualssevol K-àlgebres R1 i R2 tancades
per les transduccions esquerra δe i tals que P(E) ⊆ R1 ⊆ R2 ⊆ P ((E)), tenim que
I1 = I2∩S1, on Si = Ri〈E; τδ〉 i Ii = SiqSi per a i = 1, 2. En deduïm que el mor�sme
natural T1 = S1/I1 → T2 = S2/I2 és injectiu.

Observació 2.2.17. En el cas R = P(E) tenim que S/I coincideix amb la K-
àlgebra de Leavitt del buirac E (De�nició 1.3.1) i, per la Proposició 2.2.15, amb
P(E)Σ1 . Això ens permet fer la identi�cació L(E) = S/I = P(E)Σ1 .

Observació 2.2.18. Sigui i ∈ X i considerem els mor�smes de P(E)-mòduls dreta

νEi :
ni⊕
j=1

ps(eij)
P(E) −→ piP(E)

(r1, . . . , rni) 7−→
ni∑
j=1

eijrj .

Quan sigui clar en quin buirac estem treballant denotarem aquests mor�smes sim-
plement per νi. Escrivim Σ′1 = {νi | i ∈ X}. De l'anterior és clar que la inclusió
P(E) ↪→ L(E) és un mor�sme Σ′1-inversor universal. De fet, tenim que per a tot
i ∈ X (

νi ⊗P(E) 1L(E)

)
=
(
µi ⊗P(E) 1L(E)

)−1
.

Observació 2.2.19. Com que l'àlgebra de camins és hereditària (Proposició 1.2.8),
de la Observació 1.4.12, n'obtenim que les localitzacions universals P(E) → L(E) i
P(E) → L(E) són establement llises. Més endavant veurem que, de fet, L(E) és llis
com a P(E)-mòdul esquerra (Proposició 4.3.1).

Usant la de�nició següent tenim una caracterització ben coneguda dels anells se-
mihereditaris (esquerra).

Definició 2.2.20. Un anell A és de Rickart esquerra si l'anul·lador per l'esquerra
de qualsevol element de A és de la forma Ae on e és un element idempotent de A.
Anàlogament de�nim anell de Rickart dreta.

Tenim el següent resultat degut a Small, [67] (també, [39, Proposition 7.63]):

Proposició 2.2.21 (Small). Un anell A és semihereditari esquerra si i només si
per a cada n > 1, Mn(A) és de Rickart esquerra.

Recordem el següent resultat de [9], que ens serà d'utilitat més endavant.

Lema 2.2.22 ([9, Lemma 5.3]). Sigui A un anell semihereditari esquerra i sigui
B = AΣ una localització universal de A. Suposem que per a tot A-mòdul dreta �nita-
ment presentat M tal que HomA(M,A) = 0, hom té que M ⊗A B = 0. Aleshores B
és un anell regular de von Neumann i tot B-mòdul dreta �nitament generat i projectiu
és induït per un A-mòdul dreta �nitament generat i projectiu.
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Proposició 2.2.23. Sigui R una K-subàlgebra de P ((E)) contenint P(E) i tancada
per inversions i per les transduccions dreta δ̃e. Aleshores R és semihereditària per
l'esquerra.

Demostració. Per la Proposició 2.2.21, en tenim prou veient que per a tot n > 1,
Mn(R) és de Rickart esquerra. Sigui A ∈ Mn(R). Usarem la notació següent per a
l'anulador: IA = `.annMn(R)(A). Donada una matriu invertible U ∈ GLn(R) tenim
que IUA = {XU−1 | X ∈ IA}.

Observem que IA és un submòdul regular de Mn(R) en el sentit de la Secció 2.1,
és a dir, si X ∈ IA i o(X) > 0 aleshores δ̃e(X) ∈ IA per a tot e ∈ E1. Usarem aquest
fet més endavant en la prova.

Com que ε(IA) és un ideal esquerra de Mn(Kd), que és un anell semisimple,
existeix un idempotent D ∈ Idem(Mn(Kd)) tal que ε(IA) = Mn(Kd)D. Podem,
doncs, prendre B ∈ IA tal que ε(B) = D de manera que B = D − B′ per a alguna
B′ ∈ Mn(R) tal que o(B′) > 0. A més, podem suposar que DB′ = B′. Si posem
U = 1n − B′, com que R és tancat per inversions, pel Corol·lari 2.1.27 tenim que
U ∈ GLn(R). Ara, veiem que BU−1 = D, de manera que D ∈ IUA. Com que
ε(U) = 1n tenim també que ε(IUA) = Mn(Kd)D.

Vegem ara que IUA = Mn(R)D. En efecte, per construcció Mn(R)D ⊆ IUA.
Suposem que existeix X ∈ IUA \Mn(R)D. Substituint X per X−XD podem suposar
que X = X(1n−D). Ara, si posem X =

∑
α∈E∗ αλα per a alguns λα ∈ pr(α)Mn(Kd),

aquests compleixen que λα = λα(1n − D). D'altra banda, si o(X) = m tenim que
X =

∑
α∈Em α · δ̃α(X). Per la regularitat de IUA tenim que δ̃α(X) ∈ IUA. Prenem,

doncs, α ∈ Em tal que λα 6= 0. Tenim que ε(δ̃α(X)) = λα però, com que λα(1n−D) =
λα, això ens porta a contradicció amb ε(IUA) = Mn(Kd)D. Per tant, hem vist que
IUA = Mn(R)D i en deduïm que IA = Mn(R)H on H = U−1DU ∈ Idem(Mn(R)).
Per tant, Mn(R) és de Rickart esquerra, com volíem. �

Teorema 2.2.24. Siguin E un buirac (�nit) i R una K-subàlgebra de P ((E))
contenint P(E), tancada per inversions i per totes les transduccions δe i δ̃e. Posem
S = R〈E; τ, δ〉, I = SqS i T = S/I. Aleshores T i S són anells regulars de von
Neumann.

Demostració. Per la Proposició 2.2.15 tenim que T és una localització universal
de R i, a més, per la Proposició 2.2.23 R és semihereditària per l'esquerra. Sigui
M un R-mòdul dreta �nitament presentat tal que HomR(M,R) = 0. Volem veure
que M ⊗R T = 0 per tal de poder aplicar el Lema 2.2.22. Considerem la següent
presentació de M :

(2.2.7) sR
LA−−→ tR −→M −→ 0,

on A ∈ Mt×s(R). Afegint, si cal, columnes de zeros a A podem suposar que t 6 s.
Aplicant el functor HomR(−, R) a (2.2.7) obtenim la successió exacta:

0 −→ HomR(M,R) −→ Rt
RA−−→ Rs
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i, com que HomR(M,R) = 0, tenim que RA és monomor�sme. Per l'exactitud dreta
del functor −⊗R T , aplicant-lo a (2.2.7), obtenim la successió exacta:

sT
LA−−→ tT −→M ⊗R T −→ 0.

Volem veure que A sT = tT , és a dir, que les columnes de A generen tT com a T -mòdul
dreta.

Per un argument estàndard d'àlgebra lineal (PAQ-reducció) sabem que existeixen
matrius P ∈ GLt(Kd) i Q ∈ GLs(Kd) tals que Pε(A)Q = D, on

(2.2.8) D =
d∑
i=1

pi

(
1ri 0
0 0

)
amb r1, . . . , rd 6 t.

Per tant, PAQ = D − X, on X ∈ Mt×s(R) amb o(X) > 0. Com que t 6 s, tenim
que D = (D′ 0) amb D′ ∈Mt(R). Observem que, en el cas que D′ = 1t, del Corol·lari
2.1.27 en deduïm que PAQ és invertible dreta sobre R de manera que (PAQ)T s = T t

i, per tant, ja hem acabat.
Altrament, considerem la matriu

(
X
0

)
∈ Ms(R). Pel Corol·lari 2.1.27 sabem que

Q′ = 1s −
(
X
0

)
∈ GLs(R). Així,

PAQ(Q′)−1 = (D −X)
(
1s +

(
X
0

)
+
(
X
0

)2 + · · ·
)

= D − (X1X2),

on X1 ∈Mt(R) compleix que (1t −D′)X1 = X1.
Novament pel Corol·lari 2.1.27 tenim que 1t −X1 ∈ GLt(R). Ara, si posem

A′ = (1t −X1)−1PAQ(Q′)−1 = D − (X3X4),

tenim que X3(1t −D′) = (1t −D′)X3 = X3.
Distingim dos casos, depenent de si X3 és zero o no. Si X3 6= 0 prenem α de

longitud mínima entre els monomis del suport de les entrades de X3. Posem que
aquest α el trobem en la columna i-èsima de X3. Considerem la columna v =
(0, . . . , 0, α, 0, . . . , 0)t ∈ sS, on α es troba en la posició i-èsima. De la condició
X3(1t − D′) = X3 en deduïm que Dv = 0 i, per tant, A′v ∈ tR. A més, tenim
que (1t −D′)A′v = A′v i ps(α) ∈ supp(A′v).

Per al cas que X3 = 0, multiplicant A′ per la dreta per la matriu
(

1t −X4
0 1s−t

)
∈

GLs(R) podem suposar que X4 compleix (1t −D′)X4 = X4. Com que RA és injectiu
tenim que X4 6= 0. Ara, com abans, prenem α de longitud mínima entre els monomis
del suport de les entrades de X4 i obtenim una columna v = (0, . . . , 0, α, 0, . . . , 0)t ∈ sS

complint que A′v ∈ tR, (1t −D′)A′v = A′v i ps(α) ∈ supp(A′v).
En qualssevol dels dos casos considerem la matriu A′′ = (A′A′v) ∈ Mt×(s+1)(R).

Tenim

ε(A′′) =
(
D′ 0 ε(A′v)

)
,

per tant, de les condicions (1t − D′)A′v = A′v i ps(α) ∈ supp(A′v), en deduïm que
rangKd(ε(A′′)) > rangKd(ε(A)). Tenim el següent diagrama commutatiu amb �les
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exactes:
sR

LA−−−−→ tR −−−−→ M −−−−→ 0

∼=
y y∼= ∥∥∥
sR

LA′−−−−→ tR −−−−→ M −−−−→ 0

i

y ∥∥∥ yf
sR⊕R

LA′′−−−−→ tR −−−−→ M ′ −−−−→ 0
on i denota la inclusió en la primera component i f existeix per la propietat universal
del conucli. Si apliquem el functor −⊗R T al diagrama anterior n'obtenim el següent
diagrama commutatiu amb �les exactes:

sT
LA−−−−→ tT −−−−→ M ⊗R T −−−−→ 0

∼=
y y∼= ∥∥∥
sT

LA′−−−−→ tT −−−−→ M ⊗R T −−−−→ 0y ∥∥∥ y
s+1T

LA′′−−−−→ tT −−−−→ M ′ ⊗R T −−−−→ 0.

Com que A′ sT = A′′ s+1T tenim que M ⊗R T ∼= M ′ ⊗R T . A més, és clar que
RA′′ : Rt → Rs+1 és injectiu, de manera que podem repetir l'argument anterior.
Repetint-lo tantes vegades com calgui obtindrem una matriu B ∈ Mt×(s+`)(R) tal
que ε(B) = (1t 0) i veiem que M ⊗R T ∼= cokerLB = 0.

Per tant, pel Lema 2.2.22 tenim que T ∼= S/I ∼= RΣ1 és un anell regular de von
Neumann. Com que, per la Proposició 2.2.14, I és un ideal regular de von Neumann de
[32, Lemma 1.3] en deduïm que S és, al seu torn, un anell regular de von Neumann. �

2.3. Estructura dels mòduls �nitament generats i projectius

Siguin E un buirac �nit i R una K-subàlgebra de P ((E)) contenint P(E), tancada
per inversions i per totes les transduccions δe i δ̃e. Posem S = R

〈
E; τ, δ

〉
, I = SqS i

T = S/I ∼= RΣ1 (vegeu Secció 2.2).
Tenim el següent diagrama commutatiu on els mor�smes són inclusions:

Kd −−−−→ P(E) −−−−→ R −−−−→ P ((E))y y y y
P(E) −−−−→ L(E) −−−−→ T −−−−→ U

on U = P ((E))Σ1 , T = RΣ1 i L(E) és l'àlgebra de Leavitt del buirac E que, per
l'Observació 2.2.17, coincideix amb P(E)Σ1 . En cada cas Σ1 denota el conjunt, cor-
responent a l'anell P ((E)), R o P(E), de mor�smes entre mòduls projectius �nitament
generats de�nit en la secció anterior. En aquesta secció calcularem l'estructura del mo-
noide V(T ), de fet, veurem que els mor�smes en la segona �la del diagrama indueixen
isomor�smes V(L(E)) ∼= V(T ) ∼= V(U).
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Recordem que un anell R és semilocal si R/J(R) és semisimple, on J(R) denota
el radical de Jacobson de R. Un anell R és semiperfecte si R és semilocal i els idem-
potents de R/J(R) es poden pujar a idempotents de R. Del Teorema 1.3.7 tenim un
isomor�sme natural ME

∼= V(L(E)) enviant la classe de v ∈ E0 en ME a la classe de
pvL(E) en V(L(E)) (vegeu Secció 1.3). Es compleix el següent:

Teorema 2.3.1. Existeix un isomor�sme de monoides canònic ME
∼= V(T ).

Demostració. Tenim un mor�sme de monoides natural ϕ : ME
∼= V(L(E)) →

V(T ). Hem vist en la demostració del Teorema 2.2.24 i en la Proposició 2.2.23 que
l'anell R satisfà les hipòtesis del Lema 2.2.22, per tant, tot T -mòdul projectiu �nita-
ment generat ve induït per un R-mòdul projectiu �nitament generat. Observem que
J(R) = ker ε, per tant, R/J(R) ∼= Kd i R és un anell semiperfecte. Això es dedueix
de la caracterització del radical de Jacobson J(R) com el conjunt d'elements x de R
tals que 1 − yxz ∈ U(R) per a tot y, z ∈ R (vegeu per exemple [38, Lemma 4.3]).
Com que R és tancat per inversions a P ((E)), tots els elements de la forma 1− x amb
x ∈ ker ε són invertibles en R (Corol·lari 2.1.27). Ara, per [20, Theorem 0.5.3] tenim
que V(R)→ V(R/J(R)) és un mor�sme injectiu. Obtenim, doncs, un isomor�sme

V(R) ∼= V(Kd).

Deduïm que tot T -mòdul projectiu �nitament generat és isomorf a una suma directa
�nita de mòduls de la forma piT , on els pi són els idempotents bàsics de Kd. Per tant,
el mor�sme ϕ : ME → V(T ) és exhaustiu.

Vegem ara que ϕ és injectiu. Suposem que ⊕ni=1pv(i)T ∼= ⊕mj=1pw(j)T per a alguns
v(i), w(j) ∈ E0. Volem veure que

∑n
i=1 v(i) ∼

∑m
j=1w(j) en FE . Com que T és regular

de von Neumann, els mòduls projectius �nitament generats compleixen la propietat de
re�nament [32, Theorem 2.8], per tant, ens podem reduir al cas n = 1. Considerem
α : pvT → ⊕mj=1pv(j)T un isomor�sme. Posem α = (α1, . . . , αm) on αj ∈ pv(j)Tpv.

Cada αj es pot escriure com αj =
∑

k wjkγjk, on wjk ∈ E
∗
i γjk ∈ R, per a tot j, k.

Com que αj ∈ pv(j)T podem suposar que s(wjk) = v(j) per a tot j, k.
Procedim per inducció sobre el màxim de les longituds dels camins wjk que apa-

reixen en aquestes descomposicions. Si aquest màxim és zero, aleshores l'isomor�sme
α ve induït per un mor�sme pvR → ⊕mj=1pv(j)R. Veurem aquest cas després, en el
Lema 2.3.2. Prosseguim amb la inducció: suposem que el màxim N0 de les longituds
dels camins wjk és estrictament positiu. Prenem un camí wj0k0 de longitud N0. Com
que s(wj0k0) = v(j0) veiem que v(j0) no és una font en E (ja que no és una pica en
E) i, per tant, podem prendre el següent isomor�sme de T -mòduls dreta

(2.3.1)
(
(e)e∈r−1(v(j0))

)t : pv(j0)T −→
⊕

e∈r−1(v(j0))

ps(e)T,

que ve donat pel producte per l'esquerra per la columna
(
(e)e∈r−1(v(j0))

)t
amb invers

donat pel producte per l'esquerra per la �la (e)e∈r−1(v(j0)). Observem que els mor�smes(
(e)e∈r−1(v(j0))

)t
són els mor�smes µv(j0)⊗1T de la Proposició 2.2.15. Els mòduls pv(j)T

en la imatge de α els podem substituir per la seva imatge a través dels isomor�sme
anteriors. Apliquem aquestes substitucions a tots els mòduls pv(j)T de la imatge de
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α tals que hi ha un camí wjk de longitud N0 en la representació corresponent de
αj . Obtenim, doncs, un nou isomor�sme α′ : pvT → ⊕m

′
j=1pw(j)T tal que la longitud

màxima dels camins en E que apareixen en la representació dels elements α′j ∈ T

és menor que N0. Observem que, per a tot isomor�sme (2.3.1), tenim que v(j0) ∼∑
e∈r−1(v(j0)) s(e) i, per tant,

∑m
j=1 v(j) ∼

∑m′

j=1w(j) en FE . Per inducció obtenim

v ∼
∑m′

j=1w(j) d'on veiem que v ∼
∑m

j=1 v(j), com volíem veure. �

Amb el següent Lema acabem la demostració del Teorema 2.3.1. En la seva de-
mostració seguim les idees de la prova de [9, Lemma 5.5].

Lema 2.3.2. Posem p = pv per a v ∈ E0 �xat. Sigui α : pR→ ⊕si=1pv(i)R tal que
indueix un isomor�sme sobre T . Aleshores v ∼

∑s
i=1 v(i) en FE.

Demostració. Posem α = (α1, . . . , αs)t, on cada αi ∈ pv(i)Rp. Volem construir,

per inducció sobre i, camins wi ∈ E
∗
i elements invertibles gi ∈ pv(i)Rpv(i) tals que es

compleixi el següent:
(Ai) Existeix un mor�sme invertible α(i) : pT → ⊕si=1pv(i)T satisfent les propietats

següents:

(i) α(i)
i+1, . . . , α

(i)
s ∈ R.

(ii) L'invers de α(i) és la �la (w1g1, . . . , wigi, βi+1, . . . , βs) per a certs elements β` ∈
pTpv(`), ` = i+ 1, . . . , s.

El cas i = 0 és obvi. Suposem ara que es compleix (Ai) (per a 0 6 i < s) i

vegem (Ai+1). Sense pèrdua de la generalitat, podem suposar que l'ordre de α(i)
i+1

és menor o igual que l'ordre de α(i)
i+t per a tot t > 2. Prenem un camí wi+1 ∈ E

∗

de longitud o(α(i)
i+1) complint wi+1 = pwi+1pv(i+1) i tal que α

(i)
i+1wi+1 és invertible en

pv(i+1)Rpv(i+1). Posem gi+1 ∈ pv(i+1)Rpv(i+1) l'invers de α
(i)
i+1wi+1 i observem que

pv(i+1) = α
(i)
i+1wi+1gi+1 = α

(i)
i+1βi+1.

Ara, l'element

u := βi+1α
(i)
i+1 + (p− wi+1gi+1α

(i)
i+1)

és invertible en pTp amb invers

u−1 = wi+1gi+1α
(i)
i+1 + (p− βi+1α

(i)
i+1).

Per tant, α(i+1) := α(i)u és invertible amb inversa

u−1(w1g1, . . . , wigi, βi+1, . . . , βs).

Observem que, per a t > 1, tenim

α
(i)
i+tu = α

(i)
i+t(p− wi+1gi+1α

(i)
i+1).

Com que l'ordre de α(i)
i+t és major o igual que la longitud de wi+1, en deduïm que

α
(i+1)
i+t ∈ R i, per tant, es compleix la condició (i) de (Ai+1). D'altra banda, per a

m 6 i tenim que α(i)
i+1wm = 0 i, per tant, u−1wmgm = wmgm. També tenim

u−1βi+1 = wi+1gi+1α
(i)
i+1βi+1 + (p− βi+1α

(i)
i+1)βi+1 = wi+1gi+1,
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cosa que ens diu que es satisfà la condició (ii) de (Ai+1). Per tant, la inducció funciona.
Prenem hi = giα

(s)
i ∈ pv(i)Tp per a i = 1, . . . , s. Aleshores

(2.3.2)
s∑
i=1

wihi = p,

hiwi 6= 0 per a tot i i hiwj = 0 per a i 6= j. A�rmem ara que aquestes condicions
impliquen v ∼

∑s
i=1 v(i) en FE . Ho veurem per inducció sobre el màxim de les

longituds dels wi. Si aquest màxim és zero aleshores s = 1 i h1 = p. Suposarem,
doncs, que o bé s > 1 o bé s = 1 i la longitud de w1 és > 1. En qualsevol dels dos
casos, tots els wi són diferents de p. Observem que wi = γi per algun camí no trivial
γi en E tal que s(γi) = v(i) i r(γi) = v. Sigui e(i) ∈ E1 la darrera aresta del camí γi,
de manera que r(e(i)) = v. Per a tot e ∈ r−1(v), de�nim

Ae := {i ∈ {1, . . . , s} | e(i) = e} = {i ∈ {1, . . . , s} | ewi 6= 0}.

Ara, el conjunt {1, . . . , s} és unió disjunta dels conjunts Ae, per a e ∈ r−1(v).
Fixem una aresta e ∈ r−1(v). Multiplicant (2.3.2) per l'esquerra per e i per la

dreta per e, obtenim ∑
i∈Ae

(ewi)(hie) = epe = ps(e).

Observem també que per a tot i, j ∈ Ae tenim (hie)(ewj) = hiwj . Per tant, aquest
terme és zero si i 6= j i no nul si i = j. Per hipòtesi d'inducció, s(e) ∼

∑
i∈Ae v(i).

Per tant,

v ∼
∑

e∈r−1(v)

s(e) ∼
∑

e∈r−1(v)

∑
i∈Ae

v(i) =
s∑
i=1

v(i).

Cosa que demostra el resultat. �

2.4. L'àlgebra regular d'un buirac

En aquesta secció veurem que la nostra construcció esdevé functorial en E si ens
restringim als mor�smes complets de grafs i que podem estendre el resultat de la secció
anterior a un graf E amb columnes �nites. Com que en aquesta secció treballem amb
grafs no necessàriament �nits, no seguirem la Notació 1.2.3 i, quan així s'indiqui, E
denotarà un graf no necessàriament �nit.

Definició 2.4.1. Sigui E un buirac �nit. De�nim la K-àlgebra regular del buirac
E com la K-àlgebra Q(E) obtinguda per la construcció de la Secció 2.2 prenent R =
Prat(E) com a coe�cients. Tenim

Q(E) = S/SqS = Prat(E)Σ1 ,

on S = (Prat(E))
〈
E; τ, δ

〉
.
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L'àlgebra regular Q(E) encaixa en un diagrama commutatiu d'homomor�smes
injectius d'àlgebres:

Kd −−−−→ P(E) iΣ−−−−→ Prat(E) −−−−→ P ((E))y iΣ1

y iΣ1

y iΣ1

y
P(E) −−−−→ L(E) iΣ−−−−→ Q(E) −−−−→ U(E)

En el diagrama hem posat U(E) = P ((E))Σ1 , Q(E) = Prat(E)Σ1 i L(E) = P(E)Σ1

on Σ1 és, en cada cas, el conjunt d'homomor�smes entre mòduls projectius �nitament
generats de�nit en la Secció 2.2. Resumim les propietats de l'àlgebra Q(E) en el
següent Teorema:

Teorema 2.4.2. Sigui E un buirac �nit. Aleshores la K-àlgebra regular Q(E)
és un anell unital, regular de von Neumann, hereditari i Q(E) = P(E)Σ∪Σ1 és una
localització universal de l'àlgebra de camins.

Demostració. Pel Teorema 2.2.24 tenim que Q(E) és un anell regular de von
Neumann i pel Teorema 2.3.1 tenim que V(Q(E)) ∼= ME canònicament. Pel Teo-
rema 2.1.28 tenim que Q(E) = P(E)Σ∪Σ1 i, com que P(E) és un anell hereditari
(Proposició 1.2.8), per un resultat de Bergman i Dicks [17] tenim que Q(E) també és
hereditari. �

Observació 2.4.3. Com en el cas de l'àlgebra de Leavitt (Observació 2.2.19) tenim
que les localitzacions universals P(E)→ Q(E) i P(E)→ Q(E) són establement llises.
A més, usant el mateix argument que en la Observació 2.1.29 es pot veure que, en
general, Q(E) no és llis com a P(E)-mòdul esquerra (ni dreta). En canvi, més endavant
veurem (Lema 4.3.4) que, de fet, Q(E) és llis com a P(E)-mòdul esquerra.

Observem que l'àlgebra U(E) també és unital i regular de von Neumann amb
V(U(E)) ∼= ME (usant la mateixa demostració que en el Teorema 2.4.2). No obstant,
és improbable que U(E) sigui hereditari en general ja que, per exemple, l'àlgebra
K〈〈X〉〉 de les sèries formals amb |X| > 1 no és hereditària (cf. [20, Exercise 3.4.7]).

És fàcil estendre (la major part) del Teorema 2.4.2 al cas que E sigui un graf amb
columnes �nites. De la Secció 1.3 sabem que les de�nicions de L(E) iME tenen sentit
per a un graf E amb columnes �nites i són functorials (Lemes 1.3.5 i 1.3.6). Siguin E i
F buiracs �nits, si f : E → F és un homomor�sme complet de grafs aleshores f indueix
un homomor�sme d'àlgebres no unital P(f) : P(E) → P(F ) entre les corresponents
àlgebres de camins. Denotem per L(f) : L(E)→ L(F ) l'homomor�sme d'àlgebres no
unital induït per f entre les àlgebres de Leavitt de buirac corresponents. Observem
que la imatge de la identitat a través d'aquests homomor�smes és l'idempotent

pE :=
∑
v∈E0

pf0(v) ∈ P(F ).

Tenim un mor�sme P(E) → P(F ) → L(F ) → Q(F ) tal que tota aplicació en ΣE
1

esdevé invertible sobre Q(F ).
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Observem que tenim un diagrama commutatiu

P (E) −−−−→ P (F )

εE

y εF

y
KdE −−−−→ KdF ,

per tant, una matriu A ∈ Mn(P (E)) tal que εE(A) és invertible té per imatge una
matriu P(f)(A) ∈Mn(pEP(F )pE) tal que εF (P(f)(A)) és invertible sobre pEKdF pE .
Deduïm que l'homomor�sme d'àlgebres unital P(E)→ pEQ(F )pE factoritza de mane-
ra única a través deQ(E) = P(E)(Σ∪Σ1)−1 . Tenim, doncs, un homomor�sme d'àlgebres
unital Q(E) → pEQ(F )pE i, en conseqüència, un homomor�sme d'àlgebres no unital
Q(f) : Q(E)→ Q(F ) tal que Q(f)(1) = pE .

Tenim, doncs, que la construcció de l'àlgebra regular és functorial per a buiracs
�nits. Pel Lema 1.3.4 tenim que tot graf de columnes �nites E és el límit directe, en la
categoria dels grafs amb homomor�smes complets de grafs, de la família dirigida {Eλ}
de tots els seus subgrafs �nits complets. Per tant, tenim un sistema dirigit {Q(Eλ)}
d'àlgebres regulars de von Neumann i homomor�smes d'àlgebres no unitals. De�nim
l'àlgebra regular del buirac E com:

Q(E) = lim−→Q(Eλ).

Com que el functor V commuta amb els límits directes i, pel Lema 1.3.6, ME
∼=

lim−→MEλ obtenim:

Teorema 2.4.4. Sigui E un graf de columnes �nites. Aleshores existeix una K-
àlgebra regular de von Neumann (possiblement no unital) Q(E) tal que

V(Q(E)) ∼= ME .

Això resol el problema de realització per a monoides associats a grafs amb columnes
�nites. És clar que la functorialitat de Q s'estén a la categoria dels grafs amb columnes
�nites i homomor�smes complets de grafs.



CAPíTOL 3

El K1 de les àlgebres associades a un buirac

En aquest capítol ens dedicarem al càlcul del grup de Whitehead (K1) d'algunes
de les àlgebres associades a un buirac. En la Secció 3.1 veurem (Teorema 3.1.2) que
K1(P(E)) ∼= (K×)d, cosa que estén el resultat de l'àlgebra lliure (vegeu [20, pàg. 451]).
En les seccions 3.2 i 3.3 presentarem les de�nicions i resultats necessaris per tal de
poder afrontar el càlcul del K1(L(E)) en la Secció 3.4. El grup de Whitehead de l'àl-
gebra de Leavitt resultarà ser, com en el cas de (la versió algebraica de) les àlgebres de
Cuntz-Krieger associades a una matriu (vegeu [5, Theorem 5.3]), la suma directa d'un
nucli i un conucli relacionats amb la matriu d'incidència del buirac. Usarem aquests
resultats després, en el Capítol 4, per al càlcul dels mòduls �nitament presentats sobre
l'àlgebra de Leavitt d'un buirac. Finalment, en la Secció 3.5 veurem que K1(L(E))
és un sumand directe de K1(Q(E)). El càlcul d'aquest darrer grup de Whitehead
l'acabarem més endavant, en el Capítol 4, on calcularem explícitament el valor del
complement de K1(L(E)) en K1(Q(E)). Recordem que usem la Notació 1.2.3: tret
que s'indiqui el contrari E denotarà un buirac �nit amb E0 = {1, . . . , d} (on d = |E0|).

3.1. El K1 de l'àlgebra de camins

En aquesta secció calcularem el K1 de l'àlgebra de camins d'un buirac �nit E. En
el cas que E no tingui cicles orientats Guo i Li calculen K1(PK(E)) en [36], tot i que
convé remarcar que el seu resultat és erroni per al cas de K el cos de dos elements.
Per exemple, en el cas que E sigui el buirac amb dos vèrtexs i una única aresta que
els uneix i K = Z/(2) tenim que P(E) =

(
K K
0 K

)
és un anell de matrius triangular.

Per un càlcul directe (vegeu també [72]) tenim que K1(P(E)) = {0} en contra del que
s'a�rma en [36, Theorem 4.3].

Sigui R un anell. Es ben conegut que si 1 + ab ∈ U(R) aleshores 1 + ba ∈ U(R).
De�nim V (R) ⊆ U(R), el subgrup de Vaserstein, com el subgrup de U(R) generat per

{(1 + ab)(1 + ba)−1 | 1 + ab ∈ U(R)},

vegeu per exemple [49].

Proposició 3.1.1. Sigui R un anell de Rickart dreta. Aleshores

{1 + γ ∈ R | γn = 0} ⊆ V (R).

Demostració. En efecte, si γn = 0 veurem per inducció sobre n que 1+γ ∈ V (R).
Si n = 1 és clar. Suposem-ho cert per a n = k > 1 i vegem-ho per a n = k+1. Prenem
γ tal que γk+1 = 0. Com que R és de Rickart dreta, r.ann(γk) = eR per a un cert
idempotent e ∈ R. Posem f = 1 − e. Com que γ ∈ r.ann(γk) tenim que eγ = γ i
fγ = 0.

63
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Sigui g = −γ + γ2 + · · · + (−1)kγk. Tenim que fg = 0, per tant, (1 + gf) =
(1 + gf)(1 + fg)−1 ∈ V (R). D'altra banda, (1 + γ)(1 + gf) = (1 + γe). Com que
(γe)k = γke = 0 per hipòtesi d'inducció tenim que (1 + γe) ∈ V (R). Per tant,
(1 + γ) ∈ V (R) com volíem. �

Teorema 3.1.2. K1(P(E)) = K1(Kd) = (K×)d.

Demostració. Observem que l'augmentació ε : P(E) → Kd és un epimor�sme
escindit, ja que la inclusió ι : Kd ↪→ P(E) ens dóna una secció. Volem veure que
ε∗ : K1(P(E))→ K1(Kd) és un isomor�sme, és a dir, que ι∗ε∗ = 1K1(P(E)).

Prenem N ∈ GL`(P(E)). Pel Truc de Higman (Lema 2.1.5) sabem que existeixen
n > ` i una matriu lineal M ∈ GLn(P(E)) de manera que [N ] = [M ] en K1(P(E)).
Com queM ∈ GLn(P(E)) tenim que ε(M) ∈ GLn(Kd). Per tant,M = ε(M)(1n+X)
per a una certa matriu X ∈ Mn(P(E)) homogènia de grau 1. Pel Lema 2.1.6 tenim
que la inversa de U = 1n +X és de la forma

U−1 = 1n −X +X2 − · · ·+ (−1)nXn + · · ·

Sabem que X =
∑

e∈E1 λee per a certes matrius λe ∈ Mn(K) i, per tant, (per a
m > 1) tenim que Xm =

∑
γ∈Em λγγ. Com que U−1 ∈Mn(P(E)) i els termes de grau

diferent no es poden cancelar entre ells cal Xm = 0 per a algun m ∈ N.
Com que P(E) és (semi)hereditari dreta (Proposició 1.2.8), per la Proposició 2.2.21

tenim que Mn(P(E)) és de Rickart dreta i de la Proposició 3.1.1 n'obtenim que U ∈
V (Mn(P(E))). Ara, per [49, Lemma 1.1] tenim que

V
(
Mn(P(E))

)
⊆ ker

(
GLn(P(E))→ K1(Mn(P(E)))

)
.

Com que el functor K1 és Morita invariant (vegeu [60, Exercise 2.1.8]) obtenim que

[N ] = [M ] = [ε(M)] + [U ] = [ε(M)] = ι∗ε∗[M ] = ι∗ε∗[N ] en K1(P(E)). �

3.2. L'anell de polinomis de Laurent córner-guerxo

En aquesta secció introduïm la noció d'anell de polinomis de Laurent córner-
guerxo. Veurem, a més, que l'àlgebra de Leavitt d'un buirac �nit sense piques es
pot dotar d'estructura d'anell de polinomis de Laurent córner-guerxo. Aquest fet ens
permetrà calcular el K1 de les àlgebres de Leavitt d'un buirac en la Secció 3.4. Fixem
k un anell commutatiu.

Definició 3.2.1. Sigui B una k-àlgebra unital. Un isomor�sme de córner de B
és un isomor�sme de k-àlgebres β : B → pBp de B sobre la k-àlgebra pBp on p = p2

és un idempotent en B.

Un isomor�sme de córner existeix, per exemple, en el cas d'una k-àlgebra B com-
plint B ∼= Mn(B). En efecte, si prenem p l'idempotent corresponent a la matriu
e11 ∈Mn(B) a través d'aquest isomor�sme tenim un isomor�sme de córner B ∼= pBp.

Considerem l'anell Z-graduat

C =
⊕
i∈Z

Ci on Ci =


ti+B si i > 0

B si i = 0

Bt−i− si i < 0
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on t+t− = 1, t−t+ = p i el producte ve induït per la regla t−bt+ = β(b) per a tot
b ∈ B. Denotarem l'anell C per B[t+, t−;β]. Ens referirem a un anell d'aquesta forma
com a un anell de polinomis de Laurent córner-guerxo.

Observem que en l'anell B[t+, t−;β] tenim un isomor�sme de mòduls B[t+, t−;β] ∼=
pB[t+, t−;β] mentre que en l'anellB, en principi, només teníem un isomor�sme d'anells
B ∼= pBp.

Per a m > 1 escriurem pm = βm(1). Els anul·ladors de tm+ i tm− són de la forma
següent:

Observació 3.2.2. r.annB(tm+ ) = (1− pm)B i `.annB(tm− ) = B(1− pm).

D'on en deduïm que, de fet, tm+B = tm+pmB i Btm− = Bpmt
m
− . La següent ca-

racterització dels anells de polinomis de Laurent córner-guerxos resulta útil en les
aplicacions:

Lema 3.2.3 ([7, Lemma 2.4]). Sigui C =
⊕

i∈ZCi un anell Z-graduat contenint
un parell d'elements t+ ∈ C1 i t− ∈ C−1 tals que t+t− = 1. Aleshores existeix
un isomor�sme de córner β : C0 → t−t+C0t−t+, donat per β(c) = t−ct+, i C =
C0[t+, t−;β].

Convé remarcar que en l'article [7] s'usa una notació diferent a la nostra, ja que
els coe�cients de tm+ i tm− apareixen en el costat contrari que en el nostre cas. Com a
conseqüència d'aquest lema tenim el següent:

Corol·lari 3.2.4. Sigui E un buirac �nit sense piques. Aleshores L(E) és un
anell de polinomis de Laurent córner-guerxo.

Demostració. Recordem que L(E) té estructura d'àlgebra Z-graduada posant
deg(e) = 1, deg(e) = −1 per a tot e ∈ E1 i deg(pi) = 0 per a tot i ∈ E0 (vegeu
Secció 1.3). Com que E no té piques, per a cada vèrtex i ∈ E0 podem prendre ei ∈ E1

tal que s(ei) = i. Posem t+ =
∑d

i=1 ei, t− =
∑d

i=1 ei. De les relacions en l'àlgebra de
Leavitt

t+t− =

(
d∑
i=1

ei

)(
d∑
i=1

ei

)
=

d∑
i=1

eiei =
d∑
i=1

pi = 1.

Ara, pel Lema 3.2.3 obtenim que L(E) = L(E)0[t+, t−; τ ] on τ(b) = t−bt+ és un
isomor�sme de córner τ : L(E)0 → t−t+L(E)0t−t+. �

3.3. El K1 dels anells de polinomis de Laurent córner-guerxos

En aquesta secció continuarem usant part de la notació de la secció anterior, però
k denotarà un domini d'ideals principals commutatiu. Ens disposem a calcular el K1

d'un anell de polinomis de Laurent córner-guerxo B[t+, t−;β] on B és una k-àlgebra
(unital). Per tal de fer-ho usarem els resultats de les Seccions 1.6 i 1.7. Els resultats
d'aquesta secció els trobem publicats en [5, Section 4].

Sigui B[t+, t−;β] un anell de polinomis de Laurent córner-guerxo. Posem Ci = B

per a tot i ∈ N. Observem que β : Ci → Ci+1 de�neix un mor�sme d'anells no unital.
Considerem el sistema dirigit

C0
β−→ C1

β−→ C2
β−→ · · ·
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i prenem el seu límit directe en la categoria dels anells sense unitat

(3.3.1) R = lim−→
i

Ci

amb gi : Ci → R les aplicacions canòniques.
Tot i que R és un anell sense unitat, si posem ui = gi(1) tenim que {ui}i∈N és una

unitat local de R. Considerem ara el següent diagrama commutatiu

(3.3.2) C0
β //

β

��

C1
β //

β

��

C2
β //

β

��

· · · // R

ρ

���
�
�

C0
β // C1

β // C2
β // · · · // R

que per la propietat universal del límit directe indueix un mor�sme ρ : R → R. Com
que ρ(ui) = ui−1 (on u−1 = g0β(1)) veiem que ρ és, a més, mor�sme d'anells amb
unitat local. De fet, ρ és un automor�sme. En efecte, les aplicacions hi : Ci → Ci+1

de�nides per hi(c) = c ens indueixen un mor�sme ρ−1 : R → R que és l'invers de
ρ. Podem considerar R[t, t−1; ρ] l'anell de polinomis de Laurent guerxo sobre l'anell
sense unitat R (format per tots els polinomis de Laurent en la variable t que tenen
els coe�cients a R). Observem que R[t, t−1; ρ] també és un anell amb unitat local
{ui}i∈N. En efecte, si rtk ∈ R[t, t−1; ρ] llavors r ∈ uiRui ∩ ρ−k(ui)Rρ−k(ui) per a
algun i. Així, rtk = uirρ

−k(ui)tk = uirt
kui ∈ uiR[t, t−1; ρ]ui i tenim R[t, t−1; ρ] =⋃

i∈N uiR[t, t−1; ρ]ui, com volíem.

Proposició 3.3.1. Sigui B una k-àlgebra unital i β : B → pBp ⊆ B un isomor-
�sme sobre un córner propi, sigui R l'anell amb unitat local {ui}i∈N de�nit en (3.3.1)
(a partir d'aquests B i β) i ρ : R→ R l'automor�sme d'anells amb unitat local de�nit
en (3.3.2). Per a tot ` ∈ N tenim isomor�smes: B[t+, t−;β] ∼= u`R[t, t−1; ρ]u`.

Demostració. En efecte, de�nim el següent mor�sme d'anells graduats no unital

B[t+, t−; ρ]
ϕ`−→ R[t, t−1; ρ]

ti+b 7−→ u`t
ig`(b)

bti− 7−→ g`(b)t−iu`

és clar que imϕ` ⊆ u`R[t, t−1; ρ]u`. A més, kerϕ` = 0. En efecte, com que g` és
injectiu tenim que si 0 = ϕ`(ti+b) = u`t

ig`(b) = tiρi(u`)g`(b) = tig`(βi(1)b) llavors
βi(1)b = 0. Ara, per la Observació 3.2.2, r.annB(ti+) = (1 − βi(1))B i veiem que
ti+b = 0. Per als elements de la forma bti− procedim de manera anàloga.

Vegem que imϕ` = u`R[t, t−1; ρ]u`. Qualsevol element de u`R[t, t−1; ρ]u` és suma
d'elements de la forma u`tigj(b)u` on, per �xar idees, suposem que i > 0. Com que
u`ui+` = u` i ui+`ti = tiu` per a tot i > 0 tenim que

u`t
igj(b)u` = u`t

iu`gj(b)u` = u`t
ig`+j(βj(1)β`(b)βj(1)) = u`t

ig`+j(βj(c)) = u`t
ig`(c)

té antiimatge per ϕ` (on hem usat que βj(1)β`(b)βj(1) = βj(c) per a algun c ∈ B).
Per als elements amb i < 0 procedim anàlogament. �
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De la Proposició anterior en deduïm que K1(B[t+, t−;β]) ∼= K1(u0R[t, t−1; ρ]u0).
Per tal de calcular aquest darrer grup ens resultarà útil la versió no unital del Teorema
de Bass, Heller, Swan, Farrell, Hsiang i Siebenmann aplicada a l'anell R[t, t−1; ρ].

Definició 3.3.2. Donat B un anell amb un isomor�sme de córner β : B → pBp.
Posem R l'anell amb unitat local de�nit en (3.3.1) i ρ : R → R l'automor�sme de
R de�nit en (3.3.2). De�nim el grup de classes de torsió de (B, β) per K1(B, β) :=
K1(R, ρ).

Observem que R és una àlgebra unital si i només si p = 1. En aquest cas, β és un
automor�sme i la de�nició anterior coincideix amb la que hem donat prèviament de
grup de classes de torsió.

Teorema 3.3.3. Siguin B una k-àlgebra unital i β : B → pBp un isomor�sme de
córner. Posem R l'anell amb unitat local de�nit en (3.3.1) i ρ : R→ R l'automor�sme
de R de�nit en (3.3.2). Aleshores existeix una successió exacta escindida

0→ K1(B, β)→ K1(B[t+, t−;β])→ Ñil0(R+, ρ
−1)⊕ Ñil0(R+, ρ)→ 0.

A més, K1(B, β) encaixa en una successió exacta

K1(B)
1−β′∗−−−−→ K1(B) −−−−→ K1(B, β) −−−−→ K0(B)

1−β′∗−−−−→ K0(B),

on β′ : B → B denota la composició de β : B → pBp amb la inclusió pBp ↪→ B.

Demostració. Pel Teorema 1.7.12 tenim una successió exacta escindida

0→ K1(R, ρ)→ K1(R+[t, t−1; ρ], R[t, t−1; ρ])→ Ñil0(R+, ρ
−1)⊕ Ñil0(R+, ρ)→ 0.

Per la De�nició 3.3.2 tenim que K1(B, β) = K1(R, ρ). Ara, pel Teorema 1.6.16
junt amb la Proposició 3.3.1 obtenim:

K1(R+[t, t−1; ρ], R[t, t−1; ρ]) ∼= lim−→K1(u`R[t, t−1; ρ]u`) ∼= lim−→K1(B[t+, t−;β]),

on el darrer límit el prenem respecte a les aplicacions

β′∗ : K1(B[t+, t−;β]) −→ K1(B[t+, t−;β]).

Com que p és un idempotent ple en B[t+, t−;β] (ja que 1 = t+t− i p = t−t+), en
deduïm que el mor�sme anterior és un isomor�sme i, per tant lim−→K1(B[t+, t−;β]) =
K1(B[t+, t−;β]). Obtenim, doncs, la següent successió exacta

0→ K1(B, β)→ K1(B[t+, t−;β])→ Ñil0(R+, ρ
−1)⊕ Ñil0(R+, ρ)→ 0.

Només resta estudiar el terme K1(B, β) = K1(R, ρ). Pel Teorema 1.7.12 sabem
que aquest terme encaixa en la següent successió exacta

0→ K1(R+, R)/I(ρ∗)→ K1(B, β)→ K0(R)ρ∗ → 0.

Ara, pel Corol·lari 1.6.14 tenim que K0(R) ∼= lim−→K0(R`) i pel Teorema 1.6.16
veiem que K1(R+, R) ∼= lim−→K1(R`). Com que els isomor�smes ϕ` : B[t+, t−;β] →
u`R[t, t−1; ρ]u` de la Proposició 3.3.1 ens donen isomor�smes ϕ` : B → R` tenim
també que K0(R) ∼= lim−→K0(B) i K1(R+, R) ∼= lim−→K1(B), on els límits directes els
fem respecte als mor�smes induïts per β′ : B → B.
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Com que els conuclis commuten amb els colímits tenim que

coker(1 − ρ∗) = K1(R+, R)/I(ρ∗) = lim−→(K1(B)/I(β′∗) = coker(1 − β′∗))

i com que β′∗ : K1(B)/I(β′∗)→ K1(B)/I(β′∗) és la identitat tenim K1(R+, R)/I(ρ∗) ∼=
K1(B)/I(β′∗).

D'altra banda, si tenim [P ] ∈ K0(R) tal que [P ] − ρ∗[P ] = 0 veiem que existeix
[Q] ∈ K0(B)β

′
∗ tal que [P ] = gi∗[Q] (com abans, gi : Ci = B → R denota les inclu-

sions canòniques). Ara, com que β∗ : K0(B)β
′
∗ → K0(B)β

′
∗ és la identitat tenim que

K0(R)ρ∗ ∼= K0(B)β
′
∗ . En de�nitiva, hem obtingut la successió exacta

0 −→ K1(B)/I(β′∗) −→ K1(B[t+, t−;β]) −→ K0(B)β
′
∗ −→ 0,

com volíem. �

En cas que l'anell R+ sigui semihereditari, pel Lema 1.7.6 tindrem que

Ñil0(R+, ρ) = Ñil0(R+, ρ
−1) = 0,

donant-nos una fórmula més senzilla per aK1(B[t+, t−;β]). En general, el límit directe
d'anells semihereditaris pot no ésser semihereditari. En trobem un exemple, en [17,
Remark 4.3]. En el nostre cas particular tenim unes hipòtesis ad hoc que ens permeten
assegurar que obtenim un anell semihereditari. Per a veure-ho ens caldrà la següent
observació:

Observació 3.3.4. Sigui R un anell, h ∈ Idem(R) tal que hR = aR ⊕ bR. Ales-
hores h = e+ f amb e ∈ aR, f ∈ bR idempotents ortogonals.

En efecte, h = e+f per a certs e ∈ aR i f ∈ bR. Com e, f ∈ hR i h és idempotent
tenim que he = e i hf = f . També, com h2 = eh+ fh = e+ f i per ser aR ∩ bR = 0
tenim que eh = e i fh = f . Ara, com e2 + ef = eh = e = he = e2 + fe tenim que
ef = fe = 0 i e2 = e. Igualment, tenim que f2 = f .

Lema 3.3.5. Sigui B una k-àlgebra (unital) semihereditària per la dreta amb un
isomor�sme sobre un córner, β : B → pBp, p = p2 6= 0, 1. Sabem que per a tot λ ∈ k
es compleix que r.annB(λ) = e(λ)B per a algun idempotent e(λ) ∈ B. Suposem que
per a tot λ ∈ k i per a tot n ∈ N tenim que e(λ) ∈ imβn. Considerem el límit directe

B
β−→ B

β−→ B
β−→ · · ·

i sigui R = lim−→B. Aleshores R+ és semihereditari dreta.

Demostració. Denotem per {en}n∈N la unitat local de R donada per les imatges
de la unitat de B en cada pas. Per la Proposició 2.2.21 (el seu dual, de fet) n'hi ha prou
de veure que per a tot a ∈ Mi(R+), l'anul·lador r.annMi(R+)(a) està generat per un
idempotent. Identi�carem els elements de R+ amb la seva imatge en Mi(R+) a través
del mor�sme a 7→ diag(a, . . . , a). Amb aquesta identi�cació tenim que enMi(R)en =
Mi(Rn), on Rn = enRen. Així Mi(R) =

⋃
n enMi(R)en i, per tant, {en} és una unitat

local de Mi(R). Tenim que Mi(k) ∼= Mi(R+)/Mi(R). Escriurem Sn per Mi(Rn).
Com que B és semihereditari i Rn ∼= B per a tot n tenim que Sn és de Rickart dreta
(per la Proposició 2.2.21). Denotem per ψn : Mi(B) → Sn ⊆ Mi(R), les aplicacions
canòniques i posem Sn ⊕Mi(k) = {x+X ∈Mi(R+) | x ∈Mi(Rn), X ∈Mi(k)}.
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Sigui ara a ∈ Mi(R+), podem escriure a = x + X ∈ Sn ⊕Mi(k) per a algun n.
Com que Sn té unitat sabem que Sn⊕Mi(k) ∼= Sn×Mi(k), via x+X 7→ (x+enX,X).

Sense pèrdua de la generalitat podem suposar que la matriu X és diagonal de
la forma diag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0) amb λj | λj+1. En efecte, tenim que per a certes
matrius invertibles P,Q ∈ GLi(k) la matriu D = PXQ és diagonal de la forma
desitjada. Ara, si r.annMi(R+)(d+ D) = gMi(R+) per a cert idempotent g, aleshores
r.annMi(R+)(P−1dQ−1 +X) = QgQ−1Mi(R+) està generat per un idempotent.

Observem que, si m > n, per a qualsevol y ∈ Sn tenim que

(3.3.3) r.annSm(y) = r.annSn(y)Sm ⊕ (em − en)Sm

Vegem-ho. Posem que r.annSm(y) = hSm amb h un idempotent (l'anul·lador és d'a-
questa forma perque Sm és de Rickart dreta). Tenim que hSm ⊇ (em − en)Sm. Així,
per la Llei Modular, veiem que hSm = (hSm ∩ enSm)⊕ (em − en)Sm. D'aquesta des-
composició n'obtenim que h = g+(em−en)s amb g ∈ enSm i, per la Observació 3.3.4,
és una descomposició en idempotents ortogonals. Substituint g per gen podem suposar
que g ∈ Sn i tenim que r.annSn(y) = gSn d'on obtenim (3.3.3).

Observem que, per a una matriu diagonal X = diag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0) ∈Mi(k),
tenim que r.annMi(B)(X) = fMi(B) ⊕ EMi(B) on f = diag(f1, . . . , fr, 0, . . . , 0) amb
r.annB(λi) = fiB, fi = f2

i i E = diag(0, . . . , 0, 1, . . . , 1) on hi ha r zeros. Ara, tenim

(3.3.4) r.annSm(emX) = ψ1(f)Sm ⊕ ESm
En efecte, sigui y ∈ r.annSm(emX), tenim que y = ψm(b) amb b ∈ B. Com que
0 = emXψm(b) = ψm(Xb) i ψm és injectiva tenim que b ∈ fMi(B)⊕EMi(B). Posem
que b = fc + Ec′. Com que r.annB(λi) = fiB amb f2

i = fi, per hipòtesi, té sentit
considerar β−m+1(fi). Així, tenim que y = ψm(b) = ψ1(β−m+1(f))ψm(c) + Eψm(c′).
Ara, com que Xψ1(β−m+1(f)) = 0 tenim que β−m+1(f) ∈ fMi(B) d'on veiem que
r.annSm(emX) ⊆ ψ1(f)Sm ⊕ ESm. L'altra inclusió és clara.

Com que Sn és de Rickart dreta, Sn ×Mi(k) també ho és. Per tant,

r.annSn×Mi(k)(x+ enX,X) = (e, E)(Sn ×Mi(k))

on (e, E) és un idempotent. Ara, com X = diag(λ1, . . . , λr, 0, . . . , 0) podem suposar
E = diag(0, . . . , 0, 1, . . . , 1) on hi ha r zeros. Sigui t ∈ r.annMi(R+)(a), aleshores
t ∈ Sm ⊕Mi(k) per a algun m > n. Sigui (s, S) ∈ Sm ×Mi(k) l'element corresponent
a t per l'isomor�sme. Tenim, doncs, que

s ∈ r.annSm(x+ enX + (em − en)X)

i que S ∈ r.annMi(k)(X) = EMi(k). Tenim la descomposició s = ens+ (em − en)s on
ens ∈ eSm per (3.3.3) i (em−en)s ∈ r.annSm(emX). Per tant, (em−en)s = E(em−en)s
per (3.3.4). Tenim, doncs:

t = s+ (1− em)S = ens+ (em − en)s+ (1− em)S ∈ eMi(R+)⊕ (1− en)EMi(R+)

Això demostra que r.annMi(R+)(a) = (e+E(1− en))Mi(R+) amb e+E(1− en) ∈
Idem(Mi(R+)), com volíem. �

L'anterior es compleix, per exemple, si B no té k-torsió, és a dir, si per a tot λ ∈ k
tenim que r.annB(λ) = 0:
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Corol·lari 3.3.6. Sigui B una k-àlgebra (unital) semihereditària per la dreta,
amb un isomor�sme sobre un córner, β : B → pBp, p = p2 6= 0, 1 i sense k-torsió.
Aleshores R+ (amb la notació anterior) és semihereditària per la dreta.

Demostració. És clar que ens trobem en les hipòtesis del resultat anterior ja
que, com que B no té k-torsió, l'anul·lador en B d'un element de k és zero. �

Corol·lari 3.3.7. Siguin B una k-àlgebra (unital) semihereditària dreta sense
k-torsió, p ∈ B un idempotent no trivial i β : B → pBp un isomor�sme. Aleshores
K1(B[t+, t−;β]) encaixa en una successió exacta

K1(B)
1−β′∗−−−→ K1(B)→ K1(B[t+, t−;β])→ K0(B)

1−β′∗−−−→ K0(B).

on β′ : B → B denota la composició de β : B → pBp amb la inclusió pBp ↪→ B.

Demostració. Si, com abans, posem R l'anell de�nit en (3.3.1) a partir d'aquest
B i del seu isomor�sme de córner β i ρ : R → R l'automor�sme de�nit en (3.3.2)
tenim, pel Corol·lari 3.3.6 i el Lema 1.7.6 que

Ñil0(R+, ρ) = Ñil0(R+, ρ
−1) = 0

i obtenim el resultat pel Teorema 3.3.3. �

Aquest resultat ens permet, per exemple, calcular el K1 de l'àlgebra de Leavitt
d'un buirac (�nit) sense piques, cosa que farem en la següent secció. Ens convindrà
disposar d'una descripció explícita del mor�sme K1(B)→ K1(B[t+, t−;β]).

Proposició 3.3.8. Sigui (B, β) un anell amb un isomor�sme de córner. Aleshores
el mor�sme K1(B)→ K1(B[t+, t−;β]) del Teorema 3.3.3 és el mor�sme induït per la
inclusió B → B[t+, t−;β].

Demostració. Posem R i ρ de�nits com en (3.3.1) i (3.3.2) respectivament. De
les de�nicions dels mor�smes

j : K1(R+)→ K1(R+, ρ) (donada en el Lema 1.7.8)

i : K1(R+, ρ)→ K1(R+[t, t−1; ρ]) (donada en [65, �10])

en deduïm que la composició i ◦ j : K1(R+)→ K1(R+[t, t−1; ρ]) és l'aplicació induïda
per la inclusió R+ → R+[t, t−1; ρ]. Ara, resseguint la cadena de mor�smes de la prova
del Teorema 3.3.3 obtenim el resultat fàcilment. �

3.4. El K1 de l'àlgebra de Leavitt d'un buirac

En aquesta secció farem ús dels resultats de la secció anterior per a calcular el
K1 de l'àlgebra de Leavitt d'un buirac �nit sense piques. Veurem també que podem
estendre aquest càlcul a un buirac �nit qualsevol.

Definició 3.4.1. Donat un buirac E amb conjunt de vèrtexs E0 = {1, . . . , d}
de�nim la seva matriu d'incidència, AE = (aEij) ∈Md(Z), per

aEij = |{e ∈ E1 | s(e) = i, r(e) = j}|.
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Recordem que F (E) denota el conjunt de totes les fonts en E. Sigui E un buirac
(�nit) amb E0 = {1, . . . , d} i d′ = |F (E)|. Reordenant, si cal, E0 podem suposar
que les fonts de E són els d′ primers vèrtexs, de manera que les d′ primeres columnes
de la matriu d'incidència AE són zero. Posarem A′E ∈ Md×(d−d′)(Z) la matriu resul-
tant de treure aquestes d′ primeres columnes. La següent proposició generalitza [5,
Theorem 5.3]:

Proposició 3.4.2. Sigui E un buirac (�nit), sense piques. Aleshores:

K1(L(E)) ∼= coker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
:
(
K×
)d−d′ → (

K×
)d)⊕

ker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
: Zd−d

′ → Zd
)
.

Demostració. Pel Corol·lari 3.2.4 tenim que L(E) = L(E)0[t+, t−; τ ] on t+ =∑d
i=1 ei, t− =

∑d
i=1 ei per a uns certs ei ∈ s−1

E (i) �xats i τ(b) = t−bt+ és un isomor-
�sme de córner sobre t−t+L(E)0t−t+. Observem que

L(E)0 = K 〈αβ | α, β ∈ En, s(α) = s(β)〉

és una K-àlgebra sense K-torsió. A més, per [10, Demostració del Teorema 5.3] tenim
que és ultramatricial; en particular és semihereditària. Denotem per τ ′ la composició
de τ amb la inclusió t−t+L(E)0t−t+ → L(E)0.

Ara, pel Corol·lari 3.3.7 tenim que la següent successió és exacta:

(3.4.1) K1(L(E)0)
1−τ ′∗−−−→ K1(L(E)0) −→ K1(L(E)) −→ K0(L(E)0)

1−τ ′∗−−−→ K0(L(E)0).

Per tant, tenim la següent successió exacta

(3.4.2) 0 −→ coker(1 − τ ′∗) −→ K1(L(E)) −→ ker(1 − τ ′∗) −→ 0

De l'estructura de L(E)0
∼= lim−→L0,n com a àlgebra ultramatricial descrita en

[10, Demostració del Teorema 5.3] i de la continuïtat del functor K0 n'obtenim que
K0(L(E)0) és isomorf al límit directe:

Zd −→ Zd
′ ⊕ Zd −→

(
Zd
′
)2
⊕ Zd −→ · · ·

on els mor�smes de transició
(
Zd′
)n
⊕Zd −→

(
Zd′
)n+1

⊕Zd vénen donats pel producte
(esquerra) per les matrius:

∆n =
(
1(n+1)d′ 0

0 A′E

)
∈M((n+1)d′+d)×(nd′+d)(Z).

Anàlogament tenim que K1(L(E)0) és isomorf al límit directe(
K×
)d −→ (

K×
)d′ ⊕ (K×)d −→ ((

K×
)d′)2

⊕
(
K×
)d −→ · · ·

amb les aplicacions de transició donades també pel producte per la matriu ∆n.
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Observem ara que τ ′∗ : Ki(L(E)0) → Ki(L(E)0), per a i = 0, 1, ve induït pel
següent límit directe:

· · · −−−−→ Ki(L0,n) ∆n−−−−→ Ki(L0,n+1) −−−−→ · · · −−−−→ Ki(L(E)0)

Ωn

y yΩn+1

yτ ′∗
· · · −−−−→ Ki(L0,n+1)

∆n+1−−−−→ Ki(L0,n+2) −−−−→ · · · −−−−→ Ki(L(E)0)

on Ωn =
(

0
1nd′+d

)
∈M((n+1)d′+d)×(nd′+d)(Z). Per tant, tenim que el mor�sme

1 − τ ′∗ : Ki(L(E)0)→ Ki(L(E)0)

ve induït pel límit directe:

· · · −−−−→ Ki(L0,n) ∆n−−−−→ Ki(L0,n+1) −−−−→ · · · −−−−→ Ki(L(E)0)

∆n−Ωn

y y∆n+1−Ωn+1

y1−τ ′∗

· · · −−−−→ Ki(L0,n+1)
∆n+1−−−−→ Ki(L0,n+2) −−−−→ · · · −−−−→ Ki(L(E)0)

Per a i = 0, 1 i n ∈ N tenim que

ker(∆n − Ωn) = ker
(
A′E −

(
0

1d−d′

))
coker(∆n − Ωn) = coker

(
A′E −

(
0

1d−d′

))
.

A més, els mor�smes induïts ker(∆n −Ωn)→ ker(∆n+1 −Ωn+1) i coker(∆n −Ωn)→
coker(∆n+1−Ωn+1) són la identitat, cosa que ens permet identi�car els nuli i el conucli
que apareixen en la successió (3.4.2):

ker
(
1 − τ ′∗ : K0(L(E)0)→ K0(L(E)0)

)
= ker

(
A′E −

(
0

1d−d′

))
coker

(
1 − τ ′∗ : K1(L(E)0)→ K1(L(E)0)

)
= coker

(
A′E −

(
0

1d−d′

))
.

Com que ker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
: Zd−d′ → Zd

)
és un grup abelià lliure, la successió (3.4.2)

és escindida, d'on n'obtenim que

K1(L(E)) ∼= coker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
:
(
K×
)d−d′ → (

K×
)d)⊕

ker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
: Zd−d

′ → Zd
)
. �

Re�nant una mica l'anterior podem donar una descripció més precisa de la imatge
del mor�sme K1(L(E)0)→ K1(L(E)) en (3.4.1). Tenim el següent:

Proposició 3.4.3. Sigui E un buirac �nit sense piques. La imatge del mor�sme
ϕ : K1(L(E)0)→ K1(L(E)) en la successió exacta (3.4.1) és el subgrup de K1(L(E))
generat per les classes dels elements (K×)d ⊆ U(L(E)).
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Demostració. En efecte, per l'exactitud de (3.4.1) tenim que ϕ factoritza a
través de coker(1 − τ ′∗). Tenim el següent diagrama commutatiu amb �les exactes:

(K×)d−d
′

“
0

1d−d′

”
−A′E

−−−−−−−−−→ (K×)d −−−−→ coker
((

0
1d−d′

)
−A′E

)
−−−−→ 0

α

y yβ ∼=
yγ

K1(L(E)0)
1−τ ′∗−−−−→ K1(L(E)0) −−−−→ coker(1 − τ ′∗) −−−−→ 0,

on α(λd′+1, . . . , λd) és la classe de l'element

(1, . . . , 1, λd′+1, . . . , λd) ∈ (K×)d ⊆ U(L(E)0) en K1(L(E)0),

β(λ1, . . . , λd) = [λ1, . . . , λd], la seva classe en K1(L(E)0), i γ ve induït per la propietat
universal del conucli.

Per la Proposició 3.3.8 tenim que ϕ ve induït per la inclusió. Per tant, de la com-
mutativitat del diagrama, en deduïm que imϕ coincideix amb el subgrup de K1(L(E))
generat per les classes de (K×)d. �

Donar la descripció dels elements del complement de imϕ en K1(L(E)) és una
mica més complicat. Ho veurem més endavant, en la Secció 4.4. A continuació volem
estendre la Proposició 3.4.2 a buiracs �nits generals. Tenim el següent lema:

Lema 3.4.4. Sigui E′ un buirac �nit i considerem F un subgraf de E′ amb d = |F 0|
i d′ el nombre de fonts de F . Suposem que existeix un vèrtex v ∈ E′0 \ F 0 tal que
r−1
E′ (v) 6= ∅ i sE′(r−1

E′ (v)) ⊆ F 0. Prenem el buirac E = (E0, E1, rE , sE) on E0 =
F 0 ∪ {v}, E1 = F 1 ∪ r−1

E′ (v) i amb les aplicacions d'incidència de�nides per restricció
de les de E′. Aleshores es compleix:

(i) L(E) i L(F ) són Morita equivalents.

(ii) ker
(
A′F −

(
0

1d−d′

)
: Zd−d′ → Zd

)
∼= ker

(
A′E −

(
0

1d+1−d′

)
: Zd+1−d′ → Zd+1

)
.

(iii)

coker
(
A′F −

(
0

1d−d′

)
:
(
K×
)d−d′ → (

K×
)d) ∼=

coker
(
A′E −

(
0

1d+1−d′

)
:
(
K×
)d+1−d′ →

(
K×
)d+1

)
.

Demostració. (i) Observem que F és un subgraf complet de E (és a dir, la
inclusió ι : F ↪→ E és un mor�sme de grafs complet) per tant, per la Observació 1.3.3,
podem pensar L(F ) com un subanell de L(E). Posem p =

∑
i∈F 0 pi ∈ L(E) i vegem

que L(F ) = pL(E)p. En efecte, és clar que L(F ) ⊆ pL(E)p. Per a veure la inclusió
contrària, prenem α, β ∈ E∗ amb s(α) = s(β) i r(α), r(β) ∈ F 0. Tenim que αβ ∈
pL(E)p, a més, tot element de pL(E)p s'expressa com una combinació lineal d'elements
d'aquesta forma. Com que v és una pica en E veiem que α, β ∈ F ∗.

Observem que p és un idempotent ple en L(E), ja que 1E =
∑

i∈F 0 pi + pv =
p +

∑
e∈r−1

E (v) eps(e)e ∈ L(E)pL(E). Per [39, (18.33)] tenim que L(E) i L(F ) són
Morita equivalents.

(ii) i (iii) En efecte, recordem que aEij denota les entrades de la matriu A′E (on
i ∈ E0 i j ∈ E0 \ F (E)). Tenim que, per a tot j ∈ E0 \ F (E), aEvj = 0. Ara, és clar
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que les matrius següents són equivalents per transformacions elementals

A′E −
(

0
1d+1−d′

)
∼

(
A′F −

(
0

1d−d′

)
0

0 −1

)
cosa que demostra el resultat. �

Donat un camí α ∈ En, n > 1, denotarem per v(α) el conjunt de tots els vèrtexs
que apareixen com a origen o �nal de les arestes de α. En el cas d'un camí trivial
i ∈ E0 posarem v(i) = {i}. Escriurem LE = {α ∈ E∗ | |v(α)| = |α| + 1}, el
conjunt dels camins de E sense repeticions de vèrtexs. Recordem que rE∗ , sE∗ denota
l'extensió de les aplicacions d'incidència rE , sE sobre el conjunt de tots els camins, és
a dir rE∗ , sE∗ : E∗ → E0.

Donat un buirac �nit E amb cicles orientats de�nim el seu subgraf sense piques
Ẽ com el buirac donat pels conjunts Ẽ0 = {v ∈ E0 | s−1

E∗(v) 6⊆ LE}, Ẽ1 = {e ∈ E1 |
rE(e) ∈ Ẽ0} i amb les aplicacions d'incidència donades per la restricció de rE , sE a
Ẽ1. Observem que aquest és un subgraf ben de�nit, ja que, si v ∈ Ẽ0 i e ∈ r−1

E (v)
aleshores sE(e) ∈ Ẽ0. En el cas que E no tingui cicles orientats Ẽ denotarà el buirac
buit.

Lema 3.4.5. Sigui E un buirac �nit. Aleshores Ẽ és un subgraf complet de E sense
piques i tal que si α ∈ E∗ és un camí tancat no trivial aleshores α ∈ Ẽ∗.

Demostració. En el cas que E no tingui cicles orientats és clar que el subgraf
buit compleix el resultat. Suposem que E té cicles orientats, per de�nició tenim que
Ẽ és un subgraf complet. Observem que si v ∈ Ẽ0 aleshores r−1

E∗(v) ⊆ Ẽ∗. Ara, si
α ∈ E∗ és un camí tancat no trivial tenim que r(α) ∈ Ẽ0 i, per tant, α ∈ Ẽ∗.

Prenem ara v ∈ Ẽ0. Per construcció existeix algun α = e1 · · · en ∈ s−1
E∗(v) tal

que |v(α)| 6 n. Per tant, d'entre els vèrtexs del conjunt {r(e1), . . . , r(en)} n'existirà
algun, posem que sigui r(ei), tal que existeix un camí tancat no trivial basat en r(ei)
(en principi un subcamí de α). De l'anterior en deduïm que r(ei) ∈ Ẽ0 i e1 · · · ei ∈ Ẽ∗,
cosa que ens diu que v no és una pica en Ẽ. �

Teorema 3.4.6. Sigui E un buirac �nit amb E0 = {1, . . . , d} i d′ = |F (E)|.
Llavors:

K1(L(E)) ∼= coker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
:
(
K×
)d−d′ → (

K×
)d)⊕

ker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
: Zd−d

′ → Zd
)
.

Demostració. Considerem F el subgraf de E donat per F 0 = Ẽ0 ∪ F (E) i
F 1 = Ẽ1 amb les aplicacions d'incidència donades per restricció. Usant el Lema 3.4.5
veiem que F és un subgraf complet de E tal que tot camí tancat no trivial (de E) té
totes les arestes en F 1. A més, les fonts de E coincideixen amb les de F .

Posem t = |F 0| i k = d − t. Suposem que k > 0. En aquest supòsit construirem
inductivament una cadena de subgrafs complets de E, F0 ⊂ F1 ⊂ · · · ⊂ Fk = E amb
|F 0
i+1 \ F 0

i | = 1, de manera que per a tot i es compleixi el següent:

(i) F (Fi) = F (E).
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(ii) L(Fi) i L(Fi+1) són Morita equivalents.
(iii)

ker
(
A′Fi −

(
0

1t+i−d′

)
: Zt+i−d

′ → Zt+i
)
∼=

ker
(
A′Fi+1

−
(

0
1t+i+1−d′

)
: Zt+i+1−d′ → Zt+i+1

)
.

(iv)

coker
(
A′Fi −

(
0

1t+i−d′

)
:
(
K×
)t+i−d′ → (

K×
)t+i) ∼=

coker
(
A′Fi+1

−
(

0
1t+i+1−d′

)
:
(
K×
)t+i+1−d′ →

(
K×
)t+i+1

)
.

Posem F0 = F . Suposem de�nit Fi (k > i > 0) i de�nim inductivament Fi+1.
Vegem primer que existeix un vèrtex v ∈ E0 \F 0

i tal que sE(r−1
E (v)) ⊆ F 0

i . En efecte,
prenem v1 ∈ E0 \ F 0

i . Com que F (Fi) = F (E) tenim que r−1
E (v1) 6= ∅. Si existeix

e1 ∈ r−1
E (v1) tal que sE(e1) 6∈ F 0

i prenem v2 = sE(e1). Com que el nombre de vèrtex
en E0 \F 0

i és �nit, si procedim d'aquesta manera obtenim o bé un vèrtex v ∈ E0 \F 0
i

(i, per tant, amb r−1
E (v) 6= ∅) tal que sE(r−1

E (v)) ⊆ F 0
i o bé una successió d'arestes

e1, . . . , em ∈ E1\F 1
i de tal manera que sE(em) ∈ {rE(e1), . . . , rE(em−1)}. Però aquest

segon cas no es pot donar: altrament, el camí α = em · · · e1 6∈ LE i, en conseqüència,
sE(em) ∈ Ẽ0 ⊆ F 0

i cosa que es contradiu amb la manera d'escollir les arestes ei.
Posem, doncs, F 0

i+1 = F 0
i ∪ {v} i F 1

i+1 = F 1
i ∪ r

−1
E (v). Per construcció obtenim (i) i

que Fi és un subgraf complet de E per a tot i. (ii), (iii) i (iv) es deriven del Lema 3.4.4.
Deduïm, doncs, que L(E) i L(F ) són Morita equivalents i, en conseqüència,

K1(L(E)) ∼= K1(L(F )). Posem ` = |{v ∈ F (E) | s−1
E∗(v) ⊆ LE}|. És clar que

K1(L(F )) ∼= K1(L(Ẽ)) ⊕
∏`
i=1K

×. Pel Lema 3.4.5 tenim que Ẽ no té piques, per
tant, de la Proposició 3.4.2 n'obtenim que

K1(L(Ẽ)) ∼= coker
(
A′
Ẽ
−
(

0
1t−d′

)
:
(
K×
)t−d′ → (

K×
)t−`)⊕

ker
(
A′
Ẽ
−
(

0
1t−d′

)
: Zt−d

′ → Zt−`
)
.

Ara, dels isomor�smes

ker
(
A′
Ẽ
−
(

0
1t−d′

)
: Zt−d

′ → Zt−`
)
∼= ker

(
A′F −

(
0

1t−d′

)
: Zt−d

′ → Zt
)

coker
(
A′
Ẽ
−
(

0
1t−d′

)
:
(
K×
)t−d′ → (

K×
)t−`)⊕ ∏̀

i=1

K× ∼=

coker
(
A′F −

(
0

1t−d′

)
:
(
K×
)t−d′ → (

K×
)t)

en deduïm el resultat per al cas k = 0, és a dir, quan E = F . I usant també els
isomor�smes de (iii) i (iv) per a tota la cadena de subgrafs F = F0 ⊂ · · · ⊂ Fk = E

n'obtenim el resultat per a k > 0. �
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3.5. El K1 de l'àlgebra regular d'un buirac

En aquesta secció donarem una primera descripció del K1 de l'àlgebra regular
Q(E). Completarem aquest càlcul més endavant, en el Capítol 4.

Sigui M un monoide abelià. Un ideal d'ordre és un conjunt I no buit tal que per a
tot x, y ∈M , x+y ∈ I si i només si x, y ∈ I. Necessitarem el següent resultat d'anells
regulars de von Neumann:

Proposició 3.5.1 ([34, Propositions 7.3 i 7.4]). Sigui R un anell regular. Alesho-
res hi ha una correspondència bijectiva entre els ideals bilàters de R i els ideals d'ordre
de V(R). De fet, un ideal d'ordre J de V(R) es correspon amb l'ideal I de R generat
per tots els idempotents e ∈ R tals que [eR] ∈ J .

De manera anàloga a les sèries formals en una variable, podem considerar una
versió de les sèries formals per a anells de Laurent córner-guerxos:

Definició 3.5.2. Siguin B un anell i β : B → pBp un isomor�sme sobre un córner.
L'anell de sèries formals de Laurent córner-guerxo, en símbols B((t+;β)), ve donat per
les expressions formals

1∑
i=j

b−it
i
− +

+∞∑
i=0

ti+bi,

amb b−i ∈ Bpi i bi ∈ piB per a i > 0.

Ara estem en condicions de veure que el grup K1(L(E)) és un sumand directe de
K1(Q(E)).

Proposició 3.5.3. Sigui E un buirac (�nit). Aleshores, el mor�sme

K1(L(E))→ K1(Q(E)),

induït per la inclusió, és injectiu escindit.

Demostració. Suposem primer que E no té piques. En la secció 3.4 hem vist
que, en aquest supòsit, L(E) = L(E)0[t+, t−;β] on t+ =

∑d
i=1 ei i t− =

∑d
i=1 ei

per a uns certs ei ∈ s−1(i) �xats. Com que E no té piques tenim que, per a tot
j > 1, Ej ∩ s−1

E∗(i) 6= ∅. Donat i ∈ E0 posem η0
i = pi i η1

i = ei. Per a j > 1
de�nim inductivament ηji = ηj−1

i e
r(ηj−1

i )
. Fixats aquests elements de�nim el mor�sme

φ : Prat(E) → L(E)0((t+;β)) via
∑

γ∈E∗ λγγ 7→
∑∞

i=0 t
i
+

(∑
|γ|=i λγη

i
s(γ)γ

)
. Donat

f ∈ E1 posem tf = fη1
s(f)t−. Tenim que

φ(e)tf = t+η
1
s(e)efη

1
s(f)t− = δef t+η

1
s(e)η

1
s(f)t− = δefps(e).

Ara, per la Proposició 2.2.7 existeix un únic mor�sme de K-àlgebres

φ : Prat(E)
〈
E; τ, δ

〉
→ L(E)0((t+;β))

tal que φ(f) = fη1
s(f)t− i φ|Prat(E) = φ. Com que, per i ∈ E0,

φ

pi − ∑
e∈r−1(i)

ee

 = pi −
∑

e∈r−1(i)

eη1
s(e)t−t+η

1
s(e)e = pi −

∑
e∈r−1(i)

ee = 0
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obtenim un mor�sme ψ : Q(E)→ L(E)0((t+;β)) estenent φ.
Vegem que ψ és injectiu. Pel Teorema 2.4.2 sabem que Q(E) és un anell regular

de von Neumann i que V(Q(E)) està generat per [p1Q(E)], . . . , [pdQ(E)]. Ara, de la
Proposició 3.5.1 en deduïm que tot ideal no nul de Q(E) conté algun dels idempotents
p1, . . . , pd. Com que per a tot i ∈ E0 tenim ψ(pi) = pi, forçosament kerψ = 0.

Per tant, podem suposar que tenim inclusions L(E) ⊆ Q(E) ⊆ L(E)0((t+;β)). De
[5, Corollary 6.2] tenim que la inclusió indueix un monomor�sme escindit

K1(L(E))→ K1

(
L(E)0((t+;β))

)
.

En conseqüència, el mor�sme K1(L(E)) → K1(Q(E)), induït per la inclusió, és un
monomor�sme escindit.

En el cas que E tingui piques, sabem de la secció 3.4 que existeixen un subgraf F
amb F 0 = Ẽ0∪ i F 1 = Ẽ1 (on Ẽ és el subgraf maximal sense piques) de forma que
tenim el següent diagrama:

K1(L(Ẽ))⊕ (K×)` −−−−→ K1(Q(Ẽ))⊕ (K×)`

∼=
y y∼=

K1(L(F )) −−−−→ K1(Q(F ))

A més, existeix un idempotent ple p ∈ L(E) tal que

pL(E)p = L(F ) = L(Ẽ)0[t+, t−;β]× (K)`,

de manera que L(E) i L(F ) són anells Morita equivalents. Com que els elements
de Q(E) són combinacions K-lineals (potser in�nites) d'elements en L(E), és clar
que Q(F ) = pQ(E)p. Per tant, Q(E) i Q(F ) són Morita equivalents. Ara, de la
commutativitat del quadrat següent:

K1(L(F )) −−−−→ K1(Q(F ))

∼=
y y∼=

K1(pL(E)p) −−−−→ K1(pQ(E)p)

∼=
y y∼=

K1(L(E)) −−−−→ K1(Q(E)),

on els mor�smes horitzontals vénen induïts per la inclusió. Deduïm, doncs, que
K1(L(E)) −→ K1(Q(E)) és un monomor�sme escindit, com volíem veure. �

Corol·lari 3.5.4. Sigui E un buirac (�nit) amb E0 = {1, . . . , d} i d′ = |F (E)|.
Llavors:

K1(Q(E)) ∼= coker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
:
(
K×
)d−d′ → (

K×
)d)⊕

ker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
: Zd−d

′ → Zd
)
⊕G.

on G és un grup abelià a determinar.

Demostració. En efecte, és conseqüència de la Proposició 3.5.3 junt amb el
Teorema 3.4.6. �
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Calcularem explícitament el grup G en el Teorema 4.5.9.



CAPíTOL 4

Mòduls �nitament presentats sobre l'àlgebra de Leavitt

d'un buirac

En aquest capítol estudiem els mòduls �nitament presentats sobre l'àlgebra de
Leavitt d'un buirac. En les dues primeres seccions generalitzem alguns resultats de
l'àlgebra lliure al cas de l'àlgebra de camins d'un buirac. Concretament, en la Secció 4.1
veiem que existeix una fórmula de Lewin-Schreier (anàloga a la de l'àlgebra lliure) en el
cas de P(E). En la Secció 4.2 veiem que la Teoria de Cohn de l'algoritme feble admet
també una versió (amb unes de�nicions adaptades) al nostre cas, cosa que ens permet
estendre un resultat de Lewin sobre l'àlgebra lliure a P(E) (Teorema 4.2.18). Aquest
resultat és la clau per a obtenir la forma dels L(E)-mòduls �nitament presentats
en la Secció 4.4. En la Secció 4.3 veiem d'una banda que, com a aplicació senzilla
dels resultats que tenim, l'àlgebra Q(E) és la localització perfecta dreta maximal de
P(E). D'altra banda veiem també que Q(E) és una certa localització universal de
P(E) que, en la darrera secció, ens permetrà calcular explícitament el complement de
K1(L(E)) en K1(Q(E)). En la Secció 4.5 veiem que la categoria dels L(E)-mòduls
�ntament presentats, fp(L(E)), i la categoria dels L(E)-mòduls �nitament presentats
de longitud �nita, fp(L(E))fl, es poden obtenir com un quocient de les categories
corresponents sobre P(E). Recordem que usem la Notació 1.2.3: tret que s'indiqui el
contrari E denotarà un buirac �nit amb E0 = {1, . . . , d} (on d = |E0|).

4.1. Mòduls �nitament presentats sobre l'àlgebra de camins

Recordem que per al cas que R = K〈X〉 sigui l'àlgebra lliure en n variables, per
a tot R-mòdul M de K-dimensió �nita tenim una fórmula de Lewin-Schreier que ens
relaciona χR(M), la característica d'Euler de M , amb la K-dimensió de M :

χR(M) = (1− n) dimK(M)

(vegeu [45, Theorem 4] o [20, Theorem 2.5.3]). En aquesta secció veurem, usant un
resultat general de Bergman i Dicks [17], que tenim una fórmula anàloga per al cas
de l'àlgebra de camins d'un buirac.

Denotarem per Mod-R la categoria dels R-mòduls dreta i per fp(R) la subcate-
goria plena dels R-mòduls dreta �nitament presentats. Donat un R-mòdul M amb
una resolució per mòduls projectius �nitament generats,

0 −→ Pm −→ · · · −→ P0 −→M −→ 0

de�nim la seva característica d'Euler com χR(M) =
∑m

i=0(−1)i[Pi] ∈ K0(R). És ben
sabut que aquesta no depèn de la resolució deM (vegeu per exemple [47, (3.50)]). De
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vegades, per a un A-anell R podem relacionar la característica d'Euler d'un R-mòdul
M com a R-mòdul i com a A-mòdul:

Definició 4.1.1 ([17, (64)]). Direm que un A-anell R és un A-anell de Lewin-
Schreier per la dreta si

(i) Tot R-mòdul dreta M que té una resolució �nita per projectius �nitament gene-
rats sobre A té també una R-resolució d'aquest tipus.

(ii) Existeix un homomor�sme λR,A : K0(A)→ K0(R) tal que per a un M amb una
resolució d'aquest tipus, χR(M) = λR,AχA(M).

Lema 4.1.2. Siguin R un A-anell de Lewin-Schreier per la dreta i S un B-anell
de Lewin-Schreier per la dreta. Aleshores R× S és un A×B anell de Lewin-Schreier
per la dreta.

Notació 4.1.3. Donat un R-anell S denotarem per τS,R : K0(R) → K0(S) l'ho-
momor�sme induït pel functor −⊗R S.

Recordem que AE denota la matriu d'incidència del buirac E (De�nició 3.4.1).

Proposició 4.1.4. Sigui E un buirac �nit amb |E0| = d. Aleshores P(E) és un
Kd-anell de Lewin-Schreier per la dreta amb λP(E),Kd = (1 −AE)τP(E),Kd .

Demostració. Ho demostrarem per inducció sobre n = |E1|. Prenem E un
buirac amb una única aresta i d vèrtexs. Distingim dos casos, si l'aresta és un cicle
tenim que P(E) ∼= K[x] ×Kd−1 i si no ho és tenim que P(E) ∼=

(
K 0
K K

)
×Kd−2. En

el cas de K[x] per [45, Theorem 4] tenim que és un K-anell de Lewin-Schreier dreta
amb λK[x],K = 0 i, per tant, P(E) és un Kd-anell de Lewin-Schreier dreta amb

λP(E),Kd =
(

0 0
0 1d−1

)
τP(E),Kd = (1 −AE)τP(E),Kd ,

com volíem. Per a l'altre cas, posem R =
(
K 0
K K

)
i A = K2. Tenim que R és

un A-anell amb la inclusió diagonal. Identi�carem A com a subanell de R a través
d'aquesta inclusió. Posarem també p1 = (1, 0), p2 = (0, 1) ∈ A. Tant en R com en A
el grup de Grothendieck és abelià lliure de rang dos, K0(R) ∼= K0(A) ∼= Z2 generat
respectivament per [p1R], [p2R] ∈ K0(R) i per [p1A], [p2A] ∈ K0(A). Si considerem
l'A-bimòdul M =

(
0 0
K 0

)
tenim que R ∼= TA(M) és una àlgebra tensorial de manera

que, per [17, (63)], obtenim la següent successió exacta deR-bimòduls, que és escindida
com a successió de R-mòduls dreta o esquerra:

(4.1.1) 0 −→ R⊗AM ⊗A R −→ R⊗A R −→ R −→ 0.

Donat un R-mòdul dreta N que tingui una resolució per A-mòduls projectius �nita-
ment generats tindrem que, com a A-mòdul, és projectiu �nitament generat; de fet, és
de la forma NA

∼= (p1A)α1⊕(p2A)α2 . Aplicant el functor N⊗R− a la successió (4.1.1)
obtenim una resolució de N per R-mòduls dreta projectius �nitament generats:

0 −→ N ⊗AM ⊗A R −→ N ⊗A R −→ N −→ 0.
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Per tant, per a l'A-anell R es compleix la condició (i) de la de�nició. Ara, dels
isomor�smes següents:

p1A⊗AR ∼= p1R, p2A⊗AR ∼= p2R, p1A⊗AM⊗AR = 0, p2A⊗AM⊗AR ∼= p1R

en deduïm que

χR(N) = [N ⊗A R]− [N ⊗AM ⊗A R] = α1[p1R] + α2[p2R]− α2[p1R] = (1 −AE)τR,AχA(N)

i tenim la condició (ii) de la de�nició.
Suposem-ho cert ara per a tot buirac amb n o menys arestes (n > 1) i sigui E

un buirac tal que |E1| = n + 1. Prenem e ∈ E1 una aresta i considerem els buiracs
E′ = (E0, {e}) i E′′ = (E0, E1\{e}) on, en cada cas, les aplicacions d'incidència vénen
donades per restricció de les de E. Per hipòtesi d'inducció tenim que P(E′) i P(E′′)
són Kd-anells de Lewin-Schreier per la dreta amb λP(E′),Kd = (1 − AE′)τP(E′),Kd i
λP(E′′),Kd = (1 − AE′′)τP(E′′),Kd . Usant la propietat universal de l'àlgebra de camins
(cf. Lema 1.2.1 i Proposició 1.2.4) és fàcil veure que P(E) ∼= P(E′) ∗Kd P(E′′). Ara,
per [17, (67)] tenim que P(E) és un Kd-anell de Lewin-Schreier per la dreta amb

λP(E),Kd = (τP(E),P(E′)λP(E′),Kd + τP(E),P(E′′)λP(E′′),Kd − τP(E),Kd),

on, si identi�quem en cada cas els functors naturalment equivalents

(−⊗S T ) ◦ (−⊗R S) ∼= (−⊗R T ),

obtenim

λP(E),Kd = ((1 −AE′)τP(E),Kd + (1 −AE′′)τP(E),Kd − τP(E),Kd) = (1 −AE)τP(E),Kd

com volíem veure. �

4.2. L'algoritme feble en l'àlgebra de camins

Com hem anat veient al llarg de tot el treball, l'àlgebra de camins d'un buirac és
una generalització de l'àlgebra lliure i, sovint, les propietats d'aquesta darrera es po-
den generalitzar a la primera. En aquesta secció introduirem les de�nicions necessàries
per a generalitzar l'algoritme feble de Cohn (vegeu [20, Chapter 2]) a les àlgebres de
camins, així com les versions d'alguns dels seus resultats bàsics adaptades al nostre
context. Convé remarcar que, tot i que les nostre de�nicions són lleugerament dife-
rents a les de Cohn, fem servir els mateixos noms per a conceptes anàlegs. Com a
resultat principal en aquesta secció demostrarem una versió del Teorema de Lewin
[45, Theorem 2] per a l'àlgebra de camins.

Sigui R un anell no nul. Una �ltració sobre R és una aplicació ν : R→ N∪ {−∞}
complint les propietats següents:

(1) ν(r) > 0 per a tot r 6= 0, ν(0) = −∞,
(2) ν(r − s) 6 max{ν(r), ν(s)},
(3) ν(rs) 6 ν(r) + ν(s),
(4) ν(1) = 0.

Sovint ens referirem a ν(r) com al grau de r. Donada una �ltració ν sobreR, denotarem
per Rh el conjunt d'elements de grau com a molt h; tenim que els Rh són subgrups
del grup additiu de R complint:



82 4. MÒDULS FINITAMENT PRESENTATS SOBRE L'ÀLGEBRA DE LEAVITT

(i) 0 = R−∞ ⊂ R0 ⊆ R1 ⊆ . . . ,
(ii) ∪Rh = R,

(iii) RiRj ⊆ Ri+j ,
(iv) 1 ∈ R0.

Recíprocament, donat un conjunt de subgrups Rh del grup additiu de R satisfent
(i)-(iv) obtenim una �ltració ν donada per ν(r) = min{h | r ∈ Rh}.

També podem considerar �ltracions en un R-mòdul M i els seus corresponents
grups additius. En efecte, siguin R un anell amb una �ltració ν iM un R-mòdul dreta.
Una �ltració sobre M és una aplicació µ : M → N ∪ {−∞} complint les propietats
següents:

(1) µ(m) > 0 per a tot m 6= 0, µ(0) = −∞,
(2) µ(m− n) 6 max{µ(m), µ(n)},
(3) µ(mr) 6 µ(m) + ν(r).

Com en el cas d'un anell denotarem per Mh el conjunt d'elements de grau com a molt
h; aquests Mh són subgrups del grup additiu de M complint:

(i) 0 = M−∞ ⊆M0 ⊆M1 ⊆ . . . ,
(ii) ∪Mh = M,

(iii) MiRj ⊆Mi+j .

També, recíprocament, donat un conjunt de subgrups Mh del grup additiu de M
satisfent (i)-(iii) obtenim una �ltració µ donada per µ(m) = min{h | m ∈Mh}.

En el que segueix R serà un K-anell amb una �ltració ν tal que R0
∼= Kd i M un

R-mòdul dreta amb una �ltració µ. Denotarem per p1, . . . , pd ∈ R0 els idempotents
ortogonals que es corresponen amb (1, 0, . . . , 0), . . . , (0, . . . , 0, 1) ∈ Kd a través d'un
isomor�sme R0

∼= Kd �xat. En aquesta situació tenim les de�nicions següents:

Definicions 4.2.1. Una família (mi)i∈I ∈
∏
i∈IMpni diem que és µ-dependent

per la dreta si existeix un element (ri)i∈I ∈
⊕

i∈I pniR tal que

µ

(∑
i∈I

miri

)
< max

i∈I
{µ(mi) + ν(ri)}

o bé, si mi = 0 per a algun i ∈ I. En cas contrari diem que la família (mi)i∈I és
µ-independent per la dreta.

Definicions 4.2.2. Un element m ∈M diem que és µ-dependent per la dreta amb
la família (mi)i∈I ∈

∏
i∈IMpni si m = 0 o bé, si existeix (ri)i∈I ∈

⊕
i∈I pniR tal que

µ

(
m−

∑
i∈I

miri

)
< µ(m) i ∀i ∈ I, µ(mi) + ν(ri) 6 µ(m).

En cas contrari diem que m és µ-independent per la dreta amb la família (mi)i∈I .

Definicions 4.2.3. Un element m ∈ M diem que és µ-dependent per la dreta
amb el conjunt S ⊆M si existeix alguna família (mi)i∈I ∈

∏
i∈I Spni tal que m sigui

µ-dependent per la dreta amb aquesta. En cas contrari direm que m és µ-independent
per la dreta amb S.
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Definició 4.2.4. Diem que M satisfà l'algoritme feble respecte µ si per a tota
família µ-dependent dreta (mi)i=1,...,` ∈

∏`
i=1Mpni amb µ(m1) 6 · · · 6 µ(m`) algun

mi és µ-dependent dreta amb m1, . . . ,mi−1.

Definició 4.2.5. SiguiM un R-mòdul dreta. Un subconjunt B de ∪di=1Mpi direm
que és una µ-base feble de M si es compleix que

(i) Tot element de M és µ-dependent dreta amb B.
(ii) Cap element de B és µ-dependent dreta amb la resta de B.

Observació 4.2.6. SiM satisfà l'algoritme feble respecte a µ aleshores tota µ-base
feble de M és µ-independent per la dreta, per la condició (ii) de la de�nició.

Observació 4.2.7. Tota µ-base feble d'un mòdul M és un conjunt generador de
M .

Observació 4.2.8. Si apliquem les de�nicions anteriors al mòdul regularM = RR
amb la �ltració µ = ν tenim també de�nits aquests conceptes per a l'anell R.

Observació 4.2.9. En el cas de l'algebra de camins P(E), ν = deg de�neix una
�ltració.

Notació 4.2.10. En endavant, quan treballem amb l'àlgebra de camins com a
anell amb una �ltració posarem ν = deg.

Proposició 4.2.11. P(E) satisfà l'algoritme feble respecte a ν.

Demostració. PosemR = P(E). Sigui (ri)i=1,...,` ∈
∏`
i=1(Rpni\{0}) una família

ν-dependent per la dreta amb ν(r1) 6 · · · 6 ν(r`) i sigui (si)i=1,...,` ∈
⊕`

i=1 pniR tal
que

ν

(∑̀
i=1

risi

)
< t = max

i
{ν(ri) + ν(si)}.

Suprimint, si cal, alguns termes podem suposar que ν(ri) + ν(si) = t per a tot i, de
manera que ν(s1) > · · · > ν(s`). Sigui γ ∈ supp(s`) de longitud màxima, diguem-li
t0. Observem que, donats r, s ∈ R, tenim

(4.2.1) (rs)δγ ≡ r(s)δγ (mod Rν(r)−1).

En efecte, si s és un monomi de longitud major o igual que t0, de fet, tenim igualtat.
Si s és un monomi de longitud menor que t0, la part dreta de (4.2.1) és zero i, per
tant, es compleix la congruència. El cas general l'obtenim per linealitat.

Tenim, doncs, que per a tot i, ri(si)δγ difereix de (risi)δγ en un terme de grau
menor que ν(ri) 6 ν(r`). Per tant,

ν

(∑̀
i=1

ri(si)δγ −

(∑̀
i=1

risi

)
δγ

)
< ν(r`).

Ara, com que ν
((∑`

i=1 risi

)
δγ

)
6 ν

(∑`
i=1 risi

)
− t0 < t − t0 = ν(r`), tenim que

ν
(∑`

i=1 ri(si)δγ
)
< ν(r`). Com que (s`)δγ ∈ pn`K×, obtenim que r` és ν-dependent

per la dreta amb r1, . . . , r`−1, com volíem. �
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En la situació següent podem assegurar l'existència de µ-bases febles:

Proposició 4.2.12. Sigui M un P(E)-mòdul amb una �ltració µ. Aleshores, per
a tot i = 1, . . . , d i h > 0 existeixen conjunts Bih ⊆ Mhpi \Mh−1 tals que B = ∪i,hBih
és una µ-base feble de M . A més, tenim que el cardinal dels conjunts Bih no depèn de
la µ-base feble de M .

Demostració. Per h ∈ N tenim que Mh = {m ∈ M | µ(m) 6 h} és un Kd-
mòdul. Donat h > 0 denotem per M ′h el conjunt dels elements de Mh tals que són
µ-dependents per la dreta amb el conjunt Mh−1 i posem M ′0 = {0}. Tenim que M ′h
també és un Kd-mòdul. En efecte, és clar que M ′h és tancat pel producte dreta per
elements de Kd; la clausura respecte a la suma és clara si la suma té grau h i, en altre
cas, tenim que pertany aMh−1. Considerem el Kd-mòdulMh/M

′
h. Per a cada i tenim

que (Mh/M
′
h)pi és un K-espai vectorial. Ara, per a cada h > 0 i i = 1, . . . , d prenem

Bih ⊆Mh un conjunt de representants d'una K-base de (Mh/M
′
h)pi. Sense pèrdua de

la generalitat podem suposar que Bih ⊆Mhpi. Posem B = ∪i,hBih.
Vegem ara que B és una µ-base feble de M . Tenim que B ⊆ ∪di=1Mpi. Veurem

per inducció sobre h que tot element de M és µ-dependent amb B. En efecte, per
a h = 0: per construcció de B tot element de M0 és una combinació Kd-lineal dels
elements de B (de grau zero) i, per tant, és µ-dependent amb B. Suposem-ho cert per
a h > 0 i vegem-ho per a h + 1. Per la construcció de B és clar que tot element de
Mh+1 difereix en un element de M ′h+1 d'una combinació Kd-lineal d'elements de B de
grau h + 1. Com que tot element de M ′h+1 és µ-dependent amb Mh i tot element de
Mh és µ-dependent amb B en deduïm que tot element de Mh+1 és µ-dependent amb
B. Com M = ∪hMh obtenim el que volíem.

Suposem ara que b ∈ B és µ-dependent amb B \ {b}. Posem h = µ(b) i, per �xar
idees, suposem que b ∈ Mpnb . És clar que b 6= 0; per la µ-dependència existeixen
(bi)i∈I ∈

∏
i∈I(Bpni \ {b}) i (ri)i∈I ∈

∏
i∈I pniR tals que

µ

(
b−

∑
i∈I

biri

)
< h i ∀i ∈ I, µ(bi) + ν(ri) 6 h.

És clar que µ(bi) 6 h per a tot i i, si µ(bi) = h, tenim que ν(ri) = 0 i pni = pnb ;
de manera que b difereix en un element de M ′h d'una combinació K-lineal d'elements
de Bih. Això ens porta a contradicció amb el fet que els elements de Bih formen una
K-base de (Mh/M

′
h)pi. Per tant, la nostra suposició era falsa i en deduïm que B és

una µ-base feble de M .
D'altra banda, donada C una µ-base feble qualsevol de M és clar que les classes

dels elements del conjunt {c ∈ C | cpi = c, µ(c) = h} mòdul M ′h formen una K-base
del K-espai vectorial (Mh/M

′
h)pi i, per tant, el seu cardinal no depèn de la µ-base

feble. �

Notació 4.2.13. En la situació del lema anterior denotarem per rih(M) el cardinal
dels conjunts Bih i per ri(M) el cardinal de ∪hBih.

Proposició 4.2.14. Sigui M un P(E)-mòdul dreta amb una �ltració µ i suposem
que M té una µ-base feble µ-independent. Aleshores M ∼= (p1P(E))(r1(M)) ⊕ · · · ⊕
(pdP(E))(rd(M)).
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Demostració. Per a cada b ∈ B denotem per nb ∈ E0 el vèrtex tal que bpnb = b.
Com que tot element de M és µ-dependent amb B tenim que M =

∑
b∈B bP(E). A

més, com que B és µ-independent aquesta suma és directa. Tenim també que els
epimor�smes Lb : pnbP(E) → bP(E) són isomor�smes, ja que, si bpnbr = 0 per la
µ-independència de B tenim que pnbr = 0. Això demostra el resultat. �

Corol·lari 4.2.15. Sigui M un P(E)-mòdul amb una �ltració µ tal que satisfaci
l'algoritme feble. Aleshores M ∼= (p1P(E))(α1) ⊕ · · · ⊕ (pdP(E))(αd). En particular és
projectiu.

Demostració. En efecte, per la Proposició 4.2.12 tenim que M té una µ-base
feble i com que µ satisfà l'algoritme feble tenim que aquesta és µ-independent. Per la
Proposició 4.2.14 tenim el que volíem. �

Lema 4.2.16. Siguin M un P(E)-mòdul dreta amb una �ltració µ tal que M sa-
tisfà l'algoritme feble respecte a aquesta i N un submòdul de M . Aleshores N satisfà
l'algoritme feble respecte a la �ltració µ′ = µ|N .

Demostració. Sigui (mi)i=1,...,` ∈
∏`
i=1(Npni \ {0}) una família µ′-dependent

dreta amb µ′(m1) 6 · · · 6 µ′(m`). Com que µ′ és la restricció de µ a N , es compleix
el mateix per a µ i com que M satisfà l'algoritme feble respecte a µ, tenim que algun
mk és µ-dependent amb m1, . . . ,mk−1. Existeix, doncs, un element (ri)i=1,...,k−1 ∈⊕k−1

i=1 pniR tal que

µ

(
mk −

k−1∑
i=1

miri

)
< µ(mk) i per i = 1, . . . , k − 1, µ(mi) + ν(ri) 6 µ(mk).

Com que la desigualtat anterior només conté elements de N podem substituir µ per
µ′ i tenim el que N satisfà l'algoritme feble respecte a µ′. �

Donada una expressió del tipus
∑

i∈I miri ∈ M amb mi ∈ Mpni i ri ∈ pniR ens
referirem a maxi{µ(mi)+ν(ri)} com al seu grau formal. Així, per exemple, la condició
de µ-dependència dreta d'una família (mi)i∈I ∈

∏
i∈IMpni consisteix en l'existència

d'un element (ri)i∈I ∈ ⊕i∈IpniR tal que el grau de l'expressió
∑

i∈I miri sigui menor
que el seu grau formal. En el cas d'una expressió

∑
i∈I miri amb mi ∈ M i ri ∈ R

arbitraris parlarem del seu grau formal per referir-nos al grau formal de l'expressió∑
i∈I
∑d

j=1(mipj)(pjri).

Definició 4.2.17. Siguin R un anell i MR un R-mòdul dreta. Diem que MR és
�nitament relacionat si existeix una successió exacta de R-mòduls dreta

0 −→ K −→ F −→M −→ 0,

amb F lliure (de rang arbitrari) i K �nitament generat.

El següent resultat és una generalització d'un Teorema de Lewin [45, Theorem 2].
Per a demostrar-lo usem les idees d'una demostració del Teorema de Lewin, no pu-
blicada, deguda a Warren Dicks [27]. Li estem molt agraïts per haver-nos facilitat la
seva demostració.
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Teorema 4.2.18. Tot P(E)-mòdul dreta �nitament relacionat P conté un submò-
dul projectiu Q tal que P/Q té K-dimensió �nita.

Demostració. Sigui P un P(E)-mòdul dreta �nitament relacionat. Com que
P(E) és hereditari, tenim una successió exacta de P(E)-mòduls dreta

0 −→M −→ N
ϕ−−→ P −→ 0,

on N és lliure amb base E i M és un projectiu �nitament generat que suposem con-
tingut en N . De la Proposició 1.2.8 tenim que M és isomorf a una suma directa de
còpies dels mòduls piP(E). Per tant, existeixen (f1, . . . , fm) ∈

∏m
i=1Npni tals que

M =
⊕m

i=1 fiP(E) amb fiP(E) ∼= pniP(E). Posem F = {f1, . . . , fm}.
Els elements de F s'expressen com a combinacions K-lineals d'elements de E mul-

tiplicats per elements de E∗. Prenem, doncs, E ′ ⊆ E subconjunt �nit su�cient per
expressar tots els elements de F com a combinacions K-lineals de productes d'aquest
tipus. De�nim µ(E ′) = 1 i estenem µ a F com el grau formal determinat per µ i
ν = deg. Posem n = max{µ(f) | f ∈ F}. De�nim ara µ(E \ E ′) = n + 1 i estenem
també a tot N com al grau formal. Observem que, com que els elements de N s'-
expressen de manera única com combinació P(E)-lineal dels elements de E , el grau
formal ens dóna una �ltració ben de�nida en N .

Per la Proposició 4.2.11 tenim que P(E) satisfà l'algoritme feble respecte a ν.
Vegem que N satisfà l'algoritme feble respecte a µ. Sigui (mi)i=1,...,` ∈

∏`
i=1(Npni \

{0}) una família µ-dependent dreta amb µ(m1) 6 · · · 6 µ(m`). Llavors, existeix una
família (ri)i=1,...,` ∈

⊕`
i=1 pniP(E) tal que

(4.2.2) µ

(∑̀
i=1

miri

)
< t = max

i
{µ(mi) + ν(ri)}.

Suprimint, potser, alguns termes podem suposar que, per a tot i, µ(mi) + ν(ri) = t

de manera que ν(r`) 6 · · · 6 ν(r1). Prenem γ ∈ supp(r`) de longitud màxima, posem
que sigui t0.

Com que E és una base de N , per a tot i tenim que mi s'expressa de manera única
com una suma

∑
b∈E br

i
b; a més, de mipni = mi en deduïm que ribpni = rib. Així,

µ

(∑̀
i=1

miri

)
= µ

(∑̀
i=1

(∑
b∈E

brib

)
ri

)
= µ

(∑
b∈E

b

(∑̀
i=1

ribri

))
.

De (4.2.1) en deduïm que, per a tot i i tot b, ν
(
rib(ri)δγ − (ribri)δγ

)
< ν(rib). Per

tant, per a tot b ∈ E tenim

ν

(∑̀
i=1

(
rib(ri)δγ − (ribri)δγ

))
6 max

i
{ν(rib(ri)δγ − (ribri)δγ)} < max

i
{ν(rib)}.
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Usant ara aquesta desigualtat obtenim

(4.2.3) µ

(∑
b∈E

b

(∑̀
i=1

ribri

)
δγ −

∑
b∈E

b

(∑̀
i=1

rib(ri)δγ

))
=

= µ

(∑
b∈E

b

(∑̀
i=1

(
rib(ri)δγ −

(
ribri

)
δγ
)))

= max
b∈E

{
µ(b) + ν

(∑̀
i=1

(
rib(ri)δγ −

(
ribri

)
δγ
))}

< max
b∈E

{
µ(b) + max

i
{ν(rib)}

}
= max

b∈E

{
max
i
{µ(brib)}

}
= max

i

{
max
b∈E

{
µ(brib)

}}
= max

i

{
µ

(∑
b∈E

brib

)}
= max

i
{µ(mi)} = µ(m`).

D'altra banda, tenim

µ

(∑
b∈E

b

(∑̀
i=1

ribri

)
δγ

)
= max

b∈E

{
µ(b) + ν

((∑̀
i=1

ribri

)
δγ

)}
(4.2.4)

6 max
b∈E

{
µ(b) + ν

(∑̀
i=1

ribri

)}
− t0

= µ

(∑̀
i=1

miri

)
− t0

< t− t0 = µ(m`).

Per tant, de (4.2.3) i (4.2.4) en deduïm que

µ

(∑̀
i=1

mi(ri)δγ

)
= µ

(∑
b∈E

b

(∑̀
i=1

rib(ri)δγ

))
< µ(m`)

i, com que (r`)δγ ∈ pn`K
× tenim que m` és µ-dependent amb m1, . . . ,m`−1, com

volíem veure.
A més, pel Lema 4.2.16,M amb la �ltració µ′ de�nida per la restricció de µ també

compleix l'algoritme feble. Per la Proposició 4.2.12 existeix una µ′-base feble F ′ deM
i, com que M és �nitament generat, per la Proposició 4.2.14 F ′ tindrà una quantitat
�nita d'elements. Com que F és un conjunt generador de M tenim que tot element
de M és µ′-dependent de F i com que F ⊆ Mn tenim, de fet, que tot element de M
és µ′-dependent de Mn. De la demostració de la Proposició 4.2.12 en deduïm, doncs,
que F ′ ⊆Mn. Per l'algoritme feble els elements de F ′ són µ′-independents i, per tant,
µ-independents. Per a cada f ∈ F ′ denotem per nf ∈ E0 el vèrtex tal que fpnf = f .
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Identi�quem P amb N/M i considerem la �ltració µ′′ determinada per Ph = (Nh+
M)/M . Denotarem un element de P com a una classe n per a n ∈ N . Considerem el
Kd-mòdul P ′n+1 := Pn; per a cada i tenim que (Pn+1/P

′
n+1)pi és un K-espai vectorial.

Prenem Bin+1 ⊆ Pn+1pi un conjunt de representants d'una K-base de (Pn+1/P
′
n+1)pi

i posem Bn+1 = ∪di=1B
i
n+1. Ara, per a t > n+ 1 de�nim inductivament els Kd-mòduls

P ′t i els conjunts Bt de la manera següent: P ′t ve donat pels elements p ∈ Pt tals que,
o bé µ′′(p) < t o bé p és µ′′-dependent amb ∪t>h>nBh i Bt = ∪di=1B

i
t on B

i
t ⊆ Ptpi és

un conjunt de representants d'una K-base de (Pt/P ′t)pi. Per a tot i ∈ E0, t > n i tot

b ∈ Bit escollim un representant b ∈ Ntpi tal que ϕ(b) = b. Denotem per B el conjunt
de tots aquests elements i per nb ∈ E0 el vèrtex tal que bpnb = b per a cada b ∈ B.

Ara, la suma Q =
∑

b∈B ϕ(b)P(E) ⊆ P és directa. En efecte, suposem que no.
Aleshores existeixen rb ∈ pnbP(E), no tots nuls, tals que

∑
b∈B brb ∈ M , és a dir,

tenim que
∑

b∈B brb =
∑

f∈F ′ frf per a certs rf ∈ pnfP(E). Ara, com que F ′ ⊆ Nn,
B ∩Nn = ∅ i F ′ és µ-independent tenim que, per l'algoritme feble, existeix un b′ ∈ B
que és µ-dependent amb (B \ {b′}) ∪ F ′. És a dir, existeixen r′b ∈ pnbP(E) zero quasi
per a tot i r′f ∈ pnfP(E) tals que

µ

(
b′ −

∑
b∈B\{b′}

br′b −
∑
f∈F ′

fr′f

)
< µ(b′)

amb µ(b) + ν(r′b) 6 µ(b′) i µ(f) + ν(r′f ) 6 µ(b′), és a dir,

µ′′

(
b′ −

∑
b∈B\{b′}

br′b

)
< µ′′(b′) amb µ′′(b) + ν(r′b) 6 µ

′′(b′).

Per tant, Bµ′′(b′) és K-linealment dependent mòdul P ′
µ′′(b′)

, cosa que ens porta a

contradicció. Pel mateix argument veiem que per a tot b ∈ B els epimor�smes
Lϕ(b) : pnbP(E) → ϕ(b)P(E) són isomor�smes, per tant, Q és un submòdul projec-
tiu de P . Com que Nn és de dimensió �nita sobre K i Q+ϕ(Nn) = P veiem que P/Q
té K-dimensió �nita. �

Observació 4.2.19. Observem que si en el Teorema 4.2.18 P és �nitament pre-
sentat aleshores Q és �nitament generat. En efecte, tenim la següent successió exacta

(4.2.5) 0 −→ Q −→ P −→ P/Q −→ 0.

Com que P/Q és un P(E)-mòdul de K-dimensió �nita és clar que és un Kd-mòdul
�nitament presentat i per la Proposició 4.1.4 tenim que P/Q és �nitament presentat
com a P(E)-mòdul. Observem ara que la categoria del P(E)-mòduls dreta �nitament
presentats, fp(P(E)) és abeliana. De fet això es compleix per a tot anell S semihe-
reditari (dreta). En efecte, fp(S) és una subcategoria plena de Mod-S i per ser S
semihereditari tenim que el nucli, el conucli i la imatge d'un mor�sme entre mòduls
�nitament presentats és també �nitament presentat. En particular, de la successió
exacta (4.2.5) en deduïm que el mòdul projectiu Q és �nitament generat.
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4.3. L'àlgebra regular d'un buirac com a àlgebra de quocients de P(E)

En aquesta secció veurem, d'una banda, que l'àlgebra regular Q(E) d'un buirac
és la localització perfecta dreta maximal de l'àlgebra de camins P(E). De l'altra,
donarem una nova construcció de Q(E) com a localització universal de P(E) que estén
una construcció de Scho�eld al nostre cas (vegeu [9, Section 6]). Aquesta construcció
ens permetrà, més endavant, completar el càlcul de K1(Q(E)) (vegeu Teorema 4.5.9).

Sigui E un buirac (�nit). Denotem per X ⊆ E0 el conjunt de tots els vèrtexs que
no són fonts. Recordem que usem la notació rE∗ , sE∗ per a l'extensió de les aplicacions
d'incidència rE , sE sobre el conjunt de tots els camins, és a dir, rE∗ , sE∗ : E∗ → E0.

Proposició 4.3.1. L(E) és llis com a P(E)-mòdul esquerra.

Demostració. Posem R = P(E) i L = L(E). Per a veure que RL és llis cal
veure que TorR1 (M,L) = 0 per a tot R-mòdul dreta M . Per la Proposició 2.2.5 tenim
que tot element de S = (P(E))

〈
E; τ, δ

〉
s'escriu com una suma �nita

∑
α∈E∗ αrα, on

rα ∈ ps(α)P(E). D'altra banda, tot element de P(E) s'expressa com una suma �nita∑
β∈E∗ βλβ amb λβ ∈ K. Per tant, tenim

(4.3.1) S =
⊕
α∈E∗

αP(E) =
⊕

α,β∈E∗
s(α)=s(β)

Kαβ =
⊕
β∈E∗

 ⊕
α∈E∗

s(α)=s(β)

Kα

β =
⊕
β∈E∗

Rβ,

és una suma directa de R-mòduls esquerra cíclics projectius, per tant, RS és projectiu.
De la Proposició 2.2.15 tenim la següent successió exacta curta de R-mòduls esquerra:

(4.3.2) 0 −→ I −→ S −→ L −→ 0

on I =
∑

i∈X SqiS. A més, de la demostració de (iii) en el Lema 2.2.10 en deduïm
que

I =
⊕
i∈X

⊕
{γ∈E∗|s(γ)=i}

γqiP(E)

i fent com en (4.3.1) obtenim que

I =
⊕
i∈X

⊕
{γ∈E∗|s(γ)=i}

Rqiγ,

és un R-mòdul esquerra projectiu. Per tant, la successió (4.3.2) ens dóna una resolució
projectiva de L com a R-mòdul esquerra. Ara, per a veure que TorR1 (M,L) = 0 per a
un R-mòdul dreta M donat en tenim prou de veure que l'homomor�sme induït

ϕ :
⊕
i∈X

⊕
{γ∈E∗|s(γ)=i}

M ⊗R Rqiγ ∼= M ⊗R I −→M ⊗R S ∼=
⊕
γ∈E∗

M ⊗R Rγ

és injectiu. Observem que

ϕ

∑
i∈X

∑
{γ∈E∗|s(γ)=i}

mγ ⊗ qiγ

 =
∑
i∈X

∑
{γ∈E∗|s(γ)=i}

mγ ⊗ γ −
∑

e∈r−1(i)

mγe⊗ eγ


Donat x =

∑
i∈X

∑
{γ∈E∗|s(γ)=i}mγ ⊗ qiγ ∈

⊕
i∈X

⊕
{γ∈E∗|s(γ)=i}M ⊗RRqiγ diferent

de zero, prenem γ0 un camí de longitud mínima tal que mγ0pi 6= 0, on i = s(γ0).
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De l'isomor�sme M ⊗R Rγ0
∼= Mpi en deduïm que mγ0 ⊗ γ0 6= 0. Ara, tenim que

aquest terme, que apareix en ϕ(x) no es pot cancel·lar amb ningú, ja que per als
termes no nuls de la forma mγe⊗ eγ que apareixen en el sumatori, la longitud de eγ
és estrictament més gran que la longitud de γ0 i la suma

⊕
γ∈E∗M ⊗R Rγ és directa.

D'aquí en deduïm que ϕ és injectiu i, per tant, TorR1 (M,L) = 0, com volíem. �

Definició 4.3.2. Si f : R → S un epimor�sme d'anells (en el sentit categorial
del terme) tal que RS és llis com a R-mòdul esquerra diem que S és una localització
perfecta dreta de R.

En vista del resultat anterior tenim:

Proposició 4.3.3. L'àlgebra L(E) és una localització perfecta dreta de P(E).

Demostració. En efecte, per la Observació 2.2.18 sabem que la inclusió P(E) ↪→
L(E) és un mor�sme Σ′1-inversor universal. En particular és un epimor�sme d'anells
per la Observació 1.4.7. Ara, per la Proposició 4.3.1 tenim que P(E)L(E) és llis com a
mòdul per l'esquerra. �

Lema 4.3.4. Q(E) és llis com a P(E)-mòdul esquerra.

Demostració. Vegem primer que S = Prat(E)
〈
E; τ, δ

〉
és projectiu com a mòdul

esquerra sobre R = P(E). Considerem {bβ}β∈B una K-base de Prat(E) tal que per a
tot β ∈ B existeix iβ ∈ {1, . . . , d} complint que piβbβ = bβ . Per tant, tot element de
S es pot escriure de manera única com una suma

∑
α∈s−1

E∗ (iβ),β∈B λα,βαbβ . Tenim que

S =
⊕
α∈E∗

αPrat(E) =
⊕
α,β

Kαbβ =
⊕
β∈B

 ⊕
α∈s−1

E∗ (iβ)

Kα

 bβ =
⊕
β∈B

Rbβ.

Com que Rbβ ∼= Rpiβ deduïm que RS és projectiu. Com que S és regular pel Teore-
ma 2.2.24, ST és llis [32, Corollary 1.13] on T = Q(E) per de�nició. En conseqüència,

RQ(E) també és llis. �

Com a conseqüència d'aquest Lema, l'àlgebra regular Q(E) és (com L(E)) una
localització perfecta dreta de P(E). De fet és la seva localització perfecta maximal.

Definició 4.3.5. Sigui R un anell. La localització perfecta dreta maximal de R és
un anell Qrtot(R) i un mor�sme ϕ : R→ Qrtot(R) tals que:
(i) ϕ és monomor�sme, epimor�sme i Qrtot(R) és llis com a R-mòdul esquerra.
(ii) Per a tot mor�sme d'anells f : R→ S tal que f sigui monomor�sme, epimor�sme

i RS sigui llis existeix un únic mor�sme f : S → Qrtot(R) tal que ff = ϕ. (f és,
necessàriament, un monomor�sme).

Teorema 4.3.6. Q(E) és la localització perfecta maximal dreta de P(E).

Demostració. En efecte, sabem que la inclusió P(E) ↪→ L(E) és un mor�sme
Σ′1-inversor universal per la Observació 2.2.18 i la inclusió L(E) ↪→ Q(E) és un mor�s-
me Σ-inversor universal pel Teorema 2.4.2 (podem pensar que aquests mor�smes són
inclusions per la Observació 2.2.16). En particular són epimor�smes d'anells (Obser-
vació 1.4.7) i, per tant, la inclusió P(E) ↪→ Q(E) també ho és. Ara, pel Lema 4.3.4,
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P(E)Q(E) és llis com a mòdul per l'esquerra i, per tant, Q(E) és una localització

perfecta dreta de P(E). A més, pel Teorema 2.4.2, Q(E) és un anell regular de von
Neumann i de [68, Proposition 1.4] tenim que Q(E) no té extensions epimòr�ques
pròpies. Per tant és la localització perfecta dreta maximal de P(E). �

Observació 4.3.7. De fet, L(E)Q(E) també és llis (i, pertant, Q(E) és la loca-
lització perfecta maximal dreta de L(E)), ja que la inclusió L(E) ↪→ Q(E) és un
epimor�sme d'anells i P(E)Q(E) és llis com a mòdul per l'esquerra.

A continuació veurem que Q(E) és, també, una localització universal de P(E)
respecte d'una família de mor�smes entre mòduls projectius �nitament generats ben
diferent de la considerada en el Capítol 2. Aquesta construcció és una generalització
d'una de Scho�eld (cf. [9, pàg. 87�89]) i és un dels ingredients clau per al càlcul de
K1(Q(E)) que completarem més endavant, en el Teorema 4.5.9. Posem R = P(E) i
considerem proj-R la subcategoria plena deMod-R donada pels R-mòduls projectius
�nitament generats. Denotem per Φ = Mor(proj-R) la col·lecció de tots els homo-
mor�smes entre elements de proj-R. Sigui Υ la col·lecció de tots els monomor�smes
f ∈ Φ tals que dimK(coker f) <∞ i coker f no té submòduls projectius no nuls.

Proposició 4.3.8. Amb les notacions anteriors tenim el següent:

(i) Υ és tancat per composicions: Si f, g ∈ Υ i fg està de�nida aleshores fg ∈ Υ.
(ii) Υ satisfà la condició d'Ore dreta relativa a Φ: Si f ∈ Υ i g ∈ Φ amb el mateix

codomini, existeixen f ′ ∈ Υ i g′ ∈ Φ tal que gf ′ = fg′ (amb condicions adequades
sobre dominis i codominis).

(iii) Tot f ∈ Υ és no-divisor de zero en Φ: Si g ∈ Φ i la composició fg està de�nida
(respectivament, gf està de�nida), aleshores fg = 0 (respectivament gf = 0)
implica g = 0.

Demostració. (i) Donats f : P ′ → P ′′ i g : P → P ′ de Υ és clar que fg és
monomor�sme. Tenim la següent successió exacta curta

0 −→ fP ′

fgP
−→ P ′′

fgP

π−→ P ′′

fP ′
−→ 0

i, com que fP ′/fgP ∼= P ′/gP = coker g, en deduïm que dimK(coker fg) < ∞. A
més, si Q ⊆ P ′′

fgP és un submòdul projectiu aleshores Q∩ (fP ′/fgP ) = 0, ja que és un
R-mòdul projectiu i g ∈ Υ. Per tant, π(Q) ∼= Q és un R-mòdul projectiu i, com que
f ∈ Υ, veiem que Q = 0. Hem vist que fg ∈ Υ.

(ii) Siguin f : X → Y de Υ i g : Z → Y de Φ. Considerem el pull-back

P
f ′−−−−→ Z

g′
y yg
X

f−−−−→ Y.

Tenim que gf ′ = fg′. En tenim prou veient que P és un R-mòdul projectiu i que f ′ ∈
Υ. Com que f és monomor�sme, f ′ també ho és (per exemple per [62, Exercise 2.47]).
Com que R és hereditari (dreta), P és projectiu. Per la de�nició de pull-back tenim
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que f ′(P ) = g−1(f(X)). Per tant, coker f ′ = Z/f ′(P ) s'aplica injectivament en
coker f = Y/f(X) i com que f ∈ Υ en deduïm que f ′ també.

(iii) Siguin f : P → Q en Υ i g ∈ Φ. Com que f és monomor�sme és clar que si
fg = 0 aleshores g = 0. Suposem que gf = 0. Pels Teoremes d'isomor�a tenim que
(Q/ im f)/(ker g/ im f) ∼= Q/ ker g ∼= im g i aquest és un R-mòdul projectiu (ja que el
codomini de g ho és). Per tant, la successió següent és escindida

0 −→ ker g
im f

−→ coker f −→ Q

ker g
−→ 0.

Com que f ∈ Υ en deduïm que ker g = Q i g = 0. �

Per la proposició anterior tenim que Υ és un sistema multiplicatiu dreta en proj-R,
ja que la condició (iii) en la Proposició implica la condició (iii) en la De�nició 1.8.1.
Per tant, té sentit considerar la categoria localitzada L = (proj-R)Υ i, a més, aquesta
és una categoria additiva (vegeu Teorema 1.8.3). Podem, doncs, considerar l'anell
Q = EndL(R), on EndL(R) denota el conjunt d'endomor�smes de l'objecte R en la
categoria L. Com s'ha comentat en la Secció 1.8 el Q així de�nit coincideix amb la
localització universal RΥ.

Lema 4.3.9. Amb les notacions anteriors tenim que la localització universal Q =
RΥ és llis com a R-mòdul esquerra.

Demostració. Denotem per ι : R→ Q el mor�sme Υ-inversor universal. Vegem
que ι és injectiu. Per [48, Corollary] tenim que ι(r) = 0 si i només si existeixen
γ1, γ2, µ, ν ∈ Υ i f, g ∈ Φ amb condicions adequades sobre els dominis i codominis
complint

(4.3.3)

 γ1 0 0
0 γ2 g

f 0 r

 =
(
µ

u

)
·
(
ν v

)
.

Per (ii) de la Proposició 4.3.8 existeixen ν ′ ∈ Υ i v′ ∈ Φ tals que vν ′ = νv′.

Escrivim v′ =
(
v′1 v′2

)t
, la descomposició en blocs corresponent a la del codomini de

ν en l'equació (4.3.3). Ara, tenim que(
0
gν ′

)
=
(

0
g

)
ν ′ = µvν ′ = µνv′ =

(
γ1 0
0 γ2

)(
v′1
v′2

)
i, com que γ1v

′
1 = 0, de l'apartat (iii) de la Proposició 4.3.8 en deduïm que v′1 = 0.

Tenim, doncs,

rν ′ = uvν ′ = uνv′ =
(
f 0

)( 0
v′2

)
= 0.

Novament per la Proposició 4.3.8 tenim que r = 0 i, per tant, ι és injectiu.
Ara, per [68, Theorem XI.2.1] n'hi ha prou de veure que per a tot q ∈ Q existeixen

r1, . . . , rn ∈ R i q1, . . . , qn ∈ Q tals que, per a tot i, qι(ri) ∈ ι(R) i
∑

i ι(ri)qi = 1.
Pel criteri de Malcolmson (Teorema 1.4.3) tenim que tot element de Q és de la forma
ι(f)ι(λ)−1ι(g) amb f, g ∈ Φ i λ ∈ Υ. De l'apartat (ii) de la Proposició 4.3.8 n'obtenim
que existeixen γ ∈ Υ i h ∈ Φ complint gγ = λh, de manera que

ι(f)ι(λ)−1ι(g) = ι(f)ι(λ)−1ι(g)ι(γ)ι(γ)−1 = ι(f)ι(λ)−1ι(λ)ι(h)ι(γ)−1 = ι(fh)ι(γ)−1.
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Prenem P la subcategoria (plena) petita de proj-R donada pels subsumands directes
de mòduls de la forma Rn. Per la de�nició de P tenim, doncs, que per a tot q ∈ Q
existeix una matriu idempotent e ∈ Mn(R) i homomor�smes f : eRn → R ∈ Φ i
λ : eRn → R ∈ Υ de manera que q = ι(f)ι(λ)−1. Ara, existeixen r1, . . . , rn ∈ R i
q1, . . . , qn ∈ Q de manera que els mor�smes λ i ι(λ)−1 vénen donats, respectivament,
pel producte per l'esquerra per la �la (r1, . . . , rn) i la columna (q1, . . . , qn)t. Per tant,
per a tot i, tenim que qι(ri) ∈ ι(R) i

∑
i ι(ri)qi = 1 com volíem. �

Proposició 4.3.10. Amb les notacions anteriors, la localització universal Q = RΥ

és regular de von Neumann. A més, tot Q-mòdul dreta projectiu �nitament generat és
induït per un R-mòdul dreta projectiu �nitament generat.

Demostració. Sigui M ∈ fp(R). Pel Corol·lari 1.4.6 tenim que tot Q-mòdul
�nitament presentat és isomorf aM⊗RQ per a algunM ∈ fp(R). Pel Teorema 4.2.18
(junt amb la Observació 4.2.19) existeix un submòdul projectiu P ′ ⊆ M �nitament
generat i de codimensió �nita. Tenim que M/P ′ és un R-mòdul �nitament presentat.
Observem que si M/P ′ té algun submòdul projectiu no nul P/P ′ aleshores P ⊆ M

és un submòdul projectiu de codimensió �nita. Com que M/P ′ té K-dimensió �nita
podem prendre P maximal entre els submòduls projectius de M contenint P ′, de
manera que M/P és un R-mòdul �nitament presentat de K-dimensió �nita i sense
submòduls projectius no nuls.

Tenim una resolució per R-mòduls projectius �nitament generats

0 −→ P1
g−→ P0 −→

M

P
−→ 0,

de manera que g ∈ Υ. Per tant, (M/P ) ⊗R Q = 0. Pel Lema 4.3.9 obtenim que la
següent successió és exacta

0 −→ P ⊗R Q −→M ⊗R Q −→
(
M

P

)
⊗R Q −→ 0.

Com que (M/P )⊗R Q = 0 en deduïm que M ⊗R Q és un Q-mòdul projectiu isomorf
a un mòdul induït per un R-mòdul projectiu i, per tant, tot Q-mòdul �nitament
presentat és d'aquesta forma.

Ara, sigui x ∈ Q. Considerem l'homomor�sme de Q-mòduls dreta f : Q → Q

donat per f(r) = xr. Com que coker f = Q/xQ és �nitament presentat, de l'anterior
en deduïm que és projectiu. Per tant, im f = xQ és un summand directe de Q, cosa
que demostra que Q és regular. �

Proposició 4.3.11. Amb les notacions anteriors, tot mor�sme de Υ és invertible
sobre Q(E). Per tant, existeix un únic homomor�sme de K-àlgebres ψ : Q → Q(E)
que és la identitat sobre R.

Demostració. Considerem una successió exacta curta

0 −→ P
g−→ P ′ −→M −→ 0

amb g ∈ Υ. Pel Lema 4.3.4 tenim que RQ(E) és llis i, per tant, la següent successió
és exacta

(4.3.4) 0 −→ P ⊗R Q(E)
g−→ P ′ ⊗R Q(E) −→M ⊗R Q(E) −→ 0.
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Per a demostrar el resultat en tenim prou veient que M ⊗R Q(E) = 0. Observem
primer que si i ∈ E0 és una font a E aleshores pi ∈ annR(M). En efecte, prenem
m ∈ M . Si mpi 6= 0 aleshores mpiR ⊆ M , però mpiR = mpiK ∼= piR és projectiu.
Com que M = coker g i g ∈ Υ, per de�nició de Υ tenim que M no té submòduls
projectius no nuls, cosa que ens porta a contradicció.

Considerem el conjunt de vèrtex F = {i ∈ E0 | |r−1
E∗(i)| <∞}. Vegem ara que, per

a tot m ∈M , si i ∈ F aleshores Rpi ⊆ r.annR(m⊗ 1). Ho veurem per inducció sobre
` = max{|α| | α ∈ r−1

E∗(i)}. Si ` = 0 tenim que i és una font i es dedueix de l'anterior.
Suposem-ho cert per a ` i vegem-ho per a ` + 1. Considerem el conjunt d'arestes
s−1(i) = {ei1, . . . , eini}. Per als vèrtexs r(eij) podem aplicar la hipòtesi d'inducció i
n'obtenim que, per a tot m ∈M , Rr(eij) ⊆ r.annR(m⊗ 1). Tenim que (m⊗ 1)eij = 0 i
per les relacions de l'àlgebra de Leavitt veiem que 0 =

∑ni
j=1(m⊗ 1)eije

i
j = (m⊗ 1)pi.

Per tant pi ∈ r.annR(m ⊗ 1) i com que això és cert per a tot m ∈ M tenim que
Rpi ⊆ r.annR(m⊗ 1), com volíem.

Suposem ara que M ⊗ Q(E) 6= 0. Podem, doncs, prendre un element no nul
m⊗1 ∈M⊗Q(E). Com queM téK-dimensió �nita (m⊗1)R també. Del fet queQ(E)
és regular n'obtenim que la successió (4.3.4) és escindida (per [32, Theorem 1.11]) i,
per tant, M ⊗R Q(E) és projectiu. En particular, existeix un monomor�sme M ⊗R
Q(E) → Q(E)n i projectant sobre la component adequada obtenim un mor�sme
f : M ⊗R Q(E) → Q(E) tal que f(m ⊗ 1) 6= 0. De l'anterior tenim que, per a tot
i ∈ F , Rpi ⊆ r.annR(f(m ⊗ 1)). En tenim prou, doncs, veient que si t ∈ Q(E) és no
nul complint aquesta condició aleshores tR té K-dimensió in�nita.

Vegem-ho. Posem S = Prat(E)
〈
E; τ, δ

〉
. Pel Teorema 2.2.24 tenim que Q(E) =

S/I. Sigui, doncs, s ∈ S \ I tal que, per a tot i ∈ F , sRpi ⊆ I i posem t = s̃, la classe
de s en Q(E). Sabem que

(4.3.5) s =
∑
α∈E∗

αrα amb rα ∈ Prat(E).

Ara, existeix un α ∈ E∗ tal que αs ∈ Prat(E)\{0}. En efecte, si per a tot e ∈ E1 tenim
que es = 0 aleshores s =

(
1−

∑
e∈E1 ee

)
s ∈ I i obtenim el resultat per inducció sobre

el grau de l'expressió (4.3.5). Com que Prat(E)∩I = {0} tenim que αs ∈ S \I. Sabem
que existeix γ ∈ E∗ tal que αsγ 6= 0 té ordre zero. Podem suposar, multiplicant si cal s
per un element de K×, que αsγ = pi− r amb r ∈ Prat(E)pi d'ordre positiu. Observem
que i = s(γ) 6∈ F i posem p = 1+r+r2+· · · de manera que pαsγ = pi. Ara, el conjunt
s−1

E
∗(i) = {α0, α1, . . . } és in�nit. Tenim que els elements de s−1

E
∗(i) són K-linealment

independents mòdul I, ja que R∩ I = {0}. És a dir, els elements pαsγα0, pαsγα1, . . .

són linealment independents mòdul I i, per tant, els sγα0, sγα1, . . . també ho són.
Deduïm que tR té K-dimensió in�nita.

En conseqüència, tots els mor�smes en Υ indueixen isomor�smes en Q(E) i per la
propietat universal de la localització obtenim un homomor�sme deK-àlgebres ψ : Q→
Q(E) que és la identitat sobre R. �

Teorema 4.3.12. Amb les notacions anteriors, existeix un únic isomor�sme de
K-àlgebres, ψ : Q = RΥ → Q(E), que és la identitat sobre R.
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Demostració. Per la Proposició 4.3.11 existeix un únic homomor�sme de K-
àlgebres ψ : Q→ Q(E) que és la identitat sobre R. De la Proposició 4.3.10 n'obtenim
que l'homomor�sme de monoides V(R)→ V(Q) induït per la localització universal és
exhaustiu i de la Proposició 1.2.8 tenim que V(R) és el monoide abelià lliure generat
per [p1R], . . . , [pdR]. Per tant, V(Q) està generat per [p1Q], . . . , [pdQ] i, junt amb la
Proposició 3.5.1, en deduïm que tot ideal no nul de Q conté algun dels idempotents
p1, . . . , pd. Com que el mor�sme ψ és la identitat sobre R veiem que és injectiu.

Considerem i ∈ E0 \ F (E) un vèrtex que no sigui una font i enumerem les arestes
que arriben a aquest r−1(i) = {ei1, . . . , eini}. Tenim que ψ envia la �la (ei1, . . . , e

i
ni)

sobre Q a ella mateixa sobre Q(E) i aquesta de�neix un isomor�sme

ni⊕
j=1

ps(eij)
Q(E)→ piQ(E)

amb inversa donada per la columna (ei1, . . . , e
i
ni)

t. La �la (ei1, . . . , e
i
ni) és invertible

sobre Q, per tant, té una inversa donada per una columna

(xi1, . . . , x
i
ni)

t : piQ→
ni⊕
j=1

ps(eij)
Q

complint xijpi = xij = ps(eij)
xij per a tot i, j. Ara, per a cada e ∈ E1 existeixen i, j

únics (amb i ∈ E0 \ F (E) i 1 6 j 6 ni) tals que e = eij . Posem X = {xij | i ∈
E0 \ F (E), j = 1, . . . , ni} i considerem l'aplicació f : E1 → X de�nida per eij 7→ xij .
Considerem M = ⊕e∈E1Ke ⊆ P(E) el Kd-bimòdul de�nit en la Secció 1.2. Com que
ps(eij)

xij = xij = xijpr(eij)
tenim que f estén a un mor�sme de Kd-bimòduls f ′ : M → Q.

Per la Proposició 1.2.4 sabem que P(E) ∼= T
Kd(M), un anell tensorial, i per la propietat

universal de l'anell tensorial (Lema 1.2.1) tenim que existeix un únic mor�sme de Kd-
anells ϕ : P(E) → Q estenent f ′. Observem que ψ ◦ ϕ = 1P(E). Sigui Σ el conjunt
de matrius amb entrades en P(E) de la forma A0 +B on A0 és una matriu invertible
sobre Kd i B té ordre positiu (observem que és el mateix Σ de�nit al �nal de la
Secció 2.1). Ara tenim que ϕ és un mor�sme Σ-inversor. En efecte, si A ∈ Σ aleshores
A = ψ(ϕ(A)) és invertible a Prat(E) ⊆ Q(E) (pel Corol·lari 2.1.27). Per tant, ϕ(A)
és no divisor de zero ja que ψ és un mor�sme injectiu. Com que Q és regular de
von Neumann (per la Proposició 4.3.10) tenim que ϕ(A) és invertible a Q. Hem vist,
doncs, que ϕ és un mor�sme (Σ∪Σ1)-inversor (Σ1 de�nit com en la Secció 2.2). Com
que Q(E) és precisament la localització universal de P(E) en Σ ∪Σ1 (Teorema 2.4.2)
existeix un mor�sme d'anells ϕ : Q(E) → Q estenent ϕ i �xant e per a tot e ∈ E1.
Ara, de les propietats universals se'n dedueix que ψ ◦ϕ = 1Q(E) i que ϕ ◦ψ = 1Q. �

4.4. Mòduls �nitament presentats sobre l'àlgebra de Leavitt d'un buirac

En aquesta secció donarem una primera aproximació a com són els mòduls �-
nitament presentats sobre l'àlgebra de Leavitt L(E). Essencialment el que fem és
generalitzar els resultats de [4, Section 3].
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Recordem que per a un anell semihereditari S, la categoria dels S-mòduls dreta
�nitament presentats fp(S) és abeliana. Denotarem per T la subcategoria plena de
Mod-P(E) formada pels P(E)-mòduls dreta de K-dimensió �nita.

Proposició 4.4.1. La categoria T dels P(E)-mòduls dreta de K-dimensió �nita
coincideix amb la categoria fp(P(E))fl dels mòduls de longitud �nita en fp(P(E)).

Demostració. Posem R = P(E). Observem primer que els R-mòduls de K-
dimensió �nita són �nitament presentats per la Proposició 4.1.4. És clar que els
objectes de T són objectes de longitud �nita en fp(R). Per a veure la inclusió contrària
en tenim prou de veure que els objectes simples en fp(R)fl tenen K-dimensió �nita.
Sigui M ∈ fp(R)fl simple. Pel Teorema 4.2.18 M té un submòdul projectiu Q de
K-codimensió �nita. Com que M és simple en fp(R)fl tenim que Q = 0 o Q = M . Si
Q = 0 en deduïm que M té K-dimensió �nita. Altrament, M és un R-mòdul dreta
simple i projectiu. Per tant M ∼= piR per a i una pica en E, de manera que M té
K-dimensió �nita (de fet té dimensió 1). �

Proposició 4.4.2. Posem R = P(E) i sigui T (= fp(P(E))fl) la categoria dels
R-mòduls dreta de K-dimensió �nita. Aleshores es compleix:

(i) K0(T ) és un grup abelià lliure sobre el conjunt de classes d'isomor�a de R-mòduls
simples de K-dimensió �nita.

(ii) El mor�sme canònic ι : K0(R) → K0(fp(R)) és un isomor�sme, de manera que
K0(fp(R)) és abelià lliure de rang d generat per [p1R], . . . , [pdR].

(iii) El mor�sme K0(T )→ K0(fp(R)) té per imatge el subgrup de K0(fp(R)) generat
per les columnes de la matriu (1 −AE).

Demostració. (i) Com que, per la Proposició 4.4.1, la categoria T coincideix
amb la categoria fp(R)fl el resultat ve donat pel Teorema de Devissage [60, Theo-
rem 3.1.8(1)].

(ii) És conseqüència del Teorema de Resolució [60, Theorem 3.1.13].
(iii) Denotarem la classe, en K0(R), d'un R-mòdul projectiu P per [P ] i la classe,

en K0(fp(R)), d'un R-mòdul �nitament presentat M per 〈M〉. Sigui M un R-mòdul
�nitament presentat de K-dimensió �nita i considerem una resolució per R-mòduls
projectius �nitament generats

0 −→ P −→ Q −→M −→ 0.

Tenim que 〈M〉 = 〈Q〉−〈P 〉 en K0(fp(R)). Identi�carem K0(Kd) amb K0(R) a través
de l'isomor�sme induït per la inclusióKd ↪→ R. Com queM téK-dimensió �nita és un
Kd-mòdul (projectiu) �nitament generat i té sentit χKd(M) ∈ K0(Kd). A més, per la
identi�cació anterior, podem pensar χKd(M) ∈ K0(R). Amb aquesta identi�cació, la
Proposició 4.1.4 ens dóna la igualtat χR(M) = (1−AE)χKd(M) en K0(R). Com que
χR(M) = [Q]− [P ] tenim que 〈M〉 = 〈Q〉 − 〈P 〉 = ι(χR(M)) = (1 − AE)ι(χKd(M)).
Amb això veiem que la imatge de K0(T ) en K0(fp(R)) està continguda en el subgrup
generat per les columnes de (1 −AE).

Per a veure la inclusió contrària, posem r−1(i) = {ei1, . . . , eini} per a cada i ∈
{1, . . . , d} i considerem els mor�smes de R-mòduls dreta νi : ⊕nij=1 ps(eij)

R → piR
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de�nits per νi(r1, . . . , rni) = ei1r1 + . . .+ einirni amb el benentès que, en cas que i sigui
una font, νi és el mor�sme zero 0→ piR. Tenim el següent isomor�sme de R-mòduls
coker(νi) ∼= piK, de manera que 〈coker(νi)〉 en K0(fp(R)) coincideix amb la i-èsima
columna de (1 −AE). �

Denotem per M∞ la subcategoria plena de Mod-P(E) dels mòduls M tals que
M ⊗P(E) L(E) = 0. Considerem la subcategoria plena de M∞ formada pels seus

mòduls �nitament presentats, és a dir,ME =M∞ ∩ fp(P(E)). En cas que sigui clar
el buirac en el que estiguem treballant la denotarem simplement perM. Com abans
posem X = E0\F (E). Recordem que donat i ∈ X hem de�nit en la Observació 2.2.18
uns mor�smes νi i un conjunt Σ′1 = {νi | i ∈ X} de manera que L(E) ∼= P(E)Σ′1

.
Tenim que coker νi ∈M (i ∈ X).

Observació 4.4.3. Com que P(E)L(E) és llis (Proposició 4.3.1) i P(E) és heredi-
tari dreta (Proposició 1.2.8), per la Observació 1.4.10, tenim queME coincideix amb
la categoria TΣ′1

(P(E)) de la De�nició 1.4.8.

Lema 4.4.4. Tenim una inclusió de categoriesM⊆ fp(P(E))fl. De fetM és una
subcategoria de Serre de fp(P(E))fl i tenim una inclusió K0(M) → K0(fp(P(E))fl)
de forma que K0(M) és el subgrup de K0(fp(E)fl) generat per les classes [N ] dels
P(E)-mòduls simples N tals que N ∈M.

Demostració. En efecte, sigui M ∈ M. Pel Teorema 4.2.18 (junt amb la Ob-
servació 4.2.19) M té un submòdul projectiu P , �nitament generat i de codimensió
�nita. Com que P(E)L(E) és llis (Proposició 4.3.1), tensoritzant la següent successió
exacta

0 −→ P −→M −→M/P −→ 0

veiem que P ⊗P(E) L(E) = 0. Per tant P = 0 i tenim que M té K-dimensió �nita.

Per la Proposició 4.4.1 tenim que la categoria fp(P(E))fl coincideix amb la categoria
T dels P(E)-mòduls dreta de K-dimensió �nita.

És clar queM és una subcategoria de Serre de fp(P(E))fl pel Lema 1.8.6, per tant,
pel Teorema de Devissage ([60, Theorem 3.1.8(1)]) obtenim la resta de l'enunciat. �

Del Teorema 1.4.11 tenim que la següent successió és exacta:
(4.4.1)

K1(P(E))
iΣ′1∗−−−−→ K1(L(E)) ∂−−−−→ K0(ME) δ−−−−→ K0(P(E))

iΣ′1∗−−−−→ K0(L(E)).

Ara anem a estudiar amb deteniment aquesta successió, relacionant-la amb els càlculs
efectuats al Capítol 3. Situem-nos primer en el cas de E un buirac sense piques i posem
ϕ : K1(L(E)0)→ K1(L(E)) el mor�sme de la Proposició 3.4.3. De la Proposició 3.4.2
se'n dedueix que imϕ té un complement enK1(L(E)), complement que denotarem per
K̃1(L(E)). Del Teorema 3.1.2 en deduïm que im iΣ′1∗ en K1(L(E)) està generat per

les classes dels elements de (K×)d, per la Proposició 3.4.3 tenim, doncs, que coincideix
amb imϕ i per l'exactitud de (4.4.1) veiem que K̃1(L(E)) ∼= ker δ.

Observem que, per a tot i ∈ X, coker νi ∈ ME . Si denotem per E1, . . . , En els
elements de la base canònica de Zn podem de�nir σ : Zd−d′ → K0(ME) via σ(Ei) =
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[coker νi+d′ ] i ρ : Zd → K0(P(E)) per ρ(Ei) = [piP(E)]. Posem ϕ0 =
(

0
1d−d′

)
−A′E ∈

Md×(d−d′)(Z) i considerem el següent diagrama de grups abelians amb �les exactes:

(4.4.2)

0 −−−−→ kerϕ0
ι0−−−−→ Zd−d′ ϕ0−−−−→ Zd

σ

y ∼=
yρ

0 −−−−→ K̃1(L(E)) ∂−−−−→ K0(ME) δ−−−−→ K0(P(E))

on el quadrat és commutatiu:

δ ◦ σ(Ei) = δ([coker νi+d′ ]) = [pi+d′P(E)]−
[
⊕ni+d′j=1 p

s
“
ei+d

′
j

”P(E)
]

ρ ◦ ϕ0(Ei) = ρ

Ei+d′ − d∑
j=1

aEj,i+d′Ej

 = [pi+d′P(E)]−
d∑
j=1

aEj,i+d′ [pjP(E)]

i, per les de�nicions dels aEij i dels e
i
j , ambdues equacions coincideixen.

Per la propietat universal del nucli sabem que existeix un únic homomor�sme
de grups abelians ψ : kerϕ0 → K1(L(E)) que tanca el diagrama (4.4.2). Anem a
construir-lo explícitament. Per comoditat pensarem que kerϕ0 ⊆ Zd de tal manera
que les d′ primeres components dels elements de kerϕ0 seran zero. Prenem b1 =
(b11, . . . , b

1
d), . . . , bk = (bk1, . . . , b

k
d) ∈ kerϕ0 una base del grup abelià lliure kerϕ0.

Sigui a = (a1, . . . , ad) ∈ kerϕ0 i de�nim C+
a = {i ∈ E0 | ai > 0} i C−a = {i ∈ E0 |

ai < 0}, tenim que

δ ◦ σ ◦ ι0(a) =
d∑

i=d′+1

aiδ[coker νi] =
∑
i∈C+

a

aiδ[coker νi] +
∑
i∈C−a

aiδ[coker νi]

=
∑
i∈C+

a

ai

([
piP(E)

]
−
[
⊕nij=1ps(eij)

P(E)
])

+
∑
i∈C−a

ai

([
piP(E)

]
−
[
⊕nij=1ps(eij)

P(E)
])
.

Considerem els següents P(E)-mòduls

Pa =
(
⊕i∈C−a

(
piP(E)

)−ai)⊕ (⊕i∈C+
a

(
⊕nij=1ps(eij)

P(E)
)ai)

Qa =
(
⊕i∈C−a

(
⊕nij=1ps(eij)

P(E)
)−ai)

⊕
(
⊕i∈C+

a

(
piP(E)

)ai) .
Com que ϕ0 ◦ ι0 = 0 tenim que δ ◦ σ ◦ ι0(a) = 0, d'on deduïm que [Qa] = [Pa] en
K0(P(E)) i, en ésser V(P(E)) cancel·latiu (cf. Proposició 1.2.8), tenim Pa ∼= Qa.
Posem

P 0
a =

(
⊕i∈C−a

(
piK

d
)−ai)

⊕
(
⊕i∈C+

a

(
⊕nij=1ps(eij)

Kd
)ai)

,

Q0
a =

(
⊕i∈C−a

(
⊕nij=1ps(eij)

Kd
)−ai)

⊕
(
⊕i∈C+

a

(
piK

d
)ai)

,
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Kd-mòduls projectius �nitament generats corresponents a Pa i Qa respectivament.
Identi�quem Pa = P 0

a ⊗Kd P(E) i Qa = Q0
a ⊗Kd P(E), �xem ϕ0

a : Q0
a → P 0

a un
isomor�sme i denotem per ϕa = ϕ0

a ⊗ 1P(E) l'isomor�sme induït.
Donats un mor�sme f i n ∈ Z \ {0}, la següent notació ens resultarà útil:

f (n) =


n︷ ︸︸ ︷

f ⊕ · · · ⊕ f si n > 0
−n︷ ︸︸ ︷

f−1 ⊕ · · · ⊕ f−1 si n < 0.

De�nim l'isomor�sme de L(E)-mòduls νa : Pa ⊗P(E) L(E)→ Qa ⊗P(E) L(E) per:

νa =
(
⊕i∈C−a

(
νi ⊗ 1L(E)

)(ai))⊕ (⊕i∈C+
a

(
νi ⊗ 1L(E)

)(ai)) .
Ara, ν̃a = νa ◦

(
ϕa ⊗ 1L(E)

)
de�neix un automor�sme de L(E)-mòduls de Qa⊗L(E).

Finalment, de�nim

(4.4.3) ψ(bi) = [Qbi ⊗ L(E), ν̃bi ].

Vegem ara que ψ tanca el diagrama (4.4.2). Prenem a ∈ kerϕ0, observem que
tenim la següent descomposició tipus Cramer (vegeu Teorema 1.4.4):((
⊕i∈C−a (νi ⊗ 1L(E))

(−ai)
)
⊕ 1

)
ν̃a =

(
1 ⊕

(
⊕i∈C+

a
(νi ⊗ 1L(E))

(ai)
))

(ϕa ⊗ 1L(E))

de manera que

∂ ◦ ψ(a) = ∂[Qa ⊗ L(E), ν̃a] =
∑
i∈C+

a

ai[coker νi] +
∑
i∈C−a

ai[coker νi]

que coincideix amb σ ◦ ι0(a). En la demostració de la Proposició següent veiem que,
de fet, ψ és un isomor�sme.

Proposició 4.4.5. Sigui E un buirac �nit sense piques amb E0 = {1, . . . , d},
d′ = |F (E)| i de manera que les fonts són els d′ primers vèrtexs. Aleshores K0(ME)
és el grup abelià lliure de rang d− d′ amb base [coker νd′+1], . . . , [coker νd].

Demostració. Posem ϕ0 =
(

0
1d−d′

)
− A′E ∈ Md×(d−d′)(Z). Tenim la següent

successió exacta:

0→ kerϕ0
ι0−→ Zd−d

′ ϕ0−→ Zd π0−→ cokerϕ0 → 0

Recordem el diagrama (4.4.2). El podem estendre per la dreta de manera que
obtenim el següent diagrama de grups abelians amb �les exactes:

(4.4.4)

0 −−−−→ kerϕ0
ι0◦p2−−−−→ Zd−d′ ϕ0−−−−→ Zd π0−−−−→ cokerϕ0

ψ

y σ

y ρ

y∼= τ

y∼=
0 −−−−→ K̃1(L(E)) ∂−−−−→ K0(ME) δ−−−−→ K0(P(E))

iΣ′1∗−−−−→ K0(L(E)).

En el diagrama anterior ψ és el mor�sme induït per la propietat universal del nucli,
que hem descrit explícitament en (4.4.3). Recordem que σ l'hem de�nit enviant els
elements de la base canònica de Zd−d′ a les classes [coker νd′+1], . . . , [coker νd]. Obser-
vem que podem identi�car cokerϕ0 amb el grup de Grothendieck del monoide ME de
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manera que la imatge per π0 dels vectors de la base canònica siguin els generadors de
ME , és a dir, els vèrtexs vi ∈ E0. Amb aquesta identi�cació τ és l'isomor�sme de grups
induït per l'isomor�sme de monoides ME → V(L(E)) descrit en el Teorema 1.3.7.

Com a conseqüència del Lema 4.4.4 tenim que K0(ME) ⊆ K0(fp(P(E))fl) i per
la Proposició 4.4.2 aquest darrer és abelià lliure generat per les classes d'isomor�a
dels mòduls simples. Com que (per a i ∈ E0 \ F (E)) els mòduls coker νi són simples
(tenen K dimensió 1) i no isomorfs entre ells (la seva característica d'Euler és diferent)
veiem que σ és un monomor�sme escindit. Ara, usant el Lema de la Serp ([18, Snake
Lemma, Exercise 2.3.13]) en el diagrama (4.4.4) deduïm que ψ és un monomor�sme
i que cokerψ és isomorf a un submòdul del grup abelià lliure cokerσ. En particular
cokerψ és abelià lliure i, com que kerϕ0 i K̃1(L(E)) són grups abelians lliures del
mateix rang (com a conseqüència de la Proposició 3.4.2), obtenim que cokerψ = 0
i ψ és un isomor�sme. Ara, aplicant el Lema dels Cinc ([62, Five Lemma 3.32]) al
diagrama (4.4.4) tenim que σ és un isomor�sme, cosa que demostra el resultat. �

Teorema 4.4.6. Sigui E un buirac �nit amb E0 = {1, . . . , dE}, d′E = |F (E)|.
Aleshores K0(ME) és el grup abelià lliure de rang dE − d′E amb base

{[coker νEi ] | i ∈ E0 \ F (E)}.

Demostració. Com en la demostració del Teorema 3.4.6 considerem Ẽ el subgraf
complet sense piques del Lema 3.4.5 i F el subgraf de E donat per F 0 = Ẽ0 ∪ F (E)
i F 1 = Ẽ1 amb les aplicacions d'incidència donades per restricció. De la demostració
del Teorema 3.4.6 se'n desprèn que L(F ) i L(E) són Morita equivalents, que les fonts
de E i de F coincideixen i que K1(L(F )) ∼= K1(L(Ẽ))⊕

∏`
i=1K

× on ` = |{v ∈ F (E) |
s−1
E∗(v) ⊆ LE}| és el número de vèrtex aïllats de F (és a dir, vèrtexs que són fonts i
piques a la vegada). Pel Teorema 1.4.11 tenim que la següent successió és exacta:

K1(P(Ẽ)) −→ K1(L(Ẽ)) −→ K0(M
Ẽ

) −→ K0(P(Ẽ)) −→ K0(L(Ẽ)).

La inclusió i : Ẽ ↪→ F indueix (mono)mor�smes no unitals P(i) : P(Ẽ) → P(F ) i
L(i) : L(Ẽ) → L(F ) (cf. Observació 1.3.3). Per la Observació 1.1.8 tenim que els
mor�smes no unitals entre anells unitals indueixen mor�smes en el K0 i K1. Conside-
rem ara el següent diagrama commutatiu amb �les exactes (Teorema 1.4.11):

K1(P(Ẽ)) −−−−→ K1(L(Ẽ)) −−−−→ K0(M
Ẽ

) −−−−→ K0(P(Ẽ)) −−−−→ K0(L(Ẽ))

P(i)∗

y L(i)∗

y y yP(i)∗

yL(i)∗

K1(P(F )) −−−−→ K1(L(F )) −−−−→ K0(MF ) −−−−→ K0(P(F )) −−−−→ K0(L(F )).

Com que Ẽ i F només difereixen en vèrtexs aïllats tenim que els mor�smes

P(i)∗ : Kn(P(Ẽ))→ Kn(P(F )) i L(i)∗ : Kn(L(Ẽ))→ Kn(L(F ))

per a n = 0, 1 són monomor�smes escindits. Obtenim el següent diagrama commutatiu
amb �les exactes:

K1(P(Ẽ))⊕G1 −−−−−−→ K1(L(Ẽ))⊕G1 −−−−−−→ K0(MẼ
) −−−−−−→ K0(P(Ẽ))⊕G0 −−−−−−→ K0(L(Ẽ))⊕G0

∼=
??y ∼=

??y ??y ??y∼= ??y∼=
K1(P(F )) −−−−−−→ K1(L(F )) −−−−−−→ K0(MF ) −−−−−−→ K0(P(F )) −−−−−−→ K0(L(F )),
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on G0 =
∏`
i=1 Z i G1 =

∏`
i=1K

×. Pel Lema dels Cinc ([62, Five Lemma 3.32]) tenim
que K0(M

Ẽ
) ∼= K0(MF ). A més, de la Proposició 4.4.5, tenim que K0(M

Ẽ
) és abelià

lliure de rang dẼ − d
′
Ẽ
. Com que F 0 = Ẽ0 ∪F (E) (els vèrtexs que hem afegit són tots

fonts) tenim que dẼ − d
′
Ẽ

= dF − d′F . Per tant, hem vist el resultat per al buirac F .
Observem ara que la inclusió j : F ↪→ E indueix (mono)mor�smes no unitals

d'anells P(j) : P(F ) → P(E) i L(j) : L(F ) → L(E). Per la Demostració del Teo-
rema 3.4.6, tenim que L(j)(L(F )) = pL(E)p per a un cert idempotent ple p. En
particular, per a n = 0, 1 veiem que L(j)∗ : Kn(L(F ))→ Kn(L(E)) són isomor�smes
(per la invariància de Morita dels functors K0 i K1). Novament del Teorema 1.4.11
obtenim un diagrama commutatiu amb �les exactes
(4.4.5)

K1(P(F )) −−−−→ K1(L(F )) ∂−−−−→ K0(MF ) δ−−−−→ K0(P(F ))
f−−−−→ K0(L(F ))yP(j)∗

y∼= yρ yP(j)∗

y∼=
K1(P(E)) −−−−→ K1(L(E)) ∂′−−−−→ K0(ME) δ′−−−−→ K0(P(E))

g−−−−→ K0(L(E)).

A més, f i g són epimor�smes com a conseqüència del Teorema 1.3.7. Podem, doncs,
considerar el següent diagrama commutatiu amb �les exactes:

0 −−−−→ M −−−−→ K0(P(F ))
f−−−−→ K0(L(F )) −−−−→ 0

P(j)∗|M

y yP(j)∗

y∼=
0 −−−−→ M ′ −−−−→ K0(P(E))

g−−−−→ K0(L(E)) −−−−→ 0,

on M = ker f = im δ i M ′ = ker g = im δ′. Pel Lema de la Serp ([18, Snake Lemma,
Exercise 2.3.13]) obtenim que

coker
(
P(j)∗|M

) ∼= coker
(
P(j)∗

)
= ZdE−dF .

De (4.4.5), junt amb la Proposició 3.4.3 i la Demostració del Teorema 3.4.6 n'obtenim
un diagrama commutatiu amb �les exactes:

0 −−−−→ ker
(
A′F −

(
0

1dF−d
′
F

))
−−−−→ K0(MF ) δ−−−−→ M −−−−→ 0

∼=
y yρ yP(j)∗|M

ker
(
A′E −

(
0

1dE−d
′
E

))
−−−−→ K0(ME) δ′−−−−→ M ′ −−−−→ 0.

A més, ρ és un monomor�sme escindit, ja que envia els elements [coker νFi ] a els
elements [coker νEi ], que formen part d'una base de K0(ME). Ara, és clar que el
mor�sme de baix a l'esquerra és injectiu. Novament pel Lema de la Serp, obtenim que

coker(ρ) ∼= coker
(
P(j)∗|M

) ∼= ZdE−dF .

Per tant, el rang de K0(ME) és dF − d′F + dE − dF = dE − d′E (ja que d′F = d′E). A
més, com que els elements del conjunt {coker νEi | i ∈ E0 \ F (E)} són mòduls simples
no isomorfs, les seves classes formen una base de K0(ME). �

Usant un molt recent resultat de Neeman [50] podem veure l'anterior d'una altra
manera. Tenim la següent de�nició:
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Definició 4.4.7 ([50, De�nition 0.4]). Siguin R un anell i Σ un conjunt de mono-
mor�smes entre R-mòduls projectius �nitament generats. De�nim una certa categoria
exacta E com la subcategoria plena de tots els R-mòduls de manera que: Tots els ob-
jectes de E són mòduls �nitament presentats i de dimensió projectiva 6 1. La categoria
E és unívocament determinada per

(i) Per a tot si : Pi → Qi en Σ, tenim coker si ∈ E .
(ii) Donada una successió exacta curta de R-mòduls �nitament presentats de dimen-

sió projectiva 6 1:

0 −→M ′ −→M −→M ′′ −→ 0

si dos dels objectes M ′,M i M ′′ són de E el tercer també ho és.
(iii) E conté tots els sumands directes dels seus objectes.
(iv) E és minimal complint (i)�(iii).

Una caracterització alternativa d'aquesta categoria és la següent:

Proposició 4.4.8 ([50, Proposition 0.7]). Un R-mòdul M és de E si i només si

(i) M és �nitament presentat i de dimensió projectiva 6 1.
(ii) M ⊗R RΣ = 0 = TorR1 (M,RΣ).

Teorema 4.4.9. La categoriaME és la subcategoria plena de fp(P(E))fl formada
pels mòduls tals que la seva sèrie de composició només conté els mòduls de la forma
coker νi (on i ∈ X = E0 \ F (E)).

Demostració. Sigui E la categoria de la De�nició 4.4.7 per a R = P(E) i el
conjunt Σ = Σ′1. Per la Proposició 4.4.8 i la Observació 1.4.10 tenim que la categoria
E coincideix amb la categoria TΣ′1

(P(E)). Per tant, per la Observació 4.4.3, tenim
que la categoria E coincideix amb la categoriaME . Ara, per la de�nició de E tenim
el resultat. �

Donat i ∈ X, escrivim Mi = coker νi. Per tal d'obtenir una descripció dels L(E)-
mòduls �nitament presentats necessitarem els següents lemes (cf. [64, Lemma 6.1]):

Lema 4.4.10. Sigui N un P(E)-mòdul simple i de dimensió �nita. Tenim la se-
güent dicotomia:

(i) Si existeix i ∈ X tal que N ∼= Mi aleshores N ⊗P(E) L(E) = 0.
(ii) Si per a tot i ∈ X tenim N 6∼= Mi llavors N ⊗P(E) L(E) és simple.

Demostració. (i) Si N ∼= Mi tenim que N ⊗P(E) L(E) = 0, ja que Mi ∈ME .

(ii) Sigui N un P(E)-mòdul dreta simple i de dimensió �nita. Suposem que
N ⊗P(E) L(E) = 0 i N 6∼= Mi per a tot i ∈ X. Observem que per i 6= j tenim
que Mi 6∼= Mj ja que la seva característica d'Euler és diferent. Per tant, els elements
de B = {[Mi] | i ∈ X} són Z-linealment independents en K0(M) ⊆ K0(T ). Ara, en
el nostre supòsit tenim que [N ] és Z-linealment independent de B = {[Mi] | i ∈ X},
cosa que entra en contradicció amb el Teorema 4.4.6 que ens assegura que K0(M) és
abelià lliure de rang d− d′ (on d′ = |F (E)|). Vegem ara que N ⊗P(E) L(E) és simple.
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Sigui n =
∑

γ∈E∗ nγ ⊗γ un element no nul de N ⊗P(E)L(E), on nγ ∈ N . Considerem
la següent descomposició de la unitat

1 =
∑
i∈E0

pi =
∑
i∈X

∑
e∈r−1(i)

ee+
∑

i∈F (E)

pi.

Si per a algun i ∈ F (E) tenim que n′ = npi 6= 0 aleshores n′ ∈ Npi ⊗ pi ⊆ N ⊗ 1.
Altrament, de la descomposició de la unitat anterior veiem que existeix algun e ∈ E1

tal que ne 6= 0 i inductivament podem trobar γ ∈ E∗ tal que n′ = nγ 6= 0 i n′ ∈
Nps(γ) ⊗ ps(γ) ⊆ N ⊗ 1. En ambdós casos, de la simplicitat de N n'obtenim que
N ⊗ 1 = n′P(E) cosa que demostra la simplicitat de N ⊗P(E) L(E). �

Lema 4.4.11. Sigui i ∈ E0, les següents condicions són equivalents:

(i) piP(E) té K-dimensió �nita.
(ii) piL(E) és suma directa �nita de simples.
(iii) piL(E) té longitud �nita.
(iv) El subgraf r−1

E∗(i) és acíclic.

Demostració. (i)⇒(ii) Posem M = {γ ∈ s−1

E
∗(i) | r(γ) ∈ D(E)} ⊆ piP(E).

Observem que, com que piP(E) té K-dimensió �nita, M és �nit. Usant les relacions
pj =

∑
e∈r−1(j) ee iterativament i que tot camí de s−1

E
∗(i) es pot prolongar �ns a un

camí de M obtenim que pi =
∑

γ∈M γγ, per tant, piL(E) =
∑

γ∈M γγL(E). A més,
donats γ, γ′ ∈ M no pot passar que γ sigui un subcamí de γ′, ja que tots els camins
de M uneixen el vèrtex i amb una pica de E. Per tant, els elements del conjunt
{γγ | γ ∈ M} són idempotents ortogonals i hem vist que piL(E) = ⊕γ∈MγγL(E).
Com que γγL(E) ∼= γγL(E) = ps(γ)L(E) ∼= ps(γ)P(E) ⊗P(E) L(E) i ps(γ)P(E) és

simple (ja que s(γ) és una pica en E), pel Lema 4.4.10 tenim que piL(E) és suma de
simples, com volíem.

(ii)⇒(iii) És clar.
(iii)⇒(iv) Veurem que si r−1

E∗(i) té algun cicle, aleshores piL(E) no té longitud
�nita. Sigui α ∈ E∗ un cicle basat en un vèrtex k tal que existeixi algun camí de k a i.
Prenem γ ∈ r−1

E∗(i) amb s(γ) = k. Posem x = pi + γαγ. Ara, si n > m > 0 tenim que
xnL(E) ⊂ xmL(E) (amb el benentès que x0 = pi). En efecte, suposem que per a cert
y ∈ L(E) tenim que xny = xm. Com que piL(E)pi ⊆ piQ(E)pi operant en aquest
darrer tenim que y = xm−n, però m − n < 0 i y 6∈ piL(E)pi. Per tant, hem vist que
tenim una cadena in�nita de submòduls amb inclusions pròpies:

piL(E) ⊃ xL(E) ⊃ · · · ⊃ xnL(E) ⊃ · · ·

(iv)⇒(i) És clar. �

El pròxim resultat ens dóna una primera descripció de l'estructura dels L(E)-
mòduls de longitud �nita.

Proposició 4.4.12. Sigui E un buirac �nit i posem R = P(E), L = L(E). Tenim:

(i) Sigui N un R-mòdul dreta de K-dimensió �nita amb una sèrie de composició de
longitud k:

0 < N1 < N2 < · · · < Nk = N
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Assumim que exactament r dels factors de la sèrie anterior són isomorfs a algun
Mi, per i 6∈ F (E). Aleshores N ⊗R L és un L-mòdul de longitud �nita i la seva
longitud és exactament k − r.

(ii) Sigui M un L-mòdul dreta �nitament presentat. Aleshores existeix un L-mòdul
dreta projectiu �nitament generat P tal que P 6 M i M/P és un mòdul de
longitud �nita.

(iii) Tot L-mòdul dreta M �nitament presentat, de longitud �nita és isomorf a un
mòdul de la forma N ⊗R L, on N és un R-mòdul dreta de K-dimensió �nita.

Demostració. (i) És conseqüència directa del Lema 4.4.10 junt amb el fet que
L és un R-mòdul esquerra llis (Proposició 4.3.1).

(ii) Sigui M un L-mòdul dreta �nitament presentat. Pel Corol·lari 1.4.6, existeix
un R-mòdul dreta N �nitament presentat tal que N ⊗R L ∼= M . Ara, del Teore-
ma 4.2.18 (junt amb la Observació 4.2.19) tenim que existeix Q 6 N un R-mòdul
dreta projectiu �nitament generat tal que N/Q té K-dimensió �nita. Com que RL

és llis, tenim que M ∼= N ⊗R L conté un L-mòdul dreta projectiu �nitament generat
P ∼= Q⊗R L. Ara, per la Proposició 4.4.1 tenim que N/Q és un R-mòdul �nitament
presentat de longitud �nita i, per l'apartat (i), (N ⊗R L)/(Q⊗R L) ∼= (N/Q)⊗R L és
un L-mòdul de longitud �nita.

(iii) Procedint com en el cas anterior tenim que M ∼= N ⊗R L per a un cert R-
mòdul dreta N �nitament presentat i obtenim (pel Teorema 4.2.18) Q un R-mòdul
projectiu tal que N/Q té K-dimensió �nita. De la següent successió exacta

0 −→ Q⊗R L −→M −→ (N/Q)⊗R L −→ 0

en deduïm que l'L-mòdul projectiu Q ⊗R L és de longitud �nita. Com que Q ∼=
⊕ki=1pjiR i cada pjiR ⊗R L ∼= pjiL és de longitud �nita, pel Lema 4.4.11 tenim que
cada pijR és de K-dimensió �nita i, per tant, Q té K-dimensió �nita. De la successió
exacta

0 −→ Q −→ N −→ (N/Q) −→ 0

en deduïm que N té K-dimensió �nita. �

4.5. Les categories de mòduls �nitament presentats com a quocients

En aquesta secció veurem que les categoriesMod-L(E), fp(L(E)) i fp(L(E))fl són
equivalents, respectivament, a les categories quocientsMod-P(E)/M∞, fp(P(E))/M
i fp(P(E))fl/M. Els resultats que veurem a continuació essencialment generalitzen [4,
Section 5] al cas de l'àlgebra de camins d'un buirac. No obstant, per a les demostraci-
ons seguim les idees que es troben en [64], on es tracta el cas de l'àlgebra sobre el grup
lliure, que és força similar. D'altra banda, interpretant correctament les categories i
functors podem simpli�car notablement una part de la demostració dels resultats de
[64] referits anteriorment. Concretament, el fet que els functors B i U (de�nits a con-
tinuació) són, respectivament, el functor extensió i restricció d'escalars ens assegura
que són functors adjunts com a conseqüència d'un resultat general. Finalitzarem la
secció calculant explícitament el complement de K1(L(E)) en K1(Q(E)) que hem vist
a la Proposició 3.5.3 que era un sumand directe. Per a aquesta secció convindrà tenir
presents les de�nicions i resultats sobre categories quocients de la Secció 1.8.
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Posem B = − ⊗P(E) L(E) : Mod-P(E) → Mod-L(E) el functor extensió d'es-

calars i U : Mod-L(E) → Mod-P(E) el functor restricció d'escalars. Sabem que B
restringeix a un functor entre les categories de mòduls �nitament presentats i, per
(i) en la Proposició 4.4.12, el mateix és cert per als mòduls �nitament presentats de
longitud �nita. Denotarem també per B aquestes restriccions. Per la Proposició 4.3.1
tenim que el functor B és exacte i, del Lema 1.8.6, en deduïm que M∞ és una sub-
categoria de Serre de Mod-P(E) i queM és subcategoria de Serre de la categoria de
mòduls �nitament presentats i (en vista del Lema 4.4.4) de la dels mòduls �nitament
presentats de longitud �nita. Per tant, té sentit considerar les categories quocients
Mod-P(E)/M∞, fp(P(E))/M i fp(P(E))fl/M. Tenim les següents propietats

Proposició 4.5.1. Siguin M ∈Mod-P(E) i N ∈Mod-L(E). Aleshores

(i) Existeix un isomor�sme natural ηN : BU(N) −→ N .
(ii) Existeix una transformació natural θM : M −→ UB(M).
(iii) Les següents composicions són la identitat:

U(N)
θU(N)−−−→ UBU(N)

U(ηN )−−−−→ U(N)

B(M)
B(θM )−−−−→ BUB(M)

ηB(M)−−−−→ B(M)

Demostració. (i) Per (el dual de) la Proposició 2.2.15 tenim que L(E) és una
localització universal de P(E), per tant, la inclusió de P(E) en L(E) és un epimor�sme
d'anells. De [68, Proposition XI.1.2] en deduïm que la transformació natural de�nida
per ηN (n⊗ s) = ns de�neix un isomor�sme natural.

(ii) És fàcil veure que el mor�sme θM : M → UB(M) de�nit per θM (m) = m⊗ 1
és natural.

(iii) És clar de les de�nicions anteriors. �

Proposició 4.5.2. El functor B és adjunt esquerra del functor U . En particular,
donats M ∈Mod-P(E) i N ∈Mod-L(E) tenim un isomor�sme natural

HomL(E) (B(M), N) ∼= HomP(E) (M,U(N)) .

Demostració. És conseqüència d'un resultat general dels functors extensió i res-
tricció d'escalars vegeu [18, Proposition 3.3.15]. �

Proposició 4.5.3. Si S : Mod-P(E) → B és un functor que envia tot mor�sme
f ∈ HomP(E)(M,N) complint ker(f), coker(f) ∈M∞ a un isomor�sme, llavors hi ha
un functor S′ : Mod-L(E) → B tal que S′B és naturalment isomorf a S. A més, el
functor S′ és únic tret d'isomor�sme natural.

Demostració. Vegem primer la unicitat. Si hi ha un isomor�sme natural S '
S′B aleshores SU ' S′BU ' S′, per (i) de la Proposició 4.5.1.

Per a veure'n l'existència cal veure que S′ = SU compleix S′B ' S. En efecte,
de l'apartat (iii) de la Proposició 4.5.1 en deduïm que B(θM ) : B(M) → BUB(M)
de�neix un isomor�sme per a tot M ∈Mod-P(E). Com que B és un functor exacte
(Proposició 4.3.1) tenim que ker(θM ), coker(θM ) ∈ M. Per tant, S(θM ) : S(M) →
SUB(M) = S′B(M) de�neix un isomor�sme natural. �
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Considerem el functor localització:

T : Mod-P(E) −→Mod-P(E)/M∞.

Per la propietat universal de T existeix el següent functor:

B : Mod-P(E)/M∞ −→Mod-L(E),

únic functor complint B = BT . Denotem per fp(P(E))fl/M∞ i fp(P(E))/M∞ les
subcategories plenes de Mod-P(E)/M∞ donades, respectivament, pels mòduls �ni-
tament presentats de longitud �nita i pels mòduls �nitament presentats.

Com que B restringeix a un functor entre les categories de mòduls �nitament
presentats i a un functor entre les categories dels mòduls �nitament presentats de
longitud �nita, el mateix és cert per a B de manera que tenim els functors

Bfl : fp(P(E))fl/M∞ −→ fp(L(E))fl

Bfp : fp(P(E))/M∞ −→ fp(L(E)).

Tenim el següent diagrama commutatiu:

fp(P(E))fl

Tfl //

��

fp(P(E))fl

M∞

��

Bfl // fp(L(E))fl

��
fp(P(E))

Tfp //

��

fp(P(E))
M∞

��

Bfp // fp(L(E))

��
Mod-P(E)

T //

B

44
Mod-P(E)
M∞

B // Mod-L(E)

on les �etxes verticals són inclusions de subcategories plenes i Tfl, Tfp vénen donats
per restricció de T .

Teorema 4.5.4. Els functors B, Bfp i Bfl són equivalències de categories.

Necessitarem algunes de�nicions. Diem que un functor F : A → B és �del si
l'aplicació

F : HomA(A,A′) −→ HomB(F (A), F (A′))

és injectiva per a tot parell d'objectes en A; F és ple si l'aplicació anterior és ex-
haustiva i F és dens si per a tot objecte B en B existeix un objecte A en A tal que
F (A) ∼= B. Per tal de demostrar el Teorema usarem el següent resultat general [18,
Proposition 1.3.14].

Proposició 4.5.5. Les categories A i B són equivalents si i només si existeix un
functor �del, ple i dens de A a B.

Demostració del Teorema 4.5.4. En efecte, per la Proposició 4.5.3 tenim que
B compleix la mateixa propietat universal que T tret d'isomor�sme natural, per tant
B de�neix una equivalència de categories. Ara, és clar que els functors Bfl i Bfp,
donats per restricció de B, són �dels i plens. De (iii) en la Proposició 4.4.12 tenim que
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per a tot M ∈ fp(L(E))fl existeix N ∈ fp(P(E))fl tal que B(N) = M . Per tant, el
functor Bfl és dens i, per 4.5.5, de�neix una equivalència de categories. Anàlogament,
pel Corol·lari 1.4.6 tenim que Bfp és dens i de�neix una equivalència de categories. �

Proposició 4.5.6. Tenim el següent:

(i) La categoria fp(P(E))fl/M∞ és equivalent a la categoria quocient fp(P(E))fl/M.
(ii) La categoria fp(P(E))/M∞ és equivalent a la categoria quocient fp(P(E))/M.

Demostració. Considerem en cada cas el functor localització:

Sfl : fp(P(E))fl −→ fp(P(E))fl/M

Sfp : fp(P(E)) −→ fp(P(E))/M.

Per la propietat universal de la localització existeixen functors

T fl : fp(P(E))fl/M−→ fp(P(E))fl/M∞
T fp : fp(P(E))/M−→ fp(P(E))/M∞

complint, respectivament, Tfl = T flSfl i Tfp = T fpSfp. Volem veure que T fl i T fp són
equivalències de categories. En virtut de la Proposició 4.5.5 en tenim prou veient que
són functors �dels, plens i densos.

Com que T fl i T fp són la identitat sobre els objectes, ambdós són functors densos
de manera trivial. La demostració que són functors �dels és anàloga en ambdós casos.
Ho veurem només per al cas de T fp. Posem F = Bfp◦T fp. Recordem que els mor�smes
en fp(P(E))/M són classes d'equivalència [(f, g)] de diagrames en fp(P(E)) (vegeu
Secció 1.8),

M
f

}}{{{{{{{{ g

!!CCCCCCCC

M1 M2

on ker(f), coker(f) ∈ M. Tenim que F ([(f, g)]) = (g ⊗ 1) ◦ (f ⊗ 1)−1. Suposem ara
que (g ⊗ 1) ◦ (f ⊗ 1)−1 = 0, llavors g ⊗ 1 = 0. D'on deduïm que im(g) ∈ M∞; com
que fp(P(E)) és una categoria abeliana i im(g) = ker(coker(g)), de fet im(g) ∈ M.
Considerem el següent diagrama commutatiu

M
f

{{wwwwwwwww
g

##GGGGGGGGG

M1 ker(g) 0 //f ′oo

OO

?�
i

OO

_�

i

��

M2

M

f

ccGGGGGGGGG 0

;;wwwwwwwww

on f ′ denota la restricció de f a ker(g) i i és la inclusió. Com queM/ ker(g) ∼= im(g) ∈
M, el diagrama anterior ens diu que [(f, g)] = [(f, 0)] = 0 i F és un functor �del. Per
tant T fp també ho és.

Per tal de veure que T fp és un functor ple, prenem M1,M2 ∈ fp(P(E)). Un
mor�sme en fp(P(E))/M∞ consisteix en una classe d'equivalència [(f, g)] donada per
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un diagrama

M
f

}}{{{{{{{{ g

!!CCCCCCCC

M1 M2

on M ∈ Mod-P(E) i ker(f), coker(f) ∈ M∞. En tenim prou de veure que podem
prendre un representant ambM ∈ fp(P(E)). PosemN ′ = (ker f)∩(ker g) i considerem
el següent diagrama commutatiu:

M
f

{{wwwwwwwww
g

##GGGGGGGGG

π′

��
M1 M/N ′

g //foo M2

Com que N ′ ⊆ ker(f) i M∞ és tancada per subobjectes tenim que N ′ ∈ M∞.
A més, coker(f) = coker(f) ∈ M∞ i ker(f) = ker(f)/N ′ ∈ M∞. Hem vist que
[(f, g)] = [(f, g)] i podem, doncs, suposar que f⊕g : M →M1⊕M2 és monomor�sme.

Vegem ara que per a l'M complint aquesta condició tenim M ∈ fp(P(E)). Pel
Teorema 4.2.18 (junt amb la Observació 4.2.19) existeixen P1 ⊆ M1, P2 ⊆ M2 sub-
mòduls projectius �nitament generats tals que M1/P1, M2/P2 són de dimensió �nita.
Posem π1 : M1 →M1/P1 i π2 : M2 →M2/P2 les projeccions naturals i

N = (kerπ1f) ∩ (kerπ2g).

Tenim el següent diagrama commutatiu:

0 0 0y y y
P1

f ′←−−−− N
g′−−−−→ P2

i1

y i

y yi2
M1

f←−−−− M
g−−−−→ M2

π1

y π

y yπ2

M1/P1
f ′′←−−−− M/N

g′′−−−−→ M2/P2y y y
0 0 0

on i1, i2, i denoten inclusions, π denota la projecció natural, f ′, g′ vénen induïdes per
la propietat universal del nucli i f ′′, g′′ per la propietat universal del conucli. Com que
f ′′ ⊕ g′′ : M/N →M1/P1 ⊕M2/P2 és monomor�sme tenim que M/N és de dimensió
�nita i, en particular, per la Proposició 4.4.1 és �nitament presentat.
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Tenim el següent diagrama commutatiu amb �les exactes:

(4.5.1)

0 0y y
0 −−−−→ N −−−−→ M −−−−→ M/N −−−−→ 0yf ′⊕g′ yf⊕g yf ′′⊕g′′
0 −−−−→ P1 ⊕ P2 −−−−→ M1 ⊕M2 −−−−→ M1/P1 ⊕M2/P2 −−−−→ 0,

és clar que f ′⊕g′ és monomor�sme i, com que P(E) és hereditari, en deduïm que N és
projectiu. Considerem una resolució projectiva de M/N per P(E)-mòduls projectius
�nitament generats:

0 −→ Q −→ P −→M/N −→ 0.

Aplicant el Lema de Schanuel [39, (5.1)] a la successió anterior junt amb la primera
�la de (4.5.1) obtenim la següent resolució projectiva de M :

0 −→ Q −→ N ⊕ P −→M −→ 0.

En un anell semihereditari, tot mòdul projectiu és isomorf a una suma directa
d'ideals �nitament generats [3, Theorem]. Com que Q és �nitament generat podem,
doncs, considerar una descomposició en suma directa N ⊕P = Q1⊕Q2 amb Q ⊆ Q1,
un projectiu �nitament generat. Ara, M ∼= (Q1 ⊕Q2)/Q ∼= Q1/Q⊕Q2, descomposa
com a suma directa d'un mòdul projectiu i un mòdul �nitament presentat. Tenim que

M1 ⊗P(E) L(E) ∼= M ⊗P(E) L(E) ∼=
(

(Q1/Q)⊗P(E) L(E)
)
⊕
(
Q2 ⊗P(E) L(E)

)
.

Com que M1 ⊗P(E) L(E) és �nitament presentat i Q2 ⊗P(E) L(E) és un sumand
directe seu també és �nitament presentat (cf. [39, Lemma 4.54]). Ara, com que Q2

és projectiu (no té torsió) deduïm que Q2 és �nitament generat i, per tant, M és
�nitament presentat. A més, ker(f), coker(f) ∈ M i hem vist que el functor T fp és
ple.

Per tal de demostrar-ho per al functor T fl es procedeix anàlogament però usant
que la categoria fp(P(E))fl és tancada per subobjectes. �

Ara, de la proposició anterior junt amb el Teorema 4.5.4 n'obtenim:

Corol·lari 4.5.7. Tenim el següent:

(i) Les categories fp(P(E))fl/M i fp(L(E))fl són equivalents.
(ii) Les categories fp(P(E))/M i fp(L(E)) són equivalents.

Aquest resultat ens permet fer alguns càlculs de Teoria K:

Proposició 4.5.8. Tenim les següents propietats:

(i) K0(fp(L(E))fl) és abelià lliure sobre el conjunt de classes d'isomor�a dels P(E)-
mòduls dreta simples de K-dimensió �nita no isomorfs a cap dels

{Mi(= coker νi) | i ∈ E0 \ F (E)}.

(ii) L'aplicació canònica ι : K0(L(E))→ K0(fp(L(E))) de�neix un isomor�sme.
(iii) El mor�sme K0(fp(L(E))fl)→ K0(fp(L(E))) és zero.
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Demostració. (i) Del Corol·lari 4.5.7 en deduïm que

K0(fp(L(E))fl) ∼= K0(fp(P(E))fl/M).

Pel Teorema de Localització de Heller (vegeu per exemple [77, Theorem II.6.4]) tenim
que aquest darrer grup és isomorf a K0(fp(P(E))fl)/K0(M) i de la Proposició 4.4.2
junt amb el Lema 4.4.10 en deduïm el que volíem.

(ii) És conseqüència del Corol·lari 4.5.7 junt amb la Proposició 4.4.2.
(iii) Considerem el següent diagrama commutatiu

K0(fp(P(E))fl) ι∗−−−−→ K0(fp(P(E)))

B∗

y yB∗
K0(fp(L(E))fl) ι∗−−−−→ K0(fp(L(E)))

on les �etxes horitzontals vénen induïdes per la inclusió de categories i les verticals pel
functor B. De (iii) en la Proposició 4.4.2 en deduïm que ι∗(K0(fp(P(E))fl)) ⊆ K0(M)
i del Corol·lari 4.5.7 junt amb el Teorema de Localització de Heller n'obtenim que

K0(M) = ker
(
B∗ : K0(fp(P(E)))→ K0(fp(L(E)))

)
.

Com que B∗ : K0(fp(P(E))fl) → K0(fp(L(E))fl) és un mor�sme exhaustiu, tenim el
resultat. �

Ara estem en condicions de calcular el grup G en el Corol·lari 3.5.4. Sigui S la
categoria abeliana dels L(E)-mòduls dreta �nitament presentats i de longitud �nita
tals que els seus factors en una sèrie de composició no són projectius. Observem que
la condició M ∈ S és equivalent a que M no tingui submòduls projectius. En efecte,
si M té submòduls projectius, com que L(E) és hereditari M tindrà algun factor de
composició projectiu. Recíprocament, donada una sèrie de composició de M

0 < N1 < . . . < Nk = M

si, posem per cas, Ni/Ni−1 és projectiu aleshores Ni
∼= Ni−1 ⊕ Ni/Ni−1 i M té sub-

mòduls projectius.
Recordem la col·lecció de mor�smes Υ de�nida en la Secció 4.3 i denotem per Υ′

la col·lecció de mor�smes entre L(E)-mòduls projectius �nitament generats induïts
pels elements de Υ. Com que Q(E) ∼= P(E)Υ (pel Teorema 4.3.12), L(E) ∼= P(E)Σ′1
(Observació 2.2.18) i Σ′1 ⊆ Υ és clar que Q(E) ∼= L(E)Υ′ . Ara, per la Proposició 4.4.8
junt amb la Observació 1.4.10, veiem que la categoria S coincideix amb la categoria
TΥ′(L(E)). És clar, pel Teorema de Devissage ([60, Theorem 3.1.8(1)]), que K0(S) ⊆
K0(fp(L(E))fl) és el grup abelià lliure generat per les classes d'isomor�a dels L(E)-
mòduls dreta �nitament presentats, simples i no projectius. Observem que aquests
L(E)-mòduls simples es corresponen, pel Lema 4.4.10 junt amb la Proposició 4.4.12,
amb els P(E)-mòduls simples, de K-dimensió �nita, no projectius i no isomorfs als
mòduls simples Mi (i ∈ E0 \ F (E)).
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Teorema 4.5.9. Sigui E un buirac �nit amb E0 = {1, . . . , d} i d′ = |F (E)|.
Llavors:

K1(Q(E)) ∼= coker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
:
(
K×
)d−d′ → (

K×
)d)⊕

ker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
: Zd−d

′ → Zd
)
⊕K0(S).

A més, K0(S) és el grup abelià lliure generat per les classes d'isomor�a dels L(E)-
mòduls dreta �nitament presentats, simples i no projectius.

Demostració. En efecte, de l'anterior tenim que Q(E) ∼= L(E)Υ′ és una localit-
zació universal i S coincideix amb TΥ′(L(E)). Pel Teorema 1.4.11 tenim la següent
successió exacta

K1(L(E)) −→ K1(Q(E)) −→ K0(S) −→ K0(L(E)) −→ K0(Q(E)).

Per la Proposició 4.5.8 tenim que K0(S) −→ K0(L(E)) és zero; de fet, K0(L(E)) −→
K0(Q(E)) és un isomor�sme com a conseqüència del Teorema 2.4.2 junt amb Teore-
ma 1.3.7.

Per la Proposició 3.5.3 tenim que la successió exacta curta següent és escindida

0 −→ K1(L(E)) −→ K1(Q(E)) −→ K0(S) −→ 0.

Tenim, doncs, que K1(Q(E)) ∼= K1(L(E))⊕K0(S). Ara, pel Teorema 3.4.6 obtenim

K1(Q(E)) ∼= coker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
:
(
K×
)d−d′ → (

K×
)d)⊕

ker
(
A′E −

(
0

1d−d′

)
: Zd−d

′ → Zd
)
⊕K0(S),

com volíem veure. �



Alguns problemes oberts

Durant l'elaboració d'aquest treball han aparegut diverses qüestions que, creiem,
mereixen ésser estudiades posteriorment. A continuació en presentem algunes:

• Una qüestió obvia seria estendre el càlcul de K1(L(E)) al cas que E sigui
un graf amb columnes �nites. Creiem que, en principi, els nostres resultats
s'haurien de poder estendre sense massa problemes a aquest cas.
• Un altre problema obvi és tractar d'estendre els nostres resultats a coe�cients
més generals que al d'un cos. No tenim una idea clara de com de lluny es pot
anar en aquesta direcció. D'una banda, [20, Theorem 2.4.1] sembla restringir
l'extensió dels resultats que depenen de l'algoritme feble. D'altra banda,
Ranicki i Sheiham han demostrat resultats relacionats amb els nostres en
[59] i [64] on admeten coe�cients en un anell arbitrari.
• Així mateix, seria interessant relacionar els conceptes tractats en el darrer
capítol amb la noció de mòdul de Blanch�eld (vegeu [59, 64]) i treballar el
concepte anàleg al de mòduls de torsió de Cohn (vegeu [20, Section 3.3]) sobre
l'àlgebra de camins d'un buirac. En particular, seria útil poder donar altres
possibles descripcions de la categoria fp(L(E))fl (i el seu K0) en l'esperit de
[4, Section 6].
• Un altre problema interessant seria estendre les fórmules del càlcul del K1

a teoria K superior. Concretament, generalitzar el Teorema 3.3.3 i usar-lo
per a calcular la teoria K superior de L(E). Almenys una part de les eines
necessàries per a poder afrontar aquest problema ja han estat desenvolupades.
Per exemple, Grayson va demostrar en [35] una generalització del Teorema de
Bass, Heller, Swan, Farrell, Hsiang i Siebenmann a teoria K superior (vegeu
també [58, pàg. 427�428] i [78]).
• En la Secció 4.4 hem utilitzat el valor explícit de K1(L(E)), junt amb la
successió exacta

K1(P(E)) −−−−−→ K1(L(E)) −−−−−→ K0

`
TΣ′1

(P(E))
´
−−−−−→ K0(P(E)) −−−−−→ K0(L(E)),

per a calcular K0

(
TΣ′1

(P(E))
)
. No obstant, després ens hem adonat que

també podem calcular aquest grup fent servir un molt recent resultat de
Neeman (vegeu Teorema 4.4.9). Observem que el càlcul de K0

(
TΣ′1

(P(E))
)

juga, després, un rol important en l'estudi dels mòduls �nitament presentats
sobre L(E). Ara, considerem l'àlgebra de Leavitt Vm,n per a m,n > 1.
En aquest cas, en principi, Vm,n no té estructura d'anell de polinomis de
Laurent córner-guerxo, de manera que no podem aplicar el Teorema 3.3.3
per a calcular K1(Vm,n). Observem que Vm,n és una localització universal
d'una certa àlgebra lliure K〈X〉 respecte algun conjunt Σ. Pel Teorema de
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Scho�eld (Teorema 1.4.11) obtenim la següent successió exacta:

K1(K〈X〉) −−−−−→ K1(Vm,n) −−−−−→ K0

`
TΣ(K〈X〉)

´
−−−−−→ K0(K〈X〉) −−−−−→ K0(Vm,n),

on els únics termes no coneguts són K1(Vm,n) i K0(TΣ(K〈X〉)). És possible
calcular K0(TΣ(K〈X〉)) a partir del resultat de Neeman? En cas de resposta
a�rmativa, potser això ens permetrà calcular K1(Vm,n) o, �ns i tot, abordar
l'estudi dels Vm,n-mòduls �nitament presentats.
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