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INTRODUCCIO.

Aquest treball es centra essencialment en ’estudi de la reduccié de corbes el-
liptiques sobre un cos de nombres K. Aquesta linia de investigacid, 'objectiu de la
qual és la determinacié (modul isogenia) de totes les corbes elliptiques amb con-
ductor prefixat sobre K, fou iniciada fa uns 30 anys, per a contrastar la conjectura
de Shimura-Taniyama-Weil a Q. Aquesta important conjectura analitico-modular,
enunciada ja I’any 1955 per Taniyama i precisada més tard per Shimura, sosté que
tota corba elliptica E definida sobre @ és una corba de Weil, o modular, és a dir,
existeix un morfisme no-constant Q-racional: Xo(N) — E, on N és el conductor
de E i Xy(N) és la corba modular respecte del subgrup I'o(N) < SLy(Z).

Aquesta conjectura implicaria, a més, que les classes d’isogenia de corbes el-
liptiques sobre @ amb conductor N fixat, estarien en correspondéncia bijectiva
amb les formes modulars paraboliques de pes 2 respecte de I'g(IN) que sén vectors
propis de ’algebra de Hecke amb valors propis racionals. Aquesta bijeccié tindria
la propietat que la transformada de Mellin inversa de la série L de cada corba
coincidiria amb la forma modular corresponent. (Per una formulacié més precisa
de la conjectura, vegi’s, per exemple, {Tal}, [Sil2], [Hu]).

La conjectura de Sh-T-W ha estat provada per a corbes amb multiplicacié com-
plexai verificada numeéricament -és a dir, comprovant que els dos conjunts esmentats
tenen el mateix cardinal- per a corbes amb conductor NV petit (vegi’s [Ogl], [Og2]).
Es de remarcar que, gracies a una recent i valuosa aportacié de Ribet (cf. [Fre]),
es té que la conjectura de Sh-T-W implica la conjectura de Fermat.

Com a consequéncia dels treballs de Weil ([We]) i Jacquet-Langlands ([Ja-La})
que generalitzen als cossos globals la teoria classica de Hecke sobre les transformades
de Mellin de les series de Dirichlet, es formula una conjectura generalitzada de Sh-
T-W, el plantejament de la qual fuig de Pambit d’aquest treball. Cal fer notar,
perd, que aquesta conjectura es troba encara en un estadi incipient en quant a
contrastacié ([El-Gru-Me], [Kré)]).

El problema de la determinacié de les corbes elliptiques sobre un cos de nombres
K amb conductor prefixat, es pot enfocar des del punt de vista modular, és a
dir, caracteritzant els invariants j d’aquestes corbes. En cada cas, per un teorema
de SafareviZ, n’hi haurd un nombre finit. Donat un sistema complet de corbes
representants d’aquests j, s’'obtenen totes les altres (modul isomorfisme) mitjancant
torcements d’aquestes (quadratics, si 7 # 0, 1728).

En el nostre treball seguirem aquest plantejament modular i, per aixo, iniciem
la- Memoria fent un estudi complet, en el Capitol I, de 'accié dels torcements
quadratics sobre el tipus de reduccié de la fibra especial del model v-regular, v-
minimal d’una corba elliptica E|K, per a cada valoraci6 discreta v de K. De fet,
tota la dificultat per a explicitar aquesta acci6é es concentra en el cas de v|2 i de
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torgar per un caracter x ramificat a v. Els resultats obtinguts vénen recollits en
els teoremes 1.1, 1.2, 1.3 1 el corollari 1.3, la demostracié dels quals es basa en una
eleccié d'un model de Weierstral convenient per al torcement EX, per tal d’aplicar-
li de manera cémoda l'algorisme de Tate (cf. [Ta2]). Aixi mateix, aquests calculs
ens permeten trobar la relacio entre els discriminants minimals de E i EX. Aquesta
relacié ja havia estat explicitada en alguns casos per Silverman [Sill] i Stevens [Ste],
suposant sempre x no-ramificat sobre els primers de reduccié additiva de E.

Utilitzant la relacid entre els discriminants minimals, podem donar la relacié
entre els conductors geometrics de E i EX, una vegada coneixem el nombre de
components irreductibles de la fibra especial del model v-regular, v-minimal de EX,
Aquest nombre és complicat de calcular quan tip(EX) =I}. A la seva computacié
dediquem la darrera seccié del capitol. :

En el Capitol II de la Memoria abordem el problema de la caracteritzacié modular
de les corbes elliptiques sobre K amb bona reduccié fora d’un conjunt S finit de
primers. Per aix0, considerem préviament, en la seccid 1, el problema local, ja
plantejat per Serre i Tate [Se-Ta], que consisteix en la descripcié del conjunt J(v),
on:

J(v)={j € K;3 unac.e. E|K amb j(F) = j i bona reduccié a v}.

Com ja remarcaren Serre i Tate, la dificultat en la descripcié de J(v) es situa en
els casos v|6 [Se-Ta, p. 509)].

En els teoremes 2.1, 2.2, resolem aquest problema donant una caracteritzacié de
J(v) en funcié dels polinomis de 2-torsi6, 3-torsié (segons si v|3 o v|2, respect.)
d’una corba elliptica amb invariant absolut j. Per a la demostracié d’aquests
teoremes, utilitzem algunes idees contingudes en el Capitol I.

Els casos j = 0, 1728, foren resolts per Neumann [Neum) aixi com la caracterit-
zacié de J(v) quan v és no-ramificat sobre 2 6 3.

En la seccié 2, tractem el problema global, és a dir, donat un j € K localment bo
( € J(v), per a tot v fora de S) trobem en el teorema 2.3 una condicié necessaria i
suficient, senzilla i computable, per a que j sigui l'invariant j d’una corba elliptica
sobre K amb bona reduccié arreu, fora de S. En la demostracié d’aquest teorema
ha estat fonamental el punt de vista de Neukirch [Neuk] sobre I'obstruccié global
d’un problema local i I’aprofitament de la dualitat de Tate-Poitou. Els resultats
d’aquest capitol foren anunciats a [Co2].

En la seccié 1 del Capitol III, aquests resultats es fan molt més explicits per a
corbes el-liptiques amb conductor trivial sobre cossos quadratics (Teoremes 3.1, 3.2,
3.3). L’existencia d’aquestes corbes fou primerament observada per Tate, després
d’haver provat la seva no-existéencia sobre @ (cf. [Ogl]).

Podem citar com a treballs pioners en aquest camp, els de Stroeker ([Stro]) i

-Setzer ([Set1], [Set2]) (vegi’s també altres contribucions posteriors com: [Las}, [Pi],

[Kra), [Co1]).



En la seccid 2, caracteritzem l’existéncia de corbes elliptiques amb conductor
trivial i model minimal global sobre K (cos quadratic), en funcié de la classe de
Weierstrafl de E, on E és una c.e. amb conductor trivial i j(E) = j. La demostracié
d’aquest resultat es basa simplement en les propietats de la classe de Steinitz d’una
extensié quadratica de K no-ramificada en els primers finits. Finalment, com a
aplicacié dels resultats del Capitol III, obtenim redemostracions de resultats ja
obtinguts per Setzer (Set2] i Stroeker [Stro], aixi com d’altres resultats especials.

Com a conseqliéncia del corollari 3.2.1, provem que no existeixen corbes el-
liptiques en un cos quadratic amb conductor trivial i invariant j amb traga nulla.

Suposant el nombre de classes de K primer amb 6, donem condicions necessaries
i suficients per a la realitzacié de les solucions enteres (z,y) de I’equacié elliptica:

y? =23 — 1728y, u € Ug, z,y € Ok

com a coeficients de Weierstrafl ¢4, cg (resp.) d’una corba elliptica definida sobre
Ok. ,

Notem que aquest és un problema de realitzacié global dels coeficients ¢4, cg, en
contrast amb el problema de realitzacid local, ja resolt per Kraus [Kra].

Cal dir que els resultats continguts en els Capitols II, III sén efectius, en tant
que donat un subconjunt finit de K ens permeten decidir i trobar tots els elements
seus que sén invariants j d’alguna corba elliptica sobre K amb bona reduccié fora
de S. _

Tots els resultats que apareixen etiquetats a la Memoria son originals, tret de les
proposicions 2.1, 2.2, dels exemples 3 i 4, dels lemes 3.1, 3.3 i, potser, del lema 3.2.

En quant a notacid, al llarg de la Memoria sempre K denotara un cos de nombres.
Ok, Uk els seus anell d’enters 1 grup d’unitats respectius.

¥ sera el conjunt de les valoracions discretes de K.

Donada v € X, normalitzada per v(K*) = Z, notarem per K,, O,, Uy, la com-
plecié a v i P’anell dels enters i el grup d’unitats corresponent.

7 sera un uniformitzant per O, i k, = O,/(7) el cos residual. Finalment,
posarem:

p = char(k,), e = v(p).

Vull agrair a en Gerhard Frey, Joseph H. Silverman i Glenn Stevens el seu interes i
la seva amabilitat, aixi com a en Peter Schneider les seves indicacions tan oportunes
sobre un article de Neukirch.

Dono les gracies, també, a tot ’equip del Seminari de Teoria de Nombres de
Barcelona, que any rera any m’ha anat contagiant del seu entusiasme per aquest
mon de les corbes elliptiques.

Tots els consells que ’Enric Nart m’ha volgut donar han estat decisius per a la
realitzacioé d’aquest treball i també per a la meva formaci6. A ell li estic especialment
agrait. '



CAPITOL 0. PRELIMINARSf

Aquestes pagines pretenen ser només un breu recull d’algunes definicions i resul-
tats basics en la teoria de les corbes elliptiques i que han estat fonaments per al

~ nostre treball.
" Per a més detalls us remitim a la bibliografia ([Tal], [Ta2], [Sil2], [Hu], [N¢]).

1. Equacié de Weierstrafl d’una corba elliptica.

Una corba elliptica sobre K : E|K, és una parella (E,O) on E és una corba
no-singular de génere 1 definida sobre K i O és un punt K-racional de E (I’element
neutre del grup dels punts de E). Tota corba elliptica E|K té un model pla ctbic
de la forma: '

y2 +a1zy + a3y = z3 + a2m2 + a4 4+ ag

on a; € K iz, y denoten les coordenades en el pla afi. Un tal model s’anomena
equacié de Weierstraf (afi) de E|K. Seguint la notacié de Tate (cf. [Tal]) definim
els segiients coeficients:

by, = a? + 4a; bs = alas — ajazay + 4aqzas + azal — a?
b4 = aja3 + 2(14 Cq = bg - 24b4
bs = Clg + 4a6 Ceg = —bg + 36()21)4 - 216b6

Definim, també, les segiients quantitats:

3
&

A = —b2bg — 8b3 — 27b% + Obybsbg,  j = A

A s’anomena el discriminant de I’equacié de Weierstra8 i j, 'invariant j o invariant
absolut de E.
Es tenen les relacions:

468 = bgbe - bi, 1728A = CZ - Cg.
Finalment, posem:

dz
w =
2y + a1z + a3

-‘Cc—_‘ (mod K**) si cscs # 0
6

2
]

ca (mod K*')  sice=0(< j=1728)
ce (mod K*°)  sicy=0(<=>j=0)
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w s’anomena 'invariant diferencial associat a ’equacié de Weierstra$. v s’anomena
linvariant 4 o I'invariant de Hasse de E|K.

Un model de WeierstraB de E|K és tnic llevat d’una transformacié de coorde-
nades de la forma: :

r=u’z' +r
y= udy' + ulsz' + t,

amb r, s,t,u € K, u#0.
Fent aquest canvi, obtenim una nova equacié de Weierstrafl per a E|K:

! / .2 ! '
y2 + a,zy + azy = z3 + arr” + a,x + ag
1 es satisfan les relacions segiients:

uaj = a; +2s
uza'z = aig — say + 3r = g2
u3a§"= az + ra; + 2t .
uta) = a4 — saz + 2ra; — (t + rs)a; + 3r? — 2st
ubal = ag +ragy +r’ay +1r® —taz — t* - rta,
u?bly = by + 12r
utb) = by + rby + 612
ubby = bg + 2rby + r2by + 413
usbg = bg + 3rbg + 3r2by + r3b + 3rt
ulcy = ¢y, ul?A' = A, ulu =w
ubch = cg, J'=17, oy

Fent els canvis de coordenades:

(i) r=0, s=-a1/2, t=-a3/2, = wu
—b,

(i) r=— s=-0;/2, t=—+-—=, u

1
2,
—asg a1b2 l

12’ 2 24’ 6
podem aconseguir unes equacions de Weierstral curtes per a E|K, del tipus:
y =23+ Az* + Bz + C
on

(1) A= b2, B = 8b4, C = 16b6
(ll) A= 0, B = —27C4, C= —54C6.



REMARQUES:

1) Sempre que utilitzem un canvi de coordenades amb r =s =t =0, u € K*,
direm que estem dividint ’equacié de Weierstraf per u.

2) Hem vist, per les férmules anteriors, que si E.1 E' sén corbes elliptiques
isomorfes aleshores j = j'. Utilitzant les mateixes férmules, no és dificil
veure que el reciproc també és cert (sobre la clausura algebraica: K). De
fet, els invariants (j, ) ens parametritzen les classes d’isomorfisme de corbes
el-liptiques sobre K (veure torcements).

2. El grup d’automorfismes.
Sigui E|K una corba elliptica i posem:

2 sij(E)#0,1728
n=< 4 sij(E)=1728
6 sij(E)=0
pn, Gg i denoten el grup de les arrels n-éssimes de la unitat i el grup de Galois
absolut de K, respectivament. Aleshores es té el segiient isomorfisme de G-
moduls: '
Aut(E) = Un.

Utilitzant equacions curtes de Weierstra8l per a E, es prova facilment que ’aplicacié:

[]: pn— Aut(E)
¢— [C)(z,v) = (=, y)

és un isomorfisme de grups, que commuta clarament amb l'acci6 de G -

3. Equacid de Weierstraf v-minimal. Discriminant minimal.

Fixem v € ¥ i considerem una equacié de Weierstral de E|K, amb coeficients
a; € O,. Diem que aquesta equaci6 és v-minimal si v(A) és minima. Quanp # 2, 3
hi ha un criteri de v-minimalitat molt senzill:

L’equacié de Weierstrafl de E|O, és v-minimal

<= v(A) <12 0 v(cy) < 4.
En general, hi ha un algorisme de Tate (cf. [Ta2]) que determina si una certa

equacié és minimal. :
El discriminant minimal de E|K es defineix com l’ideal enter de K segtient:

D(E|K) = (vgzv(Av)-v)
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on A, és el discriminant d’una equacié de Weierstrafl v-minimal de E.

Un model minimal global per a E|K és una equacié de Weierstrafl amb coeficients
a; € Ok 1 discriminant A satisfent: (A) = D(E|K).

Si K té nombre de classes 1, tota corba el h'ptica sobre K té model minimal
global. En general, l'existéncia d’aquest model vé caracteritzada per la classe de

Weiestral de E|K (Vegi’s Capltol III).
4. Reduccid.

Fixat v € T i donada una equacié de Weierstra v-minimal de E|K,, sigui E
la corba reduida, és a dir, la corba obtinguda reduint els coeficients de 'equacié
modul 7. Aleshores:

(a) Diem que E té bona reduccié a v (o sobre K,) si E és no-singular (és a dir,
és una corba elliptica sobre k,) <= v(A) = 0.

(b) Diem que E té reduccié multiplicativa a v (o sobre K,) si E és singular i té
un node <= v(A) > 0, v(cy) = 0.

(c) Diem que E té reduccié additiva a v (o sobre K,) si E és singular i té una
punta <= v(A) > 0, v(cy) > 0.

En els casos (b) i (c) diem que E té mala reduccié a v.

Si E|K té reduccié bona o multiplicativa a tot v € £ direm que E té reduccié
semistable (a K).

La variacié en la reduccié d’una corba elliptica quan es fa una extensié del cos
base ve donada pel seglient:

TEOREMA (DE LA REDUCCIO SEMISTABLE).
Sigui E|K, una corba elliptica.

(i) Si L|K, és una extensié no-ramificada, aleshores E té la mateixa reduccié
(bona, multiplicativa o additiva) sobre K, i sobre L.
(ii) Si L|K, és una extensio finita i E té reduccié bona o multiplicativa sobre
K,, aleshores conserva la mateixa reduccié sobre L. :
(iii) Existeix una extensid finita L|K, tal que E té reduccid bona o multiplicativa
sobre L.

Finalment, direm que E té bona reduccié potencial a v (o sobre K) si existeix
una extensié finita L|K, tal que E té bona reduccié sobre L.
Es senzill veure que E té bona reduccié potencial a v si i sols si j(E) € O,.

5. El model v-regular, v-minimal.

Quan es considera la corba elliptica E|K, com un esquema E — Spec(O,),
definit per ’equacié de Weierstral v-minimal, pot resultar ser un esquema no-
regular (per exemple, si E té mala reduccié a v). Resolvent les possibles sin-
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gularitats de E, es demostra (cf. [Né]) que es pot obtenir un esquema projec-

tiu de dimensié 2 C/Spec(®,), regular, la fibra generica, C < >E ) Spec(K,),
pec(Oy

del qual és isomorfa a E/K, (sobre K,), i minimal respecte a l'aplicacié ¢ —
Spec(O,) (és a dir, no pot existir una factoritzaci6 C — C' — Spec(O,) tal que

C x Spec(K,)—C'" x Spec(K,)siguiisomorfisme). Un esquema C amb
Spec(Oy) Spec(0,) »

aquestes propietats és unic, llevat d’isomorfismes. C s’anomena el model v-regular

v-minimal de E sobre K, (també, per alguns autors, el model minimal de Néron

de E sobre K,). La seva fibra especial C = C >§ Spec(k,) presenta un dels
Spec(O,) "

10 tipus que aparéixen a la taula 1. Per a coneixer el tipus de la fibra especial
-que notarem d’ara endavant tip,(E) o, simplement, tip(E) si v € X és fixada- cal
disposar d'una equacié de Weierstrafl v-minimal de la corba E.

Sip # 2,3, aix0 ens permet llegir directament el seu tipus a la taula 1.

Si, per contra, p = 2, 3, haurem de reduir I’equacié inicial a un dels 10 models
minimals que aparéixen a la taula i que s’anomenen models v-estandard.

En general, hom pot trobar (per a qualsevol p), un model v-estandard (i, per
tant, una equacié minimal) de F mitjancant I’algorisme de Tate ([Ta2]) a partir
d’una equaci6é de Weierstrafl sobre O, qualsevol. '

REMARQUES (TAULA 1):

1. En aquesta Memoria utilitzarem només els simbols de Kodaira i posarem:
tip,(E) = (simbol de Kodaira corresp.)

per a expressar el tipus de C (a v € X).
2. Perap=2,v € Xitip,(E) =1Ij, es té, per un model v-estandard de E:

v(A) = 6 <= v(ag — aza4) = 3.
En efecte, el resultat és immediat a partir de la igualtat:

A = a2a? - 4ad — 4adas — 2702 + 18aza4as.
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6. Torcements.

Sigui E|K una corba elliptica. Un torcement de E és una corba elliptica E|K
tal que E i E' sén isomorfes a K. ,

Considerem el conjunt Twist(E) de corbes elliptiques que sén torcements de E,
identificant-les modul K-isomorfisme. Tenim, de fet, que:

Twist(E) = {E'|K(mod K-isom.); j(E') = j(E)}.

Donada E’ € Twist(E), sigui ® : E' — E un K-isomorfisme de corbes elliptiques.
Aleshores, hom pot considerar el 1-cocicle:

o— P70 B1

i la seva classe [(] € H'(G gk, Aut(E)).
Reciprocament, donat un 1-cocicle ¢, hom pot considerar el cos de funcions de
E: K(E); amb lacci6 de G g i torgada per ¢, és a dir:

c€Ggrk, f € K(E): f7:=0a(f)(o).

Sigui F = R’(E)?R'K , el subcos fix per aquesta accié. Aleshores es demostra que:

(i) Existeix E' € Twist(E); F = K(E').

(i1) Les assignacions anteriors donen una bijeccié:

Twist(E) <= H'(Gg ., Aut(E)).

Sigui n com en 'apartat 2. De l'isomorfisme Aut(EF) = u, tenim:
HY(Ggx, Aut(E)) = H (Ggx, pa) = K*/K*"

i d’aqui concloem que Twist( E) és canonicament isomorf a K*/K*". L’isomorfisme

ve donat per: .
I': Twist(E)— K*/K*
E'— (E')/~(E)

essent «, 'invariant v definit a I’apartat 1.
Donat D € K*/K*", podem definir, doncs, la corba tor¢ada de E per D com:

EP :=T"YD).
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Concretament, si escollim una equacié de Weierstral per a E curta, del tipus
y?=z%+4az +0b,
aleshores la corba EP presenta la segilient equacié de WeierstraB:

y? = 23 + D%az + D%, si j(E) #0, 1728
y? = 23 + Dax, si j(E) = 1728
y? = 23 + Db, si j(E)=0.

Suposem pu, C K i sigui .
X:Ggig — pn

un caricter corresponent a una extensié K(/D)|K, D € K*/K*". Podem definir,
de manera equivalent, el torcement de E pel caracter xy com:

EX .= EP,
Si considerem x com a cocicle i la seva classe dins H(G kK, Aut(E)):

X:Ggix— pn — Aut(E)
oc— x(o)— [X(a)](x’y) = (Xz(a)z, Xs(a)y)>

aleshores, existeix un K-isomorfisme
$ : EX — F tal que

®% 0 37 (z,y) = (x*(0)z,x*(0)y)

per atot o € Ggx, P € E, P = (z,y).
Quan n = 2 (x caracter quadratic), l'accié de G sobre @ vindra donada per:

3% 0 ®~}(P) = x(0) P

o, equivalentment,

(8(P))” = x(o) - ®(P?)
peratot o€ Ggix, PEE.
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CAPITOL 1. TIPUS DE REDUCCIO DELS TORCEMENTS.

Sigui K un cos de nombres i E|K una corba elliptica definida sobre K. Consi-
derem una extensié quadratica amb caracter x i notem EX el torcement de E per
Xx. El nostre objectiu és:

(1) Estudiar la relacié entre el tipus de reduccié de la corba E i el de la corba
EX,

(2) Donar una férmula que expliciti la relacié entre els discriminants minimals
d’ambdues corbes.

§1. Els casos no-ramificat i semistable.

~ Sigui D € K*/K*", n = 2,4, 6, i considerem el torcement de E per D, que
notem EP. Fixem v € T i posem L = K (/D).

PROPOSICIO.
(i) Si L|K és no-ramificada a v, E i EP tenen el mateix tipus de reduccié a v.

(i) Si L|K és ramificada a v i E hi té reduccié semistable, aleshores EP hi té
mala reduccié additiva.

DEMOSTRACIO:

L’apartat (i) és conseqiiéncia immediata del teorema de la reduccié semistable i
del fet que E i EP sén isomorfes a L.

Per a provar (ii), suposem que E? tingués bona reduccié a v. Llavors considerem
un punt P € E[l], on (I,p) = 1. Sigui & : EP — E el K-isomorfisme tal que:

@~ !(z,y) = (VD)’z, (VD)*y).

Posem, doncs, P = (zg,yo) i escollim-lo tal que zqyp # 0. Pel criteri de Néron-Ogg-
Safarevié (cf. [Tal), [Sil2], per exemple) tindrem que les extensions K (zo,yo )| K i
K((¥/D)*zo, (¥/D)*y)| K s6n ambdues no-ramificades a v, fet que és contradictori:

K(¥/D, ).

S

K(V/D) K(V/Dx K(x
K

12



Finalment, suposem que E té reduccié multiplicativa a v, i considerem, per [
prou gran, g,, g, , , les representacions modul / associades a E, EX, respectivament,
on x és el caracter quadratic de 'extensié L|K. Siguin Gy, H;, ¢ > 0, els grups de
ramificaci6 corresponents a G, |k, , Gk, L, Tespectivament. Aleshores:

dimg, E[l)/E[]]% =1.

Quan p = 2, el nombre de grups de ramificacié de I'extensié Ly, |K, és 2e 6 2(e —
k) — 1(k < e), en particular, és més gran o igual que 1. Per tant, el grup:

Crir, ) »G1
, GR’.,ILW 1 H,
-és no-trivial. Aixi, x(G;) = {£1}. Per tenir E reduccié multiplicativa a v, p, és
moderadament ramificada a v, és a dir, §,(G;) és trivial. Per tant, p, (G1) =
x(G1) - p,(G1) és no-trivial. Aleshores, EX no pot tenir reduccié multiplicativa.
Suposem, doncs, p # 2. En aquest cas, el nombre de grups de ramificacié de
L,|K, és 11, per tant, =2 és trivial. Com que dimg, E[l)Ce = 1, podem escollir

i , 1 LY ] 3 .
una base de la I-torsid tal que la representacié s’escrigui:

.~ _ (1 afo)
o=y 50)).  H#0  aeGe

Sigui g9 un generador del grup ciclic —G—O-. Llavors, hem de tenir f(og) = —1. En

G,
efecte, ja que si B(0p) = —1, de Go/Ho = Z/2Z i el fet que j,(02") = id Vr € Z,
obtenim que 5,(Hp) = id. Pero en aquest cas,

b (Ho) = x(Ho)p,(Ho) = id

i aixd contradiu el fet que EX té reduccié multiplicativa a L, (i no bona reduccié).

Concloem, doncs, que p, , (00) = (_(1) :gggzg> amb —B(og¢) # 1. Pero aql:les—
ta matriu no deixa fix a ningd (llevat del (0,0)). Per tant, dimg, EX[(]°° = 0. Es a
dir, EX té reducci6 additiva a v (cf. [Ba-La], [STN]) B

COROL-LARI.
Suposem que E tingui reduccié semistable a v. Aleshores E i EP tenen el mateix
tipus de reduccid si i sols si L|K és no-ramificada a v.

13



§2. La férmula dels discriminants minimals.

* Sigui L|K una extensié quadratica amb caracter x. Suposem que L|K és no-
ramificada a tots els primers de X que divideixen 2 i a tots els primers en els quals
E té mala reduccié. En aquestes hipotesis, Silverman prova [Sill, Th.3] la seglient
relacid entre els discriminants minimals de E i EX:

(1.1) D(EX|K) = D°(x) - D(E|K)

on D(x) és el discriminant de 'extensié L|K.

De fet, la férmula anterior continua essent certa en el cas que x sigui ramificat
en algun primer en el qual E hi tingui reduccié multiplicativa. Aixo es pot veure
resseguint la mateixa demostracié que déna Silverman.

Quan hom intenta llevar més condicions sobre la ramificacié de y aparéixen ja
anomalies. Aix{ ho veié Stevens [Ste] quan va calcular, per K = @, una férmula
suposant només x no-ramificat sobre els primers de reduccié additiva de E, obtenint:

D(EX|Q) =17"* - D°(x) - D(EIQ)
on

B { 2 si8|D(x)i E té b.r. supersingular al 2
L1 en altre cas.

Anem a tractar alhora les dues qiiestions plantejades a I'inici del capitol, mitjancant
l'algoritme de Tate. Fixat v € £ i donada una corba elliptica E, amb un deter-
minat model v-estandard, i un caracter quadratic x qualsevol, trobarem el model
v-estandard de la corba EX i la relacié entre els dos discriminants minimals que
denotarem localment per h,, on:

12k, = o(D(E|K)) + 6v(D(x)) - v(D(EX|K)).

h, sera, doncs, el factor de correccié local de la férmula (1.1). Per tant, la férmula
global entre els discriminants minimals es podra escriure:

D(EX|K) = 2 - D%() - DEIK)

-amb v(n) = h,, per a tot v € Z.
REMARQUES:

1. Notem que sempre es té:
v(D(E|K)) + 6v(D(x)) — v(D(EX|K)) = 0 (mod 12).

14



En efecte, si Ay, AY sén els discriminants de dos models v-minimals de
E, EX, respectivament, aleshores:

v(AX) = v(d°A,) (mod 12)

mentre que v(D(x)) = v(d) (mod 2), per a tot v € X.

2. En la demostracio del teorema de la reduccié semistable, es prova, de fet, que
si x és no-ramificat a v, aleshores EX presenta el mateix tipus v-estandard
que E| és a dir, tip(EX) = tip(£) a v. A més, la formula de Silverman (1.1)
ens diu que h, = 0. Per tant, suposarem a partir d’ara x ramificat a v.

PROPOSICIO.
Suposem p # 2 i sigui v € £ i x un caracter quadratic ramificat a v. Aleshores
es té el resultat segiient:

tip(E) tip(£X) hy
Io 1; 0
I, I 0
11 Iv* 0
I11 I11* 0
18 I1* 0
I3 Io 1
I I, 1
Iv* I1 1
I I11 1
I+ v 1

DEMOSTRACIO:
Per ésser p # 2, podem aconseguir sempre un model de Weierstrafl v-estandard,

de la forma: ‘
y2 =z + a2m2 + a4 + ag.

Per tant, la corba EX tindra un model:
(1.2) y? =2 + apda® + agd’z + agd®,  de K*/K*,  u(d) =1.

Si E presenta un dels cinc primers tipus v-estandard, el model (1.2) resulta ser
minimal i el seu tipus es llegeix de manera directa a la taula 1.

En els altres casos obtenim el model minimal, dividint (1.2) per v = 7. Finalment,
per a calcular el nombre de components de la fibra especial en els models I, I},
utilitzem la igualtat v(j) = —v, que també es satisfa en caracteristica 3 i

Suposarem, d’ara endavant, p = 2. Fixem v € £. Donat a € K*/K’"z, notarem:
6(a) i= o(D(K (/)| K)).

15



Sigui E una corba el-liptica sobre K i considerem una extensio quadratica K (V)| K
ramificada a v, amb caracter x. Podem suposar, sense restriccio, v(d) = 0, 1.

REMARQUES 1:
2 1 iv(d)=1
1. Es té, per tant, §(d) = { et ST v(d)
‘ 2(e—k), k<e, siv(d)=0
2. Suposem v(d) =0, 6(d) = 2(e - k), k < e.
Aleshores existeix z € O, tal que:
v(z? —d) = 2k + 1.

En efecte, siguin O,,, O, els anells d’enters de K,,(\/E), K,, respectivament.
Llavors, existeixen a, b € O,, (_a, b,7) =1 tals que:

7rk

1w (a+ i\/a) =1 (cf. [Nar], [Se]). Prenent normes, obtenim:
™

v(a® — b3d) = 2k + 1.

3. Reciprocament, essent v(d) = 0, suposem que existeix z € O, amb v(z? ~
d)=2i+1,0 <7 <e. Aleshores, §(d) = 2(e —1).
En efecte, suposem que existis y € O, tal que:

y? = d (mod 7%**) amb i < k < e.

Llavors, v(z? — y?) = 2i + 1 perd d’aqui: v(z —y)+v(z —y+2y) > 21 +2 !

Definim les constants a g, S associades a E com:
1 sitip(E) =IV*, III*, II*
ap =
0 en altre cas
4 sitip(E) = II*
3 sitip(E) =III*
2 sitip(E)=1IV* I}, I§

y v

BE =

0 en altre cas.

LEMA 1.1. Suposem p = 2,v € ¥. Donada c € N, ¢ > 0 1 E una corba elliptica
sobre K, existeix un model de Welerstral v-minimal de E, satisfent alguna de les
segients condicions:

(1) v(bg) > c.
(i1) v(bs) < c 1 v(bs) # 0 (mod 4) sempre que 4v(bg) > 3v(bs) 1 4v(b2) > v(bs).
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DEMOSTRACIO:
Suposem v(bg) < ¢, v(bs) = 0 (mod 4) i 4v(bs) > 3v(bs), 4v(b2) > v(bsg). De la
relacié:

4b3 = bgbs - bg

tenim també: 2v(bs) > v(bs).
Sigui @ € K tal que bg = o (mod 7¥(%)*+1), Aleshores, fent el canvi de coorde-
nades r = «, obtenim un nou model de Weierstrafl minimal per a £ amb

v(b's) > 'v(bs) |

En els enunciats i demostracions dels teoremes que segueixen, utilitzarem el
seglient model v-minimal per a E:

(1.3) y2+a1xy+a3y=m3+a2:c2+a4:z:+a6

on els coeficients a; vénen descrits pels models v-estandard (veure taula 1) quan
tip(E) # 11, I§, II*, I}, i en cas contrari vénen descrits pel segiient lema:

LEMA 1.2. Suposem p = 2, v.€ ¥. Sigui E una corba e1~11'ptica sobre K.

(a) Sitip(E) = II, I, II*, existeix un model v-estandard de E satisfent:
(al) v(bs) # 0 (mod 4) quan: v(by) > é(d)+ag, v(bs) = 6(d)+ B i 3v(bs) <
4'U(b6). :
(a2) v(as) 2 3, v(ag) = 3 quan tip(E) = I3.
(b) Si tip(E) = I}, existeix un model v-minimal de E satisfent:
(bl) v(a3) 2 2, v(az) =1, v(ayg) > 3, v(ag) 2 4.
(b2) v(bs) # 0 (mod 4) quan: v(b2) = 6(d), v(bs) > 6(d) + 3, v(bs) < 46(d) i
3vu(bs) < 4v(bg).
(b3) v(be) # 36(d) quan: v(by) = 6(d) 1 v(bs) > 46(d).

DEMOSTRACIO:
(a2) és conseqiiéncia de l’equivaléncia:

v(A) = 6 <> v(ag — azaq) =3

(veure remarques (taula 1)).

Per a provar (b3), suposem v(bg) = 36(d). Sigui r € K t.q. v(bs +r2b2) > 35(d).
Fem la trasllacié per aquest r per a obtenir el model desitjat.

Finalment, (al) i (b2) sén conseqiiéncia immediata del lema 1.1 11

Donada, doncs, la corba E amb model v-minimal (1.3), la corba EX té el model,
no necessariament minimal, segient:

(1.4) y? = 2% 4+ ahz® + afz + af
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on
a'2 = db2 ag = 16d3 be
ay = 8d%b, Al = 21240,
Si v(d) =0, sigui a € O, t.q.:

d = o’*(mod w2e~5(d+1),

Aleshores, fent el canvi s = a;, t = 4daza, obtenim el segiient model per a EX:

(1.5) y? + d\zy + ahy = 2° + afyz® + alz + a}
on

a; = 2a1

ay = a?(d — a?) + 4axd

ay = 8daza

a) = 8d[a;a3(d — a?) + 2day]
ay = 16d%[a3(d — o®) + 4dag]
Al =220, |

TEOREMA 1.1. Suposem p = 2. Sigui v € ¥ i x un caracter quadratic, associat

adE€ K*/K“z, ramificat a v. Sigui E una corba elliptica sobre K, amb model
v-minimal (1.3). Llavors, es té:

(1) Siv(be)—PE < 6(d) £ v(by)—aE, 6(d) # v(bs)—BE qvuan tip(E) = II, I, II*;
o si 2(v(by) — ag) < 26(d) < 3v(bz) — v(bs) + 3, posem:

v(bs) + 26(d) =1 + 6, 0 <: < 6. Aleshores:
tip(EX) = II, I, IT* segons ¢ =0, 2, 4 respectivament i1 h, = l.
(i1) Si26(d) 2 max(3v(bz) — v(bs) + 3, 2(v(b2) — ag + 1)), aleshores:

tip(Ex) = 1:’ hy =

[\) N

v(by).

(iil) Siv(d) = 0, 6(d) < min(v(b2) — ag, v(bs) — Be — 1)), 6(d) # v(b2) quan

tip(E) = I, aleshores:
tip(EX) = tip(E),  hy = 56(d).

(iv) Si tip(E) = IIL III*, v(d) = 1, §(d) < min(v(by) — ag, v(bs) — B — 1).
Aleshores es té:
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tip(E) tip(EX) he
111 I*
I+ 111

e+1

DEMOSTRACIO:

De les hipotesis de (i) obtenim les desigualtats seglients:
3vu(bz) — v(bs) = 26(d) — 2

~ v(bs) < max(8(d) + 3ag — 1, §(d) + BE).
Si v(d) = 0, torcant per x obtenim un model (1.5) satisfent:

v(ag) = 4e + v(bg) + 2k + 1, on §(d) = 2(e — k).

Posem v(bg) + 4e + 2k = i + 6({ + k), i = 0, 2, 4. Dividint per u = 7'** tenim:

v(agu~8) =1 +1 v(aju=?) > %
v(aju=t) > 21;3 v(aju=t) > ‘_1%
03 ,
v(aju=?) > __3—}-_2 v(A'u12) = 12(e — k = [) + v(A).

Si v(d) = 1, torcant per x obtenim un model (1.4) satisfent:

v(ag) = 4e + v(bg) + 3.

Dividint per u = 7! tenim:

v(agu®) =i +1
1 ..
v(aju™?) = 3 (2t + 2+ e+ 3v(by) — 2v(bs)) .

Si v(bs) 2 ﬁb—;—bf—) aleshores v(aju~*) > 2t4 ; + 36.

Si v(by) < i%l.)fl aleshores de 4bg = bybg — bz tenim v(bs) = e + v(;s) i en
qualsevol cas, s’obté:
2143

t ., —4 >
v(agu™%) 2 3

) +1
Finalment, v(abu~2) > s

-_—1

3
v(A'uT1?) = 12e + 6 + v(A) — 121.

19



Aix6 prova (i).
De les hipotesis de (ii) tenim:

“v(b2) = 2v(a,),
v(az) 2 3v(ay) — 6(d) + 2.

Si v(d) = 0, torcant per x obtenim un model (1.5) satisfent:
v(ay) = v(bz) + 2k + 1, on §(d) = 2(e — k).

Dividint per u = n¥(¢1)+¥ obtenim:

v(iaju ) =e—k v(aju™) >3
v(ahu=?) =1 v(agu™®) >4
v(aju=3) >3 v(A'uT12) = 12e + v(A) - 12(v(a;) - k)

= 66(d) + v(A) — 6v(by).
Si v(d) = 1, obtenim un model (1.4) satisfent:
v(ay) = v(by) + 1.
Dividint per u = 7%(%1) tenim:
v(ahu~?) =1
v(agu™*) =3e + 2+ v(by) — 2v(b).
Si tip(E) = Io i v(by) > 0, aleshores v(bg) = 0 i de les hipotesis tenim:
3u(be) < 26(d) - 4.
Si tip(E)' # Iy aleshores es té v(bs) > v(a;) + 1. En qualsevol cas, v(aju™*) > 3.
Finalment, -
v(aku™%) = 4e + 3+ v(bs) — 3v(by) 2 5
i v(A'u"1?) = 12¢ + 6+ v(A) — 6v(b2).
Aixo prova (ii). ‘
En les hipotesis de (iii) tenim necessariament: tip(E) # Io, I, IV, IV*. Obtenim,
en torgar per x, un model (1.5) amb:
o(a}) = e + v(a)
'y 2e+1 si tip(E) =T}
v(ay) =
>2e+ap+1 en altre cas
o(ah) = e + v(as)
(@) { 4e + v(ay) si tip(E£) = III, IIT*
v(ay) =
4 >5e+4+ B +1 en altre cas
(@) { 6e + v(ag) si tip(E) =11, Ig, II*
v(ag)=+<.
6 >6e+ B+ 2 en altre cas.
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Per tant, dividint per u = 2, obtenim un model minimal amb v(A'u"!%) = v(A).
Aixo prova (iii).
Finalment, en les hipotesis de (iv), torcem per x i obtenim un model (1.4) amb:

v(a}) = de + 2 + v(ay).
Dividint per u = 7¢+*E tenim:

v(apu™?) > 2 -agp

v(aju™) = v(aq) + 2 - dag

v(agu~®) > 5+ 20 — 6ag
ide v(A'u™1%) = v(A) + 6 — 12ag s'obté:

hy,=e+ ag

Aixo acaba la demostracié §

El teorema 1.1 descriu completament el comportament dels torcements qua-
dratics ramificats en v € &, p = 2, quan E presenta un dels segients tipus:
Iy, I, III, IV, IV* o III*. En particular, se’'n desprenen els corol-laris segtents:

COROL-LARI 1.1.1.
En les hipdtesis del teorema 1.1, si E té reduccié multiplicativa o bona reduccid
ordinaria a v, aleshores:

Hp(EX) =TI,  hy=0.

DEMOSTRACIO:
Es conseqiiéncia immediata de l'apartat (ii) del teorema.

COROL-LARI 1.1.2.
En les hipotesis del teorema 1.1, si E té bona reduccié supersingular a v, aleshores:

(a) Si26(d) > 3v(b2) + 4, es té:

Gp(EX) =L,  hy= so(b)

(b) Si26(d) < 3v(by) + 4, posem 26(d) =+ 61, 0 < i < 6, llavors:

tip(EX) = II, I, IT*, segons i = 0,2,4 respectivament i h, = l.
0 24
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DEMOSTRACIO:

Es conseqiiéncia immediata dels apartats (i) i (ii) del teorema 1.1, en imposar les
condicions de supersingularitat (v(bg) > 0, v(bs) = 0) B :

Anem ara a completar la descripcio del comportament dels torcements quadratics
quan tip(E) = II, I§, I} i II*, mitjancant els dos teoremes que seguidament enun-
ciem i demostrem.

TEOREMA 1.2. Suposem p = 2. Sigui v € ¥ 1 x un caracter quadratic, associat
ade€ K*/K*z, ramificat a v. Sigui E una corba elliptica sobre K, amb reduccié
a v de tipus II, I o II* i model v-minimal (1.3) satisfent: 6(d) = v(bg) — Bg 1
6(d) £ v(bz) — ag. Llavors es té:

(1) Si46(d) < 3v(bs) — 4Pk 16(dbg) = 0, posem:
46(d) + Be =1 + 61, 0 < ¢ < 6. Aleshores:

tip(EX) = Iy, IV, IV* segons i = 0, 2, 4 respectivament i h, = [.
(i1) Si46(bybs) < 4v(by) — v(bs) + 2, 46(d) > 3v(bs) — 4Bk 1 4(8(dbs) — 6(d)) <
48 — 3vu(bs) + 2, posem:
46(d) + v(bg) + 48 =1 + 8, 0 <: < 8. Aleshores:

tip(EX) = III, IIT* segons i = 2, 6 respectivament 1 h, = [.

(ii1) S1 46(babg) > 4v(dy) — v(bs) + 2, 46(d) > 3v(bs) — 4Bg 1 8(dbg) — 6(d) <
3(8(b2be) — v(b2) — 1) + BE, aleshores:

i

tip(EX) =T, = =[8(d) + v(b2) — 6(b2bs)).

N

(iv) En altre cas, posem:
46(d) — 6(dbg) + B =i +6l, 0 <i < 6. Aleshores:
tip(EX) = II, I§, II* segons i = 0, 2,4 respectivament i h, = l.

DEMOSTRACIO:

De v(bg — a2) = 2e + v(ae) 1 v(bg) = 6(d) + BE es té: 6(bg) = 6(d).

En efecte, quan v(d) = 1 és clar, ja que v(bg) = 6(d) (mod 2). Siv(d) =0, posem

6(d) = 2(e — k), aleshores v(bg — a3) = v(bs) + 2k 4+ 1, i el resultat segueix de les

propietats del discriminant.

Considerem el torcement quadratic de E pel caracter associat a bg, que denotarem
E*. Sigui h} el factor de correccié local de la férmula dels discriminants minimals
corresponent a aquest torcement.
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Semblantment, denotem per E** el torcement quadratic de E* pel caracter as-
sociat a dbs, i sigui h}* el respectiu factor de correccié local. Aleshores, E** i EX
son K-isomorfes i, per tant, '

tip(E**) = tip(EX).
A més, de les relacions:

12k = o(D(E|K)) + 65(d) — v(D(E*|K))
12h%* = v(D(E*|K)) + 65(dbs) — v(D(E**|K))

s’obté:
(1.6) ho = hY 4 h2" = %6(db6).

Considerem el segiient model de Weierstrafl per a E*:

(1.7) y? +alzy +ajy = 23 + a3z’
on .

al = by a; = bg

a} = b2 A* = (b))% A.

Aquest model s’obté de (1.4) en fer el canvi:
s = by, t = 4b%, u=2
Tenim, doncs, b = babs, bf = b} i la desigualtat:
(1.8) 3u(b3) — v(bg) = 3v(by) —v(be) = 26(d) — 2 > 26(dbg) — 3

Ja que 6(dbg) < 6(d).
Suposem, primer, 3v(bg) > 4v(bg). De (1.8) i la relacié:

(1.9) 4bg = bybg — b2
tenim: 3v(bg) > 2v(bs) i v(A) = 2v(bs).
Posem 36(d) + v(bs) = ¢ + 61,0 < ¢ < 6. Llavors, tip(E*) = Io, IV, IV*, segons

-1 =0,2,4 respectivament i A} = (.
En efecte, de 36(d) + v(bs) = 4v(bs) (mod 6), posem:

2v(bg) = -;— + 3r.
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Dividint el model (1.7) de E* per u = 7" obtenim:

4

i
3 v(aju~t) > =
t

— 6
v(A*u"12) = v(A) — 2v(bs) + 2% = 2.

v(agu™?) =

. *®, -2 >
U(a2u ) =3

Suposem 3v(bg) < 4v(bs). Pel lema 1.2 tenim que v(bg) # 0 (mod 4). Fem el
seglient canvi al model (1.7) de E™:

Ss=a— =, on

2

a = 0 si v(bbg) = 1 (mod 2) i

o? = b—zfi(mod m¥(b26)=8(b2b6) ) i 4)(byb6) = 0 (mod 2).

Obtenim, doncs, un nou model:

y? +ajzy + ayy = 2° + ay2® + aiz,

on
ay = by +2s
af~,=b3—b4s—§2=—b¥§-—a2
ay = bE
ay = —sb?.

Observem que 2v(s) > v(bg), amb igualtat quan v(bg) = 0 (mod 2), ja que de la
relaci6 (1.9) es té:
2v(by) > v(bs) i

v(babg) — v(bs) +1 siv(bg) =1 (mod 2)

(1.10) 8(b2bs) = { L v(babg) —v(bs)  siv(bg) =0 (mod 2).

‘D’aqui concloem:
v(ah) = v(bg — bss — s?) > v(bg), desigualtat estricta quan v(bs) = 0 (mod 2).
Si 46(b2be) < 4v(by) —v(bs)+ 2, en aquest cas per (1.10) hem de tenir necessaria-
ment v(bg) = 2 (mod 4). Posem:

48(d)+v(bg) =i +8l, 0<i<8.
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Aleshores, tip(E*) = III, III* segons i = 2 6 respectivament i h} = [.
v(bs) _

5 =3 > + 4r i dividim el nou model de E* per

En efecte, posem 2v(bg) + ——=

u = 7", Aixi obtenim:

v(bg) —1

v(aju™?) = —;—, v(ahu™?) > v(by) — 1 . — 6(babs)
v(bpu™?) = v(bjuT?) = v(be) - 3(_1,3)_-__2
o(Bhu) = v(B5u=) = o(ts) — 3[o(bs) ~

e —1ay 3u(bs) i

1 v(A%u 2)—v(A)———2-—+3-2-.

Si 46(babs) > 4u(by) — v(bs) + 3, lavors:
: * * * 1
tip(E*) =1, hy = 5[6(d) + v(by) — 6(b2b6)].
En efecte, en aquest cas v(ay) = v(bybg) — 6(babg) + 1. Dividim per u = r3lvlaz)-1)
i obtenim:
v(aju~?) =1

U(bg)

v(aju™) > — 2v(by) + 26(b2bs),

amb igualtat quan v(bg) = 0 (mod 2),
o(b3u~2) = §(babs) > 2
o(B5u™®) = v(b) + 3[6(babs) — v(b2)] 2 v(be) = 2(o(s) ~ 6
Cw(A*uT12) = u(A) + 66(bybg) — 6v(bs).
A més, de v(aiu=?) - v(alu™*) = v(u) - v(s) deduim (veure taula 1):

_f 4v(be) — 3v(bs) si v(bg) =1 (mod 2)
B { v(bg) + 46(bybe) ~ 4v(by) — 4 si v(bg) = 2 (mod 4).

Finalment, torcem E* per dbs.
Si v(bgu~%) > 6(dbs)+ BE- + 1, aleshores de (1.8): v(bju~?) > 6(dbg) + ap-, amb
desigualtat estricta quan tip(E*) = I}. Per 'apartat (iii) del teorema 1.1 tenim:
tip(E**) = tip(E£*), hy* = %6(0766)
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ide (1.6) hy = h}. .
Si v(bgu~®) < 6(dbs) + BE-, de nou per (1.8) estem en les hipotesis de (i) en el
teorema 1.1. Per tant, posem: v

v(biu~®) +26(dbs) =i +6l, 0<i<6.

Aleshores tip(E**) = II, I§, II*, segons ¢ = 0, 2, 4 respectivament i h}* = [.. De
(1.6)1 b} = %[6(0!) — v(be)] + v(u) tenim h, = %[35((1) + v(bg) — 6(dbs) — 1].

Aixi obtenim, en cada cas, les condicions del teorema li

TEOREMA 1.3. Suposem p = 2. Sigui v € £ i E una corba elliptica sobre K amb
model v-minimal satisfent: v(b;) < 2e+ 1, v(bg) > 4. Llavors es té:

(i) Siv(be) < 3u(bs), 3v(bs) > 4v(bs) i 8(b2bs) = 0 quan v(bg) < v(bz) + v(bs),

posem:
3v(by) + v(be) =1 + 61, 0 <1 < 6. Aleshores:

tip(E*) = I, IV, IV" segons ¢ = 0, 2, 4 respectivament i h} = l.
(i1) Siwv(bg) > 3v(by), v(bs) = 4v(b2), aleshores:

hy=v(by) i tip(E*) = Iy, I,, segons v(bg)=4v(bs) o v(bg)>4uv(by), respectivament.

(i) Si v(bg) = 2 (mod 4), v(bs) < min(4v(bz), v(bs) — v(b2)), 3v(bs) < 4v(bg) i
46(bybg) < 4v(bg) — 3u(bg) + 2, posem:

4v(by) + v(bg) =t + 81, 0 <t < 8. Aleshores:

tip(E*) = III, III* segons i = 2, 6 respectivament 1 h} = l.
(iv) Si é(bgbes) # 0, v(bs) < min(4v(by),v(b2) + v(bs)) 1 46(b2bs) > 4v(bs) —
3v(bg) + 3, posem:
3v(by) + v(bs) — 6(bsbs) =i +6l, 0 <i< 6. Aleshores:

tip(E*) = II, I§, IT*, segons i = 0, 2, 4, respectivament i h = l.

On E* denota el torcement quadratic de E pel caracter associat a by 1
h}, el factor de correccié local de la férmula dels discriminants minimals
corresponent.
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DEMOSTRACIO:
‘Considerem el segiient model de Weierstrafl per a E*:

(1.11) y? + alzy + ajy = 2% + a}
on

aj = by ag = b2bg

a§ = b2b4 A‘ = (bg)GA

Aquest model s’obté de (1.4), en fer el canvi:
S =b2, t=4bzb4, u=2.

Suposem, primer, v(bs) > 3v(by), v(bg) = 4v(bz); dividint el model (1.11) per
u = 7°(2) obtenim:

v(biu=?) =0 v(ag) = v(bg) — 4v(b)

v(bu®) = v(bs) — 3u(b2) v(A*u™12) = yv(A) - 6v(dy),

on v(A) = 6v(by) si v(bs) = 4v(by).
Aix6 demostra I'assercid (ii).
Suposem v(bg) < 3v(bz) i v(bg) = v(by) + v(bs). De la relacié:
(1.12) 4bg = bobe — b2
tenim: v(by) = v(by) + v(bg) i v(A) = 2v(bg). Posem:
3v(bs) + v(bs) =1 + 61, 0<i<6.

Dividint (1.11) per u = 7! tenim:

v(aju3) = 3 v(bju~?) > 3

v(agu=®) = v(bg) — v(by) — v(bs) +1 v(A*u~1?) = 21,
Per tant, tip(E*) = Io, IV, IV*, segons ¢ = 0, 2, 4, respectivament.
Suposem, a partir d’ara, v(bg) < min(4v(bz),v(b2)+v(bg)). Fem el seglient canvi
al model (1.11) de E*: '

bybs

t =« 2,on

a=0si v(bgbs) =1 (mod 2) i

3 .
o’ = ézfg(mod ¥ (6286)=8(b2be)Ygi 4)(bybg) = 0 (mod 2) .
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Obtenim, aixi, un nou model:

y® + alzy + ayy = 2° + ayz + ag,

on
a'l = b2 .
' | 2 »_ BBbs
a'3=b2b4+2t. a ;bzbs—tb2b4—t =T_'a.

De 2v(by) > v(bg) 1 del fet que:

_ v(bgbe) - ’U(bs) +1 si ‘U(bs) =1 (mod 2)
6(b2be) = { < v(babs) — v(bs)  si v(bs) =0 (mod 2)

tenim v(ag) = v(bibg — babst — t2) > 2v(b2) + v(bs), amb desigualtat estricta quan
v(bg) =0 (mod 2).

Concloem, per tant: .
2v(t) Z 2'0(1)2) + ’U(bs),
amb igualtat quan v(bg) =0 (mod 2).
Si 3vu(bg) 2> 4v(bs) i 6(b2be) = 0, de la desigualtat:

v(bz) + v(be) < v(bs) + 2e

i de la relacié (1.12) tenim:

2vu(byg) = v(bg) + v(bg) < 4v(b2) .
o(a5) = v(ba) + v(ba) |
i v(A") = v(A) + 6v(bz) = 2v(bg) + 6v(b2).

" Posem 3v(b;) + v(bs) =i+ 61,0 < i < 6.
Dividint el nou model de E* per u = 7' obtenim:

.
(a2 7

v(agu~t) > 1

o(ajul) >

v(aju~?) =

N[ = e

i o(AluT1?) = 24,
Aixo completa la demostracié de l’assercié (i).
Si 4v(bs) > 3v(bg), v(bs) = 2 (mod 4) 1 46(babe) < 4v(bg) — 3v(bg) + 2, posem:

do(by) +v(bs) =i +8l, 0<i<8.
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Dividint per u = 7! obtenim:

v(aju™?) = % v(bhu=?) > 2—1———1
o(abu=®) > 21 o(bpu?) » 222
4 4
b .
iv(A'u™1?) =v(A) - 3L(2-—8-)- + % D’aqui es despren l’asserci6 (iii) del teorema.

Finalment, si:
46(babg) > 4u(bs) — 3v(bs) + 3, 6(babs) # 0

posem: 3v(by) + v(bs) — 8(babs) =i + 61,0 < i < 6, i dividim per u = 7!, obtenint:

v(agu=®) =i +1 v(bgu®) > 24
w2 22y > 22

i v(A'u™12) = v(A) - 2v(bs) + 26(b2bs) + 2.

Aixd prova la darrera assercié del teorema
COROL-LARI 1.3. Suposem p = 2. Sigui v € ¥ i x un caracter quadratic, associat
adée€ K‘/K*z, ramificat a v. Sigui E una corba elliptica sobre K, amb reduccié
a v de tipus I} i model v-minimal (1.3) satisfent: 6(d) = v(bz) i 6(d) < v(bg) — 3.
Llavors es té:

(a) Sié(dby) = 0, aleshores:
tip(EX) = tip(E*) i hy = h3,.

(b) Si 6(dby) - 8(babs) # 0, 46(babs) = 4v(bg) — 3v(bs) + 3, 46(d) > max(v(bs),
4(v(bg) — v(bg))), aleshores:
(bl) Si36(dby) < min(36(babg) — 3, 36(d) — v(bg) + 8(b2bs) + BE+ — 3ag-) es
té:

tip(EX) = tip(E*) i hy = hZ.

(b2) Si66(dby) > max(96(d)—3u(be)+9, 66(d) — 2v(bs) + 26(bab¢) + 2{FE~ —
age + 1)) es té:

tp(EX) =1,  hy, =6(d)— %6(db2). |

(b3) Sié(dby) = 6(babg) 136(d) > 26(babg) + v(be) — Be- + 3ag- aleshores:
(b3.1) Si 3v(bg) > 4v(bs) 1 6(dbg) = 0, posem:

36(d) +v(bs) =i +6l, 0<i<6. Es té:
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tip(EX) = Iy, IV, IV*, segons 1 = 0, 2, 4 respectivament i h, = [.
(b3.2) Si 3v(bs) < 4v(bs), 46(d) > 46(babs) +v(bg) —2 1 46(dbs) < 4u(bs)—
3v(bs) + 2, posem:
4[6(d) + BE+] + v(bs) =i + 8, 0 <i<8. Es té:
tip(EX) = III, III* segons i = 2, 6 respectivament i h, = l.

(b3.3) Si 3v(bg) < 4v(bs), 45(d) < 46(b2b5) + v(bg) — 3 1 6(dbs) < v(bg) +
3(6(b2bg) — 8(d) — 1], es te:

Hp(EX) =T,  hy = 6§(d) — %5(db2).

(b3.4) En altre cas, posem:
36(d) + v(bg) — 6(dbg) = + 6, 0<:<6. Es té:

tip(EX) = II, Iy, IT* segons ¢ = 0, 2, 4 respectivament i h, = l.
(b4) En altre cas, posem:

36(d) + v(bs) — 8(dba) =i + 61,  0<i<86. Es té:

txp(EX) =II I§, II* segons 1=0, 2, 4, respectwament 1hy,=1
(c) En altre cas:
(cl) Si26(dbz) > 36(d) — v(bs) + 3 es té:

tip(EX) =TI,  hy,=6(d) - %6(db2).
(c2) Si4é6(dby) < min(4v(be) — 3v(bs) + 2, 46(d) — v(bs) + 2) posem:
46(d) + v(bs) =i + 81,0 < i < 8. Es té:

tip(EX) = III, III* segons i = 2, 6 respectivament i h, = l.
(c3) En altre cas, com en (b4).

DEMOSTRACIO:
De v(b2 — a?) = 2¢ + 1i v(by) = 6(d) es té:

§(be) = 8(d).

En efecte, quan v(d) = 1 és clar. Quan v(d) = 0 posem 6(d) = 2(e ~ k), aleshores
v(b2a?) = v(b2) + 2k + 1 i apliquem les propietats del discriminant.
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Denotem per E** el torcement quadratic de E* pel caracter associat a db,, i
sigui h}* el corresponent factor de correccié local de la férmula dels discriminants
minimals. Aleshores:

tip(E**) = tip(E%X) i, de les relacions:

12h; = v(D(E|K)) + 66(d) — v(D(E*|K))
12h,* = v(D(E*|K)) + 66(dby) — v(D(E** | K))
obtenim: 1
hy = hy + h}* — 55(db2).
Es té també, (vegi’s demostracio del teorema 1.3)
hy = v(u).

Per a §(dby) # 0, obtenim les condicions del corol.lari, aplicant el teorema 1.2 al
subcas (b3) i el teorema 1.1 en els altres casos.

§3. Determinacié de v quan tip(EX) =I}. La formula dels conductors.

Suposem p = 2. Per av e L, sigul x un caracter quadratic, associat a d €
K*/K ** ramificat a v. Sigui E una corba elliptica sobre K amb model v-minimal
(1.3). Suposem que es satisfa alguna de les segiients condicions:

A. 26(d) > max(3v(b2) — v(bs) + 3, 2(v(b2) — ag + 1)).
B. tip(E) =1I},, v' senar, v(d) =0, é(d) < min(v(b;) — 1, v(bs) — 3).
C. tip(E) =11, Ig, II*, 6(d) = v(bs)—PE, 6(d) < v(b2)—ag, 46(babs) > 4v(by)—
v(bg) +2, 46(d) > 3v(bg) —4BE i 6(dbe) — 6(d) < 3(6(babs) — v(b2) — 1) + BE.
Aleshores, pels teoremes 1.11 1.2 tenim:
tip(EX) =15,
Anem a calcular v, en cadascun dels casos A, B i C.
Considerem el seglient model v-estandard per a EX:
(1.13) y2 + alzy + ajy = ° + a32® + ajz + af
(v(a}) descrites a la taula 1).
Per un calcul senzill es té:
(1.14)  o(B)) = v +4,
(1.15) v(A%) = v + 2v(b3) + 4, quan v > 2v(b3) — 2.
A.0 Suposem que es satisfa la condicié A i v(d) = 0.
Existeix un model de Weierstral minimal de E amb les propietats:

(1) v(bs) # 0 (mod 4) quan: 4v(bs) > 3v(bs) 1 4v(b2) > v(bs).
(2) v(as) =1 (mod 2) quan: v(bg) = v{as) + 6(d) — 11 v(as) < 3u(b2) — 6(d).
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En efecte, la propietat (1) és conseqiiéncia immediata del lema 1.1, ja que v(b2) <
6(d). Per ala propietat (2), suposem v(bs) > v(ag)+6(d)—1, v(as) < 3v(bz)—6(d)1i
v(ag) = 0 (mod 2). Fent una trasllacié per t, podem aconseguir: v(as —t?) > v(ag),
i de 2v(a3) > v(ag) + 6(d) — 1 tenim:

v(ag — tag — t2) > v(as).

Aquest procés té un nombre finit de passos ja que v(ag) esta acotat.

Notem que aquest nou model de E continua satisfent la condicié A.

Obtenim un model minimal per a EX (vegi's demostracio del teorema 1.1) dividint
el model (1.5) de EX per u = n?(®*+¥ on §(d) = 2(e — k). Tenim, doncs, v(b}) =
v(byu~?) = §(d).

Sigui r € O, tal que:

by = byu~® + 3rdgu~C + 3r2bju~* + ribju~? + 3rt.

Quan r = 0, posarem v(r) = +oo.
A.0.1 Suposem v(bg) = 3v(b2), v(ag) = 3v(b2) — 6(d) + 1. Llavors,

v = 0(A) — 6v(by) + 4(6(d) — 1).
En efecte, si v(as) 2 2v(b2) — 6(d) + 1 tenim v > 2v(d3) — 2 i aplicant (1.15)
obtenim el resultat.

Si v(aq) < 2v(be) — 6(d) + 1 aleshores:

v(agu™") = v(as) +2(8(d) - v(b2))
v(azu?) 2 v(aju™)

v(agu~®) > 2v(aju~*) — 1 i, per tant,

v = 2v(aju™*) — 4 = 2v(aq) — 4v(b2) + 4(8(d) — 1).

Finalment, el resultat s’obté de les relacions:

v(bs) = 2v(ay)
v(A) = v(b3bg).

A..0.2 Suposem v(bs) < 3v(b2), v(bs) < v(as) + §(d). Llavors,
| v = v(A) = 6v(by) + 4(8(d) — 1).
En efecte, de v(aku~%) = v(bs) — 3v(by) + 26(d) + 1 tenim:
v(agu~®) < min(2v(aju~?), 2v(aju~?) - 1).
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Per tant:

4v(r) = 2v(bg) — 6v(b2) + 456(d).
Si v(bg) < 2(v(bg) — v(d2)), llavors:
v(b3) = v(bgu~?) = v(bs) — 4v(b2) + 46(d)

1 v(A) = v(b3bs).
Si v(bg) > 2(v(bs) — v(b2)), llavors:

(b2 = 4v(r) i v(A) = v(b2).

En els dos casos apliquem (1.14) per a obtenir el resultat. El cas v(bg) = 2(v(ds) —
v(by)) s’evita en el nostre model minimal.

A.0.3 Suposem v(bg) = v(ag) + 6(d) — 1, v(bs) < 2v(as) — 2v(b2) + 26(d) — 3,
aleshores:

v =v(A) — 6v(by) + 4(6(d) — 1).
En efecte, de v(agu=®) > v(as) — 3v(b2) + 36(d) tenim:
4v(r) 2 2v(ag) — 6v(b2) + 66(d) — 2

i v(b3) = v(byu~?), amb v(A) = v(b3bs).

A.0.4 Suposem v(bg) > v(ag)+6(d) =1, v(ag) < 3v(b2) —6(d) i v(bs) > 2v(as) —
2v(by) + 26(d) — 3, aleshores:

v = 2v(ag) ~ 6v(bz) + 6(6(d) — 1).
En efecte, de v(aju~®) = b(as) — 3u(b;) + 36(d) i v(bg) = v(a%ae — a2) tenim:
v(agu™%) < min(2v(aju™?), 2v(aju~*) - 1)

1, per tant, _
4v(r) = 2v(ag) — 6v(b2) + 66(d) — 2,

on en el nostre model v(ag) =1 (mod 2). Finalment es té:
- v(bg) = 4v(r).
A.0.5 Suposem v(bs) = v(ag) + 6(d) — 1, v(ag) < 3v(b2) — 8(d), v(bs) > 2v(as) —
2v(by) + 26(d) — 3, aleshores:
Si 26(dbs) < 2v(be) — 2v(bz) — v(bg) + 26(d):
v = v(bg) — 4v(b2) + 4(6(d) - 1).
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Si 26(dbe) > 2v(bs) — 2v(by) — v(bs) + 26(d):
v = v(A) — 6v(by) + 2(36(d) — 6(db) — 2).

En efecte, la igualtat v(bs) = v(ag) + 6(d) — 1 implica v(ag) =1 (mod 2) i, com en
el subcas anterior, es té v(bg) = v(aag — a?).
Considerem el model (1.5) per a EX, on ara escollim a € O, tal que:

d= az(mod 7r2‘"6(d)+1)

dbs = (a3a)?(mod n2e~8(dbe)+v(dbe)y,
Tenim, doncs, |
v(ah) = v(16d*(dbs — (asa)?)) = v(bs) — &(dbs) + 6e + 1,
si 8(dbg) # 0. Per tant,
4v(r) > 2v(bs) — 6u(by) + 66(d) — 26(dbs), si 6(dbs) # 0

i d’aqui, si 26(dbg) < 2v(bg) — 2v(b2) — v(bg) + 26(d) es té: v(b3) = v(bgu~?).
- Si 28(dbe) > 2v(bg) — 2v(by) —v(bs) + 26(d), tenim '

6(dbg) # 0 i v(agu~®) < min(2v(aju?), 2v(aju™*) - 1).

Per tant, 4v(r) = 2v(bg) — 6v(b2) + 66(d) — 26(dbs) 1 v(bz) = 4v(r).

Finalment, de §(dbs) < 6(d) tenim v(bg) > 2(v(bg)—v(b2)) id’aqui v(A) = 2v(bs).

A la taula 2, donem un recull de tots els resultats en el cas A.Q.

A.1 Suposem que es satisfa la condicié A i v(d) = 1.

Escollim un model minimal de E que satisfaci: v(bs) # 0 (mod 4) si: 4v(bs) >
3v(bs) 1 4v(by) > v(bg). L'existéncia-d’un tal model és immediata a partir del lema
1.1.

. Obtenim un model minimal per a EX (vegi’s demostraci6 del teorema 1.1) dividint
el model (1.4) de EX per u = 7*(®"), Sigui r € O, com en el cas A.0.
A.1.1 Suposem v(bg) = 3v(b2), aleshores:

v = v(A) - 6v(b) + 4(6(d) - 1).
En efecte, en aquest cas tenim v > 2v(b}) — 2, on v(b3) = 6(d) i aplicant (1.15)
obtenim el resultat.

A.1.2 Suposem v(bg) < 3v(bz), v(bs) = 0 (mod 2). Aleshores:

v =v(A) - 6u(b) +4(6(d) — 1).
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(2 — (%9p)9 — (P)92)T + (29)ag — (V)a

(2q)a + ((29)a — (%)a)z < ((P)9 — (54P)9)z

(1 = (P)9)¥ + (%9)ap — (8g)a

6(d) = v(bs) — v(ag) + 1

(89)a + ((29)a — (%9)2)z > ((P)9 — (°9P)9)T

(1 = (P)9)9 + (29)ag — ?%m

28(d) < v(bs) + 2v(b2) — 2v(a¢) +3

1+ (99)a —(%)a > (p)g

(1 = (P9 + (29)ag — (V)a

g+ (90)ag — (%q)az + _Ev; <(p)9e
o 1+ (90)a —(99)a < (p)¢ | (29)ag > (%)

(1 —(P)9)9 + (%9)ag — (°v)ag

((1+ (ov)a — (%9)ag)z ‘¢ + (9v)ag — (%9)ag + (®g)a)uru > (p)gg

(1 = (P)9)v + (29)ag — (v)a

¢+ (90)ag — (%9)ag + (%9)a < (p)9z
o 1+ (99)a — (29)ag < (p)¢ | (29)ag < (%9)a

« (xq)n

0=(Pa (14 90—-(%9)a)g ‘¢+ (%) —(2q)ag)xew < (p)9z

Z eney,




En efecte, de v(asu=®) = v(bs) — 3v(b2) + 4e + 3 tenim:
4u(r) > 2v(bg) — 6v(b2) + 46(d).
Si v(bs) < 2v(bg) — 2vu(b;) aleshores v(by) = v(bgu~8) i v(A) = v(b2bg).
Si v(bg) > 2v(bg) — 2v(b,) aleshores de v(agu~?) < 2v(aju~*) — 1 tenim 4v(r) =
2v(bg) — 6u(by) + 46(d) i v(b3) = 4v(r), amb v(A) = v(b2).
El cas v(bs) = 2v(bg) — 2v(b2) no es déna en el nostre model.

A.1.3 Suposem v(bg) < 3v(b;), v(bg) = 1 (mod 2). Aleshores:
Si 26(dbg) < 2v(bs) — 2v(by) — v(bs) + 26(d):

v = v(bg) — 4v(b2) + 4(é(d) — 1).
Si 26(dbe) > 2v(bg) — 2v(b2) — v(bs) + 26(d):
v =1v(A) - 6v(b) + 2(36(d) — 6(db6) ~2).
En efecte, fem el segiient canvi al model (1.4) de EX : t = 4da, on
dbs = a?(mod m2e=5(dbe)+u(dbe)y
Tenim, doncs:
v((ag — t*)u"%) = v(bg) ~ 3v(by) — 6(dbg) + 6e + 4, si 6(dbg) # 0.

A partir d’aqui es procedeix com en el subcas A.0.5.
B. Suposem que es satisfa la condicié B. Aleshores:

Si2s(dy<v' +3: wv=v
Si26(d)=>v +3: v =2 —§(d)+1).
En efecte, prenem el model v-estandard per a E (vegi’s taula 1). Obtenim un model

minimal per a EX (vegi’s demostracié del teorema 1.1) dividint el model (1.5) de
EX per u = 2. Sigui r € O, com en els casos anteriors. Tenim:

- v(agu~®) = v(bs) — 6(d) + 1
v(aju™) > v(aju?) + 1

v(agu~®) < 2v(aju~?), per tant,

4v(r) = 2v(bg) — 26(d) i
v(bgu~8) = v(bg) = v(bs) + 1.
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Si v(bg) > 26(d) Navors v(bg) = v(bs).

Si v(be) < 26(d) llavors v(bg) = 4v(r).

C. Suposem que es satisfa la condicié C.

Sigui E* el torcement de E pel caracter associat a bs. Hem provat a la de-
mostracié del teorema 1.2 que tip(E*) = I},, amb model v-estandard obtingut en

transformar el model (1.7) per s = g— i u = n3(v(babe)=8(b2b6)) § ! donada per:

[ 4v(be) — 3v(bs) si v(bg) =1 (mod 2)
{ v(bg) — 4v(b2) + 4(8(b2be) — 1) si v(bg) = 2 (mod 4).

Sigui E** el torcement de E* pel caracter associat a dbs. Tenim, doncs, v(EX) =
v(E**). -
~ C.1 Suposem v(bg) =1 (mod 2). Aleshores:

Si 6(dbs) — 46(d) < 48k — 3v(bs) +3: v = 46(d) — 3u(bs) + 48E.
Si 6(dbs) — 46(d) > 485 — 3u(bs) +3: v = 2(46(d) — Bu(bs) — 8(dbs) + 485 + 1).

En efecte, només cal aplicar el resultat del cas B a E**.
C.2 Suposem v(bg) = 2 (mod 4). Aleshores:

Si 6(dbg) — 6(d) < &(babs) — v(by) — ”(;8) + BE:
v = v(bs) — 4v(bs) + 4(6(babs) ~ 1).
Si 6(dbs) — 6(d) > &(bybs) — v(bs) — ”(;’8) + BE:

v = 26(d) + 66(babs) — 26(dbs) — 6v(b) + 285 — 4.

En efecte, considerem el model v-estandard de E*. Obtenim un model minimal per
" a EX dividint el model (1.5) de E** per u = 2. Sigui r € O, com abans, és a dir,
la trasllacié de z que ens passa de ’anterior model minimal al model v-estandard
de EX. Llavors tenim:

v(agu~) = v(be) — 3u(ba) + 36(brbs) — 6(dbs) + 1
i 4v(r) > 2v(bs) — 6v(bz) + 66(bybs) — 26(dbs).
Si v(byu~?) < 2v(bg) — 6u(b2) + 66(b2be) — 26(dbg) aleshores v(by) = v(bzu~?).

Si v(byu~?) > 2v(bg)—6v(by )+65(bybs )—26(dbe ) aleshores v(afu~) < 2v(afu~*)—
1, 4v(r) = 2v(bs) — 6v(b2) + 68(babg) — 28(dbe) i v(bg) = 4v(r).
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REMARQUES:

(1.1)

(1.2)

Si tip(E) = I, I, ITIL, IV, III* o IV* i es satisfa la condicié A, aleshores:
v=uv(A)—6v(by)+ 4(8(d) — 1)

aquesta igualtat surt clarament en aplicar A.0, A.1 a cadascun dels tipus
esmentats.
El coneixement de v en els casos A, B i C, ens permet calcular-la també -
en tots els altres casos, els quals es poden presentar quan tip(E) = I}, i
8(d) £ v(b2), 6(d) < v(bg) — 3. Un cami és:
(i) Si é6(d) = v(b2), apliquem el teorema 1.3, per a classificar E* i tot seguit
els algorismes A, B o C al torcement de E* per db,.
(ii) Si 8(d) < v(b2) (i V' és parell), donem dues opcions:
(a) Prenem un model minimal de E que compleixi les propietats segiients:
(1) v(bs) Z 0 (mod 4) quan: 4v(bs) > 3v(bs) i 4v(d2) > v(bs).
(2) v(bs) # 3v(bz) quan v(bs) > 4v(by).
Un tal model sempre existeix, pels lemes 1.1 1 1.2, ja que v(b;) < 2e + 1.
Ara estem en condicions d’aplicar el teorema 1.3 i procedir com en (i).
(b) Considerem el model v-estindard de E. Es un calcul senzill veure que,

s1 26(d) # 2v(bg) — v(bs) es té:

v = 2(v(bg) — 6(d) — 2) quan 26(d) > max(2v(bg) — v(bs),
2(v(bs) — v(as) + 1)) |
v=1' en altre cas.

En particular, quan 26(d) < v' + 4 tenim v = /.
Finalment, en el cas 26(d) = 2v(bs) — v(bs) procedim com en (a).

La formula dels conductors.

Sigui E|K una corba elliptica definida sobre K amb discriminant minimal
D(E|K) i conductor geomeétric N (E|K) (cf. [Og3], [STN]). Per un caracter quadratic
X, considerem la corba elliptica EX amb discriminant minimal D(EX|K) i conduc-
tor geomeétric N (EX|K).

Donat v € ¥ tenim,

fo=v(D(E|K)+1-m,
FX = o(D(EX|K) + 1 = mX.

On notem f, = v(N(E|K)), fX = v(N(EX|K)) i m,, m) denoten el nombre de
components irreductibles (llevat de multiplicitats) de la fibra especial del model
v-regular, v-minimal de E, EX, respectivament.
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A partir de la relacié entre els discriminants minimals d’ambdues corbes, hom pot
_donar, doncs, una relacio entre els conductors geomeétrics respectius que, localment,
es podra escriure aixi:

fX = fo =6v(D(X)) + my, — mX — 12h,.

EXEMPLES:

1) Quan la férmula de Silverman (1.1) sigui certa a v (és a dir, per h, = 0)
tindrem:

fX = fo=6v(D(X))+ my —m.
2) Si x és no-ramificat a v, aleshores:
&= fo

3) Si p# 21 x és ramificat a v, aleshores de la proposicié de la pag. 15
tenim: fX — f, = 0, llevat quan tip(E) = Iy, I,, I3, I;. En aquest cas
fX—f,=2,1, -2, -1, respectivament. :

4) Suposem p = 2 i x ramificat a v. Obtenim fX — f, dels teoremes 1.1, 1.2,
1.3, el Corollari 1.3 i el calcul de m¥ (quan tip(EX) =1I3).

(4.1) En les hipotesis del teorema 1.1 (i) tenim:

fX = fo =26(d) + m, — 2v(bs) — 1.

(4.2) En les hipotesis del teorema 1.1 (ii), quan tip(E) = Io, I, III, IV, III*,
IV*, tenim:

fX = fo=26(d)+my, —v(A) - 1.

(4.3) En les hipotesis del teorema 1.1 (iii), amb 26(d) < v + 4 si tip(E) = I},

tenim:
fX—fo=0.
(4.4) En les hipotesis del teorema 1.1 (iv) tenim:
fvx - fv = 0.

(4.5) En les hipotesis del teorema 1.2 (i) tenim:

fg(—fv:

{ —26(d) sii=0
—26(d)+2 sii=2,4.

(4.6) En les hipotesis del teorema 1.2 (ii) tenim:
3
fX—fo =2- 48 — Ev(bg).
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(4.7) En les hipotesis del teorema 1.2 (iii) tenim:
FX = f, = 66(babs) + 285 — 6u(by) — v — 4

on v ve donada per C.1, C.2 (vegi’s pag. 37).
(4.8) En les hipotesis del teorema 1.2 (iv) tenim:

f¥ = fo = 2(8(dbs) — 6(d)).

En les taules que segueixen, explicitem per a v € £, p = 2, e = 1, per a un
caracter quadratic x ramificat a v -amb v(d) = 0 a la taula 3 i amb v(d) = 1 a
la taula 4- i per a una corba elliptica £ amb model v-minimal (1.3), el tipus de
reduccié de EX aixi com les relacions locals entre els discriminants minimals i els
conductors geomeétrics de E i EX.
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Taula 3

tip(E)

UpEX) | by | oD(E)—o(DE) | fr- 1o
v(by) = I (v=4) 0 12 4
Iy
(b)) >0 I 0 12 4
L I (vi=yia) 0 12 3
v(bg) > 2 Ir 1 0 0
I :
. 8(dbg) =2 11 1 0 0
‘v(be) =2
v(bs) =2 111 1 0 -1
8(dbg) =0
| v(bs) > 2 v 1 0 -2
v(bg) = 2 II 1 0 1
117
v(bg) > 2 II1 1 0 0
v I 1 0 2
v(bg) > 4 I3 1 0 0
I
8(dbg) =2 I3 1 0 0
‘U(bs) =4 .
v(bg) = 5 I w=1) 1 0 -1
8(dbg) =0
v(bg) > 5 A% 1 0 -2
v(bg) = 4 Iy 1 0 v
I ~
U(bz) > 2 I;/ v'=v) 1 0 0
U(bs) >4
8(db2) = 2 I, (v'=v(8)-8) 1 0 v—u(A)+8
'U(bg) =2 )
v(bs) =6 | III" 1 0 v—-13
v(bg) =7 | II" 1 0 v—4
§(dby) =0
' v(bs) =8 | Ig 2 -12 v-28
v(bg) > 8 | I (v'=v(a)=12) | 2 -12 v—v(A)+5




Taula 3 (cont.)

tip(E) tip(EX) | hy | v(D(EX)) - v(D(E)) | fX ~ f,
v+ I; 1 0 2
U(bz) =2 I; (v=2) 1 0 1
I1r
v(bg) > 2 r 1 0 0
v(by) = 2 ID w=3)| 1 0 1
Ir
v(bg) > 6 Ir 1 0 0
v(bg) > 2
S(dbg) =2 | II* 1 0 0
v(bg) = 6
5(dbg) =01 I 2 -12 -4




Taula 4

tip(E) tip(EX) | hy | v(D(EX)/D(E)) | f¥~ f
‘U(.bz) =0 I; (v=8) 0 18 6
I
v(bz) > 0 1I 1 6 6
I" I:' (v'=v+38) 0 18 5
v(be) =9 I3 1 6 9
I1I
v(bz) =2 I v=ogrey | 1 6 2 — v(bs)
v(bs) =3
v(bg) = 2 Iir 1 6 -1
v(bg) >2
» S(dbg) =2 | II* 1 6 -2
v(bs) >2 -
5(dbg) =0 | I 2 -6 -6
v(be) = 2 I 1 6 3
III
v(b2) = 2 I (v=2) 1 6 1
v(bs) >2 -
: v(by) > 2 1ir 1 6
v I 1 6
. v(bZ) =2 I; (v=1) 1 6
vr :
v(b) > 2 I 1 6 4
v(bz) =2 I; (v=+6) 1 6 3
Irr
v(bs) = 6 11 2 -6 1
‘v(bg) >2 .
v(bg) > 6 111 2 -6 0
v(by) =2 I; =7 1 6 3
Ir
v(bg) =6 I1I 2 -6 2
v(ba) > 2 : ,
§(dbg) = 2 I 2 -6 X))
v(be) =7
v(bg) =9 | I} =1) 2 -6 -3
S(dbg) =0
v(bg) >9 | IV* 2 -6 -4




Taula 4(cont.)

tip(E) tip(EX) hy | v(D(EX)/D(E)) =1
v(by) =2 I} (v=u(a)-4) 1 6 10 — v(A)
Is
v(bs) = 4 I 1 6 2
v(bg) > 2
v(bs) = 5 I} (es) 1 6 1
v(bg) =5
8(dbs) = 2 I1 2 -6 -2
v(bs) >5
w(bs) =6 | IIT 3 18 15
8(dbe) = 0
v(bs)>6 | IV 2 -6 4
v(bg) =2 I;/ (v'=v(a)-4) 1 6 v+ 10 - ’U(A)
I;
v(bs) = 4 i 1 6 v+ 2
v(be) =3 -
l §(dbg) = 0 I 2 -6 v—2
v(bg) =6 | v(bs) =6
l §(dby) = 2 111 2 -6 v=13
v(bg) =17 11 2 -6 v—2
v(bs) = 6 I 2 -6 L V-3
v(be) =7
§(dby) = 0 I 9 -6 v—6
v(bg) =9 .
l 8(dbs) = 0 | It (pr=1) 2 -6 v-1
§(dby) = 2
| s(abe)=2 | 13 2 -6 v—6
6(dbs) =0 v 2 -6 v—28
v(bs) > 9
§(dbs) = 2 I 2 -6 v=6
Jv(bg) =9 I3 2 -6 v—=06
’v(bs) >17 -
6(db2) =2 I (v'=v(A)-14) 2 -6 v+ 8- 'U(A)
v(bs) # 9
: v(bg)=6 | III 2 -6 v-—-3
§(dby) = 0
v(bs) = 10 | I1I* 2 6 =9
v(bg) =11 | II* 2 -6 v—10
v(bs) =12 | Io 3 -18 v - 14
v(bs) > 12 | I, (v'=v(a)-18) | 3 -18 v+5—v(A)




CAPITOL II. CORBES EL ‘LIPTIQUES D’INVARIANT  FIXAT 1
BONA REDUCCIO.

S1gm K un cos de nombres. Podem descriure el conjunt de totes les corbes
elliptiques definides sobre K, de la seglient manera:

Peracadaj € K, j #0, 1728 considerem la corba el- hptlca E;, donada per la
seglient equacié afi de WelerstraB

pogs_ 2 Y
-] 1728 5. -1728

amb j(E;) = j. Sigui Eli(j) el conjunt de totes les corbes el liptiques que tenen el
mateix invariant j. Aleshores Ell(j) = Twist(E;) es un espai homogeni principal
sobre H!(G, Aut(E;))= HI(GK, 7/21) = K*/K*'. Es adir, cada corba el liptica
sobre K (amb j # 0, 1728) és un torcement quadratlc d’alguna E; i ve, per tant,

parametritzada per la parella: (j € K, d € K*/K* )- ’
Considerem, ara, el segiient problema:

Sigui Ells = {corbes elliptiques sobre K amb bona reduccié fora de S}

on S és un conjunt finit de primers finits de K. Com es pot descriure el conjunt
Ells mitjangant els parametres (j,d)?.
Es molt senzill veure que el conjunt de corbes de Ellg amb invariant j fixat és
també un espai homogeni principal, pero, sobre la cohomologia no-ramificada fora
de S. Tenim, doncs, que el conjunt EllgN Ell(7) és buit, o bé, si E € EllsNEl(7),
tots els elements restants son torcements de F per caracters quadratics no-ramificats
fora de S. Per tant, el problema plantejat es redueix a detallar el segilient conjunt:

Js = {j € K : existeix una corba elliptica E|K amb bona reduccié fora de S
| i §(B) =3},
El procediment que utilitzem per a la descripcié de Jg comprén un estudi prev1 del
problema en el cas local.

Observem que, fixat v € ¥, podem descriure el conjunt de corbes el-liptiques sobre
el cos K, com abans. El mateix podem fer amb el conjunt de corbes elliptiques
sobre K, amb bona reduccié (a v). Perd, ara, la cohomologia no-ramificada és
isomorfa a Z/2Z. Per tant, per a cada j € K,(j # 0, 1728) hom té cap, o bé dues
corbes elliptiques sobre K, amb bona reduccié i invariant modular j.

.§1. El problema local.

Donada una valoracié v € I, es defineix J(v) com el conjunt dels j € K tals que
existeix una corba elliptica E, definida sobre K, amb j(E) = 7 i bona reduccié a
v. "
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REMARQUES 2.1:

1) j€Jv)=>j € O,.
2) Donada j € O,, sigui E una corba elliptica amb j(E) = 5. Aleshores sén
equivalents:

(i) j € J(v).
(i1) Existeix un torcement de E amb bona reducc1o av.
(iii) Existeix D € K* JK*" n=2, 4, 6, tal que EP té bona reduccié a v.

Si Ag és el discriminant de E i j # 0, 1728, tindrem com a conseqiiéncia:
v(Ag) = 0 (mod 6)

[vegi’s Capitol 0].

Considerem, per j # 0, 1728, la corba elliptica E;, donada per la seglient equacié
de Weierstraf afi: '

25 __ 54
j— 1728 j—1728°

(2.1) y? =z~

Aleshores es té:

-2
J
AE;) =0 T
17(E5) =7

De les remarques 2.1, hom obté, aixi, una condicié necessaria per a j € J (v):
v(7) 2 0, v(A(E;)) =0 (mod 6)
o, equivalentment:

(22)  »(j)=0, v(F)=0(mod3),  wv(j—1728) =0 (mod 2).

Per a p # 2, 3, aquesta condicid resulta ser suficient, cf. [Se-Ta], [Neum].
Tenim, doncs, una descripcié senzilla de J(v) per a p # 2, 3.

EXEMPLES 2.1:

1) Sigui E la corba elliptica definida per la seglient equacié de Weierstrafl afi:

36 1
j—1728" ~ j — 1728

E’:y2+wy=x3—
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Es té: "
J

(G — 1728)3

Per tant, donats v € £,j € K amb v(j) = v(j — 1728) = 0, E té bona
reduccid a v, és a dir, j € J(v).
De fet, la corba E; resulta ser isomorfa a E~!.
2) Per p = 3, v € £, donem tres corbes elliptiques amb invariant j satisfent

(2.2), pero, en canvi, j € J(v):
(a) K = Q(V3),E : y? = z° - -3—-4—\@3: —g amb j(E) = —322%. Fent el

canvi u = v/3,r = V/3(¥/3 ~ 1) tenim, per 'algoritme de Tate, que
tip(E) = IV. Per tant, j ¢ J(v) (vegi’s Cap. I, pag. 15).
3328

i(B)=jiAE)=

(b) K = Q(V3), E : y* = 2° + 9z + 3+/3 amb j(E) = —~— - 1728 =
396 '
—3—52—-. Fent el canvi r = —/3, tenim que tip(E) = II*. Per tant,
J ¢ J(v)

9 :

() K = Q(3), B : ¢ = 2° + 5(1+ VO)z + (1 + V3) amb j(E) =

3525(1 + v/3)
B(1+V3)+2

tant, j ¢ J(v).
3) Per p = 2, v € X, donem tres corbes elliptiques amb invariant j satisfent

(2.2), pero, en canvi, j ¢ J(v):
(a) K = Q¥2), E : v +2zy + 2y = 2z + V2z amb j(E) =
8 3 3 .

2°(5 + 3V/2) Per tant, v(j) = 8¢ = 24. Perd, tip(E) = III

(31 + 26+/2 + 23V/4)
1 per tant, j ¢ J(v) (vegi’s cor. 1.1.1, 1.1.2. del Cap. I).

(b) K = Q(V2), E : y? = 2% — 3(21 — 17v/2)z — 4(55 — 38+/2) amb j(E) =
263(13—4+/2) 15 —1728 = 283(1—+/2). Fent el canvi r = s = 1, trobem
que tip E = Il 1 pels cor. 1.1.1, 1.1.2\<}e_l Cap. I, 5 ¢ J(v).

PN Lo s 21014 V2) 541+ V2) .

(C) I{—Q(\/Z_)’Ey =T %_1071: %_107 am}JJ(E)

241 + ¥2).
Fent el canvi r = 3, s = 3, u = /2, obtenim un model de tipus II amb
v(by) =41 v(bg) =7, per tant, pels T. 1.1, 1.2 del Cap. I, j ¢ J(v).

Fent el canvi r = ~1, tenim que tip(E) = II. Per

El nostre objectiu és donar una descripci6 explicita de J(v) per a p = 2, 3. El
cas no-ramificat ha sigut ja resolt per Neumann, [Neum), en els segiients teoremes:
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TEOREMA ([NEUM]).
p=2,v2)=1j€K:

v(j) =v(j — 1728) = 0 8

jei) = { w(j) 2 12, 0(j) = 0 (mod 3)

TEOREMA ([NEUM)).
p=3,v(3)=1j€K:
. v(j) = v(j — 1728) = 0 6
J€J(v) &= { v(j —1728) > 6, v(j) = 3, v(j — 1728) = 0 (mod 2).

Definim per a J fixat, 7 # 0, 1728, els segients polinomis:

9($)=3m4——————6.27.ja:2————12.54'jz— = 27y :
717287 T 7 —1728 71728
27 54;
He)=g(@)/12=2" — ——75e® ~ 7728

g(z), f(z), sén .precisament els polinomis de les z-coordenades dels punts de 3-
torsid, 2-torsid, respectivament, de la corba Ej; i posem:

:2
A= AE)=6"

Utilitzarem el seglient conveni: Direm que el polinomi A(z) € K[z] té una arrel
(mod 7*), per a i € Z, si existeix r € K tal que v(h(r)) > 1.

TEOREMA 2.1.
Sigui p # 2 1sigui j € O,, j # 0, 1728, Aleshores j € J(v) siisolssiv(A) =0
(mod 6) i f(z) té una arrel modul w(4)/2,

DEMOSTRACIO:

Considerem, per j # 0, 1728, la corba elliptica E;, donada per I’equacié (2.1).

Per la remarca 2.1.2, es té que, per una valoracié v € L, j € J(v) si i sols si
existeix d € K"/K*z, tal que E;-i té bona reduccié a v.

En el cas p # 2, Panterior condicid és equivalent [vegi’s Capitol I, pag. 15] a
cadascuna de les segtients: '

- E; té bona reduccié 6 E'J’r té bona reduccio a v.
- tip(E;) =1p, Ij a v,
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Tenim també, clarament:
v(A(E;)) = v(A) = 0 (mod 6).

Suposem, doncs, tip(E; ) Iy. Aleshores, fent un canvi de coordenades, podem
aconseguir un model

(2.3) -y =2+ d)2? + dyz + af, a; € 0,
amb v(A') = 0.
De les férmules del canvi de coordenades entre (2.1) i (2.3) obtenim:
u®ag = f(r)
u?A'=A reRK, ue K"
i d’aqui:
1
v(u) = —v(A)
(2.4) '

o(f(r)) 2 22

' Si tip(E;) = I, ET tindra bona reduccié a v, i, per tant, podrem aconseguir un
model (2.3) per a ET. Novament, de les equacions del canvi obtenim:

u® ag = 7T3f(7'/7")

12AI=7r6A 'I‘EK, ue K*

1 d’aqui:
g " o(u )_v(A)2+6

o(f(r/m) 2 L5

Aixo conclou la prova de la necessitat de les condicions del teorema.
Per a provar-ne la suficiéncia cal veure, en cada cas, que:
v(A) =0 (mod 12) = tip(E;) = Lo
v(A) =6 (mod 6) = tip(E;) =15.

Sigui r una arrel de f(z) (mod 7¥(A)/2), Veurem, en cada cas, que fent la trasllacié
t' = = + r obtenim un model (2.3) de E; amb:




Es clar que de ag = f(r) tenim:

»(8)
2

(2.6) v(ag) = v(f(r)) >

A

Si v(A) = 0 (mod 12), podrem dividir per u = 7% i obtindrem un model per
a E; amb bona reduccié a v. '

Si v(A) = 6 (mod 12), dividint per u = 725 obtindrem un model per a E; de
tipus I a v. ‘

En efecte,
(1) p=3,0<v(3) < 3e.

Llavors, v(A) = 12e — v(y).

De (2.6) tenim que:
1 545
v(r) = 3 (T——ﬁz—s) =e

i, per tant, v(ay) = v(3r) = 2e > 2—(-6A—)

Vegem, ara, que:
(2.7) o(r + 3) > 2e ~ v(j)/3.
Efectivament, de (2.6) obtenim, multiplicant per (j — 1728):

(j — 1728)r% — 27jr — 54j = 0 (mod = T +v())

és a dir, j(r +3)2(r — 6) — (12r)® = 0 (mod 7®+()/2) i de v(12r)® = 6e tenim:
(2.8) 20(r + 3) + v(r — 6) = 6e — v(j).
“Aleshores, v(r + 3) < 2e — v(j)/3 implicaria:

v(r—6)=ov(r+3-9)=uv(r+3)
i12v(r+3)+v(r—6)=3v(r+3) <6be—v(y)

que contradiria (2.8).
Finalment, de
rfi(r) =18
fr) = =5 = 71

(r+3)

aplicant (2.7) tenim:

w(8)

v(a) = v(s'(r)) = o(f(r) = S 2 2e g 20 - 2 - 2

50



(ii) p = 3, v(j) = 3e, v(j — 1728) < 6e.
Llavors v(A) = 186 - 3v(] - 1728).
De (2. 6) tenim que:

v(r? = %v (%) -v(y ~1728)/3

1, per tant,

v(ay) = v(3f) =3e—v(j —1728)/3 > B(TA)-

Finalment, de

v(3r?) = 5e — 2v(j — 1728)/3

-273 .
v (J — 1728) = 6e — v(y — 1728)

es té:

o)

v(ay) 2 6e —v(j —1728) = 3

(iit) p = 3, v(y) > 3e.
Llavors, v(A) = 3e + 2v(y).

De (2.6) tenim que:
1 54 1
v(r) = 3v (j - 1728) = 3%0)

i, per tant,
: v(A
o(ah) = e +0(3)/3 > X
Finalment, de v(3r?) = e + 2v(j)/3, v ( 2?728 v(j) es té:
A
oe) 2 e+ 30(7) =
(iv) p = 3, v(j) = 3e, v(j — 1728) > 6e.
Ara, v(A) = 18e — 3v(y — 1728) < 0.
De (2.6) tenim que:
v(r) > 3e — %v(] —1728)
i, per tant,
v(8)

1
'Y > d4e — =v(j — 172
v(ay) > 4de 20(] 8) > ;
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i de

v(3r?) > Te — v(j — 1728)

v( 27 >=6e—v(j—1728)

Jj—1728
es té:
v(ay) > 6e — v(j — 1728) = 2(3A)-
(v) p#3,0(j) > 0.
Llavors, v(A) = 2v(j).
De (2.6) tenim que:
v(r) 2 v(j)/3
i, per tant, :
olah) 2 v(j)/3 = L2
ide |
v(3r?) > 2v(5)/3
275 .
(om) =20
es té: |

o(d}) 2 203)/3 = o(A)/3.

(vi) p #3, v(j) =0.
Ara, v(A) = —3v(j — 1728) < 0.
De (2.6) tenim que:
v(r) 2 —v(y —1728)/2

i, per.tant,
v(ah) > —v(j — 1728)/2 = ”(GA)
v(ay) > —v(j —1728) = v(?)A)

Aquest cas acaba la demostracié del teorema i

COROL-LARI 2.1.1.
Siguip # 2, 3isiguij € O,, 5 #0, 1728. Aleshores j € J(v) siisolssiv(A) =0
(mod 6).

92



DEMOSTRACIO:
En efecte, en aquest cas, €l polinomi f(z) té sempre una arrel, r, modul =

Per exemple, r = 0
COROL-LARI 2.1.2.

Siguip=38ij € O,,j #0,1728. Aleshores j € J(v) si i sols si v(A) =0 (mod
6) i f(z) té una arrel médul 7*(®)/? quan v(A) > 0.
DEMOSTRACIO: |

En efecte, f(z) té sempre una arrel, r, modul 7¥(4)/2 quan v(A) < 0. Per
exemple, r = 0l

v(a)/2

COROL-LARI 2.1.3.
Sigui p = 3 isiguij € Oy, j # 0, 1728. Aleshores j € J(v) si i sols si es satisfa
alguna de les condicions segtents:
(i) v(j)=v(; —1728) = 0.
(i1) v(j) = 3e, v(j — 1728) > be, v(j — 1728) = 0 (mod 2).
(iii) v(j) = 3¢, v(j — 1728) < be, v(j — 1728) = 0 (mod 6) i f(z) té una arrel
(mod 7r9e—§v(j-1728)).
(iv) v(j) < 3¢, v(j) =0 (mod 6) i f(z) té una arrel (mod w®¢—v()/2),
(v) v(j) > 3e,v(j) = 0 (mod 3), e = 0 (mod 2) i f(z) té una arrel (mod
,,3§+v(j)),

DEMOSTRACIO:

En efecte, pel cas (i) vegi's 'exemple 2.1.1. Les condicions (ii) a (v) s’obtenen
en explicitar v(A) i la relacié v(A) = 0 (mod 6) en cada cas. En la condicié (iii),
perd, hom obté v(j — 1728) = 0 (mod 6) de v(j — 1728) = 0 (mod 2) i del fet que
la valoracié de ’arrel de f(z) ha d’ésser 2e — v(j — 1728)/3 1
REMARQUES 2.2:

1) La condicié que, en I'enunciat del teorema 2.1, ha de satisfer el polinomi f(z)
és equivalent a ’existéncia d’un punt de 2-torsié racional modul 7¥(4)/2 per
a la corba elliptica E;.

2) Per j € J(v), p # 2. Posem:

D= { 7 si v(A) =6 (mod 12)
" l1 siv(A)=0(mod 12).
En la demostracié del teorema 2.1 hem provat que:

E]D té bona reduccié a v.

3) Del corollari 2.1.3, per v(3) = 1, s’obté de manera directa el Teorema de
Neumann per p = 3.

4) Per p =2, v € X, l'invariant j de 'exemple 2.1.3 (b) satisfa les hipotesis del
Teorema 2.1. Perd, en canvi, 7 € J(v).
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TEOREMA 2.2.
Siguip=2isiguij € Oy, j # 0, 1728. Aleshores j € J(v) si i sols si v(A) =0
(mod 6) i g(z) té una arrel modul w2*(A)/3,

Abans de demostrar el teorema, enunciem i provem el segiient lema:

LEMA 2.
Siguin p = 2, v(j) = 0, v(A) = 0 (mod 6). Si g(z) té una arrel, r, modul w27(2)/3
aleshores, necessariament, v(g'(r)) = v(A)/2.

DEMOSTRACIO:
Posem b=j/5 — 1728, u = v(3), 1 considerem els polinomis:

g9(z) :=375¢g(3z) = z* — 6b2? — 8bz — 3b*
g'(z) :=37*¢'(3z) = 4(z* — 3bz — 2b).

(1) u > 6e. .
En aquest cas, v(b) = u — 6e, v(A) = 2u — 6e. El poligon de Newton de g(z) és:

2u-12e

2u-i2e
’ u-3e
siuc12e siu>12e
Per tant, en els dos primers casos la condicié:
w(g(a) 2 2(8)/3, cEO,
implica v(r) = = — 3e, mentre que en el darrer cas es té: v(z) > 3¢

Si u > 8e, es té en qualsevol cas:
(2.9) v(z® — 3bz) > u — e

i d’aqui: v(g'(z)) = 2e + v(2b) = u — 3e.
Suposem u < 8e. Llavors:

v(2® - 3bz) = g — 3e + v(2? — 3b).
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~ Pero de:
g(z) = (2* — 3b)? — 12b® — 8bz

© tenim v(z? — 3b) > g— - 2e.

Per tant, novament es verifica (2.9) i, d’aqui, el resultat volgut.
(i) u < 6e.

En aquest cas tenim:

v(b—1) = be —u, v(Q) = 12e = u.
Desenvolupant g(z) respecte de la variable z + 1 tenim:
(2.10)
gz)=(z+1) -4z +1)°* -6(b-1)(z+1)? +4(b~1)(z+1) = (b—1)(3b+ 1)
g'(@)=4[(z+1)°® -3z +1)* =30 - 1)z + 1) + b - 1].

Es té la relacié:
(2.11) g(z) =zg'(z) = 3[b—1+2(z +1) - (z + 1)*)%

Suposem, primer, u < 4e. Aleshores, v(3b + 1) = 2e i pel poligon de Newton de
g(z) es té:

Befu

[
7e-u /

2e

v(a:'+1)=26—§-

Per tant, v(b— 1+ 2(z + 1) — (z + 1)?) = 3e — % i de (2.11) s’obté la valoracié

volguda per a ¢'(z).
Suposem, ara, 4e < u < Be. Aleshores, v(3b+1) = 6e—u i pel poligon de Newton
de g(z) es té:
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12e-2u

u
1)=3e— =
v(z +1) = 3e 5

De (2.10): v(g'(z)) =2 8e —u
ide(2.11): v(b~1~(z+1)?) =4e- ;—
D’aqui:

u(—3(ac+1)2+b—1)—_-4e—-'2i

oz + 1) = 36— 1)) = de - &

i de (2.10) s’obté directament el resultat desitjat.
Suposem, finalment, u = 4e. )
Si v(3b+ 1) = 6e — u, s’aplica el mateix raonament del cas anterior.
Si v(3b+ 1) > 6e — u, el poligon de Newton de g(z) sera:

v(x+1)>3e-~ —-;—
o bé,
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Be-u

R Be-u _u
vix+1) 3 »3e 3
Per tant, en qualsevol cas tindrem:
u
v(x+1)>3e-—§=e

i, de (2.10) obtenim: v(g'(z)) = 4e.
(iil) u = Be. '
Posem, ara, ¢ = j — 1728, w = v(c¢) i considerem els polinomis:
§(z) = c*g(z/c) = z* — 6jcz? - 85’z — 3j%c?
§'(z) = 4(z® = 3jcz — 2jc?).
Per hipotesi, doncs:

o3(@) 2 2 tew,  zco,

on v(A) = 24e — 3w.
Es tracta de provar:
(2.12)  o(§(z) = 3’-(231 +3w =12+ gw.

Considerem el poligon de Newton de §(z):

12e+2w
Se+2we

Te+w

57



Aleshores tenim, v(z) = 3e + %

Posem

§(z) = (2% = 35¢)* — 1252* - 8z
§'(z) = 4[z(?® - 3j¢) - 25 ).

De la primera igualtat obtenim:
v(z? = 3jc) =Te+w

i, si w > Be, de la segona igualtat n’obtenim directament (2.12).
Si w = 6e, considerem el desenvolupament de §(z) respecte de (z + j):

i(z)=(z+j)* =4j(z+7)* = 6j(c— )z +4)* - 4% - 25 +3j%c)(z + j) + §(—J)-

Dibuixant el poligon de Newton:

24e
20e

13e
Be

tenim: v(z + j) = 6e.
De la relacié: ,
g(z) =z - §'(z) — 3[z® — ¢j)?

tenim que: _
v(z? = je) > 13e

ja que v(§'(z)) > 21e.
Finalment, de la igualtat:
' r-.qd .
i(@) = 28 _3iea? e+ 2e(z + )

obtenim v(§'(z)) = 21e B
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DEMOSTRACIO DEL TEOREMA 2.2:
~ Sigui d € K*/K* tal que EY té bona reduccié a v. Considerem el model per E¢

seguent:

- 27j 54;
2. 2 = 3 ———-d‘2 p— ____d3
(2.13) Y S | 5T

amb A(E?) = d°A.

Pel fet de tenir E}i bona reduccié a v, existira un model
(2.14) y? + ajzy + ayy = 2 + ayz? + ajz + a

amb v(A') = 0.
Per les férmules del canvi de variables entre (2.13) i (2.14) (Cap. 0) tindrem:

ul?A' = d5A
W, =dig(r/d) reK, ueK*

i d’aqui:
_ 6v(d) + v(A)
(2.15) o(u) = 12

v(g(r/d)) 2 2v(A)/3.

Aixd conclou la prova de la necessitat de les condicions del teorema.

Per a provar-ne la suficiéncia, considerem r arrel de g(z) modul 72°(4)/3, Ales-
hores afirmem que la corba elliptica E]f ('), obtinguda torcant E; per d = f(r), té
bona reduccié a v. ‘

En efecte, considerem el model (2.13) per E]f )5 apliquem-li el canvi de coorde-
nades:

z=u’z'"+R

y=udy +u®Sc' + T

essent:

R=rf(r),  S=3f(), T=f),

Obtenim aixi una corba elliptica isomorfa, amb model (2.14), on:
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i A'=212f8(r)A.
De les hipotesis i el lema 2, tenim:

W) = (390 = 252 - 2e.

* Per tant,

v(A')=12¢ + 6 (—(QA—) - 26) + v(A) = 4v(A)

v(az) = v(g(r)) 2 —v( )
v(az) = de + 2 ( (2A) - 26) = v(4).

v(A)/3

Finalment, per a poder dividir per 7 , ens cal veure que:

(2.16) ofal) = v(2f'(r)) 2 22

En efecte, calculant el poligon de Newton de g(z), sempre es satisfa:

v(A

v(r) > - 2e

(vegi’s demostracio del lema 2).
A partir de 'anterior desigualtat, i utilitzant la relacio:

g(r) = 3rg'(r) - (f'(r))*
s'obté directament (2.16). Aixo acaba la demostracio Bl

COROL-LARI 2.2.1.
Siguip=2, isiguij € O,,j #0,1728. Aleshores j € J(v) si i sols si es satisfa
una de les segtients condicions:

(1) v(j) < 12e, v(j) =0 (mod 12) i el polinomi g(z) té una arrel modul wa”(A)

A meés, v(] ~1728) = 0 (mod 2) si v(j) = be.
(i) v(y) 2' 12e, v(j) =0 (mod 3).

" DEMOSTRACIO:
En efecte, la relacié v(A) = 0 (mod 6) és equivalent a:

(i) v(y) < 6e, v(j) =0 (mod 6).
(i1) v(j) = 6e, v(j — 1728) = 0 (mod 2).
(ii1) v(j7) > be, v(j) =0 (mod 3).
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De la igualtat:
| 9(z) = 3z¢'(z) ~ [f'(=))"

obtenim:
o(z) + ”(A) = 0 (mod 2)
on
3e —v(j —1728)/2 siv(j) = 6e
v(z)=<¢ 0 si v(7) < 6e
v(7)/2 - 3e - sibe <v(j) < 12e

d’aqui, doncs, tenim:

e = 0 (mod 2) si v(j) = 6e
v(j) = 0 (mod 4) si 0 < v(j) < 12¢, v(j) # 6Be.

Finalment, quan .v(j) > 12e, g(z) té sempre una arrel, r, modul 73%(8) Per
exemple, r =0 B

COROL-LARI 2.2.2.
Siguip =2 isiguij € Oy, j # 0, 1728. Aleshores j € J(v) si i sols si es satisfa
alguna de les segtients condicions:

(i) v(j) = v(j — 1728) =0.

(ii) v(j) < 6e, v(j) =0 (mod 12) i g(z) té una arrel (mod n®¢~ ‘§”(f))
(iti) v(j)=6e, v(j—1728)=e=0 (mod 2)i g(z) té una arrel (mod pl6e=2v(j=1728) )
(iv) 6e < v(j) < 12e, v(j) = 0 (mod 12) i g(z) té una arrel (mod n3v()=4¢),
(v) v(j) 2 12e i v(j) = 0 (mod 3).

DEMOSTRACIO:
En efecte, pel cas (i) vegi’s exemple 2.1.1. Les condicions (ii) a (v) s’obtenen del
- corollari 2.2.1, en explicitar v(A) en cada casli

REMARQUES 2.3:

1) La condicid que, en ’enunciat del teorema 2.2, ha de satisfer el polinomi g(z)
és equivalent a l’existéncia d'una z-coordenada de 3-torsié racional modul
72¥(8)/3 per a E;.

2) Perp = 2,j € J(v), sigui r € K una arrel de g(z) modul =
D = f(r). En la demostracié del teorema 2.2 hem provat que:

2v(8)/3 Posem

E JD té bona reduccid a v.
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De fet, 'exemple 2.1.11 la demostracm del corollari 2.2.1 ens mostren que
podem prendre:

-1, siv(j)=0
D=¢ -6;

m, si 'U(]) Z 12e.

3) Del corollari 2.2.2, per v(2) = 1, s’obté directament el Teorema de Neumann
per p = 2. :

4) Per p =3, v € I, 'invariant j de l’exemple 2.1.2 (c) satisfa les hlpotesxs del
Teorema 2.2, pero, j ¢ J(v).

Fins aqui, hem donat unes condicions necessaries i suficients per a, donat un
J € K i una valoracié v € X, tenir j € J(v), pero amb j # 0, 1728.

Neumann, en el seu treball [Neum), ja va resoldre el problema per a j = 0, 1728.
Anem a enunciar aquests resultats, en les proposicions que segueixen, donant una
demostracié nostra de les mateixes, la qual ens sera util més endavant (vegi’s re-
marques 2.4).

"Prorosicié 2.1. ‘
Perj = 0,v e Zestéy € J(v)siisolssip 7& 3op=31iK(H-3)|K és

no- ra.mzﬁcada av.

DEMOSTRACIO: _
Considerem la corba elliptica E;, amb el segiient model de Weiestra8:

E'j:y2+y=:v3.

Tenim A(E;) = =27, j(E;) = 0. Per tant, E; té bona reduccié a tot v € &, v /3.
Sigui, ara, v € L, v|3 i suposem 0 € J(v). Denotem per E;i, d e K*/K*e, la
corba elliptica E; tor¢ada per d, amb model de Weierstra8:

= 7% +2%d.
E;’ té, per hipotesi, bona reduccid a v, per a un cert d. Aleshores, de

A(E}) = —27.2"%. &
i v(A(E$)) =0 (mod 12)

tenim: 3e + 2v(d) = 0 (mod 12) i d’aqui: e = 0 (mod 2).
Per a provar la suficiéncia, posem, per v € L, v|{3:

d = 473¢/2,
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Vegem que E}i té bona reduccié a v. En efecte, fent el canvi:

z=z'+r
y=y'
amb r = —47¢/2, obtenim un model (2.14) E' amb:
di =ay=a5=0 ay = 3247¢
ajy = —127¢/? A(E') = —27n3¢218,

Per tant, v(A(E')) = 6e, v(a}) = 3¢/2, v(a}) = 2¢ i podem dividir per 7¢/2

PROPOSICIO 2.2.
Per j = 1728, ve L estéej € J(v)siisolssip#2o0p=21iK(/-1)|K és
no-ramificada a v.

DEMOSTRACIO:
Considerem la corba elliptica E;, amb el segiient model de Weierstra8:

Ei:y*=z2%4z.

Llavors, A(E;) = —64, j(E;) = 1728.

Per tant, E; té bona reduccié a v € I, per a tot v 2.

Sigui, ara, v € I, v|2 i1 suposem 1728 € J(v). Denotem per Ef, de K"/K*q, la
corba elliptica tor¢ada per d, amb model de Weierstra8:

y? =z + dz

i A(EY) = —64d°.

Existeix, doncs, per hipotesis, un d tal que E'f té bona reduccié a v. Per tant,
podrem trobar un model (2.14) E', amb v(A(E')) = 0. De les equacions del canvi
de variables obtenim: '

u?A(E') = —-64d°
ubby = —d® + 6r?d + 3r*, reK, u€ K*

i d’aqui:
e 1
v(u) = 5 + Z’U(d)

—d® + 6r?d + 3r* = 3(r? + d)? — 4d* = 0 (mod piet2u(d))

—_ = 2d ’ 2e
- =3=<r2+d) (mod 7*¢).

per tant,
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Aix0 prova la necessitat de la condicié de la proposicié. Per a veure’n la suficiéncia,
sigui o € K* tal que:
-1 = o*(mod 7%¢), v EZ, v|2

i posem d = (a + 1)2 - 1.
Vegem que Ef té bona reduccié a v. En efecte, fent el canvi:

g=z'+r
y=y +sz’' +t
1 1+« . ‘ , ) .
amb r = —, s =1, { = ———, obtenim un model (2.14) E' amb v(A(E')) = 6e i
a a
ay =2 a =—1;1-(a6+2a5+2012+2a+3)
a
3—a? 1
ay = — a'6=-a—5(a5+2a4—a-—2)
ay = -2(1+a)/a?

Per tant, v(a}) = e, v(a}) > 2¢, v(a}) = 3¢/2 i de a* =1 (mod 73¢) tenim:
a® 4+ 20° + 20 4+ 2a + 3 = 3(a® + 1) + 4a (mod 73¢)
o’ +20* —a~2=0 (mod %)
d’aqui:
| v(ay) = 2e
v(ag) = 3e.
Per tant, podem dividir per 7% i aixb acaba la demostracié i
REMARQUES 2.4:
1) Perj=0,ve L, jeJ(v) sxp 3, sigui E; la corba elliptica: y* +y = g3

Posem: , . 3
si
D= tp &
4m3¢/? 5ip=3.
Aleshores, en la demostracié de la proposicié 2.1 hem provat que Ef’ té bona
reduccid a v.
2) Per j = 1728,v € Z,j € J(v) si p = 2, sigui E; la corba elliptica: y® =
z3 + z.
Posem: ) ) 0
D={ §p¢
(a+1)2=1 sip=2
on a’? +1 =0 (mod n2¢). '
Aleshores, en la demostracié de la proposicié 2.2 hem provat que EJD té
bona reduccié a v.
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§2. El problema global.
Donat S, subconjunt finit de T, definim els conjunts J(Z\S), Js aixi:

J(E\S)={j € K :j € J(v) per a tot v € £\S}
Js ={j € K : existeix una corba elliptica E, definida a K, amb j(E)=j
i bona reduccié arreu, fora de S}. :

REMARQUES 2.5:

1) J(E\S) 2 Js.
2) j € J(E\S) => v(j) 2 0 per a tot v € Z\S.
3) Donada j € J(X\S), sigui E una corba elliptica amb j(E) = j i sigui
(dv)ver\s € ] K:/K!" tal que E% té bona reduccié a v, per a cada
veL\S
v € L\S. Aleshores, sén equivalents:
(i) 7 € Js.
(i1) Existeix un torcement de E amb bona reducci6 arreu, fora de S.
(iii) Existeix D € H*(Gk,un) tal que EP té bona reduccié arreu, fora de
S.
(iv) Existeix D € HY(Gk, un) tal que:

d,/D € H} (G,,u,) per a tot v € T\S.

El nostre objectiu és donar una descripcié explicita de Jg, vist com a subconjunt
de J(£\S).

Per aix0, notarem per:
Us(n):= {a € K*|a €U, per v € Z\S, a € K*" per v € SU T}

n(y )v: €l simbol de Hilbert local en v, relatiu a y, i calculat, per tant, a K,(un)

on
2 sij#0,1728

n=( 4 sj=1728
6 sij=0.
TEOREMA 2.3.
Peraj € J(E\S), sigui (dv)vez\s € [I Ki/K]" tal que E}* té bona reduccid
: vEZ\S
a v, per a cada v € X\S. Aleshores, j € Js si i sols si:

II n(dow)o=1  YueUs(n)/(K"nUUs(n)).
vEL\S '
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DEMOSTRA_CI(’):
Per v € ¥ := X U X, siguin:

Gk = Gal(R|K) , G = Gal(K|K (un))
Gy = Gal(&,|K,) , G, = Gal(Ky|Ko(in))-

Sigui HX (G, pn) €l subgrup de H(G,, ;1,,.) dels torcements locals no-ramificats,
i considerem: [] H!(Gy,pun), €l producte restringit de -H'(Gy,un) respecte de

vel
Hrlzr(Gv’ #n)-

Considerem, també, el morfisme canonic de restriccio:

p: HY(Gk, ) — H HY(Gy, pn)-
' veD

Donat j € J(Z\S), v € I, sigui:

Dyz{d,, siveX\S

1 siveX®Us.

Tenim, doncs, (Dy)y € [] HY(Go, itn).
vel
Definim, ara:

Vis I H'Gopn)x [1 HilGoipn) < [1 H(Goytin).
vESUT® vEL\S i veL

Aleshores, per la remarca 2.5.3, sén equivalents:
-j€Js
- (Dy)y € (Imp) - V.
Per la dualitat de Tate-Poitou (cf. [Neuk]) tenim que 'aparellament:

(7> : H Hl(Gm“n) x H Hl(Gv,/‘n) — Z/nlZ
veL veL

definit per:

((av)vs (bo)v) = [ nlav, bo)e

_vEZ_Z ’

és una dualitat perfecta i Imp és autoortogonal per aquesta dualitat.
Aleshores: -
(Imp- V)t = (Imp)t NV+L =Impn VL

66



Anem, ara, a veure que:

(2.17) vi= ] wouzx [ {1}

vEL\S vESUL ™
En efecte, si (z,)y € V es té:
a(Tv, 1)y =1, siveSUL®.

Mentre que, si v € £\ S llavors z, € H..(G,, pn). Pero, per ésser K(u,)|K no-
ramificada a v (vegi’s proposicions 2.1 i 2.2) tenim:

2y € Hyp(Gyypin) <> 2 € Hrl:r(G:n/‘n)'

Per tant, n(zy,yv)v = ,,(x,,,yv)v =1y, €U /U"
Recxprocament donat (z,)y € [] HI(G,,, Kn) 1 tal que:
vEL

((Z)v, (Yn)o) =1 V(y.»ve IT sy x I U

vEL\S vESUL®
definim, per vy € £\ S:

(3o)o = Yuo €E Uy JUT siv =1y
Yolv 1 si v # vp.

Llavors: '
1= <(xv)v, (yv)v> = n(xvoayvo )vo

Perd de Uy /UT = (H1(G,, un))" tenim que Uy /UR)* = HE (G'v,pn) i, per tant,
Ty, € Hrlw(GvoaP'n)
Amb aixo queda provat (2.17) i d’aqui obtenim:

(Imp-V)+ =ImpnN ( I #ruyx ] {1}) = Us(n)/(K*"NUs(n)).
vET\S vESUL>®
Finalment,
(Do)o € (Imp) - Ve=> (Do)wyu) =1  Yu € Us(n)/(K*"NUs(n))

<= ] a(Dy,u)s =1 Yu eUs(n)/(K*" nUUs(n)) N
vEZ\S
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REMARCA 2.6:
Del Teorema 2.3 es desprén que, quan K = Q:

] €Js <> j € J(E\S).
Es a dir, en el cas particular dels nombres racionals no hi ha obstruccié local-global.

Per a estudiar P'existéncia de corbes elliptiques amb conductor trivial i invariant
j fixat, considerem S = ¢ i posem:

Observem que, en aquest cas:

Us(n) =UE

on U3 denota el grup de les unitats totalment positives de K.
Donat j € J(¥), 7 # 0, 1728, considerem el conjunt:

M={v€ZT, v f2,v(A) =6 (mod 12)}.

Perav € ¥, definim d, € K cbm:

f(r), st v)2
dy=¢ 7™ ,siveEM
1 ,en altre cas

on r € K és una arrel de g(z) (modul 72v(8)/3),
Tenim els segiients corol-laris:

COROL-LARI 2.3.1. »
Peraj € J(X), 7 #0, 1728, les segiients afirmacions sén equivalents:

(i) j€J
(ii) Existeix d € K, satisfent:

v(d) = v(d,)(mod 2) YveXi
d/d, = a*(mod 7**t*d/4)) a e K~ Vo2

(iii) ];[E(dv,u),, =1 VYueli/Uuz.
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DEMOSTRACIO:

Notem que M és precisament el conjunt de places, fora del 2, a les quals E; té
mala reduccié (vegi’s remarca 2.2.2). Es desprén, també, de les remarques 2.2.2,
2.3.2, que E‘;-i" té bona reducci6 a v, per a cada v € L. Aixi, per la remarca 2.5.3,
son equivalents: ‘

(a) Existeix d € K tal que E¥ té bona reduccié arreu.
(b) dy/d € HL.(Gy,Z/21).

Aix0 prova ’equivaléncia entre les afirmacions (i) i (ii) del corollari.
L’equivaléncia entre (i) i (iii) s’obté directament del teorema 2.3

REMARCA 2.7:
Per les proposicions 2.1, 2.2, tenim que sempre:

0 € J(Z\{v € ,v|3}), 1728 € J(Z\{v € Z,v|2}).
De fet,

0 € J(£) < K(V-3|K és no-ramificada a totes les places finites de K.
1728 € J(¥) <= K(v/-1)|K és no-ramificada a totes les places finites de K.

COROL-LARI 2.3.2.
Per a 1728 € J(X), tenim 1728 € J si i sols si:

[[e(@+1? -1u)y =1  VueUf/ui
v|2
on a € K* satisfa: o> +1 =0 (mod 4).
DEMOSTRACIG: Es conseqiiéncia directa del teorema 2.3 i la remarca 2.4.211

COROL-LARI 2.3.3.
Per a0 € J(X), tenim 0 € J si i sols si:

[T:@we o(x?u) =1, Vuelpiu
v|3
DEMOSTRACIO: Es consegiiéncia del teorema 2.3 i la remarca 2.4.1. Per altra part,
es té:
6(47r3e/2, u)v = 6(”3e/2 3 u)v * 6(4’ u)v

i 6(7r3e/2,u)v = 2(7re/2,u),,, 6(4,u)y = 3(2,u)y :
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CAPITOL III. ALGUNS RESULTATS EN COSSOS QUADRATICS.

Al llarg d’aquest capitol, seguirem la notacid segiient:
K = Q(,/m) sera un cos quadratic amb discriminant:

M={m, sim =1 (mod 4)

4m, altrament.
Posarem o, 'automorfisme no trivial de K i

la unitat fonamental, sim >0

v=1, sim= -1
E =

(14++/-3)/2, sim= -3

-1, sim<0,m#-1,-3.

També denotarem per Hy, H} els grups de classes d’ideals de K ample i estricte,
respectivament, i hg, h}, seran els seus ordres respectius. '
Finalment, utilitzarem la mateixa notacié que en el Capitol II en quant a J(v),

J(E), J,Ej, f,9, A, dy i M.
¢1. Bona reduccié i invariant j fixat.

El nostre objectiu, en aquesta seccid, és donar una descripcié més explicita que
la del capitol anterior dels conjunts J(X}), J, quan el cos base és un cos quadratic.
Abans, pero, enunciem i demostrem un parell de lemes sobre unitats 7-adiques.

LEMaA 3.1.
Suposem p = 2. Perau € U, es té u € U? si i sols si es satisfa alguna de les
condicions segtients:

(i) m=1 (mod 8), u =1 (mod =*).

o _ 1+/m 1+/m s
(il) m = 5 (mod 8), u =1, 5, — 5 (——2——) (mod 7°).
(ii) m =3 (mod 4), u = 1, m (mod =°).

(iv) m=2 (mod 4), u = 1, (1 + v/m)? (mod =°).

_DEMOSTRACIO:
Quan e = 1 (m = 1 (mod 4)), aleshores és ben conegut que u € U2 si i sols si
u = a® (mod 7%), @ € U, (cf. [Bo-Sha], per exemple). D’aquesta darrera condicid
s’obtenen, per un calcul directe, els resultats (i), (ii) de ’enunciat. Per aixd només
cal posat:
o =51 + 252 (mod 7?), 51 # 0 (mod )
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on s;, Sz recorren un sistema complet S de residus modul 7. Quan m =1 (mod 8)

_ f L
prenem S = {0, 1}. Quan m =5 (mod 8) prenem S = {0, 1, +2\/T—ﬁ’ - 2\/;5}
Suposem, ara, m = 2, 3 (mod 4)-. Per a provar la suficiencia de les condicions

(iii), (iv), considerem el polinomi:

F(z)=2z*-u
1 sigui
[ ’1, Jym, segons u = 1, m (mod 7°) respect. i m = 3 (mod 4)
°= { 1,1+ /m, segonsu=1,1+./m (mod n°) respect. i m =2 (mod 4).
Aleshores,

F(z0) =0 (mod 7%) i
F'(z9) = 2z # 0 (mod 7).

Per tant, existeix a € U, tal que a = zg (mod 7%) i F(a) = 0.
Per a provar-ne la necessitat només cal desenvolupar la congruitat

u= aZ(mod 7rs)

escrivint @ = 1 + s;7 + spm? (mod 73), on s; € {0, 1},: =1, 2.
Notem, finalment, que podem prendre:

{1+ﬁ si m = 3 (mod 4)
T =
N sim =2 (mod 4) 8

LEMMA 3.2.
Suposem p # 2 i sigui u € U, amb N(u) =1 (mod p). Aleshores u € U? si i sols
si es satisfa alguna de les condicions segiients:
(i) tr(u) =2 (mod p).
(i) tr(u) = —2 (mod p), p inert.
(iii) tr(u) = —2 (mod p), p no-inert, p =1 (mod 4).
(iv) tr(u) # £2 (mod p), tr(u) £ 2 € Z2.

DEMOSTRACIO:
La propietat u € U2 és equivalent a que la congruitat:

u = o*(mod )
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tingui solucié per a a € O,. De:
. (3.1) u? —tr(u)u+1 =0 (mod p)
obtenim les dues congruitats seglients: |
(3.2) (u + 1)? = u(tr(u) + 2) (mod p)
(3.3) (u — 1)? = y(tr(u) — 2) (mod p).
Quan tr(u) = 2 (mod p), de (3.3) tenim:
u =1 (mod 7).
Quan tr(u) = —2 (mod p), de (3.2) tenim:
u = —1 (mod 7).

Llavors, —1 = a? (mod ). Observem que si p és inert ’anterior congruitat sempre

té solucio, ja que si (Zpl)‘= —1 aleshores (:pﬂ) = 11, per tant, existira n € N tal

que (ny/m)? = -1 (mod p).

Si p és no-inert, aleshores & = a (mod 7), a € N, i la congruitat anterior té
solucié si i sols si <—Tl) =1 ‘

Podem suposar, doncs, tr(v) # £2 (mod p).

La suficiéncia de les condicions (iv) és clara, a partir de (3.2), (3.3). Per a

provar-ne la necessitat, podem escriure utilitzant les mateixes congruitats:

tr(u) +2 = 4* (mod p)
tr(u) —2=17n® (modp) 7y, n€EU,
d’aqui: ¥2 = (v9)? (mod p), n° = (n°)? (mod p) i, per tant, v7 = £+ (mod ),
n° = £n (mod ).
Observem que el cas v = —v (mod 7) i ° = —n (mod 7) no es pot donar, ja
que implicaria p inert i de (y)? = 4n (mod p) i la congruitat:
(2u — tr(u))? = tr(u)? - 4 (mod p)

tindriem u = a (mod p), a € N. Pero aixi:

N(u) = a? (mod p), per tant, a = £1 (mod p) i
tr(u) = £2 (mod p) !

En tot altre cas, es satisfa (iv) il
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TEOREMA 3.1.
Suposem p = 3, i siguij € O,, ) #0,1728. Es té j € J(v) si i sols si es satisfa
alguna de les condicions segtients:

(i) v(5) = 0.

(i) v(j) = 3e, v(j — 1728) > 6e, v(j — 1728) = 0 (mod 2).
(iii) 3|m, j =27u iu =2 (mod n3).
(iv) 3m, j = 3%y, i > 0,1 # 1 (mod 3) amb:

u = 4 (mod ) sii = 2 (mod 3)
6u = £n° (mod 7°) si i =0 (mod 3).

DEMOSTRACIO:
Pel corollari 2.1.3 del Capitol II, j € J(v) si i sols si es satisfa la condicié (i), o
la condicié (ii) de 'enunciat, o bé una de les seglients condicions:

(3.4) e=2, v(j)=6,v(j —1728) =6 i f(z) té una arrel modul 7°.

(3.5) e=2v(j)>6,v(j) =0 (mod 3) i f(z) té una arrel modul x>+

Anem a veure, primer, que la condicié (3.4) és equivalent a (iii). En efecte:
De f(z) =0 (mod 7%), z € O,, tenim que v(z) = 2. Posem, doncs,

) = 27u, z = 3w, u, w € O,.
Aixi; v(y — 1728) = 6 sii u = 2 (mod 7). Podem escriure, per tant,

=212+ M), j—1728=27(—62+ Ar), A€ O,.

Dev(m3——ﬂ—-—)=8 es té:

j — 1728
2(2 + Ar)
3 — e ———— =
v (w -62 + )\ﬂ’) 2

i d’aqui: w =1 (mod =) o, equivalentment, w® =1 (mod =3).

Finalment, de f(w,A) =0 (mod 7?) obtenim A =0 (mod #?).

Reciprocament, si es satisfa (iil) és immediat veure (refent els calculs anteriors)
que f(3) =0 (mod 7).

Tot seguit, vegem que la condicié (3.5) és equivalent a (iv). En efecte, de f(z) =0
(mod 73**(})) tenim v(z) = v(j)/3. Posem, doncs,

j=3%, i>0, wueoO,
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amb

v(u) =0, ¢ = 2 (mod 3), o bé,
v(u) =1, ¢ = 0 (mod 3)
1 escrivim i
35w, we 0, v(w)=0, siz=2(mod 3)
T=19 o2 ..
375w, we Oy, v(w)=1, sii=0(mod 3).

De la congruitat:

4y -
z® - 3_91—172_8- = 0 (mod #3*+¥(9))
obtenim si 7 = 2 (mod 3):
2u
3 - 3
W' = e (mod 7%)
i d’aqui, 2u = —w? = £1 (mod =?). |
Mentre que quan ¢ = 0 (mod 3):
6u
3 _ 6
w = m (rnod T )

i d’aqui 6u = £7° (mod WG).

Reciprocament, si es satisfa la condicié (iv) és immediat comprovar que:

f(:{:3%i) = 0 (mod 7***W) s i = 2 (mod 3)
F(F3%° 1) = 0 (mod 7°+*D) si i = 0 (mod 3) B

TEOREMA 3.2.

Suposem p = 2, i siguij € O,, 5 # 0, 1728. Es té j € J(v) si 1 sols si es satisfa

alguna de les condicions segiients:
(i) v(7) = 0.
(i) v(3) =2 12¢, v(j) =0 (mod 3).
(iii) 2|m, j — 1728 = 2"u, amb:
v(2u +4+7%) =5, o bé, v(2u + 4 — 7%) > 6.
(iv) m =3 (mod 4), j — 1728 = 28y, ¢ > 0, amb:

v(utxl)=3 sii:=0 (mod?2),
v(2ux7r?) =5 sii=1 (mod?2).
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DEMOSTRACIO:
Pel corollari 2.2.2 del Capitol II, j € J(v) si i sols is es satisfa la condicié (i), o
la condici6 (ii) de I'enunciat, o bé, la seglient condicié:
(3.6) |
e=2,v(j) =12, v(j—1728) = 0 (mod 2) i g(z) té una arrel modul 732211728

Vegem que (3.6) és equivalent a les condicions (iii) i (iv) de 'enunciat. En efecte,
considerem el polinomi:

§(z) = (j —1728)*.375. 32 ).

E)=Y I\G—1728) = |

z* - 65(j — 1728)z? — 85(;j — 1728)%z ~ 352(j — 1728)2.
De §(z) = 0 (mod 732+22(7=1728)) tenim:
v(z) =6+ v(j —1728)/2.

Podem escriure, doncs,

j—1728 =2, i >0, u e U,
T = 7r13+iw’ w e uu

2 =12, e€lU,.
Expressem §(z) de la seglient manera:
j(z) = (* = 3B)? — 12B* — 8B(j — 1728)x

on B =j(; —1728).
Aixi, v(B) = 26 + 2¢, v(§(z)) = 60 + 4.
Si:> 1, tenim:
(22 = 3B)? = 12B? (mod =50**)

22 — 3B\’

2B
Per tant, pel lema 3.1, hem de tenir necessariament m = 3 (mod 4). Aixi

i d’aqui = —1 (mod =*).

z? - 3B

5B =1+ 7 (mod 7%)

i daqui v(z? —5B) =29+ 2.
Posant, doncs, B = 213+1y(2!*'y + 27) obtenim:

v(w? + ¥t y) = 3.

75



Sii=1 (mod 2), de _ .
v((we™ 2 +u) =3
i (we'l's'i*'i 2 = +1 (mod 7*) (lema 3.1) es desprén que v(u+1) =3 o v(u—1) = 3.
Sii=0 (mod 2), de .
v((we™ ) + eu) = 3
tenim

o((rwe™ ) 4 2u) = 5

on, ara, (rwe~ 7~ )? = 72 (mod 7).

S’obtenen, aixi, les condicions (iv).

Per a provar el reciproc, sols cal refer el procés anterior, per a trobar una arrel z
del polinomi §(z) . Es immediat comprovar que per:

2t sii=1(mod2), w(u+1)=3
2% /m  sii=1(mod 2), v(u—-1)=3
255 1 si i = 0(mod 2), v(2u +72) =5
2% n/m sii=0(mod 2), v(2u—72) =5
es té §(z) = 0 (mod n32+2(—-1728)),
Finalment, considerem el cas 1 = 0.
De (z) = 0 (mod 7%°) tenim:

v((z? = 3B)? — 12B?%) = v(8B(j — 1728)z) = 59
i d’aqui, posant B = 137264 (2u + 27) tenim: -
(3.7) v((w? — 3ePu(2u +27))? + 44 (2u +27)}) =7

i, en conseqiéncia,
v(w? - 3e3u(2u + 27)) = 2.

Posant w? = 2\ + 3¢™u(2u + 27), A € U, i substituint a (3.7) obtenim:
v(A? 4 e2u?(2u 4 27)%) = 3.

Pel lema 3.1, necessariament, d = 2 (mod 4).
Si posem A = €®u(2u + 27) + am, a € U, aleshores,

w? = 2ra + 5e3u(2u + 27).

Per tant,
v(w? — 5e3u(2u +27)) =3
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o, equivalentment,
v((rwe™)? 4+ 2u+4) = 5.

Perd de v((we™%)2 — 1) > 4 o v((we™%)? + 1) = 3 (lema 3.1) es té:
v(2u + 4 + 7%) = 5 0 v(2u + 4 — 7) > 6, respectivament,.

S’obté, aixi, la condicié (iii) del teorema.
Pel reciproc, només cal comprovar que quan
3 27 siv(2u+4+7%)=5
Tl 2871+ M) siv2u4+4-~72)>6

aleshores §(z) = 0 (mod 7%°) K

REMARQUES 3.2: :
En la demostracié del teorema 3.2 s’ha provat que:

(1) Siy € J(v) satisfa la condicié (iii) del teorema 3.2, aleshores una arrel r € K
de g(z) (modul 722(8)/3) és: '

3

2u

g—;—r-(l +v/m) siv(2u+4—7%) > 6.

siv(2u+d+72)=5

(2) Sij € J(v) satisfa la condicié (iv) del teorema 3.2, aleshores una arrel r € K
de g(z) (modul 72v(A)/3) és: :

Ny 3

si ¢ = 0(mod 2), v(u+1)=3

8o
=3

E

si ¢ = 0(mod 2), viu—1)=3

~

r={ 27 u
3w C 9
) si 2 = 1(mod 2), v(2u+7f) =25
27 u
ﬁ—\/ﬁi si i = 1(mod 2) v(2u — %) =5
9y » B ’ o

COROL-LARI 3.2.1.
Peraje K, j#0,1728, es té j € J(X) si 1 sols si :

(a) v(y) 20, v(j) =0 (mod 3), v(y — 1728) = 0 (mod 2) per a tot v € L.
(b) Perap=31iv(j) >0 es satisfa alguna de les condicions segients:
(1) v(j — 1728) > 6e.
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(i) 3|m, j = 27(z + y/m)/2, 2 = 4 (mod 9), y = 0 (mod 3).
(iii) 3m, j = 3**'(z + y/m)/2,1 20,1 # 1 (mod 3), amb:

z=21(mod9), y=0 (mod 3), sii =2 (mod 3)
z=0(mod9),y= :t% (mod 9), si i =0 (mod 3).

(c) Perap=2iv(j)> 0 es satisfa alguna de les condicions segtients:
(i) v(y) 2 12e. :
(ii) 2im, j — 1728 =2 (z + y/m), y~z = —7;1 (mod 4), y =0 (mod 2).

(iii) m = 3 (mod 4), j — 1728 = 28%(z + y/m), i > 0, amb:

z=(m-3)/2 (mod 4),y=1 (mod 2),si 1 =1 (mod 2)
=1 (mod?2),y=2(mod4),sit=0 (mod 2).

DEMOSTRACIO:
La condicié b (ii) s’obté del teorema 3.1, (iii) en fer:
N(z — 4 + yy/m) =0 (mod 27).
Semblantment, la condicié b (iii) s’obté de (iv) del teorema 3.1, posant:

N(z £ 8+ yv/m) =0 (mod 27) quan : = 2 (mod 3)
i 3(z + yv/m) = £my/m quan i = 0 (mod 3).

Finalment, les condicions ¢ (ii), ¢ (iii), resulten del teorema 3.2 (iii), (iv), pro-
cedint com segueix:
Quan 2|m, prenem 7 = \/m. Aleshores de

2z +m + 4)* - 4yim = 0 (mod 32)
tenim:
y =2 (mod 4)
z+2= = (mod 4).
Per altra part, de 2z + 4 — m + 2y/m = 0 (mod 8) tenim:
y = 0 (mod 4),

x+2s-’;3(mod4).
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‘Quan 2 fm, prenem 7w = 1 4+ /m.
Si i =0 (mod 2), de

(z £1)? —y*m = 0 (mod 8)

tenim: .
z = %1 (mod 4), y = 2 (mod 4).

Si:=1 (mod 2), de
(2z £ (14 m))? — (2y £ 2)’m = 0 (mod 32)
tenim:
y+1=2(mod4)

I;m =2 (mod 4) i

T+

REMARQUES 3.2.3:
De la demostracié del corollari 3.2.1 i les remarques 3.2 obtenim:

(1) Sij € J(v) satisfa la condicié ¢ (ii) del corollari 3.2.1, aleshores una arrel
r € K de g(z) (modul w2¥(2)/3) és:

3/m .
m 51y-_—2(rnod4)

3mt+vm) 6 imo
2(m+y\/r_n) y = 0 (mod 4).

(i1) Si j € J(v) satisfa la condicié c (iii) del corollari 3.2.1, aleshores una arrel
r € K de g(z) (moddul n27(8)/3) és:

23%‘-"(35 i y‘\/r_ﬁ) sii=0(mod?2), z=1(mod4)

T= 2%_..(?;‘_/3\/&_) sii=0(mod2), z=3(mod4)
2252:;7%) sii=1(mod2), y=1(mod4)

\ 23_3;7;_\:33—”) si1=1 (mOfi 2), y = 3 (mod 4).
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- DEFINICIO: Sigui K amb N(¢) = 1. Donat un primer p € N, p # 2, direm que p
satisfa la condicié (*) si i sols si:

(1) p f(tr(e) = 2).
(2) Si p|(tr(e) + 2) aleshores p és no-inert, p = 3 (mod 4).

(3) Sip f(tr(e) + 2) aleshores (_tr_(%t%) = (3’-'(-%13> Y

Notarem per:
I*:={v € L, v f2, tals que p satisfa la condicié (*)}.
TEOREMA 3.3.
‘Peraje€ J(X¥),j #0, 1728, son equivalents:
(i) j € J.
(i1) Existeix d € K amb |[N(d)| = N ( ‘E}:v(d") : v) i tal que
4 - a2 (mod4),a € K, (a,2)=1
f(r) - ) b ) *
(iii) N(e) = —1, o bé, N(¢) = 1 i es satisfa:

#H#FMNE*) = vgz.v(f(r)) (mod 2).

DEMOSTRACIO:
Pel corollari 2.3.1 (Capitol II), (i) és equivalent a 'existéncia de d € K tal que:

(@)= (gt v) 5,

per a un cert ideal B de K, i

d
f(r)

= o?(mod 7r2e+"(7(4r")'))

d
per a tot v|2, a € K. Podem suposar (B,2) = 1. Per tant, v (7(—5) = 0, per a
tot v|2.
Finalment, la primera condicié és equivalent a que l'ideal ( Ezv(dv) . v> sigul

del génere principal.
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També pel corollari 2.3.1, la condicié (1) resulta ésser equivalent a:

II(do,u)s =1 per a tot u € Uz JU.
vEL

Ara, pero,
\ L(?('_{{l} si N(€) = —=1(m > 0)
UL = 1 {1,e} siN()=1.

Quan N(e) = 1, observem que per v € &, v J2 tenim:

(=1)*(4)  sie ¢ U2

1 en altre cas.

(Ao = {
Per tant, pel lema 3.2:

[T(du ) = 1 &= JJ(F(7), )0 = (~1)#M0Z),

veEL v|2

Pero, per altra part, de [] ((f(r),€)y =1 es té:

vEL
[T1¢F(),e)0 = T (£(r),€).
v|2 vELD*

Aixd acaba la demostracié il

EXEMPLE 1:

Sigui K un cos de nombres arbitrari i suposem que (Ag,6) = 1. En aquest cas,
tota corba elliptica amb bona reduccié arreu ha de tenir un model minimal global
[cf. Setl]. Considerem els invariants c4, cg d’un tal model de Weierstra3. Aleshores
satisfan la seglent relacio:

3 — c2 = 1728, u € Ug.
Per tant, el problema de determinar el conjuht de les corbes elliptiques sobre K
amb bona reduccié arreu és equivalent a trobar les solucions enteres (z,y) de les
equacions elliptiques:

(3.8) , y? =23 — 1728, u € Uk

tals que z, y puguin ésser realitzades com els invariants ¢4, c¢ d’alguna equacié de
Weierstral sobre Oy
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Donada una d’aquestes solucions, la corba elliptica corresponent tindria invariant
j = z3u~l. De fet, aquest problema és equivalent al de la descripcié de J.

Més concretament, quan K és un cos quadratic es té el seglient resultat:

Sigui (z,y) una solucid entera de (3.8). Aleshores, x, £y poden ésser realitzats
com els invariants cy, cg d’una corba elliptica sobre Oy si i sols st u~lz3 € J -és
a dir, u= z® satisfé les condicions del corollari 3.2.1 i el teorema 3.3-. En aquest
cas, una manera de determinar el signe de y €3 la segient:

y en podrd ésser realitzat com ltnvariant cg 3t 1 sols si:

Ty _ o, 2e+v(Fs)
=a° (mod 77), a€e K
= )

per a tot v|2.
DEMOSTRACIO:

Pels resultats de Setzer [cf. Set2], es té j # 0, 1728. Sigui E|K amb b.r.a. tal
que:

cy(E) =z, cs(E)=y.
Aleshores j(E) = u™'2® 4(E) = —cqcs. Per tant, com que v(E;) = -1,
Ef* = E. '

C4Ce

7 € H! (Gy, Z/2Z) per atot v € £. D’aqui en surt la necessitat
v

Aixi, j(B) € J i
de les condicions.
Reciprocament, sigui £ amb b.r.a. (i modél minimal global) tal que j(E) =
u"1z3, , _
Posem A(E) = v, v € Uk. Aleshores:
| c3 =u"tvz?, donutv e U}
ez =utvy?, donu”lv € UE.

v = w8, w € Ug. Tenim:

Aixi, doncs, u™'v € U%. Posem u~
cs = p-wiz, onpd=1
ce = wy.

Perd com que a @(v/—3) no hi ha corbes el liptiques amb conductor trivial {cf. Stro]

hem de tenir y = 1.

Finalment, de ?:c(y_), ;4(6(; € H..(G,,2/2Z) Yv|2 en resulta w € H} (G,,2/2Z)
' T T
Vv € L. '

Per tant, E¥” tindra b.r.a. i un model minimal global amb:

ca(E¥ )=z, co(B* )=yl

EXEMPLE 2.
Sigui j € O, j # 01 tal que tr(j) =0, aleshores j ¢ J(I).
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DEMOSTRACIO:
Hem de veure que no es satisfan les condicions del corollari 3.2.1. En primer
lloc, observem que:

v(j)=0(mod 3) Vv € £ &= j = (nym)®, nel.

En efecte, si v(j) = 0 (mod 3) Vv € T aleshores N(j) € Z3, per tant, existeix n € Z
tal que j = n*my/m = (ny/m)3. ’

Vegem, ara, que (j,3) = 1. En efecte, la condicid b (i) del corollari no es satisfa
ja que la congruitat: '

j — 1728 = 0 (mod 3°)

implicaria 1728 = 0 (mod 3°)!.

La condicié b (ii) tampoc es satisfa, per ésser tr(j) = 0. Finalment, la condicié
b (iii) implicaria:

m

j=34+"-’n‘1‘~—3- m, i=0(mod3), (n,3)=1

m m
nf; = :i:-é- (mod 9)

la qual cosa és contradictoria, ja que ny = £1 (mod 9).
En quant als primers dividint 2, es té per v € %, v|2:

v(j) > 0 &= 2|j <> 16|n.

En efecte, 'tnica possibilitat és que 2'?|j. La condici6 c (ii) no es déna ja que
tr(j) = 01 la condicié c (iii) implicaria: 1728 = 0 (mod 25+1)!.
Seguidament estudiem la congruitat:

v(j —1728) = 0 (mod 2) Vv € .

Notem que aquesta es satisfa sii |[N(j — 1728)| € Z%. En efecte, 1'inic que cal
estudiar és ’exponent dels primers inerts que divideixen j — 1728, pero els unics
possibles sén p = 2, 3. Pels arguments anteriors concloem que 3 f5 — 1728 i que si
2|5 — 1728 llavors ho fa'amb poténcia exactament 6.

Finalment, provarem que l'equacié:

(3.9) - (1728 = +y%, z,ye€lZ

amb (z,3) = 11 2y = 2%||y, no té cap solucié.
Suposem, primer, (y,2) = 1. De la factoritzacio:

[z ~ (12)’)(= - (12)*)* + 3(12)*«] = £y
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tenim que 1’equacié (3.9) és equivalent al sistema:

z - (12)* = 2y}
{ (z = (12)%)* +3(12)%z = +y]

substituint s’obté ’equacié:
yi £3(12)%7 +3(12)* Fy; = 0.

Imposant que el discriminant ha d’ésser un quadrat s’obté:

(3.10) —3(12)* +4y2 = (24)?, A€l
i aixi,
(3.11) 2y} = £3(12)% £ 24.

Es un senzill cilcul comprovar que (3.10) nomeés té les seglients solucions:
(y2 = £259), A =+227

1 cap d’elles satisfa (3.11) per algun y;.
Suposem, finalment, 2|y. Dividint 'equacié (3.9) per 2!2 s’obté una nova equacié:

2 - (272 =+y%, z,yel

amb (z,3) = (y,2) = 1.
Factorizant-la, la convertim en ’equivalent sistema:

{x—9=iy?
(z — 9) + 27z = +y?

1 procedint com abans s’obté:

(3.12) ~243 +4y2 = A?, A€l
(3.13) 2y} = F21+ A,

Es comprova facilment que (3.12) només admet com a solucions:
(y2 = £61), A=+121

amb cap de les quals es pot satisfer (3.13)
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EXEMPLE 3:
Sigui j € Z, 5 # 0, 1728. Aleshores:

(a) je J(Z)siisolssij=n3 j—-1728€ D 2% n, D € Z i tals que:
(i) D|M.
(i1) Si 3|n llavors 27|n — 12.
(iii) Si 2|n llavors 16|n, o bé, 16|n — 4, 2|D i D = m + 4 (mod 8).
(b) Peraj € J(X), 5 #0, 1728, tenim j € J si i sols si:
(i) m =5 (mod 8), quan D = £3 (mod 8).
(i1) 6D ésunanorma a K,on 6 = +11i 6D =1 (mod 4), quan 2 /D.
(iii) —D és una norma a K, quan 2|D.

Aquests resultats ja foren obtinguts per Setzer [cf. Set2]. Nosaltres en donem la
demostracié seglient,

DEMOSTRACIO:
Les afirmacions de (a) sén conseqiiéncia immediata del corollari 3.2.1. Posem:

n® — 1728 = (n — 12)((n — 12) + 36n).

Vegem que si 3|n, les possibilitats b (ii), b (ii1) del corollari 3.2.1 no es podem
donar, perqué en qualsevol cas impliquen j ¢ Z3. Per tant, per b (i) 3%|n® — 1728,
o equivalentment, 33|n — 12.

Quan 2{n, la possibilitat ¢ (iii) tampoc es déna, ja que implicaria j ¢ Z.
~ Per a provar les afirmacions de (b), cal observar, en primer lloc, que si v € £
satisfa v(D) > 0 aleshores v(A) = 6 (mod 12) i, per tant, v(d,) = 1 (mod 2).
Mentre que, per a v|M i tal que v(D) = 0 es té v(d,) = 0 (mod 2). Observem
també que de j € Z sempre es té: v(d,) = v7(dys) (mod 2) Vv € L.

Per tant, per la condicié (ii) del teorema 3.3, existeix un element ¢ € K amb
N(t) =xD, i tal que d = ta, a € Z. Llavors, de:

—d——E- o? (mod 4), a€ K, (a,2) =1

f(r)
prenent normes obtenim:

(1) Si2 /D, per a (iii), i la remarca 2.3.2 del Capitol II, podem prendre:

-1, si2 fn
fr)y = —6 .
j_—ﬁ2—8-, S1 2'?1

Per tant, N(¢) =1 (mod 4).
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(2) Si 2|D estem, com hem vist, en la possibilitat c¢ (ii) del corollari 3.2.1. Per
les remarques 3.2.1, una arrel r de f(z) és:

_3(m+ﬁ)‘ _ m
= AV o= -7 (mod 4

onj —1728 =27z,
Es un calcul senzill veure que:

v(f(r)) = -1, v|2.

Per tant, N <%5) = 2 (mod 4) i, a més,

,, )
(f(r)) N(fGry = 2 (med 4

Aixi doncs, com que m = D + 4 (mod 8) tenim:

N (?(17)) = —D (mod 8).

Aixo6 prova la condicié b (iii) de I’enunciat.

El reciproc és clar a partir de la segiient propietat:
La congruitat z = +a? (mod 4), z, a € K, (a 2)=1té solucié sii:

N(z)=1(mod 8)i: (m,2) = 1, m # 5 (mod 8).
N(z)=1(mod 4)i: 2lm é m =5 (mod 8) B

§2. Bona reduccié i model minimal global.

Ens interessa, en aquesta seccid, respondre la segiient qiiestio:

Donada una corba elliptica sobre K, amb bona reduccid arreu, existeix un torce-
ment quadratic seu amb bona reduccié arreu i model minimal global?.

Abans d’envestir directament aquest problema, ens sera util recordar el concepte
de classe de Weierstrafl d’una corba elliptica, aixi com algunes de les seves propie-
tats. En tot el que immediatament seguira podem suposar K un cos de nombres
arbitrari.

Sigui E una corba elliptica sobre K. Per a cada valoracié v € ¥, considerem
un model v-minimal de E, amb discriminant A, i diferencial w,. Aleshores, el
discriminant minimal de E, D(E|K), és I'ideal associat al divisor UEEU(AU) ‘v,
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Sigui, ara, una equacié de Weierstraf} afi de E, arbitraria:
F(z,y)=0

amb discriminant Ar i diferencial wg; i considerem el divisor:

Ap = Y v (ﬂ) ‘.
UEE wv
Aleshores és facilment verificable que:

(i) Classe (Ar) € Hk és independent de F.

(i1) Classe (124F) = Classe (D(E|K)).
Posem a(E|K) := classe (Afr). a(E|K) s’anomena la classe de Weierstral de E
sobre K.
REMARQUES 3.3.1:

(i) Vegi’s I'article de Silverman [Sill] per una construccié de a( E|K) equivalent.

: 1 A,
(ii) Observem que v (-Z—vli) =75 (-A—;) per a tot v € X.

Per tant, si E té bona reduccié arreu, llavors:
Ap= X . v(AF)-v
F= vEX 12 F '
" En aquest cas, tenim també, a(E|K)'? = 1.

La classe de Weierstrafl de E|K ens caracteritza I’existéncia d’'un model minimal
global sobre K, per a E, en el segiient resultat:

TEOREMA ([SET1]).
E|K admet un model minimal global si i sols si a(E|K) = 1.

Com a corollari immediat, Setzer obté el segiient resultat que respon parcialment
a la qliestié que inicialment hem formulat:

COROL-LARI ([SET1]).
Suposem (hg,6) = 1. Aleshores si E té bona reduccio arreu sobre K, E ha de
tenir un model minimal global.

Sigui EX el torcement quadratic de E, associat ad € K*/K ** Volem relacionar
les classes a(E|K) i a( EX|K).
Per aixo, sigui F(z,y) = 0 una equacié de Weierstral de E tal que a; = a3 = 0.
Llavors,
FX(z,y) = 23 + apdz® + asd’z + agd® — y? =0
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és una equacié de Weierstrafl per a EX i es té:
AFx = dGAF.

Per tant,

Apx — Ap = Z-ll—2[v(A§) — 0(Ay) + 0(AF) — v(Apx)] - v

veEL

- 21—12[-1%,, +68(d) — 6v(d)] - v
veED

- Z-;-[é(d) ~o(d)] v - k.
veL veEL

B Notem per a(x) := classe (v%%[é(d) - v(d)] - v) .

Observem que a(x) és justament la classe de Steinitz de K(\/ZI) respecte de K,
tal i com la definiren Artin [Ar] i Frohlich [Fr6]. En efecte, es té la segiient igualtat:

2
D(x) = (Z%{é(d) —v(d)]- ) (d).

veEL

Obtenim, per tant, la segient relacid entre les classes de Weierstral de E i de EX:

(3.14) a(EX|K) = a(E|K) - a(x) - classe (n)

onnp=|{ Z h, v|,essent (hy)yex els factors de correccié local de la férmula dels
vED €

discriminants minimals (vegi’s Capitol I).
Recordem, finalment, dues propietats importants de la classe de Steinitz:

(1) a(x) = 1 sii extensié K(v/d)|K admet una base entera (és a dir, si Of, és
un Og-modul lliure). : ‘
(ii) Donada c € H, existeix x tal que:

a(x)=c

Aquesta darrera propietat fou provada per Fréhlich [Frd], la demostracié del qual
és constructiva, i el caracter y corresponent resulta ser sempre ramificat sobre els
primers que divideixen 2 i sobre un altre primer.

De fet, Silverman [Sill] prova que es pot modificar la demostracié de Frohlich,
per a construir un'carécter x no-ramificat sobre un conjunt finit de primers prefixat.
En aquest mateix treball, Silverman utilitza la propietat (ii) de la classe de Steinitz
per a demostrar el resultat segiient:
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TEOREMA ([SIL1}).
Sigui ¢ € Hyg. Donada una corba elliptica E|K, existeix un torcement quadratic
EX de E amb classe de Welerstra8: '

a(EX|K) =c.

En particular, donada una corba elliptica sobre K amb bona reduccié arreu,
existeix sempre un torcement amb model minimal global pero, de entrada, no es té
cap control sobre la reduccié d’aquest torcement.

Tornem, ara, al plantejament inicial d’aquesta seccid, on K = Q(\/M ) és un cos
quadratic de discriminant M. Préviament, pero, necessitem estudiar les extensions
quadratiques de K no-ramificades als primers finits:

Extensions discriminantals de K.

Es elemental veure que M factoritza de manera tnica com a producte de dis-
criminants primers, entenent per discriminant primer un nombre enter del seglient
tipus: '

'(—1)%—_[p (p primer senar), —4, -8, 8.

Sigui, doncs, la descomposicié de M segtient:
M=M .. M, M; discriminant primer, 1=1,...,r.

Posem T := {y = (v(1)...4(r)) € Z"; 4(i) € {0, 1}, pera: = 1,...,r} i per a
v € T, sigui:
M, = MYV M0,

M, s’anomena divisor discriminantal de M i a I'extensié quadratica K (\/J\_J;)IK
Panomenarem extensié discriminantal de K. :
Vegem-ne algunes propietats:
Donat 4 € T, sigui 4 € T tal que:

(i) =1—-7(i), peratoti=1,...,r

aleshores:

LEMA 3.3.

(a) K(y/M,)|K és no-ramificada als primers finits de K.
(b) K(yM,) = K(y/My)siiy' =yo0+ =7.

(c) Sigui L|K una extensio quadratica no-ramificada als primers finits de K.
Aleshores L = K(/M,), per algun v € .

89



DEMOSTRACIO:
Per a provar (a) considerem el diagrama segiient:

K (/7T

PN

Q(V/M,) K Q(v/M5)

NS

| Q
D(Q(V/M,)IQ) = My, D(Q(/M3)|Q) = My i (M, My) = 1, per tant,

DK (/FT;)IQ) = M2 ME = M.

Finalment, de :

D(K(v/M)|1Q) = Niio(D(K(\/M5)|K))(D(K|Q))?

obtenim

Niio(D(K (VLK) = 1.
Suposem, ara, per a provar (b), que:
K(/M,)) = K(\/My) < MM, € K*.
De fet, hem de tenir M, M., € O%.. Pero de:

2
vM
MMy = (_x__—i;g__) ) z,y €L,

obtenim

dM M, = 2 +y*M + 2zyv M.

Per tant, zy = 0. Si y = 0, aleshores ¥' = v. Siz =0, és el cas de ' = 7.

La propietat (b) ens permet, doncs, comptar el nombre d’extensions discrimi-
nantals de K. Vegem que aquest nombre és justament 2°~!, on s és el nombre de
primers que ramifiquen a K o, equivalentment, el nombre de factors primers de M.

En efecte, considerem la descomposicié de M en discriminants primers:

M=M.. M,.
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Observem que, en qualsevol cas (M = 1 (mod 4), M # 1 (mod 4)), tenim r =
s. Aixi, el nombre de divisors discriminantals de M és 2° i identificant -per la
propietat (b)- dos a dos els divisors discriminantals obtenim el nombre d’extensions
discriminantals.

Per altra part, per la teoria de cossos de classes sabem que el nombre d’extensions
quadratiques no-ramificades en els primers finits de K és, precisament, el nombre
de subgrups d’index dos (i u) del grup de classes d’ideals estricte H} i aquest és:

(HE :Hf ) =271,

aquesta darrera igualtat per la teoria de géneres de cossos quadratics. Aixo prova
()8 |
REMARQUES 3.3.2:

(i) Per una altra demostracié de 'apartat (c) del lema 3.3, vegi’s [Go-Lu].

(ii) Obsevem que en la prova de ’apartat (c) del lema s’esta comptant el nombre
de corbes elliptiques sobre K amb invariant j fixat i bona reduccié arreu.
Es a dir, si j € J, aleshores:

#(EU(j)N Ellg) = 271,

on s és el nombre de factors primers de M.

Considerem ¢ € HZ tal que ¢ = c. Una tal classe s’anomena ambigua estricta i
ve també caracteritzada per: ¢ = 1. Per extensi6, anomenarem a ¢ € Hy ambigua
si satisfa: ¢? =1 (a HE). .

Siguin py,...,p, els divisors primers de M; aleshores el nombre de classes am-
bigiies estrictes és 2°~! i cada classe conté exactament dos divisors del tipus:

Pi - Piss 1§i1<---<ik§s(k=0,1,...,s).
DEFINICIO: Direm que una classe ¢ € Hy ambigua és senar si ¢ = classe (pi, ... pi,)
amb (N(pi, ...Pi.), 2) = 1. En altre cas, direm que la classe és parell.

TEOREMA 3.4.
Sigui E|K una corba el-liptica semistable. Existeix un torcement seu semistable
i1 amb model minimal global si i sols si a(E|K) és ambigua senar.

DEMOSTRACIO:

Suposem x un caracter quadratic tal que EX té reduccié semistable i model
minimal global. Aleshores, x és no-ramificat als primers finits i de la relacié (3.14)
es té:

(3.15) 1 = a(E|K)a(x).
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Pero, pel lema 3.3, x correspon a una extensié discriminantal de K : K(\/M,), v €
I'. Fent abus de notaci6 escriurem a(M,) := a(x).

Explicitem a(M,). Per aixo, siguin pi,...,p, els diferents divisors primers de
M, ordenats de manera que:

pllPl? i=1,...’s, p1<p2<-..<ps_

Sigui M = M ... M, la descomposicié de M en producte de discriminants primers
tal que pi|M;,i=1,...,s. Llavors, de a(M,) = classe (z -;-v(M.,) . v) obtenim:

classe (p;’(z) . pz(")) si m = 3 (mod 4)

3.16 ) a(M.,) =
( ) (M) { classe (p;’(l) . ..pz(s)) en altre cas.
Per tant, a(M,) és, en qualsevol cas, una classe ambigua senar (notem que quan
m = 2 (mod 4): classe (p1) = classe (p2...p,)).
De (3.15) tenim:
a(E|K) = a(M,).

Aixd prova la necessitat de les condicions.
~ La suficiéncia és clara, ja que de (3.16) es desprén que (a(M,))yer cobreixen
totes les classes ambigiies senars de Hy il

COROL-LARI 3.4.1.

Sigui K amb ¢ tal que tr(¢) = 0 (mod 4) si m = 3 (mod 4). Aleshores, si E(K
és una corba elliptica semistable existeix un torcement seu semistable 1 amb model
minimal global si i sols si a(E|K) és ambigua. '

DEMOSTRACIO:
En efecte, si m # 3 (mod 4) tota classe ambigua és ja senar.
Quan m = 3 (mod 4) siguin p1,...,p, els divisors primers de M, amb p;|2.
De N(¢) =1, tenim:
(1+e) =€(1+¢).

Per tant, (1+€)Ox = (a)-p;'...p2*,a,a; €N (i=1,...,3). Perode N(1+¢) =
2+1tr(e) = 2 (mod 4), hem de tenir @; = 1. Aixi, classe (p;) = classe (p3*...p5*) K

REMARQUES 3.3.3:
(i) Utilitzant les mateixes notacions que en la demostracié del corollari anterior,
remarquem que quan m = 3 (mod 4) i tr(e) = 2 (mod 4) aleshores:

classe (p;) # classe (p3*...pJ*) per a tot a; €N (i=1,...,9).

En efecte, aix0 és equivalent a veure que tota classe ambigua principal és senar.
Pero les uniques relacions a Hg entre classe (p;),...,classe (ps) vénen donades
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per: V/m,sim < 0i4m,1+¢,sim>0 ([ Ha, cap. 29]). Només cal veure,
ara, que 2 divideix N(1 + ¢) amb exponent parell. De tr(¢) = 2 (mod 4) posem
e=z+y/m,ambz =—-1+2%,a,a €N, (a,2) =1,a > 1. Finalment, de
22 — y?m = 1 tenim la relacié: 2°71(2°~1a? — a) = y?m, d’on deduim que o = 1
(mod 2)ide N(1+¢€) =2(1 + z) s’obté el resultat.

(ii) Comptem corbes el-liptiques sobre K amb b.r.a. i model minimal global. Per
aixo, denotem per: '

Ell(j), = {E|K; §(E) = i a(E|K) = 1}.

Siguin j € Jid € K‘*/K“2 tals que E;' té bona reduccié arreu. Pel teorema 3.4,
Ell(3), N Elly # ¢ sii a(E}) és ambigua senar. En aquestes hipotesis es té:

1 siN(e)=-1
#(EN(7)gNElN)=¢ 2 siN(e)=1itr(e) =0 (mod 4) quan m = 3 (mod 4)
4 sim =3 (mod 4), tr(¢) = 2 (mod 4).

Estem suposant sempre m > 0, ja que en el cas imaginari Stroeker [Stro] demostra
que Ell(), NEll; = ¢. Vegi’s també 'exemple 4, més endavant.

En efecte, per (3.15), es tracta de comptar totes les extensions discriminantals
K(,/m7), v € T, satisfent: a(M,) = 1. Si N(¢) = —1, I'Gnica relacié entre classe
(p1),...,classe (p,) ve donada per /m. Si N(¢) = 1, les tiniques relacions vénen
donades per /m, 1 +¢. Sitr(e) = 0 (mod 4) quan m = 3 (mod 4), per (3.16),
només ens quedem amb la relacié senar /m. Finalment, observem que a cadascuna
d’aquestes relacions li correspon una tnica extensié discriminantal si m # 3 (mod
4) i exactament dues extensions si m = 3 (mod 4), ja que en aquest cas es té per

4 M, :a(M,) = a(—4M,).

- COROL-LARI 3.4.2.
Sigui K amb N(¢) = -1, (hg,3) = 1 i el 4-rang de Hy zero. Aleshores, tota
corba elliptica E|K amb b.r.a. admet un torcement amb b.r.a. i model minimal

global. -

DEMOSTRACIO:
De a(E|K)!?2 =1 tenim a(E|K)? = 1 i apliquem el corollari 3.4.1 1

EXEMPLE 4.
Suposem m < 0 i sigui E|K amb bona reduccid arreu, a(E|K)? =11 j(E) € Z.
Aleshores a( E|K) és parell. ,

DEMOSTRACIO:
Com que j(E) € Z, deduim de les condicions de Setzer (exemple 3) els segiients
fets: '
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1) m=4D.
En efecte, de a(E|K)? = 1 tenim +Ar € K "2, per a qualsevol model de Weier-

2
strafl F de E i, per tant, de j — 1728 = %(F) obtenim +D € K*’.

AF
2) (D,2) =1.
En efecte, si 2|D per a (iii) es té D = m + 4 (mod 8) i, aixi, D = —m. Aix0 es
contradiu amb b (iii), ja que —D < 0, no és una norma a K!.

3) m = -1 (mod 8). _
En efecte, de b (ii) i b (i): 6D >0im = ~6D, amb 6D =1 (mod 8).
Considerem la corba elliptica E;. Provarem que si d = —Ii?m llavors
— J —
E¥ tébra.
6122
En efecte, de A(E;) = G—:—lm)—s tenim que d = d, (mod 2) peratotv € L i

de 2\/m = (1 + \/m)? (mod 8), tenim:

+d/f(r) = a? (mod 8), a€K

-1 i o(j) = 0
firy={ _=24

on prenem

7178 siv(g) > 0.
) +d 61226j8 . . +d i
Finalment, de A(E}") = G_—_I-W tenim que 2°||A(E;®) on I =6 (mod 12) i
d’aqui, per la remarca 3.3.3 (i), a(Ej*dlK) és parell §

REMARCA:

Kramer, de fet, a [Kré] demostra el segiient resultat: Si E és una corba elliptica
sobre un cos quadratic imaginari amb b.r.a. i a(E|K)* = 1 aleshores hem de tenir
J(E) € Z. Aixi, aquest resultat juntament amb I'obtingut a l’exemple 4 impliquen
el teorema de Stroeker [Stro| que afirma que sobre cossos quadratics imaginaris no
hi han corbes elliptiques amb b.r.a. i model minimal global.
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