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Introduccio

El moviment Brownia fraccionari és un procés Gaussiad introduit per Kolmogorov al 1940 en
[Kol40] i estudiat amb més detall per Mandelbrot i Van Ness al 1968 en [MVNGS8|. Aquest
procés estocastic que és una generalitzacié del moviment Brownia estandard s’ha utilitzat en la
modelitzaci6 de determinats fenomens en diferents camps que van des de la fisica, ’enginyeria
o la hidrologia fins a la biologia i I’economia, entre d’altres.

Aquesta familia de processos depén d’un parametre H que pren valors a 'interval (0,1) i
és anomenat parametre de Hurst degut al treball de I'hidroleg anglés Hurst sobre el cabal del
riu Nil (veure [Hur51]). En el cas particular que H = % tenim el moviment Brownia estandard
i en funcié de si H és major o bé menor que % presenta propietats molt diferents. Si H > % les
seves trajectories son més regulars que les del moviment Brownia estandard i s’utilitza com
a model en situacions de dependéncia a llarg termini (en anglés, long-range dependence). En
canvi, si H < % les trajectories son més irregulars que les del moviment Brownia estandard.

Una de les eines més importants per tractar aquests problemes ha estat la construccid
d’un calcul estocastic associat a aquests processos que necessita, en general, idees diferents a
les usades en el calcul estocastic ordinari, ja que els moviments Brownians fraccionaris no sén
semimartingales per a cap valor del parametre H # %

A partir del desenvolupament del calcul estocastic respecte el moviment Brownia fraccionari,
s’ha estudiat diversos funcionals d’aquest procés com per exemple el temps local
(veure [Kah85] i [CNTO01]) i diferents tipus d’integrals estocastiques, entre d’altres.

Sovint en estadistica es necessita estimar el valor real del parametre H d’un moviment
Brownia fraccionari ja que a la practica, en general, aquest valor és desconegut. Per altra
banda, és facil comprovar que la familia de moviments Brownians fraccionaris convergeix en

. . . . H,
llei, en l'espai de les funcions continues, cap a B"° quan H — H.

Teorema. (veure Teorema La familia de moviments Brownians fraccionaris
{B", H €(0,1)} convergeiz en llei cap a B en Uespai €([0,T)) quan H tendeiz a Hy.

Tenint en compte aquest teorema és interessant considerar alguns funcionals del

moviment Brownid fraccionari i estudiar si conserven aquesta propietat, és a dir, ens
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podem preguntar si la seva llei es manté a prop de la del funcional corresponent per BHO, quan
H tendeix a Hy. A més, aquest tipus de resultats justifiquen d’alguna manera que s’usi com a
model un moviment Brownia fraccionari Bﬁ on H és l'estimacio del valor real del parametre
de Hurst H.

En aquest treball hem considerat els funcionals donats pel temps local, les integrals
mutiples tipus It6 i tipus Stratonovich de funcions deterministes i la integral simétrica
tipus Russo-Vallois de processos estocastics no adaptats. Tots aquests funcionals donen lloc
a processos amb trajectories continues i per tant hem estudiat la continuitat respecte el
parametre de Hurst de les lleis d’aquests funcionals dins ’espai de les funcions continues.

Per demostrar la convergéncia en llei dels diferents funcionals en ’espai de les funcions
continues hem seguit el procediment habitual, primer provar I’ajustament de la familia de lleis
i després la convergéncia de les distribucions en dimensi6 finita.

El primer funcional del moviment Brownié fraccionari que estudiarem és el temps local i

el nostre resultat principal és el segiient:

Teorema. (veure Corollari m Donat Hy € (0,1), la familia {LH}HE(OJ) de temps
locals dels moviments Brownians fraccionaris convergeix en llei al temps local L™ de B™
en €(|—D, D] x [0,T1]), per a qualsevol D, T >0, quan H tendeiz a Hy.

La resta de funcionals que tractarem en aquesta memoria sén diferents tipus
d’integrals estocastiques.

Al Capitol [3] provem la continuitat respecte el parametre H de les lleis de les integrals
multiples estocastiques tipus Itd i Stratonovich de funcions deterministes quan H tendeix a
Hy € [%, 1) amb H > % Per a la integral multiple estocastica tipus It6, la classe d’integrands
que prenem és un subconjunt del seu domini, I'espai de funcions de L2([0,7]"). Per aquest

tipus d’integral el resultat principal obtingut és:

Teorema. (veure Teorema Sigui f € L*([0,T)") una funcié simetrica. Aleshores, la
familia de lleis en €([0,T)) dels processos {T,, (f), H € (3,1)} convergeiz feblement cap a la
llei de I;IO (f), quan H tendeiz a Hy € [%, 1), on I:T(f) denota la integral maltiple tipus Ito

H z
de f respecte B~ entesa com a procés.

Tal i com veurem en el proper teorema, també per a la integral maltiple tipus Stratonovich
ens hem hagut de restringir a un subconjunt del domini, en aquest cas la classe d’inte-
grands és 'espai de funcions continues € (][0, 7). Aquestes restriccions es deuen a que no es
coneixen gaires conjunts de funcions integrables Stratonovich respecte el procés de Wiener (i
un d’aquests és precisament ¢ ([0,77]")) i també a les dificultats que hem tingut a ’hora de

provar l'ajustament usant el Criteri de Billingsley (veure Teorema |1.1.14)).
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El nostre resultat principal per a la integral multiple tipus Stratonovich és el teorema

seglient:

Teorema. (veure Teorema [3.5.8) Sigui f € €([0,T]") una funcié simétrica. Aleshores, la
familia de processos {Ij’H (f),H € (3,1)} convergeiz en llei a Is’HO(f) en lespai €([0,T7),
quan H tendeix a Hy € [%, 1), on I::’H(f) denota la integral miltiple tipus Stratonovich de f

H P
respecte B, entesa com a procés.

Un cop provada 'estabilitat en llei de les integrals multiples tipus It6 i Stratonovich amb

H > %, ens hem plantejat estudiar resultats similars per H < % Degut a la complexitat

del propi domini de la integral estocastica per H < % i a la dificultat que suposa provar
I’ajustament, només veiem la continuitat respecte el parametre H de les lleis de la integral
estocastica de primer ordre.

El resultat principal per a la integral estocastica de primer ordre respecte B" amb H < %

és el segiient:

Teorema. (veure Teorema |4.2.4}) Sigui f € E:l amb H' < Hy i Hy € (0, %], on EZI és el

domini de la integral estocastica de primer ordre respecte B" . Aleshores, la familia d’integrals
de primer ordre {I, (f)}
H — H().

ey convergeix en llei cap a Ifo (f), en Uespai €([0,T]), quan

El darrer funcional que tractem al Capitol [5] és la integral simétrica tipus Russo-Vallois
(introduida en un context general a [RV93]) respecte el moviment Brownia fraccionari (amb
H € Vj on Vy és un cert interval contingut en [%, 1)) per a processos estocastics no adaptats
u". En aquest cas hem hagut d’imposar una série d’hipotesis que tot seguit descriurem
breument (Bloc A, Bloc B i Condici6 C).

El Bloc A (veure pag. 72) conté cotes uniformes en H dels moments d’ordre p del procés i
de la derivada de Malliavin. En canvi, les hipotesis del Bloc B (veure pag. 76) son condicions
de regularitat, uniformes en H, de les trajectories del procés i de la seva derivada de Malliavin.
Finalment, la Condici6 C (veure pag. 79) és una hipotesi sobre la derivada de Malliavin
necessaria per definir la traga del procés en un entorn d’Hy = % Aquesta ultima condicio

implica que el procés u'” és integrable Stratonovich.

El resultat principal obtingut per a la integral estocastica tipus Russo-Vallois és el segiient:

Teorema. (veure Teoremal|5.2.14) Sigui {UH}HGVO una familia de processos estocastics amb
trajectories continues tals que satisfan els blocs d’hipotesis A i B i en el cas que Hy = % també

la Condicio C i a més,

(", B") =5 ("




VI Introduccio

en (€([0,7)))? quan H — Hy. Aleshores, la familia de les lleis de les integrals estocasti-
ques tipus Russo-Vallois {fg udef, t € [0,T]},.,, convergeir feblement cap a la llei de
{fg u.*dB.°, t € [0,T]} en €(0,T)) quan H — H.

Els resultats del Capitol 2 i del Capitol 3 estan publicats als articles segiients:

e M. Jolis, N. Viles Continuity in law with respect to the Hurst parameter of the local
time of the fractional Brownian motion. J. Theoret. Probab. 20 (2007), no. 2, 133-152.

e M. Jolis, N. Viles Continuity with respect to the Hurst parameter of the laws of the
multiple fractional integrals. Stochastic Process. Appl. 117 (2007), no. 9, 1189-1207.

Estructura de la memoria

Aquesta memoria consta de cinc capitols autocontinguts, de manera que cada capitol es pot
llegir de forma independent (només es necessiten alguns resultats del capitol de Preliminars)
i s’encapcala amb una introduccié i una seccié de preliminars.

En el primer capitol es donen algunes definicions i resultats de convergéncia feble de
probabilitats i de convergéncia en llei de variables aleatories i processos estocastics, tant en el
cas uniparamétric com en el cas biparameétric que s’usaran en diversos capitols d’aquest treball.
També es fa una breu introduccié del moviment Brownida fraccionari, comentant algunes de
les seves propietats caracteristiques i les aplicacions que motiven. En aquest capitol es troba
el resultat essencial de convergéncia en llei que ha motivat la realitzacié d’aquesta memoria.

Al segon capitol s’estudia la continuitat respecte el parametre de Hurst de les lleis d’una
familia de temps locals respecte el moviment Brownia fraccionari.

En el tercer capitol es prova la convergéncia en llei de les integrals estocastiques miltiples
tipus It6 i Stratonovich de funcions deterministes respecte el moviment Brownia fraccionari
amb H € (3,1).

En el quart capitol s’estudia la convergéncia en llei de la integral simple d’una
funcié determinista perd respecte el moviment Brownia fraccionari amb parametre de Hurst
H € (0,3).

En el darrer capitol de la memoria s’usa el célcul estocastic de variacions, conegut amb
el nom de calcul de Malliavin i es prova la continuitat respecte el parametre de Hurst de les
lleis de la integral simétrica tipus Russo-Vallois per H en un cert interval contingut en [%, 1)

quan H esta a prop d’Hp.
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Capitol 1

Preliminars

En aquest capitol presentem algunes de les definicions i resultats que utilitzarem al llarg
d’aquest treball. A la primera secci6é introduim els resultats sobre convergéncia en llei.
Dediquem la segona secci6 al moviment Brownia fraccionari esmentant algunes de les seves
principals propietats i demostrant un resultat de convergéncia en llei. Finalment, a la tercera
seccié presentem un resultat general que sera ’eina principal per provar la convergéncia de

les distribucions en dimensio finita dels processos estocastics considerats.

1.1 Resultats principals sobre convergéncia en llei

Comengarem veient la convergéncia feble per a mesures de probabilitat i després ho

particularitzem a les lleis de variables aleatories i processos estocastics.

1.1.1 Convergéncia feble de mesures de probabilitat

Considerem un espai métric G dotat amb la o-algebra de Borel, £. Denotem per & (G) l'espai
de les mesures de probabilitat en (G, E).

El segiient resultat, conegut com Teorema de Portmanteau, mostra diferents definicions
equivalents sobre la convergéncia feble d’'una successié de mesures de probabilitat {P,} en

(G, ) cap a una certa mesura de probabilitat P.

Teorema 1.1.1. (Theorem 2.1, [Bil68]) Siguin P, i P mesures de probabilitat en (G,E). Les

seglients condicions son equivalents:
(i) nhﬂrgoff dP, = [ f dP, per a tota f : G — R continua i acotada.
(i) limsup P,(A) < P(A), per a tot A tancat.

(i17) linrr_l)géf P.(A) = P(A), per a tot A obert.

(iv) JLHQOP"(A) = P(A), per a tot A € € tal que P(0A) = 0.

D’aquestes condicions, la més utilitzada i la que establirem com a definicié és la condicio (7).

1



2 1.1. Resultats principals sobre convergéncia en llei

Definicié 1.1.2. Direm que una successid de mesures de probabilitat {P,, n > 0} definides

en (G,E) convergeix feblement cap a una altra mesura de probabilitat P i ho denotem per
P, — P,

)

/G F(@)Paldz) — | f(x)P(d),

n—oo G

per a tota funcid f: G — R continua i acotada.

Tot seguit introduim les definicions de conjunt relativament compacte i ajustat que més

endavant usarem per provar la convergéncia feble.

Definicié 1.1.3. Es diu que un conjunt A C P(G) és relativament compacte si tota successio

d’elements d’aquest conjunt té una subsuccessid feblement convergent.

Definici6 1.1.4. Un conjunt A C Z(G) és ajustat si per a tot € > 0 existeix un compacte K
en G tal que (G \ K) < ¢, per a tota jp € A.

1.1.2 Convergéncia en llei de variables aleatories.

Associada a la convergéncia feble de mesures, tenim la convergéncia en llei d’una successié de
variables aleatories a valors en G.

Sigui (2,.%, P) un espai de probabilitat i X una variable aleatoria que pren valors en un
espai métric G. Anomenarem llei o distribucié de X, a la mesura imatge P o X~ 1. Aquesta

mesura de probabilitat la denotarem per .2 (X) i pertany a Z(G).

Definici6 1.1.5. (veure pag. 24, [Bil68]) Considerem una successié de variables aleatories
{Xn, n >0} que prenen valors en G, definides en espais de probabilitat (Qy,, F,, Pp), amb

lleis £(Xy,). Direm que {X,, n > 0} convergeiz en llei a X en G i escriurem
X, = X,
si L(Xn) % L(X).

Si denotem per E,, I'esperanga matematica sota la probabilitat @), aquesta definici6 és

equivalent a la segiient:

Definicié 1.1.6. Direm que X, £ X, si per a tota funcid f : G — R, continua i acotada

tenim que

E,, (f(Xn)) = Ep(f(X)).

Sovint, al llarg d’aquesta memoria, ens interessara estudiar la convergéncia en llei de

funcions continues de variables aleatories i per aquest motiu enunciem la segiient proposicio:
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Proposicio 1.1.7. (Corollary 1, [Bil68]) Sigui h una funcié continua, h : G — G', on G i

G’ espais métrics, i
en G. Aleshores,

en G'.
Vegem una aplicacié d’aquesta proposicié a ’exemple segiient :
Exemple 1.1.8. Considerem els espais métrics G = €([0,1]), G' = R i la funcio

h(z) = sup z(t).
t€(0,1]
Com que la funcid h és continua, per la Proposz'cié tenim que si X, Z X en % (]0,1])
aleshores

sup X, (1) =4 sup X (t)
te(0,1] tel0,1]

en R.

Si G = €([0,T]™), tot i que les distribucions en dimensio6 finita determinen la llei de la
variable aleatoria, per tenir convergéncia en llei no és suficient veure la convergéncia feble de
les distribucions en dimensi6 finita (per a les quals podem usar les funcions caracteristiques,
ja que sén probabilitats en ]Rk). En canvi, si afegim que la successio de les lleis {P,, n > 0}
és relativament feblement compacte aleshores si que s’obté la convergéncia en llei.

De fet, en el cas d’'un espai métric arbitrari, el métode que seguirem per provar la
convergéncia feble d’una successi6 de mesures de probabilitat es pot resumir en dos
passos: primer es demostra que la successié és relativament compacte i després, es veu que
tota parcial convergent convergeix cap al mateix limit.

Amb tot aixo, observem la necessitat d’obtenir criteris que ens assegurin la compacitat
relativa. El criteri principal el déna el Teorema de Prohorov ja que proporciona una condicié
suficient en el cas d’espais métrics arbitraris i una condicié necessaria per a espais separables

i complets. Vegem-ho en els teoremes segiients:
Teorema 1.1.9. Si un subconjunt A de P(G) és ajustat, aleshores és relativament compacte.

Teorema 1.1.10. Suposem que G és un espai méetric separable i complet. Si un subconjunt

A de P(Q) és relativament compacte aleshores és ajustat.

Aixi, en el cas de tenir espais métrics separables i complets podem caracteritzar els

subconjunts relativament compactes de Z(G):

Teorema 1.1.11. Sigui G un espai métric separable i complet. Un subconjunt A de Z(G)

és relativament compacte si 1 només si és ajustat.
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1.1.3 Convergéncia en llei de processos estocastics continus

Considerem ara que tenim una successié de processos estocastics {X,(t) : t € T, n > 0}
a valors en R, parametritzats per un espai métric compacte 7 i amb trajectories continues.
Podem pensar que els processos X,, soén variables aleatories a valors en ’espai de Banach de
les funcions continues G = € (7).

Per demostrar la convergéncia en llei dels processos X,, cap a un cert procés X en l'espai

G = %(7T), seguirem els passos segiients:

(i) Demostrar que la successio de lleis {-Z(X,), n > 0} és relativament compacte en
P(€(T)). Pel Teorema de Prohorov, sabem que en un espai métric separable i complet

és suficient provar que la familia de lleis és ajustada.

(ii) Demostrar que tota parcial { £ (X,, ), k > 0} feblement convergent ho és cap al mateix

limit £ (X).

La condici6 (i7) es pot canviar per aquesta altra condici6, sovint més facil de comprovar:

(ii") Per a tot k > 11 per a tot conjunt d’indexs t1,...,tx € 7,

(Xn(tr),- - Xn(tr) -2 (X(t1),.... X(t), (1.1.1)

en R,
Per veure l'ajustament, s’utilitzen criteris basats en la caracteritzacié dels conjunts
relativament compactes (per a la topologia de la convergéncia uniforme) que ens dona el

Teorema d’Ascoli-Arzela.
Considerem ’espai de funcions continues ¢’([0, T']) i prenem la topologia de la convergéncia

uniforme donada per la distancia

p(x,y) = sup |z(t) —y(t)].
te[0,7)

Es defineix el modul de continuitat wy(9) d'un element x de €([0,7]) com

wz(6) = sup |xz(s) — z(t)], 0<d<T.
[s—t|<d

El Teorema d’Ascoli-Arzela ens diu que:

Teorema 1.1.12. Un subconjunt A de l’espai € ([0,T]) té clausura compacta si i només si

sup|z(0)| < oo
x€A

li 2(0) =0.
iz 20 w) =0
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Com a corollari del Teorema d’Arzela-Ascoli per al cas G = €([0,T]) tenim el resultat

segient:

Teorema 1.1.13. (Theorem 8.2, [Bil68]) Una familia de mesures de probabilitat { Px,\ € A}

en €([0,T)) és ajustada si i només si
(i) Per a cadan >0 existeiz un « tal que

Py{x: |z(0)] > a} <7, VA €A
(i) Per a cada ¢ >0, n > 0, existeiz un § € (0,T"), tal que

Py {x: sup |z(s) — x(t)] 25} <n, VA e A
|s—t|<d

A la practica s’usen altres resultats que tenen com a base aquest darrer. Un exemple n’és
el Criteri de Billingsley que dona una condici6é suficient per provar 'ajustament d’una familia

de variables aleatories a valors en € ([0,7]) i que presentem a continuacio:

Teorema 1.1.14. (Theorem 12.3, [Bil68]) La familia de lleis de {X,; n > 0} en €(]0,T])

és ajustada si satisfa les dues condicions segiients:
(1) La successio {X,(0)} és ajustada.
(ii) Existeizen constants v >0 i« > 114 F funcié continua i creizent en [0,T) tal que

P{[Xn(t2) = Xn(t1)| 2 A} < /\%IF(Q) — F(t1)]*, (1.1.2)

per a tot ty, ty € [0,T] i n i A positius.
Sovint s’utilitza la segilient condici6 sobre els moments dels increments de X,
E|Xn(ta) — Xn(t1)|” < |[F(t2) — F(t1)]%, (1.1.3)

que implica la condicié (7).

Fins aqui hem vist criteris que donen l'ajustament en el cas d’una familia de processos
uniparametrics. En el nostre treball, més precisament en el Capitol [2] necessitarem introduir
resultats que ens permetin provar I’ajustament de families de processos biparamétrics.

En aquest sentit, cal citar el Criteri de Chentsov (veure [Cen7l]), i el de Bickel i Wichura
(veure [BWTI]), per a processos multiparamétrics.

En aquest treball, usarem una generalitzacié del Criteri de Billingsley (veure Teorema

1.1.14)) per a processos continus i amb parametre bidimensional.
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Teorema 1.1.15. (veure [Yor83]) Considerem {X,}nen una familia de processos en
¢ (10, T] x [=D, D]). Sigui Py, la llei imatge del procés X, definida en € ([0,T] x [-D, D]). La
familia de lleis { Py }nen associada a la familia de processos { X, tnen €s ajustada si existeizen

pi>0,1=1,2,3,4, a, B, v>1, F, G funcions continues i creixents tals que:
(i) E|X,(0,0)]P' < 0.
(i) E|Xn(0,t2) — X, (0,t1)P2 < (F(t2) — F(t1))“.
(i7i) sup E(| X, (s2,0) — X, (s1,0)[P) < (G(s2) — G(s1))P, per a tot s1 < so.
n

(iv) sup E|X ([s1,s2] X [t1,t2])|P* < (|s2 — s1||ta — t1])7, per a tot (s1,t1) < (s2,t2),
n
on X ([s1,s2] x [t1,t2]) = X (s1,t1) + X (s2,t2) — X (s1,t2) — X(s2,t1).

1.2 El moviment Brownia fraccionari

Un procés Gaussia centrat B" = {Bf , t € [0,T]}, definit en un espai de probabilitat
(Q,.%, P), s"anomena moviment Brownia fraccionari amb parametre de Hurst H € (0,1)

si té funcio de covariancia
1
R,(t,s)=E(B; B ) = 5 (87— |t — ). (1.2.1)

Quan H = % aquest procés és el moviment Brownia estandard.

Gracies a la representacié integral del moviment Brownia fraccionari en termes del
moviment Brownia estandard proporcionada per Mandelbrot i Van Ness (veure també
Samorodnitsky i Taqqu [ST94]) que presentem a continuaci6, es pot veure que la funcio
de covariancia R, és realment una funci6é de covariancia, és a dir, és una funci6 simétrica i

definida positiva,

H 1 _1 -1
B = oty 1= 9" = (=) (1.22)

on {BHQ(A), A subconjunt de Borel acotat de R} és una mesura Browniana i

N

Aquesta representacio tot i ser forca senzilla té I'inconvenient que el seu domini d’integracié
és no acotat. També tenim la representacié com a integral d’un nucli determinista respecte

el moviment Brownia estandard (veure [AMNOI], [DU99] i [NVV99]):

t
B/ :/ K, (t,s)dB.". (1.2.3)
0
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Aquest resultat és molt util per la construccié del calcul estocastic respecte el moviment

Brownia fraccionari. El nucli K, (¢, s) esta definit en el conjunt {0 < s < t} i donat per

1
K, (t,s) =dg(t— )TV 4 dy <2 - H)

<[ (- (")

on d, és la segiient constant:

o[ 2HTG - H) 12
TO\T(H + e -28) '

Tenint en compte aquesta tltima representacié integral (1.2.3)) del moviment Brownia

fraccionari en termes del moviment Brownid estandard podem assegurar l'existéncia d’un
espai de probabilitat (£2,.%, P) suficientment gran, de forma que tots els moviments Brownians
fraccionaris hi estan definits i per tant també tots els temps locals corresponents i les diferents
integrals estocastiques que estudiem. Aixo0 fara que tots els moments que considerem seran
calculats respecte la mateixa probabilitat P, independentment del parametre H.

Una de les propietats importants que caracteritza el moviment Brownia fraccionari és la
propietat d’autosimilitud: Per a tota constant positiva a, els processos {a*H BZ, t €[0,7]}
i {BtH , t €10, T]} tenen la mateixa llei. Aquesta propietat és conseqiiéncia immediata del fet
que la funcié de covariancia és una funcié homogénia d’ordre 2H.

La variancia dels increments del procés B" en un interval [s,t] és
H 2 2H
E(|B, — B, |*)=1t—s|"". (1.2.4)

Aix0 implica que el procés té increments estacionaris.

Pel Criteri de continuitat de Kolmogorov i la funci6 de variancia es pot veure
facilment que el moviment Brownid fraccionari té una versi6 amb trajectories continues.
A més, aplicant la desigualtat de Garsia-Rodemich-Rumsey, es pot provar el segiient
modul de continuitat de les seves trajectories: Per a tot ¢ > 0 i T > 0, existeix una
variable aleatoria no negativa G_ . tal que E(|G_ . |P) < oo per a tot p > 1,1

H

1B, — B,

s |

<G_lt—s|", (1.2.5)

per a tot s,t € [0,7]. Aixo significa que el parametre H controla la regularitat de les
trajectories, que soén Holder continues d’ordre H — ¢, amb € > 0.

Usant la segiient representaci6 integral de la funci6 de variancia per H > % (veure [Nua03])

w t
Cov(B, — B ,B, —By)=H(2H — 1) / / Ir — u|?2dudr, (1.2.6)
v S

es pot veure facilment que la covariancia de dos increments qualssevol és positiva si H > %

Notem que per H < %, I’expressio 1} per a la covariancia no és correcta a no ser que els
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intervals no tinguin intersecci6 ja que si els intervals s’intersecten la integral que obtenim és
divergent. Tot i amb aixo es té que la covaridncia dels increments corresponents a intervals
disjunts, Cov(B; — B. , B, — B,,), és negativa per H < 3.

Una diferéncia molt important d’aquest procés respecte el moviment Brownia estandard
és que per H # % no és una semimartingala (per al cas H > %, veure exemple 4.9.2, [Lin95|
i [LS89]) i per tant, aixd implica que no es pot usar el calcul estocastic classic desenvolupat
per Ito.

Finalment, vegem el resultat segiient de convergéncia feble que ha motivat aquest treball

i que usarem més endavant per provar la convergéncia feble de funcionals d’aquest procés:

Teorema 1.2.1. La familia de moviments Brownians fraccionaris {B", H € (0,1)}

convergeix en llei cap a B" en Uespai €(]0,T)) quan H tendeix a Hp.

Demostracio. Comengarem veient 'ajustament. Pel Criteri de Billingsley (veure Teorema

1.1.14)) és suficient provar que

H H
sup E[|B, — BI'|] < K(F(t) - F(s))"**, (12.7)
He(0,1)
on o, 3 > 01 F una funcié continua i creixent.
Com que B" ésun procés Gaussia i centrat sabem que els moments d’ordre 2k es poden

expressar en termes del moment d’ordre 2, de la forma segiient,

H H (2k>' H H
BB - B[] = St (BB, - B, (12.8)
En aquest cas tenim que
H H (2k)!
E[|B, — B, |*] = S It — s|2HE (1.2.9)

A partir de I'expressié anterior, observem que no és possible trobar una k de forma que
Iexponent 2Hk sigui major que 1, per a tot H € (0,1). Per tant, ens hem de restringir a un
entorn d’Hy. En efecte, per H en un entorn d’ Hy, (Hy —n, Hy +n) C (0,1), podem trobar
k de forma que 2Hk > 1. Aixi, prenent com a funci6 continua i creixent F'(¢) = ¢t obtenim
I'ajustament en un entorn (Hy — n, Hy + 7).

Donat que el procés B" ¢sun procés Gaussia centrat amb funci6é de covariancia

1
Ry (t,s) = o (s* 827 — |t — )

que convergeix a R, (t,s) = $(s?Ho 4 2Ho |t — 5|2Ho) per a tot s, t, quan H tendeix a
Hy, tenim que les distribucions en dimensi6 finita de B" convergeixen cap a les de B". Tot
aix0 implica que la familia de processos {BH, H € (0,1)} convergeix en llei cap a B en
%(]0,T]), quan H tendeix a Hy. O]
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1.3 Resultat per provar la convergéncia de les distribucions en

dimensi6 finita

Tot seguit, enunciem un lema general que serd una eina important per provar la convergéncia

de les distribucions en dimensi6 finita dels processos considerats.

Lema 1.3.1. Sigui (E,|| - ||) un espai normat, i sigui {jH}HEVO una famdlia d’aplicacions
lineals definides en E (on Vg és un interval que conté Hy) i que prenen valors en (L°(Q))™,
Uespai dels vectors aleatoris m-dimensionals i q.s. finits. Denotem per || la norma euclidiana
de R™. Suposem que existeix una constant positiva C' tal que, per a qualsevol f € F,

(©) sup ElT" () < C|If]l.
HeVy

Suposem també que, per algun subconjunt dens D C E, tenim

H

J (f)ino(f), per a tota f € D, quan H — Hy.
H <z Hg
Aleshores, T (f) — J "(f), quan H — Hy, per a tota f € E.

Demostracié. Hem de veure que per a tot h € €*(R™) amb derivades acotades es compleix

que

tendeix a zero quan H — Hy.

Donat que h € €1 (R™) i té derivades acotades, existeix una constant C, tal que
|h(z) — h(y)| < C, |z —yl, Vz, y € R™.

Com D C F és dens en E, tenim que per a tota f € E i per a tot ¢ > 0 existeix una
funcié g € D de forma que || f — g[| < 57—, on C és la constant que apareix a la hipotesi (C).
h

Per tant, escrivim:

H Hy

(BT ()] = BT ()] < A+ Az + 43,

amb
H

A =C,E(T" () - T " (9))),

Ho

Ay =C,E(T " (9) = T (f)))-

Per la condicio (C) el terme A; es pot acotar superiorment de la forma segiient:

A <G, sup E(T"(f) =T (9))) <C, sup E(T" (f - 9)))
Hey HeVy

S
<C,Clf -9l < =
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De forma similar i novament aplicant la condicié (C) es pot veure que el terme As també es
pot acotar superiorment per .
Aixi doncs, ja només ens resta estudiar el terme As. Usant que per a ¢ € D tenim la
convergéncia en llei segiient:
H

7" (9) Z 7" ),

i obtenim que el terme Ag també es pot acotar superiorment per £ si H esta suficientment a

prop d’Hy.
O




Capitol 2

Continuitat en llei del temps local del

moviment Brownia fraccionari

En aquest capitol provarem la continuitat en llei respecte el parametre de Hurst de la familia
de lleis dels temps locals de moviments Brownians fraccionaris.

S. Berman a finals dels anys 60, principis dels 70 va estudiar en diferents articles (veure
[Ber69b], [Ber69al, [Ber70], [Ber72] i [Ber74]) I'existéncia i continuitat del temps local per a
diverses classes de processos Gaussians.

En el primer dels articles de S. Berman (veure [BerG9b|) trobem una de les condicions
principals que ha de satisfer un procés Gaussia amb increments estacionaris per tal de poder
garantir l'existéncia i la continuitat del seu temps local. Aquesta condici6é consisteix en qué
existeixi una cota inferior estrictament positiva per al determinant de la matriu de covariancies
dels increments estandarditzats del procés. Més tard en [Ber70] prova 'existéncia del temps
local del moviment Brownia fraccionari com a cas particular dels seus resultats.

En aquest treball nosaltres necessitarem usar algunes de les eines desenvolupades per
aquest autor. Concretament, per la prova de I'ajustament usarem les seves técniques basades
principalment en la transformada de Fourier juntament amb un estudi de la correlaci6 dels
increments de B" quan H pertany a un entorn d’Hj.

Aquest capitol s’organitza de la manera segiient. La primera secci6 de preliminars conté les
principals definicions i resultats relacionats amb ’existéncia i continuitat del temps local per a
processos Gaussians amb increments estacionaris. A la segona secci6, provem 'ajustament de
les lleis de {LH} amb H pertanyent a un cert entorn d’Hy. A la tercera seccioé provem alguns
resultats generals de la convergéncia en llei de temps locals i obtindrem com a corollari la
convergéncia de les lleis dels temps locals dels moviments Brownians fraccionaris. Dediquem
I'altima secci6 a la prova del Teorema [2.1.9|utilitzat per assegurar I'existéncia del temps local
com a limit en mitjana quadratica.

Volem comentar finalment que a partir del nostre treball publicat a Journal of Theoretical

Probability, W. Donghseng i Y. Xiao (veure [WXO08|) generalitzen el nostre resultat sobre

11
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continuitat en llei pels temps locals respecte el parametre de Hurst a una classe més amplia de
processos (camps aleatoris anisotropics que compleixen certes condicions de no determinisme
local i sectorial, és a dir, la Condition A de [WXO08]) i usant técniques diferents a les nostres

per provar ’ajustament de les lleis.

2.1 Preliminars

Definicié 2.1.1. Donat un procés estocastic X = {Xy,t € [0,T]} mesurable es defineix la

mesura d’ocupacié de X fins linstant t € [0,T] com la mesura finita segiient

t
w0 = [dicends VA€ B®),

Observem que degut a la mesurabilitat del procés X, aquesta integral té sentit. De fet, fix
Ae BR)it >0, u'(A) és una variable aleatoria. Podem pensar que p'(A) és la quantitat

de temps que el procés X esta en el conjunt A fins a I'instant ¢.

Definicié 2.1.2. Anomenarem temps local del procés X a un procés estocastic biparamétric
L ={L,, » € R, te[0,T]} tal que per a tot t € [0,T] w-qg.s. L'(w) és una versid de
la densitat de la mesura d’ocupacid p' (respecte la mesura de Lebesque), en cas que aquesta

densitat existeiri.

Observacié 2.1.3. Notem que L° es pot prendre idénticament 0 i que lexisténcia d’una

densitat de u* implica Uexistéencia d’una densitat de ' per a tot t € [0,T].
Tot seguit, recordem la definicié de la transformada de Fourier d’una mesura finita:

Definicié 2.1.4. Donada una mesura finita p sobre (R, AB(R)) es defineix la funcio

caracteristica o transformada de Fourier ¢ de p com

o(u) = / e dp(r).
R
Enunciem un teorema molt conegut d’analisi de Fourier:

Teorema 2.1.5. Sigui p una mesura finita © ¢ la seva transformada de Fourier. Si
¢ € L'(R), aleshores existeix una densitat per a p que denotem per f i té una versid continua.

Aquesta densitat es pot calcular mitjancant la segiient formula d’inversio:

flx) = 217T/Reiux¢(u)du = % Reﬂ'“x (/R eiwdu(r)> du.

Traduint el teorema anterior en termes de la mesura d’ocupacié u! tenim que si

P (u) = / e dut(r) € LY(R), Yw € Q —q.s.,
R
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és a dir,

L= [[| [ evauttofon <o gs.

llavors, pel Teorema existeix una densitat per a u!, que anomenarem LY, que és continua

com a funci6é de z i admet la segiient representacid

1 , .
Lt e (/R e““”dut(r)) du. (2.1.1)

Una de les principals propietats de la mesura d’ocupacioé és que satisfa la segiient férmula

d’ocupacio:

Proposicié 2.1.6. (pagina 268, [Ber69b]) Sigui X = {Xy, t € [0,T]} un procés mesurable.

St g: R — R és una funcid mesurable Borel, aleshores
t
/g(u)d/f(u) = / 9(Xs)ds, (2.1.2)
R 0
1 les integrals estan ben definides o mo ambdues alhora.

Aquest resultat es pot generalitzar trivialment a funcions g amb valors complexos.
Utilitzant la igualtat (2.1.2)) per al cas g(r) = €’ obtenim una nova condici6 en termes
del procés X per tal de comprovar que ¢' € L'(R):

t
/|¢t(u)ydu:/ ’/emdut(r)]du:/ ‘/ e ds|du < o0 g5 (2.1.3)
R R R R 0

Notem que si es satisfa aquesta condicio, aleshores aplicant la Proposicié [2.1.6] a I’expressio
(2.1.1]) tenim que
t
Lt = 1 ez / e"Xsds | du.
r 2T R 0

Una manera de verificar la condici6 (2.1.3]) seria calcular ’esperanca i si déna finita

t
E(/ /ei“XSds
R |Jo

aleshores ja sabem que la integral és finita q.s.

du) < +00,

Observem que podem entrar 1’esperanca dins de la primera integral

E </ / e Xs s du) = / FE < / e Xs s > du.
R |Jo R 0

De tota manera, afitar aquesta integral no sembla facil ja que si entrem el modul dins de la
uXs

| = 1, tenim que la integral esta acotada superiorment per una altra de

¢ t
/ eXsds du) </E</ |eWX5|ds> du
0 R 0
t
:// dsdu:/tdu:—i-oo.
R Jo R

integral, com |e

divergent:

=(
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Una condicié més facil de verificar seria veure que la transformada de la mesura d’ocupacio
¢' € L*(R) quasi segurament. Usant la formula d’ocupacié (Proposicié [2.1.6) tenim que

#' € L?(R) quasi segurament, si i només si

t 2
/‘/ e“‘XSd:s’ du < 400 ¢.s.,
r!Jo

o equivalentment, si

t
/ / €WXSdS
R |J0

2

t t
du:/ </ e’“XSds> </ e_’“XTdr> du
R \Jo 0
t ot
:/ </ / eW(X“"_X")drds> du < +00 g.s.
R \Jo Jo

Si aixo darrer es compleix, aleshores podem usar el segiient resultat d’analisi de Fourier,

també conegut com a Teorema de Plancherel.

Teorema 2.1.7. (Teorema 9.5.1, [Rud87]) Si la transformada de Fourier ¢ d’una mesura p
pertany a L?(R) aleshores pu és absolutament continua i la seva densitat també és de quadrat

integrable. A més, la seva densitat, f, és el limit en L*(R) de

N
fu(z) = L / e " p(u)du, (2.1.4)

27 _N

quan N — oo.

El fet que el limit de (2.1.4)) sigui en L?(R) té I'inconvenient que, en aquest cas, la densitat

f(x) esta definida q.p.t. =. Per aquest motiu necessitarem alguns resultats previs que ens

t

permetin assegurar 'existéncia de L = {L!,

x € R, t €[0,T]} com a procés estocastic.

Teorema 2.1.8. (Theorem 4.1, [Ber69b]) Suposem que

T T
/ / / / |E[e®Xs 0% ds dr du dv < 4-00.
rJRJo Jo

1 N t
Yy (2, t,w) = / e~ tue / X (@) dr .
0

2m )y

Definim

Aleshores, per a cada (z,t) € R x [0,T] existeiz una variable aleatoria LY, tal que

lim sup By, (z,t) — L[> =0. (2.1.5)
N—00 (3 $YeRx[0,T)

El seglient teorema ens permetra provar que per a cada (z,t) existeix el temps local com

a limit en mitjana quadratica.
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Teorema 2.1.9. Sigui X = {X;, t € [0,T]} un procés mesurable tal que satisfa les condicions

seglients:
()

T T ) ]
/// / | E[e®Xs X dsdrdudy < +oo.
0

(ii) Per a cada t € [0,T], ¢¢ € L3(R), és a dir:

/// WX =Xr) drdsdu, < +00, q.5.

Considerem L = {L%, (z,t) € R x [0,T]} el procés definit per a cada (x,t) com la variable
aleatoria L., que apareiz al Teorema . Aleshores, aquest procés L és un temps local del

procés X .

Demostracio. Per facilitar la lectura d’aquest treball, hem inclos la demostracié d’aquest

resultat a la Seccié 241 O

Tot seguit enunciarem una série de resultats que utilitzarem més endavant en la
demostraci6 del resultat principal d’aquesta seccié que és el Teorema [2.1.15]
Comencem amb un parell de resultats técnics. El primer resultat usa una propietat ben

coneguda de les formes quadratiques definides positives.

Lema 2.1.10. (Lemma 8.1, [Ber7j]) Siguin Yi,...,Yn wvariables aleatories de quadrat

integrable i no constants. La segiient desigualtat es satisfa per a tot vy, ..., Upm:

m
detI' 1
Var (;UZY;> = Hm T mz 2qu
on I' és la matriu de covariancies de Y1,..., Y.

Lema 2.1.11. El quocient entre el determinant d’una matriu de covariancies I' = (I';j)1<i j<n

1 el producte de les variancies €s igual al determinant de la matriu de correlacid:

detT’ det < Fij >
= =det [ —=— .
[T=i T VIiiv/Tjj L<ij<n
Demostracio. La prova d’aquest lema esta feta en detall a [VCO6]. O

Els dos lemes segiients ens donen condicions suficients per a que els processos Gaussians

amb increments estacionaris satisfacin la hipotesi (ii) del Teorema [2.1.9

Lema 2.1.12. Sigui X = {Xy, t € [0,T]} un procés Gaussia mesurable centrat nul en 0 i

amb increments estacionaris. Denotem per a%(t) la funcid de variancia de X. Si

T
/ / ot —s)"tds dt < oo, (2.1.6)
aleshores, per a tot t € [0,T],

(/// u(Xe= Xr>drdsdu>
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Demostracio. En efecte, donat que X, — X i X; — X, tenen la mateixa distribucio

t t
E (/ / / X=X g s du> =E </
RJO JO R

t 2 t 2
/e“‘Xsds du :/E‘/ e“‘XSds‘ du
0 R 0
:/E [/ eWXSds/ e_Werr} du
R 0 0
t ot .
:// / Ele™Xs= X dsdrdu
RJo Jo
t s 1,2 2
2// / e~ 3% (5 drdsdu.
RJo Jo

Fent el canvi de variables u = ﬁ 1 usant la condicid 1D tenim que

/// —3u?o? srdrdsdu—/// 7% dvdrds
(s —r)

:/0/0 m </Re“2dv> drds

—Var

:\/E/Ot/osa(sl_r)drds

T s
<V 27r/ / #drds < +o00.
o Jo o(s—r)

O

El lema segiient déna condicions suficients per tal que es compleixi la condici6 (i) del

Teorema 2.1.91

Lema 2.1.13. Sigui X = {Xy,t € [0,T]} un procés Gaussia mesurable centrat nul en 0 amb

increments estacionaris i funcid de variancia o?(t) tal que satisfa les dues condicions segiients:

(i) El determinant de la matriu de covariancies dels increments normalitzats

(i1)

Xy Xy, — Xy
o(t1)” o(ta—t1)’

inferiorment per una constant Ao > 0 en el conjunt
€0, T?:0<t; <ty <T}.

/ / Yo (t — 8)] tdsdt < +o0.

Aleshores, la integral segiient és finita

T T
/ / //]E[ei“XS+i”Xt]]dudvdsdt<—|—oo. (2.1.7)
o Jo JrJR
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Demostracio. Fem el canvi de variables segiient:

E

Observem que el determinant del jacobia d’aquest canvi de variables és 1. Amb les noves

variables, obtenim la segiient condici6 equivalent a (2.1.7))

T T
/ / / / | E[e"®Xs (X=X | qudvdsdt < +oo.
RJRJO 0

D’altra banda, sabem que

I3

_@’

Il
_ez

E[eiﬂXs+if1(Xt7Xs)] _ ef%Var(ﬁXerf)(thXs))'

Apliquem el Lema [2.1.10] prenent Y7 = X, Yo = X; — X, i trobem una cota inferior per a la

variancia

—_

VG,T'(’&YI + ’lN)YQ) > 20W§H(u202( ) + @202@ — 3)),

on R és el determinant de la matriu de covariancies, R = det[E(Y;Y})]1<i j<2. Per tant,

m(iﬂoj(s) + %% (t — s))> .

W és igual al determinant de la matriu de correlacions

de les Y; i per la condici6 (i) sabem que aquest determinant és més gran que una constant

1 1
exp (—2Var(ﬂY1 + f)Yg)) < exp <_4 . R

Pel Lema [2.1.11| tenim que

positiva que denotem per As. Aixi, doncs, tenim que

E[eiﬁXs-i-z‘ﬁ(Xt—Xs)] < — 1 Agfi0?(s)+5%02 (t—s)] )

(&

Finalment, usant la condici6 (i) obtenim

T T .
[[ [ [ imsemsaan
RJRJO JO
T T 1 5 o 7252 (4— ~~
</// / o~ 1 A2[@20%(5) 45202 (t=5)] 1 At divi
/ / / / —1A42(@20% ()42 (t=9)] gr A dsdt
/ / dsdt<+oo

que és el que voliem. O
També usarem la segiient igualtat, molt senzilla de provar.

Lema 2.1.14. Per a qualsevola >0 10 < a < 2,

/ ’x\ae_axde — T <a i 1) .
R 2
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Donada una funcié F, definida en R?, i (s,t), (s',#') € R? tal que s < s’ i t < ¢/, denotarem

per Ay F(s',t") Uincrement de F sobre el rectangle ((s,t), (s',t')], és a dir,
A F(s',t) = F(s',t') — F(s',t) — F(s,t') + F(s,t).

En el teorema segiient que és el resultat principal d’aquesta seccié es donen condicions
suficients per tal que un procés Gaussia amb increments estacionaris tingui temps local amb
una versio continua. Aquest resultat és una adaptacioé del Teorema 8.1 de [Ber74]|. En donarem

la demostracié ja que necessitarem el valor de les constants que hi apareixen.

Teorema 2.1.15. Sigui X = {Xy,t € [0,T]} un procés Gaussia mesurable, centrat, nul en
zero, amb increments estacionaris i tal que la seva funcid de variancia o®(t) esta acotada per

Cs. Suposem que

(i) Per a qualsevol m parell, el determinant de les covariancies dels increments normalitzats
Xe; — X,
o(t; —tj-1)’
esta acotat inferiorment per una constant A,, > 0 en el conjunt
{(t1,.. tm) €0, T : 0=ty < t1 < -+ <tm <T}.

j=1...,m,

(1t) Ezisteizen § >0 i a > 0 tals que

t+h
sup / [0(s)] 2 ds < C 5 1. (2.1.8)
te(0, 7] J¢

Aleshores,

(a) Per a cada (x,t), existeiz el temps local L., com a limit (uniforme en (x,t)) en mitjana

quadratica.

(b) Per a qualsevol m parell, existeiz una constant positiva C1 que depén d’'m, A, « i 6 tal
que
E|AoL(0,t + k)™ < Ci|R|™.

Podem prendre C1 = CmAfnm/Q(Ca,(g)m, amb C,, que només depén d’'m.
(c) St m és parell, existeix una constant positiva Cy que depén d'm, A, §, a i o tal que
BE|Ap L(z + K, t + h)[™ < Col h|™[k[™.

Podem prendre
Cy = Cy, max(1, A;lm/Q)(max(l, C’gé))m gf(;,

amb Cyp, que només depén d'm.

Com a conseqiiéncia dels apartats b) i ¢) i usant el Criteri de Kolmogorov-Chentsov
obtenim Dexisténcia d’una versi6 del temps local de X, L = {L!, (z,t) € R x [0,T]} que

és conjuntament continua en (z,t).
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Demostracio. Primer de tot, comprovem que les hipotesis d’aquest teorema impliquen les del

Teorema Aixo provara (a).
En efecte, pel Lema [2.1.13[sabem que per veure la condici6 (i) del Teorema m

T T
/// / | E[e X 0X | dsdrdudy < +o0,
RJRJO 0

n’hi ha prou amb veure que:

1. El determinant de la matriu de covariancies dels increments normalitzats,

Xy, Xy — Xy
o(t1)” o(ta—t1)’

estda acotat inferiorment per wuna constant Ao > 0 en e

{(tl,tg) S [0,T]2 0<ti <t < T}.

/(/ Yo (t — s)] Ldsdt < +oo.

La primera condici6 1) es satisfa per hipotesi.

—_

conjunt

Vegem la condici6 2). Fem el canvi de variables segiient:

u=t—s
s = s,

i canviem pertinentment els limits d’integracié. D’aquesta manera ens queda,

// o(t —s)] tdsdt = //Tu (u)] " Ldsdu

<( /0 fo(s)] 1d5> < +oo, (2.1.9)

degut a (219).

Comprovem que també es satisfa

(//1/ Xw&m@m><+m

Observem que la desigualtat (2.1.6]) del Lema [2.1.12] és suficient.

Fent el canvi de variables,
u=t—s
t=t,
i usant ([2.1.8) tenim que

/OT /Ot[a(t — 5)] ' dsdt = /OT /Ot[a(u)]_ldudt < T/OT o(u) " du < 400,
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que és el que voliem veure. Com a conseqiiéncia tenim que es satisfa la hipotesi (ii) del
Teorema 2.1.91

Per tant, donat que es satisfan les hipotesis del Teorema podem afirmar que per a
cada (z,t), existeix el temps local L!, com a limit en mitjana quadratica.

Els apartats (b) i (¢) es proven de forma similar. Comencem provant (b).

Expressem el moment d’ordre m, per m parell, de I'increment en ¢ del temps local de X

com

E‘AO’tL(O, t+ h)’ [Ao tL(O t+ h

=(2n) ™E A}lm / / /t+h/t+h ﬁ tujXs; H ds; H du,

De fet el limit limy_ .o és en principi un limit per a una successié parcial de N’s tendint a

N t+h ¥
;i Xs .
z:/ / e 7 %idsjdug,
—N Jt

és un nombre real, ja que Z = z. Per tant, la integral multiple anterior, que és igual a 2™, és

+00. Per cada j, la integral

positiva per a tot w € Q.
Pel Lema de Fatou,

N N pt+h  pt+h M - e
2 tim / / / / [T I ds; [ ] dw;
N—oo J_N —N Jt t j=1 j=1 Jj=1
t+h t+h ™
hmlnfE / / / / H e HdSJ Hdu]

A més pel Teorema de Fubini podem entrar ’esperanga dins de la integral. Com que X és

Zj:lijsi] > (0 i tenim

t+h t+h
E(AotL(0,t+ h))™ < (2m)” hm me / / / / j=1 5 X H ds; H duj
t+h t+h ,
< (2m mhmmf/ / / / 2.5= leXSj]HdeHduj.
j=1  j=1

Considerem la segiient successioé de funcions

N N m m
= / . / E[ezi:l fuiXe;) H du;.
N J-N i

Les funcions f, satisfan que:

Gaussia i centrat, Ele

ofNQO

o fyv T f, quan N — o0, on

00 00 ) m
f= / / E[eXi=11i%s] Hduj.
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Tenint en compte aquestes propietats podem aplicar el Teorema de la Convergéncia Monotona

i tenim que

t+h t+h N N S X m mn
. 1 WUj A
]\}EHOO ) /t /_N.../_NE[G J=1"" ]]HdudeSj
j=1 j=1
t+h t+h poo 0 m mn m
= / / / / E[ezi:lz“jXSj] Hduj Hdsj.

Donat que l'integrand és simétric en sy, . . ., S, podem canviar el domini d’integracio [t, t+h]™

pel subconjunt

{(81,--+y8m) 1t <s1<-+ <8y <t+h}

Si fem el canvi de variables segiient:

{ Uj; = V5 — Vj41, Vj:L...,m—l,

aleshores el determinant del jacobia d’aquest canvi és 1.

Si definim X, = 0, tenim que

m m
D uiXe =) vi(Xy, - Xo ),
=1 j=1

i amb aixo,

E[ezg’;le(xsj 7XS].71)] _ ef%Var[Z;nzlvj(ij —Xs; )]
Pel Lema [2.1.10} podem acotar-ho superiorment per

1 R 1 & -
9 — vioe(s; — si_ ’
2H;n=1‘72(3j_3j—1)m; 07 (sj = sj-1)

E[eZ;‘n:l w5 (X _ijfl)] < exp

on R és el determinant de la matriu de covariancies i 0%(s; —s;_1) la variancia dels increments

X, — X

Sj—1°
Pel Lema[2.1.T1]i donat que la constant A,, acota inferiorment el determinant de la matriu
de correlaci6 dels increments de X tenim que

. _ _ 2,.2(g o
E[ez Ty vi (X ij_l)] <e Bm 37 vio?(sj—sj—1)

9

amb B,, = é—n”;.

Usant les desigualtats que hem vist fins ara i aplicant novament el Teorema de Fubini
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tenim que
E|Ao+L(0,t + h)|™

m m
_ mo2 90
< (QW)_mm!/ .. / e Bm 3 i v50(sj—=sj-1) H dvj H dsj
{t=s0<s1 < <sm=t+h}xR™ ] ’
m

< 2_m7r_m/2m!/ . / H[Bma2(5j - sj,l)]_%dsl coodsy,
{t=s0<s1 < <sm=t+h} j=1

m

= 2m(Bmﬂ')mﬂm!/ " / H[U2(5j - Sj—l)]féd& o dSpy,.
{t=so<s1<

~Ssm=t+h} 5

Fem el canvi de variables

uy = 81 — t,
Uj = 85 — 85—-1, j:2,...,m,

i aixi acotem superiorment la integral anterior de la forma segiient:

// [Tlo(s; — s Adsi ... dsm
{t=s0<s1 < <sm=t+h}

j=1

h h
< /0 . '/0 [o(u1)o(ug) - - o ()] Fduy . .. duy,

= (/Oh U(x)ldm)

Finalment, usant aquesta desigualtat i la condicié (2.1.8) en (2.1.10) tenim que

E|Ao L0, t + h)|™ <27™(Bpm) "™ 2ml(Cy) " h™.

Fent un abus de la notacié prendrem com a C,, les constants que només depenguin de m i

obtenim
E|A0¢L(O,t + h)|m ngA;Lm/Z(Ca)mhma'

que és el que voliem provar a l'apartat (b).
Finalment, vegem (c¢). Tenint en compte (a), per m parell, podem expressar el moment

d’ordre m de I'increment 2-dimensional del temps local de X com

E|AyL(x + k., t+h)|"™ = E[Ay L(z + k, t + h)]™

N N pt+h th M - '
=27)""E | lim / / / / o—ius(atk) _ p—iujz
@m)E | Jim [ [ )] H< )

m m m
QL T s, [T an
Jj=1 Jj=1 Jj=1
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Es pot comprovar que I'expressié anterior esta acotada per

t+h t+h )
27I' —m/ / / / H |6 tuj(x+k) 6—zujx|>
X E[ezyiliujxsj] H du; H ds;.
j=1  j=1

Usant que [e™ — | < 2|z — y[°, per a qualsevol z, y € R i tot 6 € (0,1), tenim que

t+h t+h poo oo m ) ] m m m
/ . / / B / H |e—zuj(;r+k) o e—zu]w‘E[ezjzl ijs]-] H d’LLj H de
t t —00 —00 =1 =1
t+h t+h
<2 [ / / H P B[S %) Hduj Hdsj

Donat que I'integrand de ’expressi6 anterior és simétric respecte sq, . . ., S;,, podem canviar

el domini d’integracio, [t,t + h]™, pel subconjunt
{(s1,...,8m) 1t <s1<--- <5y <t+h}.

Fent el segiient canvi de variables

{ Uj = V5 — Vj41, Vj:L...,m—l,

Um = Um,

i definint sy = 0, tenim que

ZUszj = Zvj(XSj - XSj—l)'
P =1

Aix0 implica que
E[ezg’;l iuj ij-] — oz Var[X T v (X =X )]

Pel Lema [2.1.10] podem acotar superiorment aquesta expressio de la manera segiient

Mmoo (X — 1 R
Ele2i=1iXei=Xei 0] Coxp | -2 v; —si-1) |,
2721 0%(s5 — s5-1) Z "

on R és el determinant de la matriu de covariancia dels increments Xg, — X
j=1,....,m—1.

Com que la constant A, és una cota inferior del determinant de la matriu de correlaci6

s;j_1 Dber

dels increments de X que coincideix amb T 025%
1

55 1) tenim que

E[eiZTzl vj (ij _XS]'—1)] < e_Bm E;ﬂzl U?UQ (sj—sj-1)

)

amb B, = %.

D’altra banda,

m m—1 m—1

1) 1) 1) é é 1)
I 1wl = | 11 lvs = visal® | loml® < | T Cwsl® + lojal®) | oml®.

j=1 j=1 j=1
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Aquest tltim producte és igual a la suma de 2! termes, cada un dels quals conté almenys
m factors |v1|%, ..., |[v,|® amb exponents 0, 1 o 2.

Usant aquest fet, obtenim que

E|Ap i L(x + k,t + h)|™ < [k[™ 7 ™m! Z / o wfm|?
bief0,1,2} 7 (ISo1 < <omSIFhpR™
m m
x ¢~ Bm Xty vjot(sj—sj-1) Hdvj ds;.
7j=1 j=1
Pel Teorema de Fubini i el Lema

E|AyL(x + k.t + h)|™
m (0;6+1)

< K™ ml Y // [[(Bmo*(sj —s5-1)) >

6:€{0,1,2} {tSs < <smStrhyjoy
m
0;6+1
< []T < J ; ) dsy ... dsp,. (2.1.11)

j=1

Tenint en compte que max,1 s I'(r) =T(3) = /7, podem acotar I'expressié (2.1.11) de la

forma segiient

B|Ay L(z 4kt + h)|™ < |k[™ 7™ m! max(1, B;;"/?)

X Z // H[a(sj - sj,l)}_(ej‘sﬂ)dsl ... .dsm

6;€{0,1,2) {SsL < <omStih} iy

< k™72 m) max(1, B;™?) (max(l,Cg‘s))m

m

X// [Tiots; — 101"+ ds, ... dsp.
{t<s1<<sm<t+h} ;5

Finalment, usant que

m

/. . / H[o’(sj — sj_l)]7(1+26)d81 e dsm,
{t<51<---<sm§t+h}j:1

< ( /t " a(x)@%)d:c) ( /0 ' a(x)<1+25>d:c>

m—1

i , tenim que
Bl L{w + kot + D)™ <Cpmax(1, 4,/2) (max(1,C2)) " (Cos) ™ h" 1™

que és el que voliem provar. O
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2.2 Existéncia i Continuitat del Temps Local per al moviment
Brownia fraccionari. Ajustament de la familia de les seves

lleis

Recordem que el moviment Brownia fraccionari amb parametre de Hurst H € (0,1), que
denotem per BH, és un procés Gaussia, centrat amb increments estacionaris i prenent una
versié continua podem afirmar que també és mesurable.

Al llarg d’aquesta seccid, comprovarem que el moviment Brownia fraccionari satisfa les
condicions del Teorema[2.1.15]i veurem que les constants que apareixen en aquestes condicions
es poden prendre independents del parametre de Hurst H, almenys en un entorn d’Hy, per a
qualsevol Hy € (0,1).

Primer de tot, notem que la funci6 de varidncia del moviment Brownia fraccionari de
parametre H, o2(t) = t* esta acotada per C,. = max(1,7?) per a t € [0,7]. Aleshores, la
constant C, que apareix al Teorema [2.1.15 és igual a C...

Enunciem en el lema segiient que la funcié de variancia O'?{ també satisfa la condicié (|2.1.8))

del Teorema 2. 1.15

Lema 2.2.1. Sigui H € (Hy —n,Ho +n) C (0,1). Aleshores, per a qualsevol 6 > 0 tal que
(Ho+n)(1+20) <1,

t+h
| e tas

1—(Ho+n) (1425
Corigms 1 ( )(1428)

N

on
o max(1, 727(1+29))
THome 1 — (Ho 4+ n)(1+26)
Demostracio.
_ —H(1428)+1
" —(1426) 7. _ " —H(1+26) g _ poH 20+ _ p—H(1+20)+1 (%)
[o(s)] ds s ds .
0 0 —H(1+26)+1 —H(1+26)+1

Per H € (Hy—n,Ho+mn)id > 0 tal que (Hy+n)(1+20) < 1, aquest darrer terme esta afitat

superiorment per
max(1, 7#10H20)) L (1sa9)
(1= (Ho +n)(1 + 29)) ’

que és el que voliem provar. O

Ara provarem que per a tot m > 2, el determinant de la matriu de covariancies dels
increments normalitzats del procés esta acotat inferiorment per una constant positiva Ai en
el conjunt {(t1,...,tm) € [0,T]" : 0=ty < t; < -+ <tm <T}. A més, veurem que aquesta
constant es pot prendre independent d’H, almenys en un entorn d’un punt Hy € (0,1).

Caldra distingir els casos Hy < % i Hy > % Per Hy € (0, %), usarem uns resultats del

treball de S. Berman (veure [Ber70]). El lema segiient és una adaptacié d’un resultat de M.
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Marcus (vegi’s [Mar68]) que va fer S. Berman en [Ber70] per al cas d’un procés amb increments

estacionaris.
Lema 2.2.2. Sigui X = {X;,t € [0,T]} un procés Gaussia centrat amb increments
estacionaris i funcié de variancia o%(t) = E(X; — Xo)? concava per t € [0,6], § > 0.

Siguin 0 < tg < t1 < -+ < t, tals que (t, —tg) < 0.
Aleshores,

n \/ix/o(tiftifl) 5
P{ max | X, — X, | < x} < H\/Q/ﬂ/ eV 2y, x>0
i=1 0

5oy TV

A continuacié enunciem un lema inspirat en el Teorema 6.1 de [Ber70], ens déna una
cota inferior del quocient entre el determinant de la matriu de covariancies i el producte de
les variancies dels increments d’un procés Gaussia amb increments estacionaris i funcié de

variancia concava.

Lema 2.2.3. (Teorema 6.1, [Ber70f) Sigui X = {X;,t € [0,T]} un procés Gaussia amb
increments estacionaris i funcid de variancia concava. Sigui 0 < tg < t1 <...<t,. Aleshores,
es satisfa la desigualtat segiient

det(E[(Xy, — X, )( Xy — X, 1)]) ij<n —-n
[T (6 ) ot

per n enter positiu.

Demostracio. Pel Lema sabem que

n V2z/o(ti—ti—1) 2 /9
P{Xy, — Xy, | < H\/2/7r/0 eV 2y, x>0.
=1

Dividim per (2x)" ambdoés costats de la desigualtat,

1 1 2\ [VEloltimtia)
(21,)” | t; t]_1| z, ] n (21_)”( 7_(_) 2131 0 € Y

i fem tendir x — 0.

Obtenim d’una banda, la densitat conjunta del vector (X¢,—X¢,,. .., Xt, —X¢, ,) en el punt 0

}3%(233) P{‘th th71|<x7j:17"'7n}

= (27r)_n/2(det(E[(Xti - Xti—l)(th - th—l)])lgi,jgn)_1/27

i de l'altra

i) (2 (\/»> H/ e y2/2dy:<\/1?>nﬂ}l10(;’—753'—1)'

Per tant, tenim que

_ — -1 2n
(det(E[(Xy, Xti—l)(th th—l)])1<i,j<n) S (H?—N’z(tﬂ' —tj—1)>7
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i d’aqui deduim
det(E[(Xti - Xti—1)<th - th—l)])

[Tj=1 o2t — tj-1)

1<i,5<n —n
>27",

O

Com que la funci6 de variancia del moviment Brownid fraccionari amb parametre
H € (0, %] és concava, podem aplicar aquest lema i obtenir que la constant AZL és igual
a 27 (notem que, de fet, per H = % podem prendre AZ =1).

Quan H € (%, 1), el resultat anterior no es pot aplicar. De fet, necessitarem estudiar el
comportament dels elements de la matriu de covariancia dels increments normalitzats de B"
en un entorn petit d’Hy € [3, 1).

La correlacié de dos increments disjunts de B" ve donada per
(u— )27 — (u—8)2H — (v — )2 + (v —5)*H

(t—s)"(v—ut ’

H

1
Corr(B, — B. B, — B, ) = 5

ambO0<s<t<u<v<T.
Si escrivim

v—u=7(t—s),
u—t:ﬁ(t—s),

obtenim

LT (48P - (BT (L B+
= i _

Corr(B, — B. B, — B.)

. . . . H H o H " a1
Si considerem increments consecutius B, — B, i B,, — B, , aleshores u = t (aix0 implica que

£ =0) i tenim que

1 (1 2H _ 2H _
Corr(B, — Bl Bl — B)') = 2( +7) -l |
v

Lema 2.2.4. Sigui H € (%, 1). Per a qualssevol vy, 3 nombres reals positius, es satisfa la

segiient desigualtat

B+ — B+ + A+ B8+ _ 1+ -4 -1

vH = ~H

Demostracio. La prova és un simple argument de convexitat.

Considerem

FB) =8 — 1+ 8" = (B+9)" + (1 +B+7)*.

D’una banda tenim que f((3) és una funcié positiva i a més,

F(0) = (L4+7)# =42 — 1.
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Notem que per provar la desigualtat, és suficient veure que la funci6 f(3) pren el seu valor
maxim en 5 =0 (i.e. f(8) < f(0)).
Primer considerem el cas v > 1.

Calculem la primera derivada de f(3),
F1(B) =2H[*" = (14 B> = (B+ )+ L+ 5+ 7))
Reordenem convenientment els termes de f/(3),

F(B) =2H[1+ B+~) 71— (B+~)2 71— (1 + )21 — g2H~Y)),

Pel Teorema del Valor Mig, sabem que existeixen £ € (B+~v,14+5+7v)in € (8,14 ) tals
que

(L+B+7) = (B+y)2 7 = (2H — 1)2H 2,

(1 _i_ﬂ)ZHfl _ ﬂQHfl — (2H . 1)772H727

i observem a més que & > .

Usant aquestes dues igualtats, obtenim que

F1(8) = (2H = 1)(2172 —p?1172),

d’on deduim que f'(3) <0, per a tot 5 >0, jaque 2H —2<01i & > n.

Suposem ara que v < 1. En aquest cas, expressem f’(3) de la manera segiient,

F(B)=2H[(1+ B+ =1+ 8 = (B4 = 27N,

Pel Teorema del Valor Mig, sabem que existeixen £ € (8 +1,8+~v+1)in € (6,8+ ) tals
que

(1+ B+ — (14 p)*71 = (2H — 1)1 724,

(B+7)*7 =20 = (2H — 1)y,

En aquest cas també & > 7. Per tant, tenint en compte aixo i les desigualtats anteriors,

podem acotar superiorment f'(3) per
(2H — 1)(¢2172 —*172)y.

Analogament al cas v > 1 deduim que f/(5) < 0.

Amb tot aixo hem vist que la funcié f((3) és decreixent per a tot 3 > 0, és a dir,

f(B8) < £(0), V3 > 0.
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En la segiient proposicié, comprovem que es satisfa la condicié (i) del Teorema|2.1.151 la

constant AZ es pot prendre independentment d’H, amb H pertanyent a un entorn d’Hg > %

Proposicio 2.2.5. Sigui Hy € [%, 1). Per a qualsevol m > 2, existeix un nombre real n > 0 i
una constant A, » i, > 0 que només depen dem, n i Hy, tal que el determinant de la matriu de
correlacions dels increments BZ - Bg_u j=1, ..., m, en el conjunt {(t1,...,tm) € [0,T]™ :

0=to<...<tm <T}, és major o igual que Ap, , H,, per a tot H € (Hy —n, Hy + 7).

Demostracio. Al Teorema 6.2 de [Ber70] es prova 'existéncia d’una constant A,, g > 0 que
acota inferiorment el determinant de la matriu de correlacions dels increments de BH, per a
qualsevol H € (3,1).

Per provar el resultat de la proposicid, veurem que en un entorn suficientment petit d’Hy,
el determinant de la matriu de correlacions corresponent a B" esta a prop del determinant
de la matriu de correlacions corresponent a B™.

Cal notar que si Hy = %, el Lema ens diu que el determinant de la matriu de
correlacions dels increments de B” esta acotat inferiorment per 27" amb H € (Hy —n, Hp),
per a qualsevol n < % Els arguments que usarem a partir d’aqui ens proporcionaran un entorn
del tipus (Hy, Hp + 1) en el qual la cota inferior uniforme del determinant també existeix.

Com que el determinant d’una matriu és la suma de productes de les seves components, i

donat que, per a tot H € (0,1),

Hg Ho Hq Ho
sup |COI"I‘(Bt - Bs ’Bv - Bu )‘ <1
o<<t<u<v<T

és suficient veure que per a qualsevol € > 0 existeix p > 0 tal que per atot H € (Hy—p, Hy+p),

sup  |Corr(B; — B. B, —B.)—Corr(B;° —B.°,B," —B.°)| <e. (2.2.1)
o<<t<u<v<T

Com ja hem vist anteriorment, podem expressar la correlacié entre dos increments disjunts
H H . H H
B, —B, iB, — B

., €l termes dels parametres 5 i 7, on

v—u=7(-s),
u—t=p(t-s),
i0<s<t<u<wv<T. Per tant, (2.2.1)) és equivalent a

BHT — (14 B)2H — (B+ )2 + (1+ B+ )%
H

sup
0<y<+o0 Y
0<B<+00

B IBQHO _ (1+ﬂ)2H0 _ (ﬂ +7)2H0 + (1 + 5 + ,}/)2H0
yHo

<e, (2.2.2)

per |H — Hp| suficientment petit.
Ara, veurem ([2.2.2)). Tenint en compte els diferents valors possibles dels parametres ~ i

0B, provarem les afirmacions segiients:
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(i)

(iii)

Per a qualsevol € > 0,0 < 6 < M i L > 0, existeix p; (que depén de e, M, § i L) tal
que, per |H — Hy| < p1, tenim

B — 1+ ) — B+ + A+ B +9)"
H

sup
s<y<M g

0<H<L
B — (A4 )0 — (B4 7)o+ (1 + B+ )0

yHo

<e.

Aixo és conseqiiéncia de la continuitat uniforme de la funcié f(x,y) = a¥ sobre conjunts

compactes que no contenen el punt (0,0).

Donat ¢ > 0, existeix 0 > 0 i p2 > 0 tal que per a qualsevol |H — Hy| < p2, tenim

‘52H—(1+ﬁ)2H—(ﬁ+7)2H+(1+B+7)2H

<e. (2.2.3)
7H

sup
0<y<é
0<B<+00

Notem que (2.2.3)) ens proporciona (2.2.2) quan prenem el suprem en 0 < v < 6,
0 < B < oo, perqué (2.2.3) és cert per H = H,.

Pel Lema [2.2.4] sabem que

B — (4B — B+ + (1 + 8+ _

L+ =9 -1
vH = v '

H

(2.2.4)

A més, els dos numeradors de les expressions anteriors sén positius.

Pel Teorema del Valor Mig, tenim que
(1472 92 1= (14 € )y, €€ (0.9)

Usant aquesta desigualtat i tenint en compte que 0 < 2H — 1 < 1, podem acotar la
banda dreta de la desigualtat (2.2.4) de la forma segiient

‘(1+7)2H—72H—1‘

i < 2(Hy + po) 61 o2 < ¢ (2.2.5)

prenent po tal que 1 — Hyp — p2 > 0 i

e THy—ps
0<d< |z .
(2(H0 + P2)>
Amb aixo obtenim ([2.2.3)).

Donat € > 0, existeix M > 01 p3 > 0 tal que per |H — Hy| < p3, tenim

BH — (1+8)H — (B+7)2H + (1 + B+ 7)%H
H

sup <e. (2.2.6)
y>M i

0<B<+o0
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Usant novament el Lema [2.2.4]

BHL — (1+ 8)H — (B+7)2H + (1 + B+ 7)*H

sup
y>M ’YH
0<B<+00
1 2H _ . 2H __ 1
< sup L) —7
y>M 7
2H 2H
()" ()"
= sup T
0<y<ﬁ yH
— sup (1 +9)*" = (1 +y*7)
= 7 .
0<y< iy Y

Per tant, ([2.2.6)) és conseqiiéncia de (2.2.5]).

(iv) Finalment, donat € > 010 < ¢ < M, existeix L > 01 py > 0 tal que per |H — Hy| < p4,

tenim 2H 2H 2H 2H
-(1 — 1
sup P —AHBT (BT HALBHNT
Sev<M Y
B>L

D’una banda ~ pertany al compacte, [0, M| que esta lluny de 0. Per tant, és suficient
estudiar el numerador de I'expressié anterior. Aplicant dues vegades el Teorema del

Valor Mig obtenim

0< (1+8+7) = B+ = (14524 - 1)
— 2H<£2H_1 _ 772H—1)
—2H(2H —1)0*2(¢ ),

onée(B+y,B8+y+1),ne(B,0+1),ve nE)),del qual deduim que £ > 7.

Tenint en compte que £ € (B+~v,0+v+1),n€ (B,6+1)id <~y < M, tenim que
0<E—n<M+1.

D’altra banda, com que L <v < 8+ M +11i2H — 2 < 0, obtenim que

(148 +7)2 — (B+ ) — ((1+ p)*H — )

< 2H(2H — 1) <L>HH (M +1).

Finalment, com que podem prendre L > 1, obtenim

(L8 +7)2 = (B+7)* = (L +p)* - 521)

1 )22(Ho+p4)

< 2(Ho + pa)(2(Ho + pa)—1) ( (M+1)<e,

L

si |[H — Ho| < pa, amb py > 0 tal que 2 — 2(Hog + ps) > 0 (o equivalentment,
0 < ps < 1— Hp) i L suficientment gran.

Aixo finalitza la prova de (2.2.2)). O
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Com a conseqiiéncia dels resultats anteriors i el Teorema [2.1.15] podem enunciar la

proposici6 segiient.

Proposicioé 2.2.6. Sigui Hy € (0,1). Aleshores, existeix n > 0 tal que la familia de processos
estocastics {B", H € (Hy —n, Hy +n)} satisfa:
(i) Per a cada (z,t) i cada H € (Hy — n, Hy +n), existeiz el temps local L™ com a limit

(uniforme en (xz,t)) en mitjana quadratica.

(i1) Existeix una constant positiva Cy (que depén de m, n i Hy) i a (que depén d'n i Hy),
tal que

E|Ao L (0, + h)|™ < Cy|h|™.
(i1i) Per a cada m > 2 parell, existeiz § > 0 i a > 0 que depenen d’Hy i 1 i també una
constant positiva Co que depén de m, n 1 Hy tal que
E|Ag L (x4 kot + B)[™ < Co|h|™|k|™.
Com a conseqiiéncia de (ii) i (iii), pel criteri d’ajustament (veure Teoremal[L.1.15|del capitol

de Preliminars), obtenim 'ajustament de la familia de lleis de {L", H € (Hy — 1, Hy + 1)}
en €([-D, D] x [0,T]), per a qualsevol D > 01T > 0.

2.3 Identificacio de la llei limit

Tot seguit veurem la identificacié del limit d’una successié qualsevol feblement convergent de
les lleis dels temps locals d’una familia de processos estocastics { X"}, cn i després aplicarem
els resultats generals al cas particular de moviments Brownians fraccionaris. El primer resultat

estd inspirat en la formula d’ocupacio.
Proposicio 2.3.1. Sigui {X"},en una familia de processos estocastics que verifica

(a) {X"}nen convergeix en llei a X en €(]0,T]), quan n — +oo.

(b) La familia { X" }nen @ X tenen temps locals L™ i L respectivament, conjuntament continus

enx 1t.

(¢c) La familia de temps locals {L"}nen convergeiz en llei cap al procés Y en
¢ ([—D,D] x [0,T]), quan n — oo.

Sigui g : R x [=D, D] — R continua amb suport compacte tal que existeiz o € (0,1] i C > 0

pels quals
up  19W:2) —9((12737)\ <C (2.3.1)
v€[-D,D] ly — 2|
y,z€R
Aleshores,

/ g(u, )Y (u,t)du Z /tg(Xs,:U)ds,
R 0
en €([-D,D] x [0,T)).
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Demostracid. Fixem ¢ continua amb suport compacte i tal que satisfa la condicio (2.3.1)).

Considerem les aplicacions T} i Uy, definides com
Ty: € (R x[0,T]) — €([-D, D] x [0,T])
v Tyt = [ gtuay(u)du,

R

Uy :6(0,T)) — €¢([-D, D] x [0,T])

ﬂe%umwzégM$@w

Es pot comprovar facilment que 7T}, i U, sén aplicacions continues respecte les topologies
usuals.

La Proposicid implica que, per a qualsevol (z,t) in € N,

¢
/Rg(u,:c)LZ’”du:/o g(X7, x)ds. (2.3.2)

Degut a la continuitat de T, i Uy i la convergéncia en llei de les families {X"},en 1 {L" }ren

cap a X 1Y en els espais €([0,T]) i €([—-D, D] x [0,T1]), respectivament, tenim que

/g(u,x)Ltz’"dui/g(u,x)Y(u,t)du
R R

t v [t
| axziaids L [ gxads,
0 0
en ¢([—D, D] x [0,T]), quan n — 0.
Tenint en compte aquesta convergéncia i usant ([2.3.2)) obtenim

t
/g(u,x)Y(u,t)du”g/ 9(Xs, x)ds.
R 0
Aix0 conclou la prova. O
A la proposici6 segiient, provarem que, sota les hipotesis de l'ultim resultat, les
distribucions en dimensi6 finita de Y coincideixen amb les de L.

Proposicio 2.3.2. Sigui { X, }nen una familia de processos que satisfa els apartats (a), (b) i

(¢) de la proposicié anterior. Aleshores, per a qualsevol (x1,t1),..., (xg, tg) € [-D, D] x [0, T

(Y(@1,t1), ..., Y (23, b)) Z (LD

10

L.
Demostracid. Sigui ¢ € €' amb suport compacte continguda en [—1,1] i tal que
Jg ¢(z)dz = 1. Definim, per a e > 01i (u,z) € R x [-D, D], ge(u, z) = L (¥22).

Per la Proposici6 2.3.1] tenim que els segiients vectors aleatoris son iguals en llei en R*

(/R ge(u, 21)Y (t1, u)du, . .. ,/gg(u,xk)Y(tk7u)du)

R

@ t1 tr
= (/ gE(XS,xl)ds,...,/ ge(Xs,ack)ds> .
0 0
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Com que {g-} és una aproximaci6 de la identitat, per x € R, ¢t € [0, 7] fixats i qualsevol

w € () tenim que

lim [ g:(u,2)Y (u,t)du =Y (z,t),
e—0 R

i aix0 implica que

( [ o-tway e [ ga<u,xk>Y<tk,u>du) L (Y (w,t) o Y (o 1)
R

R

quan € tendeix a 0.

Usant novament que g. és una aproximacié de la identitat, obtenim que

A
(/Rge(u,ml)Lf}du,...,/Rgs(u,:nk)Ldeu> Baie (L%,...,L;kk) ,

o equivalentment, usant la Proposici6 [2.1.6

t1 tr @
(/0 ge(Xs,xl)ds,...,/O gE(Xs,:L‘k)ds> = (L%,...,L;’“k),

quan € — 0.

Amb aixo, concloem

(Y(21,t1), ..., Y (25, t)) Z (LD

1"

t
L.
0

Usant aquesta proposici6 i els resultats de les seccions anteriors obtenim la convergéncia

en llei de la familia de temps locals dels moviments Brownians fraccionaris.

Corol-lari 2.3.3. Donat Hy € (0,1), la familia {LH}HE(OJ) de temps locals dels moviments
Brownians fraccionaris convergeiz en llei al temps local L™ de B™ en €([—D, D] x [0,T)),

per a qualsevol D, T' > 0 , quan H tendeiz a Hy.

Demostracio. Per la Proposicio tenim 'ajustament de les lleis de la familia {LH } He(Ho—n, Ho+1)»
per un cert n > 0, en € ([—D, D] x [0,T]).

Prenem una successio {Hy,}, ., que tendeixi a Hy quan n — oo tal que
<z
Lhn =5y (2,1), (2.3.3)

en € ([—-D, D] x [0,T]), quan n — 0.
La Proposicio ens diu que per a qualssevol (z1,%1), ..., (2, tx) fixats tenim que

&
(Y (1, ta), . Y (@ te)) = (L0, L ™).

Per tant, Z(Y) = Z(L"™) en €(|-D, D] x [0, T)). O
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2.4 Prova del Teorema [2.1.9

Demostracio. Fixat t € [0,T]. Per la condici6 (ii), la transformada de Fourier de la mesura
d’ocupaci6 pertany a L2(R), w-q.s.
Pel Teorema tenim que w-q.s. la mesura p' és absolutament continua i la seva

densitat f* € L?(R) és de quadrat integrable en z. A més, definint

ft( ) 1 /N _qust / / —iuz quq«deu
27'(' _N ’

L*(R
f;; ~®) 1, w—q.s. (2.4.1)

tenim

Pel Teorema [2.1.8] per a qualsevol (z,t) existeix una variable aleatoria, L%, tal que

sup Bl (2,t) — LL|> — 0,
(z,t)€Rx[0,T) N—oo

on ¥ (z,t) f e ft e"Xrdrdu = f! ().
Veurem que w-q.s. L' és una versi6 de la densitat f* de u’. Segons la convergeéncia

uniforme anterior, en [—A, A], amb A > 0, es dedueix que

A
E( [ lonten - nipas) o

N—oo
Es a dir,
A LY(9)
/ |@Z)N($,t)—L§3|2d:z — 0,
—A

quan N — oo. Per tant, existeix una subsuccessio { Ny }ren 1 ' C Q amb P(Q') =1 tal que

per a tot w € €, la integral

A
[ o (o)~ i —o, (24.2)

quan N — o0.
D’altra banda, per (2.4.1)) tenim, amb probabilitat 1, que

/_ T g (@,8) — fH(@)2de — 0, (2.4.3)

quan N — oo.
Finalment, de (2.4.2)) i (2.4.3), deduim que L! = f!(x) z-q.p.t., amb probabilitat 1. Per
tant, {L.} és un temps local per X. O
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Els continguts d’aquest capitol constitueixen essencialment 'article titulat Continuity in
law with respect to the Hurst parameter of the local time of the fractional Brownian motion,

d’autors M. Jolis i N. Viles i publicat a Journal of Theoretical Probability (veure |[JV0Tal).

Abstract. We give a result of stability in law of the local time of the fractional
Brownian motion with respect to small perturbations of the Hurst parameter. Con-
cretely, we prove that the law (in the space of continuous functions) of the local time
of the fractional Brownian motion with Hurst parameter H converges weakly to that
of the local time of BHO, when H tends to Hy.




Capitol 3

Continuitat respecte el parametre de

Hurst de les lleis de les integrals

fraccionals multiples. Cas H > %

En aquest capitol considerarem els funcionals del moviment Brownia fraccionari B" donats
per les integrals estocastiques multiples respecte B" d’una funcié determinista. Estudiarem
les integrals tipus It6 i Stratonovich i provarem resultats d’estabilitat en llei respecte petites
variacions del parametre per una amplia classe d’integrands.

El nostre estudi se centra en el cas en qué el parametre de Hurst dels moviments Brownians
fraccionaris és major que % El motiu és que el calcul de moments de les integrals quan H < %
és molt més complex, i per altra banda els dominis també sén més complicats.

La primera nocié d’integral estocastica multiple d'una funci6 determinista f (respecte el
moviment Brownia) va ser introduida per Wiener [Wie38|. Més tard, It6 [[t648] va modificar
la definicié de Wiener i va construir una integral multiple amb la propietat d’ortogonalitat
de les integrals d’ordres diferents. Huang i Cambanis [HCT8] van generalitzar aquesta altima
construccié per a qualsevol procés Gaussia.

Hu i Meyer [HMS8§| van introduir una integral multiple respecte el procés de Wiener,
anomenada integral miltiple tipus Stratonovich, per intentar donar un enfocament matematic
a les integrals de Feynmann. També van obtenir una férmula (anomenada férmula de Hu-
Meyer) que expressa la integral tipus Stratonovich d’una funci6é en termes d’integrals d’Ito
d’ordre igual o menor.

Altres autors com per exemple Solé i Utzet [SU90| i Johnson i Kallianpur [JK93]
formalitzen de maneres diferents la definici6 de la integral tipus Stratonovich i proven la
respectiva formula de Hu-Meyer.

Més recentment, Dasgupta i Kallianpur [DK99b| han construit una integral multiple tipus
Stratonovich respecte el moviment Brownia fraccionari amb parametre de Hurst H > % i

han provat la corresponent férmula de Hu-Meyer en [DK99al]. Per altra banda, Duncan et
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al. [DHPDOO] han definit la integral tipus It6 en termes de productes de Wick i també han
introduit la integral tipus Stratonovich.

En aquest capitol considerarem la integral de Stratonovich en el sentit de Solé i Utzet
[SU9Q] i utilitzarem el treball de Jolis [JolO6] en el qual la integral tipus Stratonovich es
construeix per a processos Gaussians generals que tenen funcié de covariancia de variacio6
acotada (aix0 inclou el cas del moviment Brownia fraccionari amb parametre de Hurst H > %)

Els resultats que obtenim per a la integral multiple tipus Ité poden ser un primer pas per
provar la continuitat en llei de funcionals molt més complicats, pels quals puguem trobar una
descomposici6 en caos de Wiener on els nuclis de les integrals multiples siguin funcions prou
bones.

Hem organitzat el capitol de la forma segiient. A la Seccié 2 expliquem breument la
construccié, donem algunes de les propietats de la integral de primer ordre If (f) a
lespai L2([0,7]) i provem que per a fi,...,fr € L%([0,T]) les lleis en (€([0,T]))* dels
processos k-dimensionals (If (flo,)s- - ,If (filjo,g))) convergeixen feblement cap a les de
(Ifo (filjo,g)s--- ,IlHo (filp,g)), quan H — Hy (veure Teorema .

A la Secci6 3 donem les principals propietats de la integral multiple tipus It6 If (f) i
He(y COP 2 {L,°(flpgn). t €
[0, 7]} per f € L%([0,7]") (veure Teorema . Com a pas previ, demostrem el resultat
analeg (veure Proposicio per a f funci6 elemental (és a dir, f = > 1" bigi ® -+ ® ¢&,
amb gt € L2([0,T)) peratot k=1,...,n,i=1,...,m).

provem la convergéncia en llei de {qu(fl[o’t]n),t € [0,7)}

Finalment, a la Secci6 4, introduim la integral miltiple tipus Stratonovich, IE’H (f),

i provem que la llei de {Is’H(f1[07t]n),t € [0,7]} convergeix cap a la de

He(d,1)

(> (flpgn), t € [0,T]}, quan f és una funci6 o bé elemental o bé continua, veure la
Proposicio |3.3.61 el Teorema |3.3.8
3.1 Convergéncia en llei de la integral de primer ordre

Definim la integral de primer ordre d’una funcié determinista respecte B" seguint el
procediment habitual. Primer de tot, considerem el conjunt S, de totes les funcions simples

en [0,7] de la forma
N
F=Filia, b,
j=1

on [aj,b;) C [0,T]1 f; € R. Observem que S, és un espai vectorial. La integral de primer

ordre de f respecte B" es defineix com
H N H H
Il (f) = ZfJ(Bb] - Baj)'
j=1

Es pot veure facilment que aquesta integral esta ben definida i que I f és lineal.
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Considerem el producte escalar definit a S, per

g = BE DL @) =[] 16)e0dR, 6.0,

on d’R,, (s,t) = H(2H —1)|t—s|*~2dsdt. Podem estendre la integral a I'espai de Hilbert que
denotem per Ay(R,,) (veure Huang i Cambanis [HC78]|) i que és la compleci6 de S, respecte
el producte escalar (, ),. Notem que aquest espai conté¢ distribucions (veure per exemple
[Jol07]).

Denotem per || ||,, la norma en Ag(R,,), és a dir,

1 = (F %

En el treball de Pipiras i Taqqu [PT01] es pot veure que 'espai de funcions

g . S 2 S (0. ¢]
s [ OIOPR (1) < +20)

és un subespai dens de A%(R,,) i per f, g € Ef, tenim que

_ / / £(8)9(t) 2R, (s, t)dsdt.
0,172

El lema segiient ens proporciona una cota superior del moment de segon ordre de I f (f)

per a tota funcio f € L([0,T]).

Lema 3.1.1. Per a tota f € L*([0,T)) i H € ($,1), es compleiz

// D FWIPR, (2.9) < O, (3.1.1)
OT

Com a consegiiencia L*([0,T]) C ,Cg C Ay(R,,) per a qualsevol H > 3, i a més, per a tota
f € L*([0,T)) tenim que
B(I (£)” < G, |I£11%,

Demostracid. Usant la desigualtat de Cauchy-Schwarz, obtenim la desigualtat que voliem

@R, .
/0 /0 1/2 1/2
([ [ ornyien) < ([ [ irenen)

= [ 1@PHE e a

0

provar:

T
< 2HT?H /O f(2)2da

< 2max(1, )| f]2

L2(jo.1))’
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Denotarem per
H H
Il (f) = {Il (fl[O,t})a te [O7T]}
la integral de primer ordre de f respecte BH, considerada com a procés.

Observacié 3.1.2. Usant el treball de Nualart i Ouknine [NOOS3| sabem que, per
f € L3([0,T)), el procés ZlH(f) té trajectories continues quasi sequrament. De fet, prenent
p = 2 al Teorema 4 d’aquest article, tenim que les trajectories de If(f) pertanyen (q.s) als

espais de Besov B | per a o € (1/2,H) i q € [1,00], que estan inclosos en ([0, T]).

En el teorema segiient obtenim la convergéncia en llei de la familia de processos
k-dimensionals {(Z; (f,),...,Z, (f,)), H € (3,1)}, en €([0,T))*¥, quan H — Hy € [1,1),
per a f,,..., f. € L*([0,T)).

Teorema 3.1.3. Siguin f; € L*([0,T]), amb j =1,...,k i Hy € [},1). Aleshores,
H H & H, H
(Zy (£)s - Ty (£)) = (T (£), - I ()
en €([0,T))%, quan H > 5 tendeiz a Hy.

Demostracié. Comencgarem  provant l'ajustament de la familia de lleis de

H H
{@ (f)s- IO (F)) H € (3,1) )
Ateés que 7, (f)és Gaussia i centrat, pel Lema tenim que

By (f,10n)s - It (Fulion)) — (I1 (Filjosg)s-- > Iy (Fu L))l

k
< CkZE\ff(fz‘l[o,t]) — Iy (filpoq)l!

i=1
i H H
=3Cy > (B (filpg) — I (filpg) )’
i=1
t 2
<3C, (/ g(x)dm) ,
S
on C’k’T =C}, max(l,TQ) ig(r) :=maxj—1 fl(az)|2
Per tant, pel Criteri de Billingsley (veure Teorema [I.1.14)) obtenim ’ajustament.
Ara provarem que les distribucions en dimensié finita del vector (IlH (f),--- ,IlH (f.))

convergeixen feblement cap a (Ifo (f),--- ,Ifo (f.)). Primer de tot, apliquem el Lema m
prenent U'espai E = (L%([0,7]))* dotat de la norma usual i

H

J :+ E — (LO(Q))F™
(«fl" .- ?fk) = (If(fll[o,tﬂ)?' .- 7If(f11[0,tm})7' .- 7If(fk1[0,t1])7‘ .- 7If(fk1[07tm]))'

Pel Lema veiem que J " satisfa la condici6 (C) del Lema m A més, per a
(fi,---, f.) € (S;)* (que és un subespai dens d’E) tenim que jH(fl, ..., f,) convergeix en
lleia J° (fi,---, f.) perqué, en aquest cas, les integrals IlH (filjo,¢;]) s6n combinacions lineals
d’increments de B” i sabem que B" convergeix feblement cap a B". Amb aix¢ finalitza la

prova. O
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3.2 Convergéncia en llei de la integral multiple tipus Ito

3.2.1 Definici6 i propietats de la integral multiple tipus Ito

Sigui 87 el conjunt de totes les funcions simples en [0,7]". Considerem la forma bilineal,

simétrica i definida positiva en §7' x 8" donada per

<f7 g>H,n = / f(Sl, AR Sn)g(tlv s >tn)d2nRH(817t17 RS Smtn>v
[07T}2n

on d"R,, (s1,t1,...,8n,tn) = d*R,, (s1,t1) ... d*R,, (5, tp).

Denotem per Az(®"R,,) la complecié de S respecte el producte interior (-, -), . A Huang
i Cambanis [HCT78|, la integral multiple tipus Ito, denotada per I,Ij , es construeix a ’espai
A2 (®™R,,).

Analogament al cas n = 1, 'espai (£¥)®” esta contingut en el domini de la integral,

Ax(®"R,,), per atot H > %, ipera f, g€ ([,5)®" tenim que

D n = // f(s1,-oy8n)g(te,. .. ,tn)danH(sl,tl, ey Snytn)-
[O,TP"
Com a conseqiiéncia, L2([0,T]") C A2(®"R,,).

En el teorema segiient, resumirem algunes de les propietats més importants de la integral

miltiple tipus It6 I, (f).

Teorema 3.2.1. (Theorem 2.1,[HC78]). Les integrals maltiples tipus Ité satisfan les

propietats segiients:

(i) Per a cada n, I: és un operador lineal de Ao(®"R,,) en un subespai de L*(2).

(i1) If(f) = If(f), on f denota la simetritzacié de f € Ay(@"R,,).

o ~

(iii) E(I, ()T, (9)) = n{f, ) ag@rr,,)-
(iv) E(L, (f)In(9)) =0, sin #m.
(v) SiheMy(R,) amb ||h||,, =1 aleshores
I,, (h®") = nlH, (I} (),

on H, denota el polinomi d’Hermite de grau n normalitzat. Recordem que aquest

polinomi es defineix com

1 H()(x) =1.
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(vi) Si h € Ao(R,,), aleshores
H n H
Ly (h®") = nlHn(||R]l;, Iy (R)), (3.2.1)
on Hy (X, x) denota el polinomi d’Hermite de grau n en dues variables i normalitzat:

Ho(\ z) = \V2H, (”” rER, A>0.

il

Per a cada n > 1 denotarem per

H

T, (f) = {I, (flpgn), t € [0, T}

la integral multiple tipus It6 de f respecte BH, entesa com a procés.

3.2.2 Convergéncia en llei de If(f) per a f €&,
Sigui &, 'espai de funcions elementals de la forma
f=> bgi®---ag,
i=1

amb g,i € L2([0,T]) peratot k=1,...,n,i=1,...,m.

Observacio 3.2.2. 5i H = 2,

funcid de covariancia, donada per

el moviment Brownia fraccionari és un procés de Wiener amb

R, ,(s,t) =sAt,

que té variacid acotada. Aleshores, aquesta funcid defineiz una mesura en %([0,T]?) que és
singular respecte a la mesura de Lebesque. De fet, és la mesura uniforme concentrada a la
diagonal, que formalment es denota com 6:—s a la teoria de distribucions.

Observem que es pot expressar la norma || f|| com

L2([0,T])

1. /f zds—/ / PO FOPR,(5,0) = 117,

La proposicié segiient la utilitzarem, més endavant, per provar la convergéncia en llei de les

integrals multiples tipus It6.
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Proposicié 3.2.3. Donada f € L*([0,T)), definim la familia {g,;, H € [3,1)} de funcions

continues donades per

0 (®) = 1 F 1041 (//f R, (z,3).

Aleshores, {gH}H> . convergeiz uniformement en t € [0,T] cap a Iu,» quan H — Ho € [%, 1).
>3

Demostracio. Si Hy > %, es pot obtenir de forma senzilla el resultat usant arguments de
convergéncia dominada. Per tant, suposarem que Hy = %
Donada f € L2([0,T]) i 0 < & < 1, existeix una funcié ¢ € C'([0,T]) nulla en zero tal
que
1f =@l o gory <& (3.2.2)
Podem suposar també que

el 2 0.9 < 1N 2oy - (3.2.3)

Observem que

Aq + Ag + As,

110012 =1Ll | <

Alz//f y)d* R, (z,y) // (rv,y)‘,
m:// <w>A<Mm
Az = /0 <p(a:)2da?—/0 f(z)dx|.

Usant les desigualtats (3.1.1)), (3.2.2)) i (3.2.3]), podem acotar el terme A; de la forma segiient:
— letogll3] = [ICF = ) 1pal3 +20F = )10, L0

SO = @l2, 00 + 2 = 2L llulle1 ]k

< Cre? +2C,¢||f|l <C,r¢

L£2([0,7))

amb

Ar=1lI(f —p+o)

Fent calculs similars, podem provar que, per a tot € > 0, el terme A3 esta acotat per C, ;. €

[ [ etostern - [ ot
quan H — 1/2.

Per provar aixo, usarem dues igualtats obtingudes a partir de la formula d’integraci6é per

Finalment, veurem que

sup — 0, (3.2.4)

t€[0,T]

parts. Per H > l tenim que

// HQH — 1))z -y 2dudy
:ﬂﬂéRAawdmwwmmw—ﬂ@mﬁ

+2H () /0 @2 4 (¢ — 2P (x)de, (3.2.5)
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t

t 2de = t t:v "(2)¢ (y)dxdy — 2 x)dx
/0 ()2 = /0 /0 (2 A ) (@) (y)dady — t()? + 20(1) / p@)de.  (3.26)

0
La idea darrera 1is d’aquestes expressions ve del fet que les mesures definides per d?R,, (x, )

i dQRm(x, y) son derivades, en el sentit de les distribucions, de R,, i R, ,, respectivament.

1127

Ara, provarem la convergéncia uniforme cap a zero de les diferéncies dels corresponents

termes de la banda dreta de 1} i 1' quan H — % Es pot veure molt facilment que

sup ‘t2H<p2(t)—tcp2(t)‘ 0
t€[0,7] H—3

Usant un argument de convergéncia dominada es pot provar de forma senzilla que 1’expressio:

t:ggﬂ‘JétjﬁtRH(w,y)w%x)wTy)dxdy-—jﬁtjﬁ%x/\y)¢Tw)¢%y)dxdy

convergeix a zero quan H — %

Finalment, tenim que

sup ’/tQH(:UQH_l—I—(t—:E)QH_l) (x )de‘—/t o(x )dac‘

t€[0,T)

< sup ‘/ (2Hz* =1 — D)p(z)dz| + sup ‘/ (2H(t — z)?H~Y — 1)p(x)dz
t€[0,T) t€[0,T]

<M@uﬁ\ﬂmw4—um.

Novament, utilitzant arguments de convergéncia dominada es pot veure que aquest terme

convergeix a zero quan H — % O

La proposici6 segiient prova la convergéncia en llei de la familia {Z,, (f), H > 3} capa Z°(f)

per a tot f € &,, quan H tendeix a Hy.

Proposicio 3.2.4. Sigui f € &,. Aleshores, la familia de processos {I (f
convergeiz en llei cap a T,.°(f), en Vespai €(0,T)), quan H tendeiz a Hy € 2, 1)

Demostracié. Podem suposar sense pérdua de generalitat que f és una funcié simétrica.

Sabem que tota funci6 simétrica f € &, es pot expressar com

m
f=Ybigo-og
=1

per unes certes funcions g* € L2([0, T).

Per (3.2.1]), tenim que

I (f Logn) = 3 binlH,( I (9'1p0.1))-
=1

H , ., .
Per tant, Z,, (f) té una versié continua.
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Usant la Proposicio i el Teorema tenim que

H
(”911[0,-}"}17" Hgml HH7:Z'—1 ( )7"‘711 (gm))’
convergeix en llei cap a
H, H,
(19" L0 g - -+ 19 Lo, g T2 ()5 -+ T2 (9™),

n (¢([0,T]))?>™, quan H — Hy.
Per aquest motiu i tenint en compte que els polinomis d’Hermite en dues variables son
funcions continues, deduim el resultat que voliem provar.

O

3.2.3 Convergéncia en llei de Z| (f) per a f € L([0,T]")

Tot seguit provarem la convergencia en llei en €'([0, 7)) de la familia de processos {I:j (f )}HG( 1
2

quan H tendeix a Hy, per a tota f € L*([0,7]"). Per demostrar existéncia d'una versié con-

tinua de la integral i I'ajustament de la familia de lleis, necessitarem el lema que enunciem a

continuacio:

Lema 3.2.5. Sigui f € L*([0,T]") i siguin 0 < s <t < T. Aleshores, per a tot H € [5,1)

tenim que
ElL, (fjo0) = I (F1osp)* < ConlF T gmo s 2, 1y (8= 9072 (3.2.7)
Com a conseqiiencia s’obté que
(L, (NP < Coal 12, 0 (32:8)

Demostracio. El cas H = % ja és conegut. Suposem H > % Podem suposar també sense

pérdua de generalitat que f és simétrica ja que si tenim provada la desigualtat per aquest

tipus de funcions aleshores obtindrem (atés que els conjunts [0,¢]™ i [0, s]™ son simeétrics):

ElL, (f1jog0) — In (f1p0))? = B, (flggn) — L (Flig.qn))?

< C, oL gmo.sn (t— st

L2([0 ")

< C, 1 Lo gm o, )17 (t—S)2H_1

L2([0, )™

Suposem doncs que f és simétrica. D’una banda, usant la propietat (iii) del Teorema

tenim que
ElL, (fLjo,n) — I, (FL,9)]% = U f Lo gm\ (0,57 L0\ [0,5)7) 1.

= Cn (/[0 T2 (fl[O,t}"\[O,s]")(Sb cees Sn)(fl[o,t}"\[(),s]")(tla s ,tn)danH (817 Uiy . ) 5n, tn))

(3.2.9)
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A més aplicant la desigualtat

f(Sl,. . .,Sn)Q + f(tl, - ,tn)z
2

f(817"‘73n)f(t17"'7tn) <
a (3.2.9) tenim que
ElL, (flpgn) — I (f1.q0)])?

<C, </[0 - f2(81, RN Sn)l[o’t]n\[o’s]n (s1,-.-. 75n)1[0,t]"\[0,s}"(t1> ce ,tn)dQnRH ($1,t15 .-+, Sn, tn)> .

(3.2.10)

Ara, integrarem aquesta expressio respecte les variables t1,...,t,. Abans pero, observem que

el conjunt [0,¢]™ \ [0, s]™ esta contingut en el conjunt de punts de [0,¢]" tals que almenys una
de les n coordenades pertany a [s, t], i aix0 significa que ens apareixera almenys una integral

del tipus:
¢
/ H(2H — 1)|z — y|/* 1 2dy.

Per H € (%, 1), estudiem, en funcié de z, aquesta integral. Per a aix0, distingirem els tres

casos que presentem a continuacio:
(i) Si0<x < s,
/tH(2H — )|z —y*"2dy = H(2H — 1) /t(y —z)H 2y
s S
= H(t = 21— (s — ) < H(t - )
(i) Siz € [s,t],

/ H(2H —1)|z — y|*" 2dy = H(2H — 1) /x(x —y)*# 2y + H2H - 1) /t(y — )22y
= H[(z — s)* 71 4 (t — ) < 2H(t — 5)2H 71,
(iii) SiT > x > t,
/tH(2H — )|z —y[*"2dy = H(2H - 1) /t(a: — )2 24y
= H|(x — 3)2H_1 —(z — t)QH 1] < H(t— s)zH_l_
Per la resta d’integrals obtenim la cota superior segiient
/OtH(2H — D] —y[*"2dy < Oy

Aixi doncs, usant aquestes desigualtats que acabem de veure i integrant (3.2.10]) respecte les

variables t1,...,t, tenim que
H H
E[L, (fljn) — I, (f1jo,qn)]?
< Can (/[0 - f2(31, ey Sn)l[o’t]n\[o’s]n(81, ceeySp)dsy ... d8n> (t— 3)2H71

oL Lo gm0, I (t—s)*1,

L2([0,T]™)
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que és el que voliem provar. O

En el lema segiient enunciem la propietat d’hipercontractivitat en el context de caos de

+0o0

Wiener. Per a tota variable aleatoria de quadrat integrable F' =) "2/

I,(f) denotem per J,
la projeccié en el caos de Wiener d’ordre n i tenim que la seva projeccié coincideix amb la
integral multiple d’ordre n: Jp(F) = I,(fn)-

Considerem el semigrup d’Ornstein-Uhlenbeck {7}, ¢ > 0} d’operadors lineals i acotats T}
en LY(Q) que per a F € L%(Q) ve donat per

+oo
Ty(F)=> e ™J.(F).
n=0
Aquests operadors verifiquen la propietat d’hipercontractivitat segiient:

Lema 3.2.6. (veure per exemple, pag.65 de [LT91], o Theorem 1.4.1.,[Nua006]) Sigui p > 1 i
t >0 i prenem q(t) = €*(p — 1) + 1 > p. Suposem que F € LP(Q). Aleshores,

1T (E)llgcey < [1E1]p-

Com a conseqiiéncia d’aquesta propietat, es pot veure de forma senzilla que per a tot
1 <p<gq<+oolesnormes ||-|[,1] ][4 son equivalents en el caos de Wiener d’ordre n.

En efecte, sigui t > 0 tal que ¢ = 1 + e?(p — 1). Aleshores, per a tota variable aleatoria
F € L?(Q) que pertanyi al caos de Wiener d’ordre n, tenim que

e M Fllg = ITFllg < [Fllp.
Usant aquest fet i prenent p = 2i ¢t > 0 de forma que ¢ = €% + 1 > 2, obtenim que
10 (F)lg < (@ = )" [[Ja(F)]2- (3.2.11)

Aquest resultat D'aplicarem a la integral estocastica multiple tipus It6 d’una funcio6
determinista ja que aquesta pertany al caos de Wiener d’ordre n i d’aquesta manera
podrem estimar els moments de qualsevol ordre superior a dos a partir del moment de segon

ordre.

Teorema 3.2.7. Sigui f € L*([0,T|") una funcid simétrica. Aleshores, la familia de lleis
en €([0,T)) dels processos {T, (f), H € (3,1)} convergeiz feblement cap a la llei de (),
quan H tendeiz a Hy € [3,1).

Demostracié. Com a conseqiiéncia del Lema i la propietat d’hipercontractivitat (3.2.11))
tenim que per a tot p > 2

H H L 2} _ D _
E[L, (flgn)—1I, (F1jo,90)1" < C, o FLpgm 0,007 |22 g0 1pm) (E—9) 2T < O (8—5) 2D,

Per tant, aplicant el Criteri de continuitat de Kolmogorov obtenim que I:LI (f) té una

versi6é continua.
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D’altra banda, si considerem el moment de quart ordre, és a dir, p = 4 a la primera part

de la desigualtat anterior tenim

2
E[L, (fljon) — I (Flpgn))* < C, . </[o . FAar, . p)day ~-d$n)

i usant el Criteri de Billingsley obtenim I'ajustament de les lleis de {Z,. (f), H € (3,1)} en
€(|0,T)), prenent com a F(z) = f[o,x]n f2(z1,...,zn)dzy ... dzy,.

Ara  provarem que (I,Ij(fl[wl]n), e ;If(fl[o,tm}n)) convergeix en llei cap a
(I:O (fLioegn), - - ,I:jo (f1po4,1n)), per a tot t1,...,tym € [0,T]. Per aquest motiu, apliquem
el Lema amb E = L%([0,7]") dotat de la norma L? i

J" B — (L)

H H
/ '_>(In (f]-[(),tl])’ s ’In (fl[O,tm}))'
Pel Lema [3.2.5, sabem que la condici6 (C) del Lema es satisfa. Aleshores, tenint en
compte que &, és un subespai dens d’F i usant la Proposicio s’obté el resultat desitjat.
O

3.3 Convergeéncia en llei de la integral multiple tipus Stratonovich

3.3.1 Definicié de la integral tipus Stratonovich i convergéncia en llei per
afeé&,

Introduirem la integral multiple tipus Stratonovich en el sentit de Solé i Utzet [SU90].

Definici6 3.3.1. (Proposition 2.3, [BJT03d]) Donada una funcid integrable f : [0,T)" — R,
direm que existeiz la integral fraccional tipus Stratonovich de f si existeiz el limit en L*(9),

quan |w| — 0, de

1
Z W </ f(tl, . ,tn)dtl .. dtn> BH(AZ;) .. BH(A,Z;),
gl in Aflx-nxAzT.rn

on {AT} son els intervals definits per una particié w de Uinterval [0,T]. A més, donat un
interval A, B" (A) denota Uincrement del procés B" en A i |A| és la seva longitud. Quan

aquest limit ezisteix el denotarem per Is’H(f).

Dasgupta i Kallianpur [DK99b| van construir una integral multiple respecte el moviment
Brownia fraccionari amb parametre de Hurst H € (3, 1) per funcions f € LQ(,LL: ) on /J,: és la
mesura definida a l'expressio (48) d’aquest darrer article. Aquesta integral satisfa que per a

qualsevol funcié f de la forma

fzzamlA’lnx~~~xA;n7 amb a,, € R, per a tot m,
m
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sense cap restriccié en els intervals A", és igual a

S amB (A7) .. BT (AD).

Observaci6 3.3.2. Bardina et al. [BJT03b] (veure Proposition 2.3 d’aquest dultim article)
proven que per [ € LQ(,ug) la integral de Dasgupta i Kallianpur [DK9IY) és el limit en L?(Q)
de les sumes de Riemann considerades per Solé i Utzet [SUI0/ (veure la Definicio [3.5.1)).
Notem que L>=([0, T|") C L%, ) i també E, C L2, ).

A continuacié expliquem breument una altra construccié de la integral multiple tipus
Stratonovich respecte el moviment Brownia fraccionari amb parametre de Hurst H € (1/2,1)
(veure |Jol06], on es consideren processos Gaussians generals amb funcié de covariancia de
variacio acotada). Si f € &, és de la forma segiient
m
f=> aihj®---@hl), (3.3.1)
=1

K3
on hYy,....hl € L?([0,T]) i a; € R, per a tot i = 1,...,m, definim la integral tipus
Stratonovich com

L) =Sl (W) - 1 (k). (3.3.2)
i=1

.., . S,H L . ., . .
D’aquesta definicio, es dedueix que I, és una aplicacié lineal en &, i1 que

i (f) = Is’H(f), on f és la simetritzacio de f.

n

Un cop vista aquesta definicid, enunciarem la corresponent féormula de Hu-Meyer per a

funcions elementals (en el cas particular del moviment Brownia fraccionari amb H € (1/2,1)).

Teorema 3.3.3. (Theorem 3.2, [Jol06)]) Sigui H € (1/2,1) i sigui f una funcié elemental en
[0,T]", ambn > 1. Aleshores,

(5]

S.H n! ~
I SEE) Y — ty e b, VAP R (t, ...t , 3.3.3
n () 2 i(n — 2y 2% (/[(m% ft 2k, )d Ry (01 2k) (3.3.3)
amb el conveni que si k =0, el corresponent terme és igual a I:L{ (f)

Ara, considerem &7 l'espai de les funcions elementals simétriques en [0,7]". Usant el
Teorema [3.3.3]i les propietats de les integrals tipus It6 tenim que, per f € &3,

(5]

2
E(L," (N)?<Cy / / |fld* R, | d"72FA,, (3.3.4)
k=0 [O’T}n_Qk [OvT]Qk

on A, ¢s la mesura definida per

M= [ [ @Ry,
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per a qualsevol conjunt de Borel A C [0,7]. Es pot veure facilment que, per a qualsevol
p € [1,00], tenim LP(A, ) = LP(]0,T)).
Usant la desigualtat (3.3.4]), es pot estendre la integral a un espai de Banach, denotat per

Ly", seguint els passos que descrivim a continuacié. Primer de tot, prenem

3]
dvy = (R, @ d" ")),
k=0

amb el conveni d°R,, ® d"\,, = d"\,, i que si n és parell d"R,, ® d°)\,, = d"R,, i denotem

3] 2
fll« = / / fld?*R,, | d*?*x, .
1] kZ:O - [O’T}%! | R, "

Aleshores, L™ és Despai de totes les funcions f € L!(vy,) simétriques i tals que || f]|s < oo.

. o H . H .
Es pot veure que les funcions simétriques de L?(u, ) estan incloses en L;", i com a
conseqiiéncia les funcions simeétriques de L*°([0,7T]") estan incloses en Ly™. A més, les

integrals de Dasgupta i Kallianpur [DK99b] i Jolis [Jol06] coincideixen en L2(y, ).

També es pot provar que la formula de Hu-Meyer es satisfa en LiH . Esa dir, la igualtat

(3.3.3) es satisfa per a qualsevol f € Ly (veure Theorem 3.5, [Jol06]).

Donada f € L2([0,T]") i una particié 7 de [0, T], definim

1
FT(t, . tn) = S — / F(s1,. .., 8n)ds1 ... dsn
(1 ) Z ‘Ai1|"‘|Ain’ Ai1><~~><Ain (1 ) !

U15eeyin

X 1A21 X'”XAin (t17 A tn)7 (335)
on A; son els intervals de la particio 7 1 |4A;| les seves longituds.

Sabem que, quan f € L2([0,7]"), f™ convergeix a f en L([0,T|"), si |x| — 0.

Tots els resultats de la integral miltiple tipus Stratonovich enunciats fins ara fan referéncia
només al cas H € (1/2,1). Quan H = 1/2, la mesura definida per la funcié de covariancia
és singular respecte la mesura de Lebesgue i aixd implica que la integral tipus Stratonovich
respecte el procés de Wiener sigui més complicada. Per exemple, si definim la integral en el
sentit de Solé i Utzet [SU90|, les funcions integrables han de satisfer que existeixin unes altres
funcions anomenades “traces” definides per un procediment limit (veure Solé i Utzet [SU90])
i, en general, és dificil trobar classes de funcions amb aquesta propietat. No obstant aixo, es

pot demostrar el resultat segilient:
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Teorema 3.3.4. Sigui f una funcid tal que f = f, + fo amb f, € &, i fo € €([0,T]") ¢
simetriques. Aleshores, f 1jgn €s integrable Stratonovich respecte B'"” per a tot t € [0,T] ¢

es satisfa la formula de Hu-Meyer segiient:

(3]

N3

n!

= (n—25)512

X I:L‘Q ( [ ]-f(m1,x1,x2,x2,...,xj,xja')I[O,t]n—zj(')dmmdxj) .
0,t)9

51\2

(f Ipyn) =

Demostracio. Pel sumand f, € &,, el resultat és conseqiiéncia directa de la definicié de les
traces i la formula de Hu-Meyer de Solé i Utzet [SU90]. Pel terme fo € €([0,7]"), podem
aplicar el Lemma Al de Bardina i Jolis [BJ00]. O

Com a conseqiiéncia d’aquest teorema, podem enunciar el segiient corollari.

Corol-lari 3.3.5. Si f = f, + fo amb f, € £, N L>¥([0,T]") i fa € €([0,T)") simeétriques,

aleshores existeix una constant C, . que només depén de n 1T tal que

51\2

BlL,(f 10,4n)* < C, 1 I f 1%

Per a tot n > 1, denotem per

s S,H
In (f) - {In (f]-[O,t]”>7 te [07T]}
la integral multiple tipus Stratonovich respecte B" associada a f, com a procés.

Proposicié 3.3.6. Sigui f € &,. Aleshores, la familia de processos {IS’H( f), H e (3,1}
convergeiz en llei a Z, " °(f), en €([0,T)), quan H tendeiz a Hy € 3, 1).

Demostracio. Per a f € &, tal que
m
F=Y ahl®---@h,
=1
on h¥ € L2([0,T)), tenim que el procés IS’H(f) donat per

f1 0,6 Zazll hilpy) (h?l[o,t})7 vt € 0,77,
té una versié continua i és un funcional continu del segiient procés multidimensional
H H H H
(Il (h%)a s 711 (h}l)? s 71'1 (h‘T)v s 7-2'1 (hm))

n

Aleshores, el resultat s’obté del Teorema [3.1.3
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. L < . S.H .
El segiient lema técnic ens sera ttil per provar la convergéncia de Z,,” (f) per a f continua.

Lema 3.3.7. Per a tot k = 0,...,n, existeir una constant positiva C, ;. que no depen del

parametre H tal que

2
A)T] 2k</[0 - 110,497\ (0,57 (T T2h415 - - - ,xn))d%RH (:E)) dxogy ... dz, < C, ,(t—5),

(3.3.6)

per a tot s < t, amb s, t € [0,T]. En aquest cas, x denota el vector 2k-dimensional,

(x1,...,Tok).
Demostracio. Per provar la desigualtat (3.3.6]), necessitarem les cotes superiors segiients

2)

t t
/ / H(2H —1)|z — y|*" 2dazdy = > < max(1,7?). (3.3.7)
0 JO
b)
t t t — 2H t2H _ 2H
/ / H2H — Dl — y2"2dzdy = ¢ 25) T <Gt -s). (338)
0 Js

El conjunt ([0,¢]™ \ [0, s]™) esta contingut en el conjunt de punts de [0,¢]" tals que almenys
una de les coordenades pertany a [s,t]. Tenint en compte aquest fet, estudiarem els casos

segiients:

e A laintegral del membre esquerre de ([3.3.6|) sobre el conjunt de punts tals que almenys una

de les primeres 2k (en el cas k # 0) coordenades esta en [s,t] hi tenim un terme del tipus

T gt 2
(/ / H(2H —1)|z — y\zH_zdmdy> < CL(t—s)?,
0 s
usant la desigualtat (3.3.8]).

e Sobre el conjunt de punts en qué una de les n — 2k tltimes coordenades pertany a [s, ]

t gt
/ / dxdy = C,(t — s).
0 Js

Usant aixo i aplicant la desigualtat (3.3.7)), es pot provar de forma senzilla ([3.3.6)). O]

tenim un terme com

3.3.2 Convergéncia en llei de la integral tipus Stratonovich per a

fe((0,T1")

Teorema 3.3.8. Sigui f € €([0,T]") una funcié simétrica. Aleshores, la familia de processos
(T2 (f),H € (3,1)} convergeiz en llei a . (f) en Uespai €([0,T)), quan H tendeiz a
Hy e [%, 1),
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Demostracié. Comengarem provant I’ajustament.
Per simplificar la notaci6, denotarem per g la funcié g = f1 gn\[o,s"-

Usant la formula de Hu-Meyer, 'ortogonalitat d’integrals tipus It6 d’ordres diferents tenim

que
S,H S,H S,H
E[In (f]-[(),t]”) - In (fl[O,s}")]p = E[In (g)]p
[n/2] b
=E Z an n— Qk </ g(tla e o, ')koRH(tlv s 7t2k’)>
OT]Qk
[n/2] Y P
<Gy Z & E L, g / Glte, ... tog, VA2 R, (t1, ... tar) ||
k=0 [o.7]2*
onc,, = m > 0 iz denota el vector 2k-dimensional (z1, ..., zag).

Aplicant la propietat d’hipercontractivitat (3.3.6)) i 'expressié del moment de segon ordre

de la integral tipus It6, tenim que

/2] 217/

E[IS’H pT Z Cp ( : 2% </ g(tl,...,tgk,-)koRH(tl,...,tgk)>>

[O,T]2k

[n/2]
_OP’TZCP |:’I’l—2k '/ </ §@7$2k+17"‘7$n)d2kRH(£)
[0,T]2(n=2k) \ J[0,T)2*

~ n— p/2
X /[0 T2 g(ya Y2k+1, - - - ayn)koRH (y)> d2( 2k)RH (:L'Qk—&—la Yo2k+15- - T, yn)]

Finalment, usant la desigualtat de Cauchy-Schwarz i aplicant el Lema [3.3.7] tenim que

[n/2] 2
E[L" (9) p,TZ & [ (n — 2k) ‘/ / G(z@ok 415, Ta) ARy, ()
[0,7)2(n=2\/ [0,T]2*
p/2
X d* "R (Do 1, Yoka 1, - - T y")]
2
< Cn,p,THfoo [/ / <1[0,t]n\[o,s]n (gv T2k+15- -+ 7xn))wd2kRH (£>
[OyT]Q(nfmf) [O,T]Qk
p/2

< Cn,p,T”f”go(t - S)p/2'

Com a conseqiiéncia d’aquesta tltima cota obtenim , prenent p > 2, 'existéncia d’una versié
continua de Z, " (f) i Pajustament de les lleis de {Z." (f), H € (3,1)} en ©([0,77).
Ara comprovarem que el vector aleatori ( (fl[o a]n)s s ITSL’H (f1[04,,)n)) convergeix en llei

SHO
(

cap a ( " (fl[omn),... fLo4,)), Per a qualsevol ty,...,t, € [0,7]. Usarem el

Lema prenent

E={f:f=/f +f2, amb f, € E N L>=([0,T]"), fo € €([0,T]") i simeétrica},
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dotat de la norma L*°. Considerem

J" B — (L))"
Fr— @ Flon))s - To (Flioe)-

La Condici6 (C) del Lema es satisfa. En efecte, per la mateixa desigualtat que hem
obtingut l’ajustament, tenim que per a g € L*°([0,T]"), i H > %

E[1," (9)]* < C, . gl
A més, pel Corollari m tenim la mateixa cota per H = % (en aquest cas necessitarem
prendre g € F).
Finalment, el resultat s’obté aplicant la Proposicio [3.3.0] ja que les funcions simétriques de
En N L>®([0,7T]™) formen un subconjunt dens de E. O

Els continguts d’aquest capitol estan inclosos essencialment a ’article titulat Continuity
with respect to the Hurst parameter of the laws of the multiple fractional integrals, d’autors

M. Jolis i N. Viles i publicat a Stochastic Processes and their Applications (veure [JVOT7h]).

Abstract. We prove the weak convergence in ¢'([0,T]) of the laws of the It6 and
Stratonovich multiple integrals of some classes of deterministic functions with respect
to the fractional Brownian motion, BH, with Hurst parameter H > 1/2, to the
law of the corresponding multiple integral with respect to BHO, when H tends to

Hy € [1/2,1).




Capitol 4

Continuitat respecte el parametre de

Hurst de les lleis de la integral

fraccional simple. Cas H < %

A la Seccid del Capitol [3] hem provat la convergéncia en llei de la familia d’integrals
estocastiques de primer ordre d’una funcié determinista respecte B" amb H ¢ (%, 1) en
%(]0,T)), quan H — Hp. De fet, hem provat el cas k-dimensional i ’hem usat com a pas
previ per la convergéncia en llei de la integral estocastica multiple.

En aquest capitol estudiarem la convergéncia en llei de la familia d’integrals estocastiques
de primer ordre perdo quan H € (0, %) Hem considerat el cas 1-dimensional ja que ’extensi6
al cas multidimensional no implica cap dificultat addicional.

Tot i que existeixen diferents caracteritzacions del domini de la integral estocastica simple
respecte B" per H € (0, 3) (veure per exemple [AMNO0]), nosaltres utilitzarem la caracterit-
zaci6 de Bardina i Jolis en [BJ06| relacionada amb els espais de Sobolev ordinaris ja que per a
la integral d’una funcié determinista s’obté una expressié més senzilla i comode per treballar.

Pel que fa a la prova de la convergéncia en llei, es fara de la manera habitual. Primer prova-
rem lajustament de la familia de lleis usant el Criteri de Billingsley (veure
Teorema i després la convergéncia de les distribucions en dimensié finita, aplicant
el Lema [I.3.1] Cal dir que en aquest cas, 'ajustament de la familia de lleis de les integrals
estocastiques de primer ordre respecte B" només 'hem provat per H en un entorn d’Hjy.

Hem estructurat el capitol en dues seccions. A la primera introduim la definicié de la

integral estocastica de primer ordre d’una funcié determinista respecte el moviment Brownia

fraccionari B quan H € (0, %) i enunciem el resultat de [BJ06] que proporciona
la caracteritzacié del domini d’aquesta integral.

Usant aquesta caracteritzacié a la segona seccidé es demostra el resultat principal d’aquest
capitol, la convergéncia en llei de la familia d’integrals estocastiques de primer ordre d’una

funcié determinista respecte BH, en ¢([0,7]), quan H — Hy.

55
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4.1 Preliminars

Considerem el conjunt de les funcions simples S, en [0,T] de la forma

N
F= filiasy, on [aibi) € [0,7):
=1

Es pot definir de manera natural la integral de primer ordre de f respecte el moviment Brownia

) . S H
fraccionari B~ com
N
H
ZE fi(By, —
i=1

Es pot veure de forma senzilla que la integral de primer ordre If (f) és lineal i esta ben
definida ja que no depén de la representacio de f.

Per a tota f, g € S, es pot definir el producte escalar segiient:

U, (f.9) = EL (NI (9))

Aquest producte escalar és definit positiu ja que la covariancia és definida positiva. Aixo
proporciona condicions necessaries per estendre, seguint els passos habituals, la integral de
primer ordre a un conjunt més ampli d’integrands, 'espai C: que és la complecio de S,
respecte el producte escalar ¥, (f,g). Aquest espai és ben conegut i es pot caracteritzar en
termes de les derivades fraccionals (veure, per exemple, [DU99|, [AMNOI] o [PTOT]).

De totes formes, al llarg d’aquest catitol usarem la caracteritzacié de E: introduida per

Bardina i Jolis en [BJOG] i que es basa en el segiient resultat:
Lema 4.1.1. (Lemma 2.1., [BJ06]) Per a tota f, g € S,., tenim que

() a2 | / S QECEI I

1
+H/ fla [ - 2H+(T_x)1—2H dz.

La prova d’aquest lema es pot veure a [Jol07].

Per a tota f,g € S,, també es pot obtenir una expressié més compacta de ¥, (f,g) (veure

[BJ06]):

U, (f.9)=-H(1—2H) //RQ |x _))Tf(fl){_ 99D gy, (4.1.1)

on

0 en altre cas.

fla) = { f(z) sizel0,T]

Donada una funci6 localment integrable f : I — R (on I pot ser un interval finit o tot R),

i una particié 7w de I'interval I es defineix
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Per a tota f : [0,7] — R mesurable, es pot introduir la quantitat segiient, possiblement

IIfHH—[ 1—2H// |x_ ‘2 22,) dzdy

i H/ US (:vl o (T — ;)1—21{) dl‘] 1/2- (4.1.3)

En el teorema segiient (veure Theorem 2.5 de [BJ06]) es dona una caracteritzacio de I'espai

infinita:

H N . . . .
L. que esta relacionada amb els espais de Sobolev ordinaris.

Teorema 4.1.2. (Theorem 2.5, [BJ06]) El domini de la integral de primer ordre If ve donat
per
H
L, ={feL*[0,T]): |Ifll, <-+oo}.

St dotem aquest espai amb el producte escalar definit per

W, (f,g) = 1_2H// );’(g(fgl—g(y))dxdy

1
+H/ f(@ [ 2 gy | (4.1.4)

aleshores la integral de primer ordre IlH és una isometria entre /J;I i un subespai de L*(Q).
A més per a tota [ € E: i tota successio 11 = (7)., de particions de [0,T] tals que

satisfan la condicid segiient:

PR R 1.V
o= p sup Am < 400,
meN i,j | j ’

i tals que la norma |7™| — 0, tenim que

1F™ = flly — 0, m— oo,

amb ™ definida en .

Com a consegiiéncia,

I (f) = LA(@) = lm 37 <‘A1m‘ / f<x>dw) B (AP).

Incloem també en aquesta seccié6 de Preliminars el Teorema d’Immersié de Sobolev que
necessitarem aplicar en la propera seccié per provar ’ajustament.
Primer de tot introduim els espais de Sobolev d’ordre fraccionari sobre [0, 7.

Per a tot « € R1itot p € (1,+00), considerem la seminorma segiient

1/p
1fllap = <//[0 - Mdmdy) . (4.1.5)
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Per o > 0, es defineix 'espai de Sobolev WP([0,T]) com

W0, 7)) = £ < [ fl oo + 1., < +00}. (4.1.6)

Aquest espai dotat amb la norma definida per || f[| ;o7 + [|fll., és un espai de Banach.

Per a p = 2, es té que W2([0, 7)) és un espai de Hilbert amb el producte escalar definit per
(f(z) = f)9(z) —9())
{20 wazgom = //[0 172 |z — y|l+2a ddy +{£,9) 120,z

A continuaci6, enunciem el Teorema d’Immersié de Sobolev (veure Theorem 5.4, [AdaT75]).
Tot i que en aquest darrer treball que citem, el teorema esta enunciat per R™ i per a dominis
amb suficient regularitat (veure Teorema 7.14 de [AdaT75]), nosaltres presentarem una versio

adaptada al context dels nostres resultats.

Teorema 4.1.3. (Teorema d’Immersid de Sobolev) Suposem que 0 < o < % ambp € (1,+00).

Aleshores,

WeP([0,T]) — L([0,T1),

onp<q< s

A la propera secci6 treballarem amb espais de Sobolev fraccionaris WI/Q_H’Z([O,T ) d’ordre

a:%—H,ésadir,

vimag o (e g [ @ F@R
w01 = {reL ([O,T]).//[[)’T]Q o -dady <+ SRR

Aplicant el Teorema 4.1.3lamb p =2, a = % —Hiq= - = 2

_ 1 .
—ap ~ 121 = 7, tenim que

1/2—H,2

1% ([0,T]) — L™ ([0,1]).

.z . ., . H
Acabem aquesta secci6 mostrant una altra caracteritzaci6 de I'espai L :

(R)},

1/2—H,2

Ll ={fer)0,1]): few

on W

1/2—H,2
(

R) és 'espai de Sobolev definit per

W) = {1 e 2(®) //R dedy < +oo}.

4.2 Convergéncia en llei de la integral fraccional simple d’una

funcié determinista

4.2.1 Resultats per provar I’ajustament

Tot seguit enunciem i demostrem una série de resultats técnics, necessaris per provar

l'ajustament de la familia de lleis de {If ()}, per H en un entorn d’Hj.
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Lema 4.2.1. Siguin T, k > 0 nombres reals positius. Aleshores, per a tot x € R tal que

|z <T i0 <, <a, <k, ezisteiz una constant C,,, (que només depen de T i de k)

|z[*2 < Cpfa]™

Demostracio.
|z|%2 = (H) ’ %  |z|*1T% % < |z|* max(1 Tk)
= S X ) .
O

La segiient proposicio és el resultat més important d’aquesta seccio, ja que ens proporciona

. . . H . R
una estimacié del moment de segon ordre de la integral Z; (f) que no depén del parametre H.
Més endavant, utilitzarem aquesta acotacidé per demostrar I’existéncia d’una versié continua

de IlH(f) i Pajustament de la familia de lleis de {If(f)}H, per H en un entorn d’H.

Proposicio 4.2.2. Sigui f € EH, amb H' € (0,3). Aleshores, per a Hy € (H',%) existeix

una constant positiva C = C' iy g QUE només depén de H', Hy, f 1T, tal que

sup Bl (f1g,0) < Ot — 521, (12.1)
HE[H1,2)

peratot0<s<t<<T.

Demostracio. Sigui H € [Hy, %) Per tal de facilitar la lectura d’aquesta demostracio i tenint
en compte que de les constants només ens interessa estudiar la seva dependéncia en H, farem
un abis de la notaci6 i a partir d’ara usarem C' per denotar indistintament a totes les constants
d’aquesta demostracioé tret d’aquelles si es dona el cas, que depenguin d’H.

Per a tot s <t i usant ’expressio ) tenim que

H
E’I1 (fl[s,t])’2 - Hfl[st H2

(y)?
ffH1—2H // d:cdy—l—// — = ——dxdy
( |$_ |2 2H 0.7\ [5.4] \w— y|2-2H
H
/UT]\st]/ |»"3—y|2 2dedy>+ /f [ 1- 2H+(T_x)1—2H dz.

(4.2.2)

Aplicant la desigualtat de Holder prenent p = 11:—}15 > 11 q el seu conjugat, acotem el primer

terme de la manera segiient:

// |z — y\2 2H (// |z — yP 213) dd>1H//1Hi
(] L) "
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Com H > Hi, tenim que

E(f(e) — f(y))? - HAH ) (-
</s/s |z — y|2—2H dmdy) < max(L |I/] wl/2=H'.2 [, 1>) B

Donat que pel Teorema d’Immersié de Sobolev, f € Ll/H/([O,T]) i aplicant novament la

desigualtat de Holder tenim que

H—H'

(] fovras) < (1 (frrma) o)
(/tlf |1/de) U

(t )Q(H H’)

D’aquesta manera hem aconseguit acotar superiorment el primer sumand de per
C(t— S)Q(H_Hl).
La resta de termes es poden acotar de forma senzilla. De fet, el segon i el tercer sumands de
(4.2.2) s’acoten de forma analoga. A continuaci6 veiem els passos que se segueixen per acotar
el segon sumand.

Calculant la integral respecte = del segon terme i acotant-ho convenientment tenim que

t 2
f)
——= —dxd
//[()T]\st] o — y22i Y

1_2H |:/ f 2H 1 2H 1 dy+/ f >2H 1 (T_y)QHfl)dy

1_2H</f 2H 1dy+/f )2H 1dy)

Altra vegada usant que f € LYH'(]0,T]), aplicant la desigualtat de Hélder a cada un dels

sumands de la banda dreta de la desigualtat anterior i usant que I’ exponent 2 H, > —1 per

ser H > Hy > H' tenim que:

2H' 1-2H'

/ Py — oy < ( / t \f(y)\l/H’dy) ( / - s>2H—1/1—2H’dy)

1—2H ' P
<C(— = — g)2MH=H)
<0(qmm) 00

t t , 2H' t ) 1-2H'
[ 5=y < ( [ dy) ( A dy)

]. - 2Hl 1_2H/ 2 H_Hl
<(g=m) 7"
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Per tant, tenint en compte aquestes desigualtats i degut a que H—H’ > Hy— H’ > 0, obtenim

que
1 L f@)? »
H1_2H/ /dwdy<0t_52(H H')
2 ( ) [0,T\[s,t] /s |z — y|2—2H ( )

De manera similar tractem el terme segiient, és a dir, primer utilitzant que f € o ([0,7])
pel Teorema d’Immersié de Sobolev i després aplicant convenientment la desigualtat de Holder

tenim que

t t
[ 50 [tz e = [ et [ e
21 1-2H'
< (/ !f(;,;),l/H/dx> </t x2H1/12H’d$>
(/ |f l/H dm) (/t(T B x)QH_1/1—2H’dx)

C[tQH H') _ 2(H- H’)+( )Q(H H') _ (T_t)Q(H—H')], (4.2.3)

1-2H'

Com que per 0 < a < 1,

[0}

xa_yag (x_y) )
tenim:

o (2(H—H') _ 2(H-H') < (4 _ g)2(H-H'),
o (T — s)2UH=H") _ (T _ p)2(H=H') (4 _ g)2(H-H'),
Aixi doncs, el terme es pot acotar superiorment per
C(t— s)Q(H_H,).
Finalment, usant les desigualtats anteriors i aplicant el Lema deduim que

sup  E|I (f1 wa) 2 <Ot — )2 HH) < Ot — )21
He[Hy, L)

Y

amb C una constant positiva. O

4.2.2 Resultats per provar la convergéncia de les distribucions en dimensié
finita

Tal com hem comentat al Capitol [T el Lema sera cabdal per provar la convergéncia de
les distribucions en dimensi6 finita de la familia de processos {If (f)},, amb H en un entorn
d’Hy.

Per comprovar que la nostra familia de processos satisfa la condicié (C) del Lema m

necessitem provar la desigualtat que enunciem en el lema segiient:
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Lema 4.2.3. Per a tota f € E: i H e [H, %], existeir una constant C,. ., tal que

1A% < CplFIE,

Demostracio. Per provar aquesta desigualtat distingirem els casos 0 < H < % iH= %

1. Cas H € (0,%):

Com 1—2H <1—2H' per H € [H', %) i aplicant el Lema obtenim que:

° |x _ y|2—2H > CT,H’ ]a: _ y’2—2H”
° CL‘1_2H > C xl—QH’

T,H' 9
!
° (T _ x)l—QH > CT,H/‘rl_ZH .

Aplicant convenientment aquesta desigualtat i el Lema [£.2.1] a cada un dels sumands de

I'expressio de || f]|,, tenim que:

117 =, (£, f)

1 T rT () — 9 T . ,
:zH“‘QHX//QUEEéf?<M@+J;/f%mLﬂ4H+xT_mﬂ4Hym
1

D’aqui es dedueix que

IF11% < Cp 112,
5 H

. Cas H = %:
Donat que z = % és el minim de la funcié

1 1

= T

aleshores

1
/ (@) [ 1) 2H’] / (@) Ll o7 T (T_$)1—2H'] dz
()

o equivalentment,

T 1 /T\12H T 1 1
/0 fQ(l“)dI < 5 <2> /0 fQ(x) [$1—2H’ + (T_x)l—QH’] dx

Aixi doncs, tenint en compte aquesta ultima desigualtat podem veure de forma molt

senzilla el que voliem provar:

”le\2 ~ TJ-ﬂHinﬂ
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4.2.3 Resultat principal

Finalment, demostrarem la convergéncia en llei de la familia de processos {IlH ()}, amb H
en un entorn d’Hy, en 'espai ¢([0,T]), quan H — Hy € (0, %], per a tota f € E:l.

Teorema 4.2.4. Sigui f € Efl amb H' < Hy i Hy € (0, %] Aleshores, la familia de processos
H

{7, (f)}He(H’,%] convergeix en llei cap a Ifo(f), en lespai €([0,T]), quan H — Hy.
Demostracio. El primer pas és demostrar l'existéncia d’una versié continua de la integral
de primer ordre If (f). Per fer-ho, simplement apliquem la Proposici6 i el Criteri de
continuitat de Kolmogorov, tenint en compte que If (f) és un procés Gaussia i centrat.

Usant també que els processos If (f) son Gaussians i centrats, per la Proposicio i el
Criteri de Billingsley (veure Teorema s’obté 'ajustament de la familia de lleis de
(Z,(f), H € [Hy, 1)} en €([0,T]), per a tot 0 < H' < Hy < 4.

Un cop vista l'existéncia d’una versi6é continua i 'ajustament ja només ens queda provar

N L. . . ., . H
la convergéncia de les distribucions en dimensi6 finita dels processos Z; (f). Per veure-ho

nomes cal aplicar el Lema [1.3.1 prenent E = L’: dotat de la norma || - ||, i

J" B — (L)
F (I (Pl I (Fliog)-

Pel Lema m, J" satisfa la condicio (C) del Lema m A més, per a f € S, (que
és un subespai dens de F), la convergéncia en llei de IIH (f) cap a Ifo (f) s’obté del fet
que les integrals I fl (f 1[0,tj]) no s6n més que combinacions lineals d’increments de BH, i B”

convergeix en llei cap a BHO7 quan H — Hj. O







Capitol 5

Continuitat en llei respecte el
parametre de Hurst de la integral

simétrica tipus Russo-Vallois.
Cas H > %

Al 1993, F. Russo i P. Vallois [RV93] van introduir uns nous tipus d’integrals estocastiques
usant una técnica de regularitzacio, entre elles la integral simétrica o tipus Stratonovich.

En aquest treball considerarem la familia d’integrals simétriques tipus Russo-Vallois
respecte el moviment Brownia fraccionari B" (amb H € Vy on V és un interval contingut
en [%,1)) i com a integrands, uns processos estocastics no necessariament adaptats que
anomenarem u' perd que satisfan unes certes condicions, béasicament de continuitat
uniformes en H per u" ila seva derivada de Malliavin.

El nostre objectiu sera estudiar la convergéncia en llei d’aquesta familia d’integrals
simétriques tipus Russo-Vallois en I'espai de funcions continues %([0,7]) quan el parametre
de Hurst H — Hy amb Hy € [%, 1). Concretament es provara la convergéncia en llei de
IN u. dB. cap a N u."dB.", quan H — Hj.

Per provar aquesta convergéncia en llei hem seguit els passos habituals. Primer, comprovar
I’ajustament de la familia de lleis i després, la convergéncia de les distribucions en dimensio6
finita. Per veure l'ajustament hem hagut d’imposar cotes uniformes en H d’integrals dels
moments tant per al procés u" com per a la seva derivada de Malliavin. En canvi, per
la convergéncia de les distribucions ens dimensi6 finita hem necessitat suposar condicions de
regularitat, uniformes en H, de les trajectories del procés u" i de la seva derivada de Malliavin
i també que

H _H, & Hy
_)(

(u ', B")

conjuntament quan H — Hg en (%([0,7]))? .

65
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A més, per garantir I’existéncia de la integral tipus Russo-Vallois i I'expressio en termes de
la integral de Skorohod i la traca en el cas Hy = % aixi com la convergéncia en llei en aquest
cas, ens ha calgut imposar condicions de regularitat addicionals per a la derivada de Malliavin
del procés, pero similars a les que s’imposa per a la integral de Stratonovich introduida per
Nualart i Pardoux en [NP8§].

Aquest capitol s’organitza en tres seccions. A la Seccié 1 introduim alguns conceptes
basics i els resultats preliminars sobre la integral simétrica tipus Russo-Vallois respecte el
moviment Brownia fraccionari. A la Secci6é 2 enunciem i provem el resultat principal sobre la
convergeéncia en llei de la familia d’integrals simétriques tipus Russo-Vallois en ([0, T]), quan
H — Hy. A la Secci6 3 veiem una aplicacié d’aquest resultat. Finalment, a la darrera secci6
es troba la demostracié de la Proposicié que no s’ha inclos a la seccié de Preliminars per

facilitar-ne la lectura.

5.1 Preliminars

En aquest capitol considerem un moviment Brownia fraccionari B = {B; , t € [0,T]} amb
parametre de Hurst H € (%, 1) definit en un espai de probabilitat (£, .#, P).
Sigui . | conjunt de les funcions simples en 'interval [0,7]. Considerem l’espai de

Hilbert " definit com la clausura de .%" respecte el producte escalar donat per

(10,15 1[0,t]>%H =R, (ts).

Aquest espai de Hilbert conté elements que no séon funcions pero si distribucions (veure
[Jol07]). A més, Iaplicacio lj0,y — B es pot estendre a una isometria entre l'espai de
Hilbert 7" i I’espai Gaussia %(BH) associat a B i que en aquest capitol denotem per

H
¢ — B (p).

Cal dir que la notacié que usarem al llarg d’aquest capitol sera I’habitual en els treballs
sobre calcul de Malliavin i diferent a la que hem utilizat en el Capitol [3] on per exemple
aquesta aplicacio és la integral de primer ordre i 'espai 7 " es denota per c”.

Sigui |##" | I'espai lineal de funcions mesurables ¢ en [0, 7] tals que

T T
HSO||2“ 4 =y lor|[@ullr — w2 2drdu < 4oc0.
E 0o Jo

Aquest espai amb la norma || - HI%’H\ ¢és un espai de Banach i %" és dens en |7 A
més aquest espai dotat del producte escalar <g0,1/}>% » ho és complet pero si isomeétric a un
subespai de #" . Identifiquem | A H| amb aquest subespai.

Donat que B" és un procés Gaussid es pot desenvolupar el cilcul de Malliavin o calcul
estocastic de variacions respecte B". Sigui Q" el conjunt de les variables aleatories cilindri-

ques i suaus donades per

F=fB"(¢),....B" (),
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onn=1, ¢ € Tife € °(R™) (és a dir, f i les seves derivades parcials de tots els ordres
estan acotades) .
Per aquest tipus de variables aleatories es defineix I’operador diferencial de F' respecte B"

. <. H
com la variable aleatoria amb valors a 2 donada per

p'F =3 (5" ). B ().

ox;
i=1 v

Per a tot p > 1, aquest operador és un operador tancat de LP(£2) en LP(£2, ,%”H).

P

,; €s pot definir com la clausura de Q respecte la

Per a tot p > 1, I'espai de Sobolev D"
B
norma segiient:

H
IFI?, = IFI2,q, + EID"F?

LP(©) rr(,et)’

Si tenim un espai de Hilbert V', aleshores ]D)l’z (V') denota l'espai de Sobolev associat a les
variables aleatories amb valors a V. ’

L’altre operador important del calcul estocastic de variacions és ’operador divergéncia s

que és I'adjunt de 'operador diferencial, definit en termes de la relacié de dualitat segiient:

E(F§" (u)) = E(D" F,u) (5.1.1)

#H>

amb u és una variable aleatoria de L?((2,.5#). Aquest operador també es coneix amb el nom
d’integral de Skorohod.

Els elements del domini de 5" son els processos u pels quals 'expressié de (5.1.1) és
continua en la norma L? de F. A més, és ben conegut que 'espai ]D)l’z (7 H) esta inclos al
domini de §" . l

Tot aixd que acabem de dir, ho enunciem en la proposicié segiient:

Proposicié 5.1.1. El domini de (5H, que denotarem per Dom 6H, és el conjunt d’elements

u € L(9, %”H) pels quals existeix una constant C tal que

E((D"Fu) 1) < C|F|

£2(0)’

9}1 . H H .., 9 .
per a tot F' € . Siu e Dom &, aleshores 0~ (u) és l’element de L*(SY) caracteritzat per
la segiient formula d’integraci6é per parts:

1,2

E(F§"(w) =E((D"Fu) ,u), FeD"

B
La integral de Skorohod satisfa les propietats segiients:
(a) Per a tot u € ]D)j;[ (%”H) tenim que
B (u)? = Ellul®,u + E(D"u, (D"w)*) pn i,

on (DHu)* és Padjunt de D" u a I'espai de Hilbert " @ 2" .
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(b) Per a tot F en D2 iu € Dom §" tal que Fu i F§" (u) — (D"F, u) ,n s6n de quadrat
5 /

integrable, tenim que Fu € Dom s

§" (Fu) = F§" (u) — (D" F, w) (5.1.2)

%H.

Considerem |2 | @ |#" | espai de funcions ¢ mesurables en [0, T]? tals que

ol . =a, / (orallounllr — a0 — PP 2drdudddy < +oc.
loe ol (0,774

Lespai |2 | @ | | dotat de la norma ||| , ©sun espai de Banach. Aquest espai

EAETE
dotat del producte escalar segiient:

() g o = O /[ . ProPunlr — u*" 7210 — n* 2 drdudfdn

)

és isométric a un subespai de " ® " . Identifiquem |5 | ® |#" | amb aquest subespai.
Per a tot p > 1, es denota per D" (|72 |) el subespai de D" (") format pels elements
u tals que u € | | q.s., Du e |#" | @ |#" | qs. i

EHuHT’ ‘ + E||Du|/? < +oo.
A

H LH L H
o™ 1|

Observem que Pespai de Sobolev D" (| |) € D" (#") esta inclos en el domini de la

integral de Skorohod 57 per tant, per les propietats que hem vist tenim que

H

B" ) < Bl + E|Du|

2
H |l

loloet |

Per a tot p > 1, els processos u € DVP(|.5# H|) que pertanyen al domini de 5H, satisfan la

segiient desigualtat de Meyer:

E(18" (w)")) < Gy (B(ull ) + E(D"u| (5.1.3)

’ )
A" @™ ) '
A continuacié definim la integral simétrica introduida per Russo i Vallois:

Definici6 5.1.2. ([RV93]) Sigui v = {u¢, t € [0,T]} un procés estocastic amb trajectories
integrables. La integral simétrica del procés u respecte el moviment Brownia fraccionari B"
es defineix com el limit en probabilitat quan € tendeix a zero de

1 [T H H

275 0 uS(Bs—i-e_Bs—e)dS’

quan el limit existeix i es denota per fOT utdBtH.

Aquesta integral és la que considerarem al llarg d’aquest treball. Abans, perd anem a
veure la segiient proposicié que dbéna condicions suficients per a l'existéncia de la integral

simétrica i proporciona una representacié en termes de la integral de Skorohod.
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Proposicié 5.1.3. (Proposition 3, [AN03]) Sigui u = {u, t € [0,T]} un procés estocastic en
D1’2(L%”H\). Suposem també que

T T
/ / \Dfuth — s 2dsdt < 400, q.5. (5.1.4)
o Jo

Aleshores, la integral simétrica de Stratonovich existeix i es pot expressar com

’ H H LY RN 2H -2
wdB, =9 (u)+ay D, u|t — s| dsdt,
0 0 0

ona, =H(2H—1).

Una condici6 suficient per a que es satisfaci la condici6 (5.1.4) és

T T 1/p
/ (/ |D, ut|pdt> ds < oo,
0 s

per algun p > Tl—1

La integral simétrica indefinida fot uSdBf = fOT usl[oyt](s)dBf es pot expressar com

t t T
/ usdBf =" (uljoq) + ay / / Dfus\s — r[22drds.
0 0 Jo

A partir d’ara usarem una notacié similar per a la integral indefinida de Skorohod

t
/ US(SHBf = 5H(u1[07ﬂ).
0

En el cas del moviment Brownia estandard, per a que un procés u € DV2(L%([0,7])) sigui
integrable Stratonovich en el sentit de Nualart-Pardoux (veure Theorem 7.3, [NP8§|) és

suficient veure que existeixen D' u i D'y elements de LY([0,T] x Q) satisfent:

T

lim sup E\D;‘z’_ur - D;pur,y|dr =0, (5.1.5)
0=0 Jo o0<y<é
(resp.
. T 12,4+ 12
lim sup E|D, " u, — D, uy_yldr =0.) (5.1.6)

=0 Jo  —s<y<0

Per aquesta classe de processos es pot definir la traca com

1]2 1)2,— 1)2,+
Vt Uty = Dt Up + Dt Ut.
Tal i com veurem en la proposicié segiient, aquestes condicions impliquen l'existéncia de la
integral tipus Russo-Vallois i aquesta integral admet la mateixa representacio en termes de la

integral de Skorohod i de la traga:
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Proposicié 5.1.4. Sigui u € DY2(L2([0,T])) un procés estocastic que satisfa les condicions
1 . Aleshores, existeix la integral tipus Russo-Vallois del procés estocastic u

respecte el moviment Brownia estandard i a més, admet la segiient representacio:

t t
1
/usdB;'z :5”(u1[o,t])+/ ivi‘Qu,,dr. (5.1.7)
0 0

Demostracio. Per facilitar la lectura d’aquest treball, hem inclos la demostracié d’aquest

resultat a la Seccié (.41 O

Acabarem la seccié de Preliminars, recordant el Lema iel Lema del Capitol [3 i
enunciant-ho en un tnic lema que ens proporciona una cota superior independent d’H i ens

sera util per provar la convergéncia en llei de la familia d’integrals simétriques respecte B".

Lema 5.1.5. Per a tota f € L*([0,T]) i tot H € (3,1), es compleix

£, < ColfI2

L2([o,11)"

A més, per a tota g € L*([0,T]?) i tot H € (%, 1), es compleix

2 2
||gH|ny|®|ny| g CTHgHLQ([O,T]Q)‘

5.2 Convergéncia en llei de la integral tipus Russo-Vallois de

processos estocastics respecte B. Cas H > %

Fixat Hy > 1. Considerem la familia de processos estocastics {X H, H € Vp} definits per

5-
integrals estocastiques simétriques tipus Russo-Vallois respecte el moviment Brownia fraccionari

amb H € Vj de la forma
t

x" = {Xf :/ uldBY | t e [o,T]}, (5.2.1)
0

on
[3,Ho], siHy=3, amb § < Hy < 1;

Vo =
[Hl,HQ], si HQ > %, amb % < H; <H0 < Hy < 1.

Suposem que els processos estocastics u" satisfan el Bloc A d’hipotesis:

Bloc A :

Existeix p > 2 tal que

(A1)

T

H

/ sup Elu, |Pds < +00.
0 HeW

(A2)

T
sup / sup E]Dfuf\pdr =K, < +o0.
HeW JO  z€[0,T)
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Observaci6 5.2.1. La condicié (A2) implica Uexisténcia de la integral tipus Russo-Vallois

per al procés uH, quan H > % Degut a la Proposicio aquesta integral existeir si

u" e DV2(|l#")) i
T T
E </0 /0 \Dfufﬂt - s|2H_2dsdt> < 400.

En el nostre cas tenim que per H > %,

T T T T
E</ / |Dfuf|\ts|2H—2dsdt>:/ / E|D. ) ||t — s|2H2dsdt
0 0 0 0

T T
< / sup E|Dfuf| </ |t — s|2H_2dt> ds
0 €[0T 0

< G [ E|D} u |ds < +
< sup u, |ds 0.
2H =1 Jo efo,1) o

Aquestes hipotesis també garanteixen D'existéncia d’una versié continua de la integral tipus

Russo-Vallois, gracies al segiient resultat:

Teorema 5.2.2. (Theorem 5, [AN03]) Sigui v = {u; , t € [0,T]} un procés estocastic de
D" (12" ), on pH > 1 i suposem que

T T T pH
/ |Eu, |pdr+/ E </ |Dy u, |1/Hds) dr < +0o0. (5.2.2)
0 0 0

Aleshores, la integral X' = {fg ur dB., t € [0,T|} té una versié amb trajectories continues.

A més, per a tot v < H — %D existeir una constant aleatoria C., q.s. finita tal que
H H
Xy — X, <Ot —s].

Comprovem que el procés u' satisfa les hipotesis del Teorema

Per (A1) sabem que el terme
T
/ \Euf\pdr < +00.
0

1

D’altra banda, si p > 21 H > 3,

condici6 (A2)

T T
/E</ |D, u,
0 0

N . . . H .
Per provar la convergéncia en llei de la familia de processos {X , H € Vj} necessitarem

tenim pH > 1 i aplicant la desigualtat de Hélder i la
1 pH T T H H
\Hds) dr < TpH—l/ / E|\D; u, [Pdsdr < 4oc.

0o Jo

provar l'ajustament de la familia de lleis i la convergéncia de les distribucions en dimensi6

finita. Vegem-ho a les segilients seccions.

5.2.1 Prova de ’ajustament

En la segiient proposicié provarem 'ajustament de la familia de lleis dels processos estocastics
H

{X", H € Vp} en €(]0,7]) i per aixd usarem el criteri donat per Billingsley (veure

Teorema [1.1.14] del Capitol .
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Proposici6 5.2.3. Considerem la familia de processos estocastics {XH}HGVO definits en
a partir d’una familia de processos estocastics {uH }Hevo que satisfan les hipotesis del Bloc A.

Aleshores, la familia de lleis de {XH}HE‘,O és ajustada en €([0,T)).

Demostracio. Per a cada t € [0,T], escrivim

t t T
XtH = / H5HBH + / / Dfuf|s — 2 drds.
0 0 Jo
Com que Xél = 0 és suficient veure, per s < t, que
ElX, - X|° <C(F(t) - F(s))"*,

amb «, 3, C > 0 constants positives i F' una funcié continua i creixent.

En el nostre cas, per s < t tenim que

t " H Hp P
/ u, 8 B, . (5.2.3)
S

Donat que la integral de Skorohod satisfa la desigualtat de Meyer ([5.1.3)) tenim que

t
/ a5
S

Estudiem per separat cadascun dels sumands de Pacotaci6 anterior. Aplicant el Lema [5.1.5 i

t T
E\XtH —X5H|p <ot (E +al E /0 Dfug|aj — 22 drdy
S

E < Cp(Bllu" 1yl s+ EID" w110

|| | || I)

la desigualtat de Holder al primer sumand tenim que

Bl 1 gll” u, < CrBllu” 1l

([0,7])

(t—s)% / E|u [Pdr.

Fai

Ara, si tenim en compte la segiient desigualtat

1T ., 1 . 1 1
\]?cp+?dq,Vc,d>0 i Vo, qd >1, talsqueH—F?:l, (5.2.4)

B 1 < O (; (1 — 5)- (/ Elu’ |pdr> )

Seguint els mateixos passos podem acotar el moment d’ordre p de la derivada:

obtenim que

H H
E|D"u 14

| @l | S C EHD U 15t]||L2

([0,71%)

- t 0o p/2
<C,T2'E \DT uy |“dr dx

<C’TT2 (t—s // E]D Uy |pdrdw
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Si apliquem novament la desigualtat (5.2.4]) tenim que

1 . 1 ¢
BID"u" 1 s ) < <p, (t— 5)E-Dr 1 ,<// E|D" " pdrdm) )

Amb aixo obtenim que

/ st
S

E

1 v oy 1 ([t i ¢
<Cny (g = (f gop il )
S 0

1 v
+-= </ sup / E\D Uy |pd7“dx> ) .
q s HeWy

Fins aqui hem estudiat el moment d’ordre p de la integral de Skorohod. Per tant, ja només
ens queda estudiar el segon terme de ([5.2.3). Per aixo, apliquem primer la desigualtat de

Holder i després el Teorema de Fubini

/ D Uy, |1‘ 212 drde

(// E|D ) P|w — r[2H- 2drd:c> (// r\2H2drda;>p

<CL(t—s)P // sup E|D Uy, \p|x P12 drdx
z€[0,T7]

=C.(t—s)? 1ozH/ sup E|D u </ |z — r|?H- 2d$>
0 z€[0,T]

T
< O (t—s)P7! sup / sup E|Dfuf|pdr
HeVp Jo  z€[0,T)

p
apE

-1

<O K, (t—s)P L.

Resumint, per s < t tenim que

1 1 t q
ElX; -Xx.PP<cC,, ( (t—s) G 4 = 7 </ sup E|uf\Pdr>
S

p HeVy

q/
</ sup/ E|D Uy |pdrdaj> )—I—C’TKD(t—s)p_1
s HeVy

t q
<C (/(t — s)(g_l)p/A(p_l) + 1 </ sup E|uf|pdr)

/

~

q HeVy

</ sup/ E|D ux\ drdx) )
s HeW

Amb aixo hem vist que existeix F' una funcié creixent i continua, definida per
T o T T -
F(z)==x —|—/ sup Elu, |Pdr —|—/ sup / E|D, u, [Pdrdy.
0 HeW 0 HeWy
tal que
H H P_ / _ /
E|X; — X, [P <C, (F(t) — F(s)) a7 Prp=bnd,
A més, per a tot p > 2 existeixen p’ i ¢’ conjugats tals que 'exponent (§ —1)p' A (p —1) A ¢

és major que 1. 0
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5.2.2 Prova de la convergéncia de les distribucions en dimensi6 finita

Per a tot € > 0, definim el procés estocastic
t
x"e = {Xf’f :_/ u, “dB., te [O,T]}, (5.2.5)
0

on uf “ es defineix de la manera segiient.
Per a tot € > 01 tot procés estocastic u = {u, ¢t € [0,7]} amb trajectories integrables, es

pot definir

t+e
. 1

! 2e t—e

D’ara endavant, usarem el conveni que us = 0, per s ¢ [0,7].

usds. (5.2.6)

De fet, es pot escriure

uE = (w2 (s) (5.2.7)

on p:(s) = %@ (g) denota 'aproximacio de la identitat quan ¢ — 0 definida a partir de la
funcio ¢(s) = %1[7171](5).

‘2H—21

Observaci6 5.2.4. A partir de la funcid ¥(s) = a,ls 77 (8) es pot definir una

aprozimacio de la identitat quan H | % donada per

Yy (s) =cy |S|2H_21[—T,T] (s)

amb
2H —1

Cn = gr2E-1°

(5.2.8)

Observacio 5.2.5. Es pot veure facilment que el procés u definit en té integral
simetrica usant que u™" és absolutament continu i aplicant la formula d’integracid per parts

provada a [RVI93)].

Per provar la convergéncia de les distribucions en dimensi6 finita haurem de distingir els

casos segiients en funci6 del parametre Hy: Hy = % i Hy > %

1
Cas Hp > 5

Considerem el cas Hy > % i suposem que la familia de processos {u "}, v també satisfa les

segiients hipotesis (juntament amb les del Bloc A):

Bloc B :

(B1)

T
. H H
lim sup sup/ E|ug —us_y|2ds:
=0 HeVy |y|<6J0

(B2) Existeixp>2ip> ﬁ tal que

T /T
. H H H H
lim sup sup/ / E|D, uy — D, ug_,|Pdrds = 0.
=0 HeVy |y|<sJo Jo
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Provem el segiient resultat técnic que usarem més endavant per demostrar la convergéncia de

les distribucions en dimensio6 finita de X

Proposicié 5.2.6. Fizat Hy > % Siguin X" X les families de processos estocastics

definides en 1 . Suposem que {uH}Hevo satisfa les hipotesis del Bloc A i el Bloc
B. Aleshores,

lim sup E|X, —X,”°|=0. (5.2.9)
e=0 Hey,

Demostracio. Sabem que

ElXx] - x| = E‘ / )dB!

<E‘/(uf —f—E‘ // D Ug E)|s—7”|2H*2d7"d3
0

Per provar (5.2.9), veurem que cadascun dels termes de la banda dreta de la desigualtat
anterior tendeix a zero uniformement en H quan ¢ — 0.

Per les desigualtats de Meyer:

H H H H Hs 1/2
E‘/ < Cry (Bll” =" + BID"" IEeroem)
Aplicant el Lema [5.1.5] tenim que
H H
Bl — "2 < OB "
i
H H H HE H H H HE
EHD U = Huf |®|%| CTEHD u = HLQ([OT

Tenint en compte les condicions que satisfa el procés u” es pot veure facilment que tant

H H ,E H H €

Elu — 12, com E||D"u" = D 1
L=([0,T])

H quan € — 0.

2(012) convergeixen a zero uniformement en

Anem a estudiar el primer terme. Per aix0, usarem l’expressio ((5.2.7)) i farem un senzill canvi

de variables:

g — (u" % @) () = |uy — /Rufcpg(s — z)dx

H H
< [ el =l
Ara aplicant convenientment la desigualtat de Cauchy-Schwarz, el Teorema de Fubini i usant
que @, defineix una probabilitat obtenim que
H T H H 2
Bl — ™R, < E ( |1 [ et =y ds>
T H H 2
E |us o us—y| @s(y)dyds
o JR
T H H 2
= @E(y) E’us - us—y| ds | dy
R 0

T

H H

< sup sup/ Elu, —us_ylzds.
HeVy ly|<e JO
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Per tant, per la condicié (B1) obtenim la convergéncia que voliem provar.
Analogament, per provar que

H H H H.e, o e—0
EHD u —D u |||%H‘®|%H‘—>Oa

uniformement en H, usarem arguments similars als anteriors i la condicio (B2).

Aixi, doncs, ja només ens queda tractar el terme segiient:

t T
E‘O‘H / / (Dfuf — Dqu’E)|5 — r|2H_2drds . (5.2.10)
o Jo

S

Suposem que el parametre H € Vj.

Treballant de forma similar aquest terme i aplicant el Teorema de Fubini tenim que

T T
E‘aH/O /0 (Dfuf—D:qu’g)|s—r]2H_2drds

S

T T
< aH/ / </ E\Dfuf — Dfufyy%(y)dy> s — T!ZH’erds
o Jo R
T T
— / </ / E‘Dfuf - Dfuiy”‘s - T’2H2drd5) ©e(y)dy.
R \Jo Jo

Si H > Hi, aleshores existeix una constant C';, ,, > 0 tal que

T T
< ay / / E\Dfuf - Dqu’eHs —r[*H2drds
o Jo

s —rPH 2 < C

2H1—2
T,H, _T’ !

|s
i per tant, el terme (5.2.10)) esta acotat superiorment per
Cr ] E|D, ug — D, ug_,|[s —r[*" " “drds.

Si apliquem la desigualtat de Holder, prenent l’exponent p > 2111%1 que apareix a la

condici6 (B2), i per tant I'exponent conjugat ¢ = ;2 > 1 satisfa ¢(2 — 2H;) < 1, llavors

T (T
/0 /0 E\Dfuf —Dfuf_st—r\QHl_erds

T T "on "on p , o1 T 1/q
< </ / E|D, u, — D, us_y]pdrds> </ / |s — r](2H1_2)qdrds> .
o Jo o Jo

Aixi tenim que

T T 1/q T T . . 1/p
a,C., (/ / |s — r|(2H1_2)qdrds> sup sup / / E|D, uy — D, ug_,|Pdrds
1 \Jo Jo HeVy |yl<e o Jo

és una cota superior de ((5.2.10) que convergeix a zero uniformement en H € Vi quan € — 0,
gracies a la condici6 (B2) i que a, fOT fOT s — r|GH=2)4drds < 5T,H1'
O

Observacio 5.2.7. Cal notar que en aquesta prova, l’inic punt on usem que el parametre

Hy > % és quan estudiem el terme (5.2.10). Per tant, aquest és el terme que haurem

d’estudiar amb especial interés quan Hy = %
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Cas Hy :%

En aquest cas per garantir I'existéncia de la integral de Stratonovich del procés u"® no n’hi
ha prou amb suposar les hipotesis que haviem considerat als Blocs A i B.

. . H PN . ..
Suposem que la familia de processos estocastics {u satisfa la segiient condicio:

}HEVO

Condicié C :

(C) Existeixen D" u" i D" u" elements de L'([0,T] x ) satisfent,

T
lim sup / sup E\DH _uf - Dfuf_y|d7“ =0, (5.2.11)
0—0 HeVy Jo o<y<s
(resp.
T H,+ H H H
lim sup / sup FE|D, — D, u,_,|dr =0.) (5.2.12)
6—0 HeVpJo —d<y<0

Siu” satisfa la condici6 (C) aleshores es defineix la traga de u" com

Vt Uy —Df+uf+Df_uf.
Observacio6 5.2.8. Observem que la condicié (C) per Hy = %, implica que el procés uto és
integrable Stratonovich (veure la Proposicid :
A més, les condicions (C) i (A2) impliquen que

T
sup / E(\Df’+uf|)dr < 400 (5.2.13)
HeVp JO
(resp.
T H— H
sup E(|D," u, |)dr < +occ.) (5.2.14)
HeVy

El resultat técnic segiient 'usarem per provar un resultat analeg a la Proposici6[5.2.6] pero

per al cas Hy = % (veure 1’Observacio .

Proposicio 5.2.9. Sigui B'"® un moviment Brownia estandard. Suposem que el procés

estocastic u'” = {ul‘2 t €[0,T} satisfa les condicions i . Aleshores,

t t
[ ast - [ as
0 0

Demostracio. Per a tot € > 0, la integral de Stratonovich de u'"c es pot expressar com

lim £

e—0

= 0. (5.2.15)

t
/ ullzsdB;\z _ 51|2((u1\21[07t / / Dmul\zls as+5]( r)drds, (5.2.16)
0

on hem usat que el terme traca de (uml[oﬂ)‘€ és igual a

1 to T 12 1]2
o~ D, u, 1[8—6,54-6] (r)drds.
€Jo Jo
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Analogament, per u':

t t
1
/ ) aB.” = 512(ull21[0,t])+/ Vo wdr. (5.2.17)
0 0

Usant 1'expressi6 (5.2.16)) i la prova de la Proposicio obtenim la convergéncia en L?()
del primer sumand de cap al primer sumand de ([5.2.17) i la convergéncia en L!(f)
del segon sumand de cap al segon sumand de . Amb aix0 finalitza la prova
d’aquest resultat.

O

Proposiciéo 5.2.10. Suposem que {uH Yrev, satisfa els blocs A 1 B d’hipotesis i la
condicio (C). Aleshores, donat p > 0, existeizen € > 0 in > 0 tals que

sup E|XtH — Xf’s| <p (5.2.18)
HE(212+77)
1
BIX," - X, < p. (5.2.19)

Demostracio. Per provar aquest resultat, veurem que cadascun dels termes de la segiient

acotaci6 superior tendeix a zero, quan H — l:

+E‘ / / DHUHE)|S—’I“|2H_2deS

En la demostracié de la Proposicié [5.2.6] ja vam veure que el primer terme tendia a zero

E|XtH—XtH’5]<E‘/O(uf w5 B!

uniformement en H quan € — 0.
Recordem que (veure Observacio [5.2.7)) I'inic terme que cal tractar de forma diferent pel cas

Hy = % és:

t T
aH// (Dfu —DHuHE)]s—r\ZH_erds’.
0 Jo

Vegem doncs que donat p > 0 existeixen € > 017 > 0 tals que satisfan (5.2.18]) i (5.2.19)).

Aquesta darrera desigualtat es satisfa per a ¢ prou petit degut a la Proposicio [5.1.4]
Vegem que es pot trobar 7 > 0, i € > 0 de forma que es satisfa també la condicio ([5.2.18)).

Escrivim

rrr H H H,e 2H —2
aH//(Dru —D, u, " )|r—s|*" " “drds
0Jo
on

T T - T rT -
Ay(H)=F aH/ / D, u, |r—s\2H2drds—cH/ / D, u, |r — s|* 1 2drds|
o Jo
T g H_ 1_u nu
Ay(H)=F cH/ / Dru — 52 erds—/ =V, u, dr|,
0 0
Tl _un H H
A3(H,5):E/ =V, u, dr—/ </ D, u$dx) dr|,
0 2 0 2e r—e¢
T 1 r+e I HE
A4(H,£):E/ < D (7 dw) dr—cH/ / D, Ir — s|*~2drds|,
0

As(H,e) =FE|c //DH HE —s]zH_erds—aH/ / DH e Ir — s[> 2drds|,

FE <Al(H)—I—AQ(H)—I—Ag(H,€>+A4(H,€)+A5(H,€),
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amb c,, definida a ((5.2.8]).

r+e
Notem que en As(H,e) i A4(H,e) apareix el terme 715 fris Dfugdm que fa el paper de la
traca v
A continuacié veurem que cadascun d’aquests termes es fa petit quan H és proper a %, com

a minim per algun ¢ > 0:

e Pel primer terme

Ai(H) = —cy|E '/ / DT Ug |7" s|?H2drds
< H|/ sup E]D Ug |</ |r — 2H_2ds> dr
s€[0,7] 0
2T 2H—-1 1
<|O[H CH|2H_1KD/p

= |2HT*=1 —1|K/P.

Si H esta a prop d’%, el terme [2HT?7=1 — 1] es fa petit i a més per la condici6 (A2),
K, < +o00. Per tant, A;(H) també es fara petit.

e Analogament, podem acotar el terme As(H,¢):

T 1 s+€ H OH
As(H,e) = |a,, — ¢y |E <2 D, u, dx) Ir — 5|21~ 2drds
€ S—

€

< o / / / sup E|D U, |d33 Ir — 5|22 2drds
s—e z€[0,T]
" H g 2H—2
g]aH—cH\/ sup E]DTux|</ |r — s d5> dr
0 z€[0,1] 0

< [2HT! 1KY/

Observem que pels mateixos arguments que en el cas d’A;(H), aquest terme es fa petit

quan H esta a prop d’%.

e Estudiem ara el terme Ag(H). Aquest es pot expressar com

E/OT (;vf T (Dl *¢H)(r)>dr

i a més,

1 H H 1 H H H H
QVT (D u * wH / wH ( r T‘ - DT u,,,_y> dy

Aplicant el Teorema de Fubini, obtenim la segiient igualtat

T/l _uw H H T T H H H H
p| [ (590l =@l )0 arl =B | [ v ([ GEE - Dl ul i) a.
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Per a tot § € (0,T), es pot acotar superiorment As(H):

o ([ 378 =)
Y (/ Y, u, — ydr>dy.

Comencem estudiant el primer sumand. Per aixo, intercalem a la seva expressio

Ay(H) < E

o (5.2.20)

H,—

H H+ H
Dr Uy 1{0<y<6} + Dr Uy 1{—6§y<0}

i llavors ens queda

e ([ (15t )

T
E‘/' ’ ( ( Ve - f’ufl{o@@}+Df**uf1{_5<y<0})> dr) dy|
< 0
H H
+E‘ (/ ( u 1{0<y<6}+D u 1{,5<y<0})—DT , y) d7~> dy’
|y|<5
(5.2.21)

El primer sumand és igual a zero, ja que aplicant el Teorema de Fubini i usant la simetria

de la funcio 9,,:

T ]_ H H H,— H H, .
‘ /' <8 vt </0 <2vr = (D) Locyesy + Dy 1{5<y<o})> dr> dy‘
YIX

B ’/DT <;Vfuf < s wH(y)dy>
-D," u, (/Oaw,{(y)dy> - D, ", </21/1H(y)dy>> dr|
- ’/OT <Df K (3 s W /0 5wH(y>dy>

p [ d ’ dy| | dr|l =0
+D,  u, (2 lyK&wH(y) y—/_é%@) y)) r‘— :

Notem que el segon sumand de ([5.2.21]) es pot acotar superiorment per la suma dels

seglients termes que tendeixen a zero quan d es suficientment petit

H,— H H H

T
E) (y> / (Dr7 Uy — Dr urfy)1{0<y<5}d7"dy’
y|<5 0

H,+ H H H

T
VB [ ) [0 = Dl )1 seyeopdrd],
y|<d 0

Aixo0 es pot veure, per exemple amb el primer terme, prenent primer suprems en H ien y
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H,— H H H

T
E‘ (y)/ (Dr’ Uy _‘DT )1{0<y<5}drdy)
ly|<é 0

T T
H,— H H H
</ wH(y)<sup sup/ E|D," u, — rury!dr> dy
-T HeVy 0<y<o JO

i després escollint § de forma convenient per tal que el terme

T
H— H H H
sup sup/ E|D," w, — D, u,_,|dr
HeVy 0<y<sJo

sigui petit i usant la condici6 (5.2.11)). Procedint forma analoga es pot veure el mateix
H

resultat per a D;Hur .

Ara estudiem el segon terme de (5.2.20). D’una banda tenim que

T1 wow H H
B[ wat ([ gorel - bl ir)a
ly|>d 0

T
1 _w m H H
< lﬁH(y) (/ E‘2vrur _Drur—y
ly|>o 0

Per les condicions (A2), (5.2.13)) i (5.2.14)) tenim que

dr) dy.

T
1
sup sup / ‘ VHuH — Dfuf_y dr < +o0.

He(:,1+n) yel0,T]

A més, tenint en compte el  que hem escollit abans i el fet que 1), sigui una aproximacio

de la identitat quan H | %:

H|L
Yy (y)dy — 0

ly[>d

1
B [ on ([ §viul -l ar)
ly|>d 0

es fa petit quan H és a prop d’%. Aixi dones, hem vist que el terme As(H) es fa petit

tenim que

quan H és a prop d’%.

e El terme A3(H,¢) es pot acotar de la seglient manera:

As(H, ) < /(/ EID) ! — Duxydx>
1 T r H— H H H
— E\D,” u, — D, u,|dx | dr

1 T
< = sup / sup E|DH+ " DT U ] dr
2 HeVo JO  z€[rr+e]

1 r _
+ = sup / sup E \Df uf — Df ugl dr.
2 HeWy JO  zel[r—e,r]
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Amb aixo sabem, usant la condicié ([5.2.11)), que donat p > 0 existeix £, > 0 tal que per
atot e <g

sup As(H,e) <
HeVy

M\’b

A partir d’aqui, fixarem un € < ¢, de manera que també per aquest ¢ > 0 se satisfa

(5.2.19).

e Finalment, estudiem el terme A4(H,e). Aplicant arguments similars als usats

anteriorment tenim que

T T
=F ‘/ v, (y ( < Dfuf dx — Dfuf_l) dr) dy‘
— 0
r—yte . 4
<E ( ( / D u da:f— DTuxd:L“)dr>dy
y|<5 0 2e r—y—¢
T r+e r—y+e
1 1 Y
+E ( (/ Dfug dr — / Dfufda:) dr) dy| .
y|>€ 0 2e Jr_e 2e r—y—¢

(5.2.22)

Estudiarem per separat cadascun dels termes anteriors.

El primer sumand de ([5.2.22]) es pot acotar superiorment per

T pomoveewa
E ¥, (y) (/ (/ D, u, dm) dr) dy
lyl<e 0 \ 26/ gniy-s
T 1 (r+e)V(r—y+e) v
+FE ¥, (y) (/ (25/ D, u, dm) dr) dy| .
|y|<€ 0 (r+e)A(r—y+e)

Tractem, per exemple, el primer terme ja que el segon es faria de forma analoga.

Aplicant el Teorema de Fubini, tenim que

T 1 (r—e)v(r—y—e) "o
¥, (y) / / D, u,dx | dr | dy
lyl<e 0 \26J 0 onpy

(r—e)A(r—y—e)

T (1 (r—e)V(r—y—e) o
< / Uy (y) </ (2/ sup E|D, u, |d:n> dr) dy
|y‘<8 0 = (r—e)A(r—y—e) xe[07T]
T 2H-1
</ sup E|Dfuf| / %dy dr
0 \zelo,T] yl<e  2€

(2H — 1)62H71 /T H H
= sup FE|D, u, |dr.
SHT?H=1 [y ocjo.r o

E

Per H € (2, 5+ 77) observem que aquest terme es fa petit si > 0 és prou petit.

Per acabar la prova ja només ens queda estudiar el segon sumand de (5.2.22]) i veure
que es fa petit quan H | %
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Aquest es pot acotar superiorment per

T 1 r+e
[t ([ (5 [ molidias)ar)ay
ly|>e 0 2e Jr_¢
T 1 r—y+e
+ e </ </ EDfufydx> dr> dy.
ly|>e 0 2e r—y—e

Prenent suprems en x, obtenim una cota superior per a cada un d’aquests termes:

T
Vi (y) / sup E|D; u, | dr | dy.
ly|>e 0 z€0,T]

Per tant, per la condicié (A2) i el segiient calcul:

/|y>e¢H(y)d?/ =1- (%)219’717

que tendeix a zero quan H — % Per H € (%, % + 77) tenim que aquest terme es fa petit

si n > 0 és prou petit.
O

Un resultat que ens sera 1til per provar la convergéncia de les distribucions en dimensié
finita de {XH}HeVO és el fet que X' és un funcional continu de (u", B").

De fet, aplicant la formula d’integraci6 per parts (veure [RV93|) tenim que :

t t
H,e H,e H H,e H H,e H H,e / H
X, :/us dB, =u, B, —u, B —/(us )' B, ds
0

0 0
0

1 t+e t 1 s+e !
= </ ufds) Bf —/ </ ufdr) des. (5.2.23)
2e t—e 0 2e s—¢

Donat que ¢t € [0,7], cal que estudiem el terme fg (uf’a)’ des distingint els casos segiients

T
(suposem que 0 < & < 3):

(i) Si0 <t < e, aleshores

t H,e H ¢ Ug+e H
/ (ug ") By ds = / By ds.
0 0 2¢e

(ii) Sie <t <T — ¢, aleshores

t € t _
[ryslas= [ tplase [ttt gl
0 0 2e e 2e

(iii) SiT —e <t < T, tenim

t € T—e t
He, H Ugye H Ugqe — Ug—g H 0—us_e _H
B_ ds = B, d ———B_d ————B,_ ds.
/0““ o /0 2 3*/5 2 +/T 2 "

En el lema segiient veiem que el funcional d'u” i B" involucrat en (5.2.23)) és continu.




84 5.2. Convergéncia en llei de la integral tipus Russo-Vallois de processos estocastics

Lema 5.2.11. Fizat 0 < e < %, definim el funcional:

v ((0,7)? —  %([0,T)
(z,9) = Uz, y)(8) = Ui(@)(0y(t) — o y(s)Wala(s))ds,

amb 1 (t+£) T
Uy (o) () = / 2(s)ds,
2e Jii—epvo
i
") si0 <t <e,
Uy (z)(t) == 7x(t+8)2;x(t75), sie<t<T—¢,

—2l=e) G T e<t<T.

\ 2e
Aleshores, ¥ és continu.
Demostracio. Tenim que
Uy (2 — [ly(s) 25t gs, 0 <t <e,

Ua()()y () = 5 yls) G ds — [Ly(s) I ds, e <t < T -,
(e, y)(t) =

Wy () )y (1) = [ y(s) 25 ds — [0 y(s) TR s

5]

{ — i y(s) T s, T—e <t < T.

Aixi ¥ realment pren valors en €([0,7]) i es pot comprovar facilment que és una aplicacio
continua de €'([0,7])? en €([0,T)). O

En el lema segiient provem la convergéncia en llei de {X"°} nev, €ap a X "= en ([0, 7)),

quan H — Hy, per a tot € > 0 i prou petit.

Lema 5.2.12. Sigui {uH}Hevo una familia de processos amb trajectories continues tals que

Hy

", B") % (™, B™),

n (€([0,7)))? quan H — Hy. Aleshores, per a tot Hy € [%,1), la familia de processos
{XH’E}HevO definits en convergeiz en llei cap a X °° en €([0,T)), quan H — H.

Demostracid. Degut a (5.2.23) i usant el Lema [5.2.11] tenim que X'~ = \Il(uH,BH) és un

. . H H, .
funcional continu de (v, B~ ) i com que

", B") L (", B™),

quan H — Hy en %([0,T]) obtenim el resultat que voliem provar. O
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Finalment, ja tenim tots els resultats necessaris per veure la convergéncia de les distribucions

en dimensio finita de la familia de processos {X " } Hevy

Proposici6  5.2.13. Sigui {X H} Hev la  familia d’integrals estocastiques — tipus
Russo-Vallois definides en . Suposem que la familia de processos estocastics {uH}HGVO

satisfan els blocs A i B d’hipotesis i en el cas que Hy = % també la condicio (C) i a més,
(", B") % (™, B™),

en (€([0,T)? quan H — Hy. Aleshores, les distribucions en dimensid finita de X

convergeizen cap a les de x' quan H — Hy.

Demostracio. Distingim els casos seglients:

e Cas Hy € (3,1):

Per a tot t1,...,tm € [0,7] i g € €} (R™), escrivim

H

H H H,
Elg(Xy, - Xy, )] = Elg(Xy,° - X, DI < Ti(e, H) + Ta(e, H) + Ty(e),

on
H H H,e H,e
Ti(e,H) = |Elg(Xy,,..., X, )] = Elg(Xy, ..., X, )]l
H,e H,e Hg,e Hg,e
T2(57H):’E[9(Xt1 ?'-'7Xtm )]_E[g(tho a'--aXt”? )”

Hg,e

Hg,e H,
Ts(e) = |Elg(Xy,” ... Xo )] — Elg(X,.°, ..., Xy,

D’una banda tenim que T} (g, H) esta acotat superiorment per
Cy, max sup E]XtH - Xf’gl.
J=l..m gev, ! ’
Usant la Proposici6 [5.2.6, veiem que el terme 77 (e, H) tendeix a zero quan € — 0.

Analogament es pot veure que T3(g) esta acotat superiorment per

Hy Hp,e
Cy max sup E|X, —X,
7j=1,....m HeV, J J

i usant de nou la Proposicié tenim que el terme T3(e) tendeix a zero quan € — 0.

Aixo significa que donat n > 0, podem prendre ¢ suficientment petit tal que
T1(€,H) < g 1 T3(€) < g

Finalment, per veure que el terme T(e, H) convergeix a zero quan H — Hy usem el

Lema que ens proporciona la seglient convergeéncia en llei:

H,e H,e

L(Xy, Xy,

Hg,e

Hg,e
) — LX), LX),

quan H — Hy en €([0,T]) per a I’e > 0 pres anteriorment. Amb aixd queda provada

la convergéncia de les distribucions en dimensi6 finita.
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e Cas Hy = %:
Per a tot t1,...,tm € [0,T] i g € €} (R™), escrivim
H H

112 12

|Elg(Xy, s, X, ) — Elg(Xy, -, Xy, )l < Th(e, H) + Ta(e, H) + T3(e),
on
Ti(e, H) = |Elg(Xy,, ... Xp)] = Blg(X;, ", Xp )l
To(e, H) = [Elg(X,) ... X, )] = Elg(X,)”", ..., X,
1
Ty(e) = |Blg(X,, " X, ) = Blo(Xy . X))l

D’una banda tenim que T} (e, H) esta acotat superiorment per

C, max E|X, — X,

Jj=1,....m
i el terme T3(e) esta acotat superiorment per

1|2 1|2,

Cg max E‘Xt _Xt' ‘
j=1,...m J J

Usant la Proposici6 [5.2.10] tenim que donat p > 0 existeix ¢ > 0 i n > 0 tal que si
H € (3,1 +n), aleshores Ty (¢, H) < p i també Ts(e) < p.

Fixat I’e que hem obtingut, tenim que el terme T3 (e, H) convergeix a zero quan H — Hy

aplicant també el Lema [5.2.12]

O

Com a conseqiiéncia de la Proposicié [5.2.3] i la Proposici6 [5.2.13] obtenim el teorema

seglient que és el resultat principal d’aquest treball.

Teorema 5.2.14. Sigui {uH}HGVO una familia de processos estocastics amb trajectories

continues tals que satisfan els blocs d’hipotesis A i B i en el cas que Hy = % també la condicio

(C) i a més,

Hp Ho

", B") L W™, B™), (5.2.24)

en (¢([0,T]))? quan H — Hy. Aleshores, la familia de les lleis de les integrals estocastiques
tipus Russo-Vallois {XH}HGVO definides en convergeizr feblement cap a la llei de x "o
en €([0,T]) quan H — Hy.

5.3 Exemple d’aplicaci6

En aquesta seccié donem un exemple, d’una familia molt senzilla de processos estocastics
{uH} ey, On ara Vo = [%, 1) amb trajectories continues tals que satisfan els blocs d’hipotesis

AiBienelcas Hy = % també la condici6 (C) i per tant podem aplicar el Teorema [5.2.14
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Exemple 5.3.1. Considerem la familia de processos estocastics {uH}HGVO definits per
u' = {utH = B;I(t), t € 10,71} on f:[0,T] — Ry és una funcio continua en [0,T]. Sigui
{XH,H € W}, la familia d’integrals estocastiques tipus Russo-Vallois definides en .

Aleshores,
H £ [ Hy

X =X 7,

quan H — Hy en €(]0,T1).

. . L N H N
Demostracio. Primer de tot comprovem que el procés estocastic u  satisfa els blocs

d’hipotesis A, B i per H = % també satisfa la condicio (C).

e Condicio (Al): Existeix p > 2 tal que

T

H

/ sup Elug |Pds < +00.
0 HeW

En efecte, de fet per a tot p > 0,

T
/ sup E\Bf(s |Pds < C, / sup |f(s)[Pds < +o0,
0 HeVp HeVy

ja que f és continua en [0, 7.
e Condici6 (A2): Existeix p > 2 tal que
T H H
sup / sup E|D, u, |Pdr = K, < 4o0.
HeV, IG[O,T]
H H
Sabem que D, By = 1jo,f(s)] (r). Per tant,

T T
sup / sup E|D Bf(s |Pdr = sup / sup 1y p(sy(r)dr < T < +o0,
HeVp JO  s€[0,T] HeVp JO  s€[0,T]

e Condicio (B1)

T
H H
lim sup sup/ Elu, —Us_y|2d820.
0=0 HeVy |y|<s

En efecte, se satisfa que

T T
H
sup SUP/ Elu; —u,_,*ds = sup SUP/ £ (s) = f(s —y)?ds
HeVy |y|<s JO HeVy |y|<é

T
<Cp s [17(9) = (s = w)lds

lyl<é /O

i donat que f és uniformement continua, aixo tendeix a 0 quan é — 0.

e Condici6 (B2): Existeix p > 21ip > 2H 7 tal que

T /T
lim sup sup / / E\Dfuf - Dfuf_y]pdrds =0.
=0 HeVy |y|<s
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En efecte, tenim que

T T
H H H H
sup sup/ / E|D, uy — D, u,_,|Pdrds
HeV |y|l<éJ0o  JO

T T
= sup /0 /O 11j0,7(s)) () — Ljo, f(s—y) (7)[Pdrds

ly|<é

T T
= sup / / Li(s)Af(s—1),f(s)V F(s—y)] (T)drds
ly|<sd JO JO

T

< sup / F(s) — F(s — v)lds,
ly|<d JO

i aquest darrer terme tendeix a 0 quan & — 0, per ser f uniformement continua, per a

tot p > 0 i en particular, per a tot p > 2.

e Finalment, comprovem la condicié (C).

+

Els candidats a les derivades D" i D™ son, respectivament:

. H H .
Jim Doy = Hm o pp) (1) = Lo, gy ()

H H
lim D = lim 1 =1 -
Jim Dy = Hm Lo, ) (1) = Lo, (1)

Definim, doncs,
H+ H

D, u, = 1o pry(7)

H— H

D, u, = 1,5y (r)
i comprovem que se satisfa la condicié (C).
Siguin m, _; = ming(qy) {fr—y), f(r)} i M, ; = max,coy) {fr—y), f(r)}.

Aleshores, tenim que

T T
H— H H H
SUP/ sup E|D," u, — D, Ur_ylpdT</ Sup 1is(r—y)Af(r), f(r—y)v ) (T)dT
HeVp JO 0O<y<d 0 O<y<é

T
S A 1[mr,6’Mr,5](T)dT - O’
quan § — 0, pel Teorema de la Convergéncia Dominada.

Ara considerem m,_; := miny (g ) {f(r—y9), f(r)}i ]/\\41’5 '= maXye(o,5) {f(r—y), f(r)}.

De forma similar es pot provar que

T T
H+ H H H
sup / sup E|Dr Up — Dr ur—y’pdr g/ sup 1[f(rfy)/\f(r),f(rfy)\/f(r)] (T‘)d?"
HeVp Jo —6<y<0 0 —8<y<0

T
g/o 1[77%«,571‘7 ](r)dr—>0,

quan 6 — 0.




5. Continuitat en llei de la integral simétrica tipus Russo-Vallois. Cas H > % 89

Fins aqui hem vist que se satisfan les hipotesis dels Blocs A, B i per H = %, la condici6 (C).
Ens falta comprovar la convergéncia en llei conjunta
(", B") 5 (™, B

?B )

en (%([0,7]))?, quan H — H.
Com la funcio f : [0,7] — Ry és continua, pren valors en un cert interval [0,7”] tal que

podem suposar [0,7] C [0,7"]. Definim el funcional segiient:

v: (0,7 — (€(0,T)))>
r = Y(x) = (zof, @y, ,)

on |, denota la restricci6 de = a l'interval [0, 7.

0,7]
Comprovem que aquest funcional ¥ és continu. En efecte, donat n > 0 existeix un § > 0
tal que si z, y € €([0,1"]) tals que sup;cpo7v [2(t) — y(t)| <, aleshores:

sup [(f(1)) — y(F(D)) < sup |a(v) —y(v)| <O,
te[0,T ve[0,77]

Tenim que
H H

H H H
Com {B"} convergeix en llei cap a BHo en €([0,T"]) i ¥ és continua tenim que

(", B") £ (ufo, B0y,

en (€([0,77))?
Hem comprovat doncs que es compleixen les hipotesis del Teorema [5.2.14]i per tant, aplicant

aquest resultat obtenim la convergéncia en llei que voliem provar. O

5.4 Prova de la Proposici6 [5.1.4

Demostracio. Per provar l'existéncia de la integral tipus Russo-Vallois i la igualtat (5.1.7) ho
farem en dos passos.
Usant la propietat (5.1.2)) de la integral de Skorohod tenim que per a tot € > 0,

1 [t 1]2 12 1 [t 1)2
% 0 uS(Bs-l-E_Bs—a)dSZ 278 0 us0 (1[sfa,s+€]('))ds
_ L 5 ds+ - (D01 d
_?E 0 (us [s—a,s—i—a](')) 8+27’:‘ 0( . Us, [s—s,s+a}(')>L2([O,T}) $
12 1 t e
=9 ((U1[0,t])€)+2€/0<D. Uss L[s—c s4¢)(*)) L2(j0,17)d8
1 t s+e
_(512((u1[0,t])8)+2€/0 / Dimusdrds (5.4.1)
S—¢€
on estem usant la notacid
1 s+¢€
e _ d
v 52 VpdT
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e PAS 1:

Per a u € DY2(L2([0,T))) , el procés u® aproxima el procés u en D2(L2([0,T])) i com

a conseqiiéncia tenim la convergéncia en L?(£2) de la integral indefinida de Skorohod:

12

ey E— |
5" (ulpo)?) =3 6" (ulpy).

Comengarem veient que aquest procés u® satisfa les seglients desigualtats:

(i)
il

(5.4.2)

||U L2([0,T]) \ H ||L2([0T]

(i)

[ Dwe| < || Dull (5.4.3)

L2([0,772) > L2([0,1]2)"

En efecte, usant l'expressio (5.2.7) de uS i les propietats de la convolucié tenim la

desigualtat segiient:

T T )
012,y = [ TP =[] [ ey ds
2o f, o I Jr

T
</ /Ius—yl%a(y)dyds

0 R

T

Z/ws(y)/o |us—y|*dsdy

<MulP, o0

De forma similar també es pot acotar superiorment ||D u||?

’D UEPdes
L2([o,T]?
s /0 /0 (/R |Dil2usy|2¢€(y)dy> drds
T T 12 9
_/R / / |Dr us—y| deS (ps(y>dy

12
=D "ulf?

L2([0,72)"

1D e

L£2([0,112) "

Sigui ?T I’espai de processos simples u de la forma

m—1

F;1

Iyt 411
=0

<.

on Fj € DZ?{ acotat, DFj € L*(, L*([0,T])) i 0 =t1 < -++ < ty, =T.

Com que (QT és dens en DM2(L2([0,T])) respecte la norma || - aleshores

H]D)l 2(L2([0 7))

sabem que existeix una successio {u"} C ?T de processos simples tal que u™ — wu en

la norma || - || ,» quan n — o0,

pL2(L2([0,11)
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Tenint en compte aquest fet i usant les desigualtats (5.4.2)) i (5.4.3)) que hem provat

anteriorment, obtenim que

Hun75 E”DI,Q(LQ([O’T])) = EHun’E - EH

+ E||Du™* — Duf||?,
L2([0

L2([0,T7)

< JJu" — ul| — 0.

DL2(L2(10,T)) p—oo

T)2)

Com a conseqiiéncia d’aquesta convergéncia, tenim que §' (u™®) — 5" (uf), en L2(9),
quan n — oco. Es pot veure de forma senzilla aplicant aquesta convergéncia i la propietat
(5.1.2)) de la integral de Skorohod:

112 12

B (u") =6 (u9)? < Bllu™ — |2 + B[ Du™ — Duf||?

L2([0,T7)

< Jlu™e — | — 0. (5.4.4)

DL2(L2([0,T])) p—oo

L2([0,T]2)

Aixi doncs, prenem una successié de processos simples {u"} de ?T tals que u” — u
en la norma de l'espai DV2(L2([0,7])) quan n — oo. Aleshores, intercalem aquests

processos i escrivim

12 1]2

E‘(Sl‘z((U1[07t])€) _5 (Ul[o,t])|2 <3 <E|51‘2((U1[0,t])8) -4 ((u”l[o,t])€)|2

‘ n € | n ‘ n |
‘*‘E|51 2((“ 1p,4)°) — 5 2(“ 1[0,t])‘2 + E“Sl 2(” L) — 5 Q(U1[0,t})‘2> .

Pel que hem vist a (5.4.4)), sabem que per a tot £ > 0 hi ha un enter n¢ tal que per a

tot n = ng, tenim que

B8 ((ul)?) — 6" ("1 )°)? < €

Bl (w1 ) — 6" (ulp)? < €.

Per tant, podem afirmar que per a tot £ > 0, existeix n¢ tal que per a tot n = ng,

1]2 12

Bl (ulp)7) — 6" (ulp)? < 3 (E|51‘2((“n1[0,t])6) =0 (WM )l® + 5) '

La prova s’acaba tenint en compte que per a cada n,
(u"1jo4)° — ulpy,
en DY2(L2([0,T)]) quan & — 0.

e PAS 2:
Tractem el segon sumand de (5.4.1)), és a dir, la convergéncia en L'(2) d’aquest cap al

terme traca:

1 t
% 0<D ul[S 88+5]>L2(0T)d3— // D usl[S e 542 ( drds—>/ V *updr,
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quan € — 0. Recordem que

12
T

1/2,— 1/2,4+

V, ur=D," u,+ D,

U
Tenint en compte aquesta igualtat, intercalem el terme

1]2,— 1]2,+
r ur]—{r<s<r+5} + Dr

en
t r+e t

E‘/ 1 / Dilzusds dr—/ 1Vipurdr‘
0 2e r—e 0 2

t r+e
1 1]2 1]2,— 12,4
< E‘/O (25—:/ (D, us — D, Urlyrcscryey — D, Url{r—s<s<r})d3> dr‘
r—E&

D url{r—€<s<r}

L1 [T - 112,+ 1_ 12
+ E‘ % (Dr uTl{r<s<r+€} + D, uT]—{r75<s<r} - ivr uT)dS d?"‘.
0 € Jr—e
El primer terme de la banda dreta de la desigualtat tendeix a zero quan € — 0.

En efecte, si I'escrivim de la forma segiient:

t r+e
1 12 1]2 12 _ 12 2 L 12
E‘/O (25/ (D ug” = Dy 1{T<S<T+€}_Dr 7+ur 1{re<s<r})d3> dr‘
T

—&

t 1 r
< E’/ <2/ (Dimu;|2 — D:"Q’_u:np)ds) dr’
0 € Jr—e

t 1 r4e
+aE‘J/ (j/ ([ﬁQULQ—uDy{+u?6ds>ch
0 2e r

es pot veure que esta acotat superiorment per

)

t t
12 12 112 _ 1]2 112 12 12 12
/ sup E|D, u, —D, "u, |d7’+/ sup E|D, u, — D, Tu, |dr
0 0

r
r—e<s<r r<s<r-4e

Aixi doncs, aplicant les condicions (5.1.5)) i (5.1.6)), provem que aquest terme tendeix a

zero quan € — 0.

Pel que fa al segon terme, si I’expressem de forma adient tenim que és igual a zero:

VA Y TP 12 1
‘0 = (D" "L pcseriay + Dy F il ccocry — 5 Vrur)ds w‘
r—¢€

tr1 e e 1 [t a2
= ’ % D, " urlpcsorqeads | dr — 3 D, "uydr
0 € Jr—e 0

tr1 [rte 12 1 [t e n
+ % D, Tuply_ccsopyds drfi D, urdr‘
0 € Jr—e 0

=0.

Per tant, tenim la convergéncia en L(£2) del terme traca:

1t e L BT
? <D u, 1[s—a7s+8]>L2([0,T])dS — / EVT urdr,
€Jo 0

quan € — 0.
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