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Introducció

El moviment Brownià fraccionari és un procés Gaussià introduït per Kolmogorov al 1940 en

[Kol40] i estudiat amb més detall per Mandelbrot i Van Ness al 1968 en [MVN68]. Aquest

procés estocàstic que és una generalització del moviment Brownià estàndard s’ha utilitzat en la

modelització de determinats fenòmens en diferents camps que van des de la física, l’enginyeria

o la hidrologia fins a la biologia i l’economia, entre d’altres.

Aquesta família de processos depèn d’un paràmetre H que pren valors a l’interval (0, 1) i

és anomenat paràmetre de Hurst degut al treball de l’hidròleg anglès Hurst sobre el cabal del

riu Nil (veure [Hur51]). En el cas particular que H = 1
2 tenim el moviment Brownià estàndard

i en funció de si H és major o bé menor que 1
2 presenta propietats molt diferents. Si H > 1

2 les

seves trajectòries són més regulars que les del moviment Brownià estàndard i s’utilitza com

a model en situacions de dependència a llarg termini (en anglès, long-range dependence). En

canvi, si H < 1
2 les trajectòries són més irregulars que les del moviment Brownià estàndard.

Una de les eines més importants per tractar aquests problemes ha estat la construcció

d’un càlcul estocàstic associat a aquests processos que necessita, en general, idees diferents a

les usades en el càlcul estocàstic ordinari, ja que els moviments Brownians fraccionaris no són

semimartingales per a cap valor del paràmetre H 6= 1
2 .

A partir del desenvolupament del càlcul estocàstic respecte el moviment Brownià fraccionari,

s’ha estudiat diversos funcionals d’aquest procés com per exemple el temps local

(veure [Kah85] i [CNT01]) i diferents tipus d’integrals estocàstiques, entre d’altres.

Sovint en estadística es necessita estimar el valor real del paràmetre H d’un moviment

Brownià fraccionari ja que a la pràctica, en general, aquest valor és desconegut. Per altra

banda, és fàcil comprovar que la família de moviments Brownians fraccionaris convergeix en

llei, en l’espai de les funcions contínues, cap a BH0 quan H → H0.

Teorema. (veure Teorema 1.2.1) La família de moviments Brownians fraccionaris

{BH
, H ∈(0, 1)} convergeix en llei cap a BH0 en l’espai C ([0, T ]) quan H tendeix a H0.

Tenint en compte aquest teorema és interessant considerar alguns funcionals del

moviment Brownià fraccionari i estudiar si conserven aquesta propietat, és a dir, ens
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IV Introducció

podem preguntar si la seva llei es manté a prop de la del funcional corresponent per BH0 , quan

H tendeix a H0. A més, aquest tipus de resultats justifiquen d’alguna manera que s’usi com a

model un moviment Brownià fraccionari BĤ on Ĥ és l’estimació del valor real del paràmetre

de Hurst H.

En aquest treball hem considerat els funcionals donats pel temps local, les integrals

mútiples tipus Itô i tipus Stratonovich de funcions deterministes i la integral simètrica

tipus Russo-Vallois de processos estocàstics no adaptats. Tots aquests funcionals donen lloc

a processos amb trajectòries contínues i per tant hem estudiat la continuïtat respecte el

paràmetre de Hurst de les lleis d’aquests funcionals dins l’espai de les funcions contínues.

Per demostrar la convergència en llei dels diferents funcionals en l’espai de les funcions

contínues hem seguit el procediment habitual, primer provar l’ajustament de la família de lleis

i després la convergència de les distribucions en dimensió finita.

El primer funcional del moviment Brownià fraccionari que estudiarem és el temps local i

el nostre resultat principal és el següent:

Teorema. (veure Corol.lari 2.3.3) Donat H0 ∈ (0, 1), la família {LH}H∈(0,1) de temps

locals dels moviments Brownians fraccionaris convergeix en llei al temps local LH0 de BH0

en C ([−D,D]× [0, T ]), per a qualsevol D, T > 0 , quan H tendeix a H0.

La resta de funcionals que tractarem en aquesta memòria són diferents tipus

d’integrals estocàstiques.

Al Capítol 3 provem la continuïtat respecte el paràmetre H de les lleis de les integrals

múltiples estocàstiques tipus Itô i Stratonovich de funcions deterministes quan H tendeix a

H0 ∈
[

1
2 , 1
)

amb H > 1
2 . Per a la integral múltiple estocàstica tipus Itô, la classe d’integrands

que prenem és un subconjunt del seu domini, l’espai de funcions de L2([0, T ]n). Per aquest

tipus d’integral el resultat principal obtingut és:

Teorema. (veure Teorema 3.2.7) Sigui f ∈ L2([0, T ]n) una funció simètrica. Aleshores, la

família de lleis en C ([0, T ]) dels processos {IH

n (f), H ∈ (1
2 , 1)} convergeix feblement cap a la

llei de IH0

n (f), quan H tendeix a H0 ∈ [12 , 1), on IH

n (f) denota la integral múltiple tipus Itô

de f respecte BH entesa com a procés.

Tal i com veurem en el proper teorema, també per a la integral múltiple tipus Stratonovich

ens hem hagut de restringir a un subconjunt del domini, en aquest cas la classe d’inte-

grands és l’espai de funcions contínues C ([0, T ]n). Aquestes restriccions es deuen a que no es

coneixen gaires conjunts de funcions integrables Stratonovich respecte el procés de Wiener (i

un d’aquests és precisament C ([0, T ]n)) i també a les dificultats que hem tingut a l’hora de

provar l’ajustament usant el Criteri de Billingsley (veure Teorema 1.1.14).
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El nostre resultat principal per a la integral múltiple tipus Stratonovich és el teorema

següent:

Teorema. (veure Teorema 3.3.8) Sigui f ∈ C ([0, T ]n) una funció simètrica. Aleshores, la

família de processos {IS,H

n (f),H ∈ (1
2 , 1)} convergeix en llei a IS,H0

n (f) en l’espai C ([0, T ]),

quan H tendeix a H0 ∈ [12 , 1), on IS,H

n (f) denota la integral múltiple tipus Stratonovich de f

respecte BH , entesa com a procés.

Un cop provada l’estabilitat en llei de les integrals múltiples tipus Itô i Stratonovich amb

H > 1
2 , ens hem plantejat estudiar resultats similars per H < 1

2 . Degut a la complexitat

del propi domini de la integral estocàstica per H < 1
2 i a la dificultat que suposa provar

l’ajustament, només veiem la continuïtat respecte el paràmetre H de les lleis de la integral

estocàstica de primer ordre.

El resultat principal per a la integral estocàstica de primer ordre respecte BH amb H < 1
2

és el següent:

Teorema. (veure Teorema 4.2.4) Sigui f ∈ LH′

T
amb H ′ < H0 i H0 ∈ (0, 1

2 ], on LH′

T
és el

domini de la integral estocàstica de primer ordre respecte BH′ . Aleshores, la família d’integrals

de primer ordre {IH

1 (f)}
H∈(H′, 12 ]

convergeix en llei cap a IH0

1 (f), en l’espai C ([0, T ]), quan

H → H0.

El darrer funcional que tractem al Capítol 5 és la integral simètrica tipus Russo-Vallois

(introduïda en un context general a [RV93]) respecte el moviment Brownià fraccionari (amb

H ∈ V0 on V0 és un cert interval contingut en
[

1
2 , 1
)
) per a processos estocàstics no adaptats

u
H . En aquest cas hem hagut d’imposar una sèrie d’hipòtesis que tot seguit descriurem

breument (Bloc A, Bloc B i Condició C).

El Bloc A (veure pàg. 72) conté cotes uniformes en H dels moments d’ordre p del procés i

de la derivada de Malliavin. En canvi, les hipòtesis del Bloc B (veure pàg. 76) són condicions

de regularitat, uniformes en H, de les trajectòries del procés i de la seva derivada de Malliavin.

Finalment, la Condició C (veure pàg. 79) és una hipòtesi sobre la derivada de Malliavin

necessària per definir la traça del procés en un entorn d’H0 = 1
2 . Aquesta última condició

implica que el procés u1|2 és integrable Stratonovich.

El resultat principal obtingut per a la integral estocàstica tipus Russo-Vallois és el següent:

Teorema. (veure Teorema 5.2.14) Sigui {uH}H∈V0
una família de processos estocàstics amb

trajectòries contínues tals que satisfan els blocs d’hipòtesis A i B i en el cas que H0 = 1
2 també

la Condició C i a més,

(u
H
, B

H
) L−→ (u

H0
, B

H0 ),
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en (C ([0, T ]))2 quan H → H0. Aleshores, la família de les lleis de les integrals estocàsti-

ques tipus Russo-Vallois {
∫ t
0 u

H

s dB
H

s , t ∈ [0, T ]}H∈V0
convergeix feblement cap a la llei de

{
∫ t
0 u

H0

s dB
H0

s , t ∈ [0, T ]} en C ([0, T ]) quan H → H0.

Els resultats del Capítol 2 i del Capítol 3 estan publicats als articles següents:

• M. Jolis, N. Viles Continuity in law with respect to the Hurst parameter of the local

time of the fractional Brownian motion. J. Theoret. Probab. 20 (2007), no. 2, 133–152.

• M. Jolis, N. Viles Continuity with respect to the Hurst parameter of the laws of the

multiple fractional integrals. Stochastic Process. Appl. 117 (2007), no. 9, 1189–1207.

Estructura de la memòria

Aquesta memòria consta de cinc capítols autocontinguts, de manera que cada capítol es pot

llegir de forma independent (només es necessiten alguns resultats del capítol de Preliminars)

i s’encapçala amb una introducció i una secció de preliminars.

En el primer capítol es donen algunes definicions i resultats de convergència feble de

probabilitats i de convergència en llei de variables aleatòries i processos estocàstics, tant en el

cas uniparamètric com en el cas biparamètric que s’usaran en diversos capítols d’aquest treball.

També es fa una breu introducció del moviment Brownià fraccionari , comentant algunes de

les seves propietats característiques i les aplicacions que motiven. En aquest capítol es troba

el resultat essencial de convergència en llei que ha motivat la realització d’aquesta memòria.

Al segon capítol s’estudia la continuïtat respecte el paràmetre de Hurst de les lleis d’una

família de temps locals respecte el moviment Brownià fraccionari.

En el tercer capítol es prova la convergència en llei de les integrals estocàstiques múltiples

tipus Itô i Stratonovich de funcions deterministes respecte el moviment Brownià fraccionari

amb H ∈ (1
2 , 1).

En el quart capítol s’estudia la convergència en llei de la integral simple d’una

funció determinista però respecte el moviment Brownià fraccionari amb paràmetre de Hurst

H ∈ (0, 1
2).

En el darrer capítol de la memòria s’usa el càlcul estocàstic de variacions, conegut amb

el nom de càlcul de Malliavin i es prova la continuïtat respecte el paràmetre de Hurst de les

lleis de la integral simètrica tipus Russo-Vallois per H en un cert interval contingut en [12 , 1)

quan H està a prop d’H0.
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unes línies que vaig escriure i les dedico a tots els que l’atzar us condueixi fins aquí:

U�n�a� �s�u�c�c�e�s�s�i�ó �e�n�c�a�d�e�n�a�d�a� �d�e �s�o�m�r�i�u�r�e�� �l�a�t�e�n�t��
�t�e�i�x�e�i�x �a�m�b �i�m�a�t�g�e�� �u�n�a� �m�o�t�x�i�l�l�a� �d�e �s�a�c.
D�i�s�s�i�m�u�l�a�t��, �t�r�a�n�s�p�a�r�e�n�t��, �g�e�n�e�r�o�s�o��,
�c�o�o�p�e�r�e�n� �i� �r�e�g�a�l�e�n� �m�i�r�a�d�e�� �c�o�n�f�i�d�e�n�t��,
�a�l�i�m�e�n�t�e�n� �a�m�b �f�e�t�� �p�a�l�p�a�b�l�e�� �l�e�� �a�r�r�e�l�� �d�e �l��a�m�i�s�t�a�t.

E�m�b�r�i�a�g�a�t�� �d�'�e�s�p�e�r�a�n�ç�a� �i� �e�n�c�e�s�o�� �p�e�r� �l�a� �i��l.�l�u�s�i�ó
�c�o�n�v�e�r�g�e�i�x�e�n� �a� �l�a� �t�e�r�r�a� �d�e�l�� �s�o�m�n�i��, �l�l�i�u�r�e�� �d�'�i�n�c�e�r�t�e�s�e��
�b�e�s�c�a�n�v�i�e�n� �d�i�n�à�m�i�q�u�e�� �d�e �g�r�u�p� �i� �i�n�i�c�i�a�t�i�v�e��
�s�e�g�e�l�l�e�n� �a�m�b �t�i�n�t�a� �e�l �c�o�m�p�r�o�m�í�� �d�e �n�o�u�� �r�e�p�t�e��.

D�e �t�a�n�t �e�n� �t�a�n�t, ��'�e�n�d�i�n�s�e�n� �a�l �b�o�s�c �d�e�l�� �t�e�o�r�e�m�e��,
�i� �m�a�l�g�r�a�t �l�a� �b�o�i�r�a� �d�e�s�c�o�b�r�e�i�x�e�n� �n�o�v�e�� �d�r�e�c�e�r�e��
�f�o�n�d�e�g�e�n� �l�a� �v�a�l�l �d�e �l�a� �t�e�n�d�r�e�s�a�, �n�e�t�a� �d�'�i�n�j�u�s�t�í�c�i�e��,
�v�i�a�t�g�e�n� �a�m�b �o�p�t�i�m�i�s�m�e, �s�e�n�s�e �p�a�r�a�n�y�� �n�i� �m�e�n�t�i�d�e��.
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A�l�u�m�n�e�� �d�e �l��a�t�z�a�r� �d�i�c�t�e�n� �l�e�� �r�e�g�l�e�� �d�e�l �j�o�c,
�a�c�o�t�e�n� �l��e�f�e�r�v�e�s�c�è�n�c�i�a� �d�e�l�� �m�o�m�e�n�t�� �q�u�e �c�o�m�p�a�r�t�e�i�x�e�n�
�t�r�e�n�c�a�n�t �l�e�� �c�a�d�e�n�e�� �d�'�u�n� �s�i�l�e�n�c�i� �p�a�u�s�a�t
�e�s�b�o�s�s�a�n�t �a�m�b �g�u�i�x �c�a�m�i�n�� �d�e �l�l�i�b�e�r�t�a�t.

O�b�r�e �e�l�� �u�l�l��, �m�i�r�a� �a�l �t�e�u� �v�o�l�t�a�n�t,
�e�s�c�o�l�t�a� �e�l �s�o �j�u�g�a�n�e�r� �d�'�a�q�u�e�s�t�� �m�o�t�� �d�i�a�t�ò�n�i�c��,
�a�p�a�, �d�ó�n�a�'�m� �l�a� �m�à�:
`̀T�o�t �e�s�t�à� �p�e�r� �f�e�r� �i� �t�o�t �é�� �p�o�s�s�i�b�l�e.''

Biosca, abril 2009



Capítol 1

Preliminars

En aquest capítol presentem algunes de les definicions i resultats que utilitzarem al llarg

d’aquest treball. A la primera secció introduïm els resultats sobre convergència en llei.

Dediquem la segona secció al moviment Brownià fraccionari esmentant algunes de les seves

principals propietats i demostrant un resultat de convergència en llei. Finalment, a la tercera

secció presentem un resultat general que serà l’eina principal per provar la convergència de

les distribucions en dimensió finita dels processos estocàstics considerats.

1.1 Resultats principals sobre convergència en llei

Començarem veient la convergència feble per a mesures de probabilitat i després ho

particularitzem a les lleis de variables aleatòries i processos estocàstics.

1.1.1 Convergència feble de mesures de probabilitat

Considerem un espai mètric G dotat amb la σ-àlgebra de Borel, E . Denotem per P(G) l’espai

de les mesures de probabilitat en (G, E).

El següent resultat, conegut com Teorema de Portmanteau, mostra diferents definicions

equivalents sobre la convergència feble d’una successió de mesures de probabilitat {Pn} en

(G, E) cap a una certa mesura de probabilitat P .

Teorema 1.1.1. (Theorem 2.1, [Bil68]) Siguin Pn i P mesures de probabilitat en (G, E). Les

següents condicions són equivalents:

(i) lim
n→∞

∫
f dPn =

∫
f dP , per a tota f : G −→ R contínua i acotada.

(ii) lim sup
n→∞

Pn(A) 6 P (A), per a tot A tancat.

(iii) lim inf
n→∞

Pn(A) > P (A), per a tot A obert.

(iv) lim
n→∞

Pn(A) = P (A), per a tot A ∈ E tal que P (∂A) = 0.

D’aquestes condicions, la més utilitzada i la que establirem com a definició és la condició (i).

1
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Definició 1.1.2. Direm que una successió de mesures de probabilitat {Pn, n > 0} definides

en (G, E) convergeix feblement cap a una altra mesura de probabilitat P i ho denotem per

Pn
w−→ P,

si ∫
G
f(x)Pn(dx) −→

n→∞

∫
G
f(x)P (dx),

per a tota funció f : G −→ R contínua i acotada.

Tot seguit introduïm les definicions de conjunt relativament compacte i ajustat que més

endavant usarem per provar la convergència feble.

Definició 1.1.3. Es diu que un conjunt A ⊂ P(G) és relativament compacte si tota successió

d’elements d’aquest conjunt té una subsuccessió feblement convergent.

Definició 1.1.4. Un conjunt A ⊂ P(G) és ajustat si per a tot ε > 0 existeix un compacte K

en G tal que µ(G \K) 6 ε, per a tota µ ∈ A.

1.1.2 Convergència en llei de variables aleatòries.

Associada a la convergència feble de mesures, tenim la convergència en llei d’una successió de

variables aleatòries a valors en G.

Sigui (Ω,F , P ) un espai de probabilitat i X una variable aleatòria que pren valors en un

espai mètric G. Anomenarem llei o distribució de X, a la mesura imatge P ◦X−1. Aquesta

mesura de probabilitat la denotarem per L (X) i pertany a P(G).

Definició 1.1.5. (veure pàg. 24, [Bil68]) Considerem una successió de variables aleatòries

{Xn, n > 0} que prenen valors en G, definides en espais de probabilitat (Ωn, Fn, Pn), amb

lleis L (Xn). Direm que {Xn, n > 0} convergeix en llei a X en G i escriurem

Xn
L→ X,

si L (Xn) w→ L (X).

Si denotem per EQ l’esperança matemàtica sota la probabilitat Q, aquesta definició és

equivalent a la següent:

Definició 1.1.6. Direm que Xn
L→ X, si per a tota funció f : G → R, contínua i acotada

tenim que

EPn
(f(Xn)) → EP (f(X)).

Sovint, al llarg d’aquesta memòria, ens interessarà estudiar la convergència en llei de

funcions contínues de variables aleatòries i per aquest motiu enunciem la següent proposició:



1. Preliminars 3

Proposició 1.1.7. (Corollary 1, [Bil68]) Sigui h una funció contínua, h : G → G′, on G i

G′ espais mètrics, i

Xn
L→ X

en G. Aleshores,

h(Xn) L→ h(X)

en G′.

Vegem una aplicació d’aquesta proposició a l’exemple següent :

Exemple 1.1.8. Considerem els espais mètrics G = C ([0, 1]), G′ = R i la funció

h(x) = sup
t∈[0,1]

x(t).

Com que la funció h és contínua, per la Proposició 1.1.7 tenim que si Xn
L→ X en C ([0, 1])

aleshores

sup
t∈[0,1]

Xn(t) L→ sup
t∈[0,1]

X(t)

en R.

Si G = C ([0, T ]m), tot i que les distribucions en dimensió finita determinen la llei de la

variable aleatòria, per tenir convergència en llei no és suficient veure la convergència feble de

les distribucions en dimensió finita (per a les quals podem usar les funcions característiques,

ja que són probabilitats en Rk). En canvi, si afegim que la successió de les lleis {Pn, n > 0}
és relativament feblement compacte aleshores sí que s’obté la convergència en llei.

De fet, en el cas d’un espai mètric arbitrari, el mètode que seguirem per provar la

convergència feble d’una successió de mesures de probabilitat es pot resumir en dos

passos: primer es demostra que la successió és relativament compacte i després, es veu que

tota parcial convergent convergeix cap al mateix límit.

Amb tot això, observem la necessitat d’obtenir criteris que ens assegurin la compacitat

relativa. El criteri principal el dóna el Teorema de Prohorov ja que proporciona una condició

suficient en el cas d’espais mètrics arbitraris i una condició necessària per a espais separables

i complets. Vegem-ho en els teoremes següents:

Teorema 1.1.9. Si un subconjunt A de P(G) és ajustat, aleshores és relativament compacte.

Teorema 1.1.10. Suposem que G és un espai mètric separable i complet. Si un subconjunt

A de P(G) és relativament compacte aleshores és ajustat.

Així, en el cas de tenir espais mètrics separables i complets podem caracteritzar els

subconjunts relativament compactes de P(G):

Teorema 1.1.11. Sigui G un espai mètric separable i complet. Un subconjunt A de P(G)

és relativament compacte si i només si és ajustat.
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1.1.3 Convergència en llei de processos estocàstics continus

Considerem ara que tenim una successió de processos estocàstics {Xn(t) : t ∈ T , n > 0}
a valors en R, parametritzats per un espai mètric compacte T i amb trajectòries contínues.

Podem pensar que els processos Xn són variables aleatòries a valors en l’espai de Banach de

les funcions contínues G = C (T ).

Per demostrar la convergència en llei dels processos Xn cap a un cert procés X en l’espai

G = C (T ), seguirem els passos següents:

(i) Demostrar que la successió de lleis {L (Xn), n > 0} és relativament compacte en

P(C (T )). Pel Teorema de Prohorov, sabem que en un espai mètric separable i complet

és suficient provar que la família de lleis és ajustada.

(ii) Demostrar que tota parcial {L (Xnk
), k > 0} feblement convergent ho és cap al mateix

límit L (X).

La condició (ii) es pot canviar per aquesta altra condició, sovint més fàcil de comprovar:

(ii’) Per a tot k > 1 i per a tot conjunt d’índexs t1, . . . , tk ∈ T ,

(Xn(t1), . . . , Xn(tk))
L−→ (X(t1), . . . , X(tk)), (1.1.1)

en Rk.

Per veure l’ajustament, s’utilitzen criteris basats en la caracterització dels conjunts

relativament compactes (per a la topologia de la convergència uniforme) que ens dóna el

Teorema d’Ascoli-Arzelà.

Considerem l’espai de funcions contínues C ([0, T ]) i prenem la topologia de la convergència

uniforme donada per la distància

ρ(x, y) = sup
t∈[0,T ]

|x(t)− y(t)|.

Es defineix el mòdul de continuïtat wx(δ) d’un element x de C ([0, T ]) com

wx(δ) = sup
|s−t|<δ

|x(s)− x(t)|, 0 < δ < T.

El Teorema d’Ascoli-Arzelà ens diu que:

Teorema 1.1.12. Un subconjunt A de l’espai C ([0, T ]) té clausura compacta si i només si

sup
x∈A

|x(0)| <∞

i

lim
δ→0

sup
x∈A

wx(δ) = 0.
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Com a corol.lari del Teorema d’Arzelà-Ascoli per al cas G = C ([0, T ]) tenim el resultat

següent:

Teorema 1.1.13. (Theorem 8.2, [Bil68]) Una família de mesures de probabilitat {Pλ, λ ∈ Λ}
en C ([0, T ]) és ajustada si i només si

(i) Per a cada η > 0 existeix un α tal que

Pλ{x : |x(0)| > α} 6 η, ∀λ ∈ Λ.

(ii) Per a cada ε > 0, η > 0, existeix un δ ∈ (0, T ), tal que

Pλ

{
x : sup

|s−t|<δ
|x(s)− x(t)| > ε

}
< η, ∀λ ∈ Λ.

A la pràctica s’usen altres resultats que tenen com a base aquest darrer. Un exemple n’és

el Criteri de Billingsley que dóna una condició suficient per provar l’ajustament d’una família

de variables aleatòries a valors en C ([0, T ]) i que presentem a continuació:

Teorema 1.1.14. (Theorem 12.3, [Bil68]) La família de lleis de {Xn; n > 0} en C ([0, T ])

és ajustada si satisfà les dues condicions següents:

(i) La successió {Xn(0)} és ajustada.

(ii) Existeixen constants γ > 0 i α > 1 i F funció contínua i creixent en [0, T ] tal que

P{|Xn(t2)−Xn(t1)| > λ} 6
1
λγ
|F (t2)− F (t1)|α, (1.1.2)

per a tot t1, t2 ∈ [0, T ] i n i λ positius.

Sovint s’utilitza la següent condició sobre els moments dels increments de Xn

E|Xn(t2)−Xn(t1)|γ 6 |F (t2)− F (t1)|α, (1.1.3)

que implica la condició (ii).

Fins aquí hem vist criteris que donen l’ajustament en el cas d’una família de processos

uniparamètrics. En el nostre treball, més precisament en el Capítol 2, necessitarem introduir

resultats que ens permetin provar l’ajustament de famílies de processos biparamètrics.

En aquest sentit, cal citar el Criteri de Chentsov (veure [Cen71]), i el de Bickel i Wichura

(veure [BW71]), per a processos multiparamètrics.

En aquest treball, usarem una generalització del Criteri de Billingsley (veure Teorema

1.1.14) per a processos continus i amb paràmetre bidimensional.



6 1.2. El moviment Brownià fraccionari

Teorema 1.1.15. (veure [Yor83]) Considerem {Xn}n∈N una família de processos en

C ([0, T ]× [−D,D]). Sigui Pn la llei imatge del procés Xn definida en C ([0, T ]× [−D,D]). La

família de lleis {Pn}n∈N associada a la família de processos {Xn}n∈N és ajustada si existeixen

pi > 0, i = 1, 2, 3, 4, α, β, γ > 1, F , G funcions contínues i creixents tals que:

(i) E|Xn(0, 0)|p1 <∞.

(ii) E|Xn(0, t2)−Xn(0, t1)|p2 < (F (t2)− F (t1))α.

(iii) sup
n
E(|Xn(s2, 0)−Xn(s1, 0)|p3) < (G(s2)−G(s1))β, per a tot s1 6 s2.

(iv) sup
n
E|X([s1, s2]× [t1, t2])|p4 < (|s2 − s1||t2 − t1|)γ, per a tot (s1, t1) 6 (s2, t2),

on X([s1, s2]× [t1, t2]) = X(s1, t1) +X(s2, t2)−X(s1, t2)−X(s2, t1).

1.2 El moviment Brownià fraccionari

Un procés Gaussià centrat BH
= {BH

t , t ∈ [0, T ]}, definit en un espai de probabilitat

(Ω,F , P ), s’anomena moviment Brownià fraccionari amb paràmetre de Hurst H ∈ (0, 1)

si té funció de covariància

RH (t, s) = E(B
H

t B
H

s ) =
1
2
(s2H + t2H − |t− s|2H). (1.2.1)

Quan H = 1
2 aquest procés és el moviment Brownià estàndard.

Gràcies a la representació integral del moviment Brownià fraccionari en termes del

moviment Brownià estàndard proporcionada per Mandelbrot i Van Ness (veure també

Samorodnitsky i Taqqu [ST94]) que presentem a continuació, es pot veure que la funció

de covariància RH és realment una funció de covariància, és a dir, és una funció simètrica i

definida positiva,

B
H

t =
1

C1(H)

∫
R
[((t− s)+)H− 1

2 − ((−s)+)H− 1
2 ]dB

1|2
s , (1.2.2)

on {B1|2
(A), A subconjunt de Borel acotat de R} és una mesura Browniana i

C1(H) =
(∫ ∞

0
((1 + s)H− 1

2 − sH− 1
2 )2ds+

1
2H

) 1
2

.

Aquesta representació tot i ser força senzilla té l’inconvenient que el seu domini d’integració

és no acotat. També tenim la representació com a integral d’un nucli determinista respecte

el moviment Brownià estàndard (veure [AMN01], [DÜ99] i [NVV99]):

B
H

t =
∫ t

0
KH (t, s)dB

1|2
s . (1.2.3)
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Aquest resultat és molt útil per la construcció del càlcul estocàstic respecte el moviment

Brownià fraccionari. El nucli KH (t, s) està definit en el conjunt {0 < s < t} i donat per

KH (t, s) = dH(t− s)H−1/2 + dH

(
1
2
−H

)
×
∫ t

s
(u− s)H−3/2

(
1−

( s
u

)1/2−H
)
du,

on dH és la següent constant:

dH =

(
2HΓ(3

2 −H)
Γ(H + 1

2)Γ(2− 2H)

)1/2

.

Tenint en compte aquesta última representació integral (1.2.3) del moviment Brownià

fraccionari en termes del moviment Brownià estàndard podem assegurar l’existència d’un

espai de probabilitat (Ω,F , P ) suficientment gran, de forma que tots els moviments Brownians

fraccionaris hi estan definits i per tant també tots els temps locals corresponents i les diferents

integrals estocàstiques que estudiem. Això farà que tots els moments que considerem seran

calculats respecte la mateixa probabilitat P , independentment del paràmetre H.

Una de les propietats importants que caracteritza el moviment Brownià fraccionari és la

propietat d’autosimilitud : Per a tota constant positiva a, els processos {a−HB
H

at, t ∈ [0, T ]}
i {BH

t , t ∈ [0, T ]} tenen la mateixa llei. Aquesta propietat és conseqüència immediata del fet

que la funció de covariància és una funció homogènia d’ordre 2H.

La variància dels increments del procés BH en un interval [s, t] és

E(|BH

t −B
H

s |2) = |t− s|2H . (1.2.4)

Això implica que el procés té increments estacionaris.

Pel Criteri de continuïtat de Kolmogorov i la funció de variància (1.2.4) es pot veure

fàcilment que el moviment Brownià fraccionari té una versió amb trajectòries contínues.

A més, aplicant la desigualtat de Garsia-Rodemich-Rumsey, es pot provar el següent

mòdul de continuïtat de les seves trajectòries: Per a tot ε > 0 i T > 0, existeix una

variable aleatòria no negativa Gε,T tal que E(|Gε,T |p) <∞ per a tot p > 1, i

|BH

t −B
H

s | 6 Gε,T |t− s|H−ε, (1.2.5)

per a tot s, t ∈ [0, T ]. Això significa que el paràmetre H controla la regularitat de les

trajectòries, que són Hölder contínues d’ordre H − ε, amb ε > 0.

Usant la següent representació integral de la funció de variància per H > 1
2 (veure [Nua03])

Cov(B
H

t −B
H

s , B
H

v −B
H

w ) = H(2H − 1)
∫ w

v

∫ t

s
|r − u|2H−2dudr, (1.2.6)

es pot veure fàcilment que la covariància de dos increments qualssevol és positiva si H > 1
2 .

Notem que per H < 1
2 , l’expressió (1.2.6) per a la covariància no és correcta a no ser que els
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intervals no tinguin intersecció ja que si els intervals s’intersecten la integral que obtenim és

divergent. Tot i amb això es té que la covariància dels increments corresponents a intervals

disjunts, Cov(BH

t −B
H

s , B
H

v −B
H

w ), és negativa per H < 1
2 .

Una diferència molt important d’aquest procés respecte el moviment Brownià estàndard

és que per H 6= 1
2 no és una semimartingala (per al cas H > 1

2 , veure exemple 4.9.2, [Lin95]

i [LS89]) i per tant, això implica que no es pot usar el càlcul estocàstic clàssic desenvolupat

per Itô.

Finalment, vegem el resultat següent de convergència feble que ha motivat aquest treball

i que usarem més endavant per provar la convergència feble de funcionals d’aquest procés:

Teorema 1.2.1. La família de moviments Brownians fraccionaris {BH
, H ∈ (0, 1)}

convergeix en llei cap a BH0 en l’espai C ([0, T ]) quan H tendeix a H0.

Demostració. Començarem veient l’ajustament. Pel Criteri de Billingsley (veure Teorema

1.1.14) és suficient provar que

sup
H∈(0,1)

E[|BH

t −B
H

s |β] 6 K(F (t)− F (s))1+α, (1.2.7)

on α, β > 0 i F una funció contínua i creixent.

Com que BH és un procés Gaussià i centrat sabem que els moments d’ordre 2k es poden

expressar en termes del moment d’ordre 2, de la forma següent,

E[|BH

t −B
H

s |2k] =
(2k)!
2kk!

[E(B
H

t −B
H

s )2]k. (1.2.8)

En aquest cas tenim que

E[|BH

t −B
H

s |2k] =
(2k)!
2kk!

|t− s|2Hk. (1.2.9)

A partir de l’expressió anterior, observem que no és possible trobar una k de forma que

l’exponent 2Hk sigui major que 1, per a tot H ∈ (0, 1). Per tant, ens hem de restringir a un

entorn d’H0. En efecte, per H en un entorn d’ H0, (H0 − η,H0 + η) ⊂ (0, 1), podem trobar

k de forma que 2Hk > 1. Així, prenent com a funció contínua i creixent F (t) = t obtenim

l’ajustament en un entorn (H0 − η,H0 + η).

Donat que el procés BH és un procés Gaussià centrat amb funció de covariància

RH (t, s) =
1
2
(s2H + t2H − |t− s|2H)

que convergeix a RH0
(t, s) = 1

2(s2H0 + t2H0 − |t − s|2H0) per a tot s, t, quan H tendeix a

H0, tenim que les distribucions en dimensió finita de BH convergeixen cap a les de BH0 . Tot

això implica que la família de processos {BH
, H ∈ (0, 1)} convergeix en llei cap a BH0 en

C ([0, T ]), quan H tendeix a H0.
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1.3 Resultat per provar la convergència de les distribucions en

dimensió finita

Tot seguit, enunciem un lema general que serà una eina important per provar la convergència

de les distribucions en dimensió finita dels processos considerats.

Lema 1.3.1. Sigui (E, ‖ · ‖) un espai normat, i sigui {J H}H∈V0
una família d’aplicacions

lineals definides en E (on V0 és un interval que conté H0) i que prenen valors en (L0(Ω))m,

l’espai dels vectors aleatoris m-dimensionals i q.s. finits. Denotem per | · | la norma euclidiana

de Rm. Suposem que existeix una constant positiva C tal que, per a qualsevol f ∈ E,

(C) sup
H∈V0

E|J H
(f)| 6 C‖f‖.

Suposem també que, per algun subconjunt dens D ⊂ E, tenim

J H
(f) L−→ J H0 (f), per a tota f ∈ D, quan H → H0.

Aleshores, J H
(f) L−→ J H0 (f), quan H → H0, per a tota f ∈ E.

Demostració. Hem de veure que per a tot h ∈ C 1(Rm) amb derivades acotades es compleix

que

|E[h(J H
(f))]− E[h(J H0 (f))]|

tendeix a zero quan H → H0.

Donat que h ∈ C 1(Rm) i té derivades acotades, existeix una constant C
h

tal que

|h(x)− h(y)| < C
h
|x− y|, ∀x, y ∈ Rm.

Com D ⊂ E és dens en E, tenim que per a tota f ∈ E i per a tot ε > 0 existeix una

funció g ∈ D de forma que ‖f − g‖ < ε
3CC

h
, on C és la constant que apareix a la hipòtesi (C).

Per tant, escrivim:

|E[h(J H
(f))]− E[h(J H0 (f))]| 6 A1 +A2 +A3,

amb

A1 = C
h
E(|J H

(f)− J H
(g)|),

A2 = |E[h(J H
(g))]− E[h(J H0 (g))]|,

i

A3 = C
h
E(|J H0 (g)− J H0 (f)|).

Per la condició (C) el terme A1 es pot acotar superiorment de la forma següent:

A1 6 C
h

sup
H∈V0

E(|J H
(f)− J H

(g)|) 6 C
h

sup
H∈V0

E(|J H
(f − g)|)

6 C
h
C‖f − g‖ < ε

3
.
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De forma similar i novament aplicant la condició (C) es pot veure que el terme A3 també es

pot acotar superiorment per ε
3 .

Així doncs, ja només ens resta estudiar el terme A2. Usant que per a g ∈ D tenim la

convergència en llei següent:

J H
(g) L→ J H0 (g),

i obtenim que el terme A2 també es pot acotar superiorment per ε
3 si H està suficientment a

prop d’H0.



Capítol 2

Continuïtat en llei del temps local del

moviment Brownià fraccionari

En aquest capítol provarem la continuïtat en llei respecte el paràmetre de Hurst de la família

de lleis dels temps locals de moviments Brownians fraccionaris.

S. Berman a finals dels anys 60, principis dels 70 va estudiar en diferents articles (veure

[Ber69b], [Ber69a], [Ber70], [Ber72] i [Ber74]) l’existència i continuïtat del temps local per a

diverses classes de processos Gaussians.

En el primer dels articles de S. Berman (veure [Ber69b]) trobem una de les condicions

principals que ha de satisfer un procés Gaussià amb increments estacionaris per tal de poder

garantir l’existència i la continuïtat del seu temps local. Aquesta condició consisteix en què

existeixi una cota inferior estrictament positiva per al determinant de la matriu de covariàncies

dels increments estandarditzats del procés. Més tard en [Ber70] prova l’existència del temps

local del moviment Brownià fraccionari com a cas particular dels seus resultats.

En aquest treball nosaltres necessitarem usar algunes de les eines desenvolupades per

aquest autor. Concretament, per la prova de l’ajustament usarem les seves tècniques basades

principalment en la transformada de Fourier juntament amb un estudi de la correlació dels

increments de BH quan H pertany a un entorn d’H0.

Aquest capítol s’organitza de la manera següent. La primera secció de preliminars conté les

principals definicions i resultats relacionats amb l’existència i continuïtat del temps local per a

processos Gaussians amb increments estacionaris. A la segona secció, provem l’ajustament de

les lleis de {LH} amb H pertanyent a un cert entorn d’H0. A la tercera secció provem alguns

resultats generals de la convergència en llei de temps locals i obtindrem com a corol.lari la

convergència de les lleis dels temps locals dels moviments Brownians fraccionaris. Dediquem

l’última secció a la prova del Teorema 2.1.9 utilitzat per assegurar l’existència del temps local

com a límit en mitjana quadràtica.

Volem comentar finalment que a partir del nostre treball publicat a Journal of Theoretical

Probability, W. Donghseng i Y. Xiao (veure [WX08]) generalitzen el nostre resultat sobre

11
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continuïtat en llei pels temps locals respecte el paràmetre de Hurst a una classe més àmplia de

processos (camps aleatoris anisotròpics que compleixen certes condicions de no determinisme

local i sectorial, és a dir, la Condition A de [WX08]) i usant tècniques diferents a les nostres

per provar l’ajustament de les lleis.

2.1 Preliminars

Definició 2.1.1. Donat un procés estocàstic X = {Xt, t ∈ [0, T ]} mesurable es defineix la

mesura d’ocupació de X fins l’instant t ∈ [0, T ] com la mesura finita següent

µt(A) =
∫ t

0
1{Xs∈A}ds, ∀A ∈ B(R).

Observem que degut a la mesurabilitat del procés X, aquesta integral té sentit. De fet, fix

A ∈ B(R) i t > 0, µt(A) és una variable aleatòria. Podem pensar que µt(A) és la quantitat

de temps que el procés X està en el conjunt A fins a l’instant t.

Definició 2.1.2. Anomenarem temps local del procés X a un procés estocàstic biparamètric

L = {Lt
x, x ∈ R, t ∈ [0, T ]} tal que per a tot t ∈ [0, T ] ω-q.s. Lt

�(ω) és una versió de

la densitat de la mesura d’ocupació µt (respecte la mesura de Lebesgue), en cas que aquesta

densitat existeixi.

Observació 2.1.3. Notem que L0
� es pot prendre idènticament 0 i que l’existència d’una

densitat de µT implica l’existència d’una densitat de µt per a tot t ∈ [0, T ].

Tot seguit, recordem la definició de la transformada de Fourier d’una mesura finita:

Definició 2.1.4. Donada una mesura finita µ sobre (R,B(R)) es defineix la funció

característica o transformada de Fourier φ de µ com

φ(u) =
∫

R
eiurdµ(r).

Enunciem un teorema molt conegut d’anàlisi de Fourier:

Teorema 2.1.5. Sigui µ una mesura finita i φ la seva transformada de Fourier. Si

φ ∈ L1(R), aleshores existeix una densitat per a µ que denotem per f i té una versió contínua.

Aquesta densitat es pot calcular mitjançant la següent fórmula d’inversió:

f(x) =
1
2π

∫
R
e−iuxφ(u)du =

1
2π

∫
R
e−iux

(∫
R
eiurdµ(r)

)
du.

Traduint el teorema anterior en termes de la mesura d’ocupació µt tenim que si

φt(u) :=
∫

R
eiurdµt(r) ∈ L1(R), ∀ω ∈ Ω− q.s.,
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és a dir, ∫
R
|φt(u)|du =

∫
R

∣∣∣ ∫
R
eiurdµt(r)

∣∣∣du <∞ q.s.,

llavors, pel Teorema 2.1.5 existeix una densitat per a µt, que anomenarem Lt
x, que és contínua

com a funció de x i admet la següent representació

Lt
x =

1
2π

∫
R
e−iux

(∫
R
eiurdµt(r)

)
du. (2.1.1)

Una de les principals propietats de la mesura d’ocupació és que satisfà la següent fórmula

d’ocupació:

Proposició 2.1.6. (pàgina 268, [Ber69b]) Sigui X = {Xt, t ∈ [0, T ]} un procés mesurable.

Si g : R → R és una funció mesurable Borel, aleshores∫
R
g(u)dµt(u) =

∫ t

0
g(Xs)ds, (2.1.2)

i les integrals estan ben definides o no ambdues alhora.

Aquest resultat es pot generalitzar trivialment a funcions g amb valors complexos.

Utilitzant la igualtat (2.1.2) per al cas g(r) = eiur obtenim una nova condició en termes

del procés X per tal de comprovar que φt ∈ L1(R):∫
R
|φt(u)|du =

∫
R

∣∣∣ ∫
R
eiurdµt(r)

∣∣∣du =
∫

R

∣∣∣ ∫ t

0
eiuXsds

∣∣∣du < +∞ q.s. (2.1.3)

Notem que si es satisfà aquesta condició, aleshores aplicant la Proposició 2.1.6 a l’expressió

(2.1.1) tenim que

Lt
x =

1
2π

∫
R
e−iux

(∫ t

0
eiuXsds

)
du.

Una manera de verificar la condició (2.1.3) seria calcular l’esperança i si dóna finita

E

(∫
R

∣∣∣∣∫ t

0
eiuXsds

∣∣∣∣ du) < +∞,

aleshores ja sabem que la integral és finita q.s.

Observem que podem entrar l’esperança dins de la primera integral

E

(∫
R

∣∣∣∣∫ t

0
eiuXsds

∣∣∣∣ du) =
∫

R
E

(∣∣∣∣∫ t

0
eiuXsds

∣∣∣∣) du.
De tota manera, afitar aquesta integral no sembla fàcil ja que si entrem el mòdul dins de la

integral, com |eiuXs | = 1, tenim que la integral està acotada superiorment per una altra de

divergent:

E

(∫
R

∣∣∣∣∫ t

0
eiuXsds

∣∣∣∣ du) 6
∫

R
E

(∫ t

0
|eiuXs |ds

)
du

=
∫

R

∫ t

0
dsdu =

∫
R
tdu = +∞.
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Una condició més fàcil de verificar seria veure que la transformada de la mesura d’ocupació

φt ∈ L2(R) quasi segurament. Usant la fórmula d’ocupació (Proposició 2.1.6) tenim que

φt ∈ L2(R) quasi segurament, si i només si∫
R

∣∣∣ ∫ t

0
eiuXsds

∣∣∣2du < +∞ q.s.,

o equivalentment, si

∫
R

∣∣∣∣∫ t

0
eiuXsds

∣∣∣∣2 du =
∫

R

(∫ t

0
eiuXsds

)(∫ t

0
e−iuXrdr

)
du

=
∫

R

(∫ t

0

∫ t

0
eiu(Xs−Xr)drds

)
du < +∞ q.s.

Si això darrer es compleix, aleshores podem usar el següent resultat d’anàlisi de Fourier,

també conegut com a Teorema de Plancherel.

Teorema 2.1.7. (Teorema 9.3.1, [Rud87]) Si la transformada de Fourier φ d’una mesura µ

pertany a L2(R) aleshores µ és absolutament contínua i la seva densitat també és de quadrat

integrable. A més, la seva densitat, f , és el límit en L2(R) de

fN (x) =
1
2π

∫ N

−N
e−iuxφ(u)du, (2.1.4)

quan N →∞.

El fet que el límit de (2.1.4) sigui en L2(R) té l’inconvenient que, en aquest cas, la densitat

f(x) està definida q.p.t. x. Per aquest motiu necessitarem alguns resultats previs que ens

permetin assegurar l’existència de L = {Lt
x, x ∈ R, t ∈ [0, T ]} com a procés estocàstic.

Teorema 2.1.8. (Theorem 4.1, [Ber69b]) Suposem que∫
R

∫
R

∫ T

0

∫ T

0
|E[eiuXs+ivXr ]|ds dr du dv < +∞.

Definim

ψN (x, t, ω) =
1
2π

∫ N

−N
e−iux

∫ t

0
eiuXr(ω)drdu.

Aleshores, per a cada (x, t) ∈ R× [0, T ] existeix una variable aleatòria Lt
x tal que

lim
N→∞

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E|ψN (x, t)− Lt
x|2 = 0. (2.1.5)

El següent teorema ens permetrà provar que per a cada (x, t) existeix el temps local com

a límit en mitjana quadràtica.
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Teorema 2.1.9. Sigui X = {Xt, t ∈ [0, T ]} un procés mesurable tal que satisfà les condicions

següents:

(i) ∫
R

∫
R

∫ T

0

∫ T

0
|E[eiuXs+ivXr ]|dsdrdudv < +∞.

(ii) Per a cada t ∈ [0, T ], φt ∈ L2(R), és a dir:∫
R

∫ t

0

∫ t

0
eiu(Xs−Xr)drdsdu < +∞, q.s.

Considerem L = {Lt
x, (x, t) ∈ R × [0, T ]} el procés definit per a cada (x, t) com la variable

aleatòria Lt
x que apareix al Teorema 2.1.8. Aleshores, aquest procés L és un temps local del

procés X.

Demostració. Per facilitar la lectura d’aquest treball, hem inclòs la demostració d’aquest

resultat a la Secció 2.4.

Tot seguit enunciarem una sèrie de resultats que utilitzarem més endavant en la

demostració del resultat principal d’aquesta secció que és el Teorema 2.1.15.

Comencem amb un parell de resultats tècnics. El primer resultat usa una propietat ben

coneguda de les formes quadràtiques definides positives.

Lema 2.1.10. (Lemma 8.1, [Ber74]) Siguin Y1, . . . , Ym variables aleatòries de quadrat

integrable i no constants. La següent desigualtat es satisfà per a tot v1, . . . , vm:

V ar

(
m∑

i=1

viYi

)
>

det Γ∏m
i=1 Γii

1
m

m∑
i=1

v2
i Γii,

on Γ és la matriu de covariàncies de Y1, . . . , Ym.

Lema 2.1.11. El quocient entre el determinant d’una matriu de covariàncies Γ = (Γij)1≤i,j≤n

i el producte de les variàncies és igual al determinant de la matriu de correlació:

det Γ∏n
j=1 Γjj

= det

(
Γij√

Γii

√
Γjj

)
16i,j6n

.

Demostració. La prova d’aquest lema està feta en detall a [VC06].

Els dos lemes següents ens donen condicions suficients per a que els processos Gaussians

amb increments estacionaris satisfacin la hipòtesi (ii) del Teorema 2.1.9.

Lema 2.1.12. Sigui X = {Xt, t ∈ [0, T ]} un procés Gaussià mesurable centrat nul en 0 i

amb increments estacionaris. Denotem per σ2(t) la funció de variància de X. Si∫ T

0

∫ t

0
σ(t− s)−1ds dt <∞, (2.1.6)

aleshores, per a tot t ∈ [0, T ],

E

(∫
R

∫ t

0

∫ t

0
eiu(Xs−Xr)dr ds du

)
<∞.
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Demostració. En efecte, donat que Xr −Xs i Xs −Xr tenen la mateixa distribució

E

(∫
R

∫ t

0

∫ t

0
eiu(Xs−Xr)dr ds du

)
= E

(∫
R

∣∣∣∣∫ t

0
eiuXsds

∣∣∣∣2 du
)

=
∫

R
E
∣∣∣ ∫ t

0
eiuXsds

∣∣∣2du
=
∫

R
E

[∫ t

0
eiuXsds

∫ t

0
e−iuXrdr

]
du

=
∫

R

∫ t

0

∫ t

0
E[eiu(Xs−Xr)]dsdrdu

6 2
∫

R

∫ t

0

∫ s

0
e−

1
2
u2σ2(s−r)drdsdu.

Fent el canvi de variables u = v
σ(s−r) i usant la condició (2.1.6) tenim que

∫
R

∫ t

0

∫ s

0
e−

1
2
u2σ2(s−r)drdsdu =

∫ t

0

∫ s

0

∫
R
e−

v2

2
1

σ(s− r)
dvdrds

=
∫ t

0

∫ s

0

1
σ(s− r)

(∫
R
e−

v2

2 dv

)
︸ ︷︷ ︸

=
√

2π

drds

=
√

2π
∫ t

0

∫ s

0

1
σ(s− r)

drds

6
√

2π
∫ T

0

∫ s

0

1
σ(s− r)

drds < +∞.

El lema següent dóna condicions suficients per tal que es compleixi la condició (i) del

Teorema 2.1.9.

Lema 2.1.13. Sigui X = {Xt, t ∈ [0, T ]} un procés Gaussià mesurable centrat nul en 0 amb

increments estacionaris i funció de variància σ2(t) tal que satisfà les dues condicions següents:

(i) El determinant de la matriu de covariàncies dels increments normalitzats

Xt1

σ(t1)
,
Xt2 −Xt1

σ(t2 − t1)
,

està acotat inferiorment per una constant A2 > 0 en el conjunt

{(t1, t2) ∈ [0, T ]2 : 0 < t1 < t2 < T}.

(ii) ∫ T

0

∫ t

0
[σ(s)σ(t− s)]−1dsdt < +∞.

Aleshores, la integral següent és finita

∫ T

0

∫ T

0

∫
R

∫
R
|E[eiuXs+ivXt ]|dudvdsdt < +∞. (2.1.7)
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Demostració. Fem el canvi de variables següent:{
u = ũ− ṽ,

v = ṽ.

Observem que el determinant del jacobià d’aquest canvi de variables és 1. Amb les noves

variables, obtenim la següent condició equivalent a (2.1.7)∫
R

∫
R

∫ T

0

∫ T

0
|E[eiũXs+iṽ(Xt−Xs)]|dũdṽdsdt < +∞.

D’altra banda, sabem que

E[eiũXs+iṽ(Xt−Xs)] = e−
1
2
V ar(ũXs+ṽ(Xt−Xs)).

Apliquem el Lema 2.1.10, prenent Y1 = Xs, Y2 = Xt −Xs i trobem una cota inferior per a la

variància

V ar(ũY1 + ṽY2) >
1
2

R

σ2(s)σ2(t− s)
(ũ2σ2(s) + ṽ2σ2(t− s)),

on R és el determinant de la matriu de covariàncies, R = det[E(YiYj)]16i,j62. Per tant,

exp
(
−1

2
V ar(ũY1 + ṽY2)

)
6 exp

(
−1

4
R

σ2(s)σ2(t− s)
(ũ2σ2(s) + ṽ2σ2(t− s))

)
.

Pel Lema 2.1.11 tenim que R
σ2(s)σ2(t−s)

és igual al determinant de la matriu de correlacions

de les Yi i per la condició (i) sabem que aquest determinant és més gran que una constant

positiva que denotem per A2. Així, doncs, tenim que

E[eiũXs+iṽ(Xt−Xs)] 6 e−
1
4
A2[ũ2σ2(s)+ṽ2σ2(t−s)].

Finalment, usant la condició (ii) obtenim∫
R

∫
R

∫ T

0

∫ T

0
|E[eiuXs+ivXt ]|dsdtdudv

6
∫

R

∫
R

∫ T

0

∫ T

0
e−

1
4
A2[ũ2σ2(s)+ṽ2σ2(t−s)]dsdtdũṽ

=
∫ T

0

∫ T

0

∫
R

∫
R
e−

1
4
A2[ũ2σ2(s)+ṽ2σ2(t−s)]dũdṽdsdt

=
4π
A2

∫ T

0

∫ t

0

1
σ(s)σ(t− s)

dsdt < +∞.

que és el que volíem.

També usarem la següent igualtat, molt senzilla de provar.

Lema 2.1.14. Per a qualsevol a > 0 i 0 < α < 2,∫
R
|x|αe−ax2

dx = a−
(α+1)

2 Γ
(
α+ 1

2

)
.
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Donada una funció F , definida en R2, i (s, t), (s′, t′) ∈ R2 tal que s ≤ s′ i t ≤ t′, denotarem

per ∆s,tF (s′, t′) l’increment de F sobre el rectangle ((s, t), (s′, t′)], és a dir,

∆s,tF (s′, t′) = F (s′, t′)− F (s′, t)− F (s, t′) + F (s, t).

En el teorema següent que és el resultat principal d’aquesta secció es donen condicions

suficients per tal que un procés Gaussià amb increments estacionaris tingui temps local amb

una versió contínua. Aquest resultat és una adaptació del Teorema 8.1 de [Ber74]. En donarem

la demostració ja que necessitarem el valor de les constants que hi apareixen.

Teorema 2.1.15. Sigui X = {Xt, t ∈ [0, T ]} un procés Gaussià mesurable, centrat, nul en

zero, amb increments estacionaris i tal que la seva funció de variància σ2(t) està acotada per

Cσ. Suposem que

(i) Per a qualsevol m parell, el determinant de les covariàncies dels increments normalitzats

Xtj −Xtj−1

σ(tj − tj−1)
, j = 1, . . . ,m,

està acotat inferiorment per una constant Am > 0 en el conjunt

{(t1, . . . , tm) ∈ [0, T ]m : 0 = t0 < t1 < · · · < tm < T}.

(ii) Existeixen δ > 0 i α > 0 tals que

sup
t∈[0,T ]

∫ t+h

t
[σ(s)]−(1+2δ)ds 6 Cα,δ h

α. (2.1.8)

Aleshores,

(a) Per a cada (x, t), existeix el temps local Lt
x com a límit (uniforme en (x, t)) en mitjana

quadràtica.

(b) Per a qualsevol m parell, existeix una constant positiva C1 que depèn d’m, Am, α i δ tal

que

E|∆0,tL(0, t+ h)|m 6 C1|h|mα.

Podem prendre C1 = CmA
−m/2
m (Cα,δ)m, amb Cm que només depèn d’m.

(c) Si m és parell, existeix una constant positiva C2 que depèn d’m, Am, δ, α i σ tal que

E|∆x,tL(x+ k, t+ h)|m 6 C2|h|mα|k|mδ.

Podem prendre

C2 = Cm max(1, A−m/2
m )(max(1, C2δ

σ ))mCm
α,δ,

amb Cm que només depèn d’m.

Com a conseqüència dels apartats b) i c) i usant el Criteri de Kolmogorov-Chentsov

obtenim l’existència d’una versió del temps local de X, L = {Lt
x, (x, t) ∈ R × [0, T ]} que

és conjuntament contínua en (x, t).
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Demostració. Primer de tot, comprovem que les hipòtesis d’aquest teorema impliquen les del

Teorema 2.1.9. Això provarà (a).

En efecte, pel Lema 2.1.13 sabem que per veure la condició (i) del Teorema 2.1.9,∫
R

∫
R

∫ T

0

∫ T

0
|E[eiuXs+ivXr ]|dsdrdudv < +∞,

n’hi ha prou amb veure que:

1. El determinant de la matriu de covariàncies dels increments normalitzats,

Xt1

σ(t1)
,
Xt2 −Xt1

σ(t2 − t1)
,

està acotat inferiorment per una constant A2 > 0 en el conjunt

{(t1, t2) ∈ [0, T ]2 : 0 < t1 < t2 < T}.

2. ∫ T

0

∫ t

0
[σ(s)σ(t− s)]−1dsdt < +∞.

La primera condició 1) es satisfà per hipòtesi.

Vegem la condició 2). Fem el canvi de variables següent:

{
u = t− s

s = s,

i canviem pertinentment els límits d’integració. D’aquesta manera ens queda,

∫ T

0

∫ t

0
[σ(s)σ(t− s)]−1dsdt =

∫ T

0

∫ T−u

0
[σ(s)σ(u)]−1dsdu

6

(∫ T

0
[σ(s)]−1ds

)2

< +∞, (2.1.9)

degut a (2.1.8).

Comprovem que també es satisfà

E

(∫
R

∫ T

0

∫ T

0
eiu(Xs−Xr)drdsdu

)
< +∞.

Observem que la desigualtat (2.1.6) del Lema 2.1.12 és suficient.

Fent el canvi de variables, {
u = t− s

t = t,

i usant (2.1.8) tenim que∫ T

0

∫ t

0
[σ(t− s)]−1dsdt =

∫ T

0

∫ t

0
[σ(u)]−1dudt 6 T

∫ T

0
σ(u)−1du < +∞,
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que és el que volíem veure. Com a conseqüència tenim que es satisfà la hipòtesi (ii) del

Teorema 2.1.9.

Per tant, donat que es satisfan les hipòtesis del Teorema 2.1.9, podem afirmar que per a

cada (x, t), existeix el temps local Lt
x com a límit en mitjana quadràtica.

Els apartats (b) i (c) es proven de forma similar. Comencem provant (b).

Expressem el moment d’ordre m, per m parell, de l’increment en t del temps local de X

com

E|∆0,tL(0, t+ h)|m = E[∆0,tL(0, t+ h)]m

= (2π)−mE

 lim
N→∞

∫ N

−N
· · ·
∫ N

−N

∫ t+h

t
· · ·
∫ t+h

t

m∏
j=1

eiujXsj

m∏
j=1

dsj

m∏
j=1

duj

 .

De fet el límit limN→∞ és en principi un límit per a una successió parcial de N ’s tendint a

+∞. Per cada j, la integral

z =
∫ N

−N

∫ t+h

t
eiujXsj dsjduj ,

és un nombre real, ja que z = z. Per tant, la integral múltiple anterior, que és igual a zm, és

positiva per a tot ω ∈ Ω.

Pel Lema de Fatou,

E

 lim
N→∞

∫ N

−N
· · ·
∫ N

−N

∫ t+h

t
· · ·
∫ t+h

t

m∏
j=1

eiujXsj

m∏
j=1

dsj

m∏
j=1

duj


6 lim inf

N→∞
E

∫ N

−N
. . .

∫ N

−N

∫ t+h

t
· · ·
∫ t+h

t

m∏
j=1

eiujXsj

m∏
j=1

dsj

m∏
j=1

duj

 .

A més pel Teorema de Fubini podem entrar l’esperança dins de la integral. Com que X és

Gaussià i centrat, E[e
∑m

j=1 iujXsj ] > 0 i tenim

E(∆0,tL(0, t+ h))m 6 (2π)−m lim inf
N→∞

E

∫ N

−N
. . .

∫ N

−N

∫ t+h

t
· · ·
∫ t+h

t
e
∑m

j=1 iujXsj

m∏
j=1

dsj

m∏
j=1

duj


6 (2π)−m lim inf

N→∞

∫ N

−N
. . .

∫ N

−N

∫ t+h

t
· · ·
∫ t+h

t
E[e

∑m
j=1 iujXsj ]

m∏
j=1

dsj

m∏
j=1

duj .

Considerem la següent successió de funcions

fN :=
∫ N

−N
. . .

∫ N

−N
E[e

∑m
j=1 iujXsj ]

m∏
j=1

duj .

Les funcions fN satisfan que:

• fN > 0.

• fN ↑ f , quan N →∞, on

f :=
∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
E[e

∑m
j=1 iujXsj ]

m∏
j=1

duj .
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Tenint en compte aquestes propietats podem aplicar el Teorema de la Convergència Monòtona

i tenim que

lim
N→∞

∫ t+h

t
· · ·
∫ t+h

t

∫ N

−N
. . .

∫ N

−N
E[e

∑m
j=1 iujXsj ]

m∏
j=1

duj

m∏
j=1

dsj

=
∫ t+h

t
· · ·
∫ t+h

t

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞
E[e

∑m
j=1 iujXsj ]

m∏
j=1

duj

m∏
j=1

dsj .

Donat que l’integrand és simètric en s1, . . . , sm, podem canviar el domini d’integració [t, t+h]m

pel subconjunt

{(s1, . . . , sm) : t < s1 < · · · < sm < t+ h}.

Si fem el canvi de variables següent:

{
uj = vj − vj+1, ∀j = 1, . . . ,m− 1,

um = vm,

aleshores el determinant del jacobià d’aquest canvi és 1.

Si definim Xs0 = 0, tenim que

m∑
j=1

ujXsj =
m∑

j=1

vj(Xsj −Xsj−1),

i amb això,

E[e
∑m

j=1 ivj(Xsj−Xsj−1 )] = e−
1
2
Var[

∑m
j=1 vj(Xsj−Xsj−1 )].

Pel Lema 2.1.10, podem acotar-ho superiorment per

E[e
∑m

j=1 ivj(Xsj−Xsj−1 )] 6 exp

−1
2

R∏m
j=1 σ

2(sj − sj−1)
1
m

m∑
j=1

v2
jσ

2(sj − sj−1)

 ,

on R és el determinant de la matriu de covariàncies i σ2(sj−sj−1) la variància dels increments

Xsj −Xsj−1 .

Pel Lema 2.1.11 i donat que la constant Am acota inferiorment el determinant de la matriu

de correlació dels increments de X tenim que

E[ei
∑m

j=1 vj(Xsj−Xsj−1 )] 6 e−Bm
∑m

j=1 v2
j σ2(sj−sj−1),

amb Bm = Am
2m .

Usant les desigualtats que hem vist fins ara i aplicant novament el Teorema de Fubini
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tenim que

E|∆0,tL(0, t+ h)|m

6 (2π)−mm!
∫
· · ·
∫

{t=s06s16···6sm=t+h}×Rm
e−Bm

∑m
j=1 v2

j σ2(sj−sj−1)
m∏

j=1

dvj

m∏
j=1

dsj

6 2−mπ−m/2m!
∫
· · ·
∫

{t=s06s16···6sm=t+h}

m∏
j=1

[Bmσ
2(sj − sj−1)]−

1
2ds1 . . . dsm

= 2−m(Bmπ)−m/2m!
∫
· · ·
∫

{t=s06s16···6sm=t+h}

m∏
j=1

[σ2(sj − sj−1)]−
1
2ds1 . . . dsm.

(2.1.10)

Fem el canvi de variables {
u1 = s1 − t,

uj = sj − sj−1, j = 2, . . . ,m,

i així acotem superiorment la integral anterior de la forma següent:∫
· · ·
∫

{t=s06s16···6sm=t+h}

m∏
j=1

[σ(sj − sj−1)]−1ds1 . . . dsm

6
∫ h

0
· · ·
∫ h

0
[σ(u1)σ(u2) · · ·σ(um)]−1du1 . . . dum

=
(∫ h

0
σ(x)−1dx

)m

.

Finalment, usant aquesta desigualtat i la condició (2.1.8) en (2.1.10) tenim que

E|∆0,tL(0, t+ h)|m 62−m(Bmπ)−m/2m!(Cα)mhmα.

Fent un abús de la notació prendrem com a Cm les constants que només depenguin de m i

obtenim

E|∆0,tL(0, t+ h)|m 6CmA
−m/2
m (Cα)mhmα.

que és el que volíem provar a l’apartat (b).

Finalment, vegem (c). Tenint en compte (a), per m parell, podem expressar el moment

d’ordre m de l’increment 2-dimensional del temps local de X com

E|∆x,tL(x+ k, t+ h)|m = E[∆x,tL(x+ k, t+ h)]m

= (2π)−mE

 lim
N→∞

∫ N

−N
· · ·
∫ N

−N

∫ t+h

t
· · ·
∫ t+h

t

m∏
j=1

(e−iuj(x+k) − e−iujx)

×
m∏

j=1

eiujXsj

m∏
j=1

dsj

m∏
j=1

duj

 .
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Es pot comprovar que l’expressió anterior està acotada per

(2π)−m

∫ t+h

t
· · ·
∫ t+h

t

∫ ∞

−∞
· · ·
∫ ∞

−∞

m∏
j=1

(
|e−iuj(x+k) − e−iujx|

)
× E[e

∑m
j=1iujXsj ]

m∏
j=1

duj

m∏
j=1

dsj .

Usant que |eix − eiy| ≤ 2 |x− y|δ, per a qualsevol x, y ∈ R i tot δ ∈ (0, 1), tenim que∫ t+h

t
· · ·
∫ t+h

t

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞

m∏
j=1

|e−iuj(x+k) − e−iujx|E[e
∑m

j=1 iujXsj ]
m∏

j=1

duj

m∏
j=1

dsj

6 2m|k|mδ

∫ t+h

t
· · ·
∫ t+h

t

∫ ∞

−∞
. . .

∫ ∞

−∞

m∏
j=1

|uj |δE[e
∑m

j=1 iujXsj ]
m∏

j=1

duj

m∏
j=1

dsj .

Donat que l’integrand de l’expressió anterior és simètric respecte s1, . . . , sm, podem canviar

el domini d’integració, [t, t+ h]m, pel subconjunt

{(s1, . . . , sm) : t ≤ s1 < · · · < sm ≤ t+ h}.

Fent el següent canvi de variables{
uj = vj − vj+1, ∀j = 1, . . . ,m− 1,

um = vm,

i definint s0 = 0, tenim que
m∑

j=1

ujXsj =
m∑

j=1

vj(Xsj −Xsj−1).

Això implica que

E[e
∑m

j=1 i uj Xsj ] = e−
1
2
Var[

∑m
j=1 vj(Xsj−Xsj−1 )].

Pel Lema 2.1.10, podem acotar superiorment aquesta expressió de la manera següent

E[e
∑m

j=1 ivj(Xsj−Xsj−1 )] 6 exp

−1
2

R∏m
j=1 σ

2(sj − sj−1)
1
m

m∑
j=1

v2
jσ

2(sj − sj−1)

 ,

on R és el determinant de la matriu de covariància dels increments Xsj − Xsj−1 per

j = 1, . . . ,m− 1.

Com que la constant Am és una cota inferior del determinant de la matriu de correlació

dels increments de X que coincideix amb R∏m
j=1 σ2(sj−sj−1)

, tenim que

E[ei
∑m

j=1 vj(Xsj−Xsj−1 )] 6 e−Bm
∑m

j=1 v2
j σ2(sj−sj−1),

amb Bm = Am
2m .

D’altra banda,

m∏
j=1

|uj |δ =

m−1∏
j=1

|vj − vj+1|δ
 |vm|δ 6

m−1∏
j=1

(|vj |δ + |vj+1|δ)

 |vm|δ.
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Aquest últim producte és igual a la suma de 2m−1 termes, cada un dels quals conté almenys

m factors |v1|δ, . . . , |vm|δ amb exponents 0, 1 o 2.

Usant aquest fet, obtenim que

E|∆x,tL(x+ k, t+ h)|m 6 |k|mδπ−mm!
∑

θi∈{0,1,2}

∫
{t6s1<···<sm≤t+h}×Rm

|vθ1
1 . . . vθm

m |δ

× e−Bm
∑m

j=1 v2
j σ2(sj−sj−1)

m∏
j=1

dvj

m∏
j=1

dsj .

Pel Teorema de Fubini i el Lema 2.1.14,

E|∆x,tL(x+ k, t+ h)|m

6 |k|mδπ−mm!
∑

θi∈{0,1,2}

∫
· · ·
∫

{t6s1<···<sm≤t+h}

m∏
j=1

(Bmσ
2(sj − sj−1))−

(θjδ+1)

2

×
m∏

j=1

Γ
(
θjδ + 1

2

)
ds1 . . . dsm. (2.1.11)

Tenint en compte que maxr∈[ 1
2
, 3
2
] Γ(r) = Γ(1

2) =
√
π, podem acotar l’expressió (2.1.11) de la

forma següent

E|∆x,tL(x+ k, t+ h)|m 6 |k|mδπ−m/2m! max(1, B−m/2
m )

×
∑

θj∈{0,1,2}

∫
· · ·
∫

{t6s1<···<sm≤t+h}

m∏
j=1

[σ(sj − sj−1)]−(θjδ+1)ds1 . . . dsm

6 |k|mδπ−m/2m! max(1, B−m/2
m )

(
max(1, C2δ

σ )
)m

×
∫
· · ·
∫
{t6s1<···<sm≤t+h}

m∏
j=1

[σ(sj − sj−1)]−(1+2δ)ds1 . . . dsm.

Finalment, usant que

∫
· · ·
∫

{t6s1<···<sm≤t+h}

m∏
j=1

[σ(sj − sj−1)]−(1+2δ)ds1 . . . dsm

≤
(∫ t+h

t
σ(x)−(1+2δ)dx

)(∫ h

0
σ(x)−(1+2δ)dx

)m−1

i (2.1.8), tenim que

E|∆x,tL(x+ k, t+ h)|m 6Cm max(1, A−m/2
m )

(
max(1, C2δ

σ )
)m

(Cα,δ)mhmα|k|mδ

que és el que volíem provar.
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2.2 Existència i Continuïtat del Temps Local per al moviment

Brownià fraccionari. Ajustament de la família de les seves

lleis

Recordem que el moviment Brownià fraccionari amb paràmetre de Hurst H ∈ (0, 1), que

denotem per BH , és un procés Gaussià, centrat amb increments estacionaris i prenent una

versió contínua podem afirmar que també és mesurable.

Al llarg d’aquesta secció, comprovarem que el moviment Brownià fraccionari satisfà les

condicions del Teorema 2.1.15 i veurem que les constants que apareixen en aquestes condicions

es poden prendre independents del paràmetre de Hurst H, almenys en un entorn d’H0, per a

qualsevol H0 ∈ (0, 1).

Primer de tot, notem que la funció de variància del moviment Brownià fraccionari de

paràmetre H, σ2(t) = t2H està acotada per CT = max(1, T 2) per a t ∈ [0, T ]. Aleshores, la

constant Cσ que apareix al Teorema 2.1.15 és igual a CT .

Enunciem en el lema següent que la funció de variància σ2
H

també satisfà la condició (2.1.8)

del Teorema 2.1.15.

Lema 2.2.1. Sigui H ∈ (H0 − η,H0 + η) ⊂ (0, 1). Aleshores, per a qualsevol δ > 0 tal que

(H0 + η)(1 + 2δ) < 1, ∫ t+h

t
[σ(s)]−(1+2δ)ds 6 C

T,H0,η,δ
h1−(H0+η)(1+2δ),

on

C
T,H0,η,δ

=
max(1, T 2η(1+2δ))

1− (H0 + η)(1 + 2δ)
.

Demostració.∫ h

0
[σ(s)]−(1+2δ)ds =

∫ h

0
s−H(1+2δ)ds =

h−H(1+2δ)+1

−H(1 + 2δ) + 1
= T−H(1+2δ)+1

(
h
T

)−H(1+2δ)+1

−H(1 + 2δ) + 1
.

Per H ∈ (H0− η,H0 + η) i δ > 0 tal que (H0 + η)(1+2δ) < 1, aquest darrer terme està afitat

superiorment per
max(1, T 2η(1+2δ))

(1− (H0 + η)(1 + 2δ))
h1−(H0+η)(1+2δ),

que és el que volíem provar.

Ara provarem que per a tot m > 2, el determinant de la matriu de covariàncies dels

increments normalitzats del procés està acotat inferiorment per una constant positiva AH

m en

el conjunt {(t1, . . . , tm) ∈ [0, T ]m : 0 = t0 < t1 < · · · < tm < T}. A més, veurem que aquesta

constant es pot prendre independent d’H, almenys en un entorn d’un punt H0 ∈ (0, 1).

Caldrà distingir els casos H0 <
1
2 i H0 > 1

2 . Per H0 ∈ (0, 1
2), usarem uns resultats del

treball de S. Berman (veure [Ber70]). El lema següent és una adaptació d’un resultat de M.
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Marcus (vegi’s [Mar68]) que va fer S. Berman en [Ber70] per al cas d’un procés amb increments

estacionaris.

Lema 2.2.2. Sigui X = {Xt, t ∈ [0, T ]} un procés Gaussià centrat amb increments

estacionaris i funció de variància σ2(t) = E(Xt − X0)2 còncava per t ∈ [0, δ], δ > 0.

Siguin 0 6 t0 < t1 < · · · < tn tals que (tn − t0) 6 δ.

Aleshores,

P
{

max
i=1,..,n

|Xti −Xti−1 | 6 x
}

6
n∏

i=1

√
2/π

∫ √
2x/σ(ti−ti−1)

0
e−y2/2dy, x > 0.

A continuació enunciem un lema inspirat en el Teorema 6.1 de [Ber70], ens dóna una

cota inferior del quocient entre el determinant de la matriu de covariàncies i el producte de

les variàncies dels increments d’un procés Gaussià amb increments estacionaris i funció de

variància còncava.

Lema 2.2.3. (Teorema 6.1, [Ber70]) Sigui X = {Xt, t ∈ [0, T ]} un procés Gaussià amb

increments estacionaris i funció de variància còncava. Sigui 0 6 t0 < t1 <. . .<tn. Aleshores,

es satisfà la desigualtat següent

det(E[(Xti −Xti−1)(Xtj −Xtj−1)])16i,j6n∏n
j=1 σ

2(ti − ti−1)
> 2−n,

per n enter positiu.

Demostració. Pel Lema 2.2.2 sabem que

P{|Xtj −Xtj−1 | 6 x} 6
n∏

i=1

√
2/π

∫ √
2x/σ(ti−ti−1)

0
e−y2/2dy, x > 0.

Dividim per (2x)n ambdós costats de la desigualtat,

1
(2x)n

P
{
|Xtj −Xtj−1 | 6 x, j = 1, . . . , n

}
6

1
(2x)n

(√
2
π

)n n∏
i=1

∫ √
2x/σ(ti−ti−1)

0
e−y2/2 dy,

i fem tendir x→ 0.

Obtenim d’una banda, la densitat conjunta del vector (Xt1−Xt0 ,. . . ,Xtn−Xtn−1) en el punt 0

lim
x→0

1
(2x)n

P{|Xtj −Xtj−1 | 6 x, j = 1, . . . , n}

= (2π)−n/2(det(E[(Xti −Xti−1)(Xtj −Xtj−1)])16i,j6n
)−1/2,

i de l’altra

lim
x→0

1
(2x)n

(√
2
π

)n n∏
j=1

∫ √
2x

σ(tj−tj−1)

0
e−y2/2dy =

(
1√
π

)n 1∏n
j=1 σ(tj − tj−1)

.

Per tant, tenim que

(det(E[(Xti −Xti−1)(Xtj −Xtj−1)])16i,j6n
)−1 6

(
2n∏n

j=1 σ
2(tj − tj−1)

)
,
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i d’aquí deduïm
det(E[(Xti −Xti−1)(Xtj −Xtj−1)])16i,j6n∏n

j=1 σ
2(tj − tj−1)

> 2−n.

Com que la funció de variància del moviment Brownià fraccionari amb paràmetre

H ∈ (0, 1
2 ] és còncava, podem aplicar aquest lema i obtenir que la constant AH

m és igual

a 2−m (notem que, de fet, per H = 1
2 podem prendre AH

m = 1).

Quan H ∈ (1
2 , 1), el resultat anterior no es pot aplicar. De fet, necessitarem estudiar el

comportament dels elements de la matriu de covariància dels increments normalitzats de BH

en un entorn petit d’H0 ∈ [12 , 1).

La correlació de dos increments disjunts de BH ve donada per

Corr(B
H

t −B
H

s , B
H

v −B
H

u ) =
1
2

(u− t)2H − (u− s)2H − (v − t)2H + (v − s)2H

(t− s)H(v − u)H
,

amb 0 6 s < t 6 u < v 6 T .

Si escrivim

v − u = γ(t− s),

u− t = β(t− s),

obtenim

Corr(B
H

t −B
H

s , B
H

v −B
H

u ) =
1
2
β2H − (1 + β)2H − (β + γ)2H + (1 + β + γ)2H

γH
.

Si considerem increments consecutius BH

t −BH

s i BH

w −BH

t , aleshores u = t (això implica que

β = 0) i tenim que

Corr(B
H

t −B
H

s , B
H

w −B
H

t ) =
1
2

(1 + γ)2H − γ2H − 1
γH

.

Lema 2.2.4. Sigui H ∈ (1
2 , 1). Per a qualssevol γ, β nombres reals positius, es satisfà la

següent desigualtat

β2H − (1 + β)2H − (β + γ)2H + (1 + β + γ)2H

γH
6

(1 + γ)2H − γ2H − 1
γH

.

Demostració. La prova és un simple argument de convexitat.

Considerem

f(β) = β2H − (1 + β)2H − (β + γ)2H + (1 + β + γ)2H .

D’una banda tenim que f(β) és una funció positiva i a més,

f(0) = (1 + γ)2H − γ2H − 1.
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Notem que per provar la desigualtat, és suficient veure que la funció f(β) pren el seu valor

màxim en β = 0 (i.e. f(β) 6 f(0)).

Primer considerem el cas γ > 1.

Calculem la primera derivada de f(β),

f ′(β) = 2H[β2H−1 − (1 + β)2H−1 − (β + γ)2H−1 + (1 + β + γ)2H−1].

Reordenem convenientment els termes de f ′(β),

f ′(β) = 2H[(1 + β + γ)2H−1 − (β + γ)2H−1 − ((1 + β)2H−1 − β2H−1)].

Pel Teorema del Valor Mig, sabem que existeixen ξ ∈ (β + γ, 1 + β + γ) i η ∈ (β, 1 + β) tals

que

(1 + β + γ)2H−1 − (β + γ)2H−1 = (2H − 1)ξ2H−2,

i

(1 + β)2H−1 − β2H−1 = (2H − 1)η2H−2,

i observem a més que ξ > η.

Usant aquestes dues igualtats, obtenim que

f ′(β) = (2H − 1)(ξ2H−2 − η2H−2),

d’on deduïm que f ′(β) 6 0, per a tot β > 0, ja que 2H − 2 < 0 i ξ > η.

Suposem ara que γ < 1. En aquest cas, expressem f ′(β) de la manera següent,

f ′(β) = 2H[(1 + β + γ)2H−1 − (1 + β)2H−1 − ((β + γ)2H−1 − β2H−1)].

Pel Teorema del Valor Mig, sabem que existeixen ξ ∈ (β + 1, β + γ + 1) i η ∈ (β, β + γ) tals

que

(1 + β + γ)2H−1 − (1 + β)2H−1 = (2H − 1)ξ2H−2γ,

i

(β + γ)2H−1 − β2H−1 = (2H − 1)η2H−2γ.

En aquest cas també ξ > η. Per tant, tenint en compte això i les desigualtats anteriors,

podem acotar superiorment f ′(β) per

(2H − 1)(ξ2H−2 − η2H−2)γ.

Anàlogament al cas γ > 1 deduïm que f ′(β) 6 0.

Amb tot això hem vist que la funció f(β) és decreixent per a tot β > 0, és a dir,

f(β) 6 f(0), ∀β > 0.
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En la següent proposició, comprovem que es satisfà la condició (i) del Teorema 2.1.15 i la

constant AH

m es pot prendre independentment d’H, amb H pertanyent a un entorn d’H0 > 1
2 .

Proposició 2.2.5. Sigui H0 ∈ [12 , 1). Per a qualsevol m > 2, existeix un nombre real η > 0 i

una constant Am,η,H0 > 0 que només depèn de m, η i H0, tal que el determinant de la matriu de

correlacions dels increments BH

tj −B
H

tj−1
, j = 1, . . . , m, en el conjunt {(t1,. . ., tm) ∈ [0, T ]m :

0 = t0<. . .< tm < T}, és major o igual que Am,η,H0 , per a tot H ∈ (H0 − η,H0 + η).

Demostració. Al Teorema 6.2 de [Ber70] es prova l’existència d’una constant Am,H > 0 que

acota inferiorment el determinant de la matriu de correlacions dels increments de BH , per a

qualsevol H ∈ (1
2 , 1).

Per provar el resultat de la proposició, veurem que en un entorn suficientment petit d’H0,

el determinant de la matriu de correlacions corresponent a BH està a prop del determinant

de la matriu de correlacions corresponent a BH0 .

Cal notar que si H0 = 1
2 , el Lema 2.2.3 ens diu que el determinant de la matriu de

correlacions dels increments de BH està acotat inferiorment per 2−m amb H ∈ (H0 − η,H0),

per a qualsevol η < 1
2 . Els arguments que usarem a partir d’aquí ens proporcionaran un entorn

del tipus (H0,H0 + η) en el qual la cota inferior uniforme del determinant també existeix.

Com que el determinant d’una matriu és la suma de productes de les seves components, i

donat que, per a tot H ∈ (0, 1),

sup
06<t6u<v6T

|Corr(B
H0

t −B
H0

s , B
H0

v −B
H0

u )| 6 1,

és suficient veure que per a qualsevol ε > 0 existeix ρ > 0 tal que per a totH ∈ (H0−ρ,H0+ρ),

sup
06<t6u<v6T

|Corr(B
H

t −B
H

s , B
H

v −B
H

u )− Corr(B
H0

t −B
H0

s , B
H0

v −B
H0

u )| < ε. (2.2.1)

Com ja hem vist anteriorment, podem expressar la correlació entre dos increments disjunts

B
H

t −B
H

s i BH

v −B
H

u en termes dels paràmetres β i γ, on

v − u = γ(t− s),

u− t = β(t− s),

i 0 6 s < t 6 u < v 6 T . Per tant, (2.2.1) és equivalent a

sup
0<γ<+∞
0≤β<+∞

∣∣∣β2H − (1 + β)2H − (β + γ)2H + (1 + β + γ)2H

γH

− β2H0 − (1+β)2H0 − (β + γ)2H0 + (1 + β + γ)2H0

γH0

∣∣∣ < ε, (2.2.2)

per |H −H0| suficientment petit.

Ara, veurem (2.2.2). Tenint en compte els diferents valors possibles dels paràmetres γ i

β, provarem les afirmacions següents:
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(i) Per a qualsevol ε > 0, 0 < δ < M i L > 0, existeix ρ1 (que depèn de ε, M , δ i L) tal

que, per |H −H0| < ρ1, tenim

sup
δ6γ6M
06β6L

∣∣∣β2H − (1 + β)2H − (β + γ)2H + (1 + β + γ)2H

γH

− β2H0 − (1 + β)2H0 − (β + γ)2H0 + (1 + β + γ)2H0

γH0

∣∣∣ < ε.

Això és conseqüència de la continuïtat uniforme de la funció f(x, y) = xy sobre conjunts

compactes que no contenen el punt (0, 0).

(ii) Donat ε > 0, existeix δ > 0 i ρ2 > 0 tal que per a qualsevol |H −H0| < ρ2, tenim

sup
0<γ<δ

06β<+∞

∣∣∣β2H − (1 + β)2H − (β + γ)2H + (1 + β + γ)2H

γH

∣∣∣ < ε. (2.2.3)

Notem que (2.2.3) ens proporciona (2.2.2) quan prenem el suprem en 0 < γ < δ,

0 6 β <∞, perquè (2.2.3) és cert per H = H0.

Pel Lema 2.2.4 sabem que

β2H − (1 + β)2H − (β + γ)2H + (1 + β + γ)2H

γH
6

(1 + γ)2H − γ2H − 1
γH

. (2.2.4)

A més, els dos numeradors de les expressions anteriors són positius.

Pel Teorema del Valor Mig, tenim que

(1 + γ)2H − γ2H − 1 = 2H((1 + ξ)2H−1 − ξ2H−1)γ, ξ ∈ (0, γ).

Usant aquesta desigualtat i tenint en compte que 0 < 2H − 1 < 1, podem acotar la

banda dreta de la desigualtat (2.2.4) de la forma següent

∣∣∣(1 + γ)2H − γ2H − 1
γH

∣∣∣ 6 2 (H0 + ρ2) δ1−H0−ρ2 < ε, (2.2.5)

prenent ρ2 tal que 1−H0 − ρ2 > 0 i

0 < δ <

(
ε

2(H0 + ρ2)

) 1
1−H0−ρ2

.

Amb això obtenim (2.2.3).

(iii) Donat ε > 0, existeix M > 0 i ρ3 > 0 tal que per |H −H0| < ρ3, tenim

sup
γ>M

06β<+∞

β2H − (1 + β)2H − (β + γ)2H + (1 + β + γ)2H

γH
< ε. (2.2.6)
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Usant novament el Lema 2.2.4,

sup
γ>M

06β<+∞

β2H − (1 + β)2H − (β + γ)2H + (1 + β + γ)2H

γH

6 sup
γ>M

(1 + γ)2H − γ2H − 1
γH

= sup
0<y< 1

M

(
1 + 1

y

)2H
−
(

1
y

)2H
− 1

1
yH

= sup
0<y< 1

M

(1 + y)2H − (1 + y2H)
yH

.

Per tant, (2.2.6) és conseqüència de (2.2.5).

(iv) Finalment, donat ε > 0 i 0 < δ < M , existeix L > 0 i ρ4 > 0 tal que per |H −H0| < ρ4,

tenim

sup
δ6γ6M

β>L

β2H − (1 + β)2H − (β + γ)2H + (1 + β + γ)2H

γH
< ε.

D’una banda γ pertany al compacte, [δ,M ] que està lluny de 0. Per tant, és suficient

estudiar el numerador de l’expressió anterior. Aplicant dues vegades el Teorema del

Valor Mig obtenim

0 6 (1 + β + γ)2H − (β + γ)2H − ((1 + β)2H − β2H)

= 2H(ξ2H−1 − η2H−1)

=2H(2H−1)υ2H−2(ξ −η),

on ξ ∈ (β + γ, β + γ + 1), η ∈ (β, β + 1), υ ∈ 〈η, ξ〉, del qual deduïm que ξ > η.

Tenint en compte que ξ ∈ (β + γ, β + γ + 1), η ∈ (β, β + 1) i δ 6 γ 6 M , tenim que

0 6 ξ − η < M + 1.

D’altra banda, com que L < υ < β +M + 1 i 2H − 2 < 0, obtenim que

(1+β + γ)2H − (β + γ)2H − ((1 + β)2H − β2H)

6 2H(2H − 1)
(

1
L

)2−2H

(M + 1).

Finalment, com que podem prendre L > 1, obtenim

(1+β + γ)2H − (β + γ)2H − ((1 + β)2H − β2H)

6 2(H0 + ρ4)(2(H0 + ρ4)−1)
(

1
L

)2−2(H0+ρ4)

(M + 1) < ε,

si |H − H0| < ρ4, amb ρ4 > 0 tal que 2 − 2(H0 + ρ4) > 0 (o equivalentment,

0 < ρ4 < 1−H0) i L suficientment gran.

Això finalitza la prova de (2.2.2).
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Com a conseqüència dels resultats anteriors i el Teorema 2.1.15, podem enunciar la

proposició següent.

Proposició 2.2.6. Sigui H0 ∈ (0, 1). Aleshores, existeix η > 0 tal que la família de processos

estocàstics {BH
, H ∈ (H0 − η,H0 + η)} satisfà:

(i) Per a cada (x, t) i cada H ∈ (H0 − η,H0 + η), existeix el temps local Lt,H
x com a límit

(uniforme en (x, t)) en mitjana quadràtica.

(ii) Existeix una constant positiva C1 (que depèn de m, η i H0) i α (que depèn d’η i H0),

tal que

E|∆0,tL
H

(0, t+ h)|m 6 C1|h|mα.

(iii) Per a cada m > 2 parell, existeix δ > 0 i α > 0 que depenen d’H0 i η i també una

constant positiva C2 que depèn de m, η i H0 tal que

E|∆x,tL
H

(x+ k, t+ h)|m 6 C2|h|mα|k|mδ.

Com a conseqüència de (ii) i (iii), pel criteri d’ajustament (veure Teorema 1.1.15 del capítol

de Preliminars), obtenim l’ajustament de la família de lleis de {LH
, H ∈ (H0 − η,H0 + η)}

en C ([−D,D]× [0, T ]), per a qualsevol D > 0 i T > 0.

2.3 Identificació de la llei límit

Tot seguit veurem la identificació del límit d’una successió qualsevol feblement convergent de

les lleis dels temps locals d’una família de processos estocàstics {Xn}n∈N i després aplicarem

els resultats generals al cas particular de moviments Brownians fraccionaris. El primer resultat

està inspirat en la fórmula d’ocupació.

Proposició 2.3.1. Sigui {Xn}n∈N una família de processos estocàstics que verifica

(a) {Xn}n∈N convergeix en llei a X en C ([0, T ]), quan n→ +∞.

(b) La família {Xn}n∈N i X tenen temps locals Ln i L respectivament, conjuntament continus

en x i t.

(c) La família de temps locals {Ln}n∈N convergeix en llei cap al procés Y en

C ([−D,D]× [0, T ]), quan n→∞.

Sigui g : R × [−D,D] → R contínua amb suport compacte tal que existeix α ∈ (0, 1] i C > 0

pels quals

sup
x∈[−D,D]

y,z∈R

|g(y, x)− g(z, x)|
|y − z|α

< C. (2.3.1)

Aleshores, ∫
R
g(u, x)Y (u, t)du L=

∫ t

0
g(Xs, x)ds,

en C ([−D,D]× [0, T ]).
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Demostració. Fixem g contínua amb suport compacte i tal que satisfà la condició (2.3.1).

Considerem les aplicacions Tg i Ug, definides com

Tg : C (R× [0, T ]) −→ C ([−D,D]× [0, T ])

y 7−→ Tg(y)(x, t) =
∫

R
g(u, x)y(u, t)du,

i

Ug : C ([0, T ]) −→ C ([−D,D]× [0, T ])

f 7−→ Ug(f)(x, t) =
∫ t

0
g(f(s), x)ds.

Es pot comprovar fàcilment que Tg i Ug són aplicacions contínues respecte les topologies

usuals.

La Proposició 2.1.6 implica que, per a qualsevol (x, t) i n ∈ N,∫
R
g(u, x)Lt,n

u du =
∫ t

0
g(Xn

s , x)ds. (2.3.2)

Degut a la continuïtat de Tg i Ug i la convergència en llei de les famílies {Xn}n∈N i {Ln}n∈N

cap a X i Y en els espais C ([0, T ]) i C ([−D,D]× [0, T ]), respectivament, tenim que∫
R
g(u, x)Lt,n

x du
L−→
∫

R
g(u, x)Y (u, t)du

i ∫ t

0
g(Xn

s , x)ds
L−→
∫ t

0
g(Xs, x)ds,

en C ([−D,D]× [0, T ]), quan n→∞.

Tenint en compte aquesta convergència i usant (2.3.2) obtenim∫
R
g(u, x)Y (u, t)du L=

∫ t

0
g(Xs, x)ds.

Això conclou la prova.

A la proposició següent, provarem que, sota les hipòtesis de l’últim resultat, les

distribucions en dimensió finita de Y coincideixen amb les de L.

Proposició 2.3.2. Sigui {Xn}n∈N una família de processos que satisfà els apartats (a), (b) i

(c) de la proposició anterior. Aleshores, per a qualsevol (x1, t1),..., (xk, tk) ∈ [−D,D]× [0, T ]

(Y (x1, t1), . . . , Y (xk, tk))
L= (Lt1

x1
, . . . , Ltk

xk
).

Demostració. Sigui ϕ ∈ C 1 amb suport compacte continguda en [−1, 1] i tal que∫
R ϕ(x)dx = 1. Definim, per a ε > 0 i (u, x) ∈ R× [−D,D], gε(u, x) = 1

εϕ
(

u−x
ε

)
.

Per la Proposició 2.3.1, tenim que els següents vectors aleatoris són iguals en llei en Rk(∫
R
gε(u, x1)Y (t1, u)du, . . . ,

∫
R
gε(u, xk)Y (tk, u)du

)
L=
(∫ t1

0
gε(Xs, x1)ds, . . . ,

∫ tk

0
gε(Xs, xk)ds

)
.
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Com que {gε} és una aproximació de la identitat, per x ∈ R, t ∈ [0, T ] fixats i qualsevol

ω ∈ Ω tenim que

lim
ε→0

∫
R
gε(u, x)Y (u, t)du = Y (x, t),

i això implica que(∫
R
gε(u, x1)Y (t1, u)du, . . . ,

∫
R
gε(u, xk)Y (tk, u)du

)
L−→ (Y (x1, t1) . . . , Y (xk, tk)) ,

quan ε tendeix a 0.

Usant novament que gε és una aproximació de la identitat, obtenim que(∫
R
gε(u, x1)Lt1

u du, . . . ,

∫
R
gε(u, xk)Ltk

u du

)
L−→
(
Lt1

x1
, . . . , Ltk

xk

)
,

o equivalentment, usant la Proposició 2.1.6(∫ t1

0
gε(Xs, x1)ds, . . . ,

∫ tk

0
gε(Xs, xk)ds

)
L−→
(
Lt1

x1
, . . . , Ltk

xk

)
,

quan ε→ 0.

Amb això, concloem

(Y (x1, t1), . . . , Y (xk, tk))
L= (Lt1

x1
, . . . , Ltk

xk
).

Usant aquesta proposició i els resultats de les seccions anteriors obtenim la convergència

en llei de la família de temps locals dels moviments Brownians fraccionaris.

Corol·lari 2.3.3. Donat H0 ∈ (0, 1), la família {LH}H∈(0,1) de temps locals dels moviments

Brownians fraccionaris convergeix en llei al temps local LH0 de BH0 en C ([−D,D]× [0, T ]),

per a qualsevol D, T > 0 , quan H tendeix a H0.

Demostració. Per la Proposició 2.2.6 tenim l’ajustament de les lleis de la família {LH}H∈(H0−η,H0+η),

per un cert η > 0, en C ([−D,D]× [0, T ]).

Prenem una successió {Hn}n∈N que tendeixi a H0 quan n→∞ tal que

Lt,Hn
x

L−→ Y (x, t), (2.3.3)

en C ([−D,D]× [0, T ]), quan n→∞.

La Proposició 2.3.2 ens diu que per a qualssevol (x1, t1), ..., (xk, tk) fixats tenim que

(Y (x1, t1), . . . , Y (xk, tk))
L= (LH0, t1

x1
, . . . , LH0, tk

xk
).

Per tant, L (Y ) = L (L
H0 ) en C ([−D,D]× [0, T ]).
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Demostració. Fixat t ∈ [0, T ]. Per la condició (ii), la transformada de Fourier de la mesura

d’ocupació pertany a L2(R), ω-q.s.

Pel Teorema 2.1.7, tenim que ω-q.s. la mesura µt és absolutament contínua i la seva

densitat f t ∈ L2(R) és de quadrat integrable en x. A més, definint

f t
N

(x) =
1
2π

∫ N

−N
e−iuxφt(u)du =

1
2π

∫ N

−N

∫ t

0
e−iuxeiuXrdrdu,

tenim

f t
N

L2(R)−→ f t, ω − q.s. (2.4.1)

Pel Teorema 2.1.8, per a qualsevol (x, t) existeix una variable aleatòria, Lt
x, tal que

sup
(x,t)∈R×[0,T ]

E|ψN (x, t)− Lt
x|2 −→

N→∞
0,

on ψN (x, t) = 1
2π

∫ N
−N e−iux

∫ t
0 e

iuXrdrdu = f t
N

(x).

Veurem que ω-q.s. Lt
� és una versió de la densitat f t de µt. Segons la convergència

uniforme anterior, en [−A,A], amb A > 0, es dedueix que

E

(∫ A

−A
|ψN (x, t)− Lt

x|2dx
)

−→
N→∞

0.

És a dir, ∫ A

−A
|ψN (x, t)− Lt

x|2dx
L1(Ω)−→ 0,

quan N →∞. Per tant, existeix una subsuccessió {Nk}k∈N i Ω′ ⊂ Ω amb P (Ω′) = 1 tal que

per a tot ω ∈ Ω′, la integral ∫ A

−A
|ψNk

(x, t)− Lt
x|2dx −→ 0, (2.4.2)

quan Nk →∞.

D’altra banda, per (2.4.1) tenim, amb probabilitat 1, que∫ ∞

−∞
|ψN (x, t)− f t(x)|2dx −→ 0, (2.4.3)

quan N →∞.

Finalment, de (2.4.2) i (2.4.3), deduïm que Lt
x = f t(x) x-q.p.t., amb probabilitat 1. Per

tant, {Lt
x} és un temps local per X.
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Els continguts d’aquest capítol constitueixen essencialment l’article titulat Continuity in

law with respect to the Hurst parameter of the local time of the fractional Brownian motion,

d’autors M. Jolis i N. Viles i publicat a Journal of Theoretical Probability (veure [JV07a]).

Abstract. We give a result of stability in law of the local time of the fractional
Brownian motion with respect to small perturbations of the Hurst parameter. Con-
cretely, we prove that the law (in the space of continuous functions) of the local time
of the fractional Brownian motion with Hurst parameter H converges weakly to that
of the local time of BH0 , when H tends to H0.



Capítol 3

Continuïtat respecte el paràmetre de

Hurst de les lleis de les integrals

fraccionals múltiples. Cas H > 1
2

En aquest capítol considerarem els funcionals del moviment Brownià fraccionari BH donats

per les integrals estocàstiques múltiples respecte BH d’una funció determinista. Estudiarem

les integrals tipus Itô i Stratonovich i provarem resultats d’estabilitat en llei respecte petites

variacions del paràmetre per una àmplia classe d’integrands.

El nostre estudi se centra en el cas en què el paràmetre de Hurst dels moviments Brownians

fraccionaris és major que 1
2 . El motiu és que el càlcul de moments de les integrals quan H < 1

2

és molt més complex, i per altra banda els dominis també són més complicats.

La primera noció d’integral estocàstica múltiple d’una funció determinista f (respecte el

moviment Brownià) va ser introduïda per Wiener [Wie38]. Més tard, Itô [Itô48] va modificar

la definició de Wiener i va construir una integral múltiple amb la propietat d’ortogonalitat

de les integrals d’ordres diferents. Huang i Cambanis [HC78] van generalitzar aquesta última

construcció per a qualsevol procés Gaussià.

Hu i Meyer [HM88] van introduir una integral múltiple respecte el procés de Wiener,

anomenada integral múltiple tipus Stratonovich, per intentar donar un enfocament matemàtic

a les integrals de Feynmann. També van obtenir una fórmula (anomenada fórmula de Hu-

Meyer) que expressa la integral tipus Stratonovich d’una funció en termes d’integrals d’Itô

d’ordre igual o menor.

Altres autors com per exemple Solé i Utzet [SU90] i Johnson i Kallianpur [JK93]

formalitzen de maneres diferents la definició de la integral tipus Stratonovich i proven la

respectiva fórmula de Hu-Meyer.

Més recentment, Dasgupta i Kallianpur [DK99b] han construït una integral múltiple tipus

Stratonovich respecte el moviment Brownià fraccionari amb paràmetre de Hurst H > 1
2 i

han provat la corresponent fórmula de Hu-Meyer en [DK99a]. Per altra banda, Duncan et

37
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al. [DHPD00] han definit la integral tipus Itô en termes de productes de Wick i també han

introduït la integral tipus Stratonovich.

En aquest capítol considerarem la integral de Stratonovich en el sentit de Solé i Utzet

[SU90] i utilitzarem el treball de Jolis [Jol06] en el qual la integral tipus Stratonovich es

construeix per a processos Gaussians generals que tenen funció de covariància de variació

acotada (això inclou el cas del moviment Brownià fraccionari amb paràmetre de HurstH > 1
2).

Els resultats que obtenim per a la integral múltiple tipus Itô poden ser un primer pas per

provar la continuïtat en llei de funcionals molt més complicats, pels quals puguem trobar una

descomposició en caos de Wiener on els nuclis de les integrals múltiples siguin funcions prou

bones.

Hem organitzat el capítol de la forma següent. A la Secció 2 expliquem breument la

construcció, donem algunes de les propietats de la integral de primer ordre I
H

1 (f) a

l’espai L2([0, T ]) i provem que per a f1, . . . , fk ∈ L2([0, T ]) les lleis en (C ([0, T ]))k dels

processos k-dimensionals (I
H

1 (f11[0,t]), . . . , I
H

1 (f
k
1[0,t]))) convergeixen feblement cap a les de

(I
H0

1 (f11[0,t]), . . . , I
H0

1 (f
k
1[0,t])), quan H → H0 (veure Teorema 3.1.3).

A la Secció 3 donem les principals propietats de la integral múltiple tipus Itô I
H

n (f) i

provem la convergència en llei de {IH

n (f1[0,t]n), t ∈ [0, T ])}
H∈( 1

2 ,1)
cap a {IH0

n (f1[0,t]n), t ∈
[0, T ]} per f ∈ L2([0, T ]n) (veure Teorema 3.2.7). Com a pas previ, demostrem el resultat

anàleg (veure Proposició 3.2.4) per a f funció elemental (és a dir, f =
∑m

i=1 big
i
1 ⊗ · · · ⊗ gi

n,

amb gi
k ∈ L2([0, T ]) per a tot k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m).

Finalment, a la Secció 4, introduïm la integral múltiple tipus Stratonovich, IS,H

n (f),

i provem que la llei de {IS,H

n (f1[0,t]n), t ∈ [0, T ]}
H∈( 1

2 ,1)
convergeix cap a la de

{IS,H0

n (f1[0,t]n), t ∈ [0, T ]}, quan f és una funció o bé elemental o bé contínua, veure la

Proposició 3.3.6 i el Teorema 3.3.8.

3.1 Convergència en llei de la integral de primer ordre

Definim la integral de primer ordre d’una funció determinista respecte B
H seguint el

procediment habitual. Primer de tot, considerem el conjunt ST de totes les funcions simples

en [0, T ] de la forma

f =
N∑

j=1

fj1[aj ,bj),

on [aj , bj) ⊂ [0, T ] i fj ∈ R. Observem que ST és un espai vectorial. La integral de primer

ordre de f respecte BH es defineix com

I
H

1 (f) =
N∑

j=1

fj(B
H

bj
−B

H

aj
).

Es pot veure fàcilment que aquesta integral està ben definida i que IH

1 és lineal.
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Considerem el producte escalar definit a ST per

〈f, g〉H = E(I
H

1 (f)I
H

1 (g)) =
∫∫

[0,T ]2
f(s)g(t)d2RH (s, t),

on d2RH (s, t) = H(2H−1)|t−s|2H−2dsdt. Podem estendre la integral a l’espai de Hilbert que

denotem per Λ2(RH ) (veure Huang i Cambanis [HC78]) i que és la compleció de ST respecte

el producte escalar 〈 , 〉H . Notem que aquest espai conté distribucions (veure per exemple

[Jol07]).

Denotem per ‖ ‖H la norma en Λ2(RH ), és a dir,

‖f‖H = 〈f, f〉1/2
H
.

En el treball de Pipiras i Taqqu [PT01] es pot veure que l’espai de funcions

LH

T
= {f :

∫∫
[0,T ]2

f(s)f(t)d2RH (s, t) < +∞}

és un subespai dens de Λ2(RH ) i per f, g ∈ LH

T
, tenim que

〈f, g〉H =
∫∫

[0,T ]2
f(s)g(t) d2RH (s, t)dsdt.

El lema següent ens proporciona una cota superior del moment de segon ordre de IH

1 (f)

per a tota funció f ∈ L2([0, T ]).

Lema 3.1.1. Per a tota f ∈ L2([0, T ]) i H ∈
(

1
2 , 1
)
, es compleix∫∫

[0,T ]2
|f(x)||f(y)|d2RH (x, y) 6 CT ‖f‖

2

L2([0,T ])
. (3.1.1)

Com a conseqüència L2([0, T ]) ⊂ LH

T
⊂ Λ2(RH ) per a qualsevol H > 1

2 , i a més, per a tota

f ∈ L2([0, T ]) tenim que

E(I
H

1 (f))2 6 CT ‖f‖
2

L2([0,T ])
.

Demostració. Usant la desigualtat de Cauchy-Schwarz, obtenim la desigualtat que volíem

provar: ∫ T

0

∫ T

0
|f(x)||f(y)|d2RH (x, y)

6

(∫ T

0

∫ T

0
|f(x)|2d2RH (x, y)

)1/2

×
(∫ T

0

∫ T

0
|f(y)|2d2RH (x, y)

)1/2

=
∫ T

0
|f(x)|2H(x2H−1 + (T − x)2H−1) dx

6 2HT 2H−1

∫ T

0
|f(x)|2dx

6 2 max(1, T )‖f‖2

L2([0,T ])
.
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Denotarem per

IH

1 (f) = {IH

1 (f1[0,t]), t ∈ [0, T ]}

la integral de primer ordre de f respecte BH , considerada com a procés.

Observació 3.1.2. Usant el treball de Nualart i Ouknine [NO03] sabem que, per

f ∈ L2([0, T ]), el procés IH

1 (f) té trajectòries contínues quasi segurament. De fet, prenent

p = 2 al Teorema 4 d’aquest article, tenim que les trajectòries de IH

1 (f) pertanyen (q.s) als

espais de Besov Bα
2, q per a α ∈ (1/2,H) i q ∈ [1,∞], que estan inclosos en C ([0, T ]).

En el teorema següent obtenim la convergència en llei de la família de processos

k-dimensionals {(IH

1 (f1), . . . , I
H

1 (f
k
)),H ∈

(
1
2 , 1
)
}, en C ([0, T ])k, quan H → H0 ∈

[
1
2 , 1
)
,

per a f1 ,..., fk
∈ L2([0, T ]).

Teorema 3.1.3. Siguin fj ∈ L2([0, T ]), amb j = 1, . . . , k i H0 ∈ [12 , 1). Aleshores,

(IH

1 (f1), . . . , I
H

1 (f
k
)) L−→ (IH0

1 (f1), . . . , I
H0

1 (f
k
)),

en C ([0, T ])k, quan H > 1
2 tendeix a H0.

Demostració. Començarem provant l’ajustament de la família de lleis de

{(IH

1 (f1), . . . , I
H

1 (f
k
)),H ∈

(
1
2 , 1
)
}.

Atès que IH

1 (f) és Gaussià i centrat, pel Lema 3.1.1 tenim que

E|(IH

1 (f11[0,t]), . . . , I
H

1 (f
k
1[0,t]))− (I

H

1 (f11[0,s]), . . . , I
H

1 (f
k
1[0,s]))|4

6 Ck

k∑
i=1

E|IH

1 (fi1[0,t])− I
H

1 (fi1[0,s])|4

= 3Ck

k∑
i=1

(E|IH

1 (fi1[0,t])− I
H

1 (fi1[0,s])|2)2

6 3C
k,T

(∫ t

s
g(x)dx

)2

,

on C
k,T

= Ck max(1, T 2) i g(x) := maxi=1,...,k |fi(x)|2.
Per tant, pel Criteri de Billingsley (veure Teorema 1.1.14) obtenim l’ajustament.

Ara provarem que les distribucions en dimensió finita del vector (IH

1 (f1), . . . , I
H

1 (f
k
))

convergeixen feblement cap a (IH0

1 (f1), . . . , I
H0

1 (f
k
)). Primer de tot, apliquem el Lema 1.3.1

prenent l’espai E = (L2([0, T ]))k dotat de la norma usual i

J H
: E −→ (L0(Ω))km

(f1 ,. . . ,fk
) 7→ (IH

1 (f11[0,t1]),. . . ,I
H

1 (f11[0,tm]),. . . ,I
H

1 (f
k
1[0,t1]),. . . ,I

H

1 (f
k
1[0,tm])).

Pel Lema 3.1.1, veiem que J H satisfà la condició (C) del Lema 1.3.1. A més, per a

(f1 , . . . , fk
) ∈ (ST )k (que és un subespai dens d’E) tenim que J H

(f1 , . . . , fk
) convergeix en

llei a J H0 (f1 , . . . , fk
) perquè, en aquest cas, les integrals IH

1 (fi1[0,tj ]) són combinacions lineals

d’increments de BH i sabem que BH convergeix feblement cap a BH0 . Amb això finalitza la

prova.
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3.2 Convergència en llei de la integral múltiple tipus Itô

3.2.1 Definició i propietats de la integral múltiple tipus Itô

Sigui Sn
T

el conjunt de totes les funcions simples en [0, T ]n. Considerem la forma bilineal,

simètrica i definida positiva en Sn
T
× Sn

T
donada per

〈f, g〉H,n =
∫

[0,T ]2n

f(s1, . . . , sn)g(t1, . . . , tn)d2nRH (s1, t1, . . . , sn, tn),

on d2nRH (s1, t1, . . . , sn, tn) = d2RH (s1, t1) . . . d2RH (sn, tn).

Denotem per Λ2(⊗nRH ) la compleció de Sn
T

respecte el producte interior 〈·, ·〉H,n . A Huang

i Cambanis [HC78], la integral múltiple tipus Itô, denotada per IH

n , es construeix a l’espai

Λ2(⊗nRH ).

Anàlogament al cas n = 1, l’espai (LH

T
)⊗n està contingut en el domini de la integral,

Λ2(⊗nRH ), per a tot H > 1
2 , i per a f, g ∈ (LH

T
)⊗n tenim que

〈f, g〉H,n =
∫∫

[0,T ]2n

f(s1, . . . , sn)g(t1, . . . , tn)d2nRH (s1, t1, . . . , sn, tn).

Com a conseqüència, L2([0, T ]n) ⊂ Λ2(⊗nRH ).

En el teorema següent, resumirem algunes de les propietats més importants de la integral

múltiple tipus Itô IH

n (f).

Teorema 3.2.1. (Theorem 2.1,[HC78]). Les integrals múltiples tipus Itô satisfan les

propietats següents:

(i) Per a cada n, IH

n és un operador lineal de Λ2(⊗nRH ) en un subespai de L2(Ω).

(ii) I
H

n (f) = I
H

n (f̃), on f̃ denota la simetrització de f ∈ Λ2(⊗nRH ).

(iii) E(I
H

n (f)I
H

n (g)) = n!〈f̃ , g̃〉Λ2(⊗nR
H

).

(iv) E(I
H

n (f)I
H

m(g)) = 0, si n 6= m.

(v) Si h ∈ Λ2(RH ) amb ‖h‖H = 1 aleshores

I
H

n (h⊗n) = n!Hn(I
H

1 (h)),

on Hn denota el polinomi d’Hermite de grau n normalitzat. Recordem que aquest

polinomi es defineix com

Hn(x) =
(−1)n

n!
e

x2

2
dn

dxn
(e−

x2

2 ), n > 1,

i H0(x) = 1.
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(vi) Si h ∈ Λ2(RH ), aleshores

I
H

n (h⊗n) = n!Hn(‖h‖H , I
H

1 (h)), (3.2.1)

on Hn(λ, x) denota el polinomi d’Hermite de grau n en dues variables i normalitzat:

Hn(λ, x) = λn/2Hn

(
x√
λ

)
, x ∈ R, λ > 0.

Per a cada n > 1 denotarem per

IH

n (f) = {IH

n (f1[0,t]n), t ∈ [0, T ]}

la integral múltiple tipus Itô de f respecte BH , entesa com a procés.

3.2.2 Convergència en llei de IH

n (f) per a f ∈ En

Sigui En l’espai de funcions elementals de la forma

f =
m∑

i=1

big
i
1 ⊗ · · · ⊗ gi

n,

amb gi
k ∈ L2([0, T ]) per a tot k = 1, . . . , n, i = 1, . . . ,m.

Observació 3.2.2. Si H = 1
2 , el moviment Brownià fraccionari és un procés de Wiener amb

funció de covariància, donada per

R
1|2(s, t) = s ∧ t,

que té variació acotada. Aleshores, aquesta funció defineix una mesura en B([0, T ]2) que és

singular respecte a la mesura de Lebesgue. De fet, és la mesura uniforme concentrada a la

diagonal, que formalment es denota com δt−s a la teoria de distribucions.

Observem que es pot expressar la norma ‖f‖
L2([0,T ])

com

‖f‖2

L2([0,T ])
=
∫ T

0
f(s)2ds =

∫ T

0

∫ T

0
f(s)f(t)d2R

1|2(s, t) = ‖f‖2
1|2
.

La proposició següent la utilitzarem, més endavant, per provar la convergència en llei de les

integrals múltiples tipus Itô.
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Proposició 3.2.3. Donada f ∈ L2([0, T ]), definim la família {gH , H ∈ [12 , 1)} de funcions

contínues donades per

gH (t) = ‖f1[0,t]‖2
H

=
∫ t

0

∫ t

0
f(x)f(y)d2RH (x, y).

Aleshores, {gH}H> 1
2

convergeix uniformement en t ∈ [0, T ] cap a gH0
, quan H → H0 ∈

[
1
2 , 1
)
.

Demostració. Si H0 > 1
2 , es pot obtenir de forma senzilla el resultat usant arguments de

convergència dominada. Per tant, suposarem que H0 = 1
2 .

Donada f ∈ L2([0, T ]) i 0 < ε < 1, existeix una funció ϕ ∈ C1([0, T ]) nul.la en zero tal

que

‖f − ϕ‖
L2([0,T ])

< ε. (3.2.2)

Podem suposar també que

‖ϕ‖
L2([0,T ])

6 ‖f‖
L2([0,T ])

. (3.2.3)

Observem que ∣∣∣‖f1[0,t]‖2
H
−‖f1[0,t]‖2

1|2

∣∣∣ 6 A1 +A2 +A3,

amb

A1 =
∣∣∣∣∫ t

0

∫ t

0
f(x)f(y)d2RH (x, y)−

∫ t

0

∫ t

0
ϕ(x)ϕ(y)d2RH (x, y)

∣∣∣∣ ,
A2 =

∣∣∣∣∫ t

0

∫ t

0
ϕ(x)ϕ(y)d2RH (x, y)−

∫ t

0
ϕ(x)2dx

∣∣∣∣ ,
A3 =

∣∣∣∣∫ t

0
ϕ(x)2dx−

∫ t

0
f(x)2dx

∣∣∣∣ .
Usant les desigualtats (3.1.1), (3.2.2) i (3.2.3), podem acotar el terme A1 de la forma següent:

A1 =
∣∣∣‖(f − ϕ+ ϕ)1[0,t]‖2

H
− ‖ϕ1[0,t]‖2

H

∣∣∣ = ∣∣∣‖(f − ϕ)1[0,t]‖2
H

+ 2〈(f − ϕ)1[0,t], ϕ1[0,t]〉H

∣∣∣
6 CT ‖f − ϕ‖2

L2([0,T ])
+ 2‖(f − ϕ)1[0,t]‖H‖ϕ1[0,t]‖H

6 CT ε
2 + 2CT ε‖f‖L2([0,T ])

< C
f,T

ε.

Fent càlculs similars, podem provar que, per a tot ε > 0, el terme A3 està acotat per C
f,T

ε.

Finalment, veurem que

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣∣∫ t

0

∫ t

0
ϕ(x)ϕ(y)d2RH (x, y)−

∫ t

0
ϕ(x)2dx

∣∣∣∣ −→ 0, (3.2.4)

quan H → 1/2.

Per provar això, usarem dues igualtats obtingudes a partir de la fórmula d’integració per

parts. Per H > 1
2 tenim que∫ t

0

∫ t

0
ϕ(x)ϕ(y)H(2H − 1)|x− y|2H−2dxdy

=
∫ t

0

∫ t

0
RH (x, y)ϕ′(x)ϕ′(y)dxdy − t2Hϕ(t)2

+ 2Hϕ(t)
∫ t

0
(x2H−1 + (t− x)2H−1)ϕ(x)dx, (3.2.5)
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i ∫ t

0
ϕ(x)2dx =

∫ t

0

∫ t

0
(x ∧ y)ϕ′(x)ϕ′(y)dxdy − tϕ(t)2 + 2ϕ(t)

∫ t

0
ϕ(x)dx. (3.2.6)

La idea darrera l’ús d’aquestes expressions ve del fet que les mesures definides per d2RH (x, y)

i d2R
1|2(x, y) són derivades, en el sentit de les distribucions, de RH i R

1|2 , respectivament.

Ara, provarem la convergència uniforme cap a zero de les diferències dels corresponents

termes de la banda dreta de (3.2.5) i (3.2.6), quan H → 1
2 . Es pot veure molt fàcilment que

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣t2Hϕ2(t)− tϕ2(t)
∣∣∣ −→

H→ 1
2

0.

Usant un argument de convergència dominada es pot provar de forma senzilla que l’expressió:

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣ ∫ t

0

∫ t

0
RH (x, y)ϕ′(x)ϕ′(y)dxdy −

∫ t

0

∫ t

0
(x ∧ y) ϕ′(x)ϕ′(y)

∣∣∣dxdy
convergeix a zero quan H → 1

2 .

Finalment, tenim que

sup
t∈[0,T ]

∣∣∣ ∫ t

0
2H(x2H−1 + (t− x)2H−1)ϕ(x)dx−

∫ t

0
2ϕ(x)dx

∣∣∣
6 sup

t∈[0,T ]

∣∣∣ ∫ t

0
(2Hx2H−1 − 1)ϕ(x)dx

∣∣∣+ sup
t∈[0,T ]

∣∣∣ ∫ t

0
(2H(t− x)2H−1 − 1)ϕ(x)dx

∣∣∣
6 2‖ϕ‖∞

∫ T

0
|2Hx2H−1 − 1|dx.

Novament, utilitzant arguments de convergència dominada es pot veure que aquest terme

convergeix a zero quan H → 1
2 .

La proposició següent prova la convergència en llei de la família {IH

n (f), H > 1
2} cap a IH0

n (f)

per a tot f ∈ En, quan H tendeix a H0.

Proposició 3.2.4. Sigui f ∈ En. Aleshores, la família de processos {IH

n (f), H > 1
2}

convergeix en llei cap a IH0

n (f), en l’espai C ([0, T ]), quan H tendeix a H0 ∈ [12 , 1).

Demostració. Podem suposar sense pèrdua de generalitat que f és una funció simètrica.

Sabem que tota funció simètrica f ∈ En es pot expressar com

f =
m∑

i=1

bi g
i ⊗ · · · ⊗ gi,

per unes certes funcions gi ∈ L2([0, T ]).

Per (3.2.1), tenim que

I
H

n (f 1[0,t]n) =
m∑

i=1

bi n!Hn(‖gi1[0,t]‖H , I
H

1 (gi1[0,t])).

Per tant, IH

n (f) té una versió contínua.
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Usant la Proposició 3.2.3 i el Teorema 3.1.3, tenim que

(‖g11[0,·]‖H , . . . , ‖g
m1[0,·]‖H , I

H

1 (g1), . . . , IH

1 (gm)),

convergeix en llei cap a

(‖g11[0,·]‖H0
, . . . , ‖gm1[0,·]‖H0

, IH0

1 (g1), . . . , IH0

1 (gm)),

en (C ([0, T ]))2m, quan H → H0.

Per aquest motiu i tenint en compte que els polinomis d’Hermite en dues variables són

funcions contínues, deduïm el resultat que volíem provar.

3.2.3 Convergència en llei de IH

n (f) per a f ∈ L2([0, T ]n)

Tot seguit provarem la convergència en llei en C ([0, T ]) de la família de processos {IH

n (f)}
H∈( 1

2 ,1)

quan H tendeix a H0, per a tota f ∈ L2([0, T ]n). Per demostrar l’existència d’una versió con-

tínua de la integral i l’ajustament de la família de lleis, necessitarem el lema que enunciem a

continuació:

Lema 3.2.5. Sigui f ∈ L2([0, T ]n) i siguin 0 6 s < t 6 T . Aleshores, per a tot H ∈
[

1
2 , 1
)

tenim que

E[I
H

n (f1[0,t]n)− I
H

n (f1[0,s]n)]2 6 Cn,T ‖f1[0,t]n\[0,s]n‖2

L2([0,T ]n)
(t− s)2H−1. (3.2.7)

Com a conseqüència s’obté que

E[I
H

n (f)]2 6 Cn,T ‖f‖
2

L2([0,T ]n)
. (3.2.8)

Demostració. El cas H = 1
2 ja és conegut. Suposem H > 1

2 . Podem suposar també sense

pèrdua de generalitat que f és simètrica ja que si tenim provada la desigualtat per aquest

tipus de funcions aleshores obtindrem (atès que els conjunts [0, t]n i [0, s]n són simètrics):

E[I
H

n (f1[0,t]n)− I
H

n (f1[0,s]n)]2 = E[I
H

n (f̃1[0,t]n)− I
H

n (f̃1[0,s]n)]2

6 Cn,T ‖f̃1[0,t]n\[0,s]n‖2

L2([0,T ]n)
(t− s)2H−1

6 Cn,T ‖f1[0,t]n\[0,s]n‖2

L2([0,T ]n)
(t− s)2H−1

Suposem doncs que f és simètrica. D’una banda, usant la propietat (iii) del Teorema 3.2.1

tenim que

E[I
H

n (f1[0,t]n)− I
H

n (f1[0,s]n)]2 = n!〈f1[0,t]n\[0,s]n , f1[0,t]n\[0,s]n〉H,n

= Cn

(∫
[0,T ]2n

(f1[0,t]n\[0,s]n)(s1, . . . , sn)(f1[0,t]n\[0,s]n)(t1, . . . , tn)d2nRH (s1, t1, . . . , sn, tn)

)
(3.2.9)
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A més aplicant la desigualtat

f(s1, . . . , sn)f(t1, . . . , tn) 6
f(s1, . . . , sn)2 + f(t1, . . . , tn)2

2
a (3.2.9) tenim que

E[I
H

n (f1[0,t]n)− I
H

n (f1[0,s]n)]2

6 Cn

(∫
[0,T ]2n

f2(s1, . . . , sn)1[0,t]n\[0,s]n(s1, . . . , sn)1[0,t]n\[0,s]n(t1, . . . , tn)d2nRH (s1, t1, . . . , sn, tn)

)
.

(3.2.10)

Ara, integrarem aquesta expressió respecte les variables t1, . . . , tn. Abans però, observem que

el conjunt [0, t]n \ [0, s]n està contingut en el conjunt de punts de [0, t]n tals que almenys una

de les n coordenades pertany a [s, t], i això significa que ens apareixerà almenys una integral

del tipus: ∫ t

s
H(2H − 1)|x− y|2H−2dy.

Per H ∈ (1
2 , 1), estudiem, en funció de x, aquesta integral. Per a això, distingirem els tres

casos que presentem a continuació:

(i) Si 0 < x < s,∫ t

s
H(2H − 1)|x− y|2H−2dy = H(2H − 1)

∫ t

s
(y − x)2H−2dy

= H[(t− x)2H−1 − (s− x)2H−1] 6 H(t− s)2H−1.

(ii) Si x ∈ [s, t],∫ t

s
H(2H − 1)|x− y|2H−2dy = H(2H − 1)

∫ x

s
(x− y)2H−2dy +H(2H − 1)

∫ t

x
(y − x)2H−2dy

= H[(x− s)2H−1 + (t− x)2H−1] 6 2H(t− s)2H−1.

(iii) Si T > x > t,∫ t

s
H(2H − 1)|x− y|2H−2dy = H(2H − 1)

∫ t

s
(x− y)2H−2dy

= H[(x− s)2H−1 − (x− t)2H−1] 6 H(t− s)2H−1.

Per la resta d’integrals obtenim la cota superior següent∫ t

0
H(2H − 1)|x− y|2H−2dy 6 CT .

Així doncs, usant aquestes desigualtats que acabem de veure i integrant (3.2.10) respecte les

variables t1, . . . , tn tenim que

E[I
H

n (f1[0,t]n)− I
H

n (f1[0,s]n)]2

6 Cn,T

(∫
[0,T ]2n

f2(s1, . . . , sn)1[0,t]n\[0,s]n(s1, . . . , sn)ds1 . . . , dsn

)
(t− s)2H−1

= Cn,T ‖f1[0,t]n\[0,s]n‖2

L2([0,T ]n)
(t− s)2H−1,
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que és el que volíem provar.

En el lema següent enunciem la propietat d’hipercontractivitat en el context de caos de

Wiener. Per a tota variable aleatòria de quadrat integrable F =
∑+∞

n=0 In(f) denotem per Jn

la projecció en el caos de Wiener d’ordre n i tenim que la seva projecció coincideix amb la

integral múltiple d’ordre n: Jn(F ) = In(fn).

Considerem el semigrup d’Ornstein-Uhlenbeck {Tt, t > 0} d’operadors lineals i acotats Tt

en L1(Ω) que per a F ∈ L2(Ω) ve donat per

Tt(F ) =
+∞∑
n=0

e−ntJn(F ).

Aquests operadors verifiquen la propietat d’hipercontractivitat següent:

Lema 3.2.6. (veure per exemple, pàg.65 de [LT91], o Theorem 1.4.1.,[Nua06]) Sigui p > 1 i

t > 0 i prenem q(t) = e2t(p− 1) + 1 > p. Suposem que F ∈ Lp(Ω). Aleshores,

‖Tt(F )‖q(t) 6 ‖F‖p.

Com a conseqüència d’aquesta propietat, es pot veure de forma senzilla que per a tot

1 < p < q < +∞ les normes ‖ · ‖p i ‖ · ‖q són equivalents en el caos de Wiener d’ordre n.

En efecte, sigui t > 0 tal que q = 1 + e2t(p − 1). Aleshores, per a tota variable aleatòria

F ∈ L2(Ω) que pertanyi al caos de Wiener d’ordre n, tenim que

e−nt‖F‖q = ‖TtF‖q 6 ‖F‖p.

Usant aquest fet i prenent p = 2 i t > 0 de forma que q = e2t + 1 > 2, obtenim que

‖Jn(F )‖q 6 (q − 1)n/2‖Jn(F )‖2. (3.2.11)

Aquest resultat l’aplicarem a la integral estocàstica múltiple tipus Itô d’una funció

determinista ja que aquesta pertany al caos de Wiener d’ordre n i d’aquesta manera

podrem estimar els moments de qualsevol ordre superior a dos a partir del moment de segon

ordre.

Teorema 3.2.7. Sigui f ∈ L2([0, T ]n) una funció simètrica. Aleshores, la família de lleis

en C ([0, T ]) dels processos {IH

n (f), H ∈ (1
2 , 1)} convergeix feblement cap a la llei de IH0

n (f),

quan H tendeix a H0 ∈ [12 , 1).

Demostració. Com a conseqüència del Lema 3.2.5 i la propietat d’hipercontractivitat (3.2.11)

tenim que per a tot p > 2

E[I
H

n (f1[0,t]n)−IH

n (f1[0,s]n)]p 6 Cn,T ‖f1[0,t]n\[0,s]n‖
p
2
L2([0,T ]n)

(t−s)
p
2
(2H−1) 6 Cn,T (t−s)

p
2
(2H−1).

Per tant, aplicant el Criteri de continuïtat de Kolmogorov obtenim que IH

n (f) té una

versió contínua.
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D’altra banda, si considerem el moment de quart ordre, és a dir, p = 4 a la primera part

de la desigualtat anterior tenim

E[I
H

n (f1[0,t]n)− I
H

n (f1[0,s]n)]4 6 Cn,T

(∫
[0,t]n\[0,s]n

f2(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn

)2

i usant el Criteri de Billingsley obtenim l’ajustament de les lleis de {IH

n (f), H ∈ (1
2 , 1)} en

C ([0, T ]), prenent com a F (x) =
∫
[0,x]n f

2(x1, . . . , xn)dx1 . . . dxn.

Ara provarem que (I
H

n (f1[0,t1]n), . . . , I
H

n (f1[0,tm]n)) convergeix en llei cap a

(I
H0

n (f1[0,t1]n), . . . , I
H0

n (f1[0,tm]n)), per a tot t1, . . . , tm ∈ [0, T ]. Per aquest motiu, apliquem

el Lema 1.3.1 amb E = L2([0, T ]n) dotat de la norma L2 i

J H
: E −→ (L0(Ω))m

f 7−→(IH

n (f1[0,t1]), . . . , I
H

n (f1[0,tm])).

Pel Lema 3.2.5, sabem que la condició (C) del Lema 1.3.1 es satisfà. Aleshores, tenint en

compte que En és un subespai dens d’E i usant la Proposició 3.2.4 s’obté el resultat desitjat.

3.3 Convergència en llei de la integral múltiple tipus Stratonovich

3.3.1 Definició de la integral tipus Stratonovich i convergència en llei per
a f ∈ En

Introduirem la integral múltiple tipus Stratonovich en el sentit de Solé i Utzet [SU90].

Definició 3.3.1. (Proposition 2.3, [BJT03a]) Donada una funció integrable f : [0, T ]n −→ R,

direm que existeix la integral fraccional tipus Stratonovich de f si existeix el límit en L2(Ω),

quan |π| → 0, de

∑
i1,...,in

1
|∆π

i1
| . . . |∆π

in
|

(∫
∆π

i1
×···×∆π

in

f(t1, . . . , tn)dt1 . . . dtn

)
B

H
(∆π

i1) . . . B
H

(∆π
in),

on {∆π
ij
} són els intervals definits per una partició π de l’interval [0, T ]. A més, donat un

interval ∆, BH
(∆) denota l’increment del procés BH en ∆ i |∆| és la seva longitud. Quan

aquest límit existeix el denotarem per IS,H

n (f).

Dasgupta i Kallianpur [DK99b] van construir una integral múltiple respecte el moviment

Brownià fraccionari amb paràmetre de Hurst H ∈ (1
2 , 1) per funcions f ∈ L2(µ

H

n ) on µH

n és la

mesura definida a l’expressió (48) d’aquest darrer article. Aquesta integral satisfà que per a

qualsevol funció f de la forma

f =
∑
m

am1∆m
1 ×···×∆m

n
, amb am ∈ R, per a tot m,
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sense cap restricció en els intervals ∆m
i , és igual a

∑
m

amB
H

(∆m
1 ) . . . B

H
(∆m

n ).

Observació 3.3.2. Bardina et al. [BJT03b] (veure Proposition 2.3 d’aquest últim article)

proven que per f ∈ L2(µ
H

n ) la integral de Dasgupta i Kallianpur [DK99b] és el límit en L2(Ω)

de les sumes de Riemann considerades per Solé i Utzet [SU90] (veure la Definició 3.3.1).

Notem que L∞([0, T ]n) ⊂ L2(µ
H

n ) i també En ⊂ L2(µ
H

n ).

A continuació expliquem breument una altra construcció de la integral múltiple tipus

Stratonovich respecte el moviment Brownià fraccionari amb paràmetre de Hurst H ∈ (1/2, 1)

(veure [Jol06], on es consideren processos Gaussians generals amb funció de covariància de

variació acotada). Si f ∈ En és de la forma següent

f =
m∑

i=1

ai(hi
1 ⊗ · · · ⊗ hi

n), (3.3.1)

on hi
1, . . . , h

i
n ∈ L2([0, T ]) i ai ∈ R, per a tot i = 1, . . . ,m, definim la integral tipus

Stratonovich com

I
S,H

n (f) :=
m∑

i=1

aiI
H

1 (hi
1) · · · I

H

1 (hi
n). (3.3.2)

D’aquesta definició, es dedueix que I
S,H

n és una aplicació lineal en En i que

I
S,H

n (f) = I
S,H

n (f̃), on f̃ és la simetrització de f .

Un cop vista aquesta definició, enunciarem la corresponent fórmula de Hu-Meyer per a

funcions elementals (en el cas particular del moviment Brownià fraccionari amb H ∈ (1/2, 1)).

Teorema 3.3.3. (Theorem 3.2, [Jol06]) Sigui H ∈ (1/2, 1) i sigui f una funció elemental en

[0, T ]n, amb n > 1. Aleshores,

I
S,H

n (f) =
[n
2
]∑

k=0

n!
k!(n− 2k)!2k

In−2k

(∫
[0,T ]2k

f̃(t1, . . . , t2k, ·)d2kRH (t1, . . . , t2k)

)
, (3.3.3)

amb el conveni que si k = 0, el corresponent terme és igual a IH

n (f̃).

Ara, considerem Es
n l’espai de les funcions elementals simètriques en [0, T ]n. Usant el

Teorema 3.3.3 i les propietats de les integrals tipus Itô tenim que, per f ∈ Es
n,

E(I
S,H

n (f))2 6 Cn

[n
2
]∑

k=0

∫
[0,T ]n−2k

(∫
[0,T ]2k

|f |d2kRH

)2

dn−2kλH , (3.3.4)

on λH és la mesura definida per

λH (A) =
∫ T

0

∫
A
d2RH (x, y),
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per a qualsevol conjunt de Borel A ⊂ [0, T ]. Es pot veure fàcilment que, per a qualsevol

p ∈ [1,∞], tenim Lp(λH ) = Lp([0, T ]).

Usant la desigualtat (3.3.4), es pot estendre la integral a un espai de Banach, denotat per

Ls,H
n , seguint els passos que descrivim a continuació. Primer de tot, prenem

dνn :=
[n
2
]∑

k=0

(d2kRH ⊗ dn−2kλH ),

amb el conveni d0RH ⊗ dnλH = dnλH i que si n és parell dnRH ⊗ d0λH = dnRH i denotem

‖f‖∗ =
[n
2
]∑

k=0

∫
[0,T ]n−2k

(∫
[0,T ]2k

|f |d2kRH

)2

dn−2kλH .

Aleshores, Ls,H
n és l’espai de totes les funcions f ∈ L1(νn) simètriques i tals que ‖f‖∗ <∞.

Es pot veure que les funcions simètriques de L2(µ
H

n ) estan incloses en Ls,H
n , i com a

conseqüència les funcions simètriques de L∞([0, T ]n) estan incloses en Ls,H
n . A més, les

integrals de Dasgupta i Kallianpur [DK99b] i Jolis [Jol06] coincideixen en L2(µ
H

n ).

També es pot provar que la fórmula de Hu-Meyer es satisfà en Ls,H
n . És a dir, la igualtat

(3.3.3) es satisfà per a qualsevol f ∈ Ls,H
n (veure Theorem 3.5, [Jol06]).

Donada f ∈ L2([0, T ]n) i una partició π de [0, T ], definim

fπ(t1, . . . , tn) =
∑

i1,...,in

1
|∆i1 | . . . |∆in |

(∫
∆i1

×···×∆in

f(s1, . . . , sn)ds1 . . . dsn

)
× 1∆i1

×···×∆in
(t1, . . . , tn), (3.3.5)

on ∆i són els intervals de la partició π i |∆i| les seves longituds.

Sabem que, quan f ∈ L2([0, T ]n), fπ convergeix a f en L2([0, T ]n), si |π| → 0.

Tots els resultats de la integral múltiple tipus Stratonovich enunciats fins ara fan referència

només al cas H ∈ (1/2, 1). Quan H = 1/2, la mesura definida per la funció de covariància

és singular respecte la mesura de Lebesgue i això implica que la integral tipus Stratonovich

respecte el procés de Wiener sigui més complicada. Per exemple, si definim la integral en el

sentit de Solé i Utzet [SU90], les funcions integrables han de satisfer que existeixin unes altres

funcions anomenades “traces” definides per un procediment límit (veure Solé i Utzet [SU90])

i, en general, és difícil trobar classes de funcions amb aquesta propietat. No obstant això, es

pot demostrar el resultat següent:
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Teorema 3.3.4. Sigui f una funció tal que f = f1 + f2 amb f1 ∈ En i f2 ∈ C ([0, T ]n) i

simètriques. Aleshores, f 1[0,t]n és integrable Stratonovich respecte B1|2 per a tot t ∈ [0, T ] i

es satisfà la fórmula de Hu-Meyer següent:

I
S,1|2
n (f 1[0,t]n) =

[n
2
]∑

j=0

n!
(n− 2j)!j!2j

× I
1|2
n

(∫
[0,t]j

f(x1, x1, x2, x2, . . . , xj , xj , ·)1[0,t]n−2j (·)dx1 · · · dxj

)
.

Demostració. Pel sumand f1 ∈ En, el resultat és conseqüència directa de la definició de les

traces i la fórmula de Hu-Meyer de Solé i Utzet [SU90]. Pel terme f2 ∈ C ([0, T ]n), podem

aplicar el Lemma A1 de Bardina i Jolis [BJ00].

Com a conseqüència d’aquest teorema, podem enunciar el següent corol.lari.

Corol·lari 3.3.5. Si f = f1 + f2 amb f1 ∈ En ∩ L∞([0, T ]n) i f2 ∈ C ([0, T ]n) simètriques,

aleshores existeix una constant Cn,T que només depèn de n i T tal que

E[I
S,1|2
n (f 1[0,t]n)]2 6 Cn,T ‖f‖

2
∞.

Per a tot n > 1, denotem per

IS,H

n (f) = {IS,H

n (f1[0,t]n), t ∈ [0, T ]}

la integral múltiple tipus Stratonovich respecte BH associada a f , com a procés.

Proposició 3.3.6. Sigui f ∈ En. Aleshores, la família de processos {IS,H

n (f), H ∈ (1
2 , 1)}

convergeix en llei a IS,H0

n (f), en C ([0, T ]), quan H tendeix a H0 ∈ [12 , 1).

Demostració. Per a f ∈ En tal que

f =
m∑

i=1

aih
1
i ⊗ · · · ⊗ hn

i ,

on hk
i ∈ L2([0, T ]), tenim que el procés IS,H

n (f) donat per

I
S,H

n (f1[0,t]n) =
m∑

i=1

aiI
H

1 (h1
i 1[0,t]) · · · I

H

1 (hn
i 1[0,t]), ∀t ∈ [0, T ],

té una versió contínua i és un funcional continu del següent procés multidimensional

(IH

1 (h1
1), . . . , I

H

1 (h1
n), . . . , IH

1 (hm
1 ), . . . , IH

1 (hm
n )).

Aleshores, el resultat s’obté del Teorema 3.1.3.
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El següent lema tècnic ens serà útil per provar la convergència de IS,H

n (f) per a f contínua.

Lema 3.3.7. Per a tot k = 0, . . . , n, existeix una constant positiva Cn,T que no depèn del

paràmetre H tal que

∫
[0,T ]n−2k

(∫
[0,T ]2k

1[0,t]n\[0,s]n(x, x2k+1, . . . , xn))d2kRH (x)

)2

dx2k+1 . . . dxn 6 Cn,T (t− s),

(3.3.6)

per a tot s 6 t, amb s, t ∈ [0, T ]. En aquest cas, x denota el vector 2k-dimensional,

(x1, . . . , x2k).

Demostració. Per provar la desigualtat (3.3.6), necessitarem les cotes superiors següents

a) ∫ t

0

∫ t

0
H(2H − 1)|x− y|2H−2dxdy = t2H 6 max(1, T 2). (3.3.7)

b) ∫ t

0

∫ t

s
H(2H − 1)|x− y|2H−2dxdy =

(t− s)2H

2
+
t2H − s2H

2
6 CT (t− s). (3.3.8)

El conjunt ([0, t]n \ [0, s]n) està contingut en el conjunt de punts de [0, t]n tals que almenys

una de les coordenades pertany a [s, t]. Tenint en compte aquest fet, estudiarem els casos

següents:

• A la integral del membre esquerre de (3.3.6) sobre el conjunt de punts tals que almenys una

de les primeres 2k (en el cas k 6= 0) coordenades està en [s, t] hi tenim un terme del tipus(∫ T

0

∫ t

s
H(2H − 1)|x− y|2H−2dxdy

)2

6 CT (t− s)2,

usant la desigualtat (3.3.8).

• Sobre el conjunt de punts en què una de les n − 2k últimes coordenades pertany a [s, t]

tenim un terme com ∫ t

0

∫ t

s
dxdy = CT (t− s).

Usant això i aplicant la desigualtat (3.3.7), es pot provar de forma senzilla (3.3.6).

3.3.2 Convergència en llei de la integral tipus Stratonovich per a
f ∈ C ([0, T ]n)

Teorema 3.3.8. Sigui f ∈ C ([0, T ]n) una funció simètrica. Aleshores, la família de processos

{IS,H

n (f),H ∈ (1
2 , 1)} convergeix en llei a IS,H0

n (f) en l’espai C ([0, T ]), quan H tendeix a

H0 ∈ [12 , 1).
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Demostració. Començarem provant l’ajustament.

Per simplificar la notació, denotarem per g la funció g = f1[0,t]n\[0,s]n .

Usant la fórmula de Hu-Meyer, l’ortogonalitat d’integrals tipus Itô d’ordres diferents tenim

que

E[I
S,H

n (f1[0,t]n)− I
S,H

n (f1[0,s]n)]p = E[I
S,H

n (g)]p

= E

[n/2]∑
k=0

c
n,k
I

H

n−2k

(∫
[0,T ]2k

g̃(t1, . . . , t2k, ·)d2kRH (t1, . . . , t2k)

)p

6 Cp

[n/2]∑
k=0

cp
n,k
E

[
I

H

n−2k

(∫
[0,T ]2k

g̃(t1, . . . , t2k, ·)d2kRH (t1, . . . , t2k)

)]p

,

on c
n,k

= n!
k!(n−2k)!2k > 0 i x denota el vector 2k-dimensional (x1, . . . , x2k).

Aplicant la propietat d’hipercontractivitat (3.3.6) i l’expressió del moment de segon ordre

de la integral tipus Itô, tenim que

E[I
S,H

n (g)]p 6 Cp,T

[n/2]∑
k=0

cp
n,k

E(IH

n−2k

(∫
[0,T ]2k

g̃(t1, . . . , t2k, ·)d2kRH (t1, . . . , t2k)

))2
p/2

= Cp,T

[n/2]∑
k=0

cp
n,k

[
(n− 2k)!

∫
[0,T ]2(n−2k)

(∫
[0,T ]2k

g̃(x, x2k+1, . . . , xn)d2kRH (x)

×
∫

[0,T ]2k

g̃(y, y2k+1, . . . , yn)d2kRH (y)

)
d2(n−2k)RH (x2k+1, y2k+1, . . . , xn, yn)

]p/2
.

Finalment, usant la desigualtat de Cauchy-Schwarz i aplicant el Lema 3.3.7 tenim que

E[I
S,H

n (g)]p 6 Cp,T

[n/2]∑
k=0

cp
n,k

[
(n− 2k)!

∫
[0,T ]2(n−2k)

(∫
[0,T ]2k

g̃(x,x2k+1,. . . , xn)d2kRH (x)

)2

× d2(n−2k)RH (x2k+1, y2k+1, . . . , xn, yn)
]p/2

6 Cn,p,T ‖f‖
p
∞

[ ∫
[0,T ]2(n−2k)

(∫
[0,T ]2k

(1[0,t]n\[0,s]n(x, x2k+1, . . . , xn))∼d2kRH (x)

)2

× d2(2n−2k)RH (x2k+1, y2k+1, . . . , x2n, y2n)
]p/2

6 Cn,p,T ‖f‖
p
∞(t− s)p/2.

Com a conseqüència d’aquesta última cota obtenim , prenent p > 2, l’existència d’una versió

contínua de IS,H

n (f) i l’ajustament de les lleis de {IS,H

n (f), H ∈ (1
2 , 1)} en C ([0, T ]).

Ara comprovarem que el vector aleatori (I
S,H

n (f1[0,t1]n), . . . , I
S,H

n (f1[0,tm]n)) convergeix en llei

cap a (I
S,H0

n (f1[0,t1]n), . . . , I
S,H0

n (f1[0,tm]n)), per a qualsevol t1, . . . , tm ∈ [0, T ]. Usarem el

Lema 1.3.1 prenent

E = {f : f = f1 + f2, amb f1 ∈ Es
n ∩ L∞([0, T ]n), f2 ∈ C ([0, T ]n) i simètrica},
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dotat de la norma L∞. Considerem

J H
: E −→ (L0(Ω))m

f 7−→(IS,H

n (f1[0,t1]), . . . , I
S,H

n (f1[0,tm])).

La Condició (C) del Lema 1.3.1 es satisfà. En efecte, per la mateixa desigualtat que hem

obtingut l’ajustament, tenim que per a g ∈ L∞([0, T ]n), i H > 1
2

E[I
S,H

n (g)]4 6 Cn,T ‖g‖
4
∞.

A més, pel Corol.lari 3.3.5 tenim la mateixa cota per H = 1
2 (en aquest cas necessitarem

prendre g ∈ E).

Finalment, el resultat s’obté aplicant la Proposició 3.3.6 ja que les funcions simètriques de

En ∩ L∞([0, T ]n) formen un subconjunt dens de E.

Els continguts d’aquest capítol estan inclosos essencialment a l’article titulat Continuity

with respect to the Hurst parameter of the laws of the multiple fractional integrals, d’autors

M. Jolis i N. Viles i publicat a Stochastic Processes and their Applications (veure [JV07b]).

Abstract. We prove the weak convergence in C ([0, T ]) of the laws of the Itô and
Stratonovich multiple integrals of some classes of deterministic functions with respect
to the fractional Brownian motion, BH , with Hurst parameter H > 1/2, to the
law of the corresponding multiple integral with respect to B

H0 , when H tends to
H0 ∈ [1/2, 1).



Capítol 4

Continuïtat respecte el paràmetre de

Hurst de les lleis de la integral

fraccional simple. Cas H < 1
2

A la Secció 3.1 del Capítol 3 hem provat la convergència en llei de la família d’integrals

estocàstiques de primer ordre d’una funció determinista respecte B
H amb H ∈ (1

2 , 1) en

C ([0, T ]), quan H → H0. De fet, hem provat el cas k-dimensional i l’hem usat com a pas

previ per la convergència en llei de la integral estocàstica múltiple.

En aquest capítol estudiarem la convergència en llei de la família d’integrals estocàstiques

de primer ordre però quan H ∈ (0, 1
2). Hem considerat el cas 1-dimensional ja que l’extensió

al cas multidimensional no implica cap dificultat addicional.

Tot i que existeixen diferents caracteritzacions del domini de la integral estocàstica simple

respecte BH per H ∈ (0, 1
2) (veure per exemple [AMN00]), nosaltres utilitzarem la caracterit-

zació de Bardina i Jolis en [BJ06] relacionada amb els espais de Sobolev ordinaris ja que per a

la integral d’una funció determinista s’obté una expressió més senzilla i còmode per treballar.

Pel que fa a la prova de la convergència en llei, es farà de la manera habitual. Primer prova-

rem l’ajustament de la família de lleis usant el Criteri de Billingsley (veure

Teorema 1.1.14) i després la convergència de les distribucions en dimensió finita, aplicant

el Lema 1.3.1. Cal dir que en aquest cas, l’ajustament de la família de lleis de les integrals

estocàstiques de primer ordre respecte BH només l’hem provat per H en un entorn d’H0.

Hem estructurat el capítol en dues seccions. A la primera introduïm la definició de la

integral estocàstica de primer ordre d’una funció determinista respecte el moviment Brownià

fraccionari B
H quan H ∈

(
0, 1

2

)
i enunciem el resultat de [BJ06] que proporciona

la caracterització del domini d’aquesta integral.

Usant aquesta caracterització a la segona secció es demostra el resultat principal d’aquest

capítol, la convergència en llei de la família d’integrals estocàstiques de primer ordre d’una

funció determinista respecte BH , en C ([0, T ]), quan H → H0.

55
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4.1 Preliminars

Considerem el conjunt de les funcions simples ST en [0,T] de la forma

f =
N∑

i=1

fi1[ai,bi), on [ai, bi) ⊂ [0, T ].

Es pot definir de manera natural la integral de primer ordre de f respecte el moviment Brownià

fraccionari BH com

I
H

1 (f) =
N∑

i=1

fi(B
H

bi
−B

H

ai
).

Es pot veure de forma senzilla que la integral de primer ordre I
H

1 (f) és lineal i està ben

definida ja que no depèn de la representació de f .

Per a tota f, g ∈ ST es pot definir el producte escalar següent:

ΨH (f, g) = E(I
H

1 (f)I
H

1 (g)).

Aquest producte escalar és definit positiu ja que la covariància és definida positiva. Això

proporciona condicions necessàries per estendre, seguint els passos habituals, la integral de

primer ordre a un conjunt més ampli d’integrands, l’espai LH

T
que és la compleció de ST

respecte el producte escalar ΨH (f, g). Aquest espai és ben conegut i es pot caracteritzar en

termes de les derivades fraccionals (veure, per exemple, [DÜ99], [AMN01] o [PT01]).

De totes formes, al llarg d’aquest catítol usarem la caracterització de LH

T
introduïda per

Bardina i Jolis en [BJ06] i que es basa en el següent resultat:

Lema 4.1.1. (Lemma 2.1., [BJ06]) Per a tota f, g ∈ ST , tenim que

ΨH (f, g) =
1
2
H(1− 2H)

∫ T

0

∫ T

0

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))
|x− y|2−2H

dxdy

+H

∫ T

0
f(x)g(x)

[
1

x1−2H
+

1
(T − x)1−2H

]
dx.

La prova d’aquest lema es pot veure a [Jol07].

Per a tota f, g ∈ ST , també es pot obtenir una expressió més compacta de ΨH (f, g) (veure

[BJ06]):

ΨH (f, g) =
1
2
H(1− 2H)

∫∫
R2

(f̄(x)− f̄(y))(ḡ(x)− ḡ(y))
|x− y|2−2H

dxdy, (4.1.1)

on

f̄(x) =
{
f(x) si x ∈ [0, T ]

0 en altre cas.

Donada una funció localment integrable f : I → R (on I pot ser un interval finit o tot R),

i una partició π de l’interval I es defineix

fπ =
∑

i

1
|∆i|

∫
∆i

f(x)dx1∆i
. (4.1.2)
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Per a tota f : [0, T ] → R mesurable, es pot introduir la quantitat següent, possiblement

infinita:

‖f‖H =
[
1
2
H(1− 2H)

∫ T

0

∫ T

0

(f(x)− f(y))2

|x− y|2−2H
dxdy

+ H

∫ T

0
f(x)2

(
1

x1−2H
+

1
(T − x)1−2H

)
dx

]1/2

. (4.1.3)

En el teorema següent (veure Theorem 2.5 de [BJ06]) es dóna una caracterització de l’espai

LH

T
que està relacionada amb els espais de Sobolev ordinaris.

Teorema 4.1.2. (Theorem 2.5, [BJ06]) El domini de la integral de primer ordre IH

1 ve donat

per

LH

T
= {f ∈ L2([0, T ]) : ‖f‖H < +∞}.

Si dotem aquest espai amb el producte escalar definit per

ΨH (f, g) =
1
2
H(1− 2H)

∫ T

0

∫ T

0

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))
|x− y|2−2H

dxdy

+H

∫ T

0
f(x)g(x)

[
1

x1−2H
+

1
(T − x)1−2H

]
dx, (4.1.4)

aleshores la integral de primer ordre IH

1 és una isometria entre LH

T
i un subespai de L2(Ω).

A més per a tota f ∈ LH

T
i tota successió Π = (πm)m de particions de [0, T ] tals que

satisfan la condició següent:

CΠ :=

(
sup
m∈N

sup
i,j

|∆m
i |

|∆m
j |

)
< +∞,

i tals que la norma |πm| → 0, tenim que

‖fπm − f‖H −→ 0, m→∞,

amb fπ definida en (4.1.2).

Com a conseqüència,

I
H

1 (f) = L2(Ω)− lim
m→∞

∑
i

(
1

|∆m
i |

∫
∆m

i

f(x)dx

)
B

H
(∆m

i ).

Incloem també en aquesta secció de Preliminars el Teorema d’Immersió de Sobolev que

necessitarem aplicar en la propera secció per provar l’ajustament.

Primer de tot introduïm els espais de Sobolev d’ordre fraccionari sobre [0, T ].

Per a tot α ∈ R i tot p ∈ (1,+∞), considerem la seminorma següent

‖f‖α,p =

(∫∫
[0,T ]2

|f(x)− f(y)|p

|x− y|1+αp
dxdy

)1/p

. (4.1.5)
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Per α > 0, es defineix l’espai de Sobolev Wα,p([0, T ]) com

Wα,p([0, T ]) = {f : ‖f‖
Lp([0,T ]

+ ‖f‖α,p < +∞}. (4.1.6)

Aquest espai dotat amb la norma definida per ‖f‖
Lp([0,T ]

+ ‖f‖α,p és un espai de Banach.

Per a p = 2, es té que Wα,2([0, T ]) és un espai de Hilbert amb el producte escalar definit per

〈f, g〉
Wα,2([0,T ])

=
∫∫

[0,T ]2

(f(x)− f(y))(g(x)− g(y))
|x− y|1+2α

dxdy + 〈f, g〉
L2([0,T ])

.

A continuació, enunciem el Teorema d’Immersió de Sobolev (veure Theorem 5.4, [Ada75]).

Tot i que en aquest darrer treball que citem, el teorema està enunciat per Rn i per a dominis

amb suficient regularitat (veure Teorema 7.14 de [Ada75]), nosaltres presentarem una versió

adaptada al context dels nostres resultats.

Teorema 4.1.3. (Teorema d’Immersió de Sobolev) Suposem que 0 < α < 1
p amb p ∈ (1,+∞).

Aleshores,

Wα,p([0, T ]) ↪→ Lq([0, T ]),

on p 6 q 6 p
1−αp .

A la propera secció treballarem amb espais de Sobolev fraccionaris W 1/2−H,2
([0, T ]) d’ordre

α = 1
2 −H, és a dir,

W
1/2−H,2

([0, T ]) =
{
f ∈ L2([0, T ]) :

∫∫
[0,T ]2

(f(x)− f(y))2

|x− y|2−2H
dxdy < +∞

}
. (4.1.7)

Aplicant el Teorema 4.1.3 amb p = 2, α = 1
2 −H i q = p

1−αp = 2
1−2( 1

2
−H)

= 1
H , tenim que

W
1/2−H,2

([0, T ]) ↪→ L
1/H

([0, T ]).

Acabem aquesta secció mostrant una altra caracterització de l’espai LH

T
:

LH

T
= {f ∈ L2([0, T ]) : f̄ ∈W 1/2−H,2

(R)},

on W 1/2−H,2
(R) és l’espai de Sobolev definit per

W
1/2−H,2

(R) =
{
f ∈ L2(R) :

∫∫
R2

(f(x)− f(y))2

|x− y|2−2H
dxdy < +∞

}
.

4.2 Convergència en llei de la integral fraccional simple d’una

funció determinista

4.2.1 Resultats per provar l’ajustament

Tot seguit enunciem i demostrem una sèrie de resultats tècnics, necessaris per provar

l’ajustament de la família de lleis de {IH

1 (f)}H per H en un entorn d’H0.
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Lema 4.2.1. Siguin T, k > 0 nombres reals positius. Aleshores, per a tot x ∈ R tal que

|x| 6 T i 0 < α1 < α2 6 k, existeix una constant C
T,k

(que només depèn de T i de k)

|x|α2 6 C
T,k
|x|α1 .

Demostració.

|x|α2 =
(
|x|
T

)α2

Tα2 6 |x|α1Tα2−α1 6 |x|α1 max(1, T k).

La següent proposició és el resultat més important d’aquesta secció, ja que ens proporciona

una estimació del moment de segon ordre de la integral IH

1 (f) que no depèn del paràmetre H.

Més endavant, utilitzarem aquesta acotació per demostrar l’existència d’una versió contínua

de IH

1 (f) i l’ajustament de la família de lleis de {IH

1 (f)}H , per H en un entorn d’H0.

Proposició 4.2.2. Sigui f ∈ LH′

T
amb H ′ ∈ (0, 1

2). Aleshores, per a H1 ∈ (H ′, 1
2) existeix

una constant positiva C = C
H′,H1,f,T

, que només depèn de H ′, H1, f i T , tal que

sup
H∈[H1, 1

2
)

E|IH

1 (f1[s,t])|2 6 C(t− s)2(H1−H′), (4.2.1)

per a tot 0 6 s 6 t 6 T .

Demostració. Sigui H ∈ [H1,
1
2). Per tal de facilitar la lectura d’aquesta demostració i tenint

en compte que de les constants només ens interessa estudiar la seva dependència en H, farem

un abús de la notació i a partir d’ara usarem C per denotar indistintament a totes les constants

d’aquesta demostració tret d’aquelles, si es dóna el cas, que depenguin d’H.

Per a tot s 6 t i usant l’expressió (4.1.3) tenim que

E|IH

1 (f1[s,t])|2 = ‖f1[s,t]‖2
H

=
1
2
H(1− 2H)

(∫ t

s

∫ t

s

(f(x)− f(y))2

|x− y|2−2H
dxdy +

∫ t

s

∫
[0,T ]\[s,t]

f(y)2

|x− y|2−2H
dxdy

+
∫

[0,T ]\[s,t]

∫ t

s

f(x)2

|x− y|2−2H
dxdy

)
+H

∫ t

s
f(x)2

[
1

x1−2H
+

1
(T − x)1−2H

]
dx.

(4.2.2)

Aplicant la desigualtat de Hölder prenent p = 1−H′

1−H > 1 i q el seu conjugat, acotem el primer

terme de la manera següent:∫ t

s

∫ t

s

(f(x)− f(y))2

|x− y|2−2H
dxdy 6

(∫ t

s

∫ t

s

(f(x)− f(y))2

|x− y|2−2H′ dxdy

)1−H/1−H′

×
(∫ t

s

∫ t

s
(f(x)− f(y))2dxdy

)H−H′/1−H′

.
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Com H > H1, tenim que(∫ t

s

∫ t

s

(f(x)− f(y))2

|x− y|2−2H′ dxdy

)1−H/1−H′

6 max(1, ‖f‖2

W1/2−H′,2([0,T ])
)

(1−H1)

1−H′ .

Donat que pel Teorema d’Immersió de Sobolev, f ∈ L
1/H′

([0, T ]) i aplicant novament la

desigualtat de Hölder tenim que

(∫ t

s

∫ t

s
f(x)2dxdy

)H−H′
1−H′

6

(∫ t

s

(∫ t

s
|f(x)|1/H′

dx

)2H′

(t− s)1−2H′
dy

)H−H′
1−H′

=
(∫ t

s
|f(x)|1/H′

dx

)2H′
(

H−H′
1−H′

)
(t− s)2(H−H′)

6 C(t− s)2(H−H′).

D’aquesta manera hem aconseguit acotar superiorment el primer sumand de (4.2.2) per

C(t− s)2(H−H′).

La resta de termes es poden acotar de forma senzilla. De fet, el segon i el tercer sumands de

(4.2.2) s’acoten de forma anàloga. A continuació veiem els passos que se segueixen per acotar

el segon sumand.

Calculant la integral respecte x del segon terme i acotant-ho convenientment tenim que∫ t

s

∫
[0,T ]\[s,t]

f(y)2

|x− y|2−2H
dxdy

=
1

1− 2H

[∫ t

s
f(y)2((y − s)2H−1 − y2H−1)dy +

∫ t

s
f(y)2((t− y)2H−1 − (T − y)2H−1)dy

]
6

1
1− 2H

(∫ t

s
f(y)2(y − s)2H−1dy +

∫ t

s
f(y)2(t− y)2H−1dy

)
.

Altra vegada usant que f ∈ L1/H′
([0, T ]), aplicant la desigualtat de Hölder a cada un dels

sumands de la banda dreta de la desigualtat anterior i usant que l’exponent 2H−1
1−2H′ > −1 per

ser H > H1 > H ′ tenim que:

• ∫ t

s
f(y)2(y − s)2H−1dy 6

(∫ t

s
|f(y)|1/H′

dy

)2H′ (∫ t

s
(y − s)2H−1/1−2H′

dy

)1−2H′

6 C

(
1− 2H ′

2(H −H ′)

)1−2H′

(t− s)2(H−H′).

• ∫ t

s
f(y)2(t− y)2H−1dy 6

(∫ t

s
|f(y)|1/H′

dy

)2H′ (∫ t

s
(t− y)2H−1/1−2H′

dy

)1−2H′

6 C

(
1− 2H ′

2(H −H ′)

)1−2H′

(t− s)2(H−H′).
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Per tant, tenint en compte aquestes desigualtats i degut a que H−H ′ > H1−H ′ > 0, obtenim

que

1
2
H(1− 2H)

∫
[0,T ]\[s,t]

∫ t

s

f(x)2

|x− y|2−2H
dxdy 6 C(t− s)2(H−H′).

De manera similar tractem el terme següent, és a dir, primer utilitzant que f ∈ L1/H′
([0, T ])

pel Teorema d’Immersió de Sobolev i després aplicant convenientment la desigualtat de Hölder

tenim que∫ t

s
f(x)2

[
1

x1−2H
+

1
(T − x)1−2H

]
dx =

∫ t

s
f(x)2x2H−1dx+

∫ t

s
f(x)2(T − x)2H−1dx

6

(∫ t

s
|f(x)|1/H′

dx

)2H′ (∫ t

s
x2H−1/1−2H′

dx

)1−2H′

+
(∫ t

s
|f(x)|1/H′

dx

)2H′ (∫ t

s
(T − x)2H−1/1−2H′

dx

)1−2H′

6 C[t2(H−H′) − s2(H−H′) + (T − s)2(H−H′) − (T − t)2(H−H′)]. (4.2.3)

Com que per 0 < α < 1,

xα − yα 6 (x− y)α,

tenim:

• t2(H−H′) − s2(H−H′) 6 (t− s)2(H−H′).

• (T − s)2(H−H′) − (T − t)2(H−H′) 6 (t− s)2(H−H′).

Així doncs, el terme (4.2.3) es pot acotar superiorment per

C(t− s)2(H−H′).

Finalment, usant les desigualtats anteriors i aplicant el Lema 4.2.1, deduïm que

sup
H∈[H1, 1

2
)

E|IH

1 (f1[s,t])|2 6 C(t− s)2(H−H′) 6 C(t− s)2(H1−H′),

amb C una constant positiva.

4.2.2 Resultats per provar la convergència de les distribucions en dimensió
finita

Tal com hem comentat al Capítol 1, el Lema 1.3.1 serà cabdal per provar la convergència de

les distribucions en dimensió finita de la família de processos {IH

1 (f)}H , amb H en un entorn

d’H0.

Per comprovar que la nostra família de processos satisfà la condició (C) del Lema 1.3.1

necessitem provar la desigualtat que enunciem en el lema següent:
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Lema 4.2.3. Per a tota f ∈ LH′

T
i H ∈ [H ′, 1

2 ], existeix una constant C
T,H′ tal que

‖f‖2
H

6 C
T,H′‖f‖

2
H′
.

Demostració. Per provar aquesta desigualtat distingirem els casos 0 < H < 1
2 i H = 1

2 .

1. Cas H ∈
(
0, 1

2

)
:

Com 1− 2H 6 1− 2H ′ per H ∈
[
H ′, 1

2

)
i aplicant el Lema 4.2.1 obtenim que:

• |x− y|2−2H > C
T,H′ |x− y|2−2H′

,

• x1−2H > C
T,H′x

1−2H′
,

• (T − x)1−2H > C
T,H′x

1−2H′
.

Aplicant convenientment aquesta desigualtat i el Lema 4.2.1 a cada un dels sumands de

l’expressió de ‖f‖H tenim que:

‖f‖2
H

= ΨH (f, f)

=
1
2
H(1− 2H)

∫ T

0

∫ T

0

(f(x)− f(y))2

|x− y|2−2H
dxdy +H

∫ T

0
f2(x)

[
1

x1−2H
+

1
(T − x)1−2H

]
dx

6 C
T,H′

∫ T

0

∫ T

0

(f(x)− f(y))2

|x− y|2−2H′ dxdy +
1
2
C

T,H′

∫ T

0
f2(x)

[
1

x1−2H′ +
1

(T − x)1−2H′

]
dx

D’aquí es dedueix que

‖f‖2
H

6 C
H′,T ‖f‖

2
H′
.

2. Cas H = 1
2 :

Donat que x = T
2 és el mínim de la funció

g(x) =
1

x1−2H′ +
1

(T − x)1−2H′ , x ∈ [0, T ],

aleshores ∫ T

0
f2(x)

[
2(

T
2

)1−2H′

]
dx 6

∫ T

0
f2(x)

[
1

x1−2H′ +
1

(T − x)1−2H′

]
dx

o equivalentment,∫ T

0
f2(x)dx 6

1
2

(
T

2

)1−2H′ ∫ T

0
f2(x)

[
1

x1−2H′ +
1

(T − x)1−2H′

]
dx

Així doncs, tenint en compte aquesta última desigualtat podem veure de forma molt

senzilla el que volíem provar:

‖f‖2
1|2

6 C
T,H′‖f‖

2
H′
.
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4.2.3 Resultat principal

Finalment, demostrarem la convergència en llei de la família de processos {IH

1 (f)}H amb H

en un entorn d’H0, en l’espai C ([0, T ]), quan H → H0 ∈ (0, 1
2 ], per a tota f ∈ LH′

T
.

Teorema 4.2.4. Sigui f ∈ LH′

T
amb H ′ < H0 i H0 ∈ (0, 1

2 ]. Aleshores, la família de processos

{IH

1 (f)}
H∈(H′, 12 ]

convergeix en llei cap a IH0

1 (f), en l’espai C ([0, T ]), quan H → H0.

Demostració. El primer pas és demostrar l’existència d’una versió contínua de la integral

de primer ordre IH

1 (f). Per fer-ho, simplement apliquem la Proposició 4.2.2 i el Criteri de

continuïtat de Kolmogorov, tenint en compte que IH

1 (f) és un procés Gaussià i centrat.

Usant també que els processos IH

1 (f) són Gaussians i centrats, per la Proposició 4.2.2 i el

Criteri de Billingsley (veure Teorema 1.1.14) s’obté l’ajustament de la família de lleis de

{IH

1 (f), H ∈ [H1,
1
2)} en C ([0, T ]), per a tot 0 < H ′ < H1 <

1
2 .

Un cop vista l’existència d’una versió contínua i l’ajustament ja només ens queda provar

la convergència de les distribucions en dimensió finita dels processos IH

1 (f). Per veure-ho

només cal aplicar el Lema 1.3.1 prenent E = LH′

T
dotat de la norma ‖ · ‖

H′ , i

J H
:E −→ (L0(Ω))m

f 7→ (I
H

1 (f1[0,t1]),. . . ,I
H

1 (f1[0,tm])).

Pel Lema 4.2.3, J H satisfà la condició (C) del Lema 1.3.1. A més, per a f ∈ ST (que

és un subespai dens de E), la convergència en llei de IH

1 (f) cap a IH0

1 (f) s’obté del fet

que les integrals IH

1 (f1[0,tj ]) no són més que combinacions lineals d’increments de BH , i BH

convergeix en llei cap a BH0 , quan H → H0.





Capítol 5

Continuïtat en llei respecte el

paràmetre de Hurst de la integral

simètrica tipus Russo-Vallois.

Cas H > 1
2

Al 1993, F. Russo i P. Vallois [RV93] van introduir uns nous tipus d’integrals estocàstiques

usant una tècnica de regularització, entre elles la integral simètrica o tipus Stratonovich.

En aquest treball considerarem la família d’integrals simètriques tipus Russo-Vallois

respecte el moviment Brownià fraccionari BH (amb H ∈ V0 on V0 és un interval contingut

en
[

1
2 , 1
)
) i com a integrands, uns processos estocàstics no necessàriament adaptats que

anomenarem u
H però que satisfan unes certes condicions, bàsicament de continuïtat

uniformes en H per uH i la seva derivada de Malliavin.

El nostre objectiu serà estudiar la convergència en llei d’aquesta família d’integrals

simètriques tipus Russo-Vallois en l’espai de funcions contínues C ([0, T ]) quan el paràmetre

de Hurst H → H0 amb H0 ∈ [12 , 1). Concretament es provarà la convergència en llei de∫ t
0 u

H

s dB
H

s cap a
∫ t
0 u

H0

s dB
H0

s , quan H → H0.

Per provar aquesta convergència en llei hem seguit els passos habituals. Primer, comprovar

l’ajustament de la família de lleis i després, la convergència de les distribucions en dimensió

finita. Per veure l’ajustament hem hagut d’imposar cotes uniformes en H d’integrals dels

moments tant per al procés uH com per a la seva derivada de Malliavin. En canvi, per

la convergència de les distribucions ens dimensió finita hem necessitat suposar condicions de

regularitat, uniformes en H, de les trajectòries del procés uH i de la seva derivada de Malliavin

i també que

(u
H
, B

H
) L−→ (u

H0
, B

H0 ),

conjuntament quan H → H0 en (C ([0, T ]))2 .

65
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A més, per garantir l’existència de la integral tipus Russo-Vallois i l’expressió en termes de

la integral de Skorohod i la traça en el cas H0 = 1
2 així com la convergència en llei en aquest

cas, ens ha calgut imposar condicions de regularitat addicionals per a la derivada de Malliavin

del procés, però similars a les que s’imposa per a la integral de Stratonovich introduïda per

Nualart i Pardoux en [NP88].

Aquest capítol s’organitza en tres seccions. A la Secció 1 introduïm alguns conceptes

bàsics i els resultats preliminars sobre la integral simètrica tipus Russo-Vallois respecte el

moviment Brownià fraccionari. A la Secció 2 enunciem i provem el resultat principal sobre la

convergència en llei de la família d’integrals simètriques tipus Russo-Vallois en C ([0, T ]), quan

H → H0. A la Secció 3 veiem una aplicació d’aquest resultat. Finalment, a la darrera secció

es troba la demostració de la Proposició 5.1.4 que no s’ha inclòs a la secció de Preliminars per

facilitar-ne la lectura.

5.1 Preliminars

En aquest capítol considerem un moviment Brownià fraccionari BH
= {BH

t , t ∈ [0, T ]} amb

paràmetre de Hurst H ∈ (1
2 , 1) definit en un espai de probabilitat (Ω,F , P ).

Sigui S
H el conjunt de les funcions simples en l’interval [0, T ]. Considerem l’espai de

Hilbert H
H definit com la clausura de S

H respecte el producte escalar donat per

〈1[0,t],1[0,t]〉
H

H = RH (t, s).

Aquest espai de Hilbert conté elements que no són funcions però sí distribucions (veure

[Jol07]). A més, l’aplicació 1[0,t] −→ Bt es pot estendre a una isometria entre l’espai de

Hilbert H
H i l’espai Gaussià H1(B

H
) associat a B

H i que en aquest capítol denotem per

ϕ −→ B
H

(ϕ).

Cal dir que la notació que usarem al llarg d’aquest capítol serà l’habitual en els treballs

sobre càlcul de Malliavin i diferent a la que hem utilizat en el Capítol 3, on per exemple

aquesta aplicació és la integral de primer ordre i l’espai H
H es denota per LH .

Sigui |H H | l’espai lineal de funcions mesurables ϕ en [0, T ] tals que

‖ϕ‖2

|H H |
= αH

∫ T

0

∫ T

0
|ϕr||ϕu||r − u|2H−2drdu < +∞.

Aquest espai amb la norma ‖ · ‖
|H H |

és un espai de Banach i S
H és dens en |H H |. A

més aquest espai dotat del producte escalar 〈ϕ,ψ〉
H

H no és complet però sí isomètric a un

subespai de H
H . Identifiquem |H H | amb aquest subespai.

Donat que BH és un procés Gaussià es pot desenvolupar el càlcul de Malliavin o càlcul

estocàstic de variacions respecte BH . Sigui SH el conjunt de les variables aleatòries cilíndri-

ques i suaus donades per

F = f(B
H

(ϕ1), . . . , B
H

(ϕn)),



5. Continuïtat en llei de la integral simètrica tipus Russo-Vallois. Cas H > 1
2 67

on n > 1, ϕi ∈ H
H i f ∈ C∞

b (Rn) (és a dir, f i les seves derivades parcials de tots els ordres

estan acotades) .

Per aquest tipus de variables aleatòries es defineix l’operador diferencial de F respecte BH

com la variable aleatòria amb valors a H
H donada per

D
H
F =

n∑
i=1

∂f

∂xi
(B

H
(ϕ1), . . . , B

H
(ϕn))ϕi .

Per a tot p > 1, aquest operador és un operador tancat de Lp(Ω) en Lp(Ω,H
H

).

Per a tot p > 1, l’espai de Sobolev D1,p

B
H

es pot definir com la clausura de SH respecte la

norma següent:

‖F‖p

B
H

,1,p
= ‖F‖p

Lp(Ω)
+ E‖DH

F‖p

Lp(Ω,H
H

)
.

Si tenim un espai de Hilbert V , aleshores D1,p

B
H

(V ) denota l’espai de Sobolev associat a les

variables aleatòries amb valors a V .

L’altre operador important del càlcul estocàstic de variacions és l’operador divergència δH

que és l’adjunt de l’operador diferencial, definit en termes de la relació de dualitat següent:

E(Fδ
H

(u)) = E〈DH
F, u〉

H H , (5.1.1)

amb u és una variable aleatòria de L2(Ω,H ). Aquest operador també es coneix amb el nom

d’integral de Skorohod.

Els elements del domini de δ
H són els processos u pels quals l’expressió de (5.1.1) és

contínua en la norma L2 de F . A més, és ben conegut que l’espai D1,2

B
H

(H
H

) està inclòs al

domini de δH .

Tot això que acabem de dir, ho enunciem en la proposició següent:

Proposició 5.1.1. El domini de δH , que denotarem per Dom δ
H , és el conjunt d’elements

u ∈ L2(Ω,H
H

) pels quals existeix una constant C tal que

E
(
〈DH

F, u〉
H H

)
6 C‖F‖

L2(Ω)
,

per a tot F ∈ S
H . Si u ∈ Dom δ

H , aleshores δH
(u) és l’element de L2(Ω) caracteritzat per

la següent fórmula d’integració per parts:

E
(
Fδ

H
(u)
)

= E
(
〈DH

F, u〉
H H

)
, F ∈ D

1,2

B
H
.

La integral de Skorohod satisfà les propietats següents:

(a) Per a tot u ∈ D1,2

B
H

(H
H

) tenim que

E(δ
H

(u))2 = E‖u‖2
H H + E〈DH

u, (D
H
u)∗〉

H H⊗H H ,

on (D
H
u)∗ és l’adjunt de DH

u a l’espai de Hilbert H
H ⊗H

H .
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(b) Per a tot F en D1,2

B
H

i u ∈ Dom δ
H tal que Fu i FδH

(u)− 〈DH
F, u〉

H H són de quadrat

integrable, tenim que Fu ∈ Dom δ
H i

δ
H

(Fu) = Fδ
H

(u)− 〈DH
F, u〉

H H . (5.1.2)

Considerem |H H | ⊗ |H H | l’espai de funcions ϕ mesurables en [0, T ]2 tals que

‖ϕ‖2

|H H |⊗|H H |
= αH

∫
[0,T ]4

|ϕr,θ||ϕu,η||r − u|2H−2|θ − η|2H−2drdudθdη < +∞.

L’espai |H H | ⊗ |H H | dotat de la norma ‖ϕ‖2

|H H |⊗|H H |
és un espai de Banach. Aquest espai

dotat del producte escalar següent:

〈ϕ,ψ〉
|H H⊗|H H |

= αH

∫
[0,T ]4

ϕr,θϕu,η|r − u|2H−2|θ − η|2H−2drdudθdη

és isomètric a un subespai de H
H ⊗H

H . Identifiquem |H H | ⊗ |H H | amb aquest subespai.

Per a tot p > 1, es denota per D1,p
(|H H |) el subespai de D1,p

(H
H

) format pels elements

u tals que u ∈ |H H | q.s., Du ∈ |H H | ⊗ |H H | q.s. i

E‖u‖p

|H H |
+ E‖Du‖p

|H H |⊗|H H |
< +∞.

Observem que l’espai de Sobolev D1,2
(|H H |) ⊂ D1,2

(H
H

) està inclòs en el domini de la

integral de Skorohod δH i per tant, per les propietats que hem vist tenim que

E(δ
H

(u))2 6 E‖u‖2

|H H |
+ E‖Du‖2

|H H |⊗|H H |
.

Per a tot p > 1, els processos u ∈ D1,p(|H H |) que pertanyen al domini de δH , satisfan la

següent desigualtat de Meyer:

E(|δH
(u)p|) 6 Cp

(
E(‖u‖p

H H ) + E(‖DH
u‖p

H H⊗H H )
)
. (5.1.3)

A continuació definim la integral simètrica introduïda per Russo i Vallois:

Definició 5.1.2. ([RV93]) Sigui u = {ut, t ∈ [0, T ]} un procés estocàstic amb trajectòries

integrables. La integral simètrica del procés u respecte el moviment Brownià fraccionari BH

es defineix com el límit en probabilitat quan ε tendeix a zero de

1
2ε

∫ T

0
us(B

H

s+ε −B
H

s−ε)ds,

quan el límit existeix i es denota per
∫ T
0 utdB

H

t .

Aquesta integral és la que considerarem al llarg d’aquest treball. Abans, però anem a

veure la següent proposició que dóna condicions suficients per a l’existència de la integral

simètrica i proporciona una representació en termes de la integral de Skorohod.
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Proposició 5.1.3. (Proposition 3, [AN03]) Sigui u = {ut, t ∈ [0, T ]} un procés estocàstic en

D1,2(|H H |). Suposem també que∫ T

0

∫ T

0
|DH

s ut||t− s|2H−2dsdt < +∞, q.s. (5.1.4)

Aleshores, la integral simètrica de Stratonovich existeix i es pot expressar com∫ T

0
utdB

H

t = δ
H

(u) + αH

∫ T

0

∫ T

0
D

H

s ut|t− s|2H−2dsdt,

on αH = H(2H − 1).

Una condició suficient per a que es satisfaci la condició (5.1.4) és

∫ T

0

(∫ T

s
|DH

s ut|pdt
)1/p

ds <∞,

per algun p > 1
2H−1 .

La integral simètrica indefinida
∫ t
0 usdB

H

s =
∫ T
0 us1[0,t](s)dB

H

s es pot expressar com∫ t

0
usdB

H

s = δ
H

(u1[0,t]) + αH

∫ t

0

∫ T

0
D

H

r us|s− r|2H−2drds.

A partir d’ara usarem una notació similar per a la integral indefinida de Skorohod∫ t

0
usδ

H
B

H

s = δ
H

(u1[0,t]).

En el cas del moviment Brownià estàndard, per a que un procés u ∈ D1,2(L2([0, T ])) sigui

integrable Stratonovich en el sentit de Nualart-Pardoux (veure Theorem 7.3, [NP88]) és

suficient veure que existeixen D1|2,+
u i D1|2,−

u elements de L1([0, T ]× Ω) satisfent:

lim
δ→0

∫ T

0
sup

0<y<δ
E|D1|2,−

r ur −D
1|2
r ur−y|dr = 0, (5.1.5)

(resp.

lim
δ→0

∫ T

0
sup

−δ<y<0
E|D1|2,+

r ur −D
1|2
r ur−y|dr = 0.) (5.1.6)

Per aquesta classe de processos es pot definir la traça com

∇1|2
t ut = D

1|2,−
t ut +D

1|2,+

t ut.

Tal i com veurem en la proposició següent, aquestes condicions impliquen l’existència de la

integral tipus Russo-Vallois i aquesta integral admet la mateixa representació en termes de la

integral de Skorohod i de la traça:
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Proposició 5.1.4. Sigui u ∈ D1,2(L2([0, T ])) un procés estocàstic que satisfà les condicions

(5.1.5) i (5.1.6). Aleshores, existeix la integral tipus Russo-Vallois del procés estocàstic u

respecte el moviment Brownià estàndard i a més, admet la següent representació:∫ t

0
usdB

1|2
s = δ

1|2
(u1[0,t]) +

∫ t

0

1
2
∇1|2

r urdr. (5.1.7)

Demostració. Per facilitar la lectura d’aquest treball, hem inclòs la demostració d’aquest

resultat a la Secció 5.4.

Acabarem la secció de Preliminars, recordant el Lema 3.1.1 i el Lema 3.2.5 del Capítol 3 i

enunciant-ho en un únic lema que ens proporciona una cota superior independent d’H i ens

serà útil per provar la convergència en llei de la família d’integrals simètriques respecte BH .

Lema 5.1.5. Per a tota f ∈ L2([0, T ]) i tot H ∈
(

1
2 , 1
)
, es compleix

‖f‖2
|H H | 6 CT ‖f‖

2

L2([0,T ])
.

A més, per a tota g ∈ L2([0, T ]2) i tot H ∈
(

1
2 , 1
)
, es compleix

‖g‖2
|H H |⊗|H H | 6 CT ‖g‖

2

L2([0,T ]2)
.

5.2 Convergència en llei de la integral tipus Russo-Vallois de

processos estocàstics respecte BH. Cas H > 1
2

Fixat H0 > 1
2 . Considerem la família de processos estocàstics {XH

, H ∈ V0} definits per

integrals estocàstiques simètriques tipus Russo-Vallois respecte el moviment Brownià fraccionari

amb H ∈ V0 de la forma

X
H

:=
{
X

H

t =
∫ t

0
u

H

s dB
H

s , t ∈ [0, T ]
}
, (5.2.1)

on

V0 =


[12 ,H2], si H0 = 1

2 , amb 1
2 < H2 < 1;

[H1,H2], si H0 >
1
2 , amb 1

2 < H1 < H0 < H2 < 1.

Suposem que els processos estocàstics uH satisfan el Bloc A d’hipòtesis:

Bloc A :

Existeix p > 2 tal que

(A1) ∫ T

0
sup

H∈V0

E|uH

s |pds < +∞.

(A2)

sup
H∈V0

∫ T

0
sup

x∈[0,T ]
E|DH

r u
H

x |pdr = KD < +∞.
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Observació 5.2.1. La condició (A2) implica l’existència de la integral tipus Russo-Vallois

per al procés uH , quan H > 1
2 . Degut a la Proposició 5.1.3, aquesta integral existeix si

u
H ∈ D1,2(|H H |) i

E

(∫ T

0

∫ T

0
|DH

s u
H

t ||t− s|2H−2dsdt

)
< +∞.

En el nostre cas tenim que per H > 1
2 ,

E

(∫ T

0

∫ T

0
|DH

s u
H

t ||t− s|2H−2dsdt

)
=
∫ T

0

∫ T

0
E|DH

s u
H

t ||t− s|2H−2dsdt

6
∫ T

0
sup

t∈[0,T ]
E|DH

s u
H

t |
(∫ T

0
|t− s|2H−2dt

)
ds

6
CT

2H − 1

∫ T

0
sup

t∈[0,T ]
E|DH

s u
H

t |ds < +∞.

Aquestes hipòtesis també garanteixen l’existència d’una versió contínua de la integral tipus

Russo-Vallois, gràcies al següent resultat:

Teorema 5.2.2. (Theorem 5, [AN03]) Sigui uH
= {uH

t , t ∈ [0, T ]} un procés estocàstic de

D1,p
(|H H |), on pH > 1 i suposem que∫ T

0
|EuH

r |pdr +
∫ T

0
E

(∫ T

0
|DH

s u
H

r |1/Hds

)pH

dr < +∞. (5.2.2)

Aleshores, la integral XH
= {
∫ t
0 u

H

s dB
H

s , t ∈ [0, T ]} té una versió amb trajectòries contínues.

A més, per a tot γ < H − 1
p existeix una constant aleatòria Cγ q.s. finita tal que

|XH

t −X
H

s | 6 Cγ |t− s|γ .

Comprovem que el procés uH satisfà les hipòtesis del Teorema 5.2.2.

Per (A1) sabem que el terme ∫ T

0
|EuH

r |pdr < +∞.

D’altra banda, si p > 2 i H > 1
2 , tenim pH > 1 i aplicant la desigualtat de Hölder i la

condició (A2)∫ T

0
E

(∫ T

0
|DH

s u
H

r |
1
H ds

)pH

dr 6 T pH−1

∫ T

0

∫ T

0
E|DH

s u
H

r |pdsdr < +∞.

Per provar la convergència en llei de la família de processos {XH
, H ∈ V0} necessitarem

provar l’ajustament de la família de lleis i la convergència de les distribucions en dimensió

finita. Vegem-ho a les següents seccions.

5.2.1 Prova de l’ajustament

En la següent proposició provarem l’ajustament de la família de lleis dels processos estocàstics

{XH
, H ∈ V0} en C ([0, T ]) i per això usarem el criteri donat per Billingsley (veure

Teorema 1.1.14 del Capítol 1).
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Proposició 5.2.3. Considerem la família de processos estocàstics {XH}H∈V0
definits en (5.2.1)

a partir d’una família de processos estocàstics {uH}H∈V0
que satisfan les hipòtesis del Bloc A.

Aleshores, la família de lleis de {XH}H∈V0
és ajustada en C ([0, T ]).

Demostració. Per a cada t ∈ [0, T ], escrivim

X
H

t =
∫ t

0
u

H

s δ
H
B

H

s + αH

∫ t

0

∫ T

0
D

H

r u
H

s |s− r|2H−2drds.

Com que XH

0 = 0 és suficient veure, per s < t, que

E|XH

t −X
H

s |β 6 C(F (t)− F (s))1+α,

amb α, β, C > 0 constants positives i F una funció contínua i creixent.

En el nostre cas, per s < t tenim que

E|XH

t −XH

s |p 6 2p−1

(
E

∣∣∣∣∫ t

s
u

H

r δ
H
B

H

r

∣∣∣∣p + αp
H
E

∣∣∣∣∫ t

s

∫ T

0
D

H

r u
H

x |x− r|2H−2drdx

∣∣∣∣p
)
. (5.2.3)

Donat que la integral de Skorohod satisfà la desigualtat de Meyer (5.1.3) tenim que

E

∣∣∣∣∫ t

s
u

H

r δ
H
B

H

r

∣∣∣∣p 6 Cp(E‖u
H
1[s,t]‖

p

|H H |
+ E‖DH

u
H
1[s,t]‖

p

|H H |⊗|H H |
).

Estudiem per separat cadascun dels sumands de l’acotació anterior. Aplicant el Lema 5.1.5 i

la desigualtat de Hölder al primer sumand tenim que

E‖uH
1[s,t]‖

p

|H H |
6 CTE‖u

H
1[s,t]‖

p
L2([0,T ])

6 CT (t− s)
p
2
−1

∫ t

s
E|uH

r |pdr.

Ara, si tenim en compte la següent desigualtat

cd 6
1
p′
cp
′
+

1
q′
dq′ ,∀ c, d > 0 i ∀ p′, q′ > 1, tals que

1
p′

+
1
q′

= 1, (5.2.4)

obtenim que

E‖uH
1[s,t]‖

p

|H H |
6 CT

(
1
p′

(t− s)(
p
2
−1)p′ +

1
q′

(∫ t

s
E|uH

r |pdr
)q′
)
.

Seguint els mateixos passos podem acotar el moment d’ordre p de la derivada:

E‖DH
u

H
1[s,t]‖

p

|H H |⊗|H H |
6 CT E‖D

H
u

H
1[s,t]‖

p
L2([0,T ]2)

6 CT T
p
2
−1E

(∫ t

s

(∫ T

0
|DH

r u
H

x |2dr
)p/2

dx

)

6 CT T
p
2
−1(t− s)

p
2
−1

∫ t

s

∫ T

0
E|DH

r u
H

x |pdrdx.
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Si apliquem novament la desigualtat (5.2.4) tenim que

E‖DH
u

H
1[s,t]‖

p

|H H |⊗|H H |
6 CT,p

(
1
p′

(t− s)(
p
2
−1)p′ +

1
q′

(∫ t

s

∫ T

0
E|DH

r u
H

x |pdrdx
)q′
)
.

Amb això obtenim que

E

∣∣∣∣∫ t

s
u

H

r δ
H
B

H

r

∣∣∣∣p 6 CT, p

(
1
p′

(t− s)(
p
2
−1)p′ +

1
q′

(∫ t

s
sup

H∈V0

E|uH

r |pdr
)q′

+
1
q′

(∫ t

s
sup

H∈V0

∫ T

0
E|DH

r u
H

x |pdrdx
)q′
)
.

Fins aquí hem estudiat el moment d’ordre p de la integral de Skorohod. Per tant, ja només

ens queda estudiar el segon terme de (5.2.3). Per això, apliquem primer la desigualtat de

Hölder i després el Teorema de Fubini

αp
H
E

∣∣∣∣∫ t

s

∫ T

0
D

H

r u
H

x |x− r|2H−2drdx

∣∣∣∣p
6 αp

H

(∫ t

s

∫ T

0
E|DH

r u
H

x |p|x− r|2H−2drdx

)(∫ t

s

∫ T

0
|x− r|2H−2drdx

)p−1

6 CT (t− s)p−1αH

∫ t

s

∫ T

0
sup

x∈[0,T ]
E|DH

r u
H

x |p|x− r|2H−2drdx

= CT (t− s)p−1αH

∫ T

0
sup

x∈[0,T ]
E|DH

r u
H

x |p
(∫ t

s
|x− r|2H−2dx

)
dr

6 CT (t− s)p−1 sup
H∈V0

∫ T

0
sup

x∈[0,T ]
E|DH

r u
H

x |pdr

6 CTKD(t− s)p−1.

Resumint, per s < t tenim que

E|XH

t −X
H

s |p 6 Cp,T

(
1
p′

(t− s)(
p
2
−1)p′ +

1
q′

(∫ t

s
sup

H∈V0

E|uH

r |pdr
)q′

+
1
q′

(∫ t

s
sup

H∈V0

∫ T

0
E|DH

r u
H

x |pdrdx
)q′
)

+ CTKD(t− s)p−1

6 Cp,T

(
1
p′

(t− s)(
p
2
−1)p′∧(p−1) +

1
q′

(∫ t

s
sup

H∈V0

E|uH

r |pdr
)q′

+
1
q′

(∫ t

s
sup

H∈V0

∫ T

0
E|DH

r u
H

x |pdrdx
)q′
)

Amb això hem vist que existeix F una funció creixent i contínua, definida per

F (x) = x+
∫ x

0
sup

H∈V0

E|uH

r |pdr +
∫ x

0
sup

H∈V0

∫ T

0
E|DH

r u
H

y |pdrdy.

tal que

E|XH

t −X
H

s |p 6 Cp,T (F (t)− F (s))(
p
2
−1)p′∧(p−1)∧q′ ,

A més, per a tot p > 2 existeixen p′ i q′ conjugats tals que l’exponent (p
2 − 1)p′ ∧ (p− 1) ∧ q′

és major que 1.
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5.2.2 Prova de la convergència de les distribucions en dimensió finita

Per a tot ε > 0, definim el procés estocàstic

X
H, ε

=
{
X

H, ε

t :=
∫ t

0
u

H,ε

s dB
H

s , t ∈ [0, T ]
}
, (5.2.5)

on uH, ε

s es defineix de la manera següent.

Per a tot ε > 0 i tot procés estocàstic u = {ut, t ∈ [0, T ]} amb trajectòries integrables, es

pot definir

uε
t =

1
2ε

∫ t+ε

t−ε
usds. (5.2.6)

D’ara endavant, usarem el conveni que us = 0, per s /∈ [0, T ].

De fet, es pot escriure

uε
s = (u ∗ ϕε)(s) (5.2.7)

on ϕε(s) = 1
εϕ
(

s
ε

)
denota l’aproximació de la identitat quan ε → 0 definida a partir de la

funció ϕ(s) = 1
21[−1,1]

(s).

Observació 5.2.4. A partir de la funció ψ(s) = αH |s|2H−21
[−T,T ]

(s) es pot definir una

aproximació de la identitat quan H ↓ 1
2 donada per

ψH (s) = cH |s|
2H−21

[−T,T ]
(s)

amb

cH =
2H − 1
2T 2H−1

. (5.2.8)

Observació 5.2.5. Es pot veure fàcilment que el procés uH,ε definit en (5.2.6) té integral

simètrica usant que uH, ε és absolutament continu i aplicant la fórmula d’integració per parts

provada a [RV93].

Per provar la convergència de les distribucions en dimensió finita haurem de distingir els

casos següents en funció del paràmetre H0: H0 = 1
2 i H0 >

1
2 .

Cas H0 >
1
2

Considerem el cas H0 >
1
2 i suposem que la família de processos {uH}H∈V0

també satisfà les

següents hipòtesis (juntament amb les del Bloc A):

Bloc B :

(B1)

lim
δ→0

sup
H∈V0

sup
|y|<δ

∫ T

0
E|uH

s − u
H

s−y|2ds = 0.

(B2) Existeix p > 2 i p > 1
2H1−1 tal que

lim
δ→0

sup
H∈V0

sup
|y|<δ

∫ T

0

∫ T

0
E|DH

r u
H

s −D
H

r u
H

s−y|pdrds = 0.
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Provem el següent resultat tècnic que usarem més endavant per demostrar la convergència de

les distribucions en dimensió finita de XH .

Proposició 5.2.6. Fixat H0 > 1
2 . Siguin X

H i XH,ε les famílies de processos estocàstics

definides en (5.2.1) i (5.2.5). Suposem que {uH}H∈V0
satisfà les hipòtesis del Bloc A i el Bloc

B. Aleshores,

lim
ε→0

sup
H∈V0

E|XH

t −X
H, ε

t | = 0. (5.2.9)

Demostració. Sabem que

E|XH

t −X
H, ε

t | = E
∣∣∣ ∫ t

0
(u

H

s − u
H,ε

s )dB
H

s

∣∣∣
6 E

∣∣∣ ∫ t

0
(u

H

s − u
H,ε

s )δ
H
B

H

s

∣∣∣+ E
∣∣∣αH

∫ t

0

∫ T

0
(D

H

r u
H

s −D
H

r u
H,ε

s )|s− r|2H−2drds
∣∣∣

Per provar (5.2.9), veurem que cadascun dels termes de la banda dreta de la desigualtat

anterior tendeix a zero uniformement en H quan ε→ 0.

Per les desigualtats de Meyer:

E
∣∣∣ ∫ t

0
(u

H

s − u
H,ε

s )δ
H
B

H

s

∣∣∣ 6 CT,p

(
E‖uH − u

H,ε‖2
|H H | + E‖DH

u
H −D

H
u

H,ε‖2
|H H |⊗|H H |

)1/2
.

Aplicant el Lema 5.1.5 tenim que

E‖uH − u
H,ε‖2

|H H | 6 CTE‖u
H − u

H,ε‖2

L2([0,T ])

i

E‖DH
u

H −D
H
u

H,ε‖2
|H H |⊗|H H | 6 CTE‖D

H
u

H −D
H
u

H,ε‖2

L2([0,T ]2)
.

Tenint en compte les condicions que satisfà el procés uH es pot veure fàcilment que tant

E‖uH − u
H,ε‖2

L2([0,T ])
com E‖DH

u
H −D

H
u

H,ε‖2
L2([0,T ]2)

convergeixen a zero uniformement en

H quan ε→ 0.

Anem a estudiar el primer terme. Per això, usarem l’expressió (5.2.7) i farem un senzill canvi

de variables:

|uH

s − (u
H ∗ ϕε)(s)| =

∣∣∣∣uH

s −
∫

R
u

H

x ϕε(s− x)dx
∣∣∣∣

6
∫

R
ϕε(y)|u

H

s − u
H

s−y|dy.

Ara aplicant convenientment la desigualtat de Cauchy-Schwarz, el Teorema de Fubini i usant

que ϕε defineix una probabilitat obtenim que

E‖uH − u
H, ε‖2

L2([0,T ])
6 E

(∫ T

0

∣∣∣∣∫
R
ϕε(y)|u

H

s − u
H

s−y|dy
∣∣∣∣2 ds

)

6 E

(∫ T

0

∫
R
|uH

s − u
H

s−y|2ϕε(y)dyds
)

=
∫

R
ϕε(y)

(∫ T

0
E|uH

s − u
H

s−y|2ds
)
dy

6 sup
H∈V0

sup
|y|<ε

∫ T

0
E|uH

s − u
H

s−y|2ds.
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Per tant, per la condició (B1) obtenim la convergència que volíem provar.

Anàlogament, per provar que

E‖DH
u

H −D
H
u

H,ε‖2
|H H |⊗|H H |

ε→0−→ 0,

uniformement en H, usarem arguments similars als anteriors i la condició (B2).

Així, doncs, ja només ens queda tractar el terme següent:

E
∣∣∣αH

∫ t

0

∫ T

0
(D

H

r u
H

s −D
H

r u
H,ε

s )|s− r|2H−2drds
∣∣∣. (5.2.10)

Suposem que el paràmetre H ∈ V0.

Treballant de forma similar aquest terme i aplicant el Teorema de Fubini tenim que

E
∣∣∣αH

∫ T

0

∫ T

0
(D

H

r u
H

s −D
H

r u
H,ε

s )|s− r|2H−2drds
∣∣∣

6 αH

∫ T

0

∫ T

0
E|DH

r u
H

s −D
H

r u
H,ε

s ||s− r|2H−2drds

6 αH

∫ T

0

∫ T

0

(∫
R
E|DH

r u
H

s −D
H

r u
H

s−y|ϕε(y)dy
)
|s− r|2H−2drds

= αH

∫
R

(∫ T

0

∫ T

0
E|DH

r u
H

s −D
H

r u
H

s−y||s− r|2H−2drds

)
ϕε(y)dy.

Si H > H1, aleshores existeix una constant CT,H1
> 0 tal que

|s− r|2H−2 6 CT,H1
|s− r|2H1−2

i per tant, el terme (5.2.10) està acotat superiorment per

CT,H1

∫ T

0

∫ T

0
E|DH

r u
H

s −D
H

r u
H

s−y||s− r|2H1−2drds.

Si apliquem la desigualtat de Hölder, prenent l’exponent p > 1
2H1−1 que apareix a la

condició (B2), i per tant l’exponent conjugat q = p
p−1 > 1 satisfà q(2− 2H1) < 1, llavors∫ T

0

∫ T

0
E|DH

r u
H

s −D
H

r u
H

s−y||s− r|2H1−2drds

6

(∫ T

0

∫ T

0
E|DH

r u
H

s −D
H

r u
H

s−y|pdrds
)1/p(∫ T

0

∫ T

0
|s− r|(2H1−2)qdrds

)1/q

.

Així tenim que

αHCT,H1

(∫ T

0

∫ T

0
|s− r|(2H1−2)qdrds

)1/q
(

sup
H∈V0

sup
|y|<ε

∫ T

0

∫ T

0
E|DH

r u
H

s −D
H

r u
H

s−y|pdrds

)1/p

és una cota superior de (5.2.10) que convergeix a zero uniformement en H ∈ V0 quan ε→ 0,

gràcies a la condició (B2) i que αH

∫ T
0

∫ T
0 |s− r|(2H1−2)qdrds < C̃T,H1

.

Observació 5.2.7. Cal notar que en aquesta prova, l’únic punt on usem que el paràmetre

H0 > 1
2 és quan estudiem el terme (5.2.10). Per tant, aquest és el terme que haurem

d’estudiar amb especial interès quan H0 = 1
2 .
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Cas H0 = 1
2

En aquest cas per garantir l’existència de la integral de Stratonovich del procés uH0 no n’hi

ha prou amb suposar les hipòtesis que havíem considerat als Blocs A i B.

Suposem que la família de processos estocàstics {uH}H∈V0
satisfà la següent condició:

Condició C :

(C) Existeixen DH,−
u

H i DH,+
u

H elements de L1([0, T ]× Ω) satisfent,

lim
δ→0

sup
H∈V0

∫ T

0
sup

0<y<δ
E|DH,−

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y|dr = 0, (5.2.11)

(resp.

lim
δ→0

sup
H∈V0

∫ T

0
sup

−δ<y<0
E|DH,+

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y|dr = 0.) (5.2.12)

Si uH satisfà la condició (C) aleshores es defineix la traça de uH com

∇H

t u
H

t = D
H,+

t u
H

t +D
H,−
t u

H

t .

Observació 5.2.8. Observem que la condició (C) per H0 = 1
2 , implica que el procés uH0 és

integrable Stratonovich (veure la Proposició 5.1.4).

A més, les condicions (C) i (A2) impliquen que

sup
H∈V0

∫ T

0
E(|DH,+

r u
H

r |)dr < +∞ (5.2.13)

(resp.

sup
H∈V0

∫ T

0
E(|DH,−

r u
H

r |)dr < +∞.) (5.2.14)

El resultat tècnic següent l’usarem per provar un resultat anàleg a la Proposició 5.2.6 però

per al cas H0 = 1
2 (veure l’Observació 5.2.7).

Proposició 5.2.9. Sigui B1|2 un moviment Brownià estàndard. Suposem que el procés

estocàstic u1|2
= {u1|2

t , t ∈ [0, T ]} satisfà les condicions (5.1.5) i (5.1.6). Aleshores,

lim
ε→0

E

∣∣∣∣∫ t

0
u

1|2,ε

s dB
1|2
s −

∫ t

0
u

1|2
s dB

1|2
s

∣∣∣∣ = 0. (5.2.15)

Demostració. Per a tot ε > 0, la integral de Stratonovich de u1|2,ε es pot expressar com∫ t

0
u

1|2,ε

s dB
1|2
s = δ

1|2
((u

1|2
1[0,t])

ε) +
1
2ε

∫ t

0

∫ T

0
D

1|2
r u

1|2
s 1[s−ε,s+ε](r)drds, (5.2.16)

on hem usat que el terme traça de (u
1|21[0,t])ε és igual a

1
2ε

∫ t

0

∫ T

0
D

1|2
r u

1|2
s 1[s−ε,s+ε](r)drds.
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Anàlogament, per u1|2 :∫ t

0
u

1|2
s dB

1|2
s = δ

1|2
(u

1|2
1[0,t]) +

∫ t

0

1
2
∇1|2

r u
1|2
r dr. (5.2.17)

Usant l’expressió (5.2.16) i la prova de la Proposició 5.1.4, obtenim la convergència en L2(Ω)

del primer sumand de (5.2.16) cap al primer sumand de (5.2.17) i la convergència en L1(Ω)

del segon sumand de (5.2.16) cap al segon sumand de (5.2.17). Amb això finalitza la prova

d’aquest resultat.

Proposició 5.2.10. Suposem que {uH}H∈V0 satisfà els blocs A i B d’hipòtesis i la

condició (C). Aleshores, donat ρ > 0, existeixen ε > 0 i η > 0 tals que

sup
H∈( 1

2
, 1
2
+η)

E|XH

t −X
H,ε

t | < ρ (5.2.18)

i

E|X1|2
t −X

1|2,ε

t | < ρ. (5.2.19)

Demostració. Per provar aquest resultat, veurem que cadascun dels termes de la següent

acotació superior tendeix a zero, quan H → 1
2 :

E|XH

t −X
H, ε

t | 6 E
∣∣∣ ∫ t

0
(u

H

s − u
H,ε

s )δ
H
B

H

s

∣∣∣+ E
∣∣∣αH

∫ t

0

∫ T

0
(D

H

r u
H

s −D
H

r u
H,ε

s )|s− r|2H−2drds
∣∣∣

En la demostració de la Proposició 5.2.6 ja vam veure que el primer terme tendia a zero

uniformement en H quan ε→ 0.

Recordem que (veure Observació 5.2.7) l’únic terme que cal tractar de forma diferent pel cas

H0 = 1
2 és:

E
∣∣∣αH

∫ t

0

∫ T

0
(D

H

r u
H

s −D
H

r u
H,ε

s )|s− r|2H−2drds
∣∣∣.

Vegem doncs que donat ρ > 0 existeixen ε > 0 i η > 0 tals que satisfan (5.2.18) i (5.2.19).

Aquesta darrera desigualtat es satisfà per a ε prou petit degut a la Proposició 5.1.4.

Vegem que es pot trobar η > 0, i ε > 0 de forma que es satisfà també la condició (5.2.18).

Escrivim

E

∣∣∣∣αH

∫ T

0

∫ T

0
(D

H

r u
H

s −D
H

r u
H,ε

s )|r − s|2H−2drds

∣∣∣∣ 6A1(H)+A2(H)+A3(H, ε)+A4(H, ε)+A5(H, ε),

on

A1(H) = E

∣∣∣∣αH

∫ T

0

∫ T

0
D

H

r u
H

s |r − s|2H−2drds− cH

∫ T

0

∫ T

0
D

H

r u
H

s |r − s|2H−2drds

∣∣∣∣ ,
A2(H) = E

∣∣∣∣cH

∫ T

0

∫ T

0
D

H

r u
H

s |r − s|2H−2drds−
∫ T

0

1
2
∇H

r u
H

r dr

∣∣∣∣ ,
A3(H, ε) = E

∣∣∣∣∫ T

0

1
2
∇H

r u
H

r dr −
∫ T

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
D

H

r u
H

x dx

)
dr

∣∣∣∣ ,
A4(H, ε) = E

∣∣∣∣∫ T

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
D

H

r u
H

x dx

)
dr − cH

∫ T

0

∫ T

0
D

H

r u
H,ε

s |r − s|2H−2drds

∣∣∣∣ ,
A5(H, ε) = E

∣∣∣∣cH

∫ T

0

∫ T

0
D

H

r u
H,ε

s |r − s|2H−2drds− αH

∫ T

0

∫ T

0
D

H

r u
H,ε

s |r − s|2H−2drds

∣∣∣∣ ,
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amb cH definida a (5.2.8).

Notem que en A3(H, ε) i A4(H, ε) apareix el terme 1
2ε

∫ r+ε

r−ε
D

H

r u
H

x dx que fa el paper de la

traça ∇H
u

H,ε .

A continuació veurem que cadascun d’aquests termes es fa petit quan H és proper a 1
2 , com

a mínim per algun ε > 0:

• Pel primer terme

A1(H) = |αH − cH |E
∣∣∣∣∫ T

0

∫ T

0
D

H

r u
H

s |r − s|2H−2drds

∣∣∣∣
6 |αH − cH |

∫ T

0
sup

s∈[0,T ]
E|DH

r u
H

s |
(∫ T

0
|r − s|2H−2ds

)
dr

6 |αH − cH |
2T 2H−1

2H − 1
K1/p

D

= |2HT 2H−1 − 1|K1/p
D
.

Si H està a prop d’12 , el terme |2HT 2H−1 − 1| es fa petit i a més per la condició (A2),

KD < +∞. Per tant, A1(H) també es farà petit.

• Anàlogament, podem acotar el terme A5(H, ε):

A5(H, ε) = |αH − cH |E
∣∣∣∣∫ T

0

∫ T

0

(
1
2ε

∫ s+ε

s−ε
D

H

r u
H

x dx

)
|r − s|2H−2drds

∣∣∣∣
6 |αH − cH |

1
2ε

∫ T

0

∫ T

0

(∫ s+ε

s−ε
sup

x∈[0,T ]
E|DH

r u
H

x |dx

)
|r − s|2H−2drds

6 |αH − cH |
∫ T

0
sup

x∈[0,T ]
E|DH

r u
H

x |
(∫ T

0
|r − s|2H−2ds

)
dr

6 |2HT 2H−1 − 1|K1/p
D
.

Observem que pels mateixos arguments que en el cas d’A1(H), aquest terme es fa petit

quan H està a prop d’12 .

• Estudiem ara el terme A2(H). Aquest es pot expressar com

E

∣∣∣∣∫ T

0

(
1
2
∇H

r u
H

r − (D
H

r u
H

� ∗ ψH )(r)
)
dr

∣∣∣∣
i a més,

1
2
∇H

r u
H

r − (D
H

r u
H

� ∗ ψH )(r) =
∫ T

−T
ψH (y)

(
1
2
∇H

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y

)
dy.

Aplicant el Teorema de Fubini, obtenim la següent igualtat

E

∣∣∣∣∫ T

0

(
1
2
∇H

r u
H

r − (D
H

r u
H

� ∗ ψH )(r)
)
dr

∣∣∣∣ = E

∣∣∣∣∫ T

−T
ψH (y)

(∫ T

0
(
1
2
∇H

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y)dr
)
dy

∣∣∣∣ .
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Per a tot δ ∈ (0, T ), es pot acotar superiorment A2(H):

A2(H) 6 E

∣∣∣∣∣
∫
|y|6δ

ψH (y)
(∫ T

0

1
2
∇H

r u
H

r −D
H

r u
H

r−ydr

)
dy

∣∣∣∣∣
+ E

∣∣∣∣∣
∫
|y|>δ

ψH (y)
(∫ T

0

1
2
∇H

r u
H

r −D
H

r u
H

r−ydr

)
dy

∣∣∣∣∣ . (5.2.20)

Comencem estudiant el primer sumand. Per això, intercalem a la seva expressió

D
H,−
r u

H

r 1{0<y6δ} +D
H,+

r u
H

r 1{−δ6y<0}

i llavors ens queda

E
∣∣∣ ∫

|y|6δ
ψH (y)

(∫ T

0

(
1
2
∇H

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y

)
dr

)
dy
∣∣∣

6 E
∣∣∣ ∫

|y|6δ
ψH (y)

(∫ T

0

(
1
2
∇H

r u
H

r − (D
H,−
r u

H

r 1{0<y6δ} +D
H,+

r u
H

r 1{−δ6y<0})
)
dr

)
dy
∣∣∣

+ E
∣∣∣ ∫

|y|6δ
ψH (y)

(∫ T

0

(
(D

H,−
r u

H

r 1{0<y6δ} +D
H,+

r u
H

r 1{−δ6y<0})−D
H

r u
H

r−y

)
dr

)
dy
∣∣∣.

(5.2.21)

El primer sumand és igual a zero, ja que aplicant el Teorema de Fubini i usant la simetria

de la funció ψH :

∣∣∣ ∫
|y|6δ

ψH (y)
(∫ T

0

(
1
2
∇H

r u
H

r − (D
H,−
r u

H

r 1{0<y6δ} +D
H,+

r u
H

r 1{−δ6y<0})
)
dr

)
dy
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ T

0

(
1
2
∇H

r u
H

r

(∫
|y|6δ

ψH (y)dy

)

−DH,−
r u

H

r

(∫ δ

0
ψH (y)dy

)
−D

H,+

r u
H

r

(∫ 0

−δ
ψH (y)dy

))
dr
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ T

0

(
D

H,−
r u

H

r

(
1
2

∫
|y|6δ

ψH (y)dy −
∫ δ

0
ψH (y)dy

)

+D
H,+

r u
H

r

(
1
2

∫
|y|6δ

ψH (y)dy −
∫ 0

−δ
ψH (y)dy

))
dr
∣∣∣ = 0.

Notem que el segon sumand de (5.2.21) es pot acotar superiorment per la suma dels

següents termes que tendeixen a zero quan δ es suficientment petit

E
∣∣∣ ∫

|y|6δ
ψH (y)

∫ T

0
(D

H,−
r u

H

r −D
H

r u
H

r−y)1{0<y6δ}drdy
∣∣∣

+ E
∣∣∣ ∫

|y|6δ
ψH (y)

∫ T

0
(D

H,+

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y)1{−δ6y<0}drdy
∣∣∣.

Això es pot veure, per exemple amb el primer terme, prenent primer suprems en H i en y
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E
∣∣∣ ∫

|y|6δ
ψH (y)

∫ T

0
(D

H,−
r u

H

r −D
H

r u
H

r−y)1{0<y6δ}drdy
∣∣∣

6
∫ T

−T
ψH (y)

(
sup

H∈V0

sup
0<y6δ

∫ T

0
E|DH,−

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y|dr

)
dy

i després escollint δ de forma convenient per tal que el terme

sup
H∈V0

sup
0<y6δ

∫ T

0
E|DH,−

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y|dr

sigui petit i usant la condició (5.2.11). Procedint forma anàloga es pot veure el mateix

resultat per a DH,+

r u
H

r .

Ara estudiem el segon terme de (5.2.20). D’una banda tenim que

E
∣∣∣ ∫

|y|>δ
ψH (y)

(∫ T

0

1
2
∇H

r u
H

r −D
H

r u
H

r−ydr

)
dy
∣∣∣

6
∫
|y|>δ

ψH (y)
(∫ T

0
E

∣∣∣∣12∇H

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y

∣∣∣∣ dr) dy.
Per les condicions (A2), (5.2.13) i (5.2.14) tenim que

sup
H∈( 1

2
, 1
2
+η)

sup
y∈[0,T ]

∫ T

0
E

∣∣∣∣12∇H

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y

∣∣∣∣ dr < +∞.

A més, tenint en compte el δ que hem escollit abans i el fet que ψH sigui una aproximació

de la identitat quan H ↓ 1
2 : ∫

|y|>δ
ψH (y)dy

H↓ 1
2−→ 0

tenim que

E
∣∣∣ ∫

|y|>δ
ψH (y)

(∫ T

0

1
2
∇H

r u
H

r −D
H

r u
H

r−ydr

) ∣∣∣
es fa petit quan H és a prop d’12 . Així doncs, hem vist que el terme A2(H) es fa petit

quan H és a prop d’12 .

• El terme A3(H, ε) es pot acotar de la següent manera:

A3(H, ε) 6
1
2ε

∫ T

0

(∫ r+ε

r
E|DH,+

r u
H

r −D
H

r u
H

x | dx
)
dr

+
1
2ε

∫ T

0

(∫ r

r−ε
E|DH,−

r u
H

r −D
H

r u
H

x | dx
)
dr

6
1
2

sup
H∈V0

∫ T

0
sup

x∈[r,r+ε]
E|DH,+

r u
H

r −D
H

r u
H

x | dr

+
1
2

sup
H∈V0

∫ T

0
sup

x∈[r−ε,r]
E|DH,−

r u
H

r −D
H

r u
H

x | dr.
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Amb això sabem, usant la condició (5.2.11), que donat ρ > 0 existeix ε0 > 0 tal que per

a tot ε < ε0

sup
H∈V0

A3(H, ε) <
ρ

2
.

A partir d’aquí, fixarem un ε < ε0 de manera que també per aquest ε > 0 se satisfà

(5.2.19).

• Finalment, estudiem el terme A4(H, ε). Aplicant arguments similars als usats

anteriorment tenim que

A4(H, ε) = E

∣∣∣∣∫ T

−T
ψH (y)

(∫ T

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
D

H

r u
H

x dx−D
H

r u
H,ε

r−y

)
dr

)
dy

∣∣∣∣
6 E

∣∣∣∣∣
∫
|y|6ε

ψH (y)
(∫ T

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
D

H

r u
H

x dx− 1
2ε

∫ r−y+ε

r−y−ε
D

H

r u
H

x dx

)
dr

)
dy

∣∣∣∣∣
+ E

∣∣∣∣∣
∫
|y|>ε

ψH (y)
(∫ T

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
D

H

r u
H

x dx− 1
2ε

∫ r−y+ε

r−y−ε
D

H

r u
H

x dx

)
dr

)
dy

∣∣∣∣∣ .
(5.2.22)

Estudiarem per separat cadascun dels termes anteriors.

El primer sumand de (5.2.22) es pot acotar superiorment per

E

∣∣∣∣∣
∫
|y|6ε

ψH (y)

(∫ T

0

(
1
2ε

∫ (r−ε)∨(r−y−ε)

(r−ε)∧(r−y−ε)

D
H

r u
H

x dx

)
dr

)
dy

∣∣∣∣∣
+ E

∣∣∣∣∣
∫
|y|6ε

ψH (y)

(∫ T

0

(
1
2ε

∫ (r+ε)∨(r−y+ε)

(r+ε)∧(r−y+ε)

D
H

r u
H

x dx

)
dr

)
dy

∣∣∣∣∣ .
Tractem, per exemple, el primer terme ja que el segon es faria de forma anàloga.

Aplicant el Teorema de Fubini, tenim que

E

∣∣∣∣∣
∫
|y|6ε

ψH (y)

(∫ T

0

(
1
2ε

∫ (r−ε)∨(r−y−ε)

(r−ε)∧(r−y−ε)

D
H

r u
H

x dx

)
dr

)
dy

∣∣∣∣∣
6
∫
|y|6ε

ψH (y)

(∫ T

0

(
1
2ε

∫ (r−ε)∨(r−y−ε)

(r−ε)∧(r−y−ε)

sup
x∈[0,T ]

E|DH

r u
H

x |dx

)
dr

)
dy

6
∫ T

0

(
sup

x∈[0,T ]
E|DH

r u
H

x |

(∫
|y|6ε

cH |y|2H−1

2ε
dy

)
dr

)

=
(2H − 1)ε2H−1

8HT 2H−1

∫ T

0
sup

x∈[0,T ]
E|DH

r u
H

x |dr.

Per H ∈
(

1
2 ,

1
2 + η

)
observem que aquest terme es fa petit si η > 0 és prou petit.

Per acabar la prova ja només ens queda estudiar el segon sumand de (5.2.22) i veure

que es fa petit quan H ↓ 1
2 .
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Aquest es pot acotar superiorment per∫
|y|>ε

ψH (y)
(∫ T

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
E|DH

r u
H

x | dx
)
dr

)
dy

+
∫
|y|>ε

ψH (y)
(∫ T

0

(
1
2ε

∫ r−y+ε

r−y−ε
E|DH

r u
H

x |dx
)
dr

)
dy.

Prenent suprems en x, obtenim una cota superior per a cada un d’aquests termes:∫
|y|>ε

ψH (y)

(∫ T

0
sup

x∈[0,T ]
E|DH

r u
H

x | dr

)
dy.

Per tant, per la condició (A2) i el següent càlcul:∫
|y|>ε

ψH (y)dy = 1−
( ε
T

)2H−1
,

que tendeix a zero quan H → 1
2 . Per H ∈

(
1
2 ,

1
2 + η

)
tenim que aquest terme es fa petit

si η > 0 és prou petit.

Un resultat que ens serà útil per provar la convergència de les distribucions en dimensió

finita de {XH}H∈V0
és el fet que XH,ε és un funcional continu de (u

H
, B

H
).

De fet, aplicant la fórmula d’integració per parts (veure [RV93]) tenim que :

X
H,ε

t =
∫ t

0
u

H,ε

s dB
H

s = u
H,ε

t B
H

t − u
H,ε

0
B

H

0
−
∫ t

0
(u

H,ε

s )′B
H

s ds

=
(

1
2ε

∫ t+ε

t−ε
u

H

s ds

)
B

H

t −
∫ t

0

(
1
2ε

∫ s+ε

s−ε
u

H

r dr

)′
B

H

s ds. (5.2.23)

Donat que t ∈ [0, T ], cal que estudiem el terme
∫ t
0 (u

H,ε

s )′B
H

s ds distingint els casos següents

(suposem que 0 < ε < T
3 ):

(i) Si 0 6 t < ε, aleshores ∫ t

0
(u

H,ε

s )′B
H

s ds =
∫ t

0

us+ε

2ε
B

H

s ds.

(ii) Si ε 6 t < T − ε, aleshores∫ t

0
(u

H,ε

s )′B
H

s ds =
∫ ε

0

us+ε

2ε
B

H

s ds+
∫ t

ε

us+ε − us−ε

2ε
B

H

s ds.

(iii) Si T − ε 6 t < T , tenim∫ t

0
(u

H,ε

s )′B
H

s ds =
∫ ε

0

us+ε

2ε
B

H

s ds+
∫ T−ε

ε

us+ε − us−ε

2ε
B

H

s ds+
∫ t

T−ε

0− us−ε

2ε
B

H

s ds.

En el lema següent veiem que el funcional d’uH i BH involucrat en (5.2.23) és continu.
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Lema 5.2.11. Fixat 0 < ε < T
3 , definim el funcional:

Ψ : (C ([0, T ]))2 −→ C ([0, T ])

(x, y) 7→ Ψ(x, y)(t) := Ψ1(x)(t)y(t)−
∫ t
0 y(s)Ψ2(x(s))ds,

amb

Ψ1(x)(t) :=
1
2ε

∫ (t+ε)∧T

(t−ε)∨0
x(s)ds,

i

Ψ2(x)(t) :=



x(t+ε)
2ε , si 0 6 t < ε,

x(t+ε)−x(t−ε)
2ε , si ε 6 t < T − ε,

−x(t−ε)
2ε , si T − ε 6 t < T.

Aleshores, Ψ és continu.

Demostració. Tenim que

Ψ(x, y)(t) =



Ψ1(x)(t)y(t)−
∫ t
0 y(s)

x(s+ε)
2ε ds, 0 6 t < ε,

Ψ1(x)(t)y(t)−
∫ ε
0 y(s)

x(s+ε)
2ε ds−

∫ t
ε y(s)

x(s+ε)−x(s−ε)
2ε ds, ε 6 t < T − ε,

Ψ1(x)(t)y(t)−
∫ ε
0 y(s)

x(s+ε)
2ε ds−

∫ T−ε
ε y(s) x(s+ε)−x(s−ε)

2ε ds

−
∫ t
T−ε y(s)

−x(s−ε)
2ε ds, T − ε 6 t < T.

Així Ψ realment pren valors en C ([0, T ]) i es pot comprovar fàcilment que és una aplicació

contínua de C ([0, T ])2 en C ([0, T ]).

En el lema següent provem la convergència en llei de {XH,ε}H∈V0
cap a XH0,ε en C ([0, T ]),

quan H → H0, per a tot ε > 0 i prou petit.

Lema 5.2.12. Sigui {uH}H∈V0
una família de processos amb trajectòries contínues tals que

(u
H
, B

H
) L−→ (u

H0
, B

H0 ),

en (C ([0, T ]))2 quan H → H0. Aleshores, per a tot H0 ∈
[

1
2 , 1
)
, la família de processos

{XH,ε}H∈V0
definits en (5.2.5) convergeix en llei cap a XH0,ε en C ([0, T ]), quan H → H0.

Demostració. Degut a (5.2.23) i usant el Lema 5.2.11 tenim que XH,ε
= Ψ(u

H
, B

H
) és un

funcional continu de (u
H
, B

H
) i com que

(u
H
, B

H
) L−→ (u

H0
, B

H0 ),

quan H → H0 en C ([0, T ]) obtenim el resultat que volíem provar.
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Finalment, ja tenim tots els resultats necessaris per veure la convergència de les distribucions

en dimensió finita de la família de processos {XH}H∈V0
.

Proposició 5.2.13. Sigui {XH}H∈V0
la família d’integrals estocàstiques tipus

Russo-Vallois definides en (5.2.1). Suposem que la família de processos estocàstics {uH}H∈V0

satisfan els blocs A i B d’hipòtesis i en el cas que H0 = 1
2 també la condició (C) i a més,

(u
H
, B

H
) L−→ (u

H0 , B
H0 ),

en (C ([0, T ]))2 quan H → H0. Aleshores, les distribucions en dimensió finita de X
H

convergeixen cap a les de XH0 quan H → H0.

Demostració. Distingim els casos següents:

• Cas H0 ∈ (1
2 , 1):

Per a tot t1, . . . , tm ∈ [0, T ] i g ∈ C 1
b (Rm), escrivim

|E[g(X
H

t1 , . . . , X
H

tm)]− E[g(X
H0

t1 , . . . , X
H0

tm )]| 6 T1(ε,H) + T2(ε,H) + T3(ε),

on

T1(ε,H) = |E[g(X
H

t1 , . . . , X
H

tm)]− E[g(X
H,ε

t1 , . . . , X
H,ε

tm )]|,

T2(ε,H) = |E[g(X
H,ε

t1 , . . . , X
H,ε

tm )]− E[g(X
H0,ε

t1 , . . . , X
H0,ε

tm )]|

i

T3(ε) = |E[g(X
H0,ε

t1 , . . . , X
H0,ε

tm )]− E[g(X
H0

t1 , . . . , X
H0

tm )]|.

D’una banda tenim que T1(ε,H) està acotat superiorment per

Cg max
j=1,...,m

sup
H∈V0

E|XH

tj −X
H,ε

tj |.

Usant la Proposició 5.2.6, veiem que el terme T1(ε,H) tendeix a zero quan ε→ 0.

Anàlogament es pot veure que T3(ε) està acotat superiorment per

Cg max
j=1,...,m

sup
H∈V0

E|XH0

tj −X
H0,ε

tj |

i usant de nou la Proposició 5.2.6, tenim que el terme T3(ε) tendeix a zero quan ε→ 0.

Això significa que donat η > 0, podem prendre ε suficientment petit tal que

T1(ε,H) < η
3 i T3(ε) < η

3 .

Finalment, per veure que el terme T2(ε,H) convergeix a zero quan H → H0 usem el

Lema 5.2.12 que ens proporciona la següent convergència en llei:

L (X
H,ε

t1 , . . . , X
H,ε

tm ) −→ L (X
H0,ε

t1 , . . . , X
H0,ε

tm ),

quan H → H0 en C ([0, T ]) per a l’ε > 0 pres anteriorment. Amb això queda provada

la convergència de les distribucions en dimensió finita.
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• Cas H0 = 1
2 :

Per a tot t1, . . . , tm ∈ [0, T ] i g ∈ C 1
b (Rm), escrivim

|E[g(X
H

t1 , . . . , X
H

tm)]− E[g(X
1|2
t1 , . . . , X

1|2
tm )]| 6 T1(ε,H) + T2(ε,H) + T3(ε),

on

T1(ε,H) = |E[g(X
H

t1 , . . . , X
H

tm)]− E[g(X
H,ε

t1 , . . . , X
H,ε

tm )]|,

T2(ε,H) = |E[g(X
H,ε

t1 , . . . , X
H,ε

tm )]− E[g(X
1|2,ε

t1 , . . . , X
1|2,ε

tm )]|

i

T3(ε) = |E[g(X
1|2,ε

t1 , . . . , X
1|2,ε

tm )]− E[g(X
1|2
t1 , . . . , X

1|2
tm )]|.

D’una banda tenim que T1(ε,H) està acotat superiorment per

Cg max
j=1,...,m

E|XH

tj −X
H,ε

tj |

i el terme T3(ε) està acotat superiorment per

Cg max
j=1,...,m

E|X1|2
tj −X

1|2,ε

tj |.

Usant la Proposició 5.2.10, tenim que donat ρ > 0 existeix ε > 0 i η > 0 tal que si

H ∈
(

1
2 ,

1
2 + η

)
, aleshores T1(ε,H) < ρ i també T3(ε) < ρ.

Fixat l’ε que hem obtingut, tenim que el terme T2(ε,H) convergeix a zero quan H → H0

aplicant també el Lema 5.2.12.

Com a conseqüència de la Proposició 5.2.3 i la Proposició 5.2.13, obtenim el teorema

següent que és el resultat principal d’aquest treball.

Teorema 5.2.14. Sigui {uH}H∈V0
una família de processos estocàstics amb trajectòries

contínues tals que satisfan els blocs d’hipòtesis A i B i en el cas que H0 = 1
2 també la condició

(C) i a més,

(u
H
, B

H
) L−→ (u

H0
, B

H0 ), (5.2.24)

en (C ([0, T ]))2 quan H → H0. Aleshores, la família de les lleis de les integrals estocàstiques

tipus Russo-Vallois {XH}H∈V0
definides en (5.2.1) convergeix feblement cap a la llei de XH0

en C ([0, T ]) quan H → H0.

5.3 Exemple d’aplicació

En aquesta secció donem un exemple, d’una família molt senzilla de processos estocàstics

{uH}H∈V0
on ara V0 =

[
1
2 , 1
)

amb trajectòries contínues tals que satisfan els blocs d’hipòtesis

A i B i en el cas H0 = 1
2 també la condició (C) i per tant podem aplicar el Teorema 5.2.14.
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Exemple 5.3.1. Considerem la família de processos estocàstics {uH}H∈V0
definits per

u
H

= {uH

t := B
H

f(t), t ∈ [0, T ]} on f : [0, T ] → R+ és una funció contínua en [0, T ]. Sigui

{XH
,H ∈ V0}, la família d’integrals estocàstiques tipus Russo-Vallois definides en (5.2.1).

Aleshores,

X
H L→ X

H0
,

quan H → H0 en C ([0, T ]).

Demostració. Primer de tot comprovem que el procés estocàstic u
H satisfà els blocs

d’hipòtesis A, B i per H = 1
2 també satisfà la condició (C).

• Condició (A1): Existeix p > 2 tal que∫ T

0
sup

H∈V0

E|uH

s |pds < +∞.

En efecte, de fet per a tot p > 0,∫ T

0
sup

H∈V0

E|BH

f(s)|
pds 6 Cp

∫ T

0
sup

H∈V0

|f(s)|pHds < +∞,

ja que f és contínua en [0, T ].

• Condició (A2): Existeix p > 2 tal que

sup
H∈V0

∫ T

0
sup

x∈[0,T ]
E|DH

r u
H

x |pdr = KD < +∞.

Sabem que DH

r B
H

f(s) = 1[0,f(s)](r). Per tant,

sup
H∈V0

∫ T

0
sup

s∈[0,T ]
E|DH

r B
H

f(s)|
pdr = sup

H∈V0

∫ T

0
sup

s∈[0,T ]
1[0,f(s)](r)dr 6 T < +∞,

• Condició (B1)

lim
δ→0

sup
H∈V0

sup
|y|<δ

∫ T

0
E|uH

s − u
H

s−y|2ds = 0.

En efecte, se satisfà que

sup
H∈V0

sup
|y|<δ

∫ T

0
E|uH

s − u
H

s−y|2ds = sup
H∈V0

sup
|y|<δ

∫ T

0
|f(s)− f(s− y)|2Hds

6 C
f,T

sup
|y|<δ

∫ T

0
|f(s)− f(s− y)|ds

i donat que f és uniformement contínua, això tendeix a 0 quan δ → 0.

• Condició (B2): Existeix p > 2 i p > 1
2H1−1 tal que

lim
δ→0

sup
H∈V0

sup
|y|<δ

∫ T

0

∫ T

0
E|DH

r u
H

s −D
H

r u
H

s−y|pdrds = 0.
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En efecte, tenim que

sup
H∈V0

sup
|y|<δ

∫ T

0

∫ T

0
E|DH

r u
H

s −D
H

r u
H

s−y|pdrds

= sup
|y|<δ

∫ T

0

∫ T

0
|1[0,f(s)](r)− 1[0,f(s−y)](r)|pdrds

= sup
|y|<δ

∫ T

0

∫ T

0
1[f(s)∧f(s−y),f(s)∨f(s−y)](r)drds

6 sup
|y|<δ

∫ T

0
|f(s)− f(s− y)|ds,

i aquest darrer terme tendeix a 0 quan δ → 0, per ser f uniformement contínua, per a

tot p > 0 i en particular, per a tot p > 2.

• Finalment, comprovem la condició (C).

Els candidats a les derivades DH,+ i DH,− són, respectivament:

lim
h→0+

D
H

r u
H

r+h = lim
h→0+

1[0,f(r+h)](r) = 1[0,f(r)](r)

i

lim
h→0−

D
H

r u
H

r+h = lim
h→0−

1[0,f(r+h)](r) = 1[0,f(r))(r).

Definim, doncs,

D
H,+

r u
H

r := 1[0,f(r)](r)

i

D
H,−
r u

H

r := 1[0,f(r))(r)

i comprovem que se satisfà la condició (C).

Siguin m
r,δ

:= miny∈(0,δ) {f(r − y), f(r)} i M
r,δ

:= maxy∈(0,δ) {f(r − y), f(r)}.
Aleshores, tenim que

sup
H∈V0

∫ T

0
sup

0<y<δ
E|DH,−

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y|pdr 6
∫ T

0
sup

0<y<δ
1[f(r−y)∧f(r),f(r−y)∨f(r)](r)dr

6
∫ T

0
1[m

r,δ
,M

r,δ
](r)dr −→ 0,

quan δ → 0, pel Teorema de la Convergència Dominada.

Ara considerem m̃
r,δ

:= miny∈(0,δ) {f(r − y), f(r)} i M̃
r,δ

:= maxy∈(0,δ) {f(r − y), f(r)}.
De forma similar es pot provar que

sup
H∈V0

∫ T

0
sup

−δ<y<0
E|DH,+

r u
H

r −D
H

r u
H

r−y|pdr 6
∫ T

0
sup

−δ<y<0
1[f(r−y)∧f(r),f(r−y)∨f(r)](r)dr

6
∫ T

0
1

[m̃
r,δ

,M̃
r,δ

]
(r)dr −→ 0,

quan δ → 0.



5. Continuïtat en llei de la integral simètrica tipus Russo-Vallois. Cas H > 1
2 89

Fins aquí hem vist que se satisfan les hipòtesis dels Blocs A, B i per H = 1
2 , la condició (C).

Ens falta comprovar la convergència en llei conjunta

(u
H
, B

H
) L−→ (u

H0
, B

H0 )

en (C ([0, T ]))2, quan H → H0.

Com la funció f : [0, T ] → R+ és contínua, pren valors en un cert interval [0, T ′] tal que

podem suposar [0, T ] ⊂ [0, T ′]. Definim el funcional següent:

Ψ : C ([0, T ′]) −→ (C ([0, T ]))2

x 7→ Ψ(x) := (x ◦ f, x|[0,T ]
),

on x|[0,T ]
denota la restricció de x a l’interval [0, T ].

Comprovem que aquest funcional Ψ és continu. En efecte, donat η > 0 existeix un δ > 0

tal que si x, y ∈ C ([0, T ′]) tals que supt∈[0,T ′] |x(t)− y(t)| < δ, aleshores:

sup
t∈[0,T ]

|x(f(t))− y(f(t))| 6 sup
v∈[0,T ′]

|x(v)− y(v)| < δ.

Tenim que

(u
H
, B

H
) = (B

H

f , B
H

) = Ψ(B
H

).

Com {BH} convergeix en llei cap a BH0 en C ([0, T ′]) i Ψ és contínua tenim que

(u
H
, B

H
) L−→ (uH0 , BH0),

en (C ([0, T ]))2

Hem comprovat doncs que es compleixen les hipòtesis del Teorema 5.2.14 i per tant, aplicant

aquest resultat obtenim la convergència en llei que volíem provar.

5.4 Prova de la Proposició 5.1.4

Demostració. Per provar l’existència de la integral tipus Russo-Vallois i la igualtat (5.1.7) ho

farem en dos passos.

Usant la propietat (5.1.2) de la integral de Skorohod tenim que per a tot ε > 0,

1
2ε

∫ t

0
us(B

1|2
s+ε −B

1|2
s−ε)ds =

1
2ε

∫ t

0
usδ

1|2
(1[s−ε,s+ε](·))ds

=
1
2ε

∫ t

0
δ

1|2
(us1[s−ε,s+ε](·))ds+

1
2ε

∫ t

0
〈D1|2

� us,1[s−ε,s+ε](·)〉L2([0,T ])ds

= δ
1|2

((u1[0,t])
ε) +

1
2ε

∫ t

0
〈D1|2

� us,1[s−ε,s+ε](·)〉L2([0,T ])ds

= δ
1|2

((u1[0,t])
ε) +

1
2ε

∫ t

0

∫ s+ε

s−ε
D

1|2
r usdrds (5.4.1)

on estem usant la notació

vε
s =

1
2ε

∫ s+ε

s−ε
vxdx.
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• PAS 1:

Per a u ∈ D1,2(L2([0, T ])) , el procés uε aproxima el procés u en D1,2(L2([0, T ])) i com

a conseqüència tenim la convergència en L2(Ω) de la integral indefinida de Skorohod:

δ
1|2

((u1[0,t])
ε) ε→0−→ δ

1|2
(u1[0,t]).

Començarem veient que aquest procés uε satisfà les següents desigualtats:

(i)

‖uε‖
L2([0,T ])

6 ‖u‖
L2([0,T ])

. (5.4.2)

(ii)

‖Duε‖
L2([0,T ]2)

6 ‖Du‖
L2([0,T ]2)

. (5.4.3)

En efecte, usant l’expressió (5.2.7) de uε
s i les propietats de la convolució tenim la

desigualtat següent:

‖uε‖2

L2([0,T ])
=
∫ T

0
|uε

s|2ds =
∫ T

0

∣∣∣ ∫
R
ϕε(y)|us−ydy

∣∣∣2ds
6
∫ T

0

∫
R
|us−y|2ϕε(y)dyds

=
∫

R
ϕε(y)

∫ T

0
|us−y|2dsdy

6 ‖u‖2

L2([0,T ])
.

De forma similar també es pot acotar superiorment ‖D1|2
uε‖2

L2([0,T ]2)
:

‖D1|2
uε‖2

L2([0,T ]2)
=
∫ T

0

∫ T

0
|D1|2

r uε
s|2drds

6
∫ T

0

∫ T

0

(∫
R
|D1|2

r us−y|2ϕε(y)dy
)
drds

=
∫

R

(∫ T

0

∫ T

0
|D1|2

r us−y|2drds
)
ϕε(y)dy

= ‖D1|2
u‖2

L2([0,T ]2)
.

Sigui ST l’espai de processos simples u de la forma

u =
m−1∑
j=0

Fj1[tj ,tj+1]

on Fj ∈ D1,2

B
H

acotat, DFj ∈ L2(Ω, L2([0, T ])) i 0 = t1 < · · · < tm = T .

Com que ST és dens en D1,2(L2([0, T ])) respecte la norma ‖ · ‖
D1,2(L2([0,T ]))

aleshores

sabem que existeix una successió {un} ⊂ ST de processos simples tal que un −→ u en

la norma ‖ · ‖
D1,2(L2([0,T ]))

, quan n→∞.
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Tenint en compte aquest fet i usant les desigualtats (5.4.2) i (5.4.3) que hem provat

anteriorment, obtenim que

‖un,ε − uε‖
D1,2(L2([0,T ]))

= E‖un,ε − uε‖2

L2([0,T ])
+ E‖Dun,ε −Duε‖2

L2([0,T ]2)

6 ‖un − u‖
D1,2(L2([0,T ]))

−→
n→∞

0.

Com a conseqüència d’aquesta convergència, tenim que δ1|2
(un,ε) −→ δ

1|2
(uε), en L2(Ω),

quan n→∞. Es pot veure de forma senzilla aplicant aquesta convergència i la propietat

(5.1.2) de la integral de Skorohod:

E(δ
1|2

(un,ε)− δ
1|2

(uε))2 6 E‖un,ε − uε‖2

L2([0,T ])
+ E‖Dun,ε −Duε‖2

L2([0,T ]2)

6 ‖un,ε − uε‖
D1,2(L2([0,T ]))

−→
n→∞

0. (5.4.4)

Així doncs, prenem una successió de processos simples {un} de ST tals que un −→ u

en la norma de l’espai D1,2(L2([0, T ])) quan n → ∞. Aleshores, intercalem aquests

processos i escrivim

E|δ1|2
((u1[0,t])

ε)− δ
1|2

(u1[0,t])|2 6 3
(
E|δ1|2

((u1[0,t])
ε)− δ

1|2
((un1[0,t])

ε)|2

+E|δ1|2
((un1[0,t])

ε)− δ
1|2

(un1[0,t])|2 + E|δ1|2
(un1[0,t])− δ

1|2
(u1[0,t])|2

)
.

Pel que hem vist a (5.4.4), sabem que per a tot ξ > 0 hi ha un enter nξ tal que per a

tot n > nξ, tenim que

E|δ1|2
((u1[0,t])

ε)− δ
1|2

((un1[0,t])
ε)|2 < ξ

i

E|δ1|2
(un1[0,t])− δ

1|2
(u1[0,t])|2 < ξ.

Per tant, podem afirmar que per a tot ξ > 0, existeix nξ tal que per a tot n > nξ,

E|δ1|2
((u1[0,t])

ε)− δ
1|2

(u1[0,t])|2 6 3
(
E|δ1|2

((un1[0,t])
ε)− δ

1|2
(un1[0,t])|2 + ξ

)
.

La prova s’acaba tenint en compte que per a cada n,

(un1[0,t])
ε −→ u1[0,t],

en D1,2(L2([0, T ]) quan ε→ 0.

• PAS 2:

Tractem el segon sumand de (5.4.1), és a dir, la convergència en L1(Ω) d’aquest cap al

terme traça:

1
2ε

∫ t

0
〈D1|2

� u,1[s−ε,s+ε]〉L2([0,T ])ds =
1
2ε

∫ t

0

∫ T

0
D

1|2
r us1[s−ε,s+ε](r)drds −→

∫ t

0

1
2
∇1|2

r urdr,
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quan ε→ 0. Recordem que

∇1|2
r ur = D

1|2,−
r ur +D

1|2,+

r ur.

Tenint en compte aquesta igualtat, intercalem el terme

D
1|2,−
r ur1{r<s<r+ε} +D

1|2,+

r ur1{r−ε<s<r}

en

E
∣∣∣ ∫ t

0

1
2ε

(∫ r+ε

r−ε
D

1|2
r usds

)
dr −

∫ t

0

1
2
∇1|2

r urdr
∣∣∣

6 E
∣∣∣ ∫ t

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
(D

1|2
r us −D

1|2,−
r ur1{r<s<r+ε} −D

1|2,+

r ur1{r−ε<s<r})ds
)
dr
∣∣∣

+ E
∣∣∣ ∫ t

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
(D

1|2,−
r ur1{r<s<r+ε} +D

1|2,+

r ur1{r−ε<s<r} −
1
2
∇1|2

r ur)ds
)
dr
∣∣∣.

El primer terme de la banda dreta de la desigualtat tendeix a zero quan ε→ 0.

En efecte, si l’escrivim de la forma següent:

E
∣∣∣ ∫ t

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
(D

1|2
r u

1|2
s −D

1|2,−
r u

1|2
r 1{r<s<r+ε} −D

1|2,+
r u

1|2
r 1{r−ε<s<r})ds

)
dr
∣∣∣

6 E
∣∣∣ ∫ t

0

(
1
2ε

∫ r

r−ε
(D

1|2
r u

1|2
s −D

1|2,−
r u

1|2
r )ds

)
dr
∣∣∣

+ E
∣∣∣ ∫ t

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r
(D

1|2
r u

1|2
s −D

1|2,+
r u

1|2
r )ds

)
dr
∣∣∣,

es pot veure que està acotat superiorment per∫ t

0
sup

r−ε<s<r
E|D1|2

r u
1|2
s −D

1|2,−
r u

1|2
r |dr +

∫ t

0
sup

r<s<r+ε
E|D1|2

r u
1|2
s −D

1|2,+
r u

1|2
r |dr

Així doncs, aplicant les condicions (5.1.5) i (5.1.6), provem que aquest terme tendeix a

zero quan ε→ 0.

Pel que fa al segon terme, si l’expressem de forma adient tenim que és igual a zero:∣∣∣ ∫ t

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
(D

1|2,−
r ur1{r<s<r+ε} +D

1|2,+
r ur1{r−ε<s<r} −

1
2
∇rur)ds

)
dr
∣∣∣

=
∣∣∣ ∫ t

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
D

1|2,−
r ur1{r<s<r+ε}ds

)
dr − 1

2

∫ t

0
D

1|2,−
r urdr

+
∫ t

0

(
1
2ε

∫ r+ε

r−ε
D

1|2,+
r ur1{r−ε<s<r}ds

)
dr − 1

2

∫ t

0
D

1|2,+
r urdr

∣∣∣
= 0.

Per tant, tenim la convergència en L1(Ω) del terme traça:

1
2ε

∫ t

0
〈D1|2

� u,1[s−ε,s+ε]〉L2([0,T ])ds −→
∫ t

0

1
2
∇1|2

r urdr,

quan ε→ 0.
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