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INTRODUCCIÓN 

La teoria de la conjugación de funciones del 

análisis convexo desempeña un papel importante en 

el estudio de la dualidad en programación matemá

tica. Ultimamente se han dado varias extensiones 

de estas nociones que son ütiles para algunas cía--

ses de funciones no convexas.(p.ej, en {3},{5}). 

En el capítulo I se dan unas definiciones de 

H-convexidad y H-conjugaci6n que tienen propieda

des idénticas a las de los conceptos clásicos. Me

diante ellas se construye en el capítulo II una 

teoría de la dualidad y se estudian los lagran-

gianos que se derivan» 

En el capítulo III se obtienen como casos par

ticulares nociones de conjugación quasiconvexa que 

coinciden en muchos aspectos con las dadas en {3}, 

Aparecen las funciones denominadas •* quasiafines ", 

que desempeñan con respecto a las quasiconvexas el 

mismo papel que las afines en relación a las conve

xas . 

Finalmente, en el capítulo IV se dan varias posi

bilidades de extensión que pueden ser aplicables a 

clases más generales de funciones.También se ^bor

da la conjugación de multiaplicaciones en un marco 



en que no se requiere ninguna estructura sobre los 
conjuntos que intervienen,extendiéndose de esta for
ma los resultados de (10). 



NOTACIÓN Y RESULTADOS PREVIOS 

El producto escalar usual sobre R*̂  se represen

tará por < , 3» y la norma euclldea por ( | I 1 . R se-

tá Rw{4 

Dado un conjunto ordenado (C,^), el conjunto de 

aplicaciones de un conjunto cualquiera X en C se 

considerará a su vez ordenado por la relación: fjSüg 

si f {x)js.g(x) VxcX. El supremo y el ínfimo de una 

familia de aplicaciones de X en C se entenderá con 

respecto a esta relación de orden, 

A una función f SR"-*R se le asocian los siguien

tes conjuntos: 

el dominio, dom(f)={xeR"/f(x) 

el epi^rafo, epi (f)-{ (x, X)é:R"'^^/f (x) < Xl 

el hipografo, hipo(f)-{(x,XkR^^^/f(x)>X} 

los conjuntos de nivel, Sĵ  (f)»«£x£.R'*/f (x)¿X}^ XcR 

Sj^(f) representará el interior de Sĵ  (f) . En cam-

^io,S^(f) será íx£R"/f (x)<X} VxeRu{+«}. 

f es semicontinua inferior en x^eR" si V'x<f (xg) 

existe U entorno de x^ tal que yxéU,f(x)<X. Si lo 

es en x^, l/x C R " diremos que es semicontlnua inferior 
o' o ^ 

(abreviadamente s.c.l.). 

Las sigulenfes definiciones y propiedades pueden 
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encontrarse p.ej. en $ 2 } : f!X-^R,X convexo de R*̂ , 
es quasiconvexa si y solo si Vxj^,X2<lX,tcfo, í] , 
f ( {l-t)Xj^+tX2) <inax{f (Xj^) ,f (Xj) > .Es estrictamente 
quasiconvexa si la desigualdad es estricta cuando 
Xj^,X2<-dom(f ) , t € ( 0 , 1 ) ,f (Xj)7<f (Xj) . La quasiconvexi-
dad de f es equivalente a la convexidad de todos 
sus conjuntos de nivel.También se verifica que f 
es s.c.i. si y solo si todos sus conjuntos de nivel 
son cerrados, f se lleuna quasicóncava si V X J , X 2 G X , 

tí:(^0,3 ,f ((l-t)Xj-ftX2)>min{f (Xj> ,f ( X 2 ) >.Es equiva
lente a que los conjuntos de nivel tengan complemen
tario convexo. Se dice que f es 4<nf-colftpacta si to
dos sus conjuntos de nivel son compactos. 

Una función f puede deducirse de la familia de 
sus conjuntos de nivel a partir de la siguiente ex
presión: f(x)= licif {X/xeSj^ (f ) } . Recíprocamente, si 
dada una familia de subconjuntos de R'^, ^ ^ X ^ X C R 

que X<vi;:=̂ Sĵ c.Ŝ  se define f por f(x)= inf {X/xeS , 
los conjuntos de nivel de f son (f ) =^j^S^. Así, 
si los son convexos f es quasiconvexa, si son 
cerrados,es s.c.i.. Las envolventes quasiconvexa 
y quasiconvexa s.c.i. de f (es decir, las mayores 
funciones de ese tipo mayorantes de f) se obtienen 



por ese procedimiento de las familias {co (Ŝ ^ (f ) ) } ĵ , 
{•55 (Sĵ  (f ) ) } ĵ ĵ̂ , respectivamente,entendiendo por 
co(Sj^(f)) la envoltura convexa de Sj^(f), co(Sj^(f)) 
la envoltura convexa cerrada de Sj^(f). 

Una multiaplicaci6n F:E'^A es una aplicación de 
E en el conjunto de partes de A.Las siguientes de
finiciones y propiedades se encuentran en {10}. El 
grafo de F, G(F)= {(x,a)/acF(x)}, Si A es un grupo 
abeliano completamente ordenado, de F se deriva la 
aplicación lp:E-*A dada por lp(x)=* inf {a/acF(x) } .La 
raultiaplicación epigráfica una aplicación f;E-»-A es 
E(f):E<A tal que E<f ) (x) ={a/f (x)^a} . Si E es otro 
conjunto y se considera dada una aplicación E xE-^A 
denotada por C » conjugada de F es F :E-=cjA 
tal que F (x*)« {a'cA/acP (x )^5x+,x) -a-a'^0 . Se 
verifica que F ^ - E d ^ ) , siendo 1^ la conjugada de 
lp,def inida como en el caso real utilizando , ]] 
en lugar de < , > . x* es un subgradiente de F en 
X Q si existe a^eFix^) tal que VxeE, a€.P(x) se tie
ne a-aQ> [ x ^ , x ] • 

La intersección y la inclusión de multiapUcacio-
nes se definen a partir de las imágenes de I03 ele
mentos del conjunto de partida,de mainerà natural. 



CAPITULO I 

NOCIONES GENERALES SOBRE H-CONVEXIDAD Y CONJUGACIÓN 

1. FUNCIONES H-CONVEXAS Y SUS SUBGRADIENTES 

Sea H una familia de funciones reales a valores 

en R, cerrada para el supremo puntual,es decir, tal 

que H*oH=:íeup{h/íifeH'>e,H; Una función f:R"-^R se di

rá que es H-convexa si puede expresarse como el su

premo de funciones pertenecientes a <I>̂= {y:R'^-^R/ 

y{x)= h(<x*,x>) para algún hcH,x*^£.R" . Estas funcio

nes coinciden con las ^-convexas en el sentido de 

Dolecki y Kurcyusz {5}, tomando ,si bien en 

ese articulo las funciones de ». son todas finitas. 

Dada una función fíR'̂ -̂ R se define su H-soporte, 

Lj^(f) mediante: Ljj(f)- {j'^^J^/f (x) < f(x) VxcR^J . La 

H-envolvente de f es la función f^» sup{j/J^Lj^ (f ) } . 

Proposición 1.1; f^ es la mayor función H-convexa 

minorante de f. 

Demo¿traciónj_ Por definición, f^es H-convexa y mi

norante de f. Sea g una función H-convexa minoran

te de f, es decir, g» supí^/J**^*' } para cierto 

*'c<I>̂ , g<f. Para todo ^£ 4> se tiene J^q^f» Por tan

to j'£Ljj(f). Es decir, *'c:Ljj(f). Entonces g«sup{j/jfc *'> 

< sup{(f/3>e.Ljj(f) >- f°. 



Corolario 1.2; f es H-convexa si y solo si f«» f^. 
Definición: f:R"-^-R se dirá que es H-convexa en x^cR*^ 
si se verifica fíx^)» ( X Q ) , 

Evidentemente,una función es H-convexa si y solo 
si es H-convexa en todo XQCR'^. 

Definición: x^eR*^ es un H-subgradiente de f:R^-^R en 
XQ€:R" si y solo si existe h^cH tal que: 
a) hQ(<x*',x>)< f(x) VXCR'* 
b) hQ(<x^,XQ>)= f(XQÍ 

El conjunto de los H-subgradientes de f en X Q se 
ll2unará el H-subdiferencial de f en X Q y se represen
tará por 3jjf (XQ) . 
Proposición 1.3: 

a) ^^f{xQ)fi ^=>f es H-convexa en XQ 

b) f es H-convexa en XQ=^3jjf (x^) = 8pjf^(xQ) 
Demo^traciÓnj^ 
a) Sea x''̂ : 3 ̂ f̂ (x^) ,hQ tal como en la definición de 

H-subgradiente. La función J'Q dada por J'Q (x)««hQ (<x* ,x>) 
pertenece a Ljj(f), Por tanto: 
f°(xQ)< f(XQ)= hQ{<x*,XQ>)=J^Q(XQ)< sup{y(Xjj)/ycLjj(f)} 
= f ° ( X o ) . 
b) Sea x*€.9jjf (XQ) , hQ,^^ definidas como en la demos
tración de a ) . Puesto que ̂ Q ^ L J^ (f ) , también j^^Sf^ . 
Por tanto también se cumplen las condiciones de de

finición de H-subgradiente sustituyendo f por f^, 
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Reciprocamente, si x'̂ e aj^f ̂ (x^) , se tiene para al

gún h^eH: hQ(<x*,x>)i f°(x)jsf(x) i/xtR^ 

hQ(<x^,XQ>)= f°(xQ)= f ( X Q ) , 

es decir, x*c3jjf(xQ). 

Proposición 1.4; Sean fiR"*-̂ R, A:R"-Í-R"^ lineal. A* ZR'^-^R" 

la aplicación adjunta de A. Entonces 3 ( f o A ) (XQ)OÁ*"3 jjf (AXj 

DemostraciÓru Sea y*c.3jjf (AXQ) . Existe hg^H tal que 

hQ(<y*,y>)i f(y) ^yeJR^ y además (<y*,AxQ> ) = f (AXQ) . 

Entonces se tiene: hQ(<A*^y^,XQ>)= (<y* , A X Q > ) = £ ( A X Q ) 

«= ( f o A ) (XQ) . Esto significa que A* y*e 3 ( fo A) (XQ) . 

Corolario 1.5: Sean f:R'̂ -̂ R, A un automorfismo de R'*. 

Entonces 3jj ( f o A ) ( X Q ) = ¿f"3jjf (AXQ) . 

Demostración^ 3jj(f<»A) (XQ)» A A (f« A) (XQ) = 

» A A " ^ 3 „ ( f o A ) (A'^AXQÍcA'^aHÍf-AoA"^) ( A X Q ) - A* (f«>A) (XQ) 

2. CONJUGACIÓN 

Dada f:R"-í.R, su H-conjugada será f°:R'̂ -..H definida 

por: f°(x*)= sup{h/hcH,h(<x'*,x>)if (x) VxcR*^ .Inversa

mente, dada g:R'̂ -*-H, su función conjugada ĝ rR̂ -̂t-R se 

define mediante: g^(x)» sup g(x*)(<x*,x>). La función 

c ^ 
g es siempre H-convexa. En particular, la segunda 

conjugada de f, es H-convexa. 

Proposición 2.1: 

a) f^^fj ff<f^ 



b) £*^(x ) ( < x*,Xn> ) i f(Xn) Vxrt,x*€.R" (desigualdad de 

Fenchel) 

Denro s trac ión^ 

a) f j ( x * ) - 8up{h/hcH,h(<x*',x>)<f j ( x ) ^xcJl")£ 

i sup{h/hcH,h(<x*,x>)5f2(x) V X C R " } - t^(y*) 

b) f^(x^) (<x**,XQ>)-supÌhf<x*»XQ>)/hcH,h(<x*,x>)5f (x ) Vx> 

< f ( X o ) . 

Oc c 

c) Por a ) , f < f . Para la desigualdad inversa, basta 

considerar que si h*H es tal que h (< x"* ,x> )<.f (x ) V x , 

también se verifica h<<x*,x>)<. f ° ( x ) V x . 

Cordarlo 2.2: Sea ^̂ ĵ ĵ̂ î̂  familia de funciones 

R"-*R. Se verifica (Inf f^)^<. inf f^. Si H es cerrada 
kcK *̂  ktK ^ 

para el Infimo , se cumple la igualdad. 
Demostración: k^cK, inf f.< f. , de donde (inf f^)^S 
" " ktK 0 k^K ^ 
<f. y, en consecuencia, ( inf f, ) < inf f. . 

0 k£K ktK 
Si H es cerrada para el Infimo, inf f?(x^)É:H V X ' C R " . 

kcK *̂  
Además, por la prop.2 .1.b), inf f^ (x**) ( < x * , x > ) <inf f. ( x ) 

kgK ^ ktf.K ^ 
para todo x . Por tanto, inf f. (x )<. sup{h/heH,h (<x*.x>) < 

k<̂ K 
<lnf f. ( x ) V x ] - (inf f . ) ^ ( x * ) . < inf f?{x*). 
kcK ^ keK ^ kcK ^ 

Corolario 2.3: Sea ^̂ ĵ ĵ̂ ĵ̂  ""^ familia de funciones 

R"-*R. Se verifica (sup f,)^>. sup f P . 
kCK *̂  kcK ^ 

Derno£tración_£ \/k-,c:K, f. <. sup f ̂ , de donde f^ <_ (sup f, ) ^ 
0 kcK ^ ^0 k€K ^ 

y, en consecuencia, sup f, < (sup fx.) > 
kcK kiK ^ 

Proposición 2.4: La segunda conjugada de cualquier fun-
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ci6n coincida con su H-envolvente. 

Dennos trac iÓnj^ Por definición, f ° (x^) t-<x*,XQ>)» 

« sup{h(<x^,XQ>)/héH, h(<x*',x>)< f(x ) V x } - AsI,f°*^(xQ) 

- sup{^(xQ)/yáI.jj(f)}- f°(xQ). 

Corolario .2.5: f CR'^-^R es H-convexa si y solo si coin

cide con su segunda conjugada. 

DetnostraciÓnj^ Se utiliza el corolario 1.2 seguido de 

la proposición 2.4. 

Corolario 2 . 6 ; f es H-convexa g xR'^-^H/g^» f . 

Proposición 2 . 7 ; x*€ 3ĵ f (XQ)<:Ì>f^ (x*) (<x*,XQ>)=f (XQ) . 

Dernostraciónj. Si la igualdad se ciimple, se puede tomar 

hQ= f°(x*) en la definición de H-subgradiente, tenien

do en cuenta la desigualdad de Fenchel. Reciprocamen

te, si x*d. 8ĵ f (XQ) , para la función adecuada se tie

ne; f(xQ)« hQ(<x*',XQ>)< sup{h(<x**,XQ>)/hcH,h(<x'*^,x>J<. 

< f(x) V x } = f^tX*) { < X * , X Q > ) ^ f ( X Q ) . 

Definición: H es completa en 0 s i V a c R 3 h c H / h (0)« o 
a 01 

Proposición 2 . 8 ; f°(0)(0)< inf f(x). Si H es completa 
X 

en 0, se verifica la igualdad. 

Demostración^ f^(0)(0)« sup{h(0)/ht:H,h(OÍ<f(x) Vx}^ 

< f(x) V x , de donde f^(0)(0)< inf f(x). Si H es comple-
X 

ta en O, sea a» inf f (x) , h cH tal que h (0)«. a" inf f(x), 
X . ^ X 

es decir, h (0)< f(x) Vx. Entonces, inf f(x)« a» h (0)< 
a ~ X a -

< sup{h(0)/h£H,h(0)< f(x) Vx}« f^(0)(0). 

Corolario 2 . 9 ; OcBjjf (x^i^^f alcanza su mínimo en X Q . 
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Si H es completa en 0 , el reciproco es cierto. 

Demostraci6nj_ Basta considerar las proposiciones 2.7 

y 2.8, 

Proposición 2.10; Sea f; R'^-^R, A un automorfismo de 

R'^. Entonces (foA)*^= f^ír~^,con A** el adjunto de A. 

DemostraciÓnj^ {foA)^(x*)« sup{ h/hcH ,h {< x** ,x> )i (f oA) (x) 

Vx^-R"}» sup{h/h€H,h(<x*,x>)í f (Ax) VxdR'*}» 

= sup{h/he.H,h(<x^,A"^y> )i f (y) V y t R ^ } * 

- sup{h/hftH,h(<A* *"^x'»,y>)¿ f ( y ) V y t R " } = f^(A*"^x )-= 

« (f°o A (X*) . 

Corolario 2.11; Si f es H-convexa, el grupo de trans

formaciones ortogonales que deja invariante f coinci

de con el que deja invariante f^. 

Demo^traci6n_£. A deja invariante f^^fo A=f^(f»A)*^= f^ 

s^f^oA " ^ « f S r^f^ A = f ^ A deja invariante f*̂ . Para la 

A es ortogonal se tiene: (f° A) (x) =sug (fo A) ° (x̂ *) (<x* ,x> ) 

implicación reciproca,observemos previamente que si 

. U - " 

- s ^ ( f ° o A ""̂ i (x*) (<Ax*,Ax>)= su]g(f*í. A) (X^) (<AX^,Ax>)-= 

- su|. f^(Ax*) (<Ax*,Ax>)« sug f^(y*) (<y*,Ax>)= f'^^ÍAx)» 

«= (f^^o A) (x) ,es decir, ( f e A ) * ^ ^ « f^^ A . Entonces, si 

A deja invariante f ° , f- f *^^« ( f ° o A ) * ^ = ( f A 

" ( f « > A ) ^ ° » « f A " f o A . En consecuencia, A deja invarian

te f . 

Corolario 2.12; Si <t>(x)- f ( a x ) V x , con otjrf o, entonces 
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Demo^tr;aci6n¿ Basta tener en cuenta que (al) " «(l/a)I, 

siendo I el automorfismo identidad. 

Proposición 2.13; Sea O tal que htH^r^hjcH, con hĵ  

definida por hj^(t)« h(Xt) . Se verifica f^(Xx*)(t)» 

= f*=(x^) (t/X) Vf ,x*,t. 

Denos trac ión^ f'^(Xx*)(t)- sup{h(t)/htH,h(<Xx**,x>)if (x) Vx} 

= supihj^ (t/X)/ hĵ c H,hj^(<x*,x>)S f(x) V x } = f^(x*)(t/X). 

Proposición 2.14: 

a) Supongamos que H es tal que h<H, k función constan-

tei:̂ h+k<s.H. Sea (|). obtenida a partir de f por 4)(x)= f(x)+b 

para todo x. Entonces (íí^ÍX"^) (t)= f^(x^)(t)+b Vx'^,t. 

b) Supongamos que H es tal que hcH, b£R::^h( +b)€.H, En

tonces, si (̂  se obtiene a partir de f por 4>(x)» f (x+z) 

para todo x, (i>*̂  (x*) (t) « f° (x*) (t+<x*,i>) Vx*,t. 

c) Supongamos que H es tal que hcH ,a>0^ahcH. Sea ^ 

obtenida a partir de f por (i>(x)» af(x) V x . Entonces 

«^^(x^)«. af^(x*) l/x-̂ . 

D emo^ ̂£3. c lónj_ 

a) •°(x*)(t)« sup{h(t)/hcH,h(<x*,x>)< *(x) Vx> = 

= sup{h(t)/he.H,h(<x*^,x>)5 f(x)fb i/x} = 

« sup{h(t)+b/h(<x*<,x>)s f(x) Vx>=f*^(x*^) {t)+b 

b) <i>°(x*)(t)« sup{h(t)/h£H,h(<x*,x>)^ f(x4-z) V x } = 

» sup{h(t)/hcH,h(<x^,x+2>-<x*^,z>)<f (xi-z) V x ) 

- sup{h(t+<x*,z>-<x^z>)/h H,h(<x*,y>f<x*;2>)<f(y) V y } 
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- sup{h(t+<x*,2>)/h€.H, h(<x**,y>)i f (y) V y } -

- f°(íí*) (t+<x^,z>) . 

c) ^^(x*){t)'' sup{h(t)/htH, h(<x'*,x>)^ f(x) tfx>-

- 8up{h(t)/h€.H, (l/a)h(<x*,x>)i f(x) Vx}« 

« sup{ah(t) A€H,h(<x*,x>)¿ f (x) Vx}«« 

- af*=(x*) (t) . 

3. FUNCIONES A VALORES EN H. CONVEXIDAD. SUBGRADIENTES 

Una función gtR'^-vH diremos que es H-convexa si es 

la conjugada de alguna función real, es decir,si g» f^ 

para alguna fzR̂ -̂̂ R, Como consecuencia de esta defini

ción, la segunda conjugada de cualquier función gzR'^-t-H, 

ce 

g , es siempre H-convexa. 

Proposición 3.1; 

b) g{x*) (<XQ,XQ>)< g°(xQ) VxQrXQCR^^ (segunda desigual

dad de Fenchel). 

» ce 
el g< g 

Demo^traciÓnj^ 

a) g^(x)= sug gĵ íx*̂ ) (<x*,x>)< sugg2(x ) (<x ,x>)'= gjíx) 

b) g < X Q ) (<xg^,XQ>)< sup g(x*) (<x:**̂ ,x̂ i.y=:g (XQ) . 

c) Teniendo en cuenta b) , g(x^)< supíJj/htH ,h (<x*,x>) < 

< g^(x) \/x}= g^*=(xn . 

n ce 
Corolario 3.2; g;R -*-H es H-convexa^i^g « g. 

ce 
DemostraciÓnj^ Si g* g ,se cumple la definición de H-con-



c c vexidad co f«= g ..Si g es H-convexa, sea f tal que f =g. 

Entonces se tiene: g^°» f^^°« f°°« f*̂ * g. 

ce 

Corolario 3.3: g es la menor función H-convexa raayo-

rante de g. 

Demo^traciónj^ g es H-convexa y, en virtud de prop.3.1.c) 

es mayorante de g. Si ĝ ^ es H-convexa y mayorante de 
oo ce 

g, se cumple gj= g^ ¿ g 

Corolario 3.4: Sea (gĵ ) y^^-¡^ una familia de funciones 

R'^->H. Se verifica: (sup gv , )^> sup g^, Si todas las fun-
1<E.K ^ ktK ^ 

clones son H-convexas, se cumple la igualdad. 

Demo^traciónj^ La desigualdad se demuestra como en el 

corolario 2,3. Si todas las ĝ ^ son H-convexas, 

1 % C t C C > C < C k C C c 

(sup g. ) « (sup g, ) < (sup g, ) ¿ sup g-. 
kCK kcK kcK ktK ^ 

Proposiclón 3.5: Sea g:R -•H, A un automorfismo de R , 

A* su adjunto. Entonces (gaA)^» g^o pt , 

Demo^traciÓnj^ íg»A)*^(x)«= sup(goA) (x"*̂ ) (<x*,x>)« 
x* 

« su^ g(Ax*) (<x*,x>)- su^ g(y*) (<A"^y'^,x>)» 

» sup g ( y * ) ( < y ^ , A "•^x>)= g^ ( A "•^)(x)= (g ô A""^) (x) . 

Corolario 3.6: Si g es H-convexa, el grupo de transfor

maciones ortogonales que deja invariante g coincide 

con el que deja invariante g*̂ . 

Demo^ trac l ó n A deja invariante g ^ g » A = g = ^ ( g o A ) ^ « g*̂ ^̂  

j=̂ g*̂ o A*̂  "•'̂ ss g%:^ g^o A = g?=^ A deja invariante g^. 

Recíprocamente, si A deja invariante g°, por el co

rolario 2.11 también deja invariante ĝ *̂ » g. 
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Corolario 3.7; Si 'í'(x)- g(ax) Vx, con ajîO ,entonces 

ií»°(x*)= g°((l/a)x*). 

Demostración^ COmo en el corolario 2 .12. 

De manera similar a lo que sucede en la teoría clá

sica de la conjugación |̂ 9̂  la teoría aquí expuesta 

puede considerarse comola de las mejores desigualdades 

del tipo g(x*) (<x*,x>)S f(x) )fx,x^, donde f:R"-^R, 

g:R"-»-H. Sea W= { (f ,g)/f :R"-Í-R, g:R'^-^H,g (X^) (<x'^,x>yif (X) 

Vx,x*}. Los ''mejores'' pares (f,g)cW son aquellos pa

ra los que la desigualdad no puede ser mejorada, es 

decir, aquellos tales que (f' ,g')€.W,f * <f ,g ' >g=:>f' «f ,g ' «g 

Dada f:R'̂ -*-R, se tiene: 

<f ,g)cW<í=5>g(x'^) (<x'̂ ,x>):S. f (x) Vx,x'*<í=:̂  

^g(x*)e{h£H/h(<x^,x>)< f ( x ) V x } Vx^<^ 

<rr^g(x*)<. sup{h£H/h(<x*',x>)< f (X) Vx}Vx''<^ 

<í=^g(x*)< f'^íx*) V x ^ g < f"". 

Análogamente, dada g:R'^-*H, 

( f ,g)6W<^f (x)i:g(x*);(<x**,x:^) Vxr.,x4=^ 

^^^{x)¿su^ g(x"^) (<x*,x>) V x < ^ > 

< ^ f ( x ) ¿ g^(x) \fx<^fi. q^: 

Por tanto, los mejores pares de W sonaquellos (f,g) 

c c 

tales que g= f , f=» g , es decir, aquellos en los que 

f es H-convexa y g es su conjugada o, equivalentemen

te, aquellos en que g es H-convexa y f = g*̂ . 

Definición; Sea q:R"-*'H, x^tR^^, X C R " . Se dirá que x es 
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subgradiente de g en si g (x^) (<x* ,x>)=sup g(x^) (<x'̂  ,x>) 

Proposición 3.8; x es subgradiente de g en XQ si y solo 

si g(xp (<x*,x>)= g^(x) . 

Demo^traciónj^ Basta utilizar la definición de g^. 

Las proposiciones 2.7 y 3.8 caracterizan los subgra-

dientes como aquellos vectores para los que la corres

pondiente desigualdad de Fenchel se verifica co signo 

igual. 

El conjunto de subgradientes de g en XQ se represen

tará por 3g(x^). 

Proposición 3.9: x^9j^f (xQ)=^XQ€.3f^ (XQ) . Si f es H-con

vexa en X Q , hay equivalencia. 

Demo^traciónj^ Sea x^€.^^t{xQ), Entonces, por las propo

siciones 2.7, 1.3a) y 2.4 se cumple: f ̂ (x"̂ ) ,XQ> ) « 

- f < X Q ) = f°{xQ)» f^^^íxg), luego XQc3f°(x^) en virtud 

de prop.3.8. 

Reciprocamente, si f es H-convexa en XQ y x^eSf^íx^), 

resulta; f^ (x*) (<X'^,XQ>)« f^^íx^)» f^íXg)» f ( X Q ) . Por 

tanto, x'̂ cBjjf (XQ) . 

Proposición 3.10: XQe3g (x*)=::̂ x̂ (£.3ĵ ĝ  (XQ) . Si g es H-con

vexa en XQ (es decir, g íx^)= g ( x ^ ) , hay equivalencia. 

Demo^traciÓnj^ Sea x^cagíXp). Por las proposiciones 3.1c), 

2.1b) y 3.8 resulta; g(xj)(<XQ,XQ>)<g°°(x^)(<xg,XQ>)^ 

< g°(x*)-« g(x5) ( < X J , X Q > ) . Entonces g''̂  (xj) (<x*,x^J>)-

g*^(x«) y el resultado se sigue de prop.2.7 
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Si g es H-convexa en x^, y x^cd^g^ÌXQ), se tiene: 

g (XQ) ( < X * V X Q > ) » g°^(x^) (<X^,X(J>)»= g^(xQ) Basta pues 

apiicar prop.3,8. 

Proposición 3.11: Sean g:R"'-»-H, A:R"H.R"^ lineai, A* :R'^-*.R" 

la aplicación adjunta de A . Entonces 3 (go A) (X'Q)=»A*3g(Ax^) 

para todo x̂ ,̂ 

Demo^traciónj^ Sea y^SgCAx^). Se verifica: 

( g o A ) (x^) (<x* A*y>)i sup(goA) (x*) (<x*',A*y>)» 
x*" 

« sup g(Ax^) (<Ax*,y>)< suo giy"*̂ ) (<y'^,y>)« 
X * y ^ 

= g(Axp (<Ax*,y>)= (g«A) (x"g) ( < X Q , A y>). Laigualdad de 

los dos primeros términos significa que A ye 3(goA)(Xg). 

Corolario 3.12; Sean g:R"-^H, A un automorfismo de R*^. 

Entonces 3(goA)(xp= A^SgíAx'J) V X Q . 

Dernostr;aci6nj^ análoga a la del corolario 1.5. 

Proposición 3.13: 'Sg (xQ^c:'3q°°(xQ) . Si g es H-convexa 

en XQ se verifica la igualdad. 

Demostrarlonj^ Aplicando las prop.3.10 y 3.9 se obtie

ne: x<:'3g(xQ)=^XQe3jjg*^ (x)=:^xc3g*^^(x'J5) . Recíprocamente, 

X€ 3g^^ (xQ)=^XQc3g*^ (x) . Si g es H-convexa en XQ esto 

Último implica que xcSgíXg). 

4.RELACIONES ENTRE LAS DIFERENTES NOCIONES DE H-CONVEXIDAD 

Proposición 4.1: Hj^cH2=í>Toda función Hj^-convexa es H2-con-

vexa. 
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Derno^ tr a c i-6ni_ 
*J5 - {^:R"-^R/ j»(X)- h(<x*',x>) para algún htHj, , X * C R " } C 
cí^.R^H-R /tfíx)- h(<x^,x>) para algún hcH2/X^eR*^}» *JĴ ^ 

SI f es Hj-convexa, es el supremo de funciones perte
necientes a y, por tanto, a *il , luego también es 

"l " 2 

H2-convexa. 
Corolario 4.2: Sea F la familia de todas las funciones 
h:R-^R. Condición necesaria y suficiente para que una 
función sea H-convexa para alguna familia H es que sea 
F-convexa. 
Proposición 4.3: Sea f:R^-^R, f° la F-conjugada de f. 
Entonces f°(x*)(t)= inf {f (x)/<x'^,x>= t) Vx*,t. 
Demos trac ión^ Sea hQ:R-^R dada por h^ít)» infíf (x)/<x ,x>«t}. 
hQGF,y dados x*,XQeR'^ se tiene: hjj (<x*'^,XQ>)« 
« infíf (x)/<x*,x>« <X'**,XQ>}< f(xQ). Por tanto, 
hQ< sup{h/héjH, h(<x*,x>)< f(x) V x } = f^íx""). Por otra 
parte, si <x'',x>= t, se cumple que f°(x*')(t)= f ̂ (x*") (<x^ ,x>) 
< f(x), luego f°(x'^)(t)< infíf (x)/<x^,x>=t>«» h,,(t). 
es decir, f̂ (x'*̂ )<. h>., de donde la igualdad. 

O 

Al ser P la familia de todas las funciones, cualquier 
número distinto de cero verifica la hipótesis de la 
prop.2v13, Asimismo F cumple las hipótesis de la prop.2.14. 

Si es preciso especificar respecto de que familia 
se considera la función conjugada, se escribirá f^. 
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Proposición 4.4; Hj^cH2=^f^ < , f (XQ)c3JJ f (XQ) VXQ 
DemostraelÓnj^ Dado X * € R " , (x"̂ )**: sup{h/h<cHj^ ,h (<x'^,x>)^ 
< f(x) \/x}< snpih/hcii^, h(<x*,x>)< f(x) Vx}= (x*). 

El enunciado relativo a los subdlferenclales es eviden
te a partir de la definición. 
Corolario 4.5: V H , f^(x^)(t)< Inf{f(x)/<x^,x>- t ) . 
Х^б 3jjf (xQ)=^lnf {f (x)/<x*,x>= <X**,XQ>}= fíXg). 

Demostración^ Se considera en la proposición H^» H, 
P y se aplican las prop.4,3 y 2.7. 

Proposición 4.6; HjCH^^fj^ (x*) =sup{h/h€H2,h<f^ ( x * ) } V x * , 

Demostración^ En virtud de la definición de f^ , basta 
demostrar que para h«-Hĵ , 

h< f^ (х'*)ффЬ(<х*,х>):$ f (x) Vx, 
^2 

SI heHj^ es tal que h<. f^ (х̂**) , entonces para todQ x 
se verifica: h(<x*,x>)< f^ (x*) (<x*,x>)< f(x). Recipro
camente, si hcHj cumple h{<x**,x>)< f (x) V'x, por ^er 
HjCHj se tiene: h< supíh/hcHj,h (<x* ,x>) < f (x) Ух)в -
» fS ( X * ) . 

^2 
Corolario 4.7: \/H,f^(x^) (tQ)« sup{h ( t^)/heH ,h (t) < 
< infíf (x)/<x*,x>= t> V t ) . 

Demo strac lón_̂  Basta aplicar la proposición con Hĵ *» H, 
^2°^ F, y tener en cuenta la fórmula que da la prop.4.3. 
Proposición 4.8; frR̂ -̂̂ R es F-convexa si y solo si sus 
conjuntos de nivel son intersecciones de complementa-
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tarios de hiperplanos. 

DemostraclÓnj^ pea frR'̂ -̂ R F-convexa. Sea XtR, x^iàSy^if) , 

Esto significa que X< fix^)» f^°{xQ)= sug^ f°(x^)(<x*,XQ>) 

» sup inf {f (x)/<3¿**,x>- <X''*,XQ>). Por tanto existe x"*̂  

tal que inf{f (X)/<X'^,X>=<X^,XQ>}> X. El hiperplano de 

ecuación <x^,x>«= <X*,XQ> no corta a Ŝ ^ (f ) y pasa por 

X Q , de donde su complementario contiene a Sĵ  (f ) y no 

a XQ (si O , se deduce Sj^(f)« 0 y puede tomarse cual

quier hiperplano que pase por X Q > . 

Recíprocamente, si todos los conjuntos de nivel de 

f son intersección de complementarios de hiperplanos, 

dado XQC.R'^, X< f (XQ) , por ser x^^^if) existe x̂ 5̂  O 

tal que el hiperplano de ecuación <x'^,x>= <X^,XQ> no 

corta a Sj^(f). Entoncep f^^^íx^)» sug f ̂ (x*) (<X**,XQ>) > 

> f ^ í x p ( < x J,XQ> ) f inf {f (x)/<x^,x>= <X'^,XQ>}^ X. Por 

ce ce 
tanto, f (XQ)>. f<XQ)>. f (XQ) y f es F-convexa en X Q . 

Corolario 4.9: Si f:R'̂ '̂ R es H-convexa para algun^ fa

milia H, sus conjuntos de nivel son infeetsecolones de 

complementarios de hiperplanos, 

Dqnjo^traciÓnj^ Se aplica el corolario 4.2 seguido de 

la proposición 4.8. 
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C A P I T U L O I I 

H - D U A L I D A D E N P R O G R A M A C I Ó N M A T E M A T I C A 

1. P R O B L E M A S D U A L E S 

Dado un problema de programación matemática, ••mi

nimizar f(x) sujeto a XCCCR"^»', con f :R"-*RVÍ{-I-«3'^'^'^o"^ ) ' 

siempre puede considerarse como un problema no restriñ

id (x) si X € C 
gido "minimizar f (x) ' • definiendo f(x} = 

si XjíC 

En la teoría de la dualidad convexa, los problemas dua

les se obtienen a partir del concepto de perturbación {l}. 

A cada vector wcR se le asocia un problema perturbado, 

' 'minimizar f-.(x) * ' de tal manera que el problema ori-

ginal corresponde a la perturbación O, es decir, fg» f. 

Su dual se obtiene considerando la función conjugada de 

4», definida por <̂ (x,w)«= f (x) . En este párrafo se se-
Vr 

guirá un esquema similar utilizando las funciones H-con-

jugadas introducidas rn el capítulo anterior. 

La función H-conjugada de (̂  es <(>'̂ IR'̂ XR̂ -Í̂ H, dada por: 

(í>°(x*,w*)= sup{h/hcH,h(<x* ,x>+<w*,w>)< <|>(x,w) V (x,w)cR""*"^} 

En virtud de la desigualdad de Fenchel se tiene: 

(x'^,w*) (<x''',x>-i-<w*,w>)^ <f>(x,w) Vx,w,3¿*" ,w*. 

Tomando x*̂ »= O, w= O resulta : 

4>*^(0,w*) ( 0 ) < <})(x,0) Vx,w*. 

En lo sucesivo se llamará primal al problema ''minimi

zar <^(x,0)'', y H-dual, o simplemente dual, al p^roble-

ma ''maximizaír (O ,w*) ( 0 ) ' ' .La desigualdad anterior 
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puede enunciarse entonces como el siguiente teorema: 
Teorema 1 . 1 : El valor Óptimo del problema primal es 
menor o igual que el del primal, es decir, 

sup Ф*^(0,w*) ( 0 ) < inf ф(х,0) 

Corolario 1 . 2 : Si X Q C R , w^eR son tales que ф(Хр,0)«» 

e Ф ^ ( 0 , \ ( д г д ) ( 0 ) , entonces X Q es una solución Óptima del 
problema primal y W Q es una solución óptima del proble
ma dual. 
Definición: El primal se llamará consistente si exis
te Xj tal que ф(xJ^,0)< +». El dual se llamará consis-^ 
tente si existe tal que Ф (0,w^) ( 0 ) > -«». Un proble
ma que no sea consistente se denominará inconsistente. 

Corolario 1 . 3 : inf ф ( х , 0 ) = - » í ^ e l dual es inconsistente. 
с ^ # 

sup ф (0,w ) ( 0 ) « + »^el primal es inconsistente 
к ~ 

Definición; La función de perturbación será P:R ••R dada 
por: P{w)= inf ф(x,w). 

X 
Según esta definición, el valor Óptimo del proble

ma primal coincide con el valor de la función de per^ 
turbación en 0 . 
Proposición 1 . 4 ; ф*^(0,w*)в P*̂  (w**) . 
Demo^t rae iÓnj^ 
Ф°(0,w*)« sup{h/hcH,h(<0,x>+<w*,w>)< Ф(x,w) Vx,w}« 

= sup{h/heH, h(<w'*',w>)< ф(x,w)Vx,w}= 
- sup{h/hCH,h(<w^,w>)< inf ф(х,\^) 
- supíh/hcH, h(<w*,w>)< P(vr) Vw>» P° (w*) . 
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SegGn esta proposición el problema dual tzumbién pue

de enunciarse ' 'maximizar P*^(w*) (0) • ' , 

Proposición 1.5; Los valores óptimos del primal y el 

dual coinciden si y solo si la función de perturbación 

es H-convexa en 0. 

Demostración^ P ( 0 ) « inf 4> (x,0) . Por otra parte, P^(0) = 

= P ° ^ ( 0 ) = sup P^(w^) (<w*,0>)« sup (í)°(0,w^) (0) . Basta 

pues tener en cuenta la definición de H-convexidad en 0. 

Proposición 1.6; El conjunto de soluciones óptimas del 

problema dual coincide con el H-subdiferencial de la 

H-envolvente de la función de perturbación en 0. 

Demostración^ WQ es solución Óptima del dual 

P''<WQ)(0)» S U ^ P^ÍW'^) ( 0 ) ^ P ^ < W J ) ( 0 ) - P ^ ^ ( 0 ) 4 = ^ 

< ^ P ^ ' ' { W P ( 0 ) » P ° ( 0 ) ^ W Q £ 3 J J P ° ( 0 ) . 

Corolario 1.7; wje-S^P (0)<=^ W Q es solución Óptima del 

dual ^1* es R-opnvejcíi E N 0« 

DemojtraciÓrn F E cpnseqvieripiíi Inmediata de la proposi

ción anterior y de la prop,1.3 del capitulo I. 

Teorema 1.8 (Dualidad fuerte); El problema dual tiene V 

alguna solución óptima y los valores Óptimos del pri

mal y el dual coinciden si y solo si el H-subdiferen-

clal de la función de prturbación en Q no es vacio. 

En este caso, el conjunto de soluciones duales Óptimas 

es dicho H-subdiferencial. 

Demostraci6n_£^ Basta utilizar las prop.1.6,1.5 y cor.1.7. 
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2. LAGRANGIANOS 

Dado xcR , la función <t)„:R -•R será la definida por: 

* ( x , w ) . 

Definición: El H-lagranglano asociado a la familia de 

problemas perturbados definida por ^, será L:CxR^-*R 

dado por: L(x,w*)«= (í»^(w*)(0). 

Proposición 2.1: <|)(x,0)> sup L(x,w^) V x c C . La igualdad 

se verifica si y solo si é es H-convexa en 0. 

Demostración: <í)„(0)= <|>(x,0). Por otra parte, <i>^{0)-

- -JíŜ ÍO)» sup *^(w*) {<w*,0>)« sup (}>̂ (w*) (0)=sup L(x,w'^) . 

Corolario 2.2: P(0)>, inf sup L(x,w*) . Si todas las fun-
X w * 

cienes son H-convexas en O, se verifica la igualdad. 

La proposición anterior sugiere averiguar en que 

condiciones las funciones ^ son H-convexas en 0. 
Dado t-,€R, sea s. :R-̂ R la función cjefinida por: 

" ^0 
s. (t)« t-i+t. Diremos que H es cerrada por traslacio-tp o 

nes si se verifica: hcH, t„cR=^h os. e. H (la implicación 
^0 

puede sustituirse por equivalencia ya que h« hos. • s . > 
^0 "^0 

Lema 2.3: Si H es cerrada por traslaciones, 

(Í>''(X^W^)0S^^.. ^ < (j)^ ( w ^ ) V x * , w * , X n . 
< X ,XQ> XQ U 

Demostración: <i*̂  (x*',w*) o s^^* ^ ^= 
— — — — < X »XQ> 

•« sup{h/h£H,h (<x*,x>+<w*',w>) < <I)(x,w) Vx,w>os * ^ 
< X , X Q > 

< sup{h/heH,h (<X'*,XQ>*<W*,W>)I * Í^O'^^ ^ ^ < X * , X 

- supíhos (̂ ^/h€H,h..s (<W*-,W>)< <̂  (w) V w } -
' O ' O '̂ o 

- sup{h/h<iH ,h (<w*,w>)< 4»^ (w) V w > - (w**). 
X Q X Q 
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Proposición 2.4; SI H es cerrada por traslaciones. 

Demostración: Dado wtR^, ((í>̂ )̂̂  (w)= (í)*̂*̂  (x^ ,w)« 
XQ U 

« sup 4)̂  (x'̂ ,V7*) (<x^,x^>+<w''*,w>)« 
x*,w'^ 

» sup ((|)^(x*,w^)i» S^^i, ^ .)(<w*',w>)< 
x^,w* ''̂ O 
< sup 4.° (w*') (<w*,w>)= ((f)̂  )^^M. 

Corolario 2.5; Supongamos que H sea cerrada por tras

laciones. SI (j) es H-convexa en (x«,w), entonces ^ 
U XQ 

es Hí-convexa en w. 
O oc 

Demos trac lónj^ t^)* 4>(XQ,W)= 4» ( X Q , W ) - 4> ( X Q , W ) « 

« (*°°)^ (w)< (4>̂  )^^(w)= (4>̂  )°(w)< 4» .̂ (w) . 
XQ X Q X Q XQ 

Corolario 2.6: Si H es cerrada por traslaciones y <j> 

es H-convexa en (x,0}, entonces 4>(x,0)= sup L(x,w ) . 

Demo¿t£aclón£ Se aplica el corolario 2.5 y la prop.2.1. 

Corolario 2.7: Si H es cerrada por traslaciones y <f> 

es H-convexa en (x,0) Vx,entonces P(0)=inf sup L(x,w*). 
X w*^ 

De la misma manera que en los enunciados anteriores 

se establecen las relaciones existentes entre el lagran-

giano y la función objetivo del problema primal, a con

tinuación se estudiarán las que hay entre el lagrangia-

no y la función objetivo del problema dual. 

Proposición 2.8: 4>°(0,w*)= sup{h/htH,h<inf 4»^{w*) V w * } . 

Si H es cerrada para el ínfimo, (̂*̂  (O ,w'*) »lnf 4>^(w*). 
X ^ 

Demos^traciónj^ Por definición, 4» (0,W'*')Í:H. Además de 

la desigualdad de Penahel se deduce: 
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<()̂  (0,w*) (<w*,w>)» 4)̂ {0,w'^) (<0,x> + <w*,w>)^ 4, (x,w)=4,j^(w) Vx,w. 

Por tanto, Vx <t> (̂0,w*)< sup{h/heH,h {<w^,w>) ̂  ^x^^^ Vw} = 

- (Ì>^(w^), de donde <i»°(0,w*)< Inf <i)̂ (v/*). Sea h^cH tal 

que hQ< inf (t>^(w*). V X Q , W Q se tiene ih^ (<0 ,XQ>+<W''^,WQ>) « 

» hQ(<w*,WQ>)< inf <|>̂ (w*) (<W**,WQ>)< inf 4>3^(WQ)< 

» <f>(XQ,WQ). Por tanto, 

^ 0 - sup{h/heH,h (<0,x>+<w*,w> )< 4) (x,w) \/x,w}= (t)°(0,w*). 

Si H es cerrada para el Infimo, dado que (|)̂ (w*)<£.H Vx, 

también inf <i»^(w*)cH. En consecuencia, inf (})̂ (w*̂ ) = 

- sup{h/htH,h< inf (i,^(w^)}= (|)̂ (0,w'**) . 

Corolario 2 . 9 ; (í)^ (0 ,w^) (0 ) 5 inf L(x,w*) Vw"^R^. Si H 
X 

es cerrada para el Infimo, se verifica la igualds^d. 

Demo^traci6n_£^ ({î  (0,w*) (0) = sup{h (0)/hcH,h< inf «i>̂ {w ) }< 

5 inf <|)̂ (ŵ ) (0)« inf L(x,w*'). Si H es cerrada pa^a el 
X X 

Infimo, ,^^(0,w*) (0)« inf (|>*̂  (w*) (0)= inf L(x,w*l. 
0 X 

Coroìario 2 . 1 0 i P (0)< sup inf li(x,w*^ . Si H es cerra*-
••• •. ~ w-^ X 

da para el Infimo, se verifica la igualdad. 
Demostración^ P**(0)« P^^(0)e sup (w*) (<w*, 0> ) = 

• sup <}) (0,w^) (0)< sup inf L(x,w*). Si H es cerrada 
w* " w* X 

para el Infimo, la última relación puede sustituirse 

por igualdad. 

Proposición 2 . 1 1 ; P es H-convexa en O =4»sup inf L(x,w ) = 
w"** X 

« P ( 0 ) . Si H es cerrada para el ínfimo, el reciproco 

es cierto. 

Demostración; Si P es H-convexa en O, P(0)=s P^ ( 0 ) ^ 
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sup Inf L(x,w*)< inf sup l(x,w'')< P(0). Si H es ce-
w''̂  X X 

rrada para el ínfimo, por el corolario 2.10 resulta: 

P(0)= sup inf L(x,w )« P (O) y P es H-convexa en 0. 
w X 

Proposición 2.12; W Q C 3ĵ P (0)=^inf L ( X , W Q ) « P ( 0 ) . Si H 

es carrada para el ínfimo,vel recíproco es cierto. 

Demo£traci6nj^ Si WQC3J^P(0>, utilizando los cor.2.9 y 

2.2 se obtienes P(0)«= P*̂  (WQ) (<wj, 0>)-= (t)° (O , W Q ) (0) £ • • 

< inf L(X,WQ)< inf sup L(x,w'*)< P(0) . Recíprocamente, 
X X ' ^ 

si H es cerrada para el ínfimo,y inf L ( X , W Q ) « P(0), 
X 

por el cor. 2.9 P(0)« <í>*̂  (O , W Q ) (0) « P^ (WQ) (<WQ ,0>) , con 

lo que wJc3jjP(0). 

Definición: (XQ,WQ) es un punto de silla de L si V x , w 

L ( X Q , W * ) < L ( X Q , W * ) < L ( X , W Q ) , o equivalentemente si 

sup L ( X Q , W * ) = inf L ( X , W Q ) O , también, si 
X 

sup inf L(x,w'*^= L ( X q , w ^ ) = inf sup L < x , v r ) . 

•w^ X c ^ * 

Teorema 2.13: ^(xQ,0)a <í» (O,WQ) ( O ) = X X Q , W Q ) es un pun

to de silla de L . Si i> es H-convexa en O y H es ce-
'̂ O 

rrada para el ínfimo, el recíproco es cierto. Además, 

L ( X Q , W Q ) « (Í>(XQ,0)- «Í.''(0,W*) (0). 

Demo^straciÓnj^ Por el cor. 2.9 y la prop.2.1 se tiene; 

«Í>^(0,WQ) (0)^ inf L ( X , W Q ) < L ( X Q , W Q ) < S U ^ L ( X Q , W * ) < (|)(XQ,0) 
X c "í* ^* * 

Entonces, cíi(XQ,0)« (f) (0,WQ)< inf L(X,WQ)«= sup L ( X Q , W ), 
X ^ < 

que es la condición de punto de silla de L para ( X Q , W Q ) . 
También se obtiene: <|>*̂  (O ,w^) (O) = L { X Q , W Q ) = <Í>(XQ,0). 

Recíprocamente, si (XQ,WQ) es un punto de silla de 
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"L,^ es H-convexa en O y H es cerrada para el ínfimo, 
^0 

por el cor.2,9 y la prop.2.1 se concluye que 

(í>^(0,w*) ( 0 ) = inf L(x , w í ^ ) - S U P L ( X Q , W ^ ) = <t>(xQ,0). 
X W * 

Corolario 2 . 1 4 ; Sea X Q una solución Óptima del proble-

ma primal. w^eSj^^P ( 0 ) = ^ ( X Q , W Q ) es un punto de silla de L, 

Si H es cerrada para el ínfimo yo es H-convexa en O , 
^ 0 

el recíproco es cierto. 

Demostración^ Resulta del teorema anterior y del de 

dualidad fuerte. 

3. LAGRANGIANOS EN EL CASO DE PERTURBACIONES VERTICALES 

En todo este párrafo se supondrá que <(> viene dada 

por perturbaciones verticales, es decir, 

<f> (x,w) = f (x) si g(x)> w +00 en caso contrario ' 
n k k 

donde g: R -»-R y la desigualdad en R significa compo

nente a componente. Supondremos además que H verifica 

las siguientes condiciones; 

a) Todas las funciones de H son crecientes, 

b) Cualquier hcH es el supremo de funciones pertenecien

tes a H que no toman el valor en O, 

c) heH, k:R-*-R constante=:^h-»-keH. 

Sea hQ= inf {h/h£H,h ( 0 ) «= 0 ) . Esta función no perte

nece necesariamente a H en el caso de que H no sea ce

rrada para el ínfimo. No obstante, también es una fun

ción creciente. 
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Proposición 3.1: Bajo las hipótesis anteriores. 
L(x,w*) f (x)-h^ (<w*,g (x) >) si w > O 

f(x)-h^(+~) si w X O* 
(Por definición, hn(+«)= lim h.(t)» sup h„(t) ) . 
Demostración: L ( x , w * ) = <l>̂  (ŵ )̂ (O) = supíh (0)/heH,h{<w*^w>)^ 
< <Í>^M \ / w } = sup{h(0)/hí:H,h(<w'*',w>) < <})(x,w) V w > = 

- sup{h(0)/hcH,h(<w*,w>)< f(x) si w< g(x)} = 
«= supíh (0)/heH, sup h(<w*'^,w>)< f(x)}. Por a ) , 

W i g ( x ) 

Por b ) , L(x,w'*)= sup{h(0)/h€-H,h(O) < +~, h(tQ)< f (x) } . 
Por c) , L(x,w*)= sup{c/h(tQ)+c< f(x)}para algún hcH,h(0)«=0} 
« sup{f(x)-h(tQ)/hcH,h(0)= 0}= f(x)-hQ(tQ). 

Por la condición a ) , tenemos que H Q (<w* ,g (x) >) < (i-») 
Vx,w*'. De aquí se sigue que L(x,w*)> L(x,w^) si w^2: O, 
w-üL O. Según esto, sup L(x,w )«= sup L(x,w ) . 

En lo sucesivo se supondrá que existe en H alguna 
función h tal que h(0)> Esto, junto con las condi
ciones b) y c) anteriores, garantiza que hQ(0)= 0. La 
hipótesis contraria carece de interés, pues obligaría 
a a ser constante de valor +« con lo que L también 
sería constante, de valor -«». 

La siguiente proposición muestra como para un pro
blema consistente con función de perturbación H-conve
xa en O, cada solución dual óptima caracteriza el con
junto de soluciones óptimas del primal. 
Proposición 3.2: Supongamos que P es H-convexa en O. 
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4̂  Sea w^i. O una solución dual Óptima, y sea X Q tal que 

g(xQ)i. O. Entonces X Q es una solución óptima del pri

mal si y solo si es el mínimo absoluto de f(x)-hg(<WQ,g(x)>) 

y además hQ (<wJ,g(XQ)>)- 0. 

DemostraciÓnj_ Por las p r o p . 2 . 1 1 y 1 . 5 , sup inf L(x,w )» 
e «• X 

P(0)= <t> (O , W Q ) (0) . Si X Q es una solución óptima del 

primal, se tiene: fíx^)- ( < W Q , g ( X Q ) > ) = L { X Q , W Q ) < 

< sup L ( X Q , W * ) < (Í>(XQ,0)« P(0)= (Í.^(0,WQ) (0)< inf L ( X , W Q ) < 

< L ( X , W Q ) « f (X)-h^ (<WQ ,g (X) tx. Además, para x= X Q 

todas las desigualdades anteriores han de verificarse 

con signo igual. De aquí se deduce que f(XQ)-hg(<WQ,g(XQ)>) 

• <Í>(XQ,0)« Í Í X Q ) , con lo que ha de ser h^ (<wj,g (XQ) >) =0. 

Recíprocamente, si X Q minimiza la expresión 

f(x)-hQ(<w¿^,g(x )>) y satisface hg (<WQ ,g (XQ) >) = O, da

do cualquier x tal que g(x)> O se tiene: f ( X Q ) = 

- f(xQ)-hQ(<WQ,g(xQ)>)« inf{f(x)-hQ(<WQ,g{x)>)}< 

< f(x)-hQ{<w*,g(x)>)< f(x)-hQ(0)= f(x). Por tanto, X Q 

es una solución Óptima del problema primal. 

Proposición 3.3: Supongamos que h^ no toma el valor 

- 0 ° . Entonces, si el problema dual es consistente la 

función de perturbación tampoco toma el valor -». 

DemostraciÓnj^ * ̂ 0 9<3<Q)> W . Por ser 

el dual consistente existe tal que <|)^(0,w*) (0)> 

Se tiene: f (XQ)-h^ ( < W 2 ,w> ) >. f (XQ)-h^ (<w*,g (XQ) > ) » 

- L ( X Q , W 2 ) > . L(XQ,W'J^)> inf L(x,wJ[)> «|)^(0,w*) (0)> -« 
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siendo 0 . Por la hipótesis sobre , f (XQ)-hjj ( < W 2 ,w>) 

es un número real, de donde f(xQ)¿ <í)*̂  ( 0 ,w*) ( 0 )+hQ ( < W 2 ,w>) 

Finalmente, P (w) » inf<t>(x,w)- inf {f (x)/g (x)¿ w}¿ 

> <^*^(0,w^) ( 0 ) + h Q ( < W 2 , w > ) > - « . 
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CAPITULO III 

APLICACIONES DE LA TEORIA DE LA H-CONJUGACION 

1. CONJUGACIÓN EN ANÁLISIS CONVEXO 

En todo este párrafo H será la familia de funciones 

hj^:R-^R, con btR, hĵ (t)«= t-b Vt. Esta familia es cerra

da para el supremo puntual, puesto que si ^ ^ ¿ ^ ¿ ^ £ 1 

una familia de elementos de R, se tiene sup{hj^ /itl}«»bj^, 

con b= inf{b^/lcl}. *2 es en este caso el conjunto de 

las funciones afines R^-^R, junto con las constantes 

de valor ±~. Asi pues, las funciones H-convexas son 

en este caso las convexas s.c.i. propias (admitiremos 

como tales las funciones constantes ±«). La noción de 

H-subgradiente coincide en este caso con la de subgra

diente del análisis convexo, asi que los enunciados 

del párrafo 1 del capitulo I se convierten en los clá

sicos . 1 . 

La definición general de H-conjugación proporciona: 

f^(x*)« sup{hj^/bcR, hj^ ( < x ^ , x > ) ^ f ( x ) V X C R " > » 

« sup{hj^/beR, <x^,x>-b< f ( x ) VXCR'^}» 

=« sup{hj^/bcR, b> <x '* ,x>-f (x ) V x R " } = 

= sup{h./bíR, b>supC<x**,x>-f ( x ) > } « 
_ X. 

«- sup{h^/bcR, bi. f'^ix*)}'' ^f * ( x * ) ' 

donde f* es la conjugada de f.habitual en análisis con

vexo • 

Dado que H se identifica con R mediante, la biyecciÓn 
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b"<-*hĵ , las funciones g:R*̂ -̂ H pueden considerarse funcio

nes g:R'̂ -*R con la identificación l^^^jj*)"* g(x*). De es

ta manera resulta: f̂ «¿ f , (x) = sup g (x'̂  ) (<x* ,x>) « 
x^ 

" su^ hç^^*j (<x*,x>)- su^{<x* ,x>-g (x''̂ ) }= g (x) , es de-

clr, las H-conjugadas y las conjugadas convexas coin

ciden si se identifican las funciones a valores en H 

con las funciones reales asociadas a ellas. En parti-
cc '"c' * 

cular se tiene: f = (f ) = f , o sea, que las bicon-

jugadas de f coinciden. 

La desigualdad de Fenchel establecida en la prop.2.la) 

del capitulo I puede escribirse en este caso: 

<x ,XQ>-f (x )$ fíxg), lo cual justifica el nombre. 

Todos los enunciados del párrafo 2 se traducen de es-

ta manera en propiedades clásicas de la función f . 

Además la familia H es completa en O. 

Para las funciones g:R*̂ -»-H, las biconjugadas verifican: g^*^« (g*)*^» h^* + , con loque g es H-convexa 4 = ^ 

< ^ g*̂ *̂ = g ^ b ^ = h-<^ hg,<^g = 'g^ g es conve

xa s.c.i. propia. Asi, las propiedades del párrafo 3 

del capitulo I se convierten también en las de la con

jugada convexa, habida cuenta de que los subgradientes 

de g coinciden con los clásicos de su función real aso

ciada, como puede verse fácilmente interpretando la 

prop.3.8. Conviene observar que la H-conjugación con

serva el orden en lugar de Invertirlo como la conjuga-
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da convexa. El motivo es que la identificación de R 
con H lo invierte. En cuanto a la segunda desigualdad 
de Fenchel (prop.3.1,b)), en términos de la función 
real asociada a g diría: <x*,XQ>-g(x )< g (XQ), que 
es otra vez la desigualdad clásica. 

La función objetivo de nuestro problema dual es 
<Í»^(0,W*) (0)= 0-(j»* (0,w*) = ~<|)̂ (0,w'**) , con lo que coinci
de con la forroulación de {1}. Lo mismo sucede con el 
H-lagrangiano, que es L(x,w*')«= ií>^(w*)(0)" -4>'!t(w*) = 
«• -sup{<w*,w>-^ (w) }«=inf (4) (x,w)-<w*',w>} . Todas las pro-

w ^ w 
piedades del párrafo 2 del capitulo II son Integramen
te aplicables ya que si beR, t-cR, se tiene que h. o s •= 

u " ^0 
h, . , es decir, que H es cerrada por traslaciones, 
D-tQ 

y infíhj^ /icl}« hj^ con be súp{b^|^/icl} , o sea que H es 
cerrada para el ínfimo. Estas propiedades son asimis
mo las habituales de la dualidad convexa. 

En el caso de perturbaciones verticales, se pueden 
aplicar los resultados del ultimo párrafo del capitu
lo anterior ya que se cumplen las tres condiciones re
queridas. La función h^ es en este caso la inclusión 
canónica , con lo que el lagrangiano que resulta es 
el habitual: L<x,w ) - P i ^ ' i r ^ I i S *íin.-?».Yl- °- Aslmls-

CO en caso contrario 
mo es aplicable la prop.3.3 por ser h^ finita. 
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2 . CASO EN QUE H ES LA FAMILIA DE LAS FUNCIONES CRECIEN
TES CONTINUAS POR LA IZQUIERDA 
Esta familia es cerrada para el supremo, puesto que 

el supremo de funciones crecientes es creciente, y pa-
y para tales funciones la continuidad por la izquierda 
es equivalente a la semicontinuidad inferior, que tam
bién se conserva por el paso al supremo. 

En {8}, Martos define las funciones auasimónotonas 
(sobre un conjunto convexo X ) como aquellas que ' 
son quasiconvexas y quaslcóncavas. Este nombre queda 
justificado por la siguiente proposición; 
Proposición 2.1; h;R-*lR es monotona si y solo si es quasi-
monótona. 
Demo^traciónj^ Supongamos en primer lugar que h es mo
nótona. Sean X j rX2€-R/ Xj^< X 2 , t€.[[o,l[ . Si h es crecien
te, min{h(Xj^), h(x2)}» h(Xj^)< h ( ( 1-t) Xj^+tXj) < h(x2)» 
= max{h (xĵ ) ,h ( X 2 ) } . Si h es decreciente, min{h (Xj^) ,h (Xj) } 
« h(x2)< h( (l-t)Xj^ + t X 2 ) < h(Xj)= max{h (x yh (X^) ̂  . 
En cualquier caso, h es quasimonótona. 

Recíprocamente, sea h quasimonótona. Si h es cons
tante, es monótona. Supongamos que h no es constante. 
Existen ^2 tales que h(,x^)jí h(x2) . Examinemos el 

caso de que h(>cj^)< h(Xj) • Sea x<x* . Si x< x*<^ Xj^< X 2 , 
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ha de ser h{Xj)> inin{h(x'), h(x2)}. Por tanto h(Xj^)> h(x')/ 
de donde h(x')< híxj). Como también h(x*)> miníh(x),h(x^)> 
se obtiene h{x')> h(x). Entonces h es creciente en la 
semirrecta (-«,xp . Si x< x»< X 2 , se tendrá h(x')> 
> miníhíXj^) ,h(x2) }«= h(Xj;). Además h(x)< maxíh (x ) ,h (x ') >» 

h(x'). Por tanto h es creciente en el intervalo ([xj^,x^ . 
Si x< x', se ha de cxamplir h(x2)< maxíh (x ̂ ) ,h (x) } , 
de donde h(x2)< h(x). Por tanto h(x)> h(Xj^). Por otra 
parte h(xí< maxíhíx^), h(x')}. Esto obliga a que h<x)< 
< h(x'), con lo que h es también creciente en la semirrec
ta [xj , +») . 

Se ha visto pues que h es creciente. Si fuera h(Xj^)> 
> h(x2) se demostrarla por análogo procedimiento que h 
es decreciente. 
Definición; f;R"->R se llamará quasiafln si es quasimonó-
tona sobre todo R'^. 

Proposición 2.2: Los siguientes enunciados son equivalen
tes; 
a) 

b ) J es quasiafín s.c.i. 

c) V XcR, Sĵ íj") es un semiespacio cerrado (o bien 0 o R^) . 
D emo_s t r a c i6nj_ 
a)=»b) 

S e a ^ ( x ) - h(<x*,x>) con hcH, x ^ C R ^ . Sean x^, X2tR", t€ 
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£[b,l]. Supongamos <x*,Xj^>< < x ^ , X 2 > . Se verifica también: 

<x*,Xj^>l <x'^, (l-t)Xj+ t X 2 > < <x ' * ' , X 2 > . Aplicando h resulta: 

^(x^)< y ( (l-tìXj^+tXj)^ y i ^ 2 ^ ' tanto y es quasiafin. 

También es s.c.i. por ser composición de h, que es s.c.i., 

con <x*,->, que es continua. 

b)=>c) 

Dado que ^ es quasiafin, cualquier conjunto de nivel Sj^(y) 

es convexo, al igual que su complementario R^^-Sj^í^). Si 

S^íJ) no es 0 ni R " , tampoco lo es R^-Sj^íj*); Existe pues 

un hiperplano de separación entre S^i^) y ^ '^"^x^í^' ®^ 

decir, existen x*?' O, kcR tales que; 

xcSj^ ( y )=> <x*,x>i k 

XÉ.R'^-SJ^ (j')=^<x^ ,x>i k 

Como ^ es s.c.i., Sĵ (|f ) es cerrado, de donde R^-S^(y) 

es abierto y tiene que estar incluido en el interior del 

correspondiente semlespacio, es decir; XCR'^-SJ^ (j')^ <x''*',x>> 

> k, o equivalentemente <x* ,x>< k:^ xcSj^ (J" ) . Según esto 

Sĵ (j*) es el semiespacio cerrado de ecuación <x*^,x>< k . 

c)=^a) 

Supongamos en primer lugar que V X Sĵ  (J* ) fuera 0 o , 

Se tendría VxcR*^, y(x)= inf {X/xeSj^ (j>) }= inf {X/S^ ( y ) = R " } . 

Esto significa que ^ es constante. Tomando cualquier x € 

€ R'^ y h la función constante del mismo valor que ^, se 

expresa y en la forma requerida para los elementos de 
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Sea ahora X Q tal que (y ) es un semiespaclo cerrado, 
es decir, S. <f)- {x/<x'*',x>< k. } con х*'И O, k. с R. Sea 

^0 ^ O O 
X< X Q . Entonces Sj^(J)cS^ If). Si Sj^(y)»« 0 puede escri
birse Sj^ y ) - {x/<x'**,x>< . Si Sĵ íj») es un semiespacio 
cerrado, por una aplicación elemental del teorema de Far-
kas se ve que Sj^íj*)- {x/<x*',x>< k^} con kĵ < kĵ  . Análoga
mente, si ^Q se deduce que Sj^ ( y ) - {x/<x^,x>< k^) con 
kĵ > k^ (kj^- f si Sj ^ y ) » R " ) . 

Sea la familia de semirrectas C^" (-«, k ^ . 
Por construcción se tiene: Х<у=:^.к^^< ^^f^^yf-^^' 

los cerrados la función h definida por h(t)« inf{X/tcCj^} 
es s.c.i.. Además si t< t' se tiene: t'tCj^=í't'< к̂ =̂̂  t< k^ 

rr^ttCj^, luego h(t)» inf {X/t£Cj^}< inf {X/tt Cj^}- h(t'), es 

decir que h es creciente y en consecuencia hcH. Finalmen

te, V x d R " y ( x ) « InfíX/xtSj^ (Jp) }- inf {X/<x*,x>< kj^>-

- inf{X/<x*,x>tCj^}- h(<x*',x>). Por tantoJÍ:4>J}. 

Proposición 2.3: La función conjugada de f :R""*R viene 

dada en este caso por: 

f^(x*)(t)» inf{X/t< SUp{<X*, X>/X€Sj^ (f ) }} 

Demo^traciónj^ Sea hQ:R-*R definida mediante: 

hQ(t)= inf{X / t s sup{<x*,x>/xcSj^ ( f ) } } . Se cumple para 

t$ t* : t*< sup{<x*,x>/x<:Sj^ (f ) } =í't< sup{<x*",x>/xcSj^ (f ) } , 

de donde hQ(t)<. hQ(t'). Así pues hQ es creciente. Si lla

mamos í^x^XcR ^ familia de semirrectas cerradas 

(-«, sup{<x*^,x>/x€.Sj^ ( f ) 3 resulta: X¿ v« =>Sj^ ( f )cS^ ( f 
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=^s\ip{<x'',x>/x%S^{f) }< sup{<x*,x>/x€S^ (f) } ^ DjCD^ , 

es s.c.i. por ser lipít)- inf{X/ttDj^> Vt. Tenemos pues 

que hQgiH. 

Sea XQCR'^, X Q > Í Í X Q ) , X Q ^ . Dado que x^CS^^ (f) , resul-

ta: <x ,XQ>< sup{<x ,x>/x£Sj^ (f)}. Entonces, hQ(<x , X Q > ) « 

» inf {X/<X*,XQ>< sup{<x*,x>/x£Sj^ (f) } } < X Q . De esto se 

deduce hQ(<x*,XQ>)< f (XQ) . 

Sea ahora hcH tal que h(<x*,x>)< f{x) V X C R " . Sea t< 

< sup{<x*,x>/x€Sj^ (f) >, por ser h creciente continua por 

la izquierda h(t)< sup{h(<x*,x>)/xeS^ (f) }<. sup{f (x)/xcS (f) } 

< X. Por tanto h(t)< inf{X/t< sup{ <x*, x>/xeSj^ (f) } >=« hQ(t). 

Asi pues, hQ= sup{h/h€H, h(<:x*,x>)< f(x) V x } = f ( x ^ ) . 

Proposición 2 . 4 ; f:R^R es H-convexa si y solo si es quasi

convexa s.c.i., 

Demostración^ Si f es H-convexa, es el supremo de funcio

nes pertenecientes a que son quasiconvexas s.c.i. 

según la proposición 2.2. Entonces f es quasiconvexa s.c.i.. 

Recripocamente, sea f;R'̂ -̂ R quasiconvexa s.c.i..Dado que 

f*̂ =̂ f^S f, para la H-convexidad de f basta probar que 

f< f . Sea x^eR , X Q< Í Í X Q ) . Entonces ^CQ^S^ (f) . Como 

f es quasiconvexa s.c.i., S es un convexo cerrado. Por 

tanto existe uji hiperplano que separa estrictamente X Q 

de (f) , es decir, existe XQJ^ O tal que < X Q , 3CQ>> 

^ ^ ce 
> sup{<xJ,x>/xe:Sj^ (f)>. Se cumplirá f (XQ)»» 

- sug^ f°(x^) (<x*,XQ>)á: f'̂ íx'l̂ ) (<x-*, X Q > ) -
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- inf{X / < x J , X Q > < S U P { < X Q , X>/X<:S^ (f ) 

> inf {X/sup{<XQ, x>/xcSj^ (f)}< s u p { < X Q , x>/x£Sj^ (f ) }}^ 

>. inf {X/Sj^^(f )^S^ (f ) }^ inf{X/XQ< X}= Xo< De aquí se dedu

ce f ° ^ ( X j j ) > f(xQ), lo que concluye la demostración. 

Utilizando la prop. 2.7 del cap.I puede verse que 

SJJÌÌXQ) coincide en este caso con T ^ ( X Q ) , el tangencial 

de f en X Q definido en { 3 } . Asimismo f^(x*)(<X*,XQ>) coin

cide con q(x*), siendo q la conjugada de f en X Q definida 

en el mismo articulo. De esta forma las propiedades esen

ciales de q y T ^ ( X Q ) dadas en { 3 } pueden obtenerse como 

casos particulares de la teoría general expuesta en el 

capítulo I. 

El cor.2,2 del cap.I no es plenamente aplicable aquí 

por no ser H cerrada para el ínfimo. Teniendo en cuenta 

que H es completa en O, el cor.2,9 del cap.I establece 

el siguiente resultado (establecido en { 3 } ) : 

OeT^(xQ)4=^f alcanza su mínimo en X Q . Asimismo H ve

rifica las hipótesis de las proposiciones 2 . 1 3 (para X> 0 ) 

y 2 . 1 4 del cap.I. 

Sustituyendo en la prop.4.4 cap.I por la familia 

de funciones que aparece en el párrafo anterior y H 2 por 

la del párrafo actual se obtiene el resultado ({3})í 

af ( X Q ) C T ^ ( X Q ) . 

Utilizando la fórmula de conjugación (prop.2.3) se 

obtiene la expresión de la función objetivo del problema 
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dual : 

(J.̂ 'iCw'̂ ) (0)» inf{X/0^ sup{<w*,w>/(x,w)cS, (<t>)}}-
x,w ^ 

- inf{X/0< sup{<w*,w>/<t) (x,w) < X}}. 
x,w 

Esta es precisamente la función objetivo del problema 

dual (Q) definido en {2}, estudiado exhaustivamente en 

ese trabajo. Las propiedades esenciales de (Q) pueden 

obtenerse como casos particulares de las expuestas en 

el oárrafo 1 del capítulo II. 

El H-lagrangiano de un problema' general está dado por: 

L(x,w*)- (|)^(w*)(0)= inf{X/0< sup{<w'*',w>/wtS, (<í>̂ )>>« 
^ w ^ ^ 

- inf{X/0< sup{<w*,w>/<í.^(w)s X}}=. 

inf{X/0< sup{<w ,w>/<t> (x,w)l X}}. Como H es cerrada por 
w 

traslaciones se pueden aplicar a L todas las propiedades 

2.3 a 2.7 del capitulo II. En cambio, para la aplicabili-

dad de los enunciados 2.8 a 2.14 de ese capitulo,- hay 

que tener en cuenta que H no es cerrada para el ínfimo. 

En el caso de perturbaciones verticales, pueden apli

carse los resultados del párrafo 3 del cap.II por cumplir 

H las condiciones a ) , b ) , c) requeridas. Para la condi

ción b) basta tener en cuenta que si heH, puede escribir

se h= sup h. , estando h. definida por h, (t)= min{h(t),k>. 

k£R K K K 

Las funciones hj^eH y están acotadas superiormente. 

La función hQ=» inf{h/heH, h(0)= 0} es la dada por: 

—^ si t^ O 
hQÍt)» ' o si t> o * Así pues el H-lagrangiano es: 
Líx w*)« ff (xi'si w*;í O o si <w*g(x)>^ O 
^ ' ' \+«» si w*':̂  O y <w*,g(x)>< O 
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Este es una extensión del lagrangiano que aparece en {6}. 

En cuanto a las propiedades del párrafo 2 del cap.II 

hay que señalar que en el caso de perturbaciones verti

cales las funciones ^ son todas H-convexas (quasiconve-

xas s.c.i.) ya que sus conjuntos de nivelson: 

c tA i= A w / w i g(x)} si X> f(x) 
^X^'^x^ [jS si X< f(x) 

que son conjuntos convexos cerrados. 

La prop.3.2 cap.II establece en este caso que si P 

es H-convexa en O, WQ> O es una solución dual óptima y 

X Q es tal que g(xQ)> O y es solución óptima del primal, 

entonces X Q es también solución óptima del problema (me

nos restringido en general que el primal) "minimizar f(x) 

sujeto a <wjf, g(x)>> O". Además se verifica la condición 

de separación complementarla <w! l , gÍXf.)>'» 0 . 

O 
, 1 « ™ ^ - ^ . , y^^^ 

La prop.3.3 no es aplicable aquí por no cumplir H Q 

la condición requerida. 

La siguiente proposición suple en parte la no aplica-

bllidad del teorema 2 . 1 3 c a p . I I . 

Proposición 2 . 5 ; ( X Q , W Q ) es punto de silla de IÍ=?»XQ es 

solución Óptima del primal. Además, (^(XQ,0)« L ( X Q , W Q ) y 

se verifica: 

a) L { X Q , W Q ) < +CO =^ el primal es consistente. 

h) wj¿ 0=^3CQ es mínimo absoluto de f, g(x Q ) ^ 0 . 

Demo^traclÓnj^ "* 

b) Sea w^^i O , X € R " . De la fórmula de I, y la definición 
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de punto de silla se deduce: f(xQ)= L(3CQ, V Q ) ! L(Xr W Q ) -

«• f (x), o sea que x¿ es mínimo absoluto de f. Por otra 

parte Vw*i O se tiene: I^ÍXQ, W * ) < L ( X Q , W*)« f(xQ)< +«. 

Esto obliga a que L ( X Q , W )=* ̂ ( X Q ) lo que, a su vez, im

plica <w*^, g(xQ)>> 0. Por tanto g(xQ)> 0. 

a) En la demostración de b) se ha visto que si L ( X Q , W ^ < 

< +«> el primal es consistente. Reciprocamente, supongamos 

que el primal es consistente. Si w^JÍ O , se tiene L { X Q , W Q ) = 

• f (XQ)< i*. Si W Q > O , dado que existe x^ tal que g(Xj^)> O 

y se ha de cumplir < W Q , g(x^)>^ O , resulta: L ( X Q , W Q ) < 

< L(x^, w*)« f(x^)< 

Demostremos ahora la primera parte del enunciado. Si 

WQ^Í O , basta considerar la parte b) . Si L ( X Q , W Q ) = + « , 

por a) el primal es inconsistente y cualquier x es solu-

ción Óptima. Solo queda por considerar el caso W Q > O , 

L ( X Q , WQ)< +«>. La parte final de la demostración de b) 

muestra que g(xQ)> 0. Sea x tal que g(x)^ 0. Se ha de 

verificar < W Q , g(x)>> O , con lo que f ( X Q ) = L ( X Q , ) < 

< L(x,WQ)a f(x). Por tanto X Q es solución óptima del pri

mal . 

3. PROPIEDADES DE LA CONJUGACIÓN RESPECTO DE LA FAMILIA 

H DEL PÁRRAFO ANTERIOR. 

Para simplificar la notación, en todo este párrafo 

se escribirá T^^(\)<^ sup{<x*,x>/x€Sj^ (f) } , siguiendo la 
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notación de { 2 } . De esta manera la fórmula de conjugación 

resulta: f^(x^)(t)» inf{X/t< F^.{X)}. 

a) Continuidad de las funciones f^(x*) 

En { 3 } , Crouzeix da la siguiente definición: 

Definición: Sean f: R"-»-R, m= inf f(x), M>m. 

f es M-regular según x*'4=>^\ ,M tales que mf X< p< M 

o bien F * ( X ) = + ~ 

o bien F * { X ) < F^íií.{y) . 

f es M-regular4==> f es M-regular según x v 

f es regular según x%=p f es +«>-regular según x * 

f es regular4=>f es +<»-regular 

Proposición 3 . 1 : f es M-regular según x"^ si y solo si 

f°(x*) es continua en f°(x*) (C-«,M)) . 

Dernostxaciónj_ Supongamos que f es M-regular según x . 

Sea t^ef^íx*")'-^ (C--«,M) ) . f*^(x*) es continua por la izquier

da, por lo que basta demostrar la continuidad por la de

recha en tp, que, por el crecimiento de f^(x*),es equi

valente a la semicontinuidad superior. Supongamos que 

Vt> tQ se verifica f^(x*)(t)¿. a. Sea X Q tal que f^(x*)(tQ) 

< X Q < M . De la fórmula de f°{x*) se deduce F^*-(XQ)> tg. 

Sea \^ tal que X Q < X^< M . Puesto que f°(x )(tQ)^ m, por 

la M-regularidad se cumple que t-.< F j^t(X ) . Sea tcR tal 

que tQ< t< Por hipótesis f^(x*)(t)> a, es decir, 

inf{X/ts F ^ I ^ ( X ) } ^ ot. En consecuencia, X^¿. a. De aquí se 

deduce X Q ¿ a y, por último, f*^(x*)(tQ>> a. 
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Recrlpocamente, si f no es M-regular según x existen 

X Q , V Q tales que m< X Q< UQ< M y además F^^^^O^"* ^x*^^0^^^^ 

Llamemos a este número. Se tiene entonces: 

f ' ^ í x^XtQ)» inf{X/tQ< F ^ ^ ( X ) } ¿ X Q < M 

f^(x*)(t)« inf{X/t< F^*(X)}i V Q V t > t Q . 

Por tanto f (x ) no es continua por la derecha en tgC 

ef'=(x*)'^(C-«,M)) i 

Corolario 3.2; f es regular según x * si y solo si f^(x*) 

es continua. 

c 
Demos trac 16nj^ Basta tener en cuenta que si f (x )(tQ)= 

C 4( 

f (x ) es s.c.s. en tg. 

b) Crecimiento estricto de las funciones f ( x ^ ) 

Observación previa; VteR, f *̂  (x*) (t) = inf{X/F * ( X ) ^ t}> 

>. inf { X / F ^ ^ ( X ) > m, es decir, f^(x*)"^(Cm, + « 1 ) « R. 

Si para algún tg se verificara f (x )(tg)» m, la misma 

Igualdad se tendría V t ^ tQ. Análogamente, si para algún 

tg fuera f (x*) (tg)» + 0 0 , lo mismo sucedería V t < tg. En 

ambos casos el crecimiento estricto de f (x ) se tendría 

a lo sumo en f ̂ (x"̂ ) ((m, +")) . 

Proposición 3.3: Si f es quasiconvexa Inf-compacta y ca

rece sobre su dominio de mínimos locales no globales, 

entonces V x * f^(x^ es estrictamente creciente en 

f^(x^)~^((m, +")). 

Demostración^ Dado x , sea tcf (x ) ~ ((m, +»)), es decir, 

m< f (x ) (t)< +«>• X O, puesto que para x « O se tiene 
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F Q Í X ) - {°po^sl^X<"^in y* ®" consecuencia, f^(0)(t) 
inf {X/t< F Q < X ) } = %^t±%^0' fórmula de f ( x * ) 

y el crecimiento de F * se deduce la siguiente implicación: 
X> f ^ ( X * ) (t)=^F *(X)> t, es decir, 
Inf {F^4í-(X)/X> f^(x*)(t)>> t. Sea f < t . V x > f*= (x*) (t) se 
verifica F^áf(X)> t'. Por tanto existe Xj^ tal que Xj^e.Sj^(f), 
<x ' ' ' , X j ^ > > t'. Puesto que f^<x*)(t)> m, existe 5c tal que 
f(x)< f (x )(t). Pueden darse varios casos: 
a) <x'*^,x>2: t'. Entonces F^^t(f^ (x*) (t) ) > <x*,5c>>l t*. 
b) <x*,x>< t' . Entonces existe ŷ ^ en el segmento de extre-

— istmos X , tal que <x ry;^>= t*. Por ser f quasiconvexa, 
f(y;^>< max{f(x), f ( X j ^ ) } < max{f^ (x*) (t) , X } - X. Por tan
to, inf {f (xiAx"**^, x>« f } s f^(x"*')(t). 
bl) inf{f(x)/<x*, x>« t*}< f°(x )(t). Entonces existe 
X tal que <x*', x>= t', f(x)< f^(x*)(t). Por tanto 
F^*(f^(x*) (t))> <x''',x>= f . 
b2) inf {f (x)/<x ,x>= f}>= f°(x )(t). Por ser f inf-com-
pacta, este ínfimo se alcanza en algún punto. Sea pues 
X tal que <x*,x>= f , f(x)= f^(x*)(t). Asi pues, . 
F^*(f*^(x^) (t))^ <x*, x>« f . 

En todos los casos se ha visto que F-,̂(f-(f ̂ (x*) (t) ) > t*. 
Como consecuencia se obtiene F * (f (x***̂) (t) ) > t. 

X 

De la fórmula de f°(x^) se deduce también: 
X< f^(x*) (t)=^F^*(X>< t. 

Sea Xptal que f(XQ)< f^(x*)(t). Pueden darse dos casos: 
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a) f(xQ)< f^(x )(t). Dado X tal que f UQ) < X < f*^(x*^)(t) 

se verifica <x^, ^ o ^ ^ F ^ * ( X ) < t. 

b) f(xQ)« f°(x*)(t). Sea t'<< x'*', X Q > . Como f*^(x'^(t)> 
> m, X Q no es minimo global de f y, por hipótesis, tam
poco lo es locai. Entonces existe x^, tal que | | X ^ , - X Q | | < 

< (<x*, X Q > - f ) / | |x*| |, f(x^.)< f^(x*)(t). Sea X ^ , tal 
que f(x^,)< X ^ , < f*^(x'*)(t). Se cumple: <x*, X Q - X ^ , > < 

|x III | X Q - X ^ • ! I < <x , XQ>-t•, de donde <x , x^,>> t'. 
Por tanto, t> F „ * - ( X . , ) > <x , X, ,>> t'. De aqui se dedu-

•ecce que, al igual que en el caso anterior, t^ <x , X Q > . 
En ambos casos, P *(f^(x*)(t))^ t. Dado que la desi-

gualdad inversa se habla obtenido anteriormente, tenemos: 
Vt<:f°(x'^)"^((m, +«,)), F^^(f^(x*) (t))= t. 
Si tĵ < tj, tj, t2€f^(x*)~^ ( (m, + 0 0 ) ) , se verifica: 
F^4f(f^(x*) (tj) )« tj< t2« Pj^*(f^(x*') (t2) ) , de donde 
f^(x^)(tj)< f*=(x*)(t2) habida cuenta del crecimiento de 

Corolario 3.4: f es estrictamente quasiconvexa inf-com-
pacta=^f (x*) es creciente estrictamente en f *̂  (x*) ( (m, + oo) ) 
para todo x . 

Demostración^ Toda función estrictamente quasiconvexa 
carece sobre su dominio de mínimos locales no globales. 

En este último corolario la quasiconvexidad estricta 
no es necesaria/ como pprueba el siguiente contraejemplo: 
f: R^^R 
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- 2 2 
arctg(y/x) si x> 0 , x^-ty^l 1 
-ir/2 si x= 0 , y< 0 , X 2 + y 2 ^ 1 
Tr/2 si xss 0 , y>^0,-x. +y < 1 
+00 si x< 0 tì X +y > 1 

f es quasiconvexa inf-compacta, carece de mínimos loca

les no globales y en cambio no es estrictamente quasicon

vexa como puede verse observando su comportamiento sobre 

el eje vertlcaX. 

En cambio, la condición de carecer en su dominio de 

mínimos locales no globales es necesaria para funciones 

quasiconvexas, como se indica en la siguiente proposición. 

Proposición 3.5: Sea f quasiconvexa. Si Vx* f*̂  (x*̂ ) es 

estrictamente creciente en f (x ) ((m, +»)), entonces 

f carece sobre su dominio de mínimos locales no globales. 

Demo^traciónj^ Supongamos que existe algGn X Q del dominio 

de f que sea mínimo local no global. m< f (XQ)< +<». Sea 

C« {x/f(x)< fíXg)}. Por ser f quasiconvexa, C es conve

xo. Además no es vacio por ser f(XQ)> m. Puesto que X Q 

es mínimo local de f, X Q no pertenece a la adherencia 

^ # 
de C, Por tanto existe x tal que sup{<x , x>/xeC}< <x , X Q > 

Si X< f ( X Q ) , se tiene F^*(X)< sup{<x^,x>/xéC}, ya que 

Sj^(f)c:C, Sea t tal que sup{<x , x>/xcC}< t< <x , XQ > . 

Sea X tal que F #(X)> t> sup{<x*,x>/xcC}. De lo observa-

do al principio del párrafo se infiere que Xi fíjc^). En

tonces f°(x*)(t)- inf{X/F^*-(X)i t } ^ fí^o'^ f̂ íx"**) (<X*,XQ>) 

^ f°(x^)(t). En consecuencia, f°(x*)(t)- f(Xf,)€(fCí, +«,) 
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V^t€.(sup{<x**, x>/xeC}, <x**̂ , ^0^^ ' contradice el 

crecimiento estricto de f ° (x*) en f *̂  (x*) " ̂  ( (m, +~) ) . 

En la prop.3.3 y su corolario la inf-compacidad de 

f no es necesaria, comopuede verse en el siguiente ejem-

pío: f la función lineal f (x) • <y , x> con y 7¿ 0. Para 

x*^^ ky*" con k> O, f^(x*)(t)- inf{X/F^-^(X)> t } - inf{X/kX>t) 

- t/k. Para x^fí ky^'Vki. O, f°(x ) (t)= inf{X/+«i t}« 

^ c 

Para X = O, f (0) solo toma los valores ±*». SegíSn esto 

Vx*" f*^{x*) es creciente en f ° (x*) (R) . f es estrictamen

te guasiconvexa s.c.i. sin ser inf-compacta. 

En cambio, si esta hipótesis de inf-compacidad se su

prime sin aftadir ninguna otra sustitutiva.la proposición 

y su corolario son falsas, como prueba el siguiente con
traejemplo: 

f :R^->R 

f (x,y)« 
max{x,-y} si x< O, y>. O-
x/lnd-ty) si x> O, y> O 
+«» si (x> O, y= O) o y< O 

Los conjuntos de nivel de f son: 

para X <0, Sj^<f)= {(x,y)/x;S X, ya. -X} 

para X >0, Sj^(f)» {(x,y)/(x< O, yi 0) o (x> O ,y>0 ,y¿e^/-l) 

{ (x,y)/y> max{0,6^^/^-1} . 

Todos estes conjuntos son convexos cerrados (para X> O, 

Sĵ  (f ) es el epigrafo de una función convexa continua) . 

Por tanto f es guasiconvexa s.c.i.. Además, para X< O, 

Sj^(f)- {(x,y)/x< l , y> -X>« Sj^(f). Para X> O, è^if)'* 
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- {íx,y)/y> maxíO^e'^/^-l}}, por tanto Sj^(f)-
- Sĵ  (f ) U { (x,y)/x< O, y O ) . 

Sean (x^,yj^), (X2,y2) tales que f (Xj^ ,yĵ ) <f ,y2) 
te(0,l). Si <'«i'yi)cSf (f) , dado que (X2,y2>€^ 

^Sf (X2,y2) ^̂ "̂  í'^l'yi>-^<^2'y2^^Sf(x2,y2) 
y, en consecuencia, f ( (1-t) (x^ ,yĵ )-!-t ( X j ,y2) ) ^^'*2'^2^* 
Si X j < O, ŷ «= O y f(x2,y2)> 0/ ha de ser X2> O, y2> O y 
también (1-t) y j-!-ty2> 0. Si (1-t) Xj-*-tX2> O, dado que y^** 
« 0> e'^*^^-! con X= f(x2,y2) resulta que (Xj^,y^) perte
nece al interior del epigrafo de la función convexa con-

x/X 
tinua h(x)= e ' -1. Dado que (X2,y2) pertenece a este 
mismo epigrafo, (1-t) (x̂ ^ ,y^)+t ( X j ,y2) pertenece a su in
terior, con lo que {l-t)yj+ty2> e ̂  ̂ » ^ ^^-1, o 
lo que es lo mismo: 
f ( (1-t) ( X , ,y,)4t(x^,y^) ) = (l-t)x , - ! - tXo <X « f ( x , , y 5 ) . 

^ ^ ^ ^ ln(l+{t-t)$ -!-ty2) ^ ^ 
Esto demuestra que f es estrictamente quasiconvexa. Sea ahora x «(1,0). Fácilmente se comprueba que F *-(X)=" 
con lo que f^(x'*)(t)« inf{X/t< F *(X)} = 

parta m= con lo que f *̂  (x*) no es estrictamente creciente 
en f^(x*)"N(m,+«>)) . 

Para funciones de una sola variable el creciniento 
c 

estricto de las funciones f (x ) es más fácilmente carac
terizable, como se indica en la siguiente proposición. 
Proposición 3.6; Sea f tR-̂ -R quasiconvexa. f es estricta-
mentequasiconvexa si y solo si V x * f (x*̂ ) es estrictamen-

X si X<0 
•!-<» si X>0 

l l i t i l-
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c ^ —1 
te creciente en f (x ) {(m,+<»)). 
Demostraciónj^ En la prop,3.3 la inf-compacidad solo se 
utiliza para garantizar en el caso b2) de la demostración 
la existencia de x . Si f es función de una sola variable, 
x « t*/x sin necesidad de ninguna hipótesis sobre f. 

Para el recíproco, teniendo en cuenta la prop.3.5, 
basta observar que si una función de una sola variable 
carece sobre su dominio de mínimos locales no globales, 
es estrictamente quasiconvexa (supuesta quasiconvexa). 
En efecto, si f no es estrictamente quasiconvexa existen 
x^, X2CR tales que f(Xj)< f(x2)< +~, f ( (l-t)Xj^+tX2)»f (X2) 
para algún tc(0,l). Para todo t*€i||]t,l se tendría: 
f ((l-t'Jx^+t'Xj)^ f(x2)= f ( (l-t)Xj-!-tX2)< 
< maxíf (Xj), f ( (1-f )Xj^+fx2) }= f ( (1-t Mx^-i-fXj) 
(la última igualdad se debe a que f(Xj)< f(Xj)) .Entonces 
f sería constante y finita sobre el intervalo cerrado de 
extremos (l-t)Xj+tX2, X 2 . Por tanto cualquier punto del 
interior de este intervalo pertenece al dominio de f, 
es mínimo local de f y no es global por ser f(Xj^)< f ( x 2 ) . 

C j ( 

c) Convexidad de las funciones f (x ) 
Proposición 3.7; Si f es convexa, las funciones f (x ) 

son todas convexas. Recíprocamente, si V x * f ( x * ^ ) es con
vexa, la envolvente quasiconvexa s.c.i. de f es convexa. 
Demostración^ Si f es convexa todas las funciones F^^* 
son cóncavas {2}. Sean (t^,Xj), (t2rX2) pertenecientes 
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al epigrafe de f°(x*), ae(0,l). Si fuera f ̂ (x*) ( ( l-o) t̂ -i-at2) 

> (1-a) X j+ctX2, también para e > 0 suficientemente pequeño 

serla f^(x*)((l-a)t^+at2)> (1-a)(Xj+e)+a(X2+e). Según la 

fórmula de f*̂  (x ) ha de ser 

F^^ ( (1-a) (Xj+e)+a(X2+e) )< (1-a) t^+ottj . 

Como F ^ * es cóncava, o bien F^^*(X ĵ-i-e) < tĵ  o bien F^^f.(X24-e) 

< tj. Sea i€{l,2} tal que para X^, t^ se verifica dicha 

desigualdad, f(x*") (t^) = inf{X/t^< F ^ 4 ì ( X ) } > X ^ * c > X^, 

c 

lo que contradice que (tj^,X^) sea del epigrafe de f (x ) . 

Reciprocamente, dado que la envolvente quasiconvexa : 

s.c.i. de f es f̂ *̂  dada por f°°(x)« su]^ f° (x"̂ ) (<x*, x>) , . 

si todas las funciones f (x ) son convexas, al ser tam

bién crecientes sus composiciones con funciones lineales 
ce 

son convexas y por tanto f es supremo de funciones con

vexas y, en definitiva, es convexa. 

d) Acotación de las funciones f (x ) 

Proposición 3.8; Sea f:R^-^R s.c.i.. f es inf-compacta 
c 

si y solo si ninguna de las funciones f (x ) está acota

da superiormente. 

Demostraciónj^ Supongamos que f es inf-compacta. Sea x <: R , 

keR. Sj^(f) es compacto y por tanto acotado. Entonces 

F *ík)< Sea tcR tal que F̂ ;jjf(k)< t. Se tiene : f^ (x*) < t) -

« inf{X/t< F ^ (X)}> k. Esto significa que f̂ í̂x'*) no está 

acotada superiormente. 

Reciprocamente, supongamos que todas las funciones 
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f*^(x ) están acotadas superiormente. Sea keR. Por ser 

f s.c.l. el conjunto Sj^(f) es compacto y por tanto aco

tado. Entonces F^»p-(k)< Sea t^R tal que F^*(k)< t. 

Se tiene: f°(x^)(t)« inf{X/t^ F^^(\)}> k. Esto signifi-

ca que f^(x*) no está acotada superiormente. 

Reciprocamente,supongamos que todas las funciones f^(x*^) 

están acotadas superiormente. Sea keR. Por ser f s.c.i. 

el conjunto Sj^íf) es cerrado. Para cada x existe tcR 

tal que f*^(x*)(t)> k, es decir, inf{X/tS F^*-(X)}¿.k. En 

consecuencia F *(k)< t. Al estar todas las funciones li-

neales acotadas superiormente sobre Sj^(f) estos conjun

tos están acotados, luego son compactos y f es inf-com-

pacta. 

4. CASO EN QUE H ES LA FAMILIA DE TODAS LAS FUNCIONES 

CRECIENTES 

Definición; Un conjunto convexo se llamará normal cuan

do sea intersección de semiespacios (abiertos o cerrados)• 

Puesto que un semiespacio cerrado es la intersección 

de todos los semiespacios abiertos que lo contienen, pue

de decirse equivalentemente que los convexos normales 

son las intersecciones de semiespacios abiertos. En otras 

palabras, son aquellos convexos C para los que se cumple 

la siguiente propiedad de separación: 

VXQA^C 3x*'/<k^,x>< <X'*^,XQ> V X € C 
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Los conjuntos convexos cerrados son normales, ya qu« 
son intersección de semlespaclos cerrados. Todos loa «ub-
conjuntos convexos de R son asimismo normales. También 
se tiene: 
Proposición 4.1; Todo conjunto convexo abierto es normal. 
Demostraci6nj_ Sea CCR'^ convexo abierto, XQÍ^C. Si X Q no 
pertenece a la adherencia de C, existe x tal que 
sup{<x , x>/x€:C}< <x , X Q > , con lo que se verifica la 
ropledad de separación característica de los convexos 
normales. En caso de que X Q pertenezca a la adherencia 
de C, estS en su frontera y existe un hiperplano que so-
porta C en X Q , es decir» para algún x ^ O se cumple: 
<x , x>< <x , X Q > V X C C . Como C es abierto, está conteni
do en el interior del semiespacio definido por la desi
gualdad anterior, que es el correspondiente semiespacio 
abierto, de donde <x , x>< <x , XQ> VxeC. 

Como ejemplo de conjunto convexo no normal puede citar
se la unión de un semiespacio abierto de (n> 1) con un 
punto (o cualquier subconjunto convexo) de su frontera. 

Evidentemente la intersección de convexos normales 
es un convexo normal. Además es un convexo normal. 
Por tanto, dado CCR'^ se puede considerar la "envolvente 
convexa normal" de C, que representaremos por "c, es decir, 
el menor convexo normal que contiene a C, o, equivalente
mente, la intersección de todos los convexoa normales 
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que lo contienen. También es la intersección de todo» 
los semiespacios abiertos que contienen a C. 
Definición; Una función f :R^-*R auasiconvexa se llamará 
normal cuando todos sus conjuntos de nivel sean convexos 
normales. 

Toda función quasiconvexa s.c.i. ea normal. Igualmen
te son normales todas las funciones quasiconvexas de una 
sola variable. Un ejemplo de función quasiconvexa no nor
mal es la función indicador de un convexo no normal.C, 

es decir, 6 ^ dada por « c Ô ŝî '̂ Ĉ * 
El supremo de una familia de funciones quasiconvexas 

normales es también normal, dado que sus conjuntos de 
nivel son las intersecciones de los correspondientes a 
las funciones de la familia. La función constante de va
lor -« es quasiconvexa s.c.i,, luego normal. En consecuen
cia, dada cualquier función f:R'̂ -̂ R existe la envolvente 
quasiconvexa normal f de f, que es el supremo de todas 
las funciones quasiconvexas normales minorantes de f y, 
por tanto, es la mayor función quasiconvexa normal mayo-
rada por f. 
Proposición 4.2; Sea {.Cy^una familia de subconjuntos 
de R^.tal que X< p^^Cj^cC^. Sea f tR'̂ -̂ R definida por: f (x)« 
« inf {X/xeCj^}. Entonces, si los conjuntos Ĉ ^ son todos 
normales, f es quasiconvexa normal. 
Demos trac iónj^ Se reduce a comprobar que VxcR ""xQi^x ' 
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Proposición 4.3; f(x)« inf {X/xeS^^ (f ) } . 
Demostración; X< y =^5, (f )c:S,. (f )c's,, (f )=>'s!. (f )c's' (f ) . Sea 

w> «— — A |J A |J 

fg; R -»-R la función dada por: fQ(x)= inf {X/xcSj^ (f ) . En 
virtud de la prop. 4.2, f^ es quasiconvexa normal. Sea 
X,.€.R tal que f (x) <. X.. Entonces xeS, (f)<:iS. (f ) , de don-
de fQ(x)« inf {X/xeSj^ (f ) }< X^. De aquí se deduce fQ(x)<f(x) 
yx, es decir, fQ< f y, por tanto, f^í. f. Por otra parte 
VxcR se tiene: xeS^^ (f )-=̂ f (x)s X=>f'(x)< X=í> x6S("f ) , o sea, 
Sĵ  (f )cSj^ (f ) . Por ser f quasiconvexa normal Sj^íf) es con-
vexo normal, de donde Ŝ ^ (f ) c S ( f ) . Así pues f(x) = 
« inf {X/xcSj^ (?) >< inf {X/xcs'j^ (f ) }= fQ(x) V x . Entonces ? =fQ . 

La introducción de las funciones quasiconvexas norma
les en este párrafo está justificada por la siguiente 
proposición. 
Proposición 4.4; Los siguientes enunciados son equivalen
tes: 
a) 
b)j7es quaslafín normal. 

c) V x € R Sj^(y) es un semlespacio abierto o cerrado (o bien 
0 o R ' ^ ) . 

Demostración^ La demostración es casi Idéntica a la de 
la prop. 2.2. Solo se expondrán los aspectos que ofrecen 
alguna novedad» 
a)=>b) 

Basta ver que ip es normal. Sea y(x)« h(<x*', x> ) V x con 
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h€H, x*eR". Sea ^€R, XQJ^S^ (y) . Se verifica: 

xcSj^ (y)=i>h(<x'**, x>)-t^(x)< X< y(Xo)» h(<x'*^,XQ>)=^ 

=i>-<x*, X X <x^, ^0^* 

Es decir, S;^^^) verifica la propiedad de separación ca

racterística de los convexos normales. 

b)=^c) 

De las relaciones xcS^^ <x*', x>i k 

xeR^-Sj^ (y)=>'<x^,x>^ k 

se deduce que {x/<x ,x>< k}c ŝ ^ y )c {x/<x ,x>5 k) . Vamos 

a ver que Sĵ íjf) uno de los dos semiespacios (el abier

to o el cerrado) entre los cuales está comprendido. En 

n "5̂^ 

caso contrario existirían Xj^, XjCR tales que <x ,Xĵ >«= 

« <x*, X 2 > ' = k, Xj^cSj^(j»), x^íéSj^i^). Por ser y normal, Sy^{j>) 

es convexo normal y ha de haber un semiespacio abierto 

S tal que X2¿S:>S^ (J?) . Dado que {x/<x^, x>< k}cS, puede 

escribirse S» {x/<x*', x>< k'} con k*> k. Por otra parte 

X 2¿S con lo que k« < x * ' , X 2 > ¿ k'. Asi pues, k» k' con lo 

que x^^S, lo que es contradictorio. 

c)=í>a) 

En el caso de existir XQ tal que (J?) es un semies

pacio abierto o cerrado ,razonando con las adherencias 

de los conjuntos de nivel en lugar de hacerlo con ellos 

mismos se llega a la conclusión de que VxcR S;̂ íjf)'' 
{x/<x*, x>5 k^> con k^s- k si X< p. Entonces 

{x/<x*, X X 1̂ } o {x/<x*,, xxkj^} 
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Sea {Cĵ > la familia de smirrectas C^" (-co, k^ )̂ 

si Sĵ  (̂ ) es abierto, C^" ( - « > , k̂ "̂] si es cerrado. 

Los son las imágenes de los Sj^y) po^" aplicación 

lineal <x*, * >, Asi pues, X< P=^Sj^ (jp)cS^ (y)=:^Cj^cC^. Sea 

h la función definida por: h(t)= inf {X/tcC^^>. Por ser 

los Cĵ  semirrectas de origen -«tenemos aue ts t':=4> 

=>{X/f£Cj^}c{X/t£Cj^}=í.h(t)= inf{X/tcCj^}< inf{X/t'cCj^} = 

« h(t'>. Por tanto hcH. Finalmente V X C R " jf (x)=««inf {X/xcS^ (Jí) } 

- inf{X/<x*,x>€Cj^}= h(<x*, x>) , asi que y £ $ J J . 

Las funciones quasiafines de más de una variable pue

den no ser normales ( por ejemplo, aquellas de dos varia

bles en las que un conjunto de nivel es la unión de un 

semiplano abierto con una semirrecta de su frontera, co

mo puede ser la función indicador de un tal subconjunto), 

Proposición 4.5: La función conjugada de f:R'^-^R está dada 

en este caso por: f^(x*)(t)« inf {f (x)/<x*, x>i t} . 

Demo^traciÓnj^ Sea hQ:R-»>R definida por h^ít)» 

« inf{f(x)/<x , x>íL t } i hQ es creciente, es decir, h^eH. 

Además V X ^ C R " se tiene: (<x*, XQ>) =inf {f (x)/<X*,X>¿<X*",XQ>> 

Sea ahora hcH tal que h ( < x * , x > ) < f ( x ) VXÍ.R". Puesto 

que h es creciente se verifica : < x * , x>¿t=>h(t)<h ( < x ^ , x > )^f ( x ) , 

es decir, h(t)< inf {f (x ) /<x*", x>> t}= h^ít) Vt, o sea h< h^. 

Por tanto hemos demostrado que hQ"sup{h/hcH,h (<x^ ,x>)<f (x ) V x } 

f^(x*). 
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Proposlclfin 4.6: f:R"-^R es H-convexa si y solo si es quasi

convexa normal, 

Demostraci6n_^ Si f es H-convexa, es el supremo de funcio

nes pertenecientes a que son quasiconvexas normales 

segün la prop.4.4. Entonces f es quasiconvexa normal. 

Reciprocamente, supongamos que f es quasiconvexa nor

mal. Basta probar que f< f^^. Sea X Q € R " , XQ< f ( X Q ) . En

tonces x-,^S^ (f) . Como f es quasiconvexa normal, S. (f) 

es un convexo normal. Por tanto existe x-,j¿ O tal que 
0^ 

xeS^ (f)=»<x*, x>< <x^, x^>. Se cumplirá: f*^^(x„)« 

- su^ f°(x*) (<x*', XQ>)> f ° ( x ^ ( < X Q , X Q > ) = 

- infíf (x)/<x^, x>> <x*, XQ>}> infíf (X)/XÍÍSJ^ (f)}-

- infíf (x)/f(x)> XQ}>. X Q . De aquí se deduce f^^(xQ)> f (XQ), 

lo que concluye la demostración. 

La fórmula de la prop.4.5 permite observar que 

f (x )(<X^,XQ>) coincide con q^íx ) , la G-conjugada de 

f en X Q mencionada en í3}, y f°^ es f^^, la biconjugada 

quasiconvexa de f que allí se cita. Asimismo utilizando 

la prop. 2.7 del cap.I puede verse que 9ĵ f (XQ) coincide 

en este caso con 9*f(xQ), el quasisubgradiente de f en 

X Q . Las propiedades esenciales de estos conceptos pueden 

deducirse como casos particulares de los enunciados del 

capitulo I. 

H tiene la ventaja de ser cerrada para el ínfimo. Ade

más es completa en O, ya que contiene a todas las funció-
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nes constantes. Asi se obtiene también por aplicación 

del cor.2.9 cap.I: 0 € 9 f (xQ)<í=4>f alcanza su mínimo en X Q , 

resultado que aparece en {3). Asimismo H verifica las 

hipótesis de la prop.2.14cap.I y todo X> O verifica la 

de la prop.2.13 cap.I. 

Llamando HQ a la familia de funciones que aparece en 

los párrafos anteriores, por aplicación de la prop,4.4 

del cap.I se llega a que f^ < f^, de donde q-,(x*)< q(x*), 
"o ^ 

y a la inclusión del tangencial en el quasisubgradiente, 

propiedades establecidas en {3}. 

Utilizando la fórmula de conjugación dada por la propo

sición 4,5 se obtien la expresión de la función objetivo 

del problema dual de un problema de programación matemá

tica general: <^^(0, w * ) ( 0 ) = inf {<}> (x,w)/<w*, w>^ 0 } . Es-
x,w 

ta es precisamente la función objetivo del problema dual 

( Q Q ) definido en {2), cuyas propiedades esenciales pueden 

obtenerse como casos particulares de las que aparecen en ^ 

el párrafo 1 del capitulo II. 

El H-lagrangiano de un problema general esA: 

L(x,w*)«4)^(w^ (O)»inf{(t>^(w)/<w*,w>¿0}=inf {«í> (x,w)/<w^,w>^0} 
^ w ^ w 

Todas las propiedades del párrafo 2 cap.II son plenamente 

aplicables en este caso, pues H es cerrada por traslacio

nes y también para el ínfimo. 

En el caso de perturbaciones verticales, aplicando 

los resultados del párrafo 3 cap.II se obtienen y L 
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exactamente Iguales que en el caso de ser H la familia 
de las funciones crecientes continuas por la izquierda, 
Las funciones también son aquí H-convexas, pues son 
quasiconvexas s.ci,, luego normales. 

5. PROPIEDADES DE LA CONJUGACIÓN RESPECTO DE LA FAMILIA 
H DEL PÁRRAFO ANTERIOR, 

En todo este párrafo H^designará la familia de las 
funciones crecientes continuas por la izquierda y H la 
de todas las funciones crecientes, y f*̂  designarán 

O 
respectivamente las conjugadas según estas familias. 
a) Continuidad de las funciones f^(x*^). 
Proposición 5 . 1 ; Sean X * C R " , t<.eR. fj i^*) es continua 

c íít- ^ 
en tjj si y solo si f (x ) es continua en t^. En este ca
so las dos funciones toman el mismo valor en tQ. 

c ^ 
Demostración: Supongamos que f„ (x ) es continua en t,.. 

r^c , Sea h:R-^R definida por: h(t) 

hcHQ, h< f^(x^ . 

fj (x")(t) si ts tQ 
in?{f^(x*)(t)/t> t^> si t>t, 

Por tanto de la prop.4.6 del cap.I se 
deduce h< f^ (x^) . De ias siguienjies, rÉilaciones se sigue 
la continuidad de f^(x*) en t^ asi como la igualdad de 
las conjugadas en ese punto: 

fHQ(x*)(tQ)- sup{f^ {x*){t)/t< t̂ j}< sup{f°(x'*') (t)/t< 
< f°(x*)(tQ)< inf{f^(x^) (t)/t> tQ}= lnf{h(t)/t> tQ}< 
< inf{f° (x*)(t)/t> t„}- fS (x^)it^). 
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Reciprocamente, supongamos que f (x ) es continua en 
tQ. Por ser H Q C H se tiene (x*)(tQ)< f^'íx^ií tQ). Sea 
X< f°(x*)(tQ). Sea 6> O tal que f°(x '*^)(t)> X Vt> t^-S. 

Sea h la función definida por h ( t ) = x'"si^t>~t^^6^* 
construcción H G H Q , h< f^(x^. SegCn la prop.4.6 cap.I 

h< fS (x*) . Entonces f^ (x^(tn)> hít^)» X. De aquí se H Q H Q U U 
deduce fS (x*)( t^ )= f^íx ^ i C t ^ ) . Puesto que f^ (x*) es HQ O O "o 
continua por la izquierda basta demostrar la continuidad 
por la derecha, que es consecuencia inmediata de las si
guientes relaciones: 
f^ (x*)(tQ)< inf { f ° (x* ) ( t ) / t > tQ}< inf{f°(x*) ( t ) / t > tQ). 
- f^'íX*) (tQ)- f^ ( X ^ (tQ). 

Corolario 5.2: f es M-regular según x=7*-f (x^) es conti
nua en f °(x*)'^([-»,M)). En este caso f^ (x*) coincide 
con f^(x*) sobre f^(x*)"^ ([r~,M)) . 
Demostraciónj^ Es consecuencia de las proposiciones 3.1 

c 
H y 5.1 y de que fS < f^. 
° c *v Corolario 5.3: f es regular según x si y solo si f (x^ 

es continua. En este caso f?. (x^)» f^ (x*) . 
"o 

Demo^traciónj^ Resulta del cor. 3.2 y la prop. 5.1. 
c ^ 

b) Crecimiento estricto de las funciones f (x ) 
Proposición 5.4: f^{x*) es estrictamente creciente en 
f^(x*)"^ ( (m,+«») ) si y solo si f?. (x*) es estrictamente 

c ífe-1 O creciente en f„ (x^ ((in,+«)). 
° C * : 

Demostración^ Supongamos en primer lugar que f (x ; es 
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estrictamente creciente en f ^ ( x * ) ( ( m , + « ) ) , Sean t^,t^€ 

(x ( (m,*») ) , tj< t 2 . Sea tc(tj^,t2) y consideremos 

la funci6n_ h definida por; ^ 
fS (x*) (t) si t< t 

f^ixn (t) si t> t • hit)*» 

Por ser f Z (x**) creciente y menor que f^(x^), h es cre-

ciente. Además es continua por la izquierda por serlo 

c ^ c 
f „ (x ) . Fácilmente se comprueba que h<, f (x ) . Por la 

prop.4,6 cap.I hS fjj (x ) . Por tanto: 

m< f° (x*)(t,)< f*=(x^(t,)< f^(x*)(t)«» h(t,)5. (X*) (t2)<+< 

En consecuencia tj^ef (x ) ((m,+<»)) y de aquí se deduce 

finalmente: 

f^^(x'^(tj)< f*=(x*)(tj)< f*'(x^)(t)= h ( t 2 ) < f 2 ^ ( x * ) ( t 2 ) . 

Reciprocamente, supongeimos ahora f^ (x^) estr^ctamen-

te creciente en f^ (x )"( (m,*«>)) . Sean t^, tj € 

c f :(ni,+«)J ,°t,< t,. Se 
f j (X^jt)^8i €< tj 

Sea h la función defifiida por: 

. Razonando como en la pri-
, ) si t> t 

inerbi parte de la demostración se obtiene: hs (x ) . 

De esto se deduce: 

m<f**(x*) (t^)-:h(t2)<fp (x*') ( t 2 ) < f ° ( x * ) ( t 2 ) < + « . 

Es decir que t 2 e f ^ (x^) ""̂  ( (m,-!•«»)) . Sea t€ (t^ , t 2 ) • Por 

hipótesis f^ (x^(t)< f^ íx y ( t 2 ) . Por último: 

f*^(x*) (t,)«h(t)¿f^ (x^(t ) < f S (x"*") (t - )< f°(x^) (t,) . 
O ^ ^ " o 2 * c * 

Corolario 5 . 5 ; Sea f ;R -̂ R quasiconvexa. Si Vx f (x ) 

es estrictamente creciente en f (x ) ((m,+»)), entonces 

f carece sobre su dominio de mínimos locales no globales. 
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Si f es inf-compacta el recíproco es cierto. 
Demostración^ Es consecuencia inmediata de las proposi
ciones 5.4, 3.5 y 3.3. 
Corolario 5.6; Si f es estrictamente quasiconvexa inf-
compacta, V x * f^íx*") es estrictamente creciente en ' 
f*^(x*)'"^((m,+«)) . 
Demostración^ Basta utilizar cor.3.4 y prop.5,4. 
Corolario 5.7; Sea f;R-*'R quasiconvexa. f es estrictcimen-
te quasiconvexa si y solo si Vx* f^(x*) es estrictamente 
creciente en f (x*) ( (m,+»)) . 
Demostración^ Por las prop.3.6 y 5.4. 

с ^ 
c) Convexidad de las funciones f (x ) 

с 
Proposición 5.8; Si f es convexa las funciones f {x ) 
son todas convexas. Recíprocamente, si Vx f^(x ) es con
vexa la 'envolvente quasiconvexa normal de f es convexa. 

xa, dado x la fun 
f (x) si <x*, x>^ t 

Demostraciónj^ Si f es convexa, dado x la función 
Ф;R"•*••̂ -•R dada por ф(x,t) = en caso contrario ®® con-
vexa. Basta tener en cuenta ^ue f (x^)(t)=» inf (t)(x,t) 

c ^ para ver la convexidad de f (x ) . 
_ ^ 

Recíprocamente, si las funciones f (x ) son todas con
vexas, también lo son las funciones y ^ ; ^ definidas por 
^j^*(x)= f^(x*)<<x*, x>) . La envolvente quasiconvexa nor
mal de f es f*̂ =̂ su^jf^ y por tanto es convexa. 
d) Acotación de las funciones f (x ) 

c ^ 
Proposición 5.9: f (x ) está acotada superiormente si 
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c ^ 
y solo si f„ (x ) está acotada superiormente. 

"o 

Demo^traciónj^ La parte "solo si" es inmediata por ser 

(x )< f*̂ (x ). SupongeuTtos entonces que f„ (x ) está 
"o "o 

acotada superiormente por k. Dado cualquier t^eR, sea h la función definida por: 
(X*) (t) si t¿ tQ 

h(t)= |fC^^*j^tQ) si t> tQ-

Razonando como otras veces se ve que h$ f^ (x'̂ ) . Toman-
0 

do t> tQ se obtiene: f*^(x*)(tQ)= h(t)< f^ ( x"̂ ) (t) <k,con 

lo que f^(x^) también está acotada superiormente por k. 

Corolario 5.10; Sea f:R'̂ -̂ R s.c.i.. f es inf-compacta si 

y solo si ninguna de las funciones f (x ) está acotada 

superiormente. 

DemostraçiÔnj^ Consecuencia inmediata de las proposicio

nes 3.8 y 5.9; 

6. FUNCIONES SEMI-REGULARES 

Al igual que en el párrafo anterior, en éste f*̂  repre

sentará la conjugada respecto de la familia de funciones 

crecientes y f^ la conjugada respecto de la familia de 
"o 

las crecientes continuas por la izquierda. 

La definición de función regular (párrafo 3 ) , intro

ducida en {3}, está motivada por la obtención de condir 

clones que aseguren la coincidencia de las conjugadas 

locales utilizadas en ese artículo, q y q^. Según se ha 

comentado en los párrafos 2 y 4 estas conjugadas vienen 
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dadas por: g(x^)= (x*) (<x'*̂ , XQ>) , q̂ , (x"̂ ) «=f^ (x*) (<x^,XQ>) . 
O c * 

Asi pues su Igualdad es equivalente a la de f̂^ (x ) y 
t O 

f°(x ) . La siguiente definición de semiregularidad, c q t -

mo se verá más adelante, caracteriza la coincidencia de 

las conjugadas. 

Definición: Sea f:R"-*R, m= inf f (x) , M> m. 

f es M-semi-regular según x ,Vi/m< X< \i< M 

o bien F s|t-(X)= +«> 

o bien 3 x f S,. (f )/<X*,X>2 l F^^(X; 

f es M-semi-regular4=4>f es M-semi-regular según x* Vx^j^O 

f es semi-regular según x^=:^ f es 4-oo-semi-regular. según x^ 

f es semi-regular^=:^f es -i-oo-semi-regular. 

Se ve fácilmente que toda función M-regular según x^ 

es M-semi-regular según x . 

Proposición 6.1; f es M-semi-regular según x si y solo 

si f° (x*)(t)« f^íx'^'xt) Vtef^ ( x * ) ' M c;-«»,M)) . 

Demo^traciónj^ Supongamos que f es M-semi-regular según 

X * . Sea t€fS ( x * ) " ^ ( | > ~ , M ) ) . Puesto que f^ (x*) (t) <f (x*) (t) , 
"o "o ' 

basta demostrar la desigualdad inversa. Sea XQ tal que 

f^ (x^ (t)< XQ< M . De la fórmula de conjugación para HQ 

se deduce que F X * ( X Q ) Í t. En particular, F^^(XQ)> -«fe con 

lo que S^^if)yi 0 y m, Sean X, y tales que m<XQ<X<y<M. 

Por la semi-regularidad existe x^cS^ (f) tal que <x^,x >> 

> F ^ * ( X ) ¿ F^*-(XQ)>. t. Entonces, f'^íx*) (t)«inf{f (?í)/<x*,x>>t> 

< f(x^)< V. De aquí se deduce f*=(x*)(t)< \ y, finalmen-
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te, f^(x^ (t)< (X*) (t) . 
Reciprocamente, sean X Q , \1Q tales que m< XQ< VQ< M . 

Supongamos que F ^ * ( X Q ) < + » . Por ser XQ> m, S^^(r) ее ас> 
v a d o у F ^ * ( X Q ) > Sea pues t= F ^ * ( X Q > £ R . Se verifica; 

fZ (x*)(t)= inf{X/ti F *(X)}< Xft< M. Por hipótesis f°(x^)(t) 
HQ . X - 0 

* fy (x*) (t). Aplicando la fórmula de f^ resulta; 

infíf(x)/<x*,x>> t}= f^(x*)(t)= f^ (X*) (t)< XQ< V Q . 

Según esto existe x tal que <x , x* >^ t, f(x )< p-,, 

es decir, x CS (f) у además <x , x >> F *(Xn) > Ф'^ 
es la definición de M-semi-regularidad en x . 
Corolario 6.2: f es semi-regular segGn x̂ '̂ r:̂  f ̂ (x^)=f*^(x*) 

— — "o 
4=vf (x ) es continua por la izquierda. 
Demo^traciónj^ Teniendo en cuenta la prop.4.6 cap.I у la 

-С с 9k-
prop,6.1 solo hay que considerar que si f„ (x )(t)e +» 
también f*^(x*) (t)" +«. 
Corolario 6.3: f es semi-regular si y solo si f^ = f*̂ . 

"o 
Demo^traciónj^ En virtud del cor.6.2 basta comprobar que 
f*̂ (0) es continua por la izquierda. Ahora bien, 

f^(0) (t)» infíf(x)/0> t}- [ x ^ ^ g f f °-
Corolario 6.4; Si f es M-semi-regular las envolventes 
quasiconvexas normal y s.c.i. de f coinciden sobre S-.(f), 
En particular, si f es semi-regular son idénticas. 
Demostración^^ Esas envolventes son, respectivamente, f̂ *̂  
y f^^. Sean xeS„(f), X * C R " . Si x*" O , f^ (0)(<0, x>)« 
f (0) (<0, x>)- inf f (x) por ser H Q y H completas en O 
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(prop.2.8 cap.I). Si X jî  0 se verifica que f„ (x ) (<x ,x>) 
^ ^ ^ " o 

< f(x)< M. Ri f„ (x ) (<x , x>)< M, en virtud de prop.6.1 
0 

fS (x*)(<x*^, x>)= f'^ix*) (<x'̂ , x>). Si f^ (X*) (<x*, X>)=M, 
0 O c * * 

la misma igualdad se obtiene a partir de f (x )(<x ,x>)< 

< f(x)< M= f?. <x*) (<x*", x>)< f^(x*)(<x*, x>) . Así pues 
Q 

f^^(x)« su^ f*^(x*) (<x*, x>)= su^ fS ( X * ) (<x*', x>)=f^*^{x). 
X X o O 

Proposición 6.5: Si f es M-semi-regular segün x también 

lo son sus envolventes quasiconvexa, quasiconvexa normal 

y quasiconvexa s.c.i.. 

Dernostraci6n_£. Hay que hacer notar en primer lugar que 

estas envolventes tienen el mismo ínfimo que f, m. Desig-

nemos por f una cualquiere de ellas. Dado que la función 

constante de valor n es quasiconvexa s.ci. (y, por tan

to, normal) se tiene m< f (x)< f (x) V x , con lo que toman-

do ínfimos se obtiene m< inf f(x)< inf f(x)» m. 

Escribiremos F^*(X)« sup{<x*, x>/x£Sj^ (?) } ; S^{f) se

rá la envolvente convexa, o convexa normal, o convexa 

cerrada de Sj^(f) seg(ín f represente la envolvente quasi

convexa, o quasiconvexa normal, o quasiconve ja s.c.i,, 

respectivamente, de f. Se verifica: 

V X C R F ^ * ( X ) « sup{<x*, x>/xcS^ (f ) }= sup{<x*, x>/x€Sj^ (f) } . 

También se deduce de prop.4.3 y de {3} que S. ( n » = i l s a ( f ) 

yX. Sean X, y tales que m< X< y< M. Tomemos 6 tal que 

X< e < V. Se tiene: Sĵ  (f)cS0 (f)CS (f)cs (f),/de donde ; . 

P^*(X)< r^ÍHe)< F^^(m)< F ^ ^ ( P ) . Supongamos ^W^-lf^*^-
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Si fuera F * ( e ) = +«» también F +«, por lo que ha-
A ^ A 

bria de existir x eS (f) tal que <x , x >> F * - ( x ) . En 

caso contrario por hipótesis existe x cS (f) tal que 

<x , X F *r(e) t con lo que el enunciado se deduce de 

las relaciones: S (f)cS (f), F^* ( e ) > F * ( x ) . 

Proposición 6.6: Toda función inf-compacta es semi-regular 

Demo^traciÓnj^ Sean X, y tales que m< X< p, x 7¿ 0. Por ser 

X> m, S^(f)7í 0 y así F^M\)> Si F^#^(X)< +», por la 

inf-compacidad existe x eS (f) tal que <x'*", x >= Fi|f(X). 
A A A X 

Basta pues tener en cuenta que x.£ S (f) por ser p> X. 

En cambio las funciones inf-compactas no son necesa

riamente regulares. La función f:R"-^R definida por f (x) X si X7^ 0 
si x= 0 ®^ quasiconvexa inf-compacta y no 

es M-regular segün x^ para ningün x ni ningún M. 

Proposición 6.7; Sea f:R-vR. Si f es s.c.i., es semi-re

gular. Si f es quasiconvexa el recíproco es cierto. 

Demo^traciónj^ Para la primera parte, al igual que en la 

demostración anterior, si x > O se demuestra la existen

cia de Xj^= sup{x/xeS^ (f) } . Si x*< O, x^= inf {x/xeS^ (f) } . 

Supongamos ahora que f es quasiconvexa semi-regular. 

Sea X«eR. S. (f) es convexo. Sean x= sup{x/x€S, (f)} , 
" ^0 ^0 

x= inf{x/xeS- (f)}. Para ver que S. (f) es cerrado bas-
-̂ 0 ^0 

tara con demostrar que {x, x}nRcS (f). Supongamos que 
^0 

xtR. Esto implica que S. (f);^ 0 con lo que X«> m. Sea 

xtSj^^(f). Sean y, X tales que X Q < X< y. Por hipótesis 
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f es semi-regular segGn 1. Entonces existe x^eS^íf) tal 

que x^> FJ^(X)2l F J ( X q ) = X . Dado que x< x< x^, por la quasi-

convexidad de f se tiene: f (x) < max{f(x), f (x ) <max{ Xq ,p > 

«u. Esto obliga a que f(x)< X^r es decir, xciS. (f) . Si 

x€R, la semi-regularidad según -1 garantiza la existen

cia de x^cS^ (f) tal que -x^^ F_j^(X)> F..i<Xq)« -X, es de

cir, x^ X . Por ser x>. x> X la demostración puede aca-

barse de la misma manera que para x. 

7. EXISTENCIA DE H-SUBGRADIENTES 

En este párrafo f^ seguirá designando la conjugada 

respecto de la familia de todas las funciones crecientes 

y f„ la conjugada respecto la familia de las crecientes 
'O 

continuas por la izquierda. 

Es un resultado conocido ({3}) que toda función con-

if^x^ posee en cada punto del interior relativo de su do

minio UTi subgradiente. En particular, toda función con

vexa finita posee un subgradiente en todo punto de R'^. 

Estos enunciados no pueden extenderse a las funciones 

quasiconvexas, aunque sean H-convexas, y sus H-subgradien-

tes (es decir, quasi-subgradiente y tangencial) como pue

de verse mediante el siguiente contraejemplo: 

f :R^-»-R r— 

y^/íx^+y^) si x< o, (x,y)7¿ (0,0) 
f(x,y)= • 1+x si x> O, (x,y)?¿ (0,0) 

[O si x='0, y» O 
Los conjuntos de nivel de esta función son: 
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para X< 0 , Sĵ  (f ) » 0 

para 0< X< 1, S;^(f)- Í Tx ,y)/irXx+/l^y< 0, {\x-{l^Xy< O^XiO} 

para X> 1, Sĵ (f)«. {(x,y)/x¿. X-l). 

Al ser todos convexos cerrados f es quasiconvexa s.c.i. 

(luego normal, es decir, H-convexa). Incluso es continua 

en todo punto distinto del origen. Sea X Q = ( 0 , 1 ) , Sea 

X = (a,3). Segfin la fórmula de conjugación, f (x )(<x ,X Q > ) 

- infíf (x,y)/ax+ey> 6). Si e> O, f^íx"^) (<x'*, XQ>)< f(-6,H-a) 

= (l-í-ct)̂ /(6̂ -!-(l+a)̂ )< 1. Si e< O, f^(x^) (<X"*',XQ>)< f(0,0)=0<l. 

Dado que f(xQ)= f(0,l)= 1, f no posee ningún H-subgradiente er 

X Q . Como f (xQ)c3jjf (XQ) , tampoco tiene f ningún HQ-subgra-

diente en XQ pese a ser quasiconvexa s.c.i. (es decir, 

HQ-convexa). 

Las siguientes proposiciones tratan sobre la existen

cia de H-subgradientes para funciones guasiconvexas (ob

sérvese que f(xQ)= -«>=»3ĵ f (XQ)«= R") . 
« 

Proposición 7.1; Si S,. .(f) es un convexo normal, en-

tonces 3ĵ f (XQ)7Í 0. 
Demostración; Dado que 34 «¿S-. % (f ) , por hipótesis exis-

O i l x^ / 
^ n • " ^ * 

te x e R tal que xeS^ j (f )r=i»<x , x>< <x , XQ>. Enton-

ees <x , x>> <x , XQ>r^x¿S^^^ j(f)=^f(x)> f(xQ) y , por 

tanto, f^(x*)(<x'^, XQ>)« infíf(x)/<x*, x>> <x'*, XQ>}=f(xQ), 

es decir, x\3j^f(xQ). 

La proposición 7.1 sigue siendo cierta si se sustitu

ye H por HQ siempre que f sea M-semi-regular y f ( X Q ) < M , 
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pues de la demostración del corolario 6.4 se sigue que 
en ese caso fíx^)» ajjfíx^). En cambio si f no es semi-
regular con M>. f(XQ) la proposición no puede extenderse 
a H Q , como puede verse en el siguiente ejemplo: 

f : R^-vR 
xy si x< O, y> O 
max{x,-y} en caso contrario * f (x,y) = 

Es fácil ver que f es quasiconvexa continua. Sea XQ» (0,1). 

^fí^ \ ( f ) = {tx,y)/x< o, y> 0} es un convexo abierto, luego 
^ ^ ^ n ' I-*• / 2 2 normal. Sea x =(a,B); Si a< O, sea x^= a/ia +B < O, y^« 

- l + a / y a +e^> O, Xj« O. 

F^í^(Xj)= supíax+ey/f (x,y)< X^}> ax^+By^» B+\^i^+B^> &• 
Si a>. O, B> O sea Xj^» -B< O, y^» l+ct> O, X^" Xj^yj< 0. 

Fjp*(Xj)^ aXj^+Byj- B. 
Si O, B< O sea x^» BZ/a^+B < O, y^= l-a/v/a^+B^> 0# 
Xi= x^y^< 0. 

Fj^*(Xj)> ax^+By^- 6» 
Si a«» B" O, sea )̂ ĵ <0 cualquiera. 
F^*(Xj)= 0= B-
Si a> O, B= O, sea Xj< O cualquiera. 

^x*^^l^~ sup{ax/xy< Xj^, x<. 0>= asup{x/xy< X^, x< 0}=aO=0=B-
Resumiendo, en cualquier caso resulta: 

Í H ^ Í X * ) (<x*', X Q > ) - inf{X/<x*, XQ>< F^*(x)}-inf{x/B<F3^^(X)}:S. 

< Xj< 0= Í Í X Q ) . Es decir, 3^ ^í^o^'' ^ ' 

Proposición 7.2; a„f(xQ)?< 0 VXQ/S^^ (f )^Sj^ (f) es convexo 
normal. 
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Deino£traci6n_£^ Si XQSÍS^ (f) , sea x£3jjf(xQ). Entonces se 

tiene: 

xeSj^ (f )=5»f (x)<X<f (xQ)=f°(x*) (<x"*,X(j>)=inf{f (x)/<x*,x>><3e**',-XQ> 

=><X**', X X < X * , ^Q>' 

Dado que H Q C H , la anterior proposición es válida si se 

reemplaza H pojr HQ ya que 3jj f (XQ)C: 3jjf (XQ) . 

Corolario 7.3: Sĵ f (XQ)?* 0 VxQ<=:^S^(f) es convexo normal 

Por lo observado después de la prop.7.1, si f es scmi-

regular el cor.7.3 sigue siendo válido sustituyendo H por 

« o -

Para funciones de una sola variable se tiene la siguien

te proposición: 

Proposición 7.4: Sea f:R-*R. Sea H € { H , H Q } . Entonces f es 

H-convexa en x^^a^fíx^jy^ 0. 

Demostraclónj_ Si f es H-convexa en XQ se tiene f (XQ)«= 

= s u g ^ f^ (x*") (X XQ) . Dado que por la prop.2.13 cap.I se 

tiene para x ?í O que 

f'^íx*) (X*^XQ)« f^'ítlx*)) (X*XQ)= f'^íil) ((X*/|X*| ) X Q ) = 

« f*^(±l)(±XQ), resulta:-

f (XQ)« max{£°(l) (XQ) , f (-1) (-x̂ ) , f''(0)(0)}. 

Entonces f ( x Q ) « f^(x*)(x*XQ) para algún x^'cí 1 ,-1,0) , de 

donde se deduce el enunciado (para el reciproco basta 

ver prop.1.3a) cap.I). 
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8. OTROS EJEMPLOS 

a) H consta de dos funciones; la Identidad y -qq 

H es evidentemente cerrada para el supremo. 4>|̂  está 

formada por las funciones lineales junto con la constan-

te Por tanto las funciones H-convexas son en este 

caso las convexas s.c.i. propias positivamente homogéne

as y la constante Las fórmulas de conjugación resul

tan en este caso; 

para f:R"-»-R, f^(x*) identidad si <x^, x>< f (x) V x 
-« en caso contrario 

para g:R •*-H, g (x)«= sup{<x*, x>/g (x*) es la identidad}. 

Las funciones g¡R'^-*-H, al tomar dos valores, pueden iden

tificarse con los subconjuntos de R'™. Diremos qu^ g es 

la función indicador de {x^g(x"^) es la identidad). Se-

gíin esto sus conjugadas son precisamente las funciones 

soporte de dichos subconjuntog. Si g es la función indi-
ce 

cador de C, g responde a: 
i d e n t i d a d s i <x^, x>< s u p { < x * , x > / x € C } Vx 
- 0 0 en caso c o n t r a r i o ' 

ce 

es decir, que g es la función indicador de la envolven

te convexa cerrada de C, Asi pues g es H-convexa si y 

solo si es la función indicador de un convexo cerrado. 

xC9j^f(xQ) si Í Í X Q ) » en cuyo caso 8j^f(xQ)= R", O si 

X e 3 f ( x Q ) y además <x , Xq>= f(xQ). Para g,funciÓn indi

cador de C, los subgradientes en x* son: todos los X Q € R " 

si C« 0, o aquellos x^cC para los cuales la función li-

neal asociada a alcanza su supremo sobre C en x . 
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b) H es la familia de todas las funciones crecientes s.c.i. 

positivamente homogéneas 

En otros términos, H={h^ ĵ /a ,b € ¡O ,+<»] )U { ±«) , donde 

las funciones h , están definidas mediante: 
a, b 

a, D bt si t> O* ®^ caso a= se considerará 

<I>JJ está formada por las funciones quasiafines s.c.i. 

positivamente homogéneas. Las funciones H-convexas son 

en este caso las quasiconvexas s.c.i. positivamente ho

mogéneas , pues de la fórmula de conjugación para la fa

milia de las funciones crecientes continuas por la izquier

da se deduce fácilmente que si f es positivamente homo-

c \-f ̂  

génea también lo son las f (x ) vx . 

Las fórmulas de conjugación son en este caso las si

guientes: para f= +», f^= Para cualquier otra función: 
-c, si inf {f (x)/<x^, x>> 0}< O 

lh„ o en caso c--^ 
en caso contrario, con a, ß dadas por: 

y + o o si inf{f (x)/<x*,x>==_0}< Ci 

ImaxíO, sup{f (x) <x"̂ , x>"" /<x , x>< 0}} en caso contrario 

ß= inf{f(x)<x* x>"^/<x"*; x>> O}. 

c) H es la familia de todas las funciones crecientes po

sitivamente homogéneas 

Ahora H= {h^^^^j^/a ,bc[o,+~¡ ,c €{-«>, O,•!•«»} ri[-a,^U{±«>} , 

donde las funciones h . están dadas por: 
at si t<0*'^'° 

^ K<t)= ' c si t= O . 
^'^'^ [ht si t>0 

Análogamente a lo que sucede en el caso anterior *„ es-

tá formado por las funciones quasiafines noi^ali^s^ pos i-
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tivamente homogéneas y las H-convexas son las quasicon-
vexas normales positivamente homogéneas. 

Las fórmulas de conjugación resultan: para f= +«>,f*̂ =+«>. 
Para cualquier otra función: 
f°(x^)=^ si inf {f (x)/<x*', x>> 0}< O 

h^ g en caso contrario, con a, y# B dadas por: 
e= inf{f(x)<x^, x>~V<x , x>> 0} 

max {c/c€{-«,0,+«>}, c< 6, c< inf {f (x)/<x^, x>- 0}} 
J+oo si Y= -» ^ 1 ^ 
|max{0,sup{f(x)<x^, x> ^/<x , x>< O}} si y> 
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CAPITULO IV 
DIVERSAS EXTENSIONES 
1. EXTENSION A FORMAS NO BILINEALES 

la proposición 4.9 del capitulo I establece una limi
tación importante en la aplicabilidad de la teoría de 
la H-convexidad. El origen de esta limitación reside en 
la utilización de la forma bilineal <x , x> en todos los 
conceptos esenciales de la teoría. 

En {5} Dolecki y Kurcyusz han extendido las nociones 
clásicas de convexidad y conjugación a partir de una fa
milia de funciones reales finitas í», de la siguiente ma
nera: f;R"-^R es ^-convexa si es el supremo de funciones 
pertenecientes a í»? CCR'^ es i-convexo si es intersección 
de conjuntos de nivel de funciones de *. Las envolventes 
•-convexa de una función f y de un conjunto A son, res
pectivamente, la mayor función i-convexa mayorada por f 
y la intersección de todos los conjuntos ^-convexos que 
contienen a A. La conjugada de f:R'̂ -fR es f t^-*-R dada por: 
f (j»)= sup {;f(x)-f(x)>. La de g:*-*-R es ĝ :R"-'-R dada por: 
g {x)= ^uiíjC (x)-g (J )̂ }. f es convexa en XQ si f(xQ)-f (XQ) 

es subgradiente de f en XQ S± j>< f y y J í x ^ ) » Í Í X Q ) . 

Resulta pues natural la siguiente definición: 
Definición; f:R'̂ -̂ R es <5-quasiconvexa si todos sus conjun
tos de nivel son í>-cojivexos. 

De esta definición se deduce fácilmente que toda fun-
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ci6n ^-convexa es <I>-quasiconvexa y que el supremo de una 

familia de funciones ^-quasiconvexas es también *-quasi-

convexa, por lo que cabe considerar la envolvente í>-quasi-

convexa de una función cualquiera ya que, además, la fun

ción constante de valor -» es 4>-quaBiconvexa. 

Siendo H, como de costumbre, una familia de funciones 

de variable real a valores en R, cerrada para el supremo, 

consideremos *jj={h»y/heH, ̂ c * } . Dada ftR'̂ -*̂ , su t^^-sopor-

te será (f)»= {h»yt4>jj/h«jp < f>. f se dirá ^j^-convexa si 

es el supremo de funciones pertenecientes a <I>ĵ, en otras 

palabras, si f» f°= sup{h»y?/h»y€L^ (f)). f^ es la íj^-en-

volvente de f, o sea, la mayor función *jj-convexa mino

rante de f, f es «"j^-convexa en XQCR*^ si fíx^)» f^íx^). 

Jp¿* es un *p-subgradiente de f en X Q si existe h^cH tal 

que h^^fs f y h Q ^ Í X Q ) ) » f(xQ). 

Las nociones adecuadas de conjugación son en este ca

so las siguientes: 

»n_:= -.c -c 
para f:R"H-R, f̂ :$-*.H, t ij)" supíh/htH, h«J»s f} 

para gi^-^-n, g^:R"->'R, g^« sup g(y)«^ . 

c ^ ce 

Con estas definiciones g y, en particular, f son siem

pre *j^-convexas. g:*-^H es H-convexa si existe f:R'̂ -*R tal 

que f = g. x es un subgradiente de g en si 

(g(yo)*jfQ) {x)« supig {J)^J>) (X) . 

Todas las proposiciones del capitulo I y sus corola

rios siguen siendo válidos si se sustituyeii^'^en ellos los 
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coceptos de H-convexa y H-envolvente por los de ^^-cow 

vexa y í>jj-envolvente respectivamente, 8jjf (XQ) por 3^(XQ)" 

" es un 4>jj-subgradiente de f en XQ} , Sgíx^) por 

3g(yQ)= {x£R /x es un subgradiente de g en y ^ } , x por 

y y <x , x> por^(x), excepto las proposiciones 1.4, 2.8, 

2.10, 2.14b), 3.5 y 3.11 y sus corolarios, en las cuales 

la linealidad es esencial. En las prop.4.8 y 4.9 hay que 

interpretar los hiperplanos como las clases de la reía-

J ci6n de equivalencia inducida por f sobre R'^, es decir. 

x̂ 'u X2<==y'(x^)= / ( X 2 ) . 

Dado el problema de programación matemática "minimi

zar <i>(x,0)**, donde <|> :R'^XR^^-vR, a partir de la familia $ 

de funciones reales finitas sobre R construimos 

*- {/rR^^xR^H^R/^J^*, ^(x,w)» fiv) V x , w } , 

es decir, la familia de composiciones de funciones de 

n k 

* con la proyección de R xR sobre su segunda componen^-

te. De esta manera surge el problema dual "maximizar 

<fi y ) ( y ( Q ) ) " . Este problema se llamará consistente si 

existe J>ĵ €$ tal que ij.^) iJ^iO) ) > Todos los resul

tados del párrafo sobre problemas duales son completamen

te válidos con las correspondientes adaptaciones de voca-

bularlo y notación (w debe sustituirse por j^, ^ (0,w ) 

por <^^{p y (í)^(0,w*) (0) por ^ ^ ( y ) ( y ' ( O ) ) ) . El lagrangia-

no debe ahora definirse por: L(x,y)= (^^C/)• y (Ò) ) ; (^(^rf(¡) 

es punto de silla de L si L{XQ,J')< L(XQ,J>Q)< L(X,jPQ) 
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X R " , ^6.*. Todos los enunciados del pSrrafo sobre lagran-
gianos son aplicables aquí. En la proposicifin 2 . 4 y sus 
corolarios puede suprimirse de ser H cerrada por trasla
ciones aplicando el siguiente lema, sustitutivo del 2,3. 
Lema; 4>''(f) < ip Vj>, X Q . 

Demostracifinj^ Sea heH tal aue h»^ < (!>. Dado weR se tie
ne: (hoj>) (w)«= h(t^(w))= h{j*(xQ,w) )= (hoy)(xQ,w)< (t>(XQ,w)« 

<í) (w) , es decir, h^^ < <^ . Entonces (í>° (f') =sup{h/hcH ,h«»\/<<í> 
XQ J X Q J j 

< sup{h/heH, h o f i < ^ ^ } = ) ^ ( f ) . 
J XQ 

El hecho de que en este marco mSs general el lagran-
giano goce de propiedades mSs fuertes es solo aparente. 
Se debe a que 9^ y son esencialmente la misma familia. 
En cambio en el caso lineal incluye estrictamente a 

Los resultados relativos a lagrangianos de problemas 
con perturbaciones verticales no son extensibles direc
tamente al caso actual. 

En el caso de tomar H la familia de funciones hj^ con 
hj^(t)*= t-b, bcR, las conjugadas resultan equivalentes 
a las que aparecen en {5} en el mismo sentido que se ha 
expuesto al tratar la conjugación en análisis convexo. 

Si H representa la familia de funciones crecientes 
continuas por la izquierda, de manera similar a lo que 
sucede en el caso lineal, la fórmula de conjugación pa
ra f:R^H-R resulta :f° (y) (t) «inf {X/t< supíj? (x) ̂ xeSj^ (f) > } 
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y la *j^-convexidad es equivalente a la <^-quasiconvexidad. 

En {5} la noción de 4»-convexidad resulta ütil al to

mar í> la familia de fynciones del tipo y(x)= -p||x-z|| Vx 

con p> O, ZCR'^, para la interpretación del lagrangiano 

aumentado de Buys y Rockafellar. Al intentar aplicar a 

esta familia la conjugación que da lugar a la 4>-quasicon-

vexidad solo se obtienen resultados triviales en cuanto 

a dualidad, inútiles en la práctica, 

2, OTRAS GENERALIZACIONES 

Siguiendo las ideas del párrafo anterior pueden con

siderarse fcimilias 4> de funciones ^:R"-^C, con C un con

junto arbitrario. Ahora H debe ser una familia de funcio

nes htC-̂ -R cerrada para el supremo. Las nociones y propie

dades generales se mantienen en este caso. 

Por último, teniendo en cuenta que en el contexto an

terior la composición de funciones solo desempeña el pa

pel de transformar funciones a valores en C en funciones 

reales, puede darse también la siguiente generalización, 

que engloba a todas las anteriores: «í> es un conjunto ar

bitrario, H una familia de aplicaciones de $ en el con

junto de las funciones de R'^ en R, cerrada para el supre

mo puntual. Todo sigue siendo válido escribiendo h (j») en 

lugar de í̂ »̂ » 
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3. CONJUGACIÓN DE MULTIAPLICACIONES 

En {10} Volle da una noción de multiaplicación conju

gada de una multiaplicación de un conjunto en un grupo 

abeliano ordenado completo. Esta noción resulta Gtil en 

el caso de mùltiaplicaciones epigráficas, dado que la 

conjugada de una multiaplicación cualquiera resulta ser 

siempre una multiaplicación epigráfica. En este párrafo 

daremos un concepto de conjugación de mùltiaplicaciones 

que incluye al anterior como caso particular y es apli

cable en contextos más generales. Además no requiere nin

guna estructura algebraica ni de orden sobre los conjun

tos que intervienen. 

E, E , T, A serán conjuntos arbitrarios. Considerare-

mos dada una aplicación E xE —•T . H será una familia 

( X * x ) f - . ^ * , 3 

de mùltiaplicaciones de T en A cerrada para la interseca 

ción, es decir, tal que h.cH V i c l = ^ n h.eH. 
^ ici ^ 

Una multiaplicación F;E<Í'A diremos que es H-convexa 

si puede expresarse como intersección de multiapllcacio-

nes y del tipo y(x)= h ( [x , xj ) para algún x ^ E , h e H , 

Obviamente la intersección de mùltiaplicaciones H-conve

xas es H-convexa. La H-envolvente de F será F^, la inter

sección de todas las mùltiaplicaciones H-convexas que 

la contienen. 

Definición; Dada F : E < J A , S U conjugada será F*^:E—+H defi

nida por: F°(x*) = A í V h G H , F ( x ) c h ( [ x * xJ) V x ) . 
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Dada GÍE*^-»H, au conjugada aeríl F^^tE'^A definida por» 

x*̂  

Proposición 3.1; La seaundn conjunadn de cualquier mul-

tlapllcaciñn coincide con BU H-cnvolvcntc. 

Demostración^ Por definición, F̂ *̂  (x) - Ĥ r'̂  (x*) ([x**, x] ) Vx. 

c ^ ce ^ 

Dado que F (x )€H, F es H-convoxa, AdomSg do la fórmu

la para F^ se deduce que F(x)cF^(x'*) ( [x* x) ) Vx , con 

lo que F(x)cn/^(x*) {[x*, x] )« F^*^(x), es decir, FcF^^ 
X Q Q 

y, por tanto, F c F . Sea X Q G E , a^F (XQ). Existen hcH, 

x*CE tales auc aifh ([x*; X Q ] ) , F(x)ch([x*, x]) Yx. De 

aoul, af^ (XQ)([X , XQJ ) , con lo que ai¿F (x.) y se deduce F Í X Q ) - F ^ ^ ( X Q ) . 

Corolario. 3.2: F:E<ÍA es H-convcxa4=:í>F"« F ce 

Definición: F:E<JA diremos que es H-convexa en X Q C E si 

ce 

se verifica F ( X Q ) " F ( X Q ) . 

X tE se dirá que es un H-subqradiente de F:E-<A en x^cE 

si existe hg^H tal que F(x)chQ([x*, x j ) Vx, F ( X Q ) - hQ([x*,XQ' 

El H-subdiferencial de P en XQ será 3J^F(XQ)-

• (x '/x es H-subgradiente de F en X Q ) . 

Proposición 3.3: 

a) 3j^F(xQ)f* 0=>F es H-convoxa en x^. 

b) P es H-convexa en x̂ ŝ̂ ajjF (x^)« 3J^F^*^(XQ) 

c) X*€3„F(XQ)C=?>F^(X*) ([x*, X Q I ) - F ( X Q ) 

D erro s trac ión¿ 

a) Sea x £3JJF(XQ) , ĥ fi-H tal como en la def ijiiclÓh'^''d"^H-sub-
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gradiente. Se tiene: F*^*^(XQ)- P " (x^ich^ (\}C , XQ] ) - F ( X Q ) C 

CF^^'^ÍXQ). 

b) Sea X * 3„F(XQ), h^cH tal que F(x)chQ (j^x*, x ] ) Vx, F X X Q ) -

- hjjCJx* X Q ] ) . De la inclusión se deduce F^^ (xich^ ( ̂ x'^,x]) ce w / r..^ .n 

V x y, por hipótesis, P^*^(XQ)- F ( X Q ) » ( [X*, X¿] ) . Enton

ces X * € 3 „ F ^ ^ ( X Q ) . 

Reciprocamente, sea x^3j^F^*^ (x^) . Para algún h^CH se-

rS: F^*=(x)chp([x* , x } ) V K , F^ ' ^ Í X Q ) - h j j í f x * XQ"] ) . Dado 

oue F{x)cF^*^(x) Vx y que F ( X Q ) " F ^ ^ ( X Q ) , se obtiene que 

X C S J ^ F Í X Q ) . 

c) Si F ° ( x * ) ( [ x * , X Q ] ) « F ( X Q ) , dado que F (x)cF° (x"*") (]¿c"*",x3) , 
c ^ 4̂  

basta tomar HQ» F (X ) . Reciprocamente, si x CSJ^FÍXQ) , para 

alafln hgCH se tiene: F(XQ)C:F^ ( x* ) ((^x* X Q ] ) -

- n í h ( ( x * XQ'l)/hCH, F ( x)Ch ( [ x ^ , X ] ) V x)ChQ ( [ x " ^ , X Q ] ) = F ( X Q ) . 

Como se ve, con este esquema se conservan las propiedades 

esenciales que aparecieron en el capitulo I. Vamos a ver 

ahora oue en un caso particular se obtienen unas conju

gadas equivalentes a las de {10}. 

Supongamos que A» T es un grupo abeliano completamen

te ordenado y H es la familia de multiaplicaciones de T 

en T del tipo hj^, con bcT= Tu{±oo}, dadas por: hj^(t)« 

• {tVt*>. t-b> , H es cerrada para la intersección pues

to que para { b < } a c T familia de T se verifica: O h . (t) = 

- {tVt'> t-b.-ViCI}- {tVt'i t-inf b.}- h. ^ . . En es-
^ ici ^ vil ^i. 

te caso mediante algunos cálculos se puede vercía reía-
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clon de F*̂  con F , la conjugada que aparece enílO): 

P*^(x*) (t)- ri{hjj(t)/b€T, F(x)ch^j(í:x^, X*]) V x ) -

- { t V t ' > t-b VbcT tal que 2€P ( x ) 2> [x*, x3-b}-

- {t'/t'^ t-inf {b/lp(x)> x^-b))-

- { f / f > t-(lp)*(x*))- h^^ i^)(x*)^^^* 

Asi que a partir de F se obtiene F por: F (x'^^i-h^ (x^) ' 

Por otra parte LPC^J^*j(t)« t-(lp4f) (x ), de donde (1^*) (x ) = 

« t-LPC ĵ ltj (t) y se tiene: 

F*(x*)= E(LP*)(x*)« { t V t ' > t-LPC^j^*j (t)}= ^ ^ j^j(t) V t . 

Esta ultima expresión da F a partir de F . En cuanto a las 

biconjugadas, f'^^ÍX)» A^f'^ (X*) ([X^, <I ) = ^ ^) (x*) ̂  ['̂"̂''«3 

- { t V f > [ x * x]-(LP * ) ( x * ) \ / x * } « { t V f > ( L P * ) * ( x ) } « 

« { f / f > il^mU))" E(LP**)(x)= F * * ( X ) . 

Todo esto permite pues afirmar que las conjugadas son 

en cierto sentido equivalentes. No obatanta los subgra-

dientes en general no coinciden. Un H-subgradiente es 

siempre un subgradiente en el sentido de Volle, pero el 

reciproco ño es cierto en general (si lo es para multia-

plicaciones epigráficas). Con la definición de Volle no 

se verifica el enunciado análogo al de la prop.3.3a). 

La H-conjugación de funciones y las nociones relati

vas pueden obtenerse a partir de esta noción de conjuga

ción de multíaplicaciones considerando las multiaplica-

ciones epigráficas. Incluso la conjugación cóncava pue»̂  . 

de derivarse de esta teoría utilizando las multiaplica-
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clones hipográficas. 

Fuera de este contexto también puede ser aplicable 

la teoría de conjugación de multiaplicaciones dada en 

este párrafo, como puede verse en el siguiente ejemplo: 

E= R'^, E*«» R", tx*, xl= <x'*, x>, T= R, A= RP. H serS 

la familia de multiaplicaciones del tipo h^(t)= S_^(f), 

donde f es cualquier aplicación R̂ -*-R convexa s.c.i. pro

pia (incluyendo entre ellas las ' funciones constantes ±«>) . 

Esta familia es cerrada para la intersección, ya que se 

verifica: H (t) = n s ^(f J= S . (sup f.)= ĥ „̂  ^ (t) Vt. 

i€l ^i i€l ^ iel ^ ^i 

Puede verse fácilmente que en este caso las multiaplica

ciones H-convexas son aquellas que son cerradas ({6}) y 

cuyo grafo es convexo en R^*^. En cuanto a los H-subgra-

dientes puede comprobarse lo siguiente: 

a) F ( X Q ) = RP=Í>8J^F(XQ)= R" 

b) Si F(XQ)7Í R^, X*Í¿ O, se tiene: 

X'*C3JJF(XQ)<Í=^C convexo cerrado de R " * P / G ( F ) C C , Vy^eR^ 

{x/(xQ,y)GC} es un semiespacio del tipo 

{x/<x*; x>< k> con k< -f", {y/(xQ,y)GC}= F ( X Q ) . 

c) 0£9JJF(XQ)<$=Í>F (XQ) es convexo cerrado, F (XQ) = (J ^F (x) . 
xcR 
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