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CAPITULO IV 

LOS ESPACIOS DE MODULI ^ M ^ ^ (-l^C^rC^ -2rC2+2r(r-f 1)) y 

b f . 3 { 0 , 0 ^ , 0 1 -(2r-l)C2+2r^) . 

En lenguaje informal un problema de moduli consiste 

en encontrar, dada una cierta clase de objetos, una varié 

dad que los parametrice adecuadamente. Para haces libres 

de torsión y estables el problema ha sido resuelto por 

Maruyama (Véase JM 1[ y |M2|), quien prueba que si X es 

una variedad proyectiva no singular y E el conjunto de 

clases de isomorfía de haces libres de torsión, estables, 

de rango r sobre X, con polinomio de Hilbert-Samuel fijo 

H, entonces Z tiene un esquema de moduli grueso M que es 

separado y localmente de tipo finito sobre k. Esto signi 

fica que: 
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(i) Los puntos cerrados de M están en correspondencia 

biyectiva con los elementos de X ; 

(ii) Para todo esquema T y para todo haz coherente r 

sobre XxT, plano sobre T y con fibras en 51 , exis 

te un morfismo y: T > M tal que para todo punto 

cerrado t €. T, ^(t) es el punto de M correspondien 

te a la clase de isomorfía del haz *T̂ ; 

(iii) El morfismo ^ puede ser asignado funtorialmente; 

(iv) M es universal con respecto a las propiedades (ii) 

y (iii); y 

(v) M es separado y localmente de tipo finito sobre k. 

Si además r=2, entonces M es de tipo finito sobre k. 

En nuestro caso tomamos X= IP^ y consideramos haces re 

flexivos estables E de rango 2 sobre IP"̂ . Puesto que, espe 

cificar el polinomio de Hilbert-Samuel de E es equivalente 

a dar las clases de Chern de E, del Teorema de Mar uyama, 

se concluye que el conjunto de las clases de isomorfía de 

haces reflexivos estables de rango 2 sobre con clases 

de Chern c,,c„,c_ tiene un esquema de moduli M^ •>{c,,c„, 

X / j -p"' 1 z 
c^) que es separado y de tipo finito sobre k. Sin embargo 

en muy pocos casos se conoce una descripción explícita de 
M - (c- ,0,5 ,0. ,). En H5 ,R.Hartshorne estudia (-1, p-á 1 ^ -3 ^3 

c^rC^); en |C2| ,Chang estudia ^M^ (0,o_,c^ -c-+2),^M^ (O, 
p-^ ^ ¿ ^ jp3 

0 3 , 0 2 ^ - 0 2 ) y 2^^^^ ̂0'C2'̂2 -3C2"^8); y en |C3| jChang 
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2 s 
estudia los espacios de moduli M 3 {0^,02,0^) con 1 < 

< C2 < 3. 
En este capítulo describimos los espacios de moduli 

de haces reflexivos estables de rango 2 sobre IP^ con ola 

2 
ses de Chern (-1,0̂,02 -2rc2+2r(r+l)), C2> 4, o <r < 

-l+\/4^~=T 2 '2 " " 

< y £ — (Resp. (0,C2,C2 - {2r-l) C2+2r ) , C2> 6, 1 < < r <\yc2-2) . 
Nótese que estos valores de las clases de Chern corres 

penden a los extremos inferiores de los intervalos de inexis^ 

tencia de C3(cáp. I;Teorema 3.2). En el capítulo V estudia 

mos los espacios de moduli de haces reflexivos estables de 

rango 2 sobre cuyas clases de Chern corresponden a los 

extremos superiores de los intervalos de inexistencia de 

C 3 . Así pues, quedan clasificados los haces reflexivos es 

tables de rango 2 sobre IP'̂  que podemos llamar c^-extremales. 

1. Propiedades de haces reflexivos estables de rango 2 so-
3 2 brelP con clases de Chern (-1,C2,C2-2rc2+2r(r+l)) y (OfC^, 

el -(2r-l)c2+2r2). 
-1+ \/4c -7 

En lo que sigue pondremos b(-l,c-)= - - = — y — 2 b(0,C2) = \yC2-2. 
En esta sección se estudian las principales propieda 

des de los haces reflexivos estables de rango 2 sobre IP"̂  

con clases de Chern (-1,02*02 -2rc2+2r(r+1)), C2 > 4, 
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0 < r < b{-l,C2) (Rep. (0,C2,C2 - (2r-l)C2+2r ), > 6, 

1 < r < b(0,C2) tales como la determinación de su espectro 

(Corolarios 1.4 y 1.6), la existencia de planos inestables 

de orden C2~r (Corolarios 1.4 y 1.6), la determinación de 

resoluciones localmente libres de los mismos (Teoremas 1.7 

y 1.8) y consecuencias de la existencia de tales resolucio 

nes. 

In el Teorema 2.5 del capítulo I quedó garantizada la 

existencia de haces reflexivos estables de rango 2 sobre 
3 2 IP con clases de Chern (-1,C2,C2 -2rc2+2r(r+l)), C2 > 4, 

2 2 
0 < r < b(~l,C2) (Resp. (0,02,02 -(2r-l)c2+2r ,C2 > 6, 

1 < r <b(0,C2)). Empezaremos esta sección con una construc 

ción alternativa de tales haces: 

1 . 1 Construcción. Para todo par de enteros C 2,r tales que 

C 2 > 4 y o < r < b(-l,C2)r consideramos el par (Y,e) donde 

si r=o, Y es una curva plana de grado 02» y si r > 1 , Y= 

=Y^<J Y2 es la unión de una curva plana Y^ de grado C2-r 

y una curva plana Y 2 de grado r que corta a Y^ en r puntos, 

y donde eén^w (3). Sea E(l) el haz reflexivo de rango 
y 

2 sobre IP"̂  determinado por el par (y,e) : 

o — ? E ( 1 ) » Iy(l) ? o . 

Por construcción E es un haz reflexivo estable de 
3 2 rango 2 sobre IP con clases de Chern ( - 1 , 0 2 , 0 2 - 2 r c 2 + 2 r -

.(r+l)). 
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Denotemos por el conjunto de clases de isomorfía de 

haces reflexivos estables de rango 2 sobre 3P^ construidos 

en 1.1, Uno de los objetivos de este capítulo es demostrar 

3 -̂̂ '̂ 2'4 -^rc^-
2 s 2 que T es un abierto denso de M _ {-l,c^,c^ -2rc^+2r(r+ 

w 

+ 1 )) (Véase el Teorema 2 . 5 ) . 

1.2 Construcción. Para todo par de enteros c^^r tales que 

C 2>6yl<r< b(0,C2), consideramos el par (y,e) donde 

y=Y^ U Y2 es la unión de una curva plana de grado C2-

-r+1 con una curva plana de grado r que corta a Y2 en r 

puntos, y donde e E°u¡ (2). Sea E(l) el haz reflexivo 
3 Y 

de rango 2 sobre IP determinado por el par (Y, e ) : 

o — > C — > E(l) — > 1^(2) — > o. 
Por construcción E es un haz reflexivo estable de ran 

3 2 2 go 2 sobreIP con clases de Chern (0,C2fC2-(2r-l)C2+2r ). 
Denotemos porcf el conjunto de clases de isomorfía 

de haces reflexivos estables de rango 2 sobre IP^ construí 

dos en 1.2. Uno de los objetivos de este capítulo es de 

mostrar que es un abierto denso de ^M^ -5 (0,ĉ,ĉ  - ( 2 r --l)c2+2r ) (Véase el Teorema 2.7). 

1.3 Proposición. Para todo par de enteros C2,r tales que 

C2 > 4 , o < r < b(-l,C2), sea E un haz reflexivo estable 
3 2 de rango 2 sobre IP con clases de Chern (-1,C2,C2 - 2 r c 2 + 

+2d)» o < d < r(r+l). Entonces E posee un plano inestable 

de orden C2-r. 
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Pernostraci6n. Obsérvese que para todo C2,r y d en las hipó 

2 2 tesis del enunciado se verifica que ^2~^2 '*2rc2+2d > + 

+02» Luego estamos en condiciones de aplicar | H 6 í Proposi. 

tion 5.2 |y concluir que E posee un plano inestable de or 

1 2 den C2-q, para cierto q,o < q < (C2-3), y que C2 -2qc2 < 

2 2 < 03=^2 -2rc2+2d < C2 -2qc2+2q(q+1). De donde deducimos 

que necesariamente q=r. 

1.4 Corolario. Para todo par de enteros C2,r tales que 

^2 - ^' ° - ^ 1 b{-l,C2), sea E un haz reflexivo estable 
3 2 de rango 2 sobre IP con clases de Chern (-IfC^iC^ - 2 r c 2 + 

+2r(r+l)). Se verifica: 

(a) E posee un plano inestable de orden C 2 - r . 

(b) El espectro de E es {-1,-2,-2,-3,-3,...,-r-l, 

-r-l,-r-2,-r-3,...,-C2+r }• 

Demostración, (a) Es una consecuencia inmediata de la pro 

posición 1.3. 

(b) Sea k. < ... < k el espectro de E. Las relacio X - - C2 

nes C 2 = - 2 21^ ki'"^2 ^ - ~^2^^ junto con las propiedades 

de conexión del espectro | H 5 ; §7 |y | H6; Proposition 5.1¡ 

implican que ík.,...,k^ }= {-1,-2,-2,-3,-3,...,-r-l,-r-l, 
^ ^2 

-r-2,-r-3,...,-C2+r 3. 

1.5 Proposición.(*) Para todo par de enteros c,,r tales 

que C2 > 6 y 1 < r < b(0,C2) sea E un haz reflexivo esta 
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ble de rango 2 sobre IP'̂  con clases de Chern (0,02,0^ - (2r-

-l)c2+2d), o < d < r^. Entonces E posee un plano inestable 

de orden C2-r . 

1.6 Corolario {*) Para todo par de enteros ^2'^ tales que 

c„ > 6 y 1 < r < b(0,c„), sea E un haz reflexivo estable 2 ^ 
3 , , ^, 2 de rango 2 sobre IP con clases de Chern (0,02,02 - (2r~l)-

2 
C2+2r ) . Se verifica: 

(al E posee un plano inestable de orden C2-r. 

(b) El espectro de E es {-1,-1,-2,-2,...,-r,-r,-r-l, 
-r-2,...,-(c_-r)} . 

1.7 Teorema. Para todo par de enteros C2,r tales que C2> 

> 4, o < r < b(-l,C2), sea E un haz reflexivo estable de 
3 2 rango 2 sobre IP con clases de Chern (-1,02,02 -2rc2+2r-

•(r+1)) . Entonces E admite una resolución localmente libre 

del tipo: 

o > CC-C2-I) >í?(-l)^ © ^^"^2^ — ^ ^ — ^ ° 

o >(P(-r-2) © O (r-l-C2) > 6? (-r-l) © CP ("D © <7 (-2) 
© í3(r-C2) — ? • E f o si r > 1 

Demostración. Dado que el caso r=o fue probado por Okonek 

E'L;Theorem 2.7| , podemos suponer que r > 1. Gracias al 

corolario 1.4 sabemos que E posee un plano inestable H 

de orden C2-r. Consideremos la sucesión de reducción de 

terminada por E y H (Preliminares; Teorema 11): 
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^ E' -> E -^I^HÍr-c^) •> o 
donde Z es un subesquema de dimensión o de H. Sea s=long^2' 

entonces E' es un haz reflexivo de rango 2 sobre IP^ cuyas 

3 

del haz normalizado E' ( 1 ) 

clases de Chern vienen dadas por c£= - 2 , C2 =r+l y c^ = 

=r +r+ 2 s . Las clases de Chern c|¡ 

vienen dadas por c£=o, C2=r y C2=r +r+ 2 s . Puesto que H*E'=o, 
2 

vemos que E' ( 1 ) es semiestable. Por lo tanto, r +r+ 2 s = c^ < 

i 2 

< C2 ^2 ~^ '^'^ 1^^' Proposition 8 . 2 1 y concluimos que 
s=o y que la sucesión de reducción es: 

(1) o > E' y E > '^H^^"^2^ ^ ° 

La sucesión exacta ( 1 ) junto con la sucesión exacta 

o > é7{r-c„-l) (r-c,) -^(p^ix-c^) — ^ o 2' 'i^H'" ^2' 

y la sucesión exacta 

o =^&{-r-2) —5»tí7{-l)®í7<-2)®¿:> (-r-1) E» — 5 - 0 

^ 1 ; Theorem 2.3 1 , nos da el diagrama conmutativo 

-» C7(-r-2) 

O 
l 

O 

e'(-r-2)©6(-l-o_+r) 
l 

•> C(R-C2-1) — > o 

o—^¿5(-l)©C>(-2)®e'(-r-l) —»¿Í'(-l)e6'(-2te{>(-r-l)»6(-C2+^^ — ^ ^ t ^ 2 " ^ ^ ^ ^ ° 
h ' q 

E» 

o 

E 

O 

g' 
->(3'jj(-02+r) — ^ o 

Ir. Nótese que por ser Ext (0 ir-c^),E')=o, la aplicación 

g': ^ ( r - C 2 ) 'fC^^ir-c^,) se eleva a una aplicación gt0 (r-

- C 2 ) — > E. Por lo tanto, si para todo (a,b)£ ( (-l)®6{-2) 

- 144 -



®í>(-r-D)ffi'C?(r-C2) definimos h{a,b) :=iq(a)+g(b) obtenemos 

la resolución localmente libre de E establecida en el enun 

ciado. 

1.8 Teorema. (*) Para todo par de enteros C2,r tales que 

C2 > 6, 1 < r < b{0,C2)/ sea E un haz reflexivo estable de 
3 2 rango 2 sobreIP con clases de Chern ( 0 , 0 2 , 0 2 - ( 2 r - l ) c 2 + 

2 
+2r ) . Entonces E posee una resolución localmente libre 

del tipo: 

o —>6(-r-l)<&(2?(r-C2-l) — > &(-1) 16{-r)íD6(r-C2) —̂  
E >> O • 

1.9 Corolario. Para todo par de enteros C2,r tales que 
C 2 > 4 y o < r < b(-l , C 2 ) , sea E un haz reflexivo estable 3 2 de rango 2 sobreIP con clases de Chern {-1,C2,C2 - 2 r c 2 + 

+2r(r+l)). Se verifica: 

(i) H"^E(t)=o para todo t e s . 

(ii) E(t) está generado por secciones globales para 

todo t > 0 2-r+l , 
' 1 si r > O 

(iii) min {t/H°E(t)7Í 0} =1 y h''E(l) = 
2 si r=0 

Demostración. Es una consecuencia inmediata de la resolu 

ción localmente libre de E dada en el Teorema 1.7. 

1.10 Corolario (*) Para todo par de enteros C2,r tales 

que C2>6yl < r < b(0,C2), sea E un haz reflexivo esta 
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ble de rango 2 sobre IP"̂  con clases de Chern (0,C2,C2 - ( 2 r -2 -l)c2+2r ) . Se verifica: 

(i) H'^E(t)=o para todo te 22 . 

(ii) E(t) está generado por secciones globales para 

todo t > c»-r+l , 
~ r2 si r > 1 (iii) min {t/H°E(t)7Í o} =1 y h ^ E d ) -

3 si r=l 

1.11 Proposición. Para todo par de enteros C2,r tales gue 

C2>4yo < r < b{-l,C2), sea E un haz reflexivo de rango 
3 2 

2 sobre IP con clases de Chern i-l,C2,C2 - 2 r c 2 + 2 r(r+l)) y 
sea <r€.E°E(l) . Sea y=(cr)^. 

(a) Si r=o, entonces Y es una curva plana de grado C2 

(b) Si r=l, entonces Y es una de las siguientes cur

vas: 

bl- La unión de una curva plana C de grado C2-I 

con una recta L que la corta en un punto. 

b 2 - Una curva plana C de grado C2-I con una es

tructura doble a lo largo de una subrecta L, 

relacionadas por una sucesión exacta del tipo; 

o > ly — > I^ > ú> j^i-í) '> o . 

(c) Si r > 1, entonces Y es una de las siguientes 

curvas: 

el- La unión de dos curvas planas de grados C2-

-r y r que se cortan en r puntos . 

c 2 - Una curva plana C de grado C2-r con una es-
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tructura doble a lo largo de una subcurva Y' de 

grado r, relacionadas por una sucesión exacta del 

tipo: 
o — > > —:^ ¿í?̂ , (-1) — ^ o. 

c3- La unión de dos curvas planas, C de grado ^2'^ ^ 

Y' de grado r, con una multiplicidad doble a lo 

largo de una recta común, relacionadas por una su 

cesión exacta del tipo: 

o > — > ^ (-1) -—> o. 

Demostración. Sabemos HSjTheorem 4.1 que degY=c,5E(l)=c-
2 ¿ ^ 

+2-3Cy ct -2rc~+2r(r+l)+2-3c„ 
y p^(Y)= — =- = -= = =- . Distingui 

^ 2 2 

por lo 

mos 3 casos: • 
/C2-l^ 

(a) r=o. Entonces degY=C2 y p^(Y)= 
V 2 

tanto Y es una curva plana de grado c». 
/C2-2 

(b) r=l. Entonces degY=C2 y Pa(Y)= ]. Aplican 
V 2 

do |S;Corollory 7.4| se obtiene el resultado enunciado. 

(c) r > 1. Aplicando jS;Corollary 7 . 1 0 s u s t i t u y e n 

do en dicho corolario a y d por C2-r y C2 respectivamente, 

se obtiene el resultado enunciado. 

1.12 Proposición. Para todo par de enteros C2,r tales que 

C2 > 6 y 1 < r < b(0,C2), sea E un haz reflexivo estable 

3 2 de rango 2 sobre IP con clases de Chern (0,02,02 -(2r-l)-

.C2+2r^) y 07^<re H°E(1) . SeaY={cr) » 
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(a) Si r=l, entonces Y es una de las siguientes curvas: 

al- La unión de una curva plana C de grado C2 con 

una recta que la corta en un punto. 

a2- Una curva plana C de grado C2 con una estruc 

tura doble a lo largo de una subrecta L, re 

lacionadas por una sucesión exacta del tipo: 

o — > 1^ > >C^^i-l) — > o . 

(b) Si r > 1, entonces Y es una de las siguientes cur 

vas: 

bl- La unión de dos curvas planas de grados C2-r+ 

+1 y r que se cortan en r puntos. 

b2- Una curva plana C de grado C2-r+l con una es 

tructura doble a lo largo de una subcurva Y' 

de grado r, relacionadas por una sucesión 

exacta del tipo: 

o > 1^—> (-1) — ^ o. 

b3- La unión de dos curvas planas, C de grado 

C2-r+l e Y' de grado r, con una multiplici

dad doble a lo largo de una recta común, re 

lacionadas por una sucesión exacta del tipo: 

o — > I » I ^ (-1) ^ o . 

Demostración. Sabemos |H5;Theorem 4.1| que deg Y= C2E(1)= 

c-+2-2{c,+l) el -(2r+l)c^+2r^ 
c +1 y p (Y)= -i é = _i 2 ^ 
^ a 2 2 

güimos dos casos: , 
h 

(a) r=l. Entonces deg Y=C2+1 y p {Y)=R 
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cando |S;Corollary 7.4| obtenemos el resultado 

establecido. 

(b) r > 1. Aplicando |S;Corollary 7.10j , sustituyen 

do en dicho corolario a y d por C2-r+l y C2+I res 

pectivamente, se obtiene el enunciado establecido. 

Observación. En lo que sigue supondremos 1 jc r {Rep 2 _< r) 

ya que el caso o=r (Resp l=r) corresponden al espacio de 

moduli 3{-l,c_,c2) (Resp.^M^ = (0 ,0^,0^ -c,+2)) estu p-5 2 2 j>* 2 2 2 ' -

diado por Hartshorne en |H5;Theorem 9.2| (Resp. Chang en 

¡ C2íTheorem 5 j) . 

1.13 Teorema. Para todo par de enteros C2,r tales que 

C2 > 4 y 1 < r <b(-l,C2)# la familia de haces reflexi 

vos estables de rango 2 sobre IP^ con clases de Chern (~1, 
2 

^2'^2 "'2rc2+2r (r+1) ) construido en 1.1 es irreducible, no 

singular y racional con 

dim ̂  = 
"c^ +C2+6 si r=l 

C2 + (3-2r)C2+2r2+5 si r > 1 . 

Demostración. Puesto que para todo haz E d e ^ h°E(l)=l, 

se tiene que las clases de isomorfía de haces E de "I* es

tán en correspondencia biyectiva con los pares (Y,e), don 

de y=Y^ \j Y2 es la unión de una curva plana Y^ de grado 

C2-r con una curva plana Y2 de grado r que corta a Y^ en 
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r puntos, y o?̂  e£H°w^(3). Por lo tanto, es suficiente pro 

bar que tales pares están parametrizados por una variedad 

irreducible, no singular y racional de dimensión +C2+6 
2 2 si r=l y c^ +(3-2r)c2+2r +5 si r > 1. Para ello, sea V 

la variedad quasi-proyectiva, irreducible, no singular y 

racional que parametriza las curvas ¥= U Y2 de grado 

C2 que son unión de una curva plana Ŷ ^ de grado C2-r y una 

curva plana Y^^ de grado r que corta a Y^ en r puntos. 

Consideremos la correspondencia ^ = {(y,x) é Vx IP"̂ /x é 

£Y} c VxIP^, donde denotamos por y el punto de V que corre£ 

ponde a la curva Y. Sean q: ^ — > V y p: >IP^ las 

restricciones a ^ de las proyecciones naturales. Pongamos 

wa»(3):=p*ü) «(3). Aplicando el Teorema de semicontinui 

dad |H; Cap III,Corollary 12.91 obtenemos que q^ ^^^^ 
C2 +(3-2r}c 2 

localmente libre de rango +r +r. En efecto, 2 
para todo ye V h°(q"*'"(y), u (3) q'^(y)^ = h° (Y, u)y(3)) = 

C2 +(3-2r)c 2 
= +r +r. Por lo tanto, el conjunto de pares 

(Y,e) está parametrizado por tin abierto de 3P{q^ ^̂ ..(3)) 
o 

que es una variedad irreducible, no singular y racional. 

Calculemos la dimensión de ̂  . 
Si r=l, el plano H que contiene a Y^ depende de 3 pa 

/'C2+l\ 
rámetros, Y. de -1 parámetros, Y. de 3 parámetros 

2 \ 2 / 
«=2 +c ^ 

y e de + 1 parámetros, obteniéndose que dim T 
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2 

= +C2+6. 
Si r > 1, el plano H' que contiene a Y 2 depende de 3 

/r+2\ 
parámetros, Y., del - 1 parámetros, el plano H que contie ^ \ 2 / /'C2-r+2\ 
ne a Y. depende de 3 parámetros, Y. de -1 parámetros 2 \ 2 / c^ +(3-2r)c 2 ^ ^ / 
y e de +r +r-l parámetros, obteniéndose que 

dim í = C2 +(3-2r)C2+2r̂ +5. 
2.14 Teorema. Para todo par de enteros C2,r tales que 

C2 > 6 y 2 < r < b ( o , C 2 ) , la familiad^ de haces reflexivos 

3 2 estables de rango 2 sobreIP con clases de Chern (0,C2,C2-
-(2r-l)C2+2r^) construido en 1.2 es irreducible de dimen-

2 2 sión C2 -2(r-2)c2+2r -2r+7. 

Observación. El resultado que obtenemos en este teorema 

es más débil que el establecido en el teorema anterior de 

bido a que h°E(l)=2 para todo haz E de <^ , por lo que en 

este caso no es biyectiva la correspondencia que existe 

entre clases de isomorfía de haces E de J¿ y pares (Y,e), 

donde Y= Y^ U Y2 es una curva de grado C2+I, unión de una 

curva plana Y^ de grado C2-r+l con una curva plana Y2 de 

grado r que corta a Y, en r puntos y 05̂  e6H°u, ( 2 ) . 
^ y 

Demostración. Cualquier haz E de está determinado por 

la elección de una curva plana Y^ de grado r, una curva 

plana Y^ de grado C2-r+l que corte a Y2 en r puntos, y 
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e6'H°a) (2). Por ser todas estas elecciones irreducibles 
Y 

se tiene que es irreducible. 

Calculemos la dimensión d e . 

^2 

El plano H' que contiene a depende de 3 parámetros, 
'r+2\ 

1-1 parámetros, el plano H que contiene a Y^ de 

2 3 parámetros, Y^ de )- 1 parámetros, y e de 
\ 2 / 

{C2-r)^ +3c +r^ 
parámetros; además, hay que restar dim 

TP H°E(1)=1, con lo cual obtenemos que dim Á -c^ -2(r-2)c2+ 

+2r^-2r+7. 

2 s 2 2. Los espacios de moduli M ^ (-1,0^,02 -2rc2+2r(r+1)) y 

f M Í ^ ^ (0,C2,C2 -(2r-l)c2+2r^). 

En lo que sigue, para todo par de enteros C2fr tales 
2 s 

que c „ > 4 y l < r < b(-l,c^), pondremos M:= M . 3 (-l,c„, 
2 

C2 -2rC2+2r(r+1)),y para todo par de enteros C2,r tales 
2 s 2 

que C2 > 6 y 2 i r < b(0,C2), pondremos N:= M 3 (0,^2,02-

-(2r-l)C2+2r^). 
En esta sección se dan los principales resultados de 

este capítulo. Entre ellos destacamos el cálculo de la di 

mensión del espacio tangente de Zariski a M (resp.N ) en 

cada punto de M (Resp. N) (Véase los Teoremas 2.1 y 2.2) 

y la demostración de que M (resp.N) es no singular, irre 

ducible y racional. Para la obtención de estos resultados 
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se utiliza como técnica principal la sucesión de reducción 

(Preliminares; Teorema 1 1 ) . 

Sea E un haz reflexivo estable de rango 2 sobre IP , 

entonces Ext'^'ÍEfE) es isomorfo al espacio tangente de Za-
2 

riski de M en el punto correspondiente a E, y si Ext (E,E)= 

=o, entonces M es no singular en el punto correspondiente 

a E y su dimensión es igual a la dimensión de Ext^{E,E) 

I H2;Theorem 4.1| . 

Además, puesto que si E es normalizado, entonces: 

dim Ext-^(E,E)-dim Ext^(E,E) = 

H2; Proposition 4,2 

' ' 8 C 2 - 3 si c^=o 

. 8 C 2 - 5 si c^=-l 

se tiene que la dimensión de cada componente irreducible 

del espacio de moduli es mayor o igual que 8c2-3 (resp. 

8 C 2 - 5 ) . 

2 . 1 Teorema. Para todo par de enteros C2,r tales que 

C2 > 4 y 1 < r < b ( - l , C 2 ) / sea E un haz reflexivo estable 

3 2 de rango 2 sobreIP con clases de Chern ( - 1 , 0 2 , 0 2 - 2 r c 2 + 

+ 2 r(r+l)). Entonces: 

c_ +c^+6 

dim Ext (E,E)= < 

{ C2 + ( 3 - 2 r ) c 2 + 2 r ^ + 5 

si r=l 

si r > 1 , 
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Demostración. Sea H un plano inestable de orden C2-r de E 

(Corolario 1.4) y consideremos la sucesión de reducción de 

terminada por E y H (Teorema 1.7): 
(1) o > E» — ^ E ^(^^(r-c^) — > O 

donde E'(1) es un haz reflexivo semiestable de rango 2 so 

bre IP"̂  con clases de Chern (O^r^r^+r) que admite una reso 

lución localmente libre |^l;Theorem 2.3| del tipo: 

(2) o —>í?(-r-l) —>C»C7(-l)®63(-r) í-EMD 

Al aplicar el fiíntor Hom(',E) a la sucesión exacta (1) 

obtenemos: 

o — > Hom(E,E) >Hom(E',E) =^ £xt^ ( ÚP ̂ ^(r-c^) ,E) > 

^ EíCt-'-(E,E) ? Ext-'-(E',E) =̂  Ext^ ( ¿>?̂(r-C2) ,E) . 
Y al aplicar el funtor Hom (*,£) a la sucesión exacta 

(2) tensorializada con 0{-l) obtenemos que dim Ext^(E',E)-

-dim Hom(E',E)= h'E (r+2)-h-'E(r+1)-h°E (1)-h°E (2) =h°E'(r+2)-

-h°E' (r+l)-h°E' (l)-h°E' (2) = 
4 si r=l 

(r+2)2-4 si r > 2. 1 
Calculemos ahora dim Ext^ (C7 (r-C2) ,E) y dim Ext^ 

{O -^{x-c^) fE) . Para ello consideremos la sucesión exacta: 

o — ( x - c ^ - l ) —^{r-c^) ^^^ix-c^) — > o, 

y apliquémosle el funtor Hom (•,£), obtenemos las sucesio 

nes exactas: 

(3) o ^ Hom(£? (r-C2),E) ^ Hom ( (r-C2-l) ,E) v 

Ext^((Í7jj(r-C2) ,E) — > Ext-'-( {Í7{r-C2) ,E) , y 
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(4) Ext-^( O (r-C2-l) ,E) => Ext^ ( O^^-i^-c^} ,E) ^ 

Ext^( ¿7 (r-C2) ,E) . 
2 

De la sucesión exacta (4) deducimos que Ext {£7^(r-

-C2) ,E)=o, ya que Ext"'" ( Ü'(r-C2-1) ,E) = Ĥ Ê {c2+l-r) =0 (Coro 
lario 1.9) y dim Ext^ ( ¿7(r-C2) ,E)= h^E(C2-r)= © h^( ff^, 

O ,(k.+l+c--r))=0 (Corolario 1.4 y | H 5 ; Theorem 7.1|). 

Por otro lado, el último término de la sucesión exac 

ta (3) se anula ( Ext-^( O (c2-r) ,E) =H^E (c2-r) =0) , de donde 

se concluye que dim Ext"'" (É? ̂  (r-C2) ,E)= XE (C2-r+l) - X E (02" 

2 2 -r)= C2 +(3-2r)C2+4+r -4r. Esta última igualdad se obtiene 
2 

aplicando Riemann-Roch (En efecto: XE(p)- XE(p-1)=(p+1) -

Además, E es simple |H5? Proposition 3.4[ y por lo 

tanto dim Hom (E,E)=1. 

Finalmente tenemos que dim Ext"^ (E,E) =dim Ext^(Djj(r-

-C2) ,E)+dim Ext-^(E' ,E)-dim Hom(E;E)-dim Hom (E,E) = 
2 

''C2 + C 2 + 6 si r=l 
2 2 C2 +(3-2r)c2+2r +5 si r > 1. 

Observación 2.1.1 En el corolario 1.4, hemos probado que 

todo haz reflexivo estable de rango 2 sobreIP^ con clases 

de Chern (-1,C2,C2-2rc2+2r(r+l)), C2 > 4 , 1 < r < b(-l,C2), 

posee un plano inestable de orden C2-r. Este plano es de 

hecho único. En efecto: 
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Sea H^CIP^ un plano inestable cualquiera distinto de H, 

La sucesión exacta (2) del Teorema anterior nos da 

2 3 

H E'(c2-r-3)=H E»tC2-r-4)=o. Por lo tanto, de la sucesión 

exacta de cohomología: 

H^E' {C2-'r-3) — > H^E'y (c2-r-3) > H^E' (c2-r-4) 

2 
deducimos que H E ' Cc_-r-3)=o. Por otro lado, si restrin 

^1 2 

gimos a H^ la sucesión exacta (1) del Teorema anterior y 
2 

tomamos cohomología obtenemos que H E„ Cc^-r-3)=o, de don 
H^ 2 

de, se concluye que H^ no es un plano inestable de orden 

C2-r para E. 2.2 Teorema (*) Para todo par de enteros C2,r tales que 

C2 > 6 y 2 < r <b{0,C2), sea E un haz reflexivo estable 

3 2 de rango 2 sobre IP con clases de Chern (O,C2rC^-(2r-l)c2+ 
2 1 2 2 + 2 r ) . Entonces dim Ext (E»E)=C2 -2(r-2)c2+2r -2r+7. 

Observación 2.2.1 Todo haz reflexivo estable de rango 2 
3 2 2 sobre IP con clases de Chern (0,02*02 -(2r-l)02+2r ) posee 

un único plano inestable de orden C2-r. 

2.3 Proposición. Para todo par de enteros 02,r tales que 
2 s 

O2 > 4 y 1 < r < b(-l,C2), el esquema M^g¿= ( M 3 (-1,02» 
2 ? C2 - 2 r c 2 + 2 ( r + l ) r ) e s irreducible de dimensión C2 + C 2 + 

+6 si r=l, y C2 +{3-2r)c2+2r^+5 si r > 1. 
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Peinostraci6n. Gracias al Teorema 1.7 tenemos que cualquier 

haz E de M admite una resolución localmente libre del tipo: 

o — ( - r - 2 ) © C 7 { r - l - C 2 ) —^¿?(-r-l)«e?(-l)»¿5'{-2)a»&(r-C2) 

-> E — o . 

Luego el conjunto de clases de isomorfía de haces reflex¿ 

vos estables de rango dos sobre IP^ con clases de Chern (-1, 

2 

^2''^2 ""2rc2+2r |r+l)) es un abierto de N , siendo N el con

junto de clases de isomorfía de haces coherentes E de ran 

go 2 sobre IP^ que son el conúcleo de un monomorf ismo fi?C-r-

-2)« d?(r-l-C2)íi*£7(-r-l)®íí'(-l)^ a(-2)«í:>(r-C2) * 

Por lo tanto, la demostración estará terminada si 

vemos que N es irreducible y que: 

dim N = 

f̂ C2 +^2+6 si r=l 

C2 +C3-2r)C2+2r^+5 si r > 1. 

Para la irreducibilidad de N véase por ejemplo |^-Sp 

liTheorem 5.1j , Calculemos ahora la dimensión de N . Para 

ello, sea á^=Aut (£j? (-r-2) eC!(r-l-C2H , ñ2=^nti é i-r-l)^ 

(-l)®0C-2}aí¿Xr-C2)) y S=HomC C-r-2}#a>{r-l-C2), O (-r-l)a 

6? { - l t e 0 ( - 2)^¿Mr - C 2 )) y consideremos la acción: 

(i^x A 2) X S > S 

se tiene que dim N=dim S-dimAj^-dimAg+dim I^, siendo 1^-

= íí|i» | 2 ^ £ ^1^2^!^%^ "̂ ^̂  P^^^ cualquier fcS. Por 
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otro lado, tenemos que: 

/C2-2r+2\ 
dim ^jj= 2+1 

\ 2 

8+ 

dim ^2=' 

/r+3\ fr+2l /c_-2r+2\ fc^'t+2\ h 
+ + 

\ 3 l 3 ¡ V 3 / [ ' 1 \ 

fc^-T+lX si r> 1 

14+2 

y dim 1^=1+ 

:2+l\ 
3 / 

si r=l 

C2-2r+l\ 
, esta última Igualdad es indepen 

3 y 

diente de f y puede verse tomando por f la aplicación cu 

ya matriz es: 

X 

X 

X. 

o 
r+l XL h 

-.r-l . 
X Q h 

donde K^fX^,X2t^2 coordenados homogéneos de IP y h es 

una forma irreducible de grado C2-2r , y resolviendo la ecua 

ción A= CAB siendo B=(b|^j) y C= í̂ ĵ j) las matrices corres 

pendientes a y»""̂  y respectivamente. En definitiva teñe 

mos que: 

Si r=l / 2 
c-̂  +c^+6 

dim im n - 1 
c^ +{3-2r)C2+2r^+5 si r > 1. 
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2.4 Proposicién (*) Para todo par de enteros c¡2'^ tales 
2 s 

que C 2 > 6 y 2 < r < bCO^Cj) , el esquema N ^ Q ¿ = { M 3 (0, 
2 2 2 c^ í C * -{2r-l)c2+2r es irreducible y de dimensión c^-

-2{r-2)C2+2r2~2r+7, 

2.5 Teorema. Para todo par de enteros Cj/r tales que 

2 s > 4 y 1 < r < bC-l,c,), el espacio de moduli M= M ^ { - 1 , - - - ¿ 
2 

^2'^2 "2rc2+2r(r+l)) es irreducible, no singular y ra^ 
2 2 2 cional de dimensión C2 +C2+6 si r=l y C2 +(;3-2r)c2+2r + 

+5 si r > 1. 

Demostración Puesto que para todo haz reflexivo estable 
3 2 de rango 2 sobre IP con clases de Chern { -1 ,C2,C2 -2rc2+ 

+2rír+l)), ^2 - ^' 1 _< r <_ bC-l ,C2) se verifica que dim 

T ,„ M=diro Ext-^(E,E) = 

( +C2+6 si r=l 

«red 

i C2 +C3 - 2 r ) c 2 + 2 r^+5 si r > 1 

(Teoremas 2 . 1 y 2.3), 

tenemos que ^j^^^-^t M es irreducible y no singular. 

Por otro lado, la dimensión de la familia ^construida 

en 2.1 verifica que dim f^=dim M^^^=diro M de donde se de 

duce que ^ e s un abierto denso de M y por lo tanto M es 

racional. 
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2.6 Teorema. Para todo par de enteros ^2'^ tales que 

> 4 y 1 <r <b{-l,C2), sea E un haz reflexivo estable 

de rango 2 sobre , n > 3, con c^^"! y c^ -2rc2+2r(r+ 

+1). Se verifica: 

(i) dhE < 1 . 

(ii) E admite una resolución localmente libre del tipo; 

o —»>&{-r-2)®{̂ r-l-C2) —^e>(-x-l)9O^-DeúK-2)&ÚXr-c^) 

— ^ E — o . 
(l-(r+l)t)(l-t) íl-2t)(l+{r-c-)t) 

(iii) C. (E)= - - ' , lo 
(l-(r+2)t) (l+(r-l-C2)t 

cual implica que c^,...,c^ también quedan determinadas 

en función de C2 y r. 
2 c 2 

Además M= M Í'~1'C2'°2 ~2rc2+2r (r+1),...) es irre 
ducible y 

dim M=^ 

siendo K= 

n-4+K 

n-5+K 

si r > 1 

si r=l 

/ r+n+í\ /C2-2r+n\ /c2-r+nx / 
+ + í 

^ " 1 n / 
/C2-2r+n-í\ 

-2 
:+n-l\ /fc^-r+n-2^ 

n / n / \ n 

Demostración, (i) Usando la sucesión exacta 

O — > E(t-l) >E{t) — ^ E - , (t) — > o 

e inducción sobre n obtenemos que h'̂ E (t) =h^E (t) = .. .= 

h" ^E(t)=o para todo entero t,lo cual implica que dh E < l 
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j^-Splj Leroma 1.3 j . 

(ii) Utilizando de nuevo inducción sobre n obtenemos 

que h^'-^CIp", E{.C2-r-n) )=1 y h"'^ (IP",E (c^-r-n-l)) =n, lúe 

go existe una forma lineal f € H ° ( 3 P " , 0 (1)) tal que la • 

aplicación H""-̂ (E(C2-r-n-l)) Ĥ "-''(E (c2-r-n)) inducida 

por f es nula. Sea H EIP"""^*^!?" el hiperplano de ecuación 

f=o, H"~''" Ey(c2-r-n)7¿ o, por lo tanto H es un hiperplano 

inestable de orden C2-r de E. Consideremos la sucesión de 
reducción determinada por E y H 
(1) o — > E' — > E > l^^ix-c^) — > o 

donde Z es un subesquema de dimensión o de H y E' un haz 

reflexivo de rango 2 sobre ip". 

Un argumento análogo al utilizado en la demostración 

del Teorema 1.7 prueba que Z=0 . Por lo tanto, la sucesión 

exacta (1) junto con las sucesiones exactas: 

o —>C?(r-c,-l) >e?(r-c.,) >¿? ^ ,(r-c-) — > o, y 
¿ ¿ jpn-1 I 

o — f C ? { - r - l ) >e5(-l)a>e>®6(-r) — > E'{!) — ^ o ĵ 'l; 

Theorem 2.3| nos da la resolución de E establecida en (ii) 

(iii) Es una consecuencia inmediata de (ii). 

El resto de la demostración es análogo al de la pro 

posición 2.3 y por lo tanto la omitimos. 

2.7 Teorema. Para todo par de enteros C2,r tales que C2> 

> 6 y 2 < r < b(0,C2), el espacio de moduli N=^M^ ^ (O, 
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2 2 c^rC^ -{2r-l)c2+2r ) es irreducible, racional y no singu 
2 2 

lar de dimensión c^ -2(r-2)c2+2r -2r+7. 
Demostración. Puesto que para todo haz reflexivo estable 

3 2 
de rango 2 sobre 3P con clases de Chern (ü,02*02 -(2r-l)* 

.C2+2r2) , C2 > 6, 2 < r <b(0,C2): 

dim T|gj= dim Ext-^{E,E)= dim N^g¿= 0^ -2(r-2)+2r2-

-2r+7; (Teorema 2.2 y Proposición 2.4) tenemos que 
N red"-^ ^ ^ ®^ irreducible, no singular y de dimen-
-sión 0 2 ^ - 2 {r-2) C 2+2r2_ 2 r+7. 

La racionalidad, a diferencia del caso Cj^=-1, no se 

deduce del hecho de que la familia^ construida en 1,2 

sea un abierto denso de N ya que a priori no conocemos que 

^ sea racional. La d^ostración de que N es racional es 

consecuencia de las proposiciones 2.8 y 2.9. 

2.8 Proposición. Para todo par de enteros 02,r tales que 

C2 > 6 y 2 < r < b(0,C2),dar un haz reflexivo E estable 

3 2 de rango 2 sobre IP con clases de Chern (0,02,02 -(2r-l)-
2 

•C2+2r ) equivale a dar los siguientes datos: 
(a) ün plano H C3P^. 

(b) Un haz reflexivo estable E' de rango 2 sobre IP"̂  
2 

con clases de Chern ("liXtT ), 

(c) Una sección general s de E'^ (c2-r-fl) determinada 
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salvo un múltiple escalar. 

Demostración. Dado E, sea H su único plano inestable de or 

den C2-R (Observación 2 , 2 . 1 ) . Consideremos la sucesión de 

reducción determinada por E y H (Preliminares? Teorema 1 1 ) ; 

(1) o — f E' — ^ E —->tí'jj(r-C2) — > o 

donde E' es un haz reflexivo estable de rango 2 sobre IP*̂  
2 

CON CLASES de CHERN (-l,R,R ) . Dualizando LA sucesión 

exacta (1) obtenemos, la sucesión exacta: 

Q E (1) — L ^ { c 2 ' H - R ) — > O 

donde W es un subesquema de dimensión o de H y DE longitud 

c^ +R^-(2r-L)C2. EL EPIMORF ISMO 1 ' ( 1 ) — # I^Cc2-R+L) fac 

toriza a través de E' (1) 
11 

E'(l) —»I„g(02-r+l¡ — » o 

SEA N=ker ÍE«JJCL) — ( c 2 - R + L ) ) j N ES un haz reflexi 

vo de rango 1 sobre H, luego inversible, y Cj|^(N)=íc^(E* (1) ) -

-c^{ I^Cc2+l-RÍ)=R-C2, DE donde SE deduce gue N í^O^ir-c^^' 

Por último, basta observar que las sucesiones 

O E'jjíCg-R+L) ^ I^(2c2-2r+L) — » O 

están EN correspondencia biyectiva con los elementos de 

H°E'j^{C2-r+l) / k* . 

Recíprocamente, dados H,E' y o?í s c H°E' ( C 2-r+l) A * 
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es inmediato comprobar que el núcleo de la composición 

(1) _ E'jj(l) _ iwhccsrrfl) — o 
t 1 

3 

es an haz reflexivo estable de rango 2 sobre IP con clases 

de Chern (O^c^rC^ -(2r-l)C2+2r2), 

2»9 Proposición, Para todo par de enteros C2,r' tales que 

> 6 y 2 < r < b C 0 , C 2 Í , N̂ -gd""̂ -̂̂ ^̂  { 0,02,0^ -C2r-l|C2+ 

2 

4»2r es irreducible, no singular y racional de dimen 

sión C2 -2(r-2)c2+2r2-2r+7. 

Demostración. Gracias a la proposición 2.8 tenemos que to 
3 

do haz reflexivo estable E de rango 2 sobre 3P con clases 2 2 de Chern C0,C2»C2 -C2r-l}c2+2r ') viene determinado por los 
datos (a),ib) y Ce) de la proposición 2.8, de donde se 

deduce que N^^^ es un subconjunto abierto de la Grassma 

nniana de subhaces de rango uno de q^p*^(c2-r+l) donde 

p~p^3jld: XxM' —^-Ip-^xM" y q=q^^ x Id:-XxM' —^IP^*xM', sien 
3 3* do p^£ X ——?.ip y q^í X — ^ I P las aplicaciones asociadas 

con la correspondencia de incidencia entre IP ylP , M* 

el espacio de moduli de haces reflexivos estables de ran 

go 2 sobre'IP^ con clases de Chern C-l,r,r2) y ^ el haz uni 

3 
versal sobreIP xM' M2?Theorem 6.11.1 . Por lo tanto. 
N •^g^ es irreducible, no singular y racional. Mentas se 
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.3* tiene que dim N^g^=dim IP +dim M'+dim H°E'jjCc2-r+l)/k = 

= 3+{r^+3r+l) + -(2r-3)C2+r^~3r+2+C2-2r+l) = -2(r-

- 2 ) C 2 + 2r^-2r+7. 

2«10 Teorema. Para todo par de enteros c^i^ tales que C2> 

> 6 y 2 < r <b(0,C2)/ sea E un haz reflexivo estable de 

rango 2 sobre IP con c^=o y ^^=0^ -{2r-l)C2+2r . Se veri

fica: 

(i) dh E < 1. 

(ii) E admite una resolución localmente libre del tipo: 

o —>Cí7(-r-l)©6(r-l-C2) — ^ ái-D^m&i-rl^&íx-c^) v 

-> E >• O. 
(l-t)''{l-rt) (l+(r-C2)t) 

(iii) C. (E)= ^ , lo que impli 
^ {l-(r+l) t) (l+(r-l-C2)t) 

ca que c^,,..,c^ están también determinados en 

función de C2 y r 

2 s 2 2 Además N= M ^^(0,02,02 -(2r-l)C2+2r ,...) es irredu 

cible y de dimensión 

fx+n\ /C2-r+n\ /C2-2r+n\ fc2'"2r+n-l^ 
2n-5+2 

/C2-2r+n\ 

/t+n-l\ /C2-r-l+n\ 

" \ n l \ n / 

n / \ n / \ 

/C2-2r+n 

n / \ n / 

n 

Demostración. Es análoga a la del Teorema 2.6 y por lo 

tanto la omitimos. 
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3. Rectas de salto de un haz reflexivo estable de rango 2 
3 2 sobreIP con clases de Chern {-IfC^iC^ -2rc2+2r(r+1)) (Resp. 

(O^c^rC^ -(2r-l)c2+2r^)). 

El objetivo de esta sección es caracterizar las rec 

tas de salto de un haz reflexivo estable de rango 2 sobre 

3 2 IP con clases de Chern (-1,C2,C2 -2rc2+2r(r+1)), C2 > 4, 

2 2 2 < r < b(-l , C 2 ) (Resp. (o,C2,C2 - (2r-l) C2+2r ), C2 > 6 y 

2 < r < b(0,C2)). 

Sea E un haz reflexivo normalizado de rango 2 sobre 

IP"̂ . Para toda recta LCIP^ denotaremos por a_ el entero po 

sitivo tal que E^ sea isomorf o a CZ (a. )©& (-a^+c,) . 

i-i XJ l i i i XJ X 

En JG-Mj Graiaert-Mülich prueban que si E es un haz reflexi 

vo semiestable entonces aj^=o para toda recta general L de 
3 3 IP . A las rectas L de IP tales que â ^ > o se les llama rec 

tas de salto y al entero a., orden de salto de L. Denotemos 

por S(E)el conjunto de rectas de salto de E, S(E) es un 

subconjunto cerrado de G(l,n) j0^-S-S;Cap I, Lemma 3.2.2 

3.1 Proposición. Para todo par de enteros C2,r tales que 

^2 ~ ^ ^ < b(-l,C2), sea E un haz reflexivo estable 
3 7 de rango 2 sobreIP con clases de Chern (O,02^02 - 2 r c 2 + 

+2r(r+l)), sea o s 6 H»E(1) y sea Y = (S ) QCIP"^. Dada 

L € G(1, 3) se verifica: 
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L € s (E) si y sólo si se verifica una de las siguien 

tes condiciones: 
(A) L c y . 
(b) L interseca a Y en un número finito de puntos y 

"3= long(í7y^j^ > 2. 

Demostración. Consideremos la sucesión exacta determinada 

por LA sección s: 

(1) O ^O-^ E(l) > I (1) — > o . 
Y 

Supongamos gue L R» Y=já . Al tensoriallzar LA sucesión 

exacta (1) por 0^ obtenemos la sucesión exacta: 

(2) O — * Ej^(l) —^é'j^CL) — o . 

Como Ext-"̂ Cí? T , í""l) )=Ct la sucesión exacta (2) escinde 
i-i h 

y obtenemos que E^ = ̂  ^^CZ {-1) , lo cual implica que L no es 

xma. recta de salto de E, 

Supongamos que L interseca a Y en un níimero de puntos 

y sea ^ = l o n g é ? y ^ vamos a ver que L es una recta de 

salto de E si y sólo si ^ > 2. En efecto: Al tensoriali 

zar por Ó. la sucesión exacta (1) obtenemos: 

E^il) —>é?j^íl- d ) > o. 

Sea N=ker(Ej^(l) —^¿7j^(l- 2 ) ) , es inmediato comprobar que 

N= 2 ) y que E^ =C'j^{- 2 ^ - 1 ) . Por lo tanto, 

L S (E) si y sólo si 9 > 2, en cuyo caso el orden de 

salto de L es 3 - 1 . 

Por último,supongamos que L C Y. Elijamos un punto 
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X € L y un plano vCjp^ tal que xelT . Consideremos el haz 

^ de las rectas de ir que pasan por x. Una recta general 

L' de ̂  no está contenida en Y y corta a Y en un ntámero 

finito de puntos Z. De hecho en virtud de la proposición 

1.11 IT puede elegirse de manera que long(^_ > 2. Luego L' 

es una recta de salto. Como el conjunto de rectas de salto 

es un cerrado, deducimos que L €. S (E) . 

3.2 Proposición. {*) Para todo par de enteros Cĵr tales 

que C2 > 6 y 2 < r < b(0,C2), sea E un haz reflexivo esta 
3 2 ble de rango 2 sobreIP con clases de Chern (0,02*02 -(2r-

2 

-1)C2+2r ) , sea S e H°E(1) y sea Y=(S)^. Entonces una 

recta L deIP^ es recta de salto de E si y sólo si se veri 

fica una de las siguientes condiciones: 

(i) L c y . 

(ii) L interseca a Y en un número finito de puntos y 

^=Longé?y > 2. 

En el resto de esta sección denotaremos por X la co 

rrespondencia de incidencia entreIP^ y G(1,3) y por p: 

X >IP"̂ , q: X — ^ G(l,3) la restricción a X de las pro 
yecciones. 

Sea E un haz reflexivo estable de rango 2 sobre IP"̂  

2 
con clases de Chern (--1,02,02 -2rc2+2r (r+1)) , C2 > 4 y 
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2 2 

1 < r < b(-l,C2) (Resp.(0,C2,C2 -(2r-l)C2+2r ) , C2 > 6 y 

2 < r < b ( 0 , C 2 ) ) . Sabemos que una recta L es recta 

de salto de E si y sólo si H-^(L,E jj ^ o {Resp.H^{L,E| 
-1) ) ?í o) , de donde deducimos que S (E) es el soporte del 

1 * 1 * haz R q^p E {resp. R q*p E { - 1 ) ) . 

Para haces localmente libres E estables de rango 2 

sobre IP"̂  con c^=o W.Barth demuestra en |B1; § 6j que S {E) 

o bien es vacio o bien es de codimensión pura l,y que S{E) 

es el soporte de un divisor de grado C2(E) de G{1,3). Va 

mos a ver que gracias a la resolución localmente libre que 

2 2 conocemos de E(o,C2,C2 -(2r-l)c2+2r ) , el método desarro 

liado por Barth generaliza a tales haces y señalaremos de 

donde proviene la obstrucción a generalizar dicha ténica 
2 

a haces E(-1,C2,C2 -2rc2+2r(r+l)). 
3.3 Teorema. Para todo par de enteros C2,r tales que C2> 

> 6 y 2 < r < b{0,C2)/ sea E un haz reflexivo estable 

3 7 de rango 2 sobre IP con clases de Chern {0,C2,c| -{2r-l)' 

2 

'C2+2r ) . Se verifica: 

(i) SÍE) fi 0 . 

(ii) Existe un divisor en G(l,3) de grado C2 y con 

soporte S(E). 
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Demostración, (i) Si S(E)=0, entonces para toda recta L 

delP"^ Er de donde deducimos que E^(D9 Ü , lo cual 

contradice la estabilidad de E. 

(ii) Consideremos una resolución localmente libre de 

E(-l) (Véase el Teorema 1.8) 
o — ( - r - 2 ) ® & ( r - C 2 - 2 ) —=>-^(-2) © (5(-r-1)8'(b(r-C2-l) 

\ E(-l) — ^ o 

y proyectemos sobre G(l,3) la sucesión: 

o ? p* [&(-r-2)©í?(r-C2-2)] » p*[¿Í7(-2) í>(-r-l)é'6{-r-

-C2-I) p E (-1) ? o 

obtenemos la sucesión exacta: 

o > R-'-q^p*[e?(-r-2)®0(r-c--2)] R-^q^p* [ ¿5'(-2) é& 6(-r-l)® 

»ú?(r-C2-l) -» R*q*p E(-l) o. 

Nótese que por ser las fibras de p y q de dimensión 

uno se tiene: 
.2 * R q*P [6(-r-2)©(b{r-C2-2)] =0, 

y por ser q^p E(-l) libre de torsión y nulo fuera de Ŝ , 

se tiene que 
* 

q^p E{-l)=o. 
La aplicación g es un monomorf ismo entre haces local^ 

mente libres del mismo rango, definimos: 

Dg:=divisor de ceros de A^g,siendo s=rg R^q^p*[C7(-r-2)®ú7(r-C2-2)' 

Dg es un divisor en G(l,3)con soporte S(E) y deg(Dj,) = 

-c^(R^q^p* [6(-r-2)®6(r-C2-2)] )+c^ (R^q^p* [e?(-2) I 6(-r-l)ffi 
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máKr-c^-D'l ) = | [ (r+2) ̂ -(r+ 2 ) + (r - C 2 - 2 ) ^+{r - C 2 - 2 )-4+(r+ 

2 2 +1) -(r+l)+(r~C2-l) +(r -C2-l)] =0^1 donde hemos utilizado 

que ; 
o X q . p * ^ ( t ) = - M t ± l I . 

^ 2 

Observación. En el caso c^=-l, la obstrucción proviene de 

que q*p* E o. 

4. Aplicaciones 

En esta sección utilizamos los principales resultados 

de este capítulo y la correspondencia entre haces reflexi 

vos de rango 2 sobre IP"̂  y curvas de IP"̂  para construir cier 

tas familias de curvas proyectivamente normales, de las 

que además se da una resolución localmente libre de su haz 

de ideales. 

Sea CcIP"^ una curva y I su haz de ideales. Recordé 
C ~ 

mos que C es proyectivamente normal si y sólo si H'̂ 'ÍIP"̂ , 

( V ))=0 para todo entero V ; y que C se llama de rango 

máximo si para todo entero V é E el morfismo H" ( IP^fá^í V )) 

f H°(C,C^( V )) es de rango máximo, i. e., inyectivo o 

exhaustivo. Las curvas que son intersección completa son 

proyectivamente normales y está claro que toda curva pro 

yectivamente normal es de rango máximo. 

En |S;Corollary 7 . 8 1 Sauer demuestra que si X ̂ IP"^ 

es una curva con d:=deg(X) > 2 y p^(X)> í ^ 2 / ̂ "^^onces 
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p_(X)=r*^~A, lo que implica que X es una curva plana, y 
^ \ 2 / 

en particular proyectivamente normal. También prueba que 
/d-2\ 

para todo entero p < existe una curva de grado d y 
^ i 2 / 

género aritmético p . Nuestro primer resultado será probar 
Si 

que toda curva reducida de grado d y género aritmético 
/d-2\ 

„ es proyectivamente normal, y que existen curvas X 
V ^ / 

/d-2' 

reducidas de grado d y género aritmético 

son proyectivamente normales. 

-1 que no 
2 / 

4.1 Proposición. Sea Y una curva reducida de grado d > 4 

y género aritmético p = 
a 

/d—2\ 
~ l. Se verifica: \ 2 / 

(a) Y es proyectivamente normal. 

(b) El haz de ideales 1^ de Y admite una resolución 

localmente libre del tipo: 

'2' o >($7{-l)®C7(-3)ff {?(-c-) —^&(-'l)í^0i-2)^3>Ú>il-c^) —^ 

? ^ o . 

Demostración, (a). Elijamos una sección oj¿ e ^ E°m (3) y y 

sea E(l) el haz reflexivo de rango 2 sobre3P^ determinado 

por el par (Y,e): 

o ^ > E(l) — ^ I^Cl) — » o. 

Por construcción E es un haz reflexivo estable de rango 

3 2 2 sobreIP con clases de Chern (-l,d,d -2d+4). Gracias al 
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corolario 1.9 sabemos que H^E{t)=o para todo t e z , lo cual 

implica que H''-Iy(t)=o para todo te Z , o equivalentemente 

que Y es proyectivamente normal. 

(b) Para hallar una resolución del haz 1^ consideremos 

las sucesiones exactas: 

o >b ?" E(l) > Iy(l) > o 

o ? 6 (-2)© Od-c^) > Oi-2)® 6 { 1 - C 2 ) © é 5 — — > o 

y la resolución localmente libre de E(l}: 

o ^ 6(-2)© ÚPd-Cj) ^í»© 6 (-1) ̂ © 6(-C2+2) » E(l) ? o 

(Teorema 1.7) con los que obtenemos el diagrama: 
O 
I 

o ^ CX-lWCAl-c^) >í5'(-2)©(b(l-C2)®& 
l 

•^0 o 

g' 
o > C7(-2)©Cí(l-C2). ^®(3(-l) ® Cb(-C2+2) >.E(1) — > o 

O 

I (1) Y 

Nótese que por ser Ext^ {ú>, ¿¡7(-2)ffi ¿? (I-C2) )=o,la aplica 
ción g':¿b ^ E(l) se eleva a una aplicación g:ó — 5 ^ 6 © 

© d?(-C2+2) , de donde se deduce la resolución local 

mente libre de 1^ establecida en el enunciado. 

Observación. Existen curvas Y de grado d y género aritmé-

fd-2\ 

\ 2 / 
tico p^(Y) = -1 que no son proyectivamente normales. 
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Ejemplos: Y=Y^u L la unión disjunta de una curva plana de 

grado d.l y una recta L. 

El siguiente resultado es una generalización de la 

Proposición 4.1. 

4.2 Proposición. Para todo par de enteros d,r tales que 

d > 4 y o < r < "^^ -Vl̂ .Éll ^ y xma curva reducida de 

grado d y género aritmético p^(y)= +1^'^+ r-1 
\ 2 / i 2 / 

Se verifica: 
(a) Y es proyectivamente normal. 

<b) ¿p admite una resolución localmente libre del ti 
Y 

po: 

o e>(-l)a>G?(-r-2)á)é(r-C2-l) — > 6(-r-l)«£>£í'(-2)a>6{-l)® 

C?(r-C2-2) — > & — > o . 
Demostración. La demostración es análoga a la de la pro 

posición 4.1. Se toma una sección 0^ e€ H^UyO) , sea E t H 

el haz reflexivo de rango 2 sobre 3P"̂  determinado por el 

par |Y,e) 
o 12) — > o. 

Por construcción E es un haz reflexivo estable de rango 

3 2 2 sobre3P con clases de Chern (-l,d,d -2rd+2rCr+l)), Se 

finaliza la demostración teniendo en cuenta que H"^E(t)=o 

para todo t £ ZS y que conocemos una resolución localmen 

te libre de E (Corolario 1,9). 
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Ejemplos Sea Y una curva reducida, d=deg Y y p^=p^(Y). Si 

(d,p^) e (5,3) , (6,6) , (7,10) , (8,15) , (8,11) =̂  Y es proyec 

tivamente normal. 

4.2 Proposición. Para toda terna de enteros C2,r,t tales 
-1+ \/4c -7 

> 4, 1 < r < ^ = — y t > que C2 > ^ C2+I, existe una 

familia irreducible de curvas lisas y conexas Y, de grado 
c -2rc 

C2+t^-t y género g= — ^ + r(r+l)+l+ | (t^+C2-t) ( 2 t -

-5) que verifica: 

(a) Y es proyectivamente normal . 

(b) Y no está contenida en ninguna superficie de gra 

do < t-1. 

(c) Su haz de ideales admite una resolución localmen 

te libre del tipo: 

¿'(-t-r-D® 6(-t+r -C2)8 ' 6(-2t+l) —ó'{-t-r)á)ó'(-t+r-

-C2+l)©C?(-t)®(:7(-t-l) — I ? o. Además: 

2 2c^ - 6c 
2ci +2C.+6+ — ~ -
2 2 ¿. 2 ^2 -3='> +7+t(t+2-C2) + - ^ - 2 — - + 

si r=l V t=c. 

2t^+3t^+t si r=l y t > c. 
dim F= C 

,2 
-2 c; +(3-2r-t)c.,-3r^+r+t^+2t+ 

zl -3c 
2 

+{3-2r-t)C2+3r^+r+t'^+2t+ ^ =̂2 "3=2 , 2t3.3t2.t + 4 si r > 1 V t - c+l-r 

Demostración. Sea E un haz reflexivo estable de rango 2 
3 o sobre P con clases de Chern (-1,C2,C2 - 2rc2+2r(r+l)). 
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Recordemos que E(t) está generado por secciones globales 

para todo t > c^+l-r y que H'''E(t)=o para todo t €. S (Co 

rolario 1.9). Bajo estas condiciones el conjunto de ceros 

de una sección general s d e E ( t ) , t > C2+l-r, es no singu 

lar |C3; §4 Proposition H | . Por otro lado de la sucesión 

exacta 

o — > ( P ^ E(t) > I (2t-l) — ^ o 
Y 

deducimos que H"^! = H^E(-t+l)=o, i.e. Y es conexa. Por lo 
Y 

tanto, hemos construido una curva Y no singular, irreduci 
2 

ble, de grado c_E(t)=c_+t -t y género aritmético p,(Y)= 
c^{E) + 2-(5-2t)(deg Y) c\ -2rc, ^ 

= — ^ = 1. + r(r+l)+l+ I (2t-5)' 

.(t2+c2-t). 

Puesto que H'''I^ím)= H^E(m-t+l)=o para todo m £ !E , Y 

es proyectivamente normal, lo cual prueba (a). 

Por ser E estable, Y no está contenida en ninguna 

superficie de grado menor o igual que t-1. 

Para determinar una resolución localmente libre de 

I consideremos las sucesiones exactas: 
Y 

o >(Í7 E(t) ^ lyCZt-l) ^ O 
o -^6 (-r-2)6C7(r-l-C2) —<27(-r-2)íp(r-l-C2)©6j ^(P—> c 

y la resolución de E (Corolario 1.9) 

o C)(-r-2)(&6(r-l-C2) ^ 6(-r-l)©b(r-C2)Q>(b(-l)a fe (-2) 

o. 

y construyamos con ellas el siguiente diagrama conmutati 

vo: 
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i 

I {2T-l) 

O J^{T-R-2)FFE)(T+R-L-C2) —=»• Í>(T-R-L)€>C7(T+R-C2»E? (T-L)©6>(T-2) ^ • E Í T ) 

I {2 t-1) 

i 

Nótese que por ser Ext^(0, 6 Ct-r-2)® {Xt+r-l-C2)) =o, 

la aplicación g':¿7 ^ E{t) se eleva a una aplicación g: 

(p—> 6(t-r-l)«>&(t+r-C2)® &<t-l)©é?(t-2), de donde se dedu 

ce la resolución localmente libre de I del enunciado. 
y 

Cualquier curva Y de F está determinada por la elec 

2 s 2 Ción de un haz E de M= M {-1,C2, C2 -2rc2+2r (r+1)) y 

una sección Oj4 S £ H*'E(t). Como estas elecciones son todas 

irreducibles se tiene que F es irreducible. Para calcular 

su dimensión basta tener en cuenta las siguientes igualda 

des: 

si r=l '*̂ 2 •^^2"'"^ 

dim M= 
C2 +{3-2r)c2+2r^+5 si r > 1 

(Teorema 2.5) 

2 ^ 3 2 
dim H°E(t)= t^+r^+2t-2c„t+rc»+r+ — ^ + ^t +3t +t ^ 

¿ 2 2 o 
dim Ext^d (2t-l),¿?)= dim n°u) {5-2t)= dim (2t-5) = 

Y Y 

= dim H I (2t-5) = 
Y 

1 si t > C 2+ l - r 

2 si t= Cj+l-r 
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y dim F= dim M+dim H°E{t)-dim Ext"^ (ly (2t- l) , & ) . 

4.4 Proposición (*) Para toda terna de enteros C 2,r y t 

tales que C 2 > 6, 2 < r < N^y/c^-T'y t > C 2-r+l, existe 

una familia irreducible F de curvas lisas y conexas Y de 
2 

grado C 2+t^ y género g= - 2 - ^ ^ ^ | ^ = ^ 2-+r^+l+{t - 2 ) (C2+t^) 

que verifican: 

(a) Y es proyectivamente normal. 

(b) Y no está contenida en ninguna superficie de gra 

do ¿ t. 

(c) Su haz de ideales admite una resolución loca¿ 

mente libre del tipo: 

o —>6(-2t)«>£3(-t-r-l)ff)6(-t+r-C2-l) — ^ 6(-l-t) ̂ ÉD6(r-t)á) 

^(T-c^-t) —> —>o . Además: 

^ c ^ -2(r-2)c2+2r^-2r+5 + 

im F s= 

-2(r-2)c2+2r^-2r+6 + 

3 2 /t+r-c-+2^ ft-r+2\ 
t^+3t +2t 1 / 

3 V = / + 
i ^ ; 

t^+3t^+2t . /t+r-C2+2\ /t-r+2 \ 
3 \ ' 1 + \ 2 / 

,si t=c-+l-r. 

,si t > c^+l-r. 

4.5 Proposición. Para toda terna de enteros C 2 r r , t tales 

que C2 > 4, 1 < r < b(-l , C 2 ) y t > C 2+l-r, sea Y una cur 

2 « O r r va no singular de grado d= C 2+t -t y género g= — 2 - ~ i ^ 2 - + 

+r (r+l)+l+ •|(t^+C2-t) ( 2 t - 5 ) . Si Y no está contenida en 
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ninguna superficie de grado < t-1 y HCa^ í^"^^)?^ °» ®^ton 

ees Y es proyectivamente normal e 1^ admite una resolución 

localmente libre del tipo: 

o > 6(-t-r-l)®£){-t+r-C2)®(7{-2t+l) — ^ C?(-t-r)á>£7(-t+r-C2+ 

+mo{-t)<pe{-t~i) — ^ ly — ^ o. 

Demostración. Sea o/ e C H°¡j;ĵ  C5-2t). Consideremos el haz 

reflexivo de rango 2 sobreIP"^ determinado por el par <Y,e) 

o —^¿7—=>E(t3 —=9- (2t-l) — = > o . 

Por construcción E es un haz reflexivo estable de rango 

3 2 2 sobrelP con clases de Chern {-l,C2fC2 -2rc2+2r(r+1)). 

Por lo tanto, H'^E(m)=o para todo m €. 2S (Corolario 1.9), 

de donde se deduce que H^I^(m)=o para todo m €. SZ o equi 

valentemente que Y es proyectivamente normal. Finalmente, 

el argumento hecho en la proposición 4.3 prueba que ly 

tiene una resolución localmente libre del tipo enunciado. 

4.6 Proposición (*) Para toda terna de enteros C2,r,t ta 
les que «2 > 6, 2 < r < b(0,C2) y t > C2+l-r, sea Y una 

2 el -(2r-l)c 
curva no singular de grado d=C2+t y género g= —= ^ 

2 2 + r +1+(t-2)(C2+t ) . Si Y no está contenido en ninguna 
superficie de grado < t y U°ti (5-2t)f^ o, entonces Y es 

Y 

proyectivamente normal e ly admite una resolución local 

mente libre del tipo: 
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o ^ (5(-2t)a/?(-t-r-l)S'6{-t+r-C2-l) — > fi? (-l-t) ̂ £){r-t)® 

C7(r-c„-t) — — > o. 

4.7 Corolario. Toda curva irreducible, no singular CcIP^ 

de grado 25 y género 73 no contenida en ninguna superficie 

de grado 4 es proyectivamente normal y su haz de ideales 

admite una resolución localmente libre del tipo: 

o ^ú>{-7)^(p('9)^ —>¿>{-8)a6(-6)^©6(-5) — V I * o 
C 

Demostración. Basta probar gue E°(ú^{-5)f^ o y aplicar la 

proposición 4.5 al caso C2=5, r=l y t=5. 

Puesto gue g=73, C está contenida a lo sumo en una 

superficie de grado 5 (Si h°é^(2) > 2, las correspondien 

tes quinticas deben ser irreducibles, por lo tanto C es 

taría contenida en la intersección de dos quinticas irre 

ducibles y por ser deg C=25 se tendría que C es intersec 

ción completa de estas dos quinticas, lo cual es una con 

tradicción ya que entonces g(C)=76). Por lo tanto, la su 

cesión exacta: 

o — > 1^(5) — > & i 5 ) *¿5'(,(5) — V o 

nos da h^O^iS) > h°CP{5)-h°l^{5} > 55, que junto con el 

Teorema de Riemann-Roch para curvas permite concluir que 

h''üj^(5)=h-'-¿Í?^(5)=h°67^(5)-l+73-5x25 > 2jí o. 
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CAPITULO V. 



CAPITULO V 

LOS ESPACIOS DE MODULI ^M^^3 (-1,C2^-2(r-1) y 

2M^^3{0,C2,C2^-(2r-l) C2) . 

En este capítulo describimos los espacios de moduli 

de haces reflexivos estables de rango 2 sobre P"̂  con cla

se de Chern (-1 ,C2 ,C2^-2 (r-1) C2) , C2 > 4, 2 < r < ^"^\/^^2"^ 
2_ 

(Respectivamente (O,C2,C2^-(2r-l)C2), C2 > 6, 2 < r <\Jc^^) 

1. Haces reflexivos semiestables de rango 2 sobre con 
2 

clases de Chern (O,02^02 +C2). 
Recordemos que si E es un haz reflexivo semiestable de 

rango 2 sobre P"̂  con c^=0, entonces C2 > O |H5j Corollary 
2 ' ' 3.3 y C3 < C2 +C2 H5j Theorem 8,2 , Además C2=0 si y sólo 
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si E-0@(p, en cuyo caso 0^=0 | H 5 ; Lemma 9.71. Recordemos 

también que si E es un haz reflexivo semiestable de rango 

2 sobre 3P^ con c^=0 y ^2^^' eritonces dim End{E)=2 (Cap.II; 

Proposición 1.1). 

El objetivo de esta sección es estudiar los haces reflexi 

vos semiestables de rango 2 sobre IP^ con c^=0, C 2 > 1 y c^ 
2 

máxima (i. e, ^^=0^ + C 2 ) • 

1.1. Proposición. Para todo entero c^ > 1* existe una varié 
ss 2 

dad irreducible, no singular y racional V=V ^ ( 0 , 0 2 * 0 2 +^2^ 

cuyos puntos cerrados están en correspondencia biyectiva 
con las clases de isomorfía de haces reflexivos semiestables 

3 2 de rango 2 sobre IP con clases de Chern ( 0 , 0 2 * 0 2 + 0 2 ) -

Además: 

si C- = -1 
dim V - ' 

. C2^+4c2+2 si C 2 > 1 

Demostración. Sea E un haz reflexivo semiestable de rango 

2 sobre IP^ con clases de Chern ( 0 , 0 2 * 0 2 ^ + 0 2 ) * sea O xeH^ 

y sea y=(T)^. Se tiene la sucesión exacta: 

5 • O ^ O ^ E > ly > O 

donde Y c P ^ es una curva de grado C 2 y género aritmético 

+ 2-4c-
p (Y) = ^ = 
^ 2 

Por lo tanto, Y es una curva plana de grado 0 2 * Recíproca 

mente, toda curva plana Y de grado C 2 y toda sección 

Ofi ] eH° Wy(4) determinan un haz reflexivo semiestable de 
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3 2 rango 2 sobre 3P con clases de Chern (OfC^tC^ + 0 ^ ) . 

Por otro lado, h°E=l, luego de clases de isomorfía de 

haces reflexivos semiestables de rango 2 sobre 3P"̂  con cla-
2 

ses de Chern (0,C2»C2 +̂2) están en correspondencia biyec 

tiva con los pares (.Y,\) donde Y es una curva plana de gra 

do Y 0¥ t eH°a)^{4) . Por lo tanto, para demostrar la pro

posición basta ver que tales pares están parametrizados 
por una variedad irreducible no singular y racional de dj. 

2 

mensión C2 +4c2+2 si C2 > 2 y 6 si C2=l. 
3 * 

Para ello, sea E — ^ JP el 3-fibrado tautológico y ^2 3 * sea H=1P(S (E*)) — > 3P el fibrado proyectivo que para 
metriza las curvas planas de grado C2 > 2 {si ^2~^' ^ ~ 

= Gr(l,3}). Consideremos la correspondencia ^ ={ (y ,x) eHJíP^/x e Y} , 

donde denotamos por y el punto de H que corresponde a la cur

va y. Sean q: ̂  > H y PJ ^ -P^ las restricciones a 

^ de las proyecciones naturales. Sea u - {4):= p* w -{4). 

Por el Teorema de semicontinuidad q^ {4) es un haz local 

mente libre de rango _ _ 2 _ _ _ 2 . En efecto. h{q" (y) ,u (4)i )=0 
_ ^ j ](^ [y) 

= h°(Y,ŵ {4))=h°(Y,(!?̂ (C2+l)) = "^2 •̂ •̂̂ •̂ 2 . Por lo tanto, los 
pares (Y,|) están parametrizados por un abierto de P(q.ĵ ctí̂ (4) 

a 

que es una variedad irreducible no singular y racional de di-

mensión c« +4c»+2 si c, > 2 y 6 si c^=l. 1.2. Definición. Para todo entero Cj ^ 1 , sea E un haz refle 

xivo semiestable de rango 2 sobre 3P^ con clases de Chern 

( 0 , 0 2 , 0 2 ^ + 0 2 ) y sea O E E . Al subesquema de P ^ , Y : = ( T ) ^ 

le llamaremos la curva asociada a Y. Obsérvese que la defini-
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ción es correcta ya que h''E=l . 

1.3 Proposición» Para todo entero c^ > 1, sea E un haz re 

flexivo semiestable de rango 2 sobre IP^ con clases de Chern 
2 

(0,02,0^ + 2̂̂* E^^°^*^es E admite una resolución localmen 

te libre del tipo: 
o c^-l) »£̂ (-C2)©C?{-l)®é?̂ —»- E —=»• o . 

Demostración. Sea Y la curva plana de grado C2 asociado a 

E . Las sucesiones exactas: 
^C?—> E — 9 - I, o 

o — ^ ^ ( - C 2 - l ) ^ 6'{-C2)® Ĉ C-1) —̂  1̂  
determinan el siguiente diagrama conmutativo: 

O 

O 

O 

o 

0 ê?® (7{-l)® é?C-C2) — ^ Ĉ {-1)©C?C-C2) — > 0 

E 
4 

O O 

-?» o 

Qe donde se deduce la resolución E del enunciado. 
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1.4. Corolario. Para todo entero C 2 > 1, sea E un haz re 

flexivo semiestable de rango 2 sobre con clases de Chern 
2 

( 0 , C 2 , C 2 + ^ 2 ) . Entonces: 

(i) H'̂  E(m) = O para todo entero m. 

(ii) E(m) está generado por secciones globales 

para todo m > C 2+l-

Demostración. Es consecuencia inmediata de la resolución 

localmente libre de E establecida en la proposición 1.3. 

1.5. Proposición. Para todo entero C 2 > 1, sea E un haz re 

flexivo semiestable de rango 2 sobre con clases de 
2 

Chern ( 0 , C 2 , C 2 "^^2^' ^ curva asociada y sea L una 

recta de . Entonces L es una recta de salto si y sólo 

si LnYfí 0. 

Demostración. Por definición de una curva asociada a E, 

existe una sección O 5̂  s € H° E tal que Y = (s)^ . Consi

deremos la sucesión exacta determinada por s: 

(1) O ^ O — ^ E > 1 ^ ^ O 

Si LnY=0, tensorializado la sucesión exacta (1) por 

O. obtenemos la sucesión exacta 
L 
(2) O — > ( 2 ^ ? Ej^ — > O, 

por ser Ext^ (Cj^,á^)=0, la sucesión exacta ( 2 ) escinde y 

obtenemos Ê ^ ® ^ L ' cual implica que L no es recta 

de salto de E. 
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Recíprocamente, supongamos que L O Y ^ 0 vamos a dis

tinguir dos casos: 

1er. caso. L interesa a Y en un número finito de puntos. 

Sea ^-^^^Q^^iJ' tensorializando por (5̂  la sucesión exacta 

(1) obtenemos: 

^aj^(-3) > O, 

Sea K= Ker(Ej^—v£?j^(-3)), es inmediato comprobar que 

K=0^{h} y que E^=^0^(d)® C>^(-d) , por lo tanto L es una recta 
de salto de E de orden 9. 

2Q caso. L C Y . Elijamos un punto x £. L y un plano M c P ^ tal 

que L C M. Consideremos la familia unidimensional^ de rectas 

de M que pasan por x. Una recta general L' de no está 

contenida en Y y corta a Y en un número finito de puntos 

(x£ L'O Y ) , luego L' es una recta de salto de E. Como el 

conjunto de rectas de salto de un haz reflexivo semiestable 

es un cerrado, deducimos que L es una recta de salto de E. 

1.6. Proposición. Para todo entero C2 > 1r sea E un haz re 

flexivo semiestable de rango 2 sobre con clases de Chern 2 {0,C2,C2 +̂2), sea Y su curva asociada y sea H un plano de 

P"^. Entonces H es un plano inestable para E de orden C2 si 

y solo si H:='y (y por lo tanto a las singularidades de E) , 

en cuyo caso E^-0^{-C2)® -̂211̂̂ 2̂  donde Z =sing(E). 

Demostración. Por definición de curva asociada a E, existe 

una sección o s eH° E tal que Y=(s)^. Consideremos la su 
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cesión exacta determinada por s: 

(1) O > O — ^ E > 1^ => O , 

de la que se deduce que Y es una curva plana de grado 02» 

Si Ye H, entonces al restringir a H la sucesión exac 

ta (1) obtenemos la sucesión exacta: 

(2) O — ^ I^^ic^) E^ —^O^i-c^) O 

donde Z es un subesquema de H de dimensión cero y longitud 

c^^+c^- Además 

Ext^(E^,¿7^) ^ Ext^í IzH^^2^'^H^ 

y 03=02^+02= h° Bct"̂  (Ejj,(3> jj) de donde se deduce que Z=sing(E), 

y Ext^ ( (pjj(-C2) , IzH^^2^^ " ^ZH^'^2^"°' tanto la 
sucesión (2) escinde. 

Recíprocamente, si H ̂  Y, sea W= Hr\Y, entonces al res 

tringir a H la sucesión (1) obtenemos 

O —^0^ ^ I „ — ^ O 
2 

por lo tanto, H Ejj(c2-3) = 0 , y H no es inestable para E. 

2 . Los espacios de moduli ^M^ _ ( - 1 , c _ , c_ 2 - 2 ( r - 1 ) c ^ ) y 
jp^ ±—± £ 

^M^ 3 ( 0 , C 2 , C 2 2 - ( 2 r - l ) C2) . 

+l+\/4c^-7 2 
En lo que sigue pondremos b ( - l , C 2 ) = 

2 

b ( 0 , C 2 ) = \ / c 2 - 2 . 

Los objetivos de esta sección son demostrar la irre-
2 s 2 

ducibilidad y calcular la dimensión de M:= M (-1,c„ ,c_ - 2 (r-1) c 
T ¿ 2 ; 

con C 2 > 4 y 2 < r < b(-l , C 2 ) (Respectivamente 
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N:=^M^ ^(QfC^tC^^-iZx'Dc^) con C 2 > 6 y 2 < r < b { 0 , C 2 ) ) . 

En el Teorema 2.5 del capítulo I quedó garantizada la 

existencia de haces reflexivos estables de rango 2 sobre 
3 2 P con clases de Chern {-1,0̂ ,02 -2 (r-l)- C2) con C2 > 4 y 

2 < r < b{-l,C2) {Resp (0,C2,C2^-{2r-l)c2) con C2 > 6 y 

2 5 ^ 5 b{0,C2)). ^®<^°^demos brevemente como iba dicha 
construcción: 

2,1. Construcción, Para todo par de enteros •C2,r tales 

que C 2>4y2<r< b{0,C2), consideremos el par {y,e) 

donde Y=Yj^ U Y2 es la unión dis junta de una curva plana 
2 

Y^ de grado C2 Y una curva Y2 de grado r -r intersección 

completa de una superficie de grado r y una superficie de 

grado r-l, y donde O ?í ee H° Wy(5-r2), Sea E(r) el haz re 

flexivo de rango 2 sobre IP^ determinado por el par (y,e) 
O » O — » Eír) ¥ I^(2r-1) ^ 0. 

Por construcción E es un haz reflexivo estable de ran 

go 2 sobre P^ con clases de Chern Cj^E=-l, C 2 E = C2 y 

C 3 E = 2 p ^ ( y ) - 2 + ( 5 - 2 r ) deg y = 0 2 ^ - 2 { r - l ) c 2 . 

Denotemos por < r el conjunto de clases de isomorfía 

de haces reflexivos estables de rango 2 sobre IP^ construí 

dos en 2.1, Como consecuencia de la proposición 2 , 3 y del 

Teorema 2 , 8 obtendremos que J es un abierto denso de Mj-ĝ j-

2,2. Construcción. Para todo par de enteros C2,r tales que 
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C 2 > 6 y 2 < r < bíOfC^) r consideremos el par (Y,e} donde 

Y=Y^U Y2 es la unión dis junta de una curva plana Ŷ ^ de gra 
2 

do C 2 con una curva Y2 de grado r intersección completa 

de dos superficies de grados r, y donde O ez H°ü)y(4-2r). 

Sea E(r) el haz reflexivo de rango 2 sobre P"̂  determinado 

por el par (Y^e) 

O ^ú? > E(r) > Iy(2r) > O , 

Por construcción E es un haz reflexivo estable de ran 

go 2 sobre P'̂  con clases de Chern Cj^E=0, C2E=C2 y 

C3E= C 2 ^ -{2r-l ) c 2 . 

Denotemos por¿¿ el conjunto de clases de isomofía de 

haces reflexivos estables de rango 2 sobre P"̂  construidos 

en 2.2. Como consecuencia de la proposición 2.4 y del Teo

rema 2.10 obtenemos queo^ es un abierto denso de N^g¿* 

2.3. Proposición. Para todo par de enteros C2fr tales que 

'2 c - > 4 y 2 < r < b(-l,c„), la familia *F* de haces refle
xivos estables de rango 2 sobre P'̂  con clases de Chern 

(-1,02*02^-2(r-l)c2) contruido en 2.1 es irreducible y de 

dimensión C2^-2(r-2)C2+C2+4+3r^-5r. 

Demostración. Cualquier haz E de está determinado por la 

elección de una curva plana Y^ de grado C 2 , una curva Y2 de 
2 

grado r - r intersección completa de una superficie de grado 
r y una superficie de grado r-1, y O et H^w „ (5-2r) , 

^1 2 
por ser todas estas elecciones irreducibles se tiene que 
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es irreducible. Calculemos su dimensión. El plano H que 

'C2+2 
\ 2 

-1 para 
2 

contiene a depende de 3 parámetros, de 

metros, Y2 de 2r 4-9r^4-13r+6 _ g parámetros y e de - ^ - g — ~ 

2 
- 2rc2+6-7r+2r parámetros. Debemos restar dim3P(H^E(r))= 

= h°Iv(2r-l) = h°I„ (2r-2) = ?r^+3r +5 ^^^^ obtene 
^ ^ 2 6 

— . 2 2 mos que dimTsC2 -2 (r~2) C2+C2+4+3r -5r. 

2.4 Proposición Para todo par de enteros C2,r tales que 

C 2 > 6 y 2 < r < b{0,C2), la f a m i l i a d e haces reflexivos 

3 2 estables de rango 2 sobre IP con clases de Chern (0,02*02 -

-(2r-l)c2) construida en 2.2 es irreducible y de dimensión 

C2 -2{r-2)C2+3r2-2r+4. 

2.5 Lema. Para todo par de enteros C2fr tales que C2 > 4 y 

2 < r < b(-l,C2), sea E un haz reflexivo estable de rango 

3 2 2 sobreIP con clases de Chern C-1,C2,C2 -2(r-l)c2). Se ve 

rifica: 

(a) E posee un plano inestable de orden C2-(r-l), 

(b) El espectro de E es {-(c2-r+l),...,-1,O,1,...,r-2}. 

Demostración, (a) Es una consecuencia inmediata de la Pro 

posición 1.3 del Capítulo IV. 

(b) Sea < ...< k el espectro de E y sea H un pía X - - C2 

no inestable para E de orden C2-r+l. Se verifica que 

" \^^2~^~^^^ °' ^® donde se deduce que © h (^l(k^+C2-
2 ^ h E(c2-r-2)jp¿ O, luego < - (C2-r+l) . Esta desigualdad junto 
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con la fórmula 0^= -2l^ ^±"^2 ^ propiedades de conexión 

del espectro |H5; § 7 | y |H6; Proposition 5.1| nos da que 

{k., — ,k }= { (c_-r+l), — ,-1,0,1,...,r-2}, lo cual prue 
1 c^ ^ 

ba (b) . 

2.6 Lema 'Para todo par de enteros C 2,r tales que C2 > 6 

y 2 < r < b ( 0 , C 2 ) , sea E un haz reflexivo estable de rango 
3 2 2 sobre IP con clases de Chern (0,02,02 - ( 2 r - l ) c 2 ) . Se ve

rifica . 

(a) E posee un plano inestable de orden C2-r. 
(b) El espectro de E es {-(c2-r),...,-1,0,1, — ,r-l}. 

Para todo par de enteros C2,r tales que C2 > 4 y 

2 < r < b(-l,C2), sea E un haz reflexivo estable de rango 
3 2 2 sobre P con clases de Chern (-1,02,02 -2(r-l)c2) y sea 

H un plano inestable para E de orden C2-{r-l) (Lema 2.5). 

Consideremos la sucesión de reducción determinada por E y H 

(Preliminares; Teorema 11): 

O ^ E - ^ E ? l2jj(r-l-02) — ^ O 

donde Z es un subesquema de dimensión O de H s=h°(C?„), en-
z 

tonces E* es un haz reflexivo de rango 2 sobre 1P^ cuyas cía 

ses de Chern c*̂  vienen dadas por o^'=-2, C2'=r, C2'=r-r + 2 s . 

Las clases de Chern c^" del haz normalizado E'(l) vienen da 

dos por c^"=0, C2"=r-1 y C2"=r-r^+2s. Puesto que H ° E ' = O, se 

tiene que E'(1) es semiestable. Por lo tanto, O < c^" = 
= r-r^+2s < 0 2 " ^ + 0 2 " = r^-r |H1; Proposition 8.2] y 

2 
s < o^' " r-r + 2 s (Preliminares; Teorema 11), lo cual 
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implica que s=r^-r y que la sucesión de reducción es: 

O > E' > E > I2jj(r-1-C2) > O 

donde Z es un subesquema de dimensión O de H y de longitud 
2 

r -r y E' (+1) es un haz reflexivo semiestable de rango 2 
3 2 sobre3P con clases de Chern (0,r-l,r - r ) , por lo tanto 

E ' ( 1 ) admite una resolución localmente libre del tipo: 

O > Oi-r) >0 © Oi-l) ©^(-r+ 1 ) ».E' ( 1 ) — > O . 

Observación 1. En las condiciones anteriores se tiene que 

la inclusión CP^^—» Ext^ {B'^,Ó) es un isomorfismo, ya que 

h° (Ext^(E'^,í?))= c^' = r^-r = s = h° (C?^) . 

Observación 2. Para todo haz reflexivo estable de rango dos 
3 2 sobre ]P con clases de Chern (-1,02^02 -2(r-l)c2) con 

C 2 > 4 y 2 < r < b(-l , C 2 ) se tiene que h°E{l)=l. Al subes-

quema Y de IP"̂  definido por Y: = (a)Q, siendo O ĵ ae H°E(1), le 

llamaremos la curva asociada a E. Es inmediato comprobar 
2 

que deg Y=c_ y que p^(Y)= _ 2 £_ - rc^+1. 
2 a 2 2 

2.7 Proposición. Para todo par de enteros C2,r tales que 

C 2 > 4 y 2 < r < b ( - l , C 2 ) , sea E un haz reflexivo estable 
3 2 de rango 2 sobre3P con clases de Chern (-1,02,02 -2(r-l)c2) 

Entonces E.determina: 

a) Un plano H de T'^, 

b) Un haz reflexivo semiestable E'(1) de rango 2 sobre 
3 2 ]P con clases de Chern (0,r-l,r -1) cuyos puntos 

singulares están contenidos en H, y 
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(c) Un morfismo Ifom(E'jj(2) ,C?ĵ{c2-r+2)) ^ 
Reciprocamente, los siguientes datos: 

(a) Un plano H de3P^, 

(b) Un haz reflexivo semiestable E'(1) de rango 2 so-
3 2 bre 3P con clases de Chern (0,r-l,r -r) cuyos 

puntos singulares están contenidos en H, y 

(c) Un morfismo "general" Hom(E'jj(2) , (í?jj{c2-r+2) 
(Véase la demostración para saber el sentido dado 

a la palabra "general" en este caso). 

determinan un haz reflexivo estable de rango 2 sobre P"̂  con 

2 
clases de Chern (-1,02*02 -2(r-1)C2). Demostración. En virtud del lema 2.5 sabemos que E posee 

un plano inestable de orden C2-r-l que nos determina la 

sucesión de reducción: 

(1) O — V E ' í. E ? I2jj(r-C2-1) — > O 
donde Z es un subesquema de dimensión O de H y de longitud 2 
r -r, y E*(1) es un haz reflexivo semiestable de rango 2 

3 2 
sobre3P con clases de Chern (0,r-l,r -r) y cuyas singula
ridades están contenidas en H. 

Dualizando la sucesión exacta (1) obtenemos la suce

sión exacta: 

O ^ E(l) ^ E' (2) ^ Îĵ(c2-r+2)—> O 
donde W es un subesquema de dimensión O de H y de longitud 

02̂ -2 {r-l)c2. El epimorflsmo E'(2) — > Îjj(c2-r+2) facto-
rlza a través de E'ĵ(2) 
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E ' { 2 ) > I^jj^C2-r+2) ^ O 

dando lugar a un morflsmo iic Hom ( E ' ( 2 ) , <5 ( C 2-r+ 2 ) ^j^^ . 

Recíprocamente, supongamos que tenemos H, E'(l) y \¡} 

en las condiciones establecidas en el enunciado. Se tiene 

que E'j^(2) = I^^(r) 9 <^^(2-r) donde Z=sing (E') (Proposi

ción 1.6). Por lo tanto, dar t|je Itxn (E'jj(2) ,C? jj( c 2-r+ 2 )) es 

equivalente a dar dos formas f y f 2 sobre H de grados 

C 2-2r+ 2 y C 2 respectivamente. Supongamos que f 2 y f̂^ 

no tienen factores comunes, en cuyo caso diremos que i) 

es general. Entonces Im \¡)- I^jj(c2-r+2) donde W es un subes 
2 

quema de H de dimensión O y longitud C 2 - 2 ( r - l ) c 2 . 

Sea E(l) el núcleo de la composición: 
E ' ( 2 ) ^ E'H^^^ ^ ^WH^'^2"^'^^^ 

es inmediato comprobar que E es un haz reflexivo estable 
3 2 de rango 2 sobre P con clases de Chern ( - 1 , C 2 , C 2 - 2 ( r - l ) c 2 ) 

2.8 Teorema. Para todo par de enteros C 2,r tales que C 2 > 4 

y 2 < r < b ( - l , C 2 ) , el espacio de moduli M = ^M^ ^ ( - 1 , C 2 » C 2 ^ - 2 (r-l)c2) 

2 ^ 2 es irreducible y de dimensión C 2 - 2 ( r - 2 ) C 2 + C 2 + 4 + 3 r -5r. 

Demostración. En virtud de la proposición 2 . 7 todo haz re
flexivo estable E de rango 2 sobre P"̂  con clases de Chern 

2 
( - 1 , C 2 , C 2 - 2 ( r - l ) c 2 ) está determinado por la elección de 
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E'(1)£V=^V - (0,r-l,r^-r) , H € G(2,3) y Hom(E' (2), p3 H 
é̂jj (c2-r+2))^j^^ Todas estas elecciones son irreducibles, 

por lo tanto, M es irreducible. Calculemos su dimensión. 

Si r > 3, entonces E'(l) depende de (r-l) "̂ +4 (r-l)+2=r^+2r-l 

parámetros (Proposición 1.1)^ H no contribuye al computo 
de parámetros ya que si r > 3 entonces H está determinado 

2 
por los r -r puntos singulares de E', y i> depende de 

2 2 C2 -2(r-2)C2+C2+2r -7r+6 parámetros. Debemos restar 

dim P(End(E'))=1 (Cap,II, Proposición 1.1) ya que los auto 

morfismos de E' actúan sobre los morfismos dando lugar 

al mismo núcleo. Si r=2, entonces E'(1) depende de 6 para 
2 

metros, p depende de un parámetro y \jj de C 2 +^2' debemos 

restar dim P End(E')=l. 
En definitiva, hemos obtenido que M es irreducible 

2 2 y de dimensión C 2 -2(r-2)C2+C2+4+3r -5r. 

2.8.1 Observación. Hemos probado que M es irreducible y 

hemos calculado su dimensión, sin embargo no hemos podido 

calcular h"'" (End (E)) , por lo tanto, no sabemos si M es re

ducido o no singular. 

Para todo par de enteros C 2,r tales que C 2 > O y 2 < r < b ( 0 , C 2 ) , 

sea E un haz reflexivo estable de rango 2 sobre P"̂  con cla-
2 

ses de Chern ( 0 , 0 2 , 0 2 -(2r-l)c2) y sea H un plano inestable 

para E de orden C 2-r (Lema 2 . 6 ) . Consideremos la sucesión 

de reducción determinada por E y H (Preliminares; Teorema 11): 

O — V E' ^ E > I^jjír-Cg) > O 
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Un razonamiento análogo al del caso c^=-i prueba que Z es 
2 

un subesquema de dimensión O de H y de longitud r , y que 

E' es un haz reflexivo estable de rango 2 sobre con cía 

ses de Chern {-l,r,r^) que admite una reducción localmen

te libre del tipo: 

O — > <57C-r-l) — ¥ e?(-T) ® ú?(-l)^ — 5 ^ E» — > o . 

Observación (i) En las condiciones anteriores se tiene 

que la inclusión ^̂̂-̂  > Ext^ (E ^,í^} es un isomorfismo ya 

que h° (Ext^{E'^,d7})= c^'^r^=h^(C^^) . 

Observación (11), Para todo haz reflexivo estable E de ran 
3 2 go 2 sobre IP con clases de Chern (0,02*02 -(2r-l)c2) con 

'2 > 6 y 2 < r < bCO,c^) se tiene que h E{1)=2, 

(A) 
2.9 Proposicion. Para todo par de enteros C2,r tales que 
C 2 > 6 y 2 < r < b ( 0 , C 2 ) , sea E un haz reflexivo estable 

3 2 de rango 2 sobre P con clases de Chern (0,02*02 -(2r-l)c2) 

Entonces E determina: 

(a) Un plano H. 

(b) Un haz reflexivo estable E' de rango 2 sobre P^ 
2 

con clases de Chern (~l,r,r ) cuyos puntos sin

gulares están contenidos en H,y 

(c) Un morfismo iie Hom (E' {1) ,¿7̂  (c2-r l))^j^^ 

Recíprocamente, los siguientes datos: 

(a) Un plano H de P^. 
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(b) Un haz reflexivo estable E' de rango 2 sobre nP^ 
2 

con clases de Chern (-l,r,r ) cuyos puntos singu 

lares están contenidos en H. 

(c) Un morfismo "general" i¡e Hom (E' (1) ,íí?„ (c^-r+l) ) . 
H ti ¿ 

determinan un haz reflexivo estable de rango 2 sobre ]P 
2 

con clases de Chern {0,02/^2 - ( 2 r - l ) C 2 ) . 

(*) 
2.10 Teorema Para todo par de enteros C 2,r tales que 
- 2 - ^ y 2 - ^ - t>(0,C2) ' espacio de moduli 
2 2 2 

N= M 3 ( 0 , 0 2 , 0 2 -(2r-l)c2) es irreducible y de dimensión 

02^-2(r-2)C2+3r2-2r+4. 

2.10.1 Observación. Hemos probado que es irreducible y he 

mos calculado su dimensión, sin embargo no hemos podido 

calcular h^(End(E)) = dim T N, por lo tanto, no sabemos 
| E | 

si N es reducido o no singular. 

3. Un ejemplo de espacio de moduli con dos componentes 

que se cortan. 

En esta sección se dan ejemplos de haces reflexivos 

estables de rango 2 sobre IP^ con clases de Chern (0,9,40) 

que pertenecen a dos componentes distintos del espacio de 

modulo - (0,0,40). Este ejemplo es una traducción de 
IP-̂  

un ejemplo análogo dado por Sernesi de una curva lisa que 

pertenece a dos componentes distintas del esquema de Hilbert. 

Este resultado se enmarca dentro de un contexto más amplio 
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2 ^ 

> r f 
c 

ees dim 'f^ = 71 (<4xl8=72) , luego F^ está contenida 

en una familia mayor. 

(ii) Si denotamos por la familia de tales X's, enton 

o - - :::,iaego 
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el de estudiar espacios de moduli M -(c ,c_,c-) y su mo 
^5 i ^ ¿ 

tivación está en el reciente interés en conocer ejemplos 

de tales espacios de moduli presentando alguna patología. 

Por ejemplo Kleppe en |k| da ejemplos de espacios de modu 

li no reducidos: M (0,13,74), M(-1,14,84); en [EL| Ellia 

da un ejemplo de espacio de Moduli con un punto singular: 

M(0,9,40) , el mismo espacio de moduli ilustra un ejemplo 

de espacio de moduli con espectro no constante. Vamos a 

ver que a través de los puntos singulares da M(0,9,40) ha 

liados por Ellia pasa otra componente. 

Denotemos por H(d,g) el esquema de Hilbert de curvas 

de 3P'̂  de grado d y género aritmético g, y por ^X^^ un demen 

to cualquiera de H(d,g). 

18 
3.1 Proposición |SER| Existe una curva lisa X que per 

^ ^ 39 " 
tenace a dos componentes y T2 de H (18,39). Además, 

y ^2 son genéricamente lisas y de dimensión 72. 

Recordemos brevemente como iba la demostración. 

Sea Q una cuádrica lisa y C=^C^c. Q una curva lisa de 
tipo (2,4). Tomemos dos secciones suficientemente generales 

18 
F^e H° I (4) y F^c H° I_(6) , F^A F^ = C U X y se tiene 

que: 

(i) h°£?j^(4) = 35, h^O^(A) = h° 1^(A) = 1. 



Sea (resp.4^2^ familia de curvas .degrado 18 y 

género aritmético 39 formada genéricamente por curvas pro 

yectivamente normales cuya matriz asociada es del tipo: 

1 1 1 1 3 " 

1 1 1 1 

(resp. 

1 1 1 1 3 

1 1 1 1 3 

1 1 1 1 3 

1 1 1 1 

3 3 3 3 

) 

Se verifica: 

(1) dim = dim ^ ^ = 72, 

(2) f*̂  y g^2 

definen dos componentes distintos de 

H(18,39) , y 

(3) F ¿ R ^ N ¥2 • 

Sea = {Xe¥ / X es reducido} , i=0,l,2 . 

3.2 Construcción. Sea (3) el haz reflexivo de rango 2 
3 

sobre P determinado por el par (XA , VO . ) donde 
^ s s 

\ y O ?¿ v^^ eH° (-2) ; i=0,l,2: 

-^(P —-> E^ (3) > I (6) > 0. 
^s 

Por construcción E , es un haz reflexivo estable de 
3 ^® 

rango 2 sobre P con clases de Chern (0,9,40). Llamemos 

dfĵ , i=0,l,2 al conjunto de clases de isomofía de haces re 

f lexivos estables de rango 2 sobre P"̂  con clases de Chern 

(0,9,40) así construidos. 

Es fácil comprobar que: 

(a) ô Ĉ (£^f\ d 2 
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(b) dim <í¿ ̂  = dim 2 ~ 

(c) Para todo E ^ '̂ i ^ ^2 ^ ̂ 2 generales, se tiene: 
s s 

- dim Ext-^{E. ,E, ) = dim Ext^ CE2 ,£2 ) = 69, 
•̂ s "̂ s s s 

- h° E- (1) = E, {1)=1 , y 

- Ej^ ( 1 ) = h° E 2 ( 1 ) = O . 
s s 

De donde se deduce el siguiente teorema: 

3.3 Teorema Existen dos componentes^, y*^, de ^M^ (0,9,40) 

genéricamente lisas de dimensión 69, tales que «le U , 

Í 2 C U 2 y icU^nV^-

A la vista de estos resultados, cabe preguntarse: 

1.- ¿Existen ejemplos de espacios de moduli M(Cj^,C2,C2) 

con 3 o más componentes que se corten en un punto? 

2.- ¿Existen ejemplos de espacios de moduli M(c^ , 0 2 , 0 ^ ) 

con un punto singular que pertenezca a una única 

componente de M ( C j , C 2 , C 2 ) ? 
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CAPITULO VI 

LAS VARIEDADES ^V^ 3 (-1,,C2+r'^-»2c2r^-r^-2t (c^+r^-t-r-I)) 

Y ^V^ 3 (0,C2,C2+r̂ +2c2r̂ +2Cor+2r-̂ +r̂ -t-C2-2t(c2-<-r̂ -t-l)) . 

En IH2; Theorem 2.5| Hartshorne demuestra que para toda 

terna de enteros c^, C3 que veriflc|u.e la relación de 

Schwarzenberger c^c^mc^ (mod. 2) 1H5> Corollary 2.4| y para 

todo N>0, existe una familia íl^^ll^^rp de clases de isomor

fía de haces reflexivos de rango 2 sobre IP"̂  con clases de 

Chern ĉ ,̂ C2, C3 parametrizada por una variedad de dimensión 

> N. Sin embargo, si además fijamos el orden de inestabili

dad del haz, i. e. , el mayor entero r tal que H^E ^ ^ ^ ^ { - r ) ^ O, 

entonces el conjunto de clases de isomorfía de tales haces 

forma una familia parametrizada por una variedad de dimensión 

finita. En efecto, supongamos c^=0 Ó - 1 , si E descompone, 

entonces Ess6(-r)^C7{r+Cj) , y si E no descompone, por defini

ción de orden de inestabilidad, existe una sección no nula 

- 201 -



seH°E^(-r)~-k cuyo esquema de ceros es una curva Y de I^, y 

reciprocamente E está determinado por la curva Y y una sec

ción no nula e de H°uJy(2r+4+c^), Nótese que el grado d y el 

género aritmético p^ de Y están determinados por c^, C2, c^, 

y r; por lo tanto estas curvas Y forman una familia parame-

trizada por una parte del esquema de Hilbert . Si además 
^a 

tenemos en cuenta que la elección de e depende también de un 

numero finito de parámetros, se tiene que el conjunto de'ha

ces reflexivos de rango 2 sobre IP^ , inestables de orden r, y 

con clases de Chern c^, c^, c^ está parametrizado por una va

riedad de dimensión finita. A esta variedad la denotaremos 

por ^V ^ 3 ( 0 ^ , 0 2 , 0 3 ) . 

En este capitulo demostramos la irreducibilidad y calcu-
2 r 2 4 2 2 lamos la dimensión de V:= V 3 {-l,C2,C2+r +2c2r -r -2t(c2+ 

2 2 r -r-t-1)) con r > l , C2"*-r -r > 4 y 

' (2r+^) *\/-7+4 (c^ + 2r̂ -»-2r) . 

W:=^V^3 {0,C2,C2+r^+2c2r^+2c2r+2r^+C2+r^-2t(c2+r^-t-l)) con 

r> O, C2+r'^> 4 y O í t í - (r+l) + ̂ yc~^2r^+4r . Asimismo daremos 

resoluciones localmente libres de cualquier haz E de V (Resp. 

W) (Teoremas 1.3, 1.5, 1.7, 1.9). La importancia de la exis

tencia de tales resoluciones queda reflejada en las proposi

ciones 34,3. 15 en donde damos ejemplos de pares (d,g) tales 

que cualquier curva lisa, conexa de IP"̂  de grado d y género g 

es proyectivamente normal y en algunos casos incluso demos

traremos que es intersección completa. 
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1. Propiedades de los haces reflexivos de rango 2 sobre IP"̂ , 
2 4 2 

inestables de orden r, con clases de Chern (-1 ̂ c^fC^-^-r •••2c2r -

~r^-2t(C2-«-r^-r-t-l)) y ÍO,C2,C2+r^+2c2r^+2c2r-*-2r^+C2+r^-2t(c^-*-

r^-t - D ) . En lo que sigue pondremos: 

- (2r+l) + \/-7+4{c^+2r^+2r) 
bC-l^c^i-r)- ^ — — ^ — ;y 

b(0,C2,r)= -{r+l)+yc2+2r̂  + 4r . 

En esta sección se estudian las principales propiedades 

de los haces reflexivos de rango 2 sobre 3P^, inestables de 
orden r, con clases de Chern (-1 , C 2 r C 2 ' ' " ' ^ "''̂ 2̂̂  -2t(c2+r -

2 

r-t - D ) con r ^ l, C2+r - r > 4 y O £b(--l,C2,r} (Resp. (0 , C 2 , 

C2+r^+2c2r^+2r^+C2+2c2r+r^-2t(C2+r^-t-l)) c o n r > 0 , C 2+r^> 4 

y 0 ¿ t <:bC0,C2,r)) tales como la existencia de planos ines-
2 2 

tables de orden C2+r -t (Resp, C2+r +r-t) (véase las propo
siciones 1.1 y 1.2), la determinacién de resoluciones local
mente libres de los mismos (Teoremas 1.3, 1.5, 1,7, y 1.9) 
y consecuencias de la existencia de tales resoluciones. 

Empezaremos estudiando el caso C i " " ! y t=0 (Resp. Cj^«0, 
t=0). Para ello utilizamos la correspondencia que existe en-

2 
tre estos haces y las curvas planas de grado C2+r -r (Resp. 

C2+r^), El caso general se reducirá al caso t=0 mediante la 

sucesión de reducción. 
1.1 Proposición. Para toda terna de enteros C2, r, t tales <|ue 
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2 
r > l , C2+r - r > 4 y O í & t { - 1 , r ) , sea E un haz reflexivo 
de rango 2 sobre s»"^, inestable de orden r, con clases de Chern 

2 4 2 2 2 {-l,C2,C2+r •'•2c2r -r -2t(c2+r -r-t-1)). Entonces E posee un 
2 

plano inestable de orden C2+r -t. 
Demostracidn. Obsérvese que para toda terna de enteros C2, r, 
y t en las condiciones del enunciado se verifica : 

2 4 2 2 2 c|+r +2c2r-r-2t(c2+r -r-t-1) 5* 

Íc,+r2-r)(c„+r^+r) _ 
> é i ^ +{r+l) (c,+r -r) . 

Luego estamos en condiciones de aplicar el lemma 3,1 del ca

pítulo II y concluir que E posee un plano inestable de orden 

C2+r2-q para cierto q, O ^ q {c2+r2-r-3)/2,y que C2+r^+2c2r2-

r2-2q {c2+r2+r) ̂  C3=C2+r^+2c2r2-.r2-2t (c2+r2-r-t-l):^C2+r^ + 
2 2 2 

2c2r -r -2q(c2+r -r-q-1). De donde se obtiene que necesaria

mente t=q. 
1.2 Proposicién. Para toda terna de enteros C2, r, t tales que 

2 
r > 0 , C2+r > 4 y O <: t £ bíO,C2,r), sea E un haz reflexivo de 

rango 2 sobre IP"̂ , inestable de orden r, con clases de Chern 

(0,C2,C2+r'^+2c2r2+2c2r+2r^+C2+r2-2t(c2+r2-t-l)) . Entonces E 
2 

posee un plano inestable de orden C2"*"r +r-t. 
Demostración. La demostración a la demostración de la Propo

sición 1.2 y por lo tanto la omitimos. 
1.3 Teorema. Para toda par de enteros C2, r tales que x^l, 

2 3 C2+r - r > 4 , sea E un haz reflexivo de rango 2 sobre 2P , ines-
2 

table de orden r, con clases de Chern {-l,C2,{c2+r -r)(C2+ 
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2 
r +r)). Entonces E posee una resolución localmente libre del 

tipo: 

0_>e>(-C2-r̂ -l)—>̂ (-r-l)®Ĉ (r-l)<S<2'(-C2-r̂ ) >E >0. 
Demostración. Gracias a ¡S; Proposition 5,4| sabemos que la 

2 
curva y asociada a E es una curva plana de grado C2+r -r, i.e., 

E puede ser construido a través de una extensión: 

e: O — ^E(-r+l) > Iy(-2r+l) ?• O 0ée€n%J^i3+2r) 
2 

donde y es una curva plana de grado C2+r -r. 

Consideremos el diagrama: 
0 O 

J ' 2 ^ 2 

^ 2 ^ . O ^ r - 1 ) —>C^r-l)®C7(-.r-l)®Cí-c--r'^) ^-r-l)©(í?(-c^-r^) >0 
II i ^ . - - í t ' ' n 

O^dXr-l) ^ E — ± »Iy{-r) V O 
1 i 
O O 

Nótese que por ser Ext"^ ( C? (-r-l)«><3̂ -C2-r'̂ ), í?(r-l))=0, la 
2 

aplicación g: 6?(-r-l)©{Í3(-c2-r ) »Iy(-r) se eleva a una apli-
2 

cación h: C(-r-l)© 0?(-C2-r ) >E, con lo cual se obtiene la 
resolución localmente libre de E establecida en el enunciado. 

1.4 Corolario. Para todo par de enteros C2, r tales que r ^ l , y 
2 3 C2+r -r> 4, sea E un haz reflexivo de rango 2 sobre 3P , ines-

2 
table de orden r, con clases de Chern (-1,02, (c2+r -r) (c2'*' 
2 

r +r)). Se verifica: 

i. H^E(m)=0 para todo entero m. 

ii. E(m) estS generado por secciones globales para todo 

m > C2+r^+l. - 205 -



Demostración. Es una consecuencia inmediata del Teorema 1.3, 

1.5 Teorema. Para todo par de enteros Cj, r tales que r> o y 
2 3 C2+r > 1, sea E un haz reflexivo de rango 2 sobre IP , ines-

2 
table de orden x, con clases de Chern (0,C2, (c2+r +2r+i^-ÍC2+ 
2 

r ) ) . Entonces E posee una resolución localmente libre del 
tipo: 

O—^ a-c^-r^-x-l)—f 6(-C2-r^-r)®í5>(-r-l]a>í5(r)—* E — > 0 . 

Demostración» Es análoga a la del Teorema 1.3 y por lo tanto 

la omitimos, 

1.6 Corolario. Para todo par de enteros C2, r tales que r > O y 
2 3 C2+r > 1, sea E un haz reflexivo de rango 2 sobre W , inesta-

2 2 
ble de orden r, con clases de Chern (0,C2,(C2+r +2r+l){c2+r )). 

Se verifica: 

i. H^E(m)=0 para todo entero m, 

ii. E(m) está generado por secciones globales para to-
2 

do m > C2+r +r+l, 

iii. Minfm€Z'/H^E(m)7Í0|«-r y h°E(-r)=1, 
Demostración. Es una consecuencia inmediata del Teorema 1.5, 
1.7 Teorema. Para toda terna de enteros C2, r, t tales que r > 1 , 

2 
C2+r -r > 4 y 1 tst^ b (-1 ,C2,r) , sea E un haz reflexivo de rango 2 

3 2 sobre 3P , inestable de orden x, con clases de Chern (-1,02*02+ 
4 2 2 2 r +2c2r -r -2t(c2+r -r-t-1)). Entonces E admite una resolución 

localmente libre del tipo: 
2 0. 6(-t-r-2)©6>(t-C2-r -1)—^6<-t-r-l)©íM-r-2)eí^r-l)e 

Í 7 ( t - c 2 - r ^ ) — — ^ 0 . 

- 206 -



Demostración, En virtud de la Proposición I.l sabemos que E 
2 

posee un plano inestable H de orden C2+r -t. Consideremos la 

sucesión de reducción determinada por E y H (Preliminares; 

Teorema 11): E' , E —)I„„(t-c,-r2) ^ O ZH 

donde Z es un subesquema de dimensión O de H. Sea s=h^CP ^, en
tonces E'(1) es un haz reflexivo de rango 2 sobre IP^, inesta-

2 2 

ble de orden r, con clases de Chern (0,t-r ,2tr+t +t+2s). Por 

lo tanto, O^c^E'(l)=t^+2tr+t+2s^2rt+t^+t |s, Theorem 3.8| 

y concluimos que s=0 y que la sucesión de reducción es: (1) j)E' ) E ^ e?^{t-Cj-r) >0 

La sucesión exacta (1) junto con la sucesión exacta: 

0 — ^ ¿;(t-C2-r̂ -l)--̂  0(t-C2-r̂ ) Ĉ̂ (t-C2-r̂ ) > O, 

y la sucesión exacta: 

O—^(3?(-t-r-2)—?d?(-t-r-l)©©(-r-2)©(&(r-l)—^ E — > O (Teor. 1.5), 

nos da el siguiente diagrama conmutativo: 

•^e7(-t-2-r). -f (íí-t-x-iy^oi^-c^-i -^)• 
->cKt•^^-r -1) >0 

O-+6(-t-1-r)^0(-r-2)®(í?(r-1)—>&(,'t-1-r)^0(x-1)»C:>{-T-2)^(cXt-c^-r )—=t&{t^c^-r )—^0 

E isl. 

o 

- 207 -



1 2 
Nótese que por ser Ext (ÍJÍt-Cj-r ),E')=0, la aplicación 

2 2 
g'rOít-c^-r ) — — ^ ̂ ^(t-c^-r ) se eleva a una aplicación 

2 
g:&(t-C2-r ) >E, con lo cual se obtiene la resolución lo

calmente libre de E establecida en el enunciado. 
1.8 Corolario. Para toda terna de enteros C2, r, t tales que 

2 
r > l , C2+r - r > 4 y 1 é t ¿b(-l,C2,r) , sea E un haz reflexivo 

de rango 2 sobre 3P^ , inestable de orden r, con clases de 

Chern (-l,C2,C2+r +2c2r -r -2t(c2+r -r-t-1)). Se verifica: 

i. H^E{m)=0 para todo entero m. 

ii. E(m) estS generado por secciones globales para 
2 

todo m i c2-t+r + 1 . 

iii. Min{m€^/H°ECm)?íOÍ=l-r y h°ECl-r)=l. 

Demostración. Es una consecuencia inmediata del Teorema 1.7, 

1.9 Teorema (*). Para toda terna de enteros C2, r, t tales que 
2 

r > 0 , C2+r -> 4 y 1 < t £ b ( 0 , C 2 , r ) , sea E un haz reflexivo de 

rango 2 sobre "P^ , inestable de orden r, con clases de Chern 

{0,C2,C2+r^+2c2r2+2c2r+2r"^+C2+r2-2t{c2+r2-t-l)} . Entonces E 

admite una resolución localmente libre del tipo: 

O—> 0(t-C2-r2-r-l ó(-t-r-2) ~->0{t-C2-r2-r)©CÍ?(-t-l-r)e 

Ó(r)é0(-x-2) ? E — ^ 0. 
1.10 Corolario (*). Para toda terna de enteros 0 2 * t, t tales 
que r > 0 , C2+r2>4 y O á t é b(0,C2,r) , sea E un haz reflexivo 

3 

de rango 2 sobre IP , inestable de orden r, con clases de 

Chern {0,C2,C2+r^+2c2r2+2c2r+2r^+C2+r2-2t(c2+r2-t-l)). se verifica: 

i. H^E(m)=0 para todo entero m. 
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ii. E(m) está generado por seciones globales para 
2 

todo entero in> C2+r +r-t-l. 

iii. Min{m<£2r/H°E(in)7Í0J=-r y h°E(-r)=l. 
1.11 Proposición. Para toda terna de enteros C2, r, t tales 

2 
que r > l , C2+r -r >4 y 1 € t £ b{-l,C2,r), sea E un haz refle

xivo de rango 2 sobre IP^ , inestable de orden r, con clases 

de Chern (-1,C2,C2+r^+2c2r^-r^-2t(c2+r^-r-t-l)) y sea Y la 

curva asociada a E, Entonces Y es una de las siguientes cur

vas: 
2 

i. La unión de 2 curvas planas de grados C2+r -r-t 
y t, respectivamente, que se cortan en t puntos. 

2 
ii. Una curva plana C de grado C2+r -r-t con una es

tructura doble a lo largo de una subcurva Y' de 

grado t, relacionadas por una sucesión exacta 

del tipo: 
O -^ly—^i^-^O^, (-1) _ ^ o . 

2 
iii. La unión de 2 curvas planas, C de grado C2+r -t-1 

e Y' de grado t, con una multiplicidad doble a 

lo largo de una recta común, relacionadas por 

una sucesión exacta del tipo: 

0 - > *Oy, 0. 
Demostración. La curva Y asociada a E está definida como el 
esquema de ceros de una sección O^s H°E(l-r). Por lo tanto, 

degy=C2+r^-r y p^Y= |(c2+r^+2c2r^-2r^-2t{c2+r^-l-t-r)-2r(c2+r^) 

-3(c2-r)). Aplicando \S; Corollary 7.10|, sustituyendo en dicho 
2 2 

corolario a y,d por C2+r -r-t y C2+r -r respectivamente, obte-
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nemos el resultado del enunciado. 

1.12 Proposición.(*) Para toda terna de enteros C2/ r, t tales 
2 

que r>LOf C2+r :> 4 y 0< tá:bC0,C2,r), sea E un haz reflexi
vo de rango 2 sobre , inestable de orden r, con clases de 

Chern (0,C2,C2+r +2c2r +2c2r+2r +r +C2-2t{c2+r -t-1)), y sea 

Y su curva asociada. Entonces Y es una de las siguientes cur

vas: 
2 

i. La unión de 2 curvas planas de grados C2+r -t y 

t que se cortan en t puntos. 
2 

ii. Una curva plana C de grado C2+r -t con una es

tructura doble a lo largo de una subcurva Y' de 

grado t, relacionadas por una sucesión exacta del 

tipo: 
O l y — ^ i^-^ 0^, (-1) — • O . 

2 
iii. La unión de 2 curvas planas C de grado C2+r -t e 

Y' de grado t, con una multiplicidad doble a lo 

largo de una recta común, relacionadas por una 

sucesión exacta del tipo: 

2. Las variedades ^V^ 3 (-1,C2-t-r̂ -t-2c2r̂ -r̂ -2t (c2+r^-r-l-t)) 

y ^V^ 3 (o,C2,C2-t-r'̂ +2c2r̂ +2c2r-t-2r-̂ -̂C2-i-r̂ -2t(c2-<-r̂ -l-t)) . 

En lo que sigue pondremos V:= V 3 (-l,C2,C2+r +2c2r -r 

-2t{c2+r^-l-t-r)) cqh r > l , C2+r̂-r >4 y O^ t S b(-1 ,C2,r) y 

W:=^V^3 {0,C2,C2+r'* + 2c2r^+2c2r+2r^+C2+r^-2t(c2+r^-I-t); con 
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2 
r > 0 , C2+r > 4 y O^á-t^bCO^c^rr) . 

En esta sección demostraremos primero que V (Resp. W) 

es irreducible y después calcularemos su dimensión. La demos

tración de la irreducibilidad se hará vía las resoluciones 

localmente libres de haces E de V (Resp. W) dadas en la sec

ción anterior. 

2.1 Teorema. Para todo par de enteros c^» r tales que rÍrl, 

C 2 + r ^ - r > l , V:=^V^ 3 {-1 ,C2, (c2+r̂ +r) (c2+r^-r)) es irreducible 

/ c,+2+r^-r\ rc»+r̂ +r+2\ /2r+2^ 
y de dimensión 2+ l ) +( 

\ 2 / \ 2 / \ 2 J 

Demostración. Gracias al Teorema 1.3 tenemos que cualquier 

haz E de V admite una resolución localmente libre del tipo: 

O—^a(-C2-r^-l)—>-ó(-r-l)©(!?(r-l)eC(-C2-r^)—>E — > 0 . 

Luego V es un abierto de N, siendo N el conjunto de haces 

coherentes de rango 2 sobre IP"̂  que son el conucleo de un 
2 

monomorfismo de haces Oi-c^-x -1) C ^íM-r-D^CXr-l)® 
2 

®(2?(-C2~r ) . Por lo tanto la demostración quedará probada 

si vemos que N es irreducible y de dimensión: c^+2+r^-r \ 
2+ ' ^ 

2 

Para la irreducibilidad de N véase por ejemplo 0-Spl; 

Proposition 5.1j. Calcularemos ahora su dimensión. Para ello 

sea Gj=Aut(e?(-C2-l-r^)) , G2=Aut (C?(-r-l)©6Kr-l)©a(-C2-r2)) y 

S=Hom(e'(-C2-l-r^) ,¿>(-l-r)«<2?(r-l)©£5<-C2-r^)) y consideremos 

la acción: 
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((f̂ ,f2),g) 
S 

se tiene que dimN=diTOS-diinG--dimG_+diniI , siendo I =/(f ,f,)€ 
-i ¿ g g V 1 z 

C Gj^xG2/ t2^t'^=q • para cualquier g£S. Por otro lado tene

mos que: 
dimG^=l, 

dimG2= 

dimS= 

/2r 

\ 3 

2 V 2 c_+r -r+3\ /c^+r +r+3 

diml = 
g 

2r+2\ 

^ 3 / 
+ 2 . 

Esta última igualdad es independiente de g y puede verse to

mando por g la aplicación cuya matriz es: 

h 

A= 

donde x^, x^^, X2, x^ son coordenadas homogéneas de ]P y h 
2 

es una forma irreducible de grado C2+r -r, y resolviendo la 
* 

ecuación A=CAB donde B=(a) con aék y 
C = 

^1 ° 

9l 2̂ 93 

b, 

O b. 

con b^, b2, t>3^k y g^, g2/ g3 formas homogéneas de grado 2r, 
2 2 

C2+r -r-1 y C2+r'4-r-l respectivamente, las matrices correspon-

- 212 -



dientes a f y respectivamente. En definitiva tenemos que 

/ c,+r̂ --r-i-2 \ /c^+r^+r+aX f2r+2 

2,2 Teorema. C*|Para todo par de enteros r tales que r > 0 

y C2+r^ > 1, W: = 

y de dimensión 

y C2+r^>l, W : = \ ^ 2 (0,C2, (c2+r^+2r+l) (c2+r^)) es irreducible 

2 
^•c2+r +2^ ^C2+r''+2r+3\ 

/ 
'2r+3\ 

2 / 

2.3 Teorema, Para toda terna de enteros C 2 , r, t tales que 

r > l , C2+r^-r>4 y O ̂ t £ b(-l,C2,r) , V:=2v^ ̂  í"^'^2,C2+r^-«-

2 2 2 
+2c2r -r -2t{c2+r -r-l-t)) es irreducible y de dimensión 

C2+r -t+r+2 <C2+r -r-t+2'l 

/ / •rr» /2r+t-!-2 + 3-(2r-*-2) (2r+l) , 

si t > 1 f y 

|'C2+r^+r-í-ll /C2+r -r+1 

/ 
/2r+3 

V 2 / 
+5-{2r+2)(2r+l), si t=l. 

Demostración. Gracias al Teorema 1.7 tenemos que cualquier 

haz E de V tiene una resolución localmente libre del tipo: 

O—>6(-t-r-2)0C?(t-l-C2-r^) *d(-t~l-r)^a(-r-2)®É?Cr-l)© 

©dCt-C2-r^) »E ¥0, 

Luego V es un abierto de N, siendo N el conjunto de ha

ces coherentes de rango 2 sobre 3P^ que son conücleo de un 

monoroorfismo d(-t-r-2)€>&Ct-l-C2-r^)<: >0C-t-l-r)®(í?(-r-2)© 
2 

©6'(r-l)€)(£3(t-C2-r ) . Por lo tanto, el Teorema quedará demos

trado si vemos que N es irreducible y que di'tn M = 
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fc^+r -t+r+2\ /c^+r -r-t+2'\ /t+2 ^ 2r+t+2 ̂  

2 / \ 2 
+3-(2r+l)(2r+2) 

si t > 1; y 

C2+r +r+l 

/c2+r -r+I^ /2r+3 
+/ j +5-(2r+2){2r+l) s i t = l . 

Para la irreducibilidad de N véase por ejemplo {O-Spl; 

Proposition 5.1|. Calculemos ahora la dimensión de N. Para 

ello sea G^=Aut ((7(-t-r-2)̂ 5(t-l-C2-r̂ )) , G2=Aut {Ú7(-t-l-r)a 
(P(-r-2)®C5(r-l)®íb(t-C2-r̂ )) y S=Hom(ó'{-t-r-2)®e>(t-l-C2-r̂ ) , 
Ú7(-t-l-r)^6(-r-2)<5úKr-D© (9(t-c_-r )) y consideremos la acción: 

( G j X G 2)xS 

((f^,f2),g)l-

> 5 , 
-1 

se tiene que dimN=dimS-dimGj^-dimG2-<-diraIg, siendo 1 ^ = {{f ĵ ,f 2 ) / 

f 2 g f 2'^=g} para cualquier ges. Por otro lado tenemos que: 

dim Gj^=2+ 
C 2+r''-r - 2 t + 2 \ 

6+2 

dirnG2=\ 4 + 

2r+4'| /c,+r -r\ /c,+r +r+l\ 

3 r si t=l 

t+2 

3 / 

'c2+r -t+r+1 

/'t+2r+3\ /2r+4 

( 3 rL 
si t > 1 

,+r -2t-r+2\ ,+r -t-r-1 

dimS=84 
ft+3\ /t+2r+4\ /Cp+r -r-2t+3 

1 3 M 3 H 3 / 

;2+r -r-t+2\ /fc2+r -t+r+3A 

. 3 / \ 3 

diml =1+ 
g 

/2r+2\ /c2+r -r-2t+l' 

l 3 / \ 3 
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Este última igualdad es independiente de g y puede verse 

tomando como g la aplicación cuya matriz es: 

h 

i 
X, 

o X. 

A = 

o 

t+2r+l 
2̂ O 

donde x^, x^, x^, x^ son coordenadas homogéneas de 3P y h una 
2 

forma irreducible de grado C 2+r -r-2t, y resolviendo la ecua
ción A=CAB, siendo B y C las matrices correspondientes a f y 

f 2 respectivamente. De las anteriores igualdades se concluye 

inmediatamente que N tiene la dimensión establecida. 
2.4 Teorema. Para toda terna de enteros C2, r, t tales que r > 0 , 

C2+r̂ >4 y 1 ̂ t:í b(0,C2,r), W:=^V^ 3 {0,C2,C2+r̂ +2c2r̂ +2c2r+2r̂ + 
2 2 "'̂  +r +C2-2t{c2+r -1-t)) es irreducible y de dimensión: 

3+ 

5+ 

f t+2̂  + fc2+r̂-t+2 \ /'t+2r+3l + /C2+r̂ -t+2r+3 \ 
\ 2 ) \ 2 / [ 2 i k 2 ) 

-{2r-»-3) (2r+2) si t > 1 

/ C2+r2+i\ /t+4\ /C2+r2+2r+2 \ i 2 / ( 2 / ( 2 / 
-í2r+3)(2r+2) si t=l. 

Demostración. Es análoga a la del Teorema 2.3 y por lo tanto 

la omitimos. 
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3. Aplicaciones. 

En esta última sección, aplicando resultados de este 
2 

capítulo damos ejemplos de pares (á,q)€.2Z tales que toda 
curva lisa conexa de Hp de grado d y género g es proyecti-

2 
vamente normal. Como consecuencia obtenemos pares {d,g)€2l 

tales que el abierto de curvas lisas y conexas de grado d y 

género g del esquema de Hilbert es liso e irreducible. Estos 

mismos ejemplos proporcionan casos de esquemas de Hilbert con 

una componente regular y ninguna superabundante, y con una 

componente superabundante y ninguna regular. 

Como es habitual en la literatura denotaremos por H(d,g) 

el esquema de Hilbert de curvas de IP"̂  de grado d y género 

aritmético g, y por H^{d,g) el abierto de H(d,g) formado por 

las curvas lisas y conexas de grado d y género g. En general, 

este abierto no es denso. 

Recordemos que para toda curva CeH(d,g) se verifica: 

4d= X(N) ̂ dimj,H(d,g)< h°(N) =4d+h^ (N) 

donde N denota el fibrado normal de C en IP"̂  . Recordemos tam

bién que una componente irreducible Z de H(d,g) se llama re

gular si existe un punto z£Z que parametriza una curva lisa 

y conexa con h"^N=0, y que una componente irreducible Z de 

H(d,g) se llama superabundante si no es regular y estS con

tenida en la clausura de H^(d,g). 

3.1 Proposición. Toda curva Y«]P"̂  lisa, conexa de grado 11 y 

género 15 es proyectivamente normal. Además, su haz de ideales 
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ly admite una resolución localmente libre del tipo: 

O—».0(-6)2 >a-3)©D(-4)®C7(-5l >.Iy -->0. 

Demostración. Observemos primero que Y no está contenida en 

ninguna cuádrica lisa ya que no existen enteros a y b que 

verifiquen ll=a+b y 15=(a-l}(b-1), y que Y no está conte

nida en ningün cono cuadrático ya que no existe un entero a 
2 

a que verifique ll=2a+l y I5=a -a. 

Afirmamos que Y está contenida en una superficie cúbi

ca. En efecto, si Y no estuviera contenida en ninguna cúbi

ca, entonces 15=g(Y) ¿ Sup{g(C)/Cc]?'^ curva lisa,conexa d e 

grado 11 y no contenida en ninguna superficie de gradO'¿:4| 'é 

^ 1 4 jG-P; Théoréme A ¡ , lo cual e s una contradicción. 

Por otro lado, {-2)7^0, En efecto: h°tJy (-2 )=h^C^ (2) = 

h%íy ( + 2)-2d-l+g a 10-22-1+15=2^-0, Sea Oj^e^H^u^y (-2), consi

deremos el haz E(3) determinado por el par {Y,e): 

(1) o — , E ( 3 ) »Iy(6) »0 

Por construcción E es un haz reflexivo de rango 2 sobre 1P^, 

inestable de orden O (ó equivalentemente semiestable? ya que 

h°E=h°Iy {3)7¿0 y h°E(-l)=h°Iy (2)=0, con clases d e Chern (0,2, 

6 ) , Luego en virtud del corolario 1.6 tenemos que h^Iy(m)= 

h*'"E(m-3)=0 para todo entero m, de donde se deduce que Y es 

proyectivamente normal. 

Para hallar una resolución localmente libre del h a z de 

ideales ly, consideremos la sucesión exacta (1) junto con la 

resolución de E(3): 
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0-^ C? —)D(3)da(2)»D(l)—>E{3)—^0 (Teorema 1.5) 

y el diagrama conmutativo: 

O 

O' 

o_> e? a3)e>c?(2)©6(i) í'EO) — » o 

=1^(6) 

l 
o 

Nótese que por ser Ext (0,0)=Q, la aplicación C?—I_E(3) 

se eleva a una aplicación GIO >0(3)*&(2)«>C?{1), de lo cual 

se deduce la resolución localmente libre de 1 ^ establecida en 

el enunciado. 

3.2 Corolario. H^{11,15) es irreducible, liso y de dimensión 

44. En particular, H(11,15) posee una ünica componente regu

lar y ninguna componente superabundante. 

Demostración. En virtud de la Proposición 3.1 sabemos que 

cualquier curva C€H^(11,15) es proyectivamente normal, lue

go corresponde a un punto liso del esquema de Hilbert JELL], 

Sabemos, además, que todas las curvas C€H^(11,15) tienen el 

mismo carácter numérico, de donde se deduce que (11,15) es 

irreducible | G - P 1 ; Proposition 2,101. Por (áltimo, que la di

mensión de H^(ll,15) es 44, es una consecuencia inmediata de 

ELL; Théoreme 2 I . 
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3.3 Proposición. Toda curva YcP lisa, conexa de grado 10 y 

género 16 es intersección completa de una superficie de grado 

5 con una superficie de grado 2. En particular, su haz de idea

les admite una resolución localinente libre del tipo: 

0- ^0{-7) >(!)(-2)0C?{-5) =• I, ^ 0 . 

Demostración. Obsérvese que Y está contenida en una cuádrica. 

En efecto: si Y no estuviera contenida en ninguna cuádrica, 

entonces 16=g(Y)^Supíg(C)/CclP^ es una curva lisa, conexa 

de grado 10 y no contenida en ninguna superficie de grado 

<- Sí $12 ¡G-P; Théoreme A | , lo cual es una contradicción. 

Por otro lado, E°u}^i-2)^0. En efecto: h%J^{-'2)=h^C3^(2) = 

h°é?Y<2)-2d-l+g=h°é?^(2)-5 > 0. Sea Oj^ecH^oJ^(-2) y sea E{3) el 

haz reflexivo de rango 2 sobre IP"̂  determinado por el par 

(Y,e): 

0-^ O — í E(3) > 1^(6) — ? O 

Por construcción E es un haz reflexivo de rango 2 sobre 3P^ , 

inestable de orden 1, con clases de Chern (0,1,10), Aplicando 

el Teorema 1,5 obtenemos: 

h^Iy(m) = < 

O 

/ m+1 l 3 

/m-t-1 \ /m-2\ V 3 
1- ) V 3 / . 3 / 

m+1 ) fia-2\ 

3 I [ 3 / 

/m-4 \ 

V 3 / 

h^I (m) = O para todo entero m. 

si m'í2 

si 2é m < 5 

si 5 ¿ m <1 

si 7£ m 
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/in-2> /m+3' 

\ 3 / l 3 / \ 3 , 

/m4l\ 
-f 

/m-2) f m-4\ 

\ 3 y \ 3 / 

/ m-2) /'m-4' 

\ 3/ 
-

m-4 

. 3 . 

h"'ly{m)= < 

/ra-4 l 3 

O 

O 

/ ̂•*'3 \ 

V 3 / 
/m' 

donde para todo entero m 

si m¿: O 

si Oí' m <: 2 

si 2¿ m.^ 5 

si 5é m ^ 7 

si 7^m 

si m ^ O 

si m <¿ O 

m(m-l).... (m-n+1) 
,i.e. Y 

\n/ n } 

tiene la cohomología de una intersección completa de una su

perficie de grado 5 con una superficie de grado 2, lo cual 

implica que Y es intersección completa de una superficie de 

grado 5 con una superficie de grado 2 \sij Corollary 2,1|, 

3.4 Corolario. H^(10,16) es irreducible, liso y de dimensión 

44. En particular, HC10,16) posee una Qnica componente super

abundante y ninguna componente regular. 

Demostración. Es análoga a la del corolario 3,2 y por lo tan

to la omitimos. 

3.5 Proposición. Toda curva Y e IP"̂  lisa, conexa de grado 14 y 
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género 26 es proyectivamente normal. Además, su haz de ideales 

admite una resolución localroente libre del tipo; 

0 _ ^ 0 ( - 7 ) i - ^ a(-5)®O(-6)®0(-3) > Iy-*0 

Demostración. Obsérvese que Y no estS contenida en ninguna 

cuádrica ya que no existen enteros a y b tales que 14=a+b y 

26=(a-l)(b-1). Afirmamos que Y está contenida en una superficie 

cúbica. En efecto, si Y no estuviera contenida en ninguna su

perficie cubica, entonces 26=g(Y)Sup|^g(C)/CcP"^ es una curva 

lisa, conexa de grado 14 y no contenida en ninguna superficie 

de grado <- 4 

dicción. 

= 2 4 |G-P; Théor^e A , lo cual es una contra-

Por otro lado, Ĥ cOy (-3) ?íO. En efecto, h^ü^^ (-3) =h^C>y (3) = 

h°í?^(3)-42-1+26 > 0. Sea 0^ecH°uJy (-3) y sea E{4) el haz refle

xivo de rango 2 sobre TP^ determinado por el par (Y,e) : 

O — O _> E(4) — » Iy(7) O . 

Por construcción E es un haz reflexivo de rango 2 sobre , 

inestable de orden 1, con clases de Chern (-1,2,8). Del coro

lario 1.4 deducimos que H^ly(m)=0 para todo entero m 6 equi

valentemente que Y es proyectivamente normal. 

Por último, un razonamiento análogo al realizado en la 

proposición 2.5, prueba que tiene una resolución localroen

te libre del tipo enunciado. 

3.6 Corolario. H^{14,26) es irreducible, liso y de dimensión 

58. En particular, H(14,26) posee una única componente super

abundante y ninguna componente regular. 

Demostración. Es análoga a la del Corolario 3.2 y la omitimos. 
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