cAPITOL 3

Sistemes acoblats

3.1 Introduccio

En aquest capitol passem a discutir el segon dels aspectes relacionats amb la com-
plexitat que hem introduit al capitol 1. Aquest, com haviem apuntat, consisteix a
produir el maxim nombre de bifurcacions sella-—node de punts fixos, és a dir, crear
una xarxa multidimensional de punts fixos en un espai d’alta dimensié. Subsegtients
inestabilitats d’aquests punts fixos, principalment bifurcacions de Hopf, poden do-
nar lloc a evolucions temporals complexes, tal com ja s’ha vist al capitol anterior.
Aixo afegeix un nou element al comportament d’inestabilitat completa, que fins ara
I’haviem aconseguit només amb una sola parella de punts fixos (un node i una sella) i
amb la barreja no lineal de les seves respectives oscil-lacions. La idea és, doncs, acon-
seguir la barreja de modes de no només dos punts fixos siné de molts. A nivell teoric
la forma d’obtenir tal xarxa de punts fixos, com ja s’ha comentat, és incrementar el
nombre de funcions no lineals independents, fet que es tradueix en 'acoblament de

sistemes.
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Els sistemes no lineals acoblats han despertat un gran interés en els darrers anys
per la seva abundancia a la natura [86, 56] i perqué ofereixen un model matematic
molt potent per tal de simular el comportament d’una gran varietat de sistemes
d’interés en moltes arees cientifiques. Els diversos tipus d’acoblament possibles, la
capacitat de variar amb relativa facilitat el nombre de sistemes acoblats, la intensi-
tat de I’acoblament i la connectivitat dels elements, déna a aquest tipus de sistemes
una gran versatilitat. Es especialment destacable la capacitat de tenir diversos tipus
d’acoblament: acoblament difusiu o no lineal, acoblament instantani o amb retard
temporal, acoblament global o entre un cert nombre de veins propers, ja sigui unidi-
reccional o bidireccional, etc. D’aquesta manera gran quantitat de sistemes reals han
estat associats a models matematics d’equacions acoblades [65, 83]. Per altra banda,
I’estudi dels sistemes acoblats és un cami natural que permet realitzar el pas cap a
I'estudi d’estructures espacials continues i del comportament de la dinamica espaci-
otemporal. Cal remarcar, pero, que els treballs experimentals de sistemes acoblats
sén escassos comparats amb els nombrosos estudis teorics i/o numerics. Usualment
els sistemes acoblats s’estudien mitjancant circuits electronics o lasers. Davant d’a-
quests el sistema BOITAL presenta certs avantatges, com la possibilitat de variar
molt facilment la dimensié del sistema o la d’implementar diversos tipus d’acobla-

ment.

Des d’un punt de vista intuitiu, quan s’acoblen dos sistemes dinamics el comporta-
ment interessant i novedds, més complex, es trobara per a un acoblament mitja, és a
dir, és on es podran trobar dindmiques qualitativament diferents de les dels sistemes

independents. De fet podem distingir qualitativament tres casos:

e Quan l'acoblament és molt fort (concepte que caldra precisar més endavant)
el comportament relatiu entre els dos subsistemes és practicament inexistent.
Els dos subsistemes fan (gairebé) el mateix que un de sol, possiblement de

dimensidé més alta.

e Quan I'acoblament és molt feble cada subsistema, és, gairebé, independent i es
comporta practicament com si estigués aillat. La relacié entre els dos compor-

taments és nul-la.

e Quan l'acoblament és “mitja” és quan hi ha la possibilitat de tenir comporta-

ments nous, apareixen comportaments relatius interessants.
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Com veiem, doncs, en els sistemes acoblats és molt important estudiar el com-
portament relatiu dels dos subsistemes, que és el que ens podra informar sobre els
processos d’acoblament. La visi6 global, interessant per si mateixa, ens dura a veure
el sistema acoblat com un altre sistema tunic de certa dimensié superior, perd no
ens donara massa informaci6 sobre el comportament de cada subsistema respecte als

altres.

Aqui apareix també el problema tipic que hom troba sempre en tractar siste-
mes acoblats: quan hem de parlar d’un sistema global i quan podem considerar
(sub)sistemes separats? Pel que acabem de dir, sembla que podem considerar dos
casos extrems: acoblament molt fort i acoblament molt feble, on el comportament re-
latiu és poc significatiu. Aquests dos casos extrems sén, en principi, facils d’estudiar
(és a dir, no presenten més dificultats que les que ja presentaven els sistemes aillats,
potser de dimensi6 més alta, per si sols). Es, doncs, interessant i de gran importancia
estudiar el pas d’'un extrem a 'altre, per mitja de quines bifurcacions podem passar
d’un cas a l'altre i com sorgeixen els comportaments nous que segurament trobarem

per a acoblaments intermedis.

Al capitol anterior hem estudiat un cami cap a comportaments complexos en el
cas de la familia de sistemes BOITAL, i que sembla ser un mecanisme de caracter
general. Aquest cami, malgrat tot, no és suficient, ja que en el fons només tenim un
punt node i un punt sella; tots els altres punts fixos del sistema sén qualitativament
identics als primers i, per tant, no introdueixen noves freqiiéncies. Acoblant diversos
sistemes d’alta dimensié podriem aconseguir punts fixos qualitativament diferents
que donarien oscil-lacions també qualitativament diferents. Aixo aportaria una ri-
quesa de modes d’oscil-lacié molt superior i la mescla d’aquestes oscil-lacions podria
donar lloc a evolucions considerablement més complexes que les obtingudes al capitol
2 si es donen les condicions adients. Malgrat tot, aquest escenari no ha estat encara
estudiat per nosaltres, ja que ens hem concentrat en ’analisi dels casos més simples
d’acoblament, amb dos i tres sistemes de dinamica bidimensional o tridimensional.
No obstant aix0d, un dels camins evidents de futura recerca és precisament seguir
per aquest cami: quins comportaments podem obtenir acoblant (com fem en aquest
capitol) sistemes de dimensié dinamica elevada (com els del capitol anterior) i veure
si s’obtenen comportaments altament complexos. Realment, els sistemes BOITAL

sén una eina potent que permet estudiar amb detall ’acoblament de sistemes. En
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primer lloc, com ja hem vist, constitueixen un sistema relativament senzill d’im-
plementar, tant a nivell experimental com matematic. D’aquesta manera ens sera
possible acoblar un nombre arbitrari de sistemes. I, igualment, ens permet introduir
diversos tipus d’acoblament: acoblament difusiu (lineal) mitjancant la difusié de la
calor entre els dispositius, acoblament no lineal mitjancant la llum reflectida per
cada dispositiu, acoblament de sistemes unidimensionals, d’oscil-ladors (periddics o

caotics), etc.

3.2 Camp vectorial amb una funcié no lineal multidirec-

cional

Considerem n sistemes no lineals, cada un N-dimensional. Aixo vol dir que I’espai
de fases de cada sistema individual és de dimensié N;. Per a qualsevol valor finit de
I’acoblament I’espai de fases haurd de ser de dimensié N = N, - n. Per altra banda
tindrem n funcions no lineals en el sistema, segurament independents, fet que té

importants implicacions pel que fa als punts fixos. Considerem, doncs:

n
F=AF+Y b fi(dp) (3.1)

j=1
on Z € RV, A és una matriu N - N de constants i gj és un vector d’N components
constants. Les f; sén funcions escalars no lineals en & i p representa els parametres
de la funcié no lineal. Els n vectors Ej sén linealment independents i les f; també.
Aquestes f; no contenen termes lineals perd poden contenir termes inhomogenis
(constants). En el fons, 'inica diferéncia amb l'expressié (2.1) és que ara tenim

diverses funcions no lineals, indicades a (3.1) mitjancant I'index j.

Si fem un canvi de base podem aconseguir que la nova base tingui vectors unitaris

paral-lels als I;j, de manera que tindrem:

F=BZ+ | 0 |mhEZw+ ]| 0 [phZw+...+ | 1 [y (32)
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que sempre es podra fer ja que els gj sén linealment independents. Per altra banda
la matriu A (o B) ens déna idea del tipus d’acoblament lineal. Esquematicament es
pot representar per la segiient matriu, on cada bloc representa les N, variables de

cada un dels (sub)sistemes:

O | O

(3.3)

si només apareixen els termes diagonals B el sistema és no acoblat. Si també apa-
reixen els termes [ tenim acoblament entre primers veins, i si tota la matriu és, en
general, de components no nuls, tindrem un acoblament global. Tot aix6 ens déna
idea de l'acoblament lineal, perd no del no lineal. Aquest tltim serd donat per la

possible mescla de variables dels diferents subsistemes en la funcié no lineal.

Per saber com sén els punts fixos trobem la solucié estacionaria:

N
0:ZBijzj+fi(Z;ﬁ) perai=1,...,n (3.4)
j=1
N
OZZBiij perai=n+1,...,N (3.4")
j=1

Les darreres equacions ens defineixen N —n hiperplans de dimensié N — 1, de manera
que els punts fixos estaran localitzats damunt d’un subespai n-dimensional de I'espai
de fases N dimensional. La localitzacié damunt d’aquest espai serad donada per les n

primeres equacions.

3.3 Sistemes BOITAL acoblats

L’acoblament de sistemes BOITAL és un bon exemple del cas expressable amb
Pequacié (3.2), en que els vectors gj s6n independents entre si. La modelitzacié
matematica I’hem realitzada per dos camins diferents, que donen resultats qualita-
tivament molt semblants. Un cami és partir de les equacions originals en derivades
parcials i reduir-les a un model d’equacions diferencials ordinaries seguint el pro-

cediment que ja s’ha fet per als sistemes BOITAL individuals. Aquest procediment
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s’ha realitzat només per al cas de sistemes acoblats unidimensionals. L’altre és partir
del model en equacions diferencials ordinaries dels sistemes BOITAL individuals i
introduir-hi un terme d’acoblament ad hoc. Aquest terme d’acoblament inclou un
terme de retard temporal que tradueix la velocitat finita de propagacié de la calor.
Cal fer notar que aquest retard constant no té en compte la forta dispersié de les
ones de difusio termica a baixes freqiiéncies i per tant ens proporciona una descripcié
forcosament limitada del procés de propagacié de la calor. Aquest model, pero, prové
de la seva forma equivalent al model fisic. En qualsevol cas la confianca en ambdues
modelitzacions prové del seu comportament qualitativament idéntic entre si (com-
paracié que hem realitzat pel cas d’acoblament de sistemes BOITAL amb Ny = 1) i

també amb els resultats experimentals.

Descripcio del sistema experimental

Podem crear diversos sistemes en una mateixa cavitat interferometrica Fabry-
Pérot tot focalitzant diversos feixos laser separats una certa distancia d. Aixo ens
proporciona de manera efectiva diversos dispositius BOITAL que resulten acoblats
mitjancant la propagacié de la calor d’un dispositiu a l'altre. D’aquesta manera els
sistemes tenen els mateixos parametres de la cavitat i de ’espaiador, excepte pels
desalineaments de la cavitat, que produeixen diferéncies en la fase inicial ¢° entre

ambdos sistemes, i pels valors de la intensitat de cada un dels feixos laser, 1% i I”.

Els experiments que presentem en aquest treball es van dur a terme amb diversos
dispositius unicapa, bicapa i tricapa formats per una pel-licula de niquel-crom de
6 nm com a mirall absorbent amb reflectivitats interna i externa de 0.23 i 0.17
respectivament i una transmitancia de 0.46. El mirall dielectric esta dipositat sobre
un substrat de 1000, 400 o 140 pum de vidre (segons el dispositiu utilitzat) i la seva
reflectivitat és superior a 0.98. La cavitat és espaiada, precisament, amb la capa de
vidre, en la qual 'expansié térmica produeix un desplacament de fase positiu (1075
K1) i amb oli de girasol, amb gruixos que van des de 50 zm a 1 mm. EI dispositiu és
irradiat amb un feix d'un laser d’Ar* de 514.5 nm de longitud d’ona. Les fluctuacions
de poténcia sén reduides a un 0.1% gracies a un modulador electrooptic. El feix es
divideix en dos amb una lamina 50% i cada un dels dos feixos resultants es focalitza
sobre el dispositiu fins a un punt d’unes 50 pm, gracies a una lent de 50 mm de focal.

Les intensitats relatives dels dos feixos incidents, I i I%, es fixen mitjancant dues
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lamines A\/2 i un divisor polaritzador, mentre que la intensitat total Iy es controla

amb el modulador (vegeu figura 3.1).
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Figura 3.1: Esquema del muntatge experimental usat per a I'estudi de dos dispositius BOITAL
acoblats. El muntatge és idéentic per a BOITALs de qualsevol dimensid.

La intensitat d’entrada compleix Ir = I, + I%, i les intensitats relatives es poden
descriure amb el parametre v. Aquest parametre es defineix de manera que I =
yIg i I% = (1 — 4)Ig. Les intensitats d’entrada controlen el grau de no linealitat,
ja que entren en les equacions com un factor multiplicatiu de la funcié no lineal
A(t). La distancia d entre els dos (sub)sistemes es pot variar sense modificar 'angle
d’incidéncia amb un mirall mobil muntat sobre un suport micrometric i es mesura
per observacid directa a través d’un microscopi. La distancia controla I'acoblament,
ja que és inversament proporcional a la difusié térmica responsable d’aquell. Aquests
dos parametres, v i d, doncs, ens permeten controlar amb facilitat la importancia
relativa entre I'acoblament i la no linealitat, també controlada per la Pg total. No
nomsés aixo, sind que el parametre v permet un control sobre la simetria. En aquest
sentit, la fase inicial 1/° també modifica la simetria, perd aquest parametre és molt
menys control-lable. Per obtenir una simetria total hem de fixar v a 0.5 i llavors

canviar lleugerament ’orientacié relativa dels dos subsistemes, o bé la inclinacié dels
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feixos laser, fins obtenir la mateixa solucié estacionaria, que implica que les dues
y° sén iguals. Només en aquest cas la simetria estara totalment controlada per .
Per controlar possibles fluctuacions térmiques en la temperatura ambiental, tot el
dispositiu es troba muntat sobre un sistema termoeléctric que permet estabilitzar la
temperatura. A més, aquest termoeléctric ens permet variar també el parametre ¢°

variant la temperatura.

Per tal de realitzar els diversos estudis que presentarem més endavant, vam rea-
litzar diverses escombrades de la intensitat incident total, I, a diferents distancies
d i a diferents . Vam recollir la intensitat reflectida dels dos dispositius, I i I%
mitjancant fotodiodes a mesura que Ig canviava, aixi com séries temporals per a
una Iy fixa. Totes les dades es registren en un ordinador a través d’una tarja ADDA

per a la seva posterior analisi i tractament.

3.4 Solucid estacionaria en els sistemes acoblats

Per estudiar la solucid estacionaria en els sistemes BOITAL acoblats és conveni-
ent utilitzar sistemes unidimensionals. Malgrat la seva manca de fendmens dinamics
interessants, ens permeten caracteritzar amb molt detall les solucions estacionaries
i lestructura de punts fixos d’aquest tipus de sistemes, sense tenir la complicacid
addicional dels fenomens dinamics (que seran estudiats en els altres casos, Ng > 2).
A més, també ens permeten observar amb facilitat el procés d’acoblament creixent
només fixant-nos en els punts fixos i en 'estructura de salts de commutacié (I'inic fe-
nomen dinamic que permet el sistema). Obviament podria ser que aquests sistemes,
un cop acoblats, fossin capacos d’oscil-lar. En aquest cas hauriem d’estudiar com
sorgeixen aquestes noves oscil-lacions, i llavors per estudiar la solucid estacionaria
hauriem de trobar regions on tals oscil-lacions fossin prohibides. El cert és, pero,
que un sistema format per dos BOITAL unidimensionals acoblats no presenta cap
zona d’oscil-lacié en I'espai de parametres. Per altra banda, hem pogut comprovar
com l'estructura de la solucié estacionaria en funcié de les intensitats incidents és
qualitativament idéntica per a BOITALSs acoblats de qualsevol dimensi, de manera
que l'estudi realitzat amb dispositius unidimensionals és extrapolable als casos bi-
dimensionals i tridimensionals. La diferéncia només es troba en els coeficients que

defineixen la solucié estacionaria, que en casos de dimensié superior presenten una
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dependéncia progressivament més complicada respecte als parametres del sistema.

Normalment els sistemes unidimensionals acoblats han estat molt poc estudiats
a causa de la seva manca de fenomens dinamics rics i interessants. De fet, el camp
dels sistemes acoblats sorgeix principalment a partir de ’acoblament d’oscil-ladors
(ja Huygens, al segle XVIII, va investigar els fenomens d’acoblament de dos péndols)
i ha estat aquest el tema que ha seguit predominant, més que no pas els estudis de
sistemes generals acoblats, incloent-hi els unidimensionals, les solucions estacionaries
i Pestructura de punts fixos. Malgrat tot, de cara al nostre estudi, és molt interes-
sant comencar considerant aquests sistemes per poder entendre, a partir de la base,
el cami cap a la complexitat. En aquest sentit, les referéncies bibliografiques sobre
acoblament de sistemes unidimensionals sén escasses. Fins i tot, en el cas de sis-
temes bidimensionals (oscil-ladors) els estudis sobre les solucions estacionaries sén
reduits, per centrar-se sobretot en els fenomens dinamics. Bar-Eli [50] ha estudiat
numericament les solucions estacionaries d’oscil-ladors acoblats i destaca especial-
ment el fet de l'increment de punts fixos gracies a I’acoblament; és gairebé 1'inic

estudi una mica detallat de solucions estacionaries en sistemes dinamics acoblats.

Modelitzacid

En el cas que ens ocupem tenim dues funcions no lineals, de manera que podem
escriure I’equacio del sistema tot reunint la part lineal en un tnic terme i cada funcié

no lineal per separat:

o o b
\i/b =A o + blfl(\lfa) + bng(‘I/ ) (35)
on A és una matriu 2- 2 i by i by sén vectors bidimensionals. Com en el cas general,

escollim una nova base de manera que:

0 20 1 . 0 .
(£)-n(2) o (Dree (oo oo

1 la seva solucid estacionaria és:

0= B12%+ Blgzb + fl(g; ﬁ) (37)
0 = Bo12% + BQQZb + fg(g; ﬁ) (3.7’)
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En aquest cas veiem que P'espai de fases i el dels punts fixos coincideixen (com ja
sabiem), de manera que els punts fixos es distribuiran sobre un pla. Per an =2 i

una sola branca de biestabilitat el maxim de punts fixos possibles és 9.

Com ja hem comentat per al cas general, a ’hora de modelitzar el sistema acoblat
hem procedit per dos camins diferents: en primer lloc, partint de les equacions en de-
rivades parcials les hem reduit a un sistema finit d’equacions diferencials ordinaries;
en segon lloc, hem construit un model més ad hoc basat en un terme de retard tem-
poral. Cal dir que les simulacions numeriques d’ambdés models donen resultats molt
coincidents i per aix0, i donada la major simplicitat del model de retard temporal,

utilitzem aquest darrer.

Considerem dos dispositius BOITAL unicapa separats per una distancia d i aco-
blats termicament. Les fases inicials poden ser diferents per a cada un. L’acoblament
I'introduim mitjancant un terme amb una dependéncia temporal retardada un temps

7. Aquest terme depen linealment de I'estat de I'altre dispositiu en un temps anterior

t—T.
dy® _ _b¢a+bA(¢a)¢a+ by 0
"= et —7) — ) (3.9
d b
= oy 1 bAWNE + c(y(t—7) — ) (3.9

on els superindexs a i b fan referéncia a cada un dels dos dispositius, i els diversos

parametres s’expressen en funcié de parametres fisics:

k
b=1+2— 3.10
2 (3.10)

k

d2

essent k£ la conductivitat térmica, h la conveccid, g el gruix del dispositiu, D la
difusivitat i d la distancia entre dispositius. Els coeficients ¢ i 7 sén especialment
importants ja que sén el terme d’acoblament i el temps de retard. f és un factor
constant que relaciona la transfereéncia de calor amb les variacions de fase. La ¢p,

per la seva banda, es relaciona amb la intensitat incident a través del parametre 3,

Vi = BlE.



