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INTRODUCC ION

La mayor parte de losg problemas de la Mecénica Celeste
pueden reducirse a un problema perturbado de dos cuerpos.
Esta memoria es una contribubiém & la comprensibn y resolu-
cién de dichos problemas. | _

En primer lugar se aborda la estructura del conjunto
de Srbitas del problema &e dos cuerpos sin perturbar. Una
adecuada definicién de distancia entre érbitas permite, en-
tre otros resultados, explicar lag dificultades y singula-
ridades que aparecen en los problémas perturbados en cuanto
. a las variables escogidas.

Se demuestra a continuacidn la equivalencia formal de
los métodos empleados en la teoria general de perturbaciones
de la Mecénica Celeste (vélidos en realidad para ecuaciones
diferenciales ordinarias). Se expliciten los elgoritmos que
permiten el célculo efectivo (meﬁianté,recurrenoia) para
todos los érdenes., Em el caso del método clésico de Lagrange,
Laplace y Poisson se:obtienen las perturbaciones de orden
. cualquiera én'fcrma explicita de manera directa. Se geners-
liza el teorema de Lagrange para la inversién de funciones.
Su utilizacidn es la base de diversas transformaciones.

Otros conceptos introducidos en el Gltimo capftulo pa-~
recen tener interés en el estudio de la optimizacibén y en el
problema de los denominadores pequeiios debidos a la depen-

dencia de las frecuencias sobre el cuerpo racional.

El detalle del contenido de los diversos .capitulos se

halla en la inmtroduccidn que precéde g cada wno de ellos.

Como norme general se indica cufndo un resuliado es co-

nocido, omitiendo la demostracidn.
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Los conceptos de distancia entre drbites, variedad de
Kepler, elementos topoldgicos, bperador de iteracidn, deri-
-vada contractiva, conjunto localmente accesible, desbloqueo
de orden k ¥y condicién geométrica de desbloqueo, entre

otros, se introducen en esta memoria,

Si de un mismo concepto se citan varias referencias
se debe a que en ellas se abordan distintos aspectos del

‘mismo.

Expreso mi agradecimiento 2l Dr. J.J. de Orfis por la
acogida que mefviene dispensando en su Depértamento y por

haber querido aceptar la direccidn de este trabajo.



Capitulo 1

TOPOLOGIA DEL PROBLEMA DE 2 CUERPOS

Introduccidn,

El tema que vamos a tratar en este capitulo cuenta con
notables contribuciones en los Ultimos afios. La relacidén en-
tre el aspecto cualitativo de las soluciones'de los sistemas
dindmicos (y en particuler de los gue se encuentran en la
.Mecénica) y la Topologia, se hace patente en Abrahaﬁ ﬁJ,
Moser [é;], Smale [114], Souriau [115], Sternberg [117], Yy
Weinstein [1213 entre otros. Interesantes trabajos acerca de
la ToQologia del problema de 3 y de N cuerpos se deben a
Easton [34], [35] v a cabral [16].

Sin embargo, el problema que se ha tratado con mayor
detalle es, légicamente, el de los dos cuerpos. Es de par%in
cular interés el estudip de la variedad formada por el con-
junto de 6rbitas keplerianas, que cuenta con contribuciones
de Bacry et el, [10], Kaplan [6?}, Moser [91] y Souriau Exlé]
p.155, y con la interpretacidén de Gagliardi en términos de
la regulerizacién XS ([118]p.289). |

En (1..4.14) introducimos el concepto de variedad de
Kepler, al que se llega compactificando (excepto en lo que
hace referencia a la energia) la variedad anterior.

Se generaliza asi el trabajo de Noser {91} incorporan-
do‘todas las bérbitas keplerianas (en lugdr de considerear
s8lo las que tienen una energia negativa fija).

Se obtienen coordenadas "naturales® (tanto en términos
fisicos como topoldgicos o incluso numéricos) que describen
dicha variedad sin singularidades, a.diferencia de lo que
ocurre con las variables de Kepler, de Delaunay o de Poinca-
ré, y sin tener ligaduras entre los pardmetros de la Srbita

comg ocurre con las variables vectoriales.



Se engloban en resultados tinicos los trabajos relativoé
a la Topologia del problema de 1os dos cuerpos de los auto-
res resefiados en el inicio de esta introduccidn.

Las mayores dificultades se presentan en la definicidn
adecuada de distancia entre drbitas, ya que en general se
tiene que los espacios de érbitas no son Hausdorff (basta
pensar en Srbitas de colisién y en las que discrepan sélo en
el sentido de recorrido; ver [llﬁ],p 155). La distancia que
se utiliza (tanto (1.3.6), como (1.4.16)) es perfectamente

natural., geométrica y fisicamente.

§l.l.— ELl vroblema de los dos cuerpos.

El problema de los dos cuerpos, consgiderados puntuales,
se reduce a la atraccidn de una masa puntual mévil‘(secunda~
rio) por una fija (primerio)(ver Pollard [ég]p.27), de manersa
que si X es el vector de posicibén del secundario respecto
al primario y M designa el producto - G(Mim), (G = constan—-
te de la gravitacibén universal, M = masa del primario, m =
=maga del secundario), x se obliene como solucidn dé la

ecuacidn diferencial :
L1 E o+ opz/zEl’ o= e .

Convenimos en hacer tA =1 de shora en adelante ya
que el valor de esta constante es no significativo.

Sea en general
(1.1.2) ¥ = £(z,%)

con y vperteneciente 2l espacio de las fases (o al fibrado
tangente a la veriedad, en €l caso de sustituir ¢l espacio
fisico R3 por una variedad diferenciable cualquiera), la

ecuacidn diferencial que rige un determinado fendmeno. Con-—



sideraremos las siguientes definiciones :

1l.1.3.Definicidn.- Llamaremos trayectoria por el punto

(Xé’to) la aplicacibn Try que hace corresponder a cada
valor de + un punto en el espacio fésico que satisface
(1.1.2) con la condicidn Try(to) = ¥, « Se entiende que
los valores de 1t se toman dentro del mayor intervalo I ,
RO I B'tov ‘de manera que en 81 (L.1.2) satisfaga las

condiciones del teorema de existencia y unicidad.

Supondremos de ahora en adelante que a cada trayectoria
se le puede asignar un escalar obtenido evaluando, en un
punto. cualquiera de la imagen de la trayectoria que pasa por
un punto dado, una integral primera destacada que llamaremos
energia,

Puede darse el caso de que dos trayectorias distintas
tengan la misma imagen y la misma energla (correépondiendo a

movimientos en el mismo plano de R3'

en sentidos contrarios).
Convendré distinguir ambas trayectoriaé, lo que congeguimos
en nuestro problema medisnte el vector momento c .

- La funci6n~energia la representaremos por. h ¥y el

médulo del momento por ¢ .

1l.1l.4.,Definicibn.- Llemaremos Srbita abstracta por el

punto Z, la imagen de I vpor la aplicacibén Try X h x c.
Obsérvese que la componente imagen por Try ge considera

como conjunto de puntos en el espacio fésico.

1l.1l.5.Definicidn.~ a) Entendemos por Srbita la proyec—
cibn de la brbita abstracta sobre el espacio fisico (desié-
namos por prl esta aplicacidn proyeccidn). En un problema
general efectuaremos la proyeccidn sobre la variedad dife- .

renciable en que se desarrolla el fendmeno estudiado.



b) Llamamos‘hodégrafa a la proyeccién de la drbita abs-
tracta en el espacio de las velocidades (siendo>.pr2‘ la

proyeccibén correspondiente).

- 1.1l.6.Definicién.— Entenderemos por Orbita kepleriana

(tanto abstracta como no) la que corresponda a una trayecto-
ria solucién de (1.1.l1) . Descartamos la solucién trivial

x = o (constante).

'1.1.7.Definiciém.~ Llamaremos 6rbita abstracta de coli~

sién 0, de (L.1.1) 1la gue verifique que prl(oc) CON-
tiene al primario. ' | |

A las solucionés de (1.1.1) 1les corresponden Srbitas
abstractas que se proyedﬁan en el espacio fisico en elipées,
parébolas § ramas de hipérbola, segén que h sea <( o,: = 0,'
> 0, respectivamenfe, y siempre en ﬁlanos que conﬁienen al
primario ([9Q]p.2,5), En los casos hiperbbdlico y eliﬁtico
se tiene | ' |
L

siendo a el semieje real o mayor (reépectivamente), convie-
niendo en que ‘a <0 " en el caso hiperbélico.
Eventualmente las Orbitas son rectilineas, correspon-
diendo a érbitas sbstractas de colisién. Existen los tres
tipos de 6rbitas de colisidn § en el caso eliptico la brbita
es un radio de la esfera de velocidad nula; en los otros dos
casos son semirrectas, correspon&ieﬁdo en el infinito velo~
cidad nula o positivae segin se trate de rbita parabblica o
hiperbblica. | |
En el caso de las érbitas de colisidn entendemos que
ésta es elbstica y que la trayectoria estd definida para

tiempos anteriores y posteriores al chogue.



Si h 2 o0 1las 6rbitas son no acotadas.

Si la energfza es negativa todas las trayéctorias son
peribddicas. E1 periodo es sbélo funcidn de la energia, como
ocurre con todo sistema hamiltoniano que posea exclusivamen-

te trayectorias peribdicas (véase Gordon [45]).

§l.2.~ Estructura de h = cte. < o.

1.2.1.Teorema(Moser).- SL1 h = cte. es negativo, la

subvariedad del'espacio‘de las.féses en que lé'enﬁrgia toma
dicho valor constante es homeomorfa al fibrado tangente uni-
ﬁariq de Sn (supuesto estuaiédo el problema de dos cuerpos
en dimensién n). E1 flujo hamiltoniano se aplica en el flu-~

L
jo geodésico (métrica inducida por la de Rp'l Y.

l.2.2.Nota,~ E1 resultado obtenido por Kaplan en 1941

para n = 2 {62] discrepa ligeramente por no tener en cuenta
las S6rbitas de colisibn, que son precisamente las que compac—

tifican R? paséndolo a S°.

 Demostracién : Basta ssociar a cada 6rbita su hoddgrafa
Y constrﬁir la antiimagen de lafmisma por la proyeccidn este—
reogréfica sobre Sn. Las geodésicas por el polo de dicha

proyeccidén corresponden a les érbitas de colisidn. Véase Eﬁ]

para los detalles.

Se puede demostrar asimismo (Souriau [ilﬁ]p.lSE, Moser
{92}) que si asociamos a cada érbita (aeﬁtro de la variedad
con energia "h = cte. € 0) un punto,3es decir, si identifi-
camos todos los puntos de una 6rbita (con les salvedades men—
cionadas despuds de (L.1.3)), se obtiene ~S2 en el caso de
dimensién 2 y 32 X S2 en el caso de dimensién 3 (véase
también Stiefel-Scheifele [118_]1).288)o
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Nuestro primer objetivo consiste en estudiar qué ocurre
cuando se incorporan todas las 6rbitas keplerianas, Para ello

. > \t
necesitamos algunas cuestiones previas.

§l.3.— Digtancia entre Srbitas.

1.3.1.Definicién.- Sea E wun espacio métrico siendo 4

la distancia y gD(E) el conjunﬁo de las partes de E .
Sea a €E, BE€ ka) , BZ @ . Definimos

d(a,B) = inf d(a,Db) .
b € B

si ABeP(E), AB#FZ, definimos

a(a,B) = "sup d(=2,B) ,
’ a € A

~

y como d& no es simétrica, hacemos a& (4,B) = a(A,B) + d(B,A).
A esta funcidbn en f(E) X ?(E) la llamamos méirica de
Heusdorff (Kelley [64]p.131, Michael [84]).

1.3.2.Propbsicién.m a) Si & es una distancia en E,

d es una pseudodigtancia en ?(E) - ?ﬁ} .
b) Si f;(E) designa las partes cerradas de E , d

es una diétancia en TQ(E) - {ﬁ} . (Ver Abraham {1}9.243,
Dieudonné [31] Do 6§) . | ‘

Vamos a Jjustificar que no es conveniente utilizar la
métrica de Hausdorff para expressr la distancia entré dos
6rbi%askkeplerianas.

En efecto ¢ Sean R, £ > o arbitrariqs. Si una érbita
& no estd acotada, aunque otra brbita & permanezca &
distancia d de & menor que ¢ dentro de la bola cenQ

trada en el origen y radio R , puede ser d no acotada
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si las érbitas se,"separan"vfﬁera de la bola considerada.
Sin embargo parece deseable tener pné distancia tal que en
el caso considerado no sélo esté aéotada, sino que sea pe-
quefia. Por otra \parte la interpretacién geométrica de la
distancia entre drbitas serd més sencilla si trabajamos son
distancias entre las Srbitas reales en lugar de hacerlo con

las abstractas. Lo anteriormente expuesto sugiere la siguiente

_1.3.3.Definicién.~ Dadas doé Srbitas keplerianas & vy

6" , sean prl(OO, prl(ﬁ’) sus proyecciones en el espa-
cio fisico, Bé la bola cerrada de radio n (n € N) con

centro en el origen;
= : ’ . ' . r _ ‘ ’ ,
6 = prl(o)n B, 6 = prl(G )y N B
1lamamos

. ' ' | ’ - * L4 : ey ’ - -1 r
3) 40,0 = d'(g,,00) v Aoe) —nf;le 40,0

Nétese que ﬁﬁ u Gg. pueden ser vacias; en este caso las

sustituimos por 3& en (1.3.4).

—

- 1.3.5.Provosicibn.- 4 es una pseudodistancia en el

conjunto de las brbitas keplerianas.

La demostracién es inmediata observando que 'a(G,&')sg

Bﬂ- 22 = 4, que cada d_ es pseudodistancia y que si
— n n
nzl?2 |

& y & son dos brbitas de colisién hiperbdlicas con la
misma semirrecta soporte, a(&,6’) = o, ¥y basta que

he £ he, para que ¢ # ¢ . Andlogamente dos drbitas
kidénticas recorridas en sentido contrario estarian a distan-

cia d nula,

Advirtamos que puede definirse d en un espacio métrico

cualquiera, y que no es eguivalente en general a tomar la
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~distancia de Hausdorff entre conjuntos cerrados en un espacio
en el que la distancia se ha convertido en otra equivalente

acotada.

~ 1l.3.6.Definicibén.- Sean © , ¢’ dos érbitas keplerianas,
he, h

ef'y Sy Sy Sus energias y momentos respectivamente.

Definimos
(1.3.7)  D(6,07) = A6,67) & [nho,| + Hlggeer)

en donde Y = se obtiene a partir de los extremos de 36 ¥

S a2l como 4 se ha obtenido a partir de Gy & .

1.3.8.Provogicién.- D define una distencia en el conjun—

to de las O6rbitas keplerianas.

Basta tener en cuenta (1.3.5) , la observacibn .que la

sigue, ¥ el hecho de ser lhe_— he,l‘ y }L(gﬁ,go,) pseudo-

distancias,

Obsérvese que as{ hemos dotado al conjunto de las Srbi-
tas keplerianas de una estructura de espacio métrico “natu—
ral® atendiendo a consideraciones fisicas del problema. Otro
procedimiento ([91]).consiste en establecer una biyeccidn
conun cierto espacio métrico y dotar a las 6rbitas de la
- topologfa inducida, qué no tiene por qué tener un significa&o
 fisico. AdemAs hasta la actualidad sélo se habfan considera—

do biyecciones con subconjuntos de érbitas keplerianas.

§1.4.— La variedad de Kepler.

Un procedimiento trivial, simplemente explicitandc un
homeomorfismo, nos dard la estructura del conjunto de las

6rbitas keplerienas.
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Posteriormente se hard una observacién que permitiré
llégar a una definicibén natural de variedad kepleriana con

una estructura topolégica sencilla.

Un simple cédlculo prueba el siguiente

1.4.1.Lema.~ a) Sea 4 1la distancia del foco a2 la

directriz de la cénica solucidbn de (l.l.1l) ¥y h su energia.

Entonces se tiene para la excentricidad el valor

(1.4.2.) e =Vn%a®+1 +na = (\ne®+1 -na)t

(La primera férmula es més adecuada para hallaf e si h> o
¥y 1a_segunda si h ¢ o).>Esta expresién es vélida para los
casos limite : Srbitas de colisibn (4 = o) y érbitas circu~
lares (d =00 ). | |

b) si q es la distancia del foco al periastro :

e=142hg , 4d=2q(hqg +1)/(2hq +1) , q=-¢ed/(L +e).

1.4.3.Tema.~ La directriz y la energfa determinan la

drbita solucidn de (1i1,1) supuesto que ésta no sea de colisibm.

Demostracidén : Por no ser de colisibn, la directriz no
pasa por el primario. Luego junto con éste define el pland
de 1la 5rbita. En éste el eje de la cbénica es perpendicular =
la directriz (eventualmente ésta esté en el infinito para el
caso de 6rbita circular). Entonces h y _d determinan a y
e en virtud de (1.1.8.) y (1.4.1.).

A continuacién obtendremos el teorema fundamental de
este capitulo, cuya larga prueba no.es més que un conjuntd de

conprobaciones.

l.4.4.Teorema,—- EL conjuntb de lasg 6rbitas keplerianas

provisto de la distancia D es homeomorfo a
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con la métrica inducida por la de R7.(E1 simbolo ? se usa
en razén de ser éste el espacio que "parametriza® las Srbi-

tas keplerianas).

Demostracidn : Designaremos por & el conjunto de las

drbitas keplerianas. Vamos a definir una aplicacién

f— 0

y probaremos que es biyectiva y bicontinua. Descomponemos la

demostracién del teorema en varias partes :

Definicién de f# :

Sea p.-(abh) € 93 con a*besz, h va a sig-

- nificar 31empre la energia de la érbita. Si 2 = b hacemos
correspon&er a p una 6rb1’ta@de collsxén sobre la semirrec—

ta soporte de ambos vectores y con energia h.
a->b

. . . r
“ 2fnoeew Ty o0 ook

'ﬂ_ o’ el plano perpepdicular a ¢ ’ pasando por el ‘prima-‘,

&
.

rio y &f, la interseccidn de 1la perpendicular a g' por el

extremo de ¢’ con no' ().

Tomamos como directriz en TTC, la recta por 4’ per-

-

pendicular al plano -definido por gy b. V ,
En virtud de (1.4.3.), (a,b,h) de’cerm.n,nan une 6rbita
tnica, | | | |
Observemos que si el éngule entre &y b ,es‘ Y, entre
¢’y & es (T-y)/2.

(%) En realidad basta que el paso de a’ € S?' - ig’}“ a a’
sea un homeomorficsmo. Por ejemplo, se hubiera podido eséoger
la proyeccidn estereogrifica. Se ha definido tal como se indi-

ca para facilitar la posterior interpretacidén geonétrica (g.«.».l)
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En el caso particular de que b = - & la érbita en
cuestidn es circular si h < o . (Ver 1.4.14.).
 Obsérvese también que (b,a,h) corresponde en el es-
pacio 2 la misma érbita que (a,b,h) , pero recorrida en
sentido contrario. |
La aplicacién entre Srbitas y puntos de 52 x§° para
h = cte., ¢ 0o, definida en [ll8]p.289, puede prolongarse a

toda h < o , pero deja de tener sentido si h =20 .

Inyectividad de & :

Sean Qf(Pl) = ﬁ(pz) » PysD, € (? . Si las érbitas son

idénticas h) = h, . Si son de colisién 8, =b ¥ 8 =Dh,

pero por ser la misma la semirrecta soporte 9_1 = 22 =3

P, = D, . 51 no son de colisién estd definido el plano en que

se hallan las dos &rbitas en el ‘espacio fisico,' 1o que impli-
’ ’ i ’

ca gcir=g¢/ (no puede ser ¢; = - ¢/ pues el sentido de

de recorrido seria opuesto). Por otra parte, si no son cir-

culares (en cuyo caso la directriz estéd en el infinito, o sea

| ‘ = N I - 1 = ’ = !
(M-y)/2=0 = 8y by » 1 1’2, y como ¢l =g/
se implice 2 = _232), existe eje de la cénica, lo que deter~
mina el plano en que se encuentran 2, ,_Igi y 1=1,2, Por
gser las directrices idénticas d]'- = dé SN __q]’_ = _a_,é )
b, = i ! = ¢f ' = "

by _1_3_2 , que ;;unto con 21 -C-2, = pl p2

Exhaustivided de @ :

Si la drbita ©& es de colisidn con soporite la semi-
recta Au, A>o0, ufo, definimos 2 =D = Y Y
y se tiene @ (a,b,h) = 6. | |

Si ©&  no es de colisiér;, puede ser cireular o no.

Si es circular en un plano normel a 1 (3 £ o, ‘tomado de .
forms que el sentido de recorrido sea directo respecto a _u__),ﬂ

sean 2 = - b = w/|u|l . Trivialmente @(z,b,h) = O .
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Si no es circular, sea g’ unitario (%), perpendicular
gl pleno de la Srbita y definido de forma que el sentido de

recorrido de dicha érbita sea directp respecto a gf. Existe

—

eje de la cénica y en éL el periastro. Sea q el vector
de posicibn del mismo (#®); 4q" = - affg] ; & la disten-

cia del primafio a la directriz, 4 ¢ (o,o0). Calculamos

o = arc.ctg d , o« & (o, 11/2). Si tomamos

(1.4.5.) 2=¢" cosot+ g seno , b=~ c’cosod g"sen«

i

se comprueba inmediatamente que @(a,b,h) = O .

Continuidad de @ :

Consideraremos separadamente los tres tipos de dérbitas.

8) Caso eliptico ¢+ Si h =k <o la bérbita © ‘esté
acotada. Sea D¥o,067) = p(6,0’) - a(06,67) + a¥(e,8’) ,
(ver 1.3.7.). Es inmediaﬁo que D¥* es equivalente a D
sobre las 6rbitas con - h‘<‘k/2,

Consideremos la bola
{e'e 6] ¥(e,07) < £ < &k /2} .

Imponemos | }h,- h’[ { }f(gﬁ,gé,) < &/2. (ver 1.3.6).

Basterd, por tanto,que 4% (0,0°) < &/2. 8. -6 y & 1o
estén gn un mismo plano, se podré.pasar del planow‘TTﬁ, al
-ITO, mediante giro alrededor de su interseccidn, de fngulo
¢ = arc.cos(egegcl,) - 81 & es de colisién la recta alre-
dedor de la cual hacemos el giro es la perpendicular al so-
porte de & contenida en el plano -TTe, (81 6" también

" es de colisidn no hacemos giro por estar ya2 en un mismo plano).

es colineal con Ce

(#x) q’ es colineal con e.
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Sea Gi | la imagen de ©° por el giro inverso del defi-

nido. Supuesto que @ y ei‘ no son circulares, llevemos el

eje de Oi a coincidencia con el 8¢ ©O. Esto define una nueva

- ¢bnica eé, Como a},ui (argumentos de los periastros) estén

definidos, basta que |w’ - w]|< &/32a%  para que tengamos
que probar sélo que d*(ﬁ,éé)<: ¢/8.

Sea ahora 63 la dérbita correspondiente a efectuar una
homotecia de Oé y con el mismo semieje que 6

X , .
a*(e,,0,) = 2{8, ~a,|(L+e,) ¢ 4la-a) , a, =8 =2a" .

Bagta que \a - a‘l<, ¢/64 (lo cual se traduce en una res-
triccién de los valores de h’) para que sélo quede por pro-
bar que '

d*‘(e,%) £ €16 .

¥

Si E, B’ designen las anomalfas excéntricas, e, e

"las excentricidé&es, se tiene para x € prlO; ‘ x3<s,pr183 :
| CoS E - e | I cos B - e’
X =8 ) o y X, = 8 '
(1 - eg)l/zsensE 3 (1 - 6’2 l/zsenaE7

(ﬁomadaé las componentes en‘elYplana comiin y como primer

eje el comin a las cénicas).
inf a(x,xs) TR - }arc,cos € - arc.cos e’( o

B’ e [o,21]

. ,
d (6303) £ 2alarc.cos e - arc cos e’

Observemos que no se puede hallar otra cota superior:de
d*(@;ﬁB) menor que la dada y vélida para todos los posi-
bles valores de e y e’. |

Luego si

(1.4.6.)  cos(min(Tl/2, arc.cos et €/128a%)) 4 e ¢

= cos(max(o, arc.cos e - 6/1283*)) R
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y se cumplen las hipbtesis emt’eriores', se tendrd
a*(e,07) < &2

Veasmos shora qué condiciones debe cumplir p’ .'tal que
#(p’) = 6 para que V D*(S’,@') < €.

En primer lugsr si © no es de colisién debemos bus-
car condiciones sobre a”y b’ tales que garanticen que
el 4ngulo de las normales-a las 6rbitas sea menor que ¢ ,

(o que el 4ngulo entre (c’)”y & =Db sea mayor que

/2 - ¥). En éegun&o lugar hay que ver qué condiciones
sobre a2’y b’ hay que imponer para que el éngulo entre
a+d ¥y "3’ + b” sea menor que ¥/2 (supuesto & - no
circular). |

Esta condicidn aseguraré_que los vec‘barés dirigidos hacia
el periastro de las 6rbitas © y '  formen 4ngulo menor
_que ¥/2 y por tanto tembién es menor que /2 el Angulo
entre ids Qeriastros de O ¥y G’l .

Por ﬁltimo hay que encontrar condiciones a imponer a
2% b’y b’ vpara que e’ ‘satisfaga (1.4.6.).

‘ ‘Seé‘a y tel que cos y = 2'b (#). (S1 cosy=1,
basta que a+a’, yv &b sean mayores que costf?).

Hallaremos ¢ tal que
~bed"” > cos ¢ a*a’ > cos ¢
garanticen la primera de las condiciones mencionadas :
(a - b)-(2" - 2"

& - 2fllz2” - 27

Simplemente se tiene ¢

>cos({9,

(#) E1 punto entre 2 vectores denota producto egcalar. Uuam‘

remos indistintemente la notacidn <a b> = geb .
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(2 - D)-(a" =1b°) a2 + Db’ -ab -ad
2 - 2l - 2 E-ele 21
2 cosf - 2 cos()-F) _ éen([/Z-f)

2 sen [/2 « 2 sen()/2 -!»g) sen(y/2 +¢)

que es nayor }que cos \F i ...
L2 |

An&logamente para la segunda condicidn debe tenerse :

(2 + b)e(a” + 1)

; | > cos Y2 ,
& + 2|-|2" + 2’ -
 que se 'tré,duge fdcilmente en
(1.4.8.) tg ¢ <ot [/2 + g /2 .

Sean ei v eé los extremos posibles en la variacién

de e” : | | |
LY .

ei £ " & eé .o

Como que seg&ﬂ (L.4.2.) ¢

e = > 5 *senzgé"ﬁ = %(h’d) ’
\[h cos ¢+ sen ¢ = h cos o

existen entornos ul de h ¥y L{z"ae’ « tales que
velly o wely = orcleo]

 ya que el denominador no es nunca nulo si 0> &2 > h ,
L€ lo,l/2), Seen u2 = (g, o)), K, = min( | =t s lot=y] )

Basta gue se cumpla

(2.4.9.) neW;, , 2.a’> cos Kx , b°h"> cos K,
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para que se satisfaga la ltima condicién. Esto acaba la prue-

ba de que & es continua si ©& es de tipo eliptico.

' b) Caso parabblico : Dado & y tomando lh’l L &/2,

ano 3 N’I Z 2““&2(6,@’) Z 5/4 s, CoOm 16 ‘que para tener
n>n ‘ :
o ,

D(0,8°) < ¢ basta que }—_— 2-na§(®,6") < &/4 s DPEero

n<n : )
esta distancia en la bola de radio n, es equivalente a
d: . Luego para un cierto 7 > 0 habri que probar que
\ o - . . . .

existe un entorno de p (@(p) = ©) en ?’- que se aplica

por # en puntos de (J & distancia d; ~ de ©& me-
i ‘ . O

- nor que . Para lo que hace referencia a plano de la 6r-

bita y periastro procedemos como en el caso anterior, sustitu~

~yendo a¥ por n, vy ¢/4  por M,y definiendo ané-
logamente 61 vy Gé .
Sea & una Sérbita con la misma energfa que © v

3 , 2
‘el mismo periastro que .6 (v, naturalmente, en el mismo
plano y con el mismo eje). Basta probar que la podemos eSCOo-

- ger de modo que
x x
dnb(G’OB’) < 7/4' ’ dn0(82763) < 7/4' y

para tener demostrada la continuidad en el caso de ser €
parabllica. Sean q ¥y q° 1las distancias al periastro de
& y O&. En virtuvd de (1.4.1.) e=14+2hqg .« S1I & es
eliptica el paso de 02 a - 63 acarrea una variacién de
e sin vaeriacién de a . Por lo visto anteriormente en este

caso la funciébdn :
e dno(®2,®3)

es continua, Si 6" es hiperbdlica se verd a2l estudiar el
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caso @  hiperbblica. Sea O’ parabblica. Trivialmente
en este caso 4’ = 2q°. Las érbitas ©, ¥y ©, son homo-
téticas de razén qfq’ ¥y basta que &sta se halle en:
0y - 7/ 8 3
y =
n, n - 7/8
r

Si q = o (colisidn parabdlica) bastarhd que q’ <

- ¥ | ‘
) | para que | dn0(02’03) Z 7/_4 .

. 2
< mlkn(no,(/{ /128q).

Para finalizar el ‘éaso parabdlico hay que garantizar
'd; (0,03) < 7/4. Si O es de colisibn (g = o) basta que
0

B> - 1/110 para que dno(_e’efi,) =0 .

Si_ ® 1o es de colisibn,por ser q (q # o) idéntico
en -0 y 0O, , la continuidad de la solucién de (1.1.1) res-
péc.’i;o al parémetro IV H (velocidad en el perlastro), asegu—-

ra, d* (06‘)47/4-.
%

- Traducido lo dlcho anteriormente = condiciones sobre
(a,b,h) digamos que las del +tipo (1.4.7) 7 (1.4.8) permanecen.
Si  ©° es eliptica la condicién (1.4.9) también sir;\re,
pues sunque h =0, se tiene  # 0. Para €  parabli-

-.c_a ‘bastard recordar que el 'paso
K ——> e— g

es continuo. ] 4 o
En cuanto a H Eq” r‘écoz’demos qu.e',' fijado q, el paso

b — “_\__fq” ~es continuo (suponemos‘ qa# o).

¢) Caso hiperbdlico : Escogido né como en el caso -

perabblico y con las mismas consideraciones que anteriormen—
te respecto a2 plano de la 6rbi"ba ¥y periastro, bastaré que

éf’6 (o, G ) < 17/2 . Como en el caso el:{p“clco tomamoo 83 com
o, .

la misma excentricidad que 62 e idéntica h que & ..
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El paso de 0, a :;.03 es wna homotecia cuya razén h'/h

se hallarid (con h’ conveniente) dentro del intervalo
n, - 7/8 | n )

’ *
n n - 7/8

(o}

Si ©& es de colisién cron h =k > o, dado que la

ecuacidén de O se escribe

3

(2hx - o)%(e? = 1) = 4n°y° + 6> - 1 ,

se tiene

e 1 e)® - 1) - 1)
o < =
| oh
y como que esta funcidn es continua en h> k/2 y nula enm |
e =1, existen U y u. tales que h' ¢ u , '€ u
h e o : h e
implica ‘ ‘

, ;
dn°(®,®3_) < ‘7/4» .

Si © no esdecolisibn e>1 45 , §>0 . Sea
e’e [e -5/2, e & 5/2]. Cortemos las dos hipérbolas por una
recta paralela al eje X . Si X, x

O 83

cisas en una y otra hipérbolas, se tiene @

2
\/.f’..:?..‘;.}.[(gxhe - 9)2 - ]:] +1 4+ e’

‘ e’ - 1 B
.X@ (Xg,ae") = :

3 | - - on

de signan las abs--

y,v claro §sté., x%(x@,e) = Xg v x®3 es un;fcrmemen—,ue

continua en [o,no] X [e - 5/2, e + 5/2] . Por tanto existe

Y tal que [e’—e|< DRSS '!x - X éf//B,es

o l

. 3
decir 4 (6,68,) < WA qee.ds
n 3 » ‘
Utilizando zhora pa:r'é, e la expresidn (ver 1l.4.2.)
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o = %(h,o()‘ = (Vhecosax-}- sena_o( th cosa)/sen oL ,

que es continuea si h > o , « & (o,1/2], se obtienen
trivialmente condiciones anélcgas‘a‘(l,ér&.). Ldégicamente
hay que imponer ademds las del tipo (1.4.7) y (1.4.8). Esto
acaba la prueba de la continuidad de ¢ . ' '

Continuided de @ s

Sean peg), ¢ >0, G’}ﬁ(?)r-s.ﬁen‘tro de la
bola de radio ¢ centrada en p se hallan los puntos p’
- que satisfacen | ’ |

(1.4.10) lh’-hv:{ <« &2, awa’> cos £/4, Db*b’'> cos ¥4,
Veamos que 35‘ D(0,07) ¢ § == c‘i?@“(p,p') < ¢
siendo  p’ B(p’) =& ¥ d.g,‘ . 1la distancia en fjg . Bas-

tard comprobar que se cumple (l.4.10).

Obviamente si I  es un intervalo cerrado cualguiera

de R, por ser 32 x 32 xI=K : compacto, bastard probar

—-1 . : & . .
que £ es continua.en ? -~ X, por ejemplo, para

érbitas con energia
‘h>k>o0 6§ h<-Xk .

a) Caso eliptico : Es suficiente trabajar con &%(@;@'),

(=), Supongamos que & no es de colisibén. Si & es cir-

cular, basta gue }
|n - n*| < min(é/2,[n]/2) , § < min(-&/16h,~1/12h, €/1920°),

En efecto, para gue g, a’” ¥y b,b" formen éngmﬂc.
menor que 5/4 es suficiente que las normales a las dr-
bites formen &ngulo menor que §£/8 ¥ que el 4ngulo
para la drbita ©° sea menor que\ 5/8, es é‘.eeir{; que -

arc.ctg 4°¢ &/8 , que equivale a

(%) Wétese que si k es suficientemente grande, el +término
}6(2,23) ‘de (1.3.7) no importa, ya que c £ {Nhi)——l/z

L
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> .- 2h’ ctg

as] [3 0}

Se tiene -=2h’ < -3h, ¥ ‘si\,\escribimos
'la—a'(i—e'), < S ’ la~a'(l+e')‘ < §

se deduce Ia - a’l < 5 ‘ ‘y'por tanto a’‘e’ < 25, 0 sea
e’< 2¥a’, Si § < -1/12h, e’ < (-1/6n)/(-1/3n) = 1/2 ,

’2 :

lo que implica l-e s —3&- , ¥ por tanto verificamos

e’ e’

que ‘ :

A.,2
£ ¢ =8 3a’/4 3/4 1-¢’

Si & es &e coligidn es suficiente que se cumpla que
el &ngulo entre la direccidn de la colisidén y el apoastro de
©’ sea menor que &/8 ¥y que » /e - §/8 . Para lo
primero bagta que 5 < ¢/16a2 . Para lo segundo, dado que se
“tendrd - &’ \’l - e’?2 £ § y podemos limiter h’ de modo
que |h-n <[nl/s,

>1-(5/a) >1~(5h5/2) .

Para que ﬁ/z - §/8 , debe cumplirse 1 - e’2 £

£ -¢h'e’/4k . Si § < min(-1/12h, \/-3¢/500h) se tendrd

en virtud de
l2a\—- a’(1 + e’)l <‘g

que
a‘e’” > |2a - a’| -S ,
y como
a’ = ~1/2h’ < -2/3n
se tiene
a’e” > -1/3h - (=1/12h) = =1/4h == e’ > 1/5 .
Luego |

1-e%¢ §%/aP¢ Z3E fo L 2 _ _ 3&h . 3the’  -ghlel
| 500h el 5h/4 8o 16 4
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Examinemos ahora el caso e ¢ (o,1) .

Sea o ei éngulo entre &’ y ¢’ correspondiente
a la érbita: @ ¥y «7 el de la 0. Séa Yy una cota
del Angulo entre las normales. entre los periastros y de
[d-—de De (1.4.5) se obtiene inmediatamente que se cumplen
las dos Gltimas condiciones de (l.4.1l0). si COSZV— 5 senV >
> cos £/4, péra lo que basta con que V 4.22/100, por ejemplo.

(1.4.11) S < 78(l-e) senV

se cumple la condicién relativa a las normales a2 las Srbitas.

\ 2
Por (1.4.1) se tiene o = arc.ctg §£;+§—E—l que es

funcibén continua de a, e, si e € (o,1). Por tanto exis-
ten Zle’ 1‘& tales que g’ e 1Ae ’ a’ ¢ lia ==

(1.4.12) Ja' -] < V.

’ ’

Sea e’ =e +de, a" =38+ da . La distancia entre

las érbitas verifica

S>la(a + o) -2’ (1 & ‘e’)[ = léde +4a(l + e+ Ae){' .
Aa  estd acotado (y por tanto a’ € lla) si ascotamos 4h
convenientemente, en virtud de (1.1.8).

En cuanto a de : fAel Z (S84 2(63[)./3 y basta con
acotar O y de nuevo [la. Asi se cunplird (1l.4.12).

- Por Altimo vamos a acotar el 4ngulo entre los periastros.
Para simplificar el razonamiento consideramos Cy 9? CO-
planarias, habida cuenta de (1.4.11), y'una transformacién
idéntica a la efectuada en el inicio de la prueba de la con~
tinuidad de 2 , reduce el problema a este caso.

Sea 6, una brbita obtenida de & variando sblo ay

@2 ~ obtenida de 81 variando sblo e
(1.4.13)  &%(e,0") > a"(0,,0") - a"(6,0;) -»d*(efl,@'z)- ;

es funcidén continua de a (6rbitas homotéticas) ¥
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asimismo 1o es de e (6rbitas coaxiales del mismo semieje
mayor). Por tanto, por (1.4.13) B lré ’ 1fé tal que si
a’ € TJ; , e ¢ 'U; SN a¥(e,0") > .J/2 , siendo
d*(eé,ﬁ’) = }'. Veamos que si el &ngulo entre periastros es
mayor gue cierto W  seré a*(eé,e') mayor que cierto
(1o que llevard 2 un absurdo si escogemos S ¢ ¥/2).

Sea E una elipse y A el apoastro de la elipse

‘obtenida de la anterior con un giro de &ngulo W . Se obtie-~

ne fécilmente

a(A,E) > 4(e24-e) sen> ¥ s> d*(Gé,e’):>'8(e24~e) sen2

w
2 o °

Tomando S  tal que obligue a ser ) < 8(e24-e) sen'2 g

llegariaﬁos a contradiccidn === w <V , lo que concluye

esta parte de la demostracidn.

b)Caso hiverbblico : Debemos estudiar las brbitas de

h =%k, k positivo fijo.

En primer lugar, las mismas consmderaclones que se. han

. hecho para las érbitas eliptlcas permiten omitir la 1nfluen~

cia de los términos segundo y tercero de (1.3.7). Sin embargo
debemos tener en cuenta la no acotacidm de las Srbitas, por
lo que la distancia 3 no seré equivalente a la métrica
de Hausdorff sobre los cerrados de R3 .

Si © no es de colisidn, basta, como en el caso elip-
tico, con probar que los 4ngulos entre las norma;es a los
planos, y entre los periastros, asi como la diferencia
[d-—dff son menores que uwn cierto YV . ‘

Sea E 1la funcibén parte entera . Definimos

= E[ﬁ(e - IX] . Para la primera condicidén es suficiente que
se cumpla

S« % a{e - 1) senl)/2n+l
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’

Si como en el caso eliptico hacemos a’ =a+da, e’  se + de,

se cumple
Sslate=1) = a’(e’=1)|/2™ = |dale-1) + e(at da) 2™,

expresién de la que se obtiene

+1 ‘
fo ¢ S o -:-iﬁzi(e.-l)

Siempre que lAa! sea menor que a/2 , lo que puede con-

seguirse restringiendo suficientemente la variacibn de energia.

Esta ccnsideracién, junto con la continuidad de la funcibn
A = arc.ctg *L9-~—-l~ para las 6rbitas de energia positiva,

aseguran que Lx- L seré pequefio si limitamos la varia-
¢ibn de energla y la distancia S = d(0,6")

,Por-ﬁltimo se obtiene la limitaciébén del 4ngulo entre los
periastros aplicando el mismo razonamiento que En el caso
eliptico, pero sustituyendo los ‘apoastros por 1os periastros.

Si © es de colisibn, la segunda de las tres condicio-
nes analizadas continua siendo vélida, lo que implica la cone
tinuidad de «° respecto a ‘SA « Para finalizar buasta con
demostrar que S suficientemente pequeﬁo asegura que el

fngulo entre a y (-q’)’ s menor que VY . Ahora bien,

dado ) , existen puntos de 67 a distencia mayor o igual
de & que los puntos de una Srbita & de colisibn y

con idéntico (q’)’. Luego basta gue §”<t) pars asegu~

rar la pequefiez del &ngulo entre & v (-q")" « Esto

concluye la demostracién de (L.4.4).

Vemos, sin embargo, que hay que eﬁcluir de S2 X Szix R
el conjunto

%(g, ~2,0) |2 es°, nzof .

Esto suglere el incorporar, en cada plano pasando por el pri-
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mario, una érbita parabdlica y une hiperbblica (para cada h> o)
en el infinito de dicho plano. (En/realidad una con cada orien-~
tacibén). Para las hiperbdlicas convenimos en que la excentri-
cidad es mayor que 1 , arbitraria, ¥y que en cada plano y para
cada e > 1 y cada orientacidn, existe una b6rbita en el

infinito.

1l.4.14.Definicibn.- E1 conjunto de las érbitas kepleria—-

nas, con las 4rbitas que se hen incorporado en el pérrafo
anterior, se denominarsd variedad de Kepler , K . Si 600

son las O6rbitas en el infinito :

K:Bubﬁoo-

1.4.15.Proposicibén.~ D es una pseudodistancia en K .

Basta observar que dos dérbitas en el infinito con la

misma h estén a distancia D nula,

1.4.16.Definicién.~ Dadas ©0,6"¢ X definimos

5(6,0’) mediante el siguiente procedimiento :

Sea G : §+ —> [o0,1] dada por €(u) = T : =~ 3
W .
Lgaf(_‘f) = Lg(f‘l) si v#o, ‘?(9_) = 0 3 g’ la apli-~

Il

cacidén que asigna a cada vector su extremo. Si C, _(_:_' son:

1<

los momentos correspondientes a & y 6 respectivamente ¢

5(0,67) = a(£5(e),§ €(e")
3

siendo a la distancia euclidea en R™ .

Souh -

1.4.17.Proposicidn.—- D es une pseudodistancia en X

que es distancia sobre los elementos de @oo de idéntica

h , (como se compruecba a partir de las definiciones).
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1.4.18.Proposicibn.- D =D + D es una distancia en XK.

Es consecuencia inmediata de (1.3.8) v (1.4.17) .

1.4.19.Corolario.~ La variedad‘de Kepler X provista

de 1a métrica D es homeomorfa a _S2 X 82 X R.

Demosfrécién : Extendemos @ haciendo corresponder
a (2, -a,h) en el caso h 2o , la érbita en el infinito
con energia h en el plano perpendicular a 2 -y con
sentido de recorrido dado por & . La continuidad de @ y
de @ ~1 g6 obtiene inmediatamente'de la expresién: de

D con ligeras modificaciones»(y‘paciencia) de la demostra-
cién de (1.4.4). |
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Capitulo 2

; h
L0S PARAMETROS DE LA VARIEDAD KEPLERIANA

Introduccidns,.

En‘esté Qapitulo se da en primer luger una interpreta-
cibén geométrica a los paréﬁetros a y b que segin (L.4.4)
vy (1L.4.19) sgirven paras describir 1a citads variedad. Se
relacionan con elementos vectoriales clésicos, con los que
se comparan, y se expliciran las transformaciones y sus jaco;
bianos., |

A confinuacién se desarrolla con detalle (1.4.18) en
diversos casos particulares, lo que permite reencontrar los
resul tados ya conocidos y obtener wvarios nuevos.

- Es interesante destacar que en una érbita se pueden'tomar
.COmo élementoslla posicidén y la wvelocidad en un instante pre-
fijado. La relacién entre estos elementos y los que utiliza-
mos en este trabajo se pone también de manifiesto en este ca-
pitulo. . |

El,conocimiento de la variedad kepleriana permite abhor-

.aar fégilmente la es%ructura del espacio fésico en el pro-
blema de los dos cuérpos para todos los casos, incluyendo
Srbitas de colisidn y las de energia positiva o nula.

Se ha creido interesante ilustrar con algunos ejemplos
numéricos y gréficos la obtencidén de los .elementos topoldgi-
cos y su evolucidn en un problema perturbado. |

Una observacién acerca de (1L.2.1) y de (1.4.19) llevan
a la conclusidn de la imposibilidad de dotar a la variedad
de Kepler y al conjunto de las trayectorias de una parame-
trigzacidn regular y no sobreabundante mediante elementos
de vn R adecuado.

Finalmente se obtienen las férmulas para el problema

perturbadoe.
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§2.l.- Interpretacidn gedmétrica.

Veamos shora la manera de obténer los elementos a, b,
- que llamaremos elementos topoldgicos (por cuanto describen
la estructura topoldgica de la variedad kepleriana), en fun-

cién de los elementos clésicos.

2;1.1.Proposici6n.— Las variables a2 y b se expresan

en funcidn de las variables véctoriales clésicas cy e
medisnte las férmulas

- &

| e- o
(20112) 9‘ =
' VB \!eg + 04

Demostracidén ¢ Sea e el llamado vector excentricidad,

+ cc
L, b=
; 2 + 04

dirigido hacia el périastro y con médulo la excentricidad de
la 6rbita, yi ¢ el vector momento angular. Ambos véctores
estén siempre}definidos ¥ sén:siempre ortogonales, Si la br-
‘bita es circular e es cero, y si es de colisibén es enton—
‘ ces ' ¢ quien se snula, siénﬁo en este caso e unitario.
Estos elementos se relacionsn con la energia de la érbita

medizante la relacién

(2.1.3) n =

que deja de estar definida cuando la érbita es de colisiébn.
Es decir, que e y ¢ ain con la relacién e-c = o ,
no bastan para determinar la Srbita. |

Los érbitas afiadidas, situedas en el infinito (caso h2o,
a=-D), ver (1L.4.14)), corresponden a situaciones fisicas
extremas., Para ellas el vector ¢  tiene médulo infinito.
En cuanto & g convenimos en que su mbédulo sea 1 si
“h = o ¥ mayor que 1 gi h >0, pero su direccidn, en plano

perpendiculer a ¢ gueda indeterminada,
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Ya sabemos que en caso de colisién a y b estin
confundidos y valen exactamente - e . En el caso de 6rbi-
tas circulares, también sabemos que a==1hH= _g_/c. Veamos
qué ocurre en los restantes casos.

Si a#b se tiene :

e a-b
E' et e
lell llz - 2l
Si e # o podemos escribir 2+ b=-23+bele .

Por otra parte sabemos (por (2.1.1), (1.1;8), (L.4.1),
(1.4.5)) que :

2 2
02 _ 1 = one? , d=:__a(l--e)__:(e -1) ,
e 2he
2 e® -1 ° ot 2 1 ¥+ cos 24 1 - (a'D)
A = e = ——é—*:: cteg = = .
2he e 1 - cos 2«4 1 4 (2-b)

Esto implica que

1 - 04/92 e? - ot
a-b = i, - 5 &
14+ c/e e” +c
| 1+ ab | 1-z2b
cos(ll/2 -=gt) = , sen(ll/2 - &) =/
: 2 o ' 2
e < .
2= - — cos(lT/2 - o) + ry sen(l1/2 - 1) =
_ < (e® & o¥)toe? . < (e? 4 My toct T2 k.eg
- e 2 - C 2 B 5 2
e +c

Anélogamente se obtiene

- - ¢¢

—
-_

b S——
\/e2 - ot
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lo que concluye la demostracién.

Observemos que no se presenta_ninguna singularidad en el
célculo de 2 y b a partir de e ¥y ¢, pues c sblo
es nulo cuando -e “vale 1 . Ademés a ¥y b son indepenw
dientes, no cumpliendo més condicidén que la de pertenecer a 82.

Ambos estén.perfectamenté definidos para las érbitas en el
infinito. |

2.1l.4.Proposicibn.- Las variables clésicas e ¥y ¢

se expresan en funcién de  (2,b,h) mediante

:«:1/2\/5

JL-ek

(2,1.5) e = - %(3 + b) -§~v§-~

s C =
[/l -2k

]

(a -~ b)

donde

16 , B(l-z:b) + /h2<1-g-g)24. 1= (a:Db)?
2010 X = C =

: 1+ (a-b)

1- (2:D)

—
—

-n(1-aeb) + \/h2<1-g.p_>2 +1 - (a'b)°

utilizéndose la primera expresién siempre que 2 #-Db , ¥
observando que se presenta singularidad en ambas férmulas
s6lo para las brbitas en el infinito.

Debemos excluir el caso 8 = b, para el que c = 2'
y' e=2=>1,.

‘Demostracidn : Es inmediato a partir de (2.1.2) gque basta

con‘calcular 62 i c4 . Teniendo en cuenta (2.1.3) se tiene

...29-

\/th + 14 %

Hallando el mbédulo de ambos miembros, utilizando de nuevo

i

+Db
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(2.1.3) y despejando,se obtiene (2.1.6), ¥y a continuacidn
(2.1.5).

Hallemos ahora la expresién de la matriz jacobiana de
los elementos topoldgicos en funcidn de los vectoriales clé~
sicos, que se necesita en los célculos de §2.6. Para ello

utilizemos la siguiente formulacidn (=) :

h=h , a=(-e+ce,e+ced 2 (—gtco) ,

~1/2

b=(-e-occ,-e-0c> /" (-e=-ce) ,

obteniéndose de forma inmediata (sex) @

th_h.«:z. , ADh-.-:o R :Dghgo .

L)
{o
{
it
pr——y
fo
1S3}
Imﬁu
t
W
)
'
o
i
jo

S

‘(2.1.7) J D b

it
(e,
o'
&
o
3
i
o}
) SO
|w)
o
o
1

((2:d)a - b) ®(a - }p_)T}

s

2(1 - a.p) |
-

- p ((2°2)0 - 2)®(D - &)
= I+Db0b -
! 2(1 ~ a°b)

Nétese que la interpretacién geométrica del teorema de
Moser dada en [118]p.289 da para h =<ha.0 < 0 el homeow

morfismo de la subvariedad de X  de energia ho con .

() Téngase en cuenta que trabajsmos en la variedad esc = 0
¥y las diferenciales se aplicarfn sélo a variaciones de, dc
relacionadas por e«dc + c.be = o .

(=) Emplamos (® para el productc tensorial.
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82 X 52, (simplemente asignandb a cadé brbita los vectores

y=p+a,2z2=p-g con ;Em{_ea_éa , g:Za!/ﬁ__—-ez_c_:/c).
Esto se consigue si escogemos « = arc.cos e , independien-
temente 6el.valor de h . Se observard que esta representa-
cibn no puede extenderse & h > o. (Ver (1.4.5) y la nota

al pie de la pégina 14).

1§2.2.- Consecuenciss del Teorema 1.4.4.

La interpretacidn geoméirica dada en §2.1. - junto com

(1.4;4),-(1.4.19) permite obtener los siguientes corolarios :

2.2.1.Corolario.- Para toda k € R las &rbitas de la

- variedad kepleriena de eﬁergia h =k  son homeomorfas a
s x 32, (Esto engloba, naturalmente, el enunciado de Moser
para  k <.0);hEl conjunto de todas las érbitas elipticas o
el de todas las hiperbdlicdas son homeomorfos a 32 X 32 x R

~ (cfr. Souriau [115]p.155).

‘Basta notar que la Altima coordenads en §> es la
energia.

2.2.2.Corolario,~ Las Srbitas de colisién constituyen

una subvariedad de X  homeomorfa a 32 xR .

‘En efecté, cada a € 5% y cada h € R debterminan

une y s6lo une drbita de colisidn.

2.2.3.Corolario.- E1 conjunto de las brbitas de la va~
3 .

riedad X con momento c €R constante no nulo es

homeomorfo a Rz « EL conjunto de las Orbitas de X con
X . - o

¢ #£ 0 es homeomorfo a TS° , fibrado tangente de S?,&
Tl conjunto de drbitas elipticas gue no son de colisidn es

2
homeomorfo a Rx T35 .
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Basta observar que, fijado ¢ , en virtud de (2.1.3),
es suficiente especificar e en el plano perpendicular a

¢ para tener la érbita. (Téngase presente que si O e CLO,
c ¢ B,

2.2.,4.Corolario.~ El subconjunto de K con h cons-

tente y ¢ e»R3 fijo,es homeomorfo a :

a) 52 si c=0,
) si c#o, h<-1/2c°
c) un punto si ¢c#o0o, h =--1/202 .

a) st si c#o , nd>-1/2% .
Si se busca la subvariedad de X con h = cte.,
= cte., 2) y B) permanecen ; ¢) d4a luger a % , ¥y 4a)

c
a TU§2 , fibrado tangente unitario de 82 .

Omitimos la demostracidn por reducirse 2 simples compro-—

baciones a partir de (1l.4.4).

2.2.4.bis.0Observacibm.— Puede compararse (2.2.4) con la

Proposicidém 1.3. de Smale [il4] y con el Teorema 2 de Kaplam
[62]. Téngase en cuenta que Smele omite el caso ¢ =0 , que
trabaja en el plano y que hace el estudio en el espacio de

las fases, y que nbsotros hemos identificado todos los puntos
de la érbita (homeomorfa a st i esth acotada, y a R -

si no lo estd). Véase sin embargo .§244. vy §2.6°

3

Sea A el subconjunto de R formado por los pun-—

tos del planc =z = o unién con el eje 7 .

2;2.5;Corolario.~AEl subconjunto de K - éi, de e = cte.

es homeomorfo a ¢

a) 82 xR e e=o0 |,

b) st xR si &g”.> o, “g“ AL

c) A si Hg[l: 1.
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La verificaidn de estas afirmaciones eg inmediata.

Si consideramos e en lugar de ¢ se reformulan
b) ¥y ¢) como sigue :

b’) E1 subconjunto de X - 90,, conr € = cte., , e > 0,
e #1 , es homeomorfo a R x Tusz . o

¢’) EL subconjunto de la 6rbitas de XK - O, cone = 1

es hoineomorfo a A’ = ;(_:_c_,_;g) € SZXR3I<~§S,X>= o6 y = )\9_:_,,\>of.

Obsérvese que en c¢’) se incluyen las érbitas de colisién

¥ las parabélicas, pero que atn asi el conjunto es arco conexo.

En .general debe tenerse presente que el cénocimien“co de
e 6elde ¢, no nulos',',implica que dedo uno de los vecto-
res .82 6 b, queda determinado el otro (por (1.4.5) y los
pies de la pégina 16). |

. 2.2.6.Nota.~ Si en (2.2.5) ‘sustituimos X - 600 por

K entonces a) no varifa, y tampoco lo hacen b) ni b’)

- en el caso de ser e < 1 ., Definimos los siguientes conjun~
 tos |

B = ?(x,y,z)éi&g’lx—x- =0 6 z:o,xa-l-yzél} s
¢ = f(x,y_)cs XR31X s® ¢ X:A;_c_,zd)o}e

_ Entonces en b) debemos sustituir (si "e > 1) S1 x R

pbr un disco cerrado menos su centro. En b") , y también si
e > 1, debemos sustituir R x 5% por 18° . EL caso ¢)
se solventa cembiando A por B , ¥y finalmente el ¢’)

sustituye AT vor C .

Téngase en cuenta (l 4.1) para la demostracibn, que se

reduce & un s:mele ejercicio,

- 2.2,7.10%8,~ Podemos particularizsr los resulitados
obtenidos al caso de que las &rbitas estén en un plano fijo.

>

Exponemos escuetamente las modificaciones gque deben hacerse
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2.2.1 : Aparecen los conjuntos . 82 y 32 x R, respectivamete.

2.2,2 : Las 4rbitas de colisidn serin homeomorfas a S1 xR .

2.2.3 : Se obtienen, respectivamente, los conjuntos R2 ¥
Rz x s° (entendiendo s®  como espacio discreto con

2 puntos). Las elipticas de no colisién dan 8° x RB,

2.2.4 : Son los conjuntos st , ¥, 1 punto , st , respéc-
- tivamente, los que aparecen en este Qaso. En el caso
¢ = cte, se modifican c¢) y d) quedando multiplica~
dos por s°, | o '
- 2.2,5 ¢ Para a), b), ¢), ), ¢”) , se obtienen R x s° ,

R x So, E, S} xR x So Yy Sl.x E, respéctivamente.

Tambidn se modificen los resuliados mencionados en (2.2.6).
Como en el caso de dimensién 3 del espacio fisico, se tiene
para a) y para el caso e {1 de b) y b") 1os resul-
tados de (2.2.5) tal como aparecen modificados en esta misma
Nota. En b) (e >1), ) (e >1), ¢) ¥ é’),‘los'resultados‘

hallados son, respectivamente : R, R x s, ryac.

. Tos conjuntos E, Py G son subconjuntos de Rzg ngy‘
R3, réspectivamente,'confla topologia inducida, ¥y definidos

como sigue :

E = ejes de _R? ’ ,

F=stU f(x,o)( X > 0\} ’

¢ =52V i(x,y,o){ % & y2;> 0 } .

1

]

§2¢3a;Relacién con las condiciones iniciales,

Una de las maneras;de parametrizar una 6rbita del pro-
blema de dos cuerpos consiste en dar las condiciones inicia-
1es en un cierto instante, Estd claro que asi obtendremos |
sélo las llemadas 6rbitas keplerianas, es decir, las de
en lﬁgar de las de K . (Otro procedimiento puede consigtir

- en dar las posiciones en dos instantes prefijados, que, bejo
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ciertas condiciones, determinan uni{vocamente la 6rbita. Véase

[37], [55], [112].

Sin embarge, si trabajamos con condiciones iniciales

debemos identificar todas las condiciones (puntos en el espa-

cio de las fases) que pertenecen (y por tanto parametrizan)

a una misma 6rbita, y ademds las condiciones iniciales pueden

presentar dificultades en el caso de colisién o de eye‘cciém

Queremos probar shora el

2.3.1.Teorema.~ E1 paso de condiciones iniciales a ?

es continuo.

(1]

Demostracién

(3.2 m=Flglf -2y e

Sabemos ([99]1).8} que

x A

on'®)

Expresiones que son vAlidas y continuas si

[
2y 0

N?-C'o” £ 0, es

decir, para todo tipo de érbitas incluidas las de colisién

si las condiciones iniciales corresponden a un instante que

no sea el de colisidn (=).

" El jacobiano de

o o
It
@

[0 IM4
o O

tiene por expresibén

° s - =3/2
(2.3.3) : ngch = <3_§O,§> %,

D

° . ‘e T 1/2
D e = —(x :'{>I ¥ g% x
X~ VWo'l=o tEOE, P (FE)
‘ ‘. ’ . " T o' T .
e B8 = (X ,X -2 X X ‘

X oE >“3/ x @x

-0

§

(%) Téngase presente que en la colisidn las condiciones inicisw

no determinen la &rbita, y que debemos dar

h 6 V., (si nzo).
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3 02 2
-% o =X x
© %o 0 0 0
. 3 -l 3 l
= |3 X C = X O -X
Dy e o ©° o ? D_O~ 0 o *
o2 il o X2 x1 o
*o %o o 0

Como el paso de e,c,h & EP es continuo segim . §2.1,
se tiene que a condiciones iniciales préximas les correspon- ‘
den puntos préximos en ? .

También podemos pensar en que, i no exigte colisidn,
la dependencia de la solucidn respecto a las condiciones ini-

‘ciales es continua para intervalos de tiempo finitos. Para
el caso eliptico, por ser periddicas las brbitas, podrd afir-
marse la continuidad (exéepto para brbitas de colisibn) de
dichas Orbitas en X respecto a las condiciones iniciales.
Si la Srbita no es peribddica, nadas puede afirmarse en inter-
valos infinitos, pero en virtud de la distancia»utilizada en
K Dbasta que se tenga dicha coﬁtinuidad dentro ae una bola
Bé(o) de radio suficientemente grande. El ser h 2 o ga-
rantiza que se alcanza la frontera de dicha bola en tiempo
finito. | | |

- 81 existe colisidn puede obtenerse la continuidad fespecm
to a las condiciones iniciales simpleﬁente regularizando el
problema mediante la transformeda XS ([69],‘[i18]p.24),
Lz ecuscibén resultante es lineal de 22 orden a coeficientes
constantes en todos los casos, ¥y la solucién puede obtenerse
en forme unificada mediante las funciones de Stumpff,[}lé}p‘lGGQ
La tnica dificultad en este tratamiento (y que no influye en
la continuidad buscada) estriba en que a cada punto de R3
le corresponde como fibra en el espacio R4 introduciddv~
por l& transformacidn IS inversa, una circunferencia
centrada en el érigen. Esta es funcibén no sélo del punto,
sino tambidn de la trayectoria kepleriana que siga el mismo.

Esto concluye la demostracibén de (2.3.1).
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§2.4.— Estructura del espacio fasico.

. Vemos & obtener ahora la estructura del espacio fésico
¢ . |
Para ello consideraremos en este apartadp las Srbitas no
como un punto sino como un conjunto de puntos. Una_érbita con
h=2o0 es homeomorfa a R yecon h<o es homeomorfa
a Sl . Para las eliptiéas de colisibén y debido a que en el
instante de la misma se alcanza velocidad infinita, es también
cierto el homeomorfismo con Sl . Explicitemente, siendo x

la distancia 2l primario, se tiene por (2.3.2) @

. _ ]2 1
X=\/= =
x a

La proyeccién estereogrifica de Sl sobre la citada curva
en el plano' x,%¥ , tomando como polo (o0,-1), ¥y asignando

el polo a lé colisibn, es el homeomorfismo en cuestién (con-
~siderando, naturalmente, la compactificacién Alexandroff de

la curva mencionada).

2.4.1.Téorema.- Dentro del espacio fésico §7 la sub-

variedad .94‘
52 x.S2 X R x‘R y La g}w correspondiente 2. h = o, lo es

a Szyx 82 xR, ¥y 1a g‘n, esto es, con h < o, lo es a

32 X 82 x-Sl xR,

con O < h < o eg homeomorfa a

Demostracién : Para ?; puede verse en [10], segin

(115]§.155. Segin (1.2.1), se obtiene también que es homeo~

3 3

morfa a R x Tu§ s siendo Tus el fibrado tangente uni-

tario de 83 . La paralelizabilidad de S3 asegura esta

(%) BEn. § consideraremos que tanto la velocidad como la
posicién pueden tener médulo infinito, dado que admitimos las
colisiones y englobamos los puntos de las érbitas introducidas
en (1.4.12).(Imponemos la restricoién de que el mbédulo de la

velocidad es infinito si y s6lo si el de x  es cero).



42

parte de (2.4.1).

La demostracidén para 92 y 9; es idéntica. Vamos
& hacerla parsa 93$ |

Toda &rbita abstracta parabdlica o hiperbdlica es homeo-
morfa a una recta (ver 1.1.4),(basta pensar que su hodégrafa
es una circunferencia excepto un punto o excepto un arco ce-—
rrado, respectivamente, y que para las de colisién la hodd-
-grafa es una recta compaetifica&a pero & la gue hemos quitado
el origen (parabdlicas) o un intervalo cerrado (hiperbblicas)
correspondiente a puntos impropios de la brbita o a punfos
imaginarios). Por abuso de lenguaje consideraremos‘también
vélido este homeomorfismo , ¥ el razonamiento que sigue, para
las Srbitas introducidas en '1.4.14).

" Escogemos en cada frbita el periastro y deflnlmos una
aplicacién de 52 x SZAX RxR en g;. que asigne a cada
(2,b,h,t) el punto de la Srbita correspondiente & (2,b,h)
(h> o) lque se aicanza en un tiempo - % (t € R) después
del paso por el ﬁeriastro. Trivialmente esta aplicacién,es
Vuna4biyecei6n entre 32 X 32 xRXR ¥ §7 . La continui-
dad de la directa se obtiene de la contlnulﬂaa del paso de
una 6rb1ta (en ¢ ) a su periastro y de la continuidad de
la solucidn de (1.&.1) respecto a las condiciones inicisles
Y réspecto 2l tiempo. La continuidad de la inversa se obtiene
del _§2.3. Esto conluye la demostracién de (2.4.1).

Nétese que este procedimiento no puede apllcarse a g:;
en virtud de (2 6.1).

Por otra parte, siguiendo el método utilizado en [62},
se puede estudiar lo que sucede & 1a'parte "propiat de ’g:,
esto es, desprovista de la colisiones (V =o0) ¥ sin las
6rbitas introducidas en (1l.4.14). |

Sean Xl’Xz’X3 las coordenadas espaciales, x4,x5,x6

las componentes de la velocidad, y definimos v r, por:
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a2 g 2y 23172 L 22
r, = (xl +.x2 + x3) y  Tp = (x4 + x x6)
De la ecuacién de la energia sé obtiene r, = 2 .
1 r2 - 2h

Para céda valor de h_ se obtienen puntos en el pri-
mer cuadrante del plano "rl,rz, desprovisto de la semi-
rrecta r, =0 (ver (2.4.2)). SLi h = o, encontramos una
curva homeomorfa a R , Para h > o los puntos que se
encuentram son los que se hallan por encima de dicha curva.
Este recinto es homeomorfo = 'R2 e« Para hc«¢ o se tiene
un recinto entre la curva y la
' 2.4.2.Figura

recta Ty =0 (incluida), ho- r,

meomorfo & un semiplano.

h o}

"propiat g:? de F se tiene
gfi ‘es homeomorfo a

2 2

i
{
{
i
. i
2,4.3.Teorema, - En la parte |
!
|
|
8 x5 x432 : gfg lo es a :

, Sg>x_82‘x R, v $2 loesa r

SE x 82 x P, siendof‘ P uw semiplano (incluida la recta que

lo limita).

2,4,4,Definicibn, - Llamarémos "cilindro partido® (abre-

viadamente C?) al conjunto obtenido de la siguiente manera
Consideremos en el plano R2 el conjuito ?(X,y) v = l/[xg,
dotado de la topologia inducida por la topologiz habitual del
plano. EL borde de este conjunto lo constituyen las dos ramas
de hipérbola y=1/x e y= 1/]x| con ¥y > 0 , Cone-
sideremos en espacio éociente‘obtenido/al identificar los

- puntos del borde con igual ordenada. Es fécil probar que eéta
espacio cociente es homeomorfo a un cilindro desprovisto de

una semigeneratriz (cerrada).
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2.4.5,Teorema.- Los puntos del espacio fhsico que perte-
necen o &rbitas de colisién forman un conjunto homeomorfo &

32 xC_ .

P

Demostracién : Para érbitas de colisibn siempre tiene
sentido hablar de periastro. La misma aplicaéiénxutilizada
en la demostracién de (2.4.1) va a servir para establecer el
homeomorfismo. Para cada direccién y energia tenemos una dnica
drvita de colisién. Esta es homeomorfa a Sl si h<o

vya R si h=2o0. Por tanto en el plano  (h,%), debe-

mos identificar los puntos (h ,t.) ¥ (hz,fz) gl h1 =
K, < o ¥ -t = k —ﬂ2/2h3 . Trivialmente, el con-

kel

- junto obtenido es Cp .

Como corolario se obtiene que el conjunto de condiciones
iniciales que lleva a .colisién tiene medida (Lebesgue) cero.
Anflogamente sucede lo mismo para elnproblema de tres cuerpos
(Alexeer'[4]);-ESto deja de ser cierto para determinaaas
leyes de atraccidn, como puede verse en Saari{ioﬁ] al abor-
dar el estudio de la regularizacibén del problema de un saté-
lite artificial (de interés discutible, pues dicho problema
- es esencialmente exterior; el potencial interior tiene otra

expresién).

§2;5.~?Ejemplos.

Como ilustracién se han calculado los elementos ()
a,b,h para los planetas en el afio 2.000 . Se ha tomado
po= 1 ¥y lo u.a. como unidad de longitud. Los resultados
son (tomando una base ortonormzl con plano XY el de la

ecliptica y X dirigido haciamp ) e

(%) Fuente de los elementos keplerienog : Escobal [38]p.8 .
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" (%) Para Plutén se han dado los elementos ccrrespéndieﬁtes

0,0344 Octubre 1983 (paso por el perihelio)

a la época
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Asimismo podemos representar la Srbita seguida en §>
por una 6rbita kepleriana sujeta a perturbaciones (véase
2.6. Ty §5.2). En (2.5.1) se muestra la evolucidn de la 6r-

bita osculatriz (ver 2.6.9) correspondiente a un satélite er-

tificial terrestre en el que se consideran como Unicas pertur-

baciones a tener en cuenta las seculares de primer orden |
debidas a Jé‘.

La § - estabilidad toroidal (esto es, existen toros
invariantes tales que todo movimiento que se encuentre en un
cierto instante a distancia menor que ¢ (€°= 0(£)) de wno
de estos toros permanece a distancia menor que § de é1
indefinidamente, y & —> o  si a, —_— 0 ), del proble-
ma de 2 cuerpos frente a las perturbaciones zonales (ver
Kyner [7@] Slmé[il3]), no asegura que el movmmlento de las
érbitas keplerignas en ? sea £'~ orbitalmente estable.
(Basta‘pensar eh las perturbacionés de una 6rbita lear v de
una érbita prdéxima a polar) ().

Por ser el‘campo consefvativo se tiene h = cte. {(véase
sin embargo (2.6.9)). Se toma como unidad de longitud 1o/3
.del radio ecuatorial terrestre. En (2.5.12) aparéce la
proyeccién del vector & sobre el plano XY ; ex (2.5.1b)
la del vector b yen (2.5.1lc) se representan ambos vec—
tores en el espacio. Los elementos keplerianos iniciales de
1la 6rhitajrepresentada son |

- - i = ‘ _ 23/18
"‘n’/3 ’;ﬂo—'ﬂ/‘l r 1y =T/6 30 = To/3 1 €4

¥ sus vaeriaciones vienen dadas por (ver Kovelevsky CﬁS]p,l68,

simé [110], [111])

15 2.
3 cos i . 3 - 7 sen i

= - w = J
n=-3 2 72 22 al/2(1 _ o2y2 2

&=0 , &=0 , i

i
o

(%) Para un estudio de la estabilidad acoteda véase el intere~

senrte articulo de Poritsky [loo].

=Ol
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2e5.le8.Figura.—- A la
izquierda se represen-
ta la variacidn del

vector a proyectado
sobre el plano;XY,'al -

someter un satélite

~artificial terrestre

a los'efectos de J,.

2.5010b0FiMa0“ Idem, COw

rrespondiendo al vector b.

- Tos nYmeros indican el

tiempo +transcurrido en dias

‘desde que se inicia el movi-'.

- miento en el punto marcado

.COmuUN Cero. .

2.5.1.c.Figura.~ EL mig-

mo caso visto en pro-

yeccibdn axonoméitrica

" normel sobre el plano

x+ytz = cte. S6lo se
tienen en cuenta los
términos seculares de
primer orden, por lo

que la perturbacién es

menifiegtamente cuasiperiddica,
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en lo que hace referencia a perturbaciones seculares de primer
orden (véanse las referencias citaaas para las de 292 orden y
para lo términos de periodo largo y corto, asi como [é3] y
[36] ). Hemos tomado para J, el valor de 1082.61 x 1070
(ver Kaula [63_] ¥ Simé ELZLo] Yo

§2.6.- Elementos de una trayectorisa,

Cbmo sabemos, con los elementos .EaEsh queda determi~ -
nada la 4rbita, pero no la trayectoria, ya que para ello de-
be darse la posicidn sobre la brbita en un»ciefto instante,
0, 1o que es equivalente, la &poca de paso por un punto de la
érbita convenientemente escogido. Clésicamente se toma como.
tal punto el periastro de la Srbita. Mas esto es v&1ido para
drbitas no circulares. Ademds, 6rbitas casi circulares con
periastros muy distintos (por ejemplo opuestos respecto al
primarid),y,por los que se pasara en el migsmo instante t
darian 1ugar a trayectorias complefamente distintas, siendo
asi que los elementos éxﬁ’h’to serian casi iguales.

. Este inconveniente puede paliarse tomando como punto
destacado o de referencia en cada 6rbita, el que corresponde
a'un valor prefijado (céro, por ejemplo) de la longitud media
(Q+ w4+ M en variables keplerianas, h+ g+ 1 en va-
riables de Delaunay, Eli]p.29o)3 o de la longitud verdadera.
Sin embargo este procedimiento deja de tener sentido en el
caso de. érbitas de colisién.

Cabe preguntarse, por tanto, si es posible haver una
eleccién de un punto destacado en cada rvita de monera

continua y paras todo tipo de brbitas. La respuesta la da el

2.6.1.Teorema.~ No existe ninguna aplicacién continua de
(7 en R3

que asigne a cada Srbita kepleriana un punto de la

misma.
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Demostracibdn : Usaremos (1.2.1). En particular esta elec—
c1én de un punto en cada Srbita deberfa ser valida con h =
= cte. <o y para Srbitas situadas en un mismo plano. EL
conjunto de éstas es homeomorfo =z 52 y cada una de ellas
lo es a un circulo méximo de S2 . Escoger un punto en cada
Srbita seria equivalente a seleccionar untvector unitario en
el plano tangente a la esfera en el polo norte de la drbita,
esg decir, deberian existir secciones continuas del fibrado
tangente unitario a S° . Un conocido teorema de Poincaré

asegura la imposibilidad de dichas secciones (=),

Esto no obsta para que podamosytomar ﬁn elemento de tipo
temporal pars acabar de determinar la trayectoria, pero cual~
quier'éleccién que'se-haga carecers de continuidad. En la
préctica se recomienda lz 1ongitud media o la verdadera, dado

que aparecen escasamente las érbitas de colisidn.

2.6.2.Nota.— EL mismo razonamiénto_sirve para probar

que no podemos tomsr un par de variables reales parza descri-
bir ‘todo 82 , mediante una férmula Unica. Por tanto las
variables topoldgicas no pueden ser descrifas de manera
continﬁa por 5 parémetros reales (péro’si,por un parémetro
5-dimensional segun (1.4.4)). Deben serlo por 7 sujetos a

dos condiciones : la normelidad de ay Db .

Por Gltimo vamos a calcular la expresidén de los parén-
tesis de Poisson de los elementos &, b .

Seamn f , g dos funciones de clase %f]' . definidag

(%) Nétese que existen campos de este tipo vara otras esferes.

3 &7

1 o s
Concretamente, para S, 57, S femilias de estog campos

- generan el espacio tangente (ver Adams (3], Zervaire [65] ).
3

. . 1 .
Lia existencia de esos campos en S ¥y S da origen a la

transformacidén de levi-Civita (ver [}12}) vy a2 la XS (ver[6§]).
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en el espacio fésico I3 la matriz de la aplicac¢idn
identidad en R ;s Jed (R6;R6)\ definida por su matriz
0 I
g =0 3
"'I3 : 0

(egsto es, J  considerado como tensor 2 veces covariante no
. . . - X

es més que una métrica simpléctica ). Sea ¥y eL vector (—-—
| %

——

2.6.2.Definicibn.~ ILlamaremos parédntesis de Poisson de

Las funciones f y g ¥y lo designaremos ?or {f,g} a

?f,g} = D f 3 ‘(ng)’T | K

Esta definicidn es védlida cualesquiera que sean las di-

mensiones de los espacios imagen de las aplicaciones fy g . -

(Andlogemente se define el de Lagrenge mediante [f;g] =

2,6.3.,Lema.~ Sea 1n el vector {%) . Si por E{.‘g

designamos la aplicacidbn lineal :
L o3 o3 |
Ty R— R, T B = Pax |

(ver Milne [85]'9.47)9, se tiene :

| ~OHT n |
o ¢ e
{ .1.?‘.:3 ..I}.z = - - - .
T.."e TC

ow o

Demostracidn : Basta aplicar (2.6.2), (2.3.2) ¥ (2.3.3);
- Como comprobacién, dadas las ligaduras {e,c) =0 ¥

thz = e2 - 1 , debe cumplirse

(e ?._)’T 3‘.13?..1'}.} = (~2¢ 4113,)? {_‘1’5,51_} =0

1o cual es cierto.
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a ‘
2.6.4,Proposicibn.-~ Sea ,‘g; el vector (b) « Se tiene :
c(c 4-2e2 3+1) 1- 04‘ 3
R T - T ) 5.2 (et _+S(che,2))
(e +e ) c(c ); -
o)
(1-0 ) ‘ N c(cA'-!- 232-1-1), '
7 =z 2 -—S(gﬁgﬁg)) N ‘°T0+'Te)
c(c'+e”) ‘ (c* 4 e“) c &
en donde S(«,B) designa la aplicacién linesl de R°  en
R3 definida por

dep & pOL .

| Demostracibn : Se obtiene trivial v pacienzudamente de
(2.6.3) ¥ (2.1.5). Nétese que a partir de (2.1.4) 3 (2.1.1)
*puede ponerse i;_n_,g] en términos de 2 y b , obteniendo :

1 a-'b

(2.6.5)

ol

(1-x°) (1-2D)

S (‘E/l?_ ’ ?."33.)]\
42 272

(122 |

i

Nl

(1-%%) (1-2-1)
RS

Dado que ?:“; a

St ¥ mene

. ’(g Q_)T im,m

2.6.6.0bservacién.~ En (2,6.5) no aparece ninguna singu-

- laridad, para lo que basta comprobar, a partir de (2.1.6), gue
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1-2D
&b x
W que
s(bfe,2-b) |pAe|-llz-p)
lim & 2 lim 4 .
a1l 1-ap &—D l-ab

Deﬁemos aestacér que 6ua1quiér élémento de tipo témporal
escogido junto con las variables- >(g,3,h) no congtituyen
sistema de variables candnicas. Esto supone un alargamiento
de los‘célculos en el estudio de las perﬁurbaciones; que sin
embargo presenta algunas ventajas, como se verd en (2.6.10).

Si como variable temporal escogemos la longitud media
’ X s ¥ como elemento la_longi%ud media en la época Ao ’
no hay dificultades con e=0, 6 I=o0 (aunque si

en e=1, I=]. & para érbitas no elipticas).

2.6.7.Definicién.~ Llamaremos problema perturbado de los

dos cuerpos (ver Cap.5) al regido por

(2.6.8) z+x/ |z = E

siendo F 1la fuerza perturbafriz, qﬁe en general de

‘ae X%y t . Un caso més restringido pero de gran imterés
: précﬁico se tiene cuando F éepende sélo de X ¥y es

| el gradlente de una func16n R (fun016n perturbatrlz)
Suponemos que el probloma perturbado esté préximo al de dos

cuerpos, esto es, que {[g[ es "pequefio® frente a |x 2,

2.6.9.Definicidn.~ Entendemos por trayectoria osculetriz

Trytﬂ a una irayectoria,sclucién de (2.6.8) en un cierto
s 1 ,

instante ti , la trayectoria del problema de 2 cuerpos
determinada por la condicibén de que las imdgenes de ambas

trayectorias coincidan en dicho instante.
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Supondremos Que la imagen comin no corresponde & un
punto de colisién. Se tiene que ‘iﬁ(tl) , 2Ktl) son comu-

nes, asi como g(tl). Las energias son distintas y discrepen

en R si P = VR(z) . El conocimiento de Try, V& €I
(ver 1.1.3), determina la solucibén de (2.6.8).
. Designemos por 0  los elementos (Eaﬁih’Ao) . Cuando

correspondan & Tryg se llamardn osculadores. Entonces
y(t)}z (Tryo(gxt)))(t) , en donde la dependencia de Tryo_
respecto a t se tiene a través de ¢ . Asimismo

R(x) = R(0,t) .

2.6.10.Proposicibn.—~ Los elementos osculadores evolucio-

nan de acuerdo con la ecuacidn
(2.6.11) & = §g,5} DR

Demostracién : Se obtiene la férmula (2.6.11) por el
procedimiento habitual (ver Brouwer-Clemence E}{]p.273),
| efecfuaﬁdo los chlculos con paréntesis de Poisson en lugar
de Légrange. Pdrf(2;5.6) la parte fg}g} de gg,gf es

siempre regular . Para las restantes partes se obtiene :

{Quh}‘s o , §h’Ao§ = (--21'1)3/2 (estudiamos caso eliptico)

{Vl-ez S esenw I \
2 —

~cos I sendl

c + iz % cos I cosl
‘ sen I
Las Gnicas e inevitables dificultades (¢ = o, I =1)

son debidas a Ao , ¥ por (2.6.1) existirén siempre en al~
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gin punto (pueden suprimirse eventualmente con elementos sobre.
abundantes). Incluso asi, se han introducido menos singulari-
dades que les tradicionales (ver 68 p.l38) en que debe ser
ademds I # [I/2 . La desaparicién de singularidades de |
(2.6.11) depende por supuesto de R . Para la eliminacién

de las mismas en algunos casos véase Lahulla [72].
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Capitulo 3

EL METODO CLASICO EN LA TEORIA FORMAL DE PERTURBACIONES

Introduccién.

La mayor parte de problemas en el éstﬁdio'de un sistema
ﬁinémicq conducen a ecuaciones diferencisles (expresables
siempre en forma candnica, ver-[bl]), no fécilmente integra-
bles (o no imtegrables, segln el significado que se dé a la
_palabra "integrable", ver Siegel Elo8], Moser [}8]) (%) .

Una téenica hahitual cocsiste en~simplifiCar el proble-
ma convirtiéndolo en otro integrable de forma més 0 menos
elemental y efiadir, como we perturbacibn, la parté que se
ha omitido praviaménte. ,

Admitiremos que esta perturbacidn es pequefia o, en otras
palabras, que es un miltiplo de un ‘"pequefio pardmetro® & ,
Obtenemos la soluciébn formal en términos de las potencias de

¢ . Asimismo la pefturbacién.puede.ser una funcibén anali-
tica en la variable ¢ y en las variables dindmicas del
sistema.La convergencia del procedimiento‘es problema abierto
para la mayor parte de los casos (ver Arnol’d [5],[5], Giacaw
glia [44]p.57-~ , Moser [89],[90], Siegel-Moser [109) p.207 ,etc).

EL caso en el que las perturbaciones son grandes escapa
de las posibilidades actusles del Anélisis (ver Contopoulos
[263, Giacaglia {ﬁ4]p.357) v en este campo sblo se dispone
de experiencias numéricas (ver Danby [273; Hénon-Heiles [53],
para algunas de las més significativas). » |

Tos problemasvée convergencia de las soluciones halbadés
estém relacionados con los problemas fisicos de resonancia
yr estabilidad [92] , de trayectorias periddices y cuasipe~ |
ridédicas [90]‘, y con los problemas‘mateméticOs de aprokimau

cién de mimeros reales por numeros racionsles. En particular

(%) Poincaré preferia llemarlos no integrados.
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las més graves dificultadeé'sé presentan con los nimeros de
Liouville (ver Simé [113] , Wintnex [124] ) (=) .

En este capitulo se éxpone el ﬁétodo clésico. El resul-
tado fundamental que se ha obtenido es el teorema 3.2.3 en
el que se dan en forma explibita las perturbaciones de orden
cualqulera y-una 1nformaci6n;exhaust1va sobre los términos

que aparecen.

§3 l.- E1 método clésico.

Enxeﬁﬁemos por tal el méﬁodo de Lagrange, Laplace, Poig-
son, (xx), cuya idea fundamental es la que da origen al né-
todo de Picard y, en general, a los teoremas de punto flao
em Andlisis.

Inﬁepen&zentemente de que en el capitulo préxzmo apll—
quemos este método & un sistema hamiltoniano préximo a uno
integrable, vamos a exponerlo en el caso general. Ademis es
‘asi Gtil en Aiversos casos (ver Simé [}11] ) en que no encie-
rra. exce31va complealdaa la. aplzcaclén a un problema aungue

no esté en forma canénloao

Sea E un eSpacio de Banach, ?i uﬁ abierto em
E xR . Identificamos ‘Atﬁ (RsE) con E. Sea (f uns
aplicacidn qf*’ de U en E 'y supongsmos que ()
viene regido por a | |

(3.1.1) . F = -é-g: = ‘(’ (G', t)

com la condicibn = T, si y= o.
Admitimos que |
(3.1.2) ' - ,Lta‘: o(&EY o

(%) Véanse los capitulos 4 y 5 .
(xx}fObxuvieron:términos hasta tercer orden .

(x=x) A diferencia de los cap.l y 2, omitimos. el subréyado en o,
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Si fuera cierto que toda reitefacién de integrales sobre
¥ sus diferenciales preserva esta propledad tendriamos ase-
gurada la convergencxa, pero esto no es cierto debido a la
aparicién de los 1llamados ®pequeilos denominadores”.

Vamos a proceder de modo absolutamente formal (ver Simé
1lo ). Integramos (3.1.1)'manteniendo durante la integracién
el valor de O constante e igual a- g, en el término
de la derecha en (3.1.1) “

(3.1.3) 0 = ( 4-](('(0;,‘1;) at = T oeAT

La integracidén se: efectia desde el valor to del tiempo
(que podemos tomar igusl a cero) para el cual ¢ vale G,
hasta un tiempo + cualquiera .

’Conocida la correcci&n‘ Ad; dada por'(3.l.3) podemos
integrar (3.1,3._) poniendo G’ 1

en lugar de ¢, en el
Dmiembrc de la derecha, lo que daré

(3.1.4) ¢, = a, + [%’(Gl, %) at

donde eﬁcontramos'1a‘dificulfad"de que teniendo ‘f (GB »5)
una expresidn relatiyamente sencilla, puede dar origen a
l((G"_,'h) engorroSé. Paliamos este inconveniente desarro-
1lando en serie de Taylor la funcidn (f y~tomando sélo
términos hasta primer orden en- § (formalmente), dado
que hemos'efectuédo sélo la primera integraciéh. Empezamos
a.discrepar del método de Picard.

Ast (3.1.4) se convierte'en

(3.1.5) Ty =0, +f(\o(<f ) + DY(T, t)(}tﬁ(a‘ i)) dt =
= G’l-z-Ao‘l- .

Andlogemente obfenemos q mediante

3
G’ = 7, +j[({;( yB) + DT, t) (4T 4~Aﬁ")-§~-D ¢la,,8) (47,5 49,)| at
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en. donde se han introducido términos de segundo orden en la
expresién de la éerecha en (3.1.1)%

De ahora en adelante‘prescindiiemos de indicar el puntoA
en que se evaluan las diferenciales sucesivas de la funcién
tf , entendiendo siempre que es en el punto d; . Nétese
que la diferenciacidén se lleva sdlo a cabo respecto a la
primera variable.

El método iterativo es ya evidente y vamos a tratar.

el término general en el prdximo apartado.

§3.2‘; Obtencidn de las perturbaciones de orden arbitrario.

Empezamos con la giguiente

3.2.%.Definicibén.~ Llamamos  k-&simo Operaéor de itera-

" eibn I, definido sobre k vectores de E  al dado

por la siguiente expresién :
(3.2.2) 'Lk(vl',vz,...\,irk) "’”f(Dkﬂ")(Vl’Vz””’vk) at .
Para k = o coﬁveﬁimos en
I, -.:.[tp(o"o,t) at .
Eventuslmente Llos vectores \vi (i=1+ k) pueden

ser aplicaciones de un cierto abierto de- R (en donde

varfa t ) en E .

3.2a3.TeOrema.~ Sean ¢0 y 6'1 = G‘O '{‘ A(TO gesey
G_k+l = G£>+ Aﬁg yees la sucesibén de funciones obtenidas

por el métcdo_iterativo expuesto en _§3.1¢ s+ Soluciones

aproximadas de la ecuacién (3.1.1) en el método clésico.
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Entonces 4 o:) o= I'o ' y
kil 1
piP S b A LRI
lh 20 ,h=14+j

(en donde deben considerarse todas las permu*tiaciones posibles

de il"",iji cump}.lenﬁc ll‘;‘ ess + ij =k 4+ 1 "‘ 3)‘

b) Formalmente o( C. k)" = £k+l , k > o.

¢) La suma de ‘béaos los co'eficientes nunéricos en aﬁ_ki-l

(habida cuenta de las simetrfas) viene dada por

(x + 2)*

s, k > o .
(k + 1)1 |

d) En AG“k‘ hay un total de

{2k 1

k+ 1

k

términos, siendo k = o .

e) Se puede calcular 4 O'k -directamente a partir de
<{' y de sus diferenciales sucesivas, viniendo dads su ex—

presibn por :

(3.2.5) k

h ¥ o
>1 g =
' = ! :1!; 1 Ilk (Ilk (oow,#cu ’L'O),"..",Lk (oot',‘Ilo)y;o’a.) .
Z:‘ I - = T
: o < k.
" ijg =k , N 2 ' 3/
kj,_é 1 V “‘1;'}"’ - |
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en donde cada operador Lk se aplica a kj vectores

. d
'y el dltimo eslabdn en cada cadena de aplicaciones es Lo .
Obsérvese que esta férmula permite dar directamente las per-

turbaciones de cualquier orden en el método clésico.

Demostracién ¢ a) y Db) van Intimemente relacionadss,
ya que escogenos en G%%l los términos de la derecha de
(3.1. 1) que nos darén formalmente hasta orden k42, Como
.Dsuf lo consideramos de orden 1 , la suma de los demés

drdenes debe ser k 4+ 1 . Dado que Lj se apllca a j

vectores Ao}w y el orden de cada uno de éstos es ip 1,
se obtiene de ?nme&iato éue
ji . k l .
,pgl gl ”_4' R

¢) Es un ejercicic de combinatoria que vamos a esquema-
tizar. Se tiene de inmediato la validez de la férmula para
k = 0,1,2. Procedamos por induccién : Supuesto cierto hasta

k , debe ser

. ; , ) ih__l) . A
(3.2.6} ~;h»l E ‘ T h S € <70 ,

1
=1 ¢ 3 b=l (i) (k1)1
T i = kbl
=T o
.
lh O
o, eqﬁiValenweménte :
k«l«l : 3 51 -
t A .
E (etl) ! T (1,41 % = (ke 2)*
Jt 1 !...3 h=1 . '

Es inmediato qﬁe se deberd cumplir
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kil

k+1
: kil-j)! -T*T
(3.2.7) ( . li! oo:o])l ' (l +l) =
" 3
=1
, J oL
ko Kl
= Y( (k1) = E ( (ku)k“" .
’ (i;-o q ) j::l k-!'l—a

Para ello bastard que sean iguales en (3 2.7) los suman-

dos con la misma J s 0 sea

< AN (ktl-j)! l ] (1 +1) = (wpr)iH-d
j izl oeee 1 L ‘
. 1 |
ol
Es decir, con el cambio de nomenclatura k+l-j—> b, ¥
1lamando . | '
, . . a -1
» | pt - 9 n
DI S R
o ; '5““ 1 i h=l '
= h h |
- debe cumplirse
- - . Y .. . b“l '
(3.2.8) TPy = o) L

Trivialmente (3.2.8) es cierto si  j=1, Vo ew.
Supuesto cierto para j , veamos que 1o es para  J+l .
Apoyéndonos en la hipétesis de induccidn, descomponenos

b en bl y b2 , bl en i ,partes y b2 en una,

- Para estos dos es cierta (3.2.8); luego haciendo recorrer a
b2 todos los valores_&esde 0 hasta b y sumando, .
obtenemos :

.

. |

§ () 5 (baj-x) >t (k+1>k oo (b)) £ (a»!-l)(bé'ai-l)
k

k=0
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Para probarlo usamog la férmula de Abel (Journal Crelle, 1826)

[95} :

(3.2.9). (cta) = S (2}¢(c—nd§n'l(a+nd)m'n |
h=0 ’ ‘

vélida Ya érR.Si d=-1 y ec=1:

(a41)® = S (m) (14n)* L (a-m)™™™ .
o)
h=0 .
Se tiene, pues @
| - 7. , . b1
(#1) (b+3#) P = (be3e0)° = poeje) ™t =
b ' o b=l v
-5 (z) (1) (brgn) P - B S (b;?") (14m) L (brgom) P
n=o0 \ , . n=o0 -
(3.2.9) con m=b, a=btj (3.2.9) con m=b-l, a=b}j
ol iy b-1 | bonel , .o ndd b-1
= 3 (n;)(m;;-—-n) - {h)b (bbj=n) 0 (L) & (b#1) T =
n=0| ' ‘ . -
LA ben-1 n-1 | L
= (ﬁ)‘j(b+3"ﬂ) (nt+l) = %’(b,j+l) (eCeCe
T=o i | ; _ _
De aéui éacamos como consécﬁencia‘que si I es del

o k
orden de ¢ y en la composicidn e integracidén no dismi-

nuye el orden (lo que puede ocurrir debido a las resonancias)
(ver tambiénm Loomis [78]), se tiene :

: - o0 - n-1
(3.2.10) Ae = o(} Em'l ' ..(._1’}%,?,....._ )
- !

en 1la hipétesis de que todas las derivadas son de orden de

. . ' ’ -1 .
magnitud parecido. Esto de un valor de e como radio-
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de convergencia de (3.2.10). Con las hipétesis mencionadas
ésta seria la cota que habriza que imponer al pequeilo paré-
netro g para conseguir convérgencia en el método clésico.
También puede obtenerse el radio de convergencia si se dis-
pone de acotaciones de la norma de Lk .

d) Nos referimos aqui 21 nimero total de sumandos en
(3.2.4) haciendo caso omiso de sus coeficientes (16 que fiene
interés en el célculo efectivo como comprobacidn de qae no
‘omitimos ningin término). Evidentemente el ‘teorema de Schwarz

-ﬁermitiré agrupar algunos de los términos debido = la simetria

-de Dk(( ; pero no tenemos shora en cuenta esta reduccidn,

(ndtese sin embargo que es importante, como se.indica e
(3.2.11)).

Xk Cqoqryz|3] 4| s| s

- m? de sumandos sin contar simetrfa |1 |1 1215|2141 42| 132

ne de sumandos contando. simetrfa |1 {124 9|20 48

3.2.11 Tabla

~ Si llemamos . & _ai ntmero de términos en 55%‘; se
tiene: . | | |
k .

ak‘: 25 e . &, siendo a, =8 = 1.

Debemos hallar la expresién de ak“. Probaremos por in-

duccidn que

o o (2% _1
kT o\ Tk ¥ L .

Supuesta cierta la,férmnla para k =0,l1,,..,0 , debe

cumplirse :

(3.2.12) —= (2114—2

n+21 nit-1

i 5’9— (2 k) (211«-21«:) 1 1
.Qnyi n~x k%Ln—k+l
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Probar (3.2.12) equivale a demostrar que

Eff b = dnt 2

. - !
f—o k n+ 2
siendo b o=1,7

U L (2k1) (neka?)
(3.2.13) b =Db o ==
(2n=—2k+1) (k+1)

Dado que esta -expresidn corresponde a una progresidn
hipergeométrica euya suma no se conoce en el caso general,
procedemos a sumarla directamente.

De (3.2.13) obtenemos

I < A
b - b - !
k-1 n=k
que da inme&ia%amente bk = bn x ! bh:= 1 . Por tanto
w1l B - n-1 n-1
> (ny2k)bk = 0 , 1o que implica n y_ b, = 2 E:'kbk.
=1 - -1 k=1

Sea ¢ n;(k+$)bk « Se tiene
ck(Zny2k+l) =:ck~l(2k-l)(nyk+2) , k= 1v% .

Sumando m. & m. y simplificando

: = i L . ) == Ne=i;
ne (n.l)co Ll o (ﬁél) == <& ¢ =n-1,
eg decir
kDb + b, = m=- 1
r=TE =
- N-1 n-1

n
%{:_;lkbk"%;;bkﬁmo ’
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sigstema del que se obfiene

Tl n

S om -2 S  An ¥ 2
b - T —————- =-___——-__% b T am——— ‘q‘e'a‘
=1 k n 4+ 2 =0 k n+ 2

e) Es inmediato a partir de la expresién dada en a)

para A T .

‘ﬁétese‘que si (3.1.1) es de la forma

(3.2.14) F= 2 Qlonw

i1
con \f':= 0(2?) se obtienen férmulas anélogas\a las dadas
L5 TR S e T ‘

para la contribucién ae'or&en 53 a la golucidén de (3.1.1).

Guiados por (3.2.1) introducimos la

3.2.15.Definicidn.~ Llamamos aperadbr de iteracién I

. : ‘ , 4 k,m
definido sobre k  vectores al dado por .

Lk;m(?i""’vk)" ‘[(D ?;(U;’t))(?i""’vk) &?4 .

Como caso particular se encuentram los operadores definidos

‘ anterloﬁmente H : N Bk = Lksl .

-Hacemos extensiva la observacién efectuada en (3.2.1). -

3.2,16.Teorema.— Bl término de orden k +1 enlsa

solucién formal de (3.2.14) viene dado por

A = . f 1 ‘ . . ‘." E .
; EX Lkl’mi(zkz’ﬁ?z( "L"’mi)’ ,Lk.’m‘_‘()-)

Gk
k2 1 | ' D MUY J. J‘?'
— n . - k ) ‘ ) .
Z mg _ ' k2 " kj‘
en donde cada operador Lk o se aplica a kj vectores
- i
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y el Gltimo eslabdm en cada cadena de aplicaciones es de la |
forma L . ‘
o,mj

La demostracidn es idéntica a la de (3.2.3)
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Capitulo 4

EL. TEOREMA DE LAGRANGE Y A COMPARACION DE LOS METODOS

FORMALES DE LA TEORIA DE_PERTURBACIONES

Introduccidn.

Dejando para més adelante la descripecién y-domentario
acerca de los diversos métodos utilizados, digamos sélo qué
el problema central consiste en hallar una transformacidn
canbnica que elimine del hamiltoniano los términos de un de-
terminado +tipo, de manera que el hamiltoniaho transformado

sea fécilmente integrable.l 7 |

‘ La solucién del problema candénico simplificado debe
transformarse de nuevo a las variablé5~iniciales. Debemos
obtener explicitamente una variable gque se halla en forma
implicita con otras variables yrparémetros.‘Es aqui donde
interviene el +teorema de Lagrange. _

En (4.1.3) se ha obtenido una'genéralizacién del citado
teorema, que engloba todos los casos considerados anterior-
mente, y que, junto con los corolarios que de &1 se deducen,
es utilizado mhs adelante. |

Asimismo se presenta en (4.1.8) una extensién del pri-
mitivo teorema conservando la misma apariencia formal.

En (4.2.3) se demuestra que la aplicacién del teorema de
Lagrange generalizado es equivalente a los algoritmos de
Henrard relativos a lag series de Lie..

Como resulitado fundamenital se prueba en §4,3. la
equivalencia de los métodos clésico, de Deprit y de LaCiné,
que junto a las equivalencias ya conocidas (ver §4,2.)
producen lsg e@uivalencia‘formal de todos los métodos utili-

zados en Mecénica Celegte.
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§4.l.— El teorema de Lagrénge.

Es tipico de la teorfa de perdurbaciones el transformar

- (3.1.1) en atra ecuacibén més sencilla mediante cambios de
variable, hallar la solucién de la nueva ecuacién y deshacer
los cambios. Esto obliga a dér nétodos para desarrollar una
funcién en éerie de Taylor en términos de otra funcién. EL.
primer teorema en este sentido para funciones de 1 +varia-
ble conpleja es el teorema devLagfange (Whittaker—Watson[iZi});

Actualmente dicho teorema se obtiene como consecuencia del

4,1.1.Teorems (Teixeira).- Sea £(z) analitica en

A , regibén en forma de corona con borde exterior C e
interior ¢ ; sea ©(z) analitica en ¢ . y en el recinto
que limita C , poseiendo en éste un Unico cero .a que

suponemos simple y tal que para un cierto x¢€ A,
Yz é‘, c ,  ‘G(X)' 49(2)' ; Vz" € ¢ li‘}(X)I >[B(Z’)} .

‘Entonces se tiene .

£(x) = }: a_B" + X B 0"
o o , 1

com

“1‘ : f’ ‘ C ' ‘ 1 fef
A = e - dz. para nf£o , A = - j/ dz
n  2qin /ianz o 27l Jy p

_ 1

) 10
n= " opin e d= .

c

4,1,2.Corolario (Teorema de Lagcrange).~ Sea € un

cemino cerrado simple que rodea unm punto & . Seem £, g
enaliticas en C 3 en la regién A  que éste limita, ¥
sea x tal que Yz ¢ C se cumpla \xg(z)l < ]z - al .

Entonces vy =2a + xg(y) tiene una dnica rafz y en
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A y se tiene :

| =2 n .n-l ' ;“
(y) = £(a) + Z ;f—,-* dn_l [f'(a)'(g(a))n] .
- n=1 ° da | |

, La demostracién de (4.1.1) y (4.1.2) puede hallarse
en 123 p.131-133 .

Generalizaciones del teorema de Lagrange se hallan en
Dieudonné [31] p.271 y Hegihera (58] Vol.I,p.117 y Vol.II,
p.399. Sin embargo en Mecénica Celeste éstas son insuficien-
tes. ands 2 estudiar el caso en que se tiehen relagiones
més generales entre y y & ; permitiremos que el pardme-
tro (vectorial) x intervenga en £ y ésta serd una fun-
cibn vectorial. | ‘ | |

Obtenemos el siguiente resultado : -

4.1.3,Teorema.—~ Sean g(y;x) , T(y,x) funciones ana-
1{ticas en un entorno de (a,0) .'ConSiderem§s la relacién
gly,x) = a ; sean g(2,0) = o0 , Dyg(a,o) w isomor-
fismo , f(y,x) € ¢® , con yeUce?, xzeV¥ce®.
Entonces : o | '

o - p) |
£(y,x) = Fla,x) = f(&lk,O) + Z E“E‘,g‘%l (X)k s
' k=1 ) :

en donde F(k)‘ s que depende de f y g , pertenecce =

n ¥ m _p .
iﬁ(@ X eee X &, €°) y viene dado por

) | e N
- A rl,...,rq,sl,...?sq Xy

: 8, = 8 r s r
i : 1 1 a

k, ,hz 1 '((DX y) ,cco,(DX“y) q)
rys,q 2 ves
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con

51y 4], | k!
C =
I RPN of S see g3 r ’ .
l" v qS l’ ? q 'r_. i
: ~ s.!) r, !
bt i
k,h, sh, | |
(6 abreviadamente C_- ; abreviamos también de ahora

I'ySyq

en adelante las condiciones sobre el sumatorio en la forma

indicada), y obteniéndose Diy por recurrencia mediante
~ k hn |
-k =1 ohy 9By hl Ta.
D, ¥y =~ (Dg) | § L ((D y) ,-u,(D qy) )
| k,h ,h L N |
OLr,lg];q' 2 (y=2 , x=0) .

' Nota : Obsérvese la relacién de los coeficientes C
“con los coeficientes de Fad 4i Bruno (Hagihars [ﬁé] Vol.II,
p.398, Abremowitz-Stegum [2]p.823,824), y con los némeros
de Stirling de 22 especie, asi como con:el Master Theorem
de Mac Mahon ([9§]p.17) Compérense con los obtenidos para
el método de von Zeipel en [%i} ' :

Demostracién_: Apliquese el teorema de la funcidn iﬁpli»
cita y calctlese., EL valor del coeficiente se obtiene por

inducciébn.

En las aplicaciones es corriente el caso en que Dyg = I.
En particularAés de especial interés el caso en qué el paso

de a a y es"préximo a la identidad" , es decir
y=24+nyE ,

siendo h : U — :f(em,ﬁzﬁ); &(y,%) = ¥ - h(y)}(x) .

k .k
Entonces D = I = D hix) Deg=--Dh
yg‘ v ( ) s yS " Yy (X)

k> 1

? ng = -h ,
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X X ., . :
‘ng =0 , Dny-g = - Dyh , con lo que se obtiene el

k>1

4.1.4.Corolario.~ Con las hipdtesis anteriores ::

Dy = n(a)
X (o] : -

i

y=2a
:  ok,1l.k. k s. T, s T
k : L A~ 2 1 1
Doy = E c D “h (DY) seeer,(D.39) Y
y=a ) 2 , k2 £ o ty=24a
k¥>1 r,S,q :

Habitualmente = f es sélo funcibn de y . Sino es

asf, podemos escribir
£= )£ (3=

¥y expresar cada una de las 'fm» en términos de X ¥ &8 .

Trivialmente :

4.1.5,Corolario.~ Con las hipétesis anteriores se tiene

(y) = Z E"‘i‘c‘;'("g‘)‘(x)k con I*‘(O) = f(a) , y para k=1
o " ‘ ‘ : o

\, ' k,0,k, k g, s
k), 2 2 1 1
#5)(g) = E c. 20,5 3) Teees (0,) q) .

,Q y
k,o,k2
8,0 . k2 £ o

Si la transformecién "préxima a la identidad" adopta la
forma '

‘ J
Z I, (y)WL- con  hy: U-——> NG e x ¢™ e

j=19
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debemos modificar los resultados obtenidos. Es inmediato que

¥ _ ‘ _ J = T -
D g(a) = hj(a) ’ Dyg(a) =TI , Dyg(a) o, Dxﬁyg(a)

Ji>o | j>1

= -Drh - con lo que llegamos 8l

yi

4,1.6.Corolario.~ En las hipétesis precedentes, es vAli-

da la expresién en (4.1.5) y la de (4.1.4) se modifica obte-
“niendo @

' k,p '3 P ‘
D};y(a) = }: | cr’;’“q 2 y2hpl((D y) ,-u,(D qy) q)

y=2
otk?pi,pz : . | X=0
" Ty8,q

El caso en que m =1 , esto es, la transformaclén;

préxima a la identidad ‘depende de un ﬁnlco parémetro

y=2a4t xgly) se tiene obviamente @
arl _ df . o) = Flye
i e = g(y) , y(o) =a, i Dyf}g‘,‘ f(x=0) = £(y=2).

Podemos aplicar entonces la técnica introducida en '§3.2. cormn

(f:: glyy 6 p = Dyf-g para obtener la expresién de

¥y, £ en funcién de =x . Encontramos asf de nuevo las fér-
mulas dadas en (4.1.4),(4.1.5). Obsérvese que por ser

independiente de x 1la integracién da los factores

xk/k! . Asi ei teoremavae Lagrange generalizado se obtiene
del método clésico de perturbaciones. Si ‘f es s6lo fun-
cibn de y el método vale para m#£1 .

Las expresiones dadas en (4.1.4), (4;195) pueden ob-
tenerse de forma elegante (Feagin-Gottlieb [?q} ) mediente

las férmulas recurrentes ¢
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k-1 R : ‘
F(k)(a) = zj‘ Ui?) DaF(k~r—l)(a)G(r)(a) Iniciadas con

rzo F(O) = :f:‘(a) ’

| G\(s),(‘a) _ ZIL (-1) DaG(r—s;l)(a)G(s)(a) ¢°) . neay ,

8
g8=0

(en donde abreviamos : Da?(a) =5D£f(y)

| (p) m T non
Nétese que G'“/(a) € i(a: X eee XC 3 €7) ¥ que

) .

y=a

(r) n m_ F m o, Py
D P (a) ¢ L(® 6" x T xe” ;D) .
a .
Serfa interesante disponer de férmulas anflogas a las
dadas en el primitivo teorema de Liagrange. Para ello debemos

introducir la

4,1.7.Definicibm - Sean vy €U ¢ ¢t . Dyr 2 U m—>

— L"), s iU L@, d=1em.
Sl | i

Suponemos Dyr y 8; € Zf(U) . Sea %”: (Dyr;sl""’sm) .

Llamaremos derivada. contractiva «géy de ¥ a la defi-

‘niida mediante

1

: ﬁf{"(y); = (D;rr(:sf);sl(y)?....,sm(‘y)) + | Z (Dyr(y);s (¥),

'**1313Dysi(Y)'Sj(Y)y'?«ysj(y)s~'vysm‘Y))

donde *~ gignifica suprimir. Andlogamente se definen las
derivadas sucesivas, llegaendo después de m-1  derivacio-

nes a expresiones de la forma

(Dfr(¥) 5 (7) g oy (1)
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que tomaremos como D?r(y)(wl(Y),---,Wk(y)) .

4,1.8.Proposicién.~ En las hipbtesis de (4.1.5), se tiene
. . |
o >
(%) (a) = P l[Ds;f;h,Ir,...,h] k21 .
Demostracién : Para k =1 es trivialmente cierto

teniendo en cuenta (4.1.4) y (4.1;5) . Supuesto cierto para

k debemos comprobar que

[D £ h,...,h] Do [J) £ h,...,h]

El segundo mietnibro podemos considerarlo igual a
k kil ” _ |
K &l , k-1
| ‘j)a 1§ [Dif;h,...,h] + (k-&-l)[Daf;Dah(a)-h(a),h(a),...,h(a)j{;

habida cuenta de’la simetria de D;f « El primer miembro,

atilizandojel hecho de que' Dxf = D f+h , nos da

;:-1%[1) (D,£) h,...,h] [ Dy£s0 (h,-l-cmh)];

jrans - |
__:bk 15[}] s h!ooo,h [Daf;Dah(a)ch(a) ,h(a) ,\o—o%,h(a) L

k-1
L k[}) £;D_h(2) -h(2),h(a) ,ﬁf,h(a)]}

con lo que gueda probada la proposicién.

§4;2.—'ExposiCi6n de diversos tipos de métooos.

Excepto el método clésico que ha constituido el objeto
del capitulo anterior, todos los demés procedimientos utili-

zados en la teoria de perturbaciones se aplican a ecuaciones
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en forma candnica, si bien se generalizan posteriormente a
ecuaciones no canénicas. Ademés toda ecuacidén diferencial
puede ponerse en forma candnica simplemente doblando el mni-
mero de variables (ver Dirac [32]). La idea esencial en todos
los procedimientos es la resolucidén de la ecuacidn de

Hamil tom-Jacobi por un método iterativo.

Podemos agrupar los métodos en tres ampiias clases
Teoria de promedios, series de Lie, y obtencién de integra-
~les primeras, E1 texto de Giacaglia~[}4] es una referencia

standard de dichos métodos.

a) La tedria de promedios se utiliza en\Mecénica‘Celes-
te desde los trabgjos de Lindstedt [77] refundidos por Poin
caré [QQ]Vbl.II . Posteriormente el método fue redescubierto

por von Zeipel [}2?} quién lo aplicé al estudio del movimien-

to de pequefios planetas.

La teorfa de promedios toma cuerpc_matemético con los
trabajos de Bogoliubov, Krilov y Mitropolsky [13] . Morrison
ofrece en [81} una clara exposicién‘y observa cdémo el méto~‘~
do de promedios es una generalizacibén del de Lindstedt-
-Poincaré-von Zeipei. ,

El cardcter canénico de un sistema de ecuasciones puede
perderse al promediar, pero Burshtein y Solov’ev (;5] mie g
tran cbémo escoger las funciones arbitrarias que se lntroducen
en el método para recobrar el cardcter candnico. V.V.Lari-
deva [73] ofrece una interesante discusién de los promedios
de orden superior con acot301én de los errores producmdos
en un intervalo de tlempo f1n1to. .

Zabrelko et al.(}26] muestran cémo, en ciertos casos,
el método de los promedios se obtiene como conuecuen018 del
teorems de la funcidn implicita del an4lisis funcional.

Morrison [@6] obtiene el método del desarrollo en 2
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variables (lenta y répida) debido a Kevorkian [66] como caso
particular de la teoria de promedios.»Un método de promediar
distinto del stendard lleva a Diliberto a su teoria de super—
ficies periddicas [}3]. En Arnol’d - Avesz ([9]p.lo3) se ofre-
cen ideas penetrantes de dicho procedimiento. (Véase 'bambiénl
§5.3.). | | o

Musen [93] y Giacaglia L43] han dado la forma de obtener
los términos de cualquier orden del método de von Zeipel. 
Este ha sido aplicado con éxito por Brouwer ([14]p.562) en
~el estudio del efecto de J, - en un satélite terrestre.

Un detallado estudio del mismo problema con incorporacién:
de erménicos zonales puede verse en Calvo [18].

La convergencia del método de von Zeipel excepto para
un conjﬁnto_de condiciones iniciales de medida de Lebesgue
pequefia con la perturbacidn ha sido éstableciﬁa'pof Barrar
[11] ¥ [12] con el método utilizado en el teorema de
Kolmogorov-Arnol ‘d-Moser ([61],[5],[89],[io4],(i2q]) . Debe
observarse que Barrar construye actualmente la solucidn,
mientres gque Armnol’d, para la meyoria de las condiciones
iniciales, construye un toro invariante en el que se desarfb~
1la el movimiento pertufbado, cerca del toro invariante
(ae idénticas frécuencias) correéponﬁiente al movimiento

sin pefturbar.
"En sintesié, dado el sistems
. R - o .n
% = £X(%,x) (t,x) E ACRXR

§ = ‘"pequefio parémetro® , se trata de resolver el siste~

ma Ypromediado™
a§
7 = EX.(8) |
siendo Xo(x)‘::lim.'§ X(t,x) &t , y de acotar lx ~'§L
P — /0
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al menos para o <t <1/§. (Véase §5§3.) ().

Fn el método de von Zeipel se trata de construir una
transformacién cendnica para eliminar de un hamiltoniano
del tipo |

H(‘Y;,X,g) = HO(X) + Eﬁl(x:y) +oeee

los términos en que ihtervengan lag variables angulares @ ¥
(ayﬁenos parcialmente).

Ello se consigue mediante una func16n generatrlz
‘ 5 )
Wy,X, &) = yoX & &Sl(y,x) + & Se(y,X) Loeee

de la que se tiene la transformacidn candnica

x y

¥ que coincide con 1a identidad para § = o . La sustitu~-

cién directa e igualacibén de términos da :

BKy,ByWT,Eﬁ = K(X,§) (X = nuevo hamiltoniano) ,

Kb =H , D H‘-D s = K -H
. T 1 ™ T - L
DH Dy32,4 3 Diqb(nysl,nysl) + D H DySl + 32 = K, , etc.

Si P es el operador "promedio respecto a y" tomaomos :

K =PH , DH-DS w‘(Ki H)(x) ,
= J/?E (Ki - H‘i)(})X HO)"l dyj'+'Al(x) ) Al'arbitrario,
J J ~ :

obteniéndose anélagamen%é los demds términos.

(%) Para un Hamiltoniano en las variables I(accidn), Y (éngulo),
'se entiende gue el promedio se efectia respecto a todas las
variables \f . '
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b) EL método de las series de Lie (Lie [76]p.52, Grib-
ner [50]), ha sido utilizado recientemente en teoria de per-

turbaciones (véase sin embargo Leimenis [7§Ip.121). El pri-

mero en aplicarlo a Mecénica Celeste parece ser Hori [55]
para sistemas candnicos, quien posteriormente establece su
equivalencia con vonZeipel[57] v lo generaliza mis adelanfe
a sistemas no.canénicos [53]. Esta géneralizaciénzha sido
también establecida independientemenfe,por Calvo Erﬂ .

Posteriormente (y mencionando de pasada el trabajo de
Sersic [;OS]), es Deprit [23] quien reaviva el 1nterés por
las series de Lle, destacando la smstematlzacién en la tran-
formacidén del Hamiltoniano y en el cambio directo e inverso
de variables. Como en el método de promedios, se busca um
‘nuevo hamiltoniano en el que, por ejemplo, desaparegzcan las
- variables angulares. Véase la aplicaéién gl caso de un saté-
1lite artificial (Deprit [30] ) perturbado sélo por I, o el
método de normalizacidn de Birkhoff (1?9] ) de la transfor-
mecidén de Deprit. Este método ha sido generalizado por
Kamel [59] quien 1ueg0 lo aplicé a‘problemas no canénicosr
@é}. Henrard sistematiza la teoria de las series de Lie
aplicadas a perturbaciones de sistemas cualesquiers explici-
tando todos los algoritmos [5{] (ver 4.2.1). Posteriormente
Kamel [S;] compara el método de Deprit generalizado apliéado |
a un sistema no hamiltoniano y el nétodo inicizl aplicado a
la hamiltonianizacidn del mismo problema; comprobando su
equivalencia, .

Campbell y Jefferys'[le (as{ como posteriormente Mers-
man [82}) comprueban las equivalencias de las formulaciones
- de Hori y Deprit explicitando las relééiones entre funciones
generatrices hasta 62 orden (ayudados del LISP); sShniad [io?]
demuestra la equivelencia de los métodos de von Zeipel y de
Lie, equivalencia completada por Mersman [83] que la hace

extensiva al método de Hori. Rapaport Elo%} muestra la equi-
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valencia de los métodos de Depfit ¥ Héri gin pasar por la
funcién generatriz de von Zeipel. ?iﬁalmente Stern[ilé] to-
mando en consideracién transformaciones canédnicas (préximas
- & la identidad) directas, con carbcter general, encuentra
el método de von Zeipel o el de Lie segin las funciones

(arbitrarias en su método) qué escoja.

- Exponemos sz continuacidn el ﬁétodé de las series de Lie
en la formulacibén dada por Henrard.[SQJ :
Sea x = X(y,%) la transformacién yve U‘c:Rn —3 X € Rn
dependiente de £e R dada por |

ax
"a"i = W(X,E) s X(O) =Y ’
suponiendo W enalitica en - § en un cierto entorno de

cero. La expresifn de x es

X(y,6) = = = p = 0x|
: fo) * =y
=0

siendo DE(x,§) = —=— 4+ D_fW . Sea ¥ = Y(x,¢)

la transformacidén inversa.
Si 1la evolucién de x  viene regida por ecuaciones
canbénicas entonces W es el gradiente simpléctico (ver

Souriau [?lﬁ]p.87) de una funcidn ]/0/ y se tiene
DA(x,$) =%-%— + gﬁ ; W’f’

cuando @ es una funcidn escalar.
"Sean ¢ y P una funcidn escalar y un campo vecto-
rial n-dimensional respectivamente, ;ﬁ(w) v ﬁf(w) las

aplicaciones
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L B(x,6) = Yy, ) = HX(,E),8)

= "‘i[x) ha P_]/ .

x= X(y,%)

|
o
=
fﬁ :
~—

!

Gy e,

Se tiene :

(4.2.1) Algoritmo I :'Si. ,ﬁ(x,z) ZZ- ¢(°)(x) y

entonces

V0 = Z ¢“’”(>
con

xzf(n) ;a(é) %@)Magr(log .y’l'ﬂl:;r, .

"”“I‘ * Z (1.-1) ;]—-iLi ! I‘i’o" = D W .

(4.2.2) Mgoritmo IT : Si P(x,£) = 2 =r Pnf’ (x) ,

[
; entoncés S oo" n
‘ ‘ N €7 ~ln), .\
aly,§) = on = B (3)
con | . n
\ s ' 4
¥(n) _ xlo) _ 5 (:})@‘ . T - €D
o} m 7 \J/ " 3sm-3 ij io
i-1 Sl o o
- ‘ . . — o U — o &
: z; (k—-l) LkPlr-k,j ! Lm £ Dxf Wm‘ wanz £ T

Si el cambio de variables que hacemos es candnico basta
saber transformar funciones escalares. Obsérvese que al

trangformar el campo P se obtiene el campo Q no en



81

la base { '} ’ sino en la base nueva i“‘gf‘f por lo

9%y 25
que en realidad debemos hacer el cambio de la funcidn

n-dimensional DxX-P

. 4.2.3,Provosicibn.- Los algoritmos I y II del méto-
do de las series de Lie tal como se han expuesto, producen
el mismo resultedo que (4.1.3) .

Demostraclén : Utlllzando la notaclén del . §3 2. ‘tenemos

i
Z W1+1 i!
Sea z = D#y k; ny k 1 =
. k-1,p.,D, D 8y '

— . 1772 2
- E S X (S L) Loy (0% 9

lk"‘lsp 4P | :

1772 .
r,s,q o : ; ?DXX: o Wl

X=0

Basta shora aplicar la expresmén de F(k); de (4.1.3)

con los wvalores de Diy’ obtenidos,para encontrar el mismo
xeéul%ado que en (4.2.1) .

' La comprobacidén para campos vectoriales es mds laboriosa
¥y el uso del ‘%eorema de Lagrangé exije més esfuerzo que
(4.2.2), digno de todo elogio. En efecto, conociendo Diy

y=a
X:O

como se acaba de indicar, hay que calcular Dia(y) mediante

, - kypysp, D P 8, T
k e 2 2 1
(4.2.4) Doa(y) = g c. . (-5 (D Yyt
: 15,4 X
: =8 o=y
k,pl,pz S ¥=0 R=0

rys,q pl ?! ©
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Como se ha indicado antes de (4.1l.5), si f::j;fk(y)(x)k

se reduce al caso de (4.1.3). En nuestro problema

25N = paP

con
Se tiene:

obteniéndose Dipya por derivacién de (4.2.4).

| Néfese, pues, que el método de las series de Lie produ~
ce anélogos resultédos 8l teorema de Lagrange (véase Griffith.
BS]}para un caso muy: particular de (4.2.3). Sin embargo
(4.1.3) permite trabajar con relaciones mas generales que
las series de Lie. Por ejemplo, relaciones entre a e y

implicitas ; relaciones dadas por
K T v, () (x)
Dy = Wi(y)(X)

ccnbciendo Diy“‘~j = 0 + k-1 en funcién de | Xy ay

permite el uso del parémetro’ x - m-dimensional ; permite
trabajar con variables N | sométidas a ligaduras (variables
sobreabundantes como se las llama}en.la 1iteraturé de Mecéh~
nica Celeste), ete. Pueden transformarse también funciones
vectoriales. En realidsd (4.1.3) es la base de cualquier

transformacién de varisbles, funciones o campos.

¢) Integrales primeras formales : Finalmente existen

lo métodos cuyo objetivo es encontrar integraeles primeras
independientes. Admitimos que el sistema se presenta en Torma

candnica (sabemos que ello no es ningina restriceidn).
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Destaquemos primero'qué ademés de los teoremas clésicos
de Bruns, Poincaré y Painlevé (veriHagihara [52} Vol.I1I,
P556-604 y 613~639) acercé de la nolexistencia de ciertos
tipos de inﬁegréles primeras distintas de las clésicas en
el problema de m cuerpos, se sabe ([}08})‘Que no existen
integrales primerag anali%icas en el entorno de un punto sin-
gular, e incluso ([?8])‘qué no existen integrales 1 para
un cdnjunto denso de sistemas hamiltonianos. Ello no impide
que existan para determinados valores de los parédmetros de
v13~perturbaci6n. Nbs limitaremos aqui, como en lo quevprecede,
al cardcter formal.

E.T.Whittaker [122] introduce les integrales adélficas
o integrales primeras formales en 1916 (xgéx¢iﬂégn hermena~-
das; por ester intimamenfe relacionadas con la. integral de
la energfa). Fundamentalmente ((44] p.91) basta imponer
’EH;G} ¥’o , siendo G 1a integral buscada. Si § es
un pequefio parémetro y -

e e s . - 2 ;
H = H_ + €h1 YE O, b ...
escribimos también

. ) I :
G =G + EGl + & Gy + oo

-

Si ‘Ho = Ho(p) siendo p los momentos, puede es-
cogerse como G0 cualquier .funciém arbitraris de 7p ,
para que gﬁo, Gdz = 0 . Identificando : |

«&%,<%}'+ {%.,%J;=o,

ngo , sz 1 ?Hl , Glf‘ $ ,%HQ ,‘Gof = o, etc.

lo gue permite obtener (a menos de funciones arbitrarias de p)

lag funciones ~Gl ’ G2 , etec,
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Se sabe (Rusmann:[ioQJ,[io3])‘que para n =2 siel
nétodo de la integral adélfica converge, entonces también
converge la normalizacién de Birkhoff.

. Las integrales adélficas han cobrado interés en los
trabajos de ContopoulOS‘([ZBJ) y otros, bajo el nombre de
tercera integral,(debido & que aparece una funcién que se
comporta como integral (aislante) en problemas de dinémica
galéctica, junto con la del momento y la de la energia).

Es de destacar que bajo el punto de vista nuﬁérioo,
_para “pequéﬁas perturbaciones“; las "integrales® adélfiqas
se conportan efectivamente como integrales (Hénon—Heiles[S}])x

Un procedimiento para obténef 2n integrales adél-
ficas en involucién (inéluyendo la de la energia) para sig-
temas hamiltonisanos perturbados‘préximos a uno intégrablg
ha sido dado por Lacina ([7;]), pero seré comentado en el
préximo apartado. ‘ ‘

§4.3.- Comparacién del método de Lacina con el método

de Deprit y con el método clésico.

Vamos abcomparar ahora no las imégenes por diversas
transformeciones de funciones escelares o vectoriales
(que debeﬁ ser todas casos particulares més o menos elabora~
dos de (4.1.3)), sino directamente las soluciones de siste~
mas hamiltoniaros. Empezamos con un resuren del método de
- Lacina. } :
| ‘Sea - H= Hg(q,p) +"§;. AR Hn(q,p) el hamil-

o n =1 y

toniano de un sistema con N  grados de libertad, para el
que se'suponé que va - es integrable en el sentido de Liou~
ville, 0 sea, que existen N integrales primeras indeven-

dientes. Entonces obviamente ge podrd tomar como variables
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dichas integrales y se tiene " H = H (p) . 81 D_H #£ o
_ ~ 0 0 PN 0
(Lo cual es cierto con un eventualicambio de indices si no

- estamos en un punto de equilibrio), la transformacién‘cané—
nica que tiene por funcién generatriz

o NeL
F=-H ()0 -5 P-o
R =

convierte el hamil+toniano en Hé(ﬁ;é) = PN . Suponemos de

ahora en adelante que se utilizan estas nuevas variables y
suprimimos ~ para simplificar.

Se buscan por iteracidn las funciones
~ n
= L
I, = P * > ) Ty, n(QsP)
. “'\n |
W, =0 + P e, nl @ F)

de forma que el paso - (P,Q) =~ (J,W) sea candénico y tal

\ i‘—.«’ n
g =E=H + Y \m .
~ Se tendré entonces

, %Jk:’ Jr} =0 = {Wk’w:e} ; {Jk’wrf = 3%

-

La solucidn obtenida por Lacina [71J es

QBT . n-1 . . .
J, =f ' (D, H - {J P\ })?d , kAN,
k,n o Qk: n | gﬁ-—:—l k,s3’ "ns | QN ,
QNi , n~1 - « V ' ‘
W = - D H . ] i ! = .
k,n o ( Py n‘+ gg; gwk,s’ Hﬁ»s}) dQN ! JN,n Hmw
o n o |
N6tese que | g;d{gk’s . Hn.“s; =0 si A=W6éJ, es decir,

que  J, , W, son integrales adélficas.
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Inmediatamente se tiene Jk = cte., (k =1 ¢+ N)

W, - e« t = cte., , y las variables iniclales P , Q
k k,N ‘

se obtienen para cada valor de i a partir de un sistema
de 2N ecuaciones. |

El método de Deprit ([28]}, caso particular de las.series
de Lie, permite transformar funciones analiticas en § ¥y |

Qf°° en (x,X)
f(X,X,E) = Z _I%T E_n f;l(X,X)

n=o0

mediante el cambio canénico - (x,X) e ~(Y,Y)A dado por

ax ‘ ' éX‘“
~3s = W(X X; : s = = DX UJ(XXS)
sujeto a las con&iciones x(0) =y, Xo) =Y. La fun~‘

cién generatriz Y(x,X,&) 1a suponemos enalitica en &

y ﬁf“l en (x,X)
W Z nt n%l(X?X} .

n.‘&

' Designamos por I 6 abreviadamente I el ope~-
w0§ ~ D

rador "paréntesis de Poisson con WP“ : I’F’@‘ = %ﬂ, w;} .

La funcién imagen : |
2y, 1,0, X050 = 2 2 ™y
. S n=o : . :

se obtiene por recurrenciz mediante :

» (0) _ , . fB) _ (1), Em <k—1) (n)_ (n)

(4.3.1) fn - i\n ’~fn "'fnﬁl + ;;%&J n&l -’ T "fo
Para mostrar la equivalencia~del nétodo de Deprit con.

el de Lacina construiremos una transformacién candnica de

manera que del hamiltonisno
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pasemos & K = JN‘ . Esta condicién nos dard la funcién

generatriz S de la transformacidén. Acto geguido buscare-
mos las.funciones Jk(P,Q,A) , Wk(P,Q,A) que con dicho

cambio se transformen en funciones independientes de A Y
cuyos términos de orden cero son P,y Qk respectivamente.

k

En realidad sblo indicamos los célculos para Wk, siendo

idénticos para Jk .

Sea £ una funcién analitica de ¢ (en un entorno
de o)y (¢ en (x,X) (en un entorno de (y,¥)), tal que
el cambio de variables la convierta en una funcidn f(y,Y‘A)
(1)

con £ =0 para 121, Entonces se obtiene de (4.3. l)

que ‘f§l) =0 121, 32 o0 . En particular

(1) fxfn_l S B A = 0
fp1 = T . Z;. n [ mdl n-lem - T °

Explicitando esta relacién y habida cuenta de que la aplicamos‘

a f=H ¥y H; = PN ’ se tiene

PE n-2
n ‘ — [n-1
2Q.,. Hn1+ 2 ( ){ n«l*m ' Sm+1}
: I\ o] A
que permite determinar S =~ de forma recurrente.
Vamos ahora a pbr las coordenadas : Sea
‘ ~ | \m
-W(PaQ) A) = Z Qn(PsQ) "r'l‘;" -con Q. =Q . ,
n=xo :

Apllcando la observacién hecha pars una £ -(1) = 0 Vi 2

& W (se entiende a cada una de sus componenﬁes), se tiene

.

»



~ " n-l
(40 3-2)* Qn“ =

Queremos demostrar que

(4. 3 3) }[QN
en donde Qﬁ
canénicamente a Pﬁ.

Derivando respecto a

n»l

kwo

es la ﬁltlma componénte de

.

(4.3.) @ Z‘(m}{am, : m}

La expresmdn (4.3.3) ¥

son trlvialmente ciertas para

-1

e

f
-

88

) {Qn-l;in 4L } .

n | g
){ékf Hn«kf dQN

Q , asociada

*
-

~ hay que probar‘la‘igualda&

> (2 ){ aton m,,l? 0

w

¥ por +anto la igualdad anterior

n=1, puesy 'BSI/AQN.: Hy
Ns..
gQ"éfEc“;"f. - -fom] =

- Vemos a verifiéér (4.3.4) por induccidm ¢

¥y por tanto
o | DQ
Ql:“fg’s ;“*} '5"6;{“
n-1 2Q
. ]
& =3 ( )kagw -
’ m=0 :
.n»Q Gb') N2

N=-1

+ Z

! Sm%li

- ‘
( );inm H[J-l'!"

PR

]
{Qnulﬂm”agz_ E]

-
_=

n-l-m - a R
( X ) { O » Hn—l—-m—k} ’ Sm«&l} o+

1 9

Z; @f%‘k, S H}g * § Qn__}; ,ﬁl } .

Ko

0 -- ;;iz o %i(mml){{%l k’sk-!‘l} Hn-—m} '
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Por lo tanto debe anularse la funcidn %V definida por

la siguiente exprésién :

(4.3.5) y :f___j nf:m(n;) (n'i"m)ﬁ%’%_l..m.k} sm} -

k=0
a-1 m-1 #_* 'ﬁ'
- mgz, k% (m) (k} {Qn-lﬂn’ %Em-‘k’skuﬁ -
n-1 : o
; n-1 ~ . 2 .
- g;; K m)iQn~1~m’Hm+l} + ;QO,th
on-lomel oy g
) mz:-:;. ;Zo {m"l} ( k. )HQm-l k’Sk-I{L} Hn..mj +
Dol omel . |
+2 2 (A sl ma)

- Una a&ecua&a reccmb1n8016n de fndices y la 1dentldad de
\ Jacobl muestran que. los sumandos le, 20 y 5o de (4.3.5):

se compensan parahredu01rse a

2-;-_ } il it femaca st} oo e

.wi

El 4° sumendo de. (4.3.5) se compensa. con el término corres—
pondiente & m = n-1 que aparece en el 32 , y , finalmente,
los restantes términos de éste son idénticos, excepto el signo,
con los'que aparecen en el 6¢ surando, si tenemos en cuenta

(4.3.2). Con ello queda probado el siguiente
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So

4.3.6,Teorema.- Para un sistema hamiltoniano obtenido
por perturbacién de uno integrableyy supuesto no nos encon-
tremos en un punto de equilibrio, los métodos de Deprit y de

Lacina son equivalentes.

Nétese'ademés’que mediante el slgoritmo de Deprit hemos
construido la funcién generatriz del método de Lacina, Com-
pérese con Deprit ([é&]);p.l4 .

En la préctica la dificultad del método de Lacina estri-

ba en el célculo de las primitivag involucradas.

A”continuaeién‘comparamos el método de Lacina ccn el
- clasico. Obtenemos el

4.3.7.Teorema.~ En las mismas hipétesis del teorema

anterior, los métodos de Lacina y clésico son equivalentes.

Demostracién : Supondremos que el hamiltoniano tiene la
expresién sencilla

CE=R o+ ME(QB) .

Esto en realidad no supone restricoién (compirese con
el paso de’ (3.2.3) a (3.2.16) , y simplifica los chlculos.

-

~ Sean- »
W Q

V = ’ R =
d P

Debemos integrar el sistema
. . T
-— L L : B
R ey /\M(Dﬂ"l)
en donde = e eg el vector de 'Qﬁ‘ camponentes todas

. N
nulas excepto la N-ésima que vale 1 , ¥y M es la maitriz
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0 I
M = _
-I o/
siendo I la identidad en Rﬁ o

Excepto para los términos de orden cero en R  sélo

cuenta el segundo sumando . Sea

b= u (DHl),sT‘ .

Reformulemos el método de Liacina de la siguiente forma @

‘ Si_ Wn:’ Jn son los veetores de componentes wk,n:’fak,n"

. : W
respectivamente y Vﬁ = -, es inmediato (siendo H& =0
S 9, ~
Vis2) que | : | |
. Ty (% fem]l (% |
n T o J o ‘ ¥ o b
o WVl n-1"1 |

I

N N I )
B "‘L DV, BDE)T = "L EEACSRE

'Oﬁtendfemos asi

(4.3.9) ¥ = Rr:+ Y (R
o : . n) o
con o | |
A AR y V, =R .

De esta expresién debemos hallar R en funcién de V.
Las componentes de V  son los elementos candnicos del

“problema no'perturbaﬁo H = Pﬁ o

1a ecuscién (4.3.9) es del tipo

: 3
a=y - Z . (y) é\-;-

jx1 Y
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il

y aplicando (4.1.6) habida cuenta de que hj jt Vj (néte~

se el cambio de signo, pues al efectuar el cambio de varia-

bles Re=—> V¥ se tiene QN — WN = cte, = ¥

dWNiz - dt , siendo de shopa en adelante t .« la veriable
independiente en la expresién de R), se tiene :

= v+ ) X gy
. k> 1

con

. ' P o . (S)r s )r |

(4.3.10) ¥ § D2y —E—(g * ,nnw "’y
- B 1 r. !

XD D 174 |

oL e RS

r,s,q Pl # 0

en &onde}se entiende que Vb B ﬁ(ai} estén en funcién
de R, que D,=~DR ' y 1 que después de operar susti-
tuimos R por V .

De acuerdo con (3.2.3), para obtener la equivalencia

del método de Lacina con el clécico; hay que comprobér que :

- i)r, (i)
(m&mﬂﬁmﬂ) 3,3%4‘ (M VL 9mQJ

k y i =l

puesto que pera k=0 se tiene ﬁ(l)_: j}f que concuer-
da trivialmente con el Ac:) del método clésico (recordemos
ague en éste el "pequefio parfmetroh A\ estd incluido en ).
Teniendo en cuenta que en (4.3.11) el sumatorio se extiende

- a todog los valores de ip, r? cunpliendo la relacién i
dicada y que deberén agruparse todos los términos iguales,
basta pues, verificar que}si obtenemos Vn segin (4.3.8),

¥ luego ﬁ(k) segtn (4.3.10), se cumple para éstas la
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relacién :

‘ ' (s ) T (s ) r
: A\ k+l 1 : 1 1
(h32y g0 ST [ AR
- : R I 1 .
i=1 T3

o(k,o,pg 2o

‘r,s,q ' P27
1o gue haremos a continuacidén con una simple induccidn.
o Si escribimos (4.3.1lo) para kitl y derivemos respec-—
to.a +t obtenemos para los términos en los que p, vale
1 un sumando igual a (4,3.12). EL otro sumando debe ‘ser
dgual a los términos obtenidos con *p1‘> 1 . Es decir, debe

cumplirse (1ntegrando)

| | P (u ) r (s }r
(4.3.13) | ( %) L ke, -
, 1 I":i.a! | .
‘oipg
‘rys,q P, # O
. P, L i “(sA)‘r ' (s,)‘r
= 2 CeH Y ) T )Y
: ‘ 1 T™r ri! | |
k+1,p., : i=1 =
o LR y Py £ 0 :
r,s,q 7

“Admitimos &e momento qve la derivada respecto a t del

20 miembro de esta supuesta igualdad es

(4.3.14) LD ((Df‘f’) if))
TT

k1,0, i=1
r,s,q

(s,) (s )
Pyt q-> a

(g

1

Ta aplicacién de lz férmula de Leibnitz a (4.3.14) en forma
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sdecuada y el uso de (4.3.12) para valores del indice inferio-

res a k+l , vAlida por hipdtesis de induccidn, nos conduce a2

@1

P #l-h (py%1)  (§y)
12 }ZF)(G. 2 1y

'd'.E' s(¢

yees)

m, = P, $1-h P, >0 , ji> 0, 0£he P,

.que es igual a la derivada respecto a t del miembro iz-
quierdo de (4.3.13) q.e.d. S
Por #ltimo vamos & verificar la validez de la hipdtesis

utilizado en esta demostracidn. Tiene que ser

‘ R P (s ) (s )r
(4.3.15) = g Doy —Eee (5 )L V)Y =

P, 4
3.TT z,!
W1,p,p,
™, 8,q pl # 0
b, | (s,) v, (s )r
- D 2(0fp) ) —E— (8 T L8 Ty Y
| T r!t B - o
o ‘ i=1 1
k91$p2
ol 4
ry8,q

Efectuamos 1la derivaciénhy ‘tenemos en cuéhta (4.3.8). Reco=-

pilando términos en D th‘ pera  h,> 1  se fiene que
2

este operador se aplica a
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| | | . P ¥i-h | (3 ) (3) n (3 ) 
; ‘ITI:‘L‘ ~(D 2 (gt :n}...,(g A’y (g L )ml,
VA 1!

a | (J)m

%

=1 Y1 T P2

q .

fzi o = 2+1-hi

lem =m-1 5, n4mo=r, j;>0,p, 20

. (3 ) (a')
' Z ﬂr i d't((g ) l""’M ) q)
1551 Ty = P,
= I’l:]l ‘=:k -'hZ

que es nulo habida cuenta de (4.3.12) para {ndices menores

0 iguales que k - hé k-1,

En definitiva sblo quedan en el miembro de la izquierda

en (4.3.15) los términos procedentes de

p
a _Po
at 2 ¥

es dééir, de : |
-0 p) = D 2 (f¢)- )

P
D_2(

Estos son precisamente los del miembro de la derechs. Con - eso

concluye la demostracién de (4.3.7)e
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Conclusién‘;‘Se llega asi con lo demostrado, unido a

los resultados ya clésicos de la equivalencia Poincaré -

- von Zeipel y von Zeipei - promedios, y a los més modernos
de equivalencia’entre von Zeipel, Hori y Deprit (citados an-
teriormente), a que §g§g§»10s nétodos que se utilizan en la

teoria de perturbaciones en Mecénica Celeste son formalmente

equivaléntes . En reslidad todos élios'son maneras formales
de resolver una misme ecuacién diferencial. | |

Hemos supuesto 1mplicltamente +total ausencla de reso—
‘nancia y aenomlnadores pequeﬁos.(Véase §5 3.). |

Sin embargo, la convergencla para el método de von Zei-
pel con restricciones de tipo dioféntico (%) sobre lés fre-
cuencias (ver §4‘2; ) [“J {ig]) ¥ el hecho de que los mé~
todos sean formalmente equivalentes permite egsperar que,
con esas restricciones, tamblén lo sean los demés métodos.
Las exnerlenclas numéricas de Hénonwﬁemles [53} apoyan esta
oonaetura.V '

El teorema de Lagrange en la forma que le hemos dado
 (4 1. 3) o en las demés varisntes de §4 1. , es la base de
 toda teoria 6@ trans formaciones de sgistemas de ecuaolones

. diferenciales (canénicas o no)

(%) Expresa el hecho de que las frecuencias sean "suficien-

temente independientes sobre Q" .
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Capitulg 5.

PERTURBACTONES DEL PROBLEMA DE DOS CUERPOS

Introduceidn.

Definido en (2.5,?} el problems perturbado de dos cuer—
pos, vamos a hacer algunas observaciones acerac del mismo.
Consiaeraremos42 tipos de perturbaciones : artificiales y
naturales. Las‘yrimefas se présentan en eliéaso de un saté-
lite o’navé'espacial propulsados en el campo de un primerio.
Estamcs aqui interesados en el estudio del‘pasb,_a duracidn.
indiferente, de una érbite kepleriana a otra. ‘

Las per%arbaeloﬁes naturales son las éeblﬁas a la atraau
cidn de otros ouerbos (como en las teorias planetarxas) Y,
por ejemplo en el caso de un satélite artificial, a la no
eSfériQi&aé del primarie, efectos atmﬁsférieos, presidn de
radiacidn, campos éléétridos y magndticos,. términos relati-
‘v1stas, etc. | |
k §5 1. se 1ntra&uee y estudia el concepto de accew
sibmlldad local. La global queda asegura&a por (5.1.4).

 De cara a estabilidad interesan las perturhaclenes que
&éri?an de potencisl, como 18 no es fer101é3&¢ Este es el caso
de un satélite artificial elevado y de ralacmén S/m. pe-
quefia, ,

En este caso aparece en determinadas condiciones la reso—
nanciéﬁenﬁre las frecuencias. EL efecto ée la misma, ids Cam
sos que pueden presentarse y algunos ejemplos se estudian en
~§5.3. ’ intraaaeienﬁe y'analizahﬁo para dichos ejemplos el
~concepto de condicidn de ﬁesblcgué& de eualqui@r‘arden» |

"En el dltimo apabtadb se muestra la extensién del teore-
ma ée Arnéi’a [8] a pasos por resonancia con més ée"ﬁ grados -

de libertad, y el-efecto de separaczén de las oscileciones en
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regiones resonantes. No consgideramos aguf la Ei-estabilidad
toroidal (ver §2.5) que puede verse tratada parcielmente en
[113]. | | |

Para la. inestabilidad toroidal y el efecto de un movi-

miento sobre separatrices que se desdoblan por perturbacidn,
-ver Arnol’d [7]. |

'5,1l.- Transferencia de Srbita de forme Sptima y a

‘duracién indiferente,

Se desea pasar de una 6rbita\ké§leriana @ =a otra

'@ medismte una perturbacién F  dada por un motor de

- manera que jﬁ Tat (I =,H2![) sea minimo y siendo .
% o -

la 6érbite oscuwlatriz en + igusl a ©& gy en t° iguel

& ©'. Admitimos que t° - t no importa en este caso.

~ Para e, o circulares coplénérias~30n muy'populéres
las transferencias de Hohmann y biparabdlicas ([38]p.58,61).
Marchal [79] estudia el caso de 6rbitas elipticas coplanarias.
Gravier, Merchal y Culp ([46:], 477, [48] ). abordan el caso de
Srbitas no coplanarias con e , I  pequefios, y su splica-
- cién a transferencias de sondas Tierra-Merte, Tierra-Venus
v vieéversé (incluyendo el efecto de la esfera de influencia).
~ Camarena [20] ha aplicado la teorfs del qcnfrol optimal de
Pontryagin al estudio de la tfansferencia bptima y en parti—
cular al efecto de trampolin lunar. Un resumen del estado
de la transferencia analitica de érbitas en 1969 se debe a
Marchal [89].‘ |

Empleando  e,c,r ~ para simplificar la descripcién de

1a érbita osculatriz perteneciente a la variedad kepleriana,
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se tiene ([99]p.31) : |

(5.1.1) 8=xAEF , &=RAc+xA% , h=Fx

(h es innecesario si ¢ ¥ o). (Véase también‘[Sl] para una
formulacién distinta).

Pé:ra conseguir el §aso de ¢,e auna Sdrbita préxima
con c¢.+4c , e +lde debemos aplicar un im‘puiso dI en
la direccidén adecuada y en el momento en que Xy X sean
~tales que 4 T resulte minimo, Esto es posible conseguirlo
“en principio s‘iﬂ la duracibn es indiferente y la Srbita os-
culatriz es periddica. No tiene impoi'tancia el que el empuje
del motor sea pequefio, (basta fraccionar en vueltas sucesivas
el }impblso total). | R |

5.1.2.Wota.- Si ©e¢=o0y %x=0 trivialmente §& = o,

h = o ., Entonces obtenemos
) . re ‘ 4 2 . . ‘ - . 2 +
(5.1.3) e=(28-b"e)AE ¥ h=(EE-h'e)
que sustituyen a (5.1.1).
5.l.4.1§‘0*t;a.-1.a tfansferencia Sptima es un problema

variacionél en 82 X 82 x R (6rbitas eiipticaés);. El camino

éptimo puede ser sbélo diferenciable a trozos, En algunos casos

‘1a optimalidad no es aléanzable sobre las elip‘bicas, exigien=—

do el paso porA parabblicas (‘transferencia por el i‘nfinito).

| | | 2 2 .,

5.1.5.Definicibn.—~ Dado.-un punto en S x S2 x R (elip-
ticas), llamaremos conjunto locelmente accesible pasando 150:1:*
dicho pun‘so- a los puntos de la variedad de Kepler que se

pueden obtener dél dado con un impulso ' ’A_}_;: § 4+ .
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5.1.6.Teorema.— El conjunto localmente accesible (que

nunca contiene un entorno) correspondiente a un punto (e,c,h)

verifica (5.1.7) ademds de la condicibén trivial (&,c)+(e,&)=o0.

(5.1.7)

kot o%(2,8,8) = 2(2,8)[e(c18,0) +o2(8,8)24(0,8,2)2 ]
ohéfof '
» - . 2 * . 2 ® » ‘o
oo e=0 : (s,g,é)(\lc (&,8) - (c,8)” = 2(e,8)(8,8)
* * 2 * * 2 . -
ch¢=0 : (e,8)c” = 4(E,8)(1-e") & 4ec(g,8)
o+ (&,8) =0, (e,8) = o, (h arbitrario)
(&0 .
k=0 t (ver 5.1.2) (é,_'é)mo , (g,__e:) = e2h(§,§_) )
. v . L2
c=0 < 11(e,8,8) 2
il

*

&=o0, (h arbitrario)

“or
i
e

- Demostracién : Vamos a explicitarla. 'sélo para el primero
de los casos expuestos. Se hace paralelamente en los demés.

Dado & ‘g_ﬂé £ o , vpor (5.1.1) gm_f_;_/}x,or“zé-

o

T =

x, siendo x = el punto en que se aplica F,

a—

};gol[ . Se tiene

* "'2 * * ‘
= { X go
e=1(g,8)x = /\Xoﬂc*zsofsg =
(5.1.8) - (&x) = 2(g,8) .

‘Por otra parte  x = DcA¢ implica, siendo £
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la snomalia verdadera

- (x,,e) =recos £= V(c,8e)
(5.1.9) -
' (50,2_ e) = cer sen f = -902(g,é) .

De (5.1.9) se tiene

-],
y :FCZG[MCZ(_?_,_('}_)Z + (E;ésﬁ)?. + 8(2,,_5_:3)]

"‘que con (5.1.8) da

= 2(¢,¢) [e(g,é,_e_,) + \/ 4

{o
[os |

2, .,
cel(e,ég,

[we

Para acabar estas consideraciones veamos las ecuaclones

que se deben satisfacer sobre una trayectoria optimal,

Sea 1 el empuje del motor : [[Fff=1 y £ 1la

anomalia verdadera (comsideramos s6lo e (1 6 =1, h=o,
F. Los controles que debe-

c#0), del punto en que se aplica
mos determinar son F y £ (ver [97]1),1).
Si P. s P son los momentos asociados &
=c e A _

el hamiltoniano serd
(5.1.10)  H=(p,,8)+ (p,,8) =F-(pAx+chp, +
- (é,g}ge)

Mediante férmulas conocidas del problema de los dos

cuerpos ¢ ‘
r ~ . o ' "genf etcos T )
x==cosfet=—sgenfcAe , X =~ g 4 m———=cle ,
= e -~ ce - - - ce — 2 -
c e
ec sen T .

(32’32) =31 L e cos T
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(si e =o0 se escoge un vector u | (u,e)=0,u=1
2 .
y entonces x=cucos f+tchucsenf, ete. , o pasamos

—

a (ﬁy:{zsh))y queda :

 H=P¥(e,e,f,p,0p,) (%)

Segiin el principio del méximo de Pontryagln ([97] p.20)
bas*t;a. determinar f € [0,2 )  tal que “ ‘f.” sea méximo,
~ tomar F=Y%/y| v sustituirlos en H . Sean X, X,
.los valores correspondientes al £ obtenido. Las ecuacio-

" nes candnicas

~f

g = Dp H =2 NL, &= D, H=Tlo b XAB + By = ~Dylly D= -Dys

corresponden a la trayectoria Sptima.

' § 5.2,- Perturbaciones debidas a potencial (conservativo).

. Tomamos como ejemplo tipico la perturbacién de un satém
‘lite“ar“bificial por el potencial “berrestre; Despreciando el ‘
~efecto de marea y el movimiento del polo, dicho potencial se

express en- la forma

...

(5.2. 1) R t) (} i’{ cosmk%— S senm)] (senﬂ) (ver[Slj)

que en las variables keplerianas se convierte en

o o n g ‘ank - .
(5.2.2) R= Za 2‘0 gﬂn pgw(..;;_) 5, q(wﬁf) (I)an_l KO

e Re (1™ Yoxpi ( plitkwtq (R ) |
Re(i expl(pl‘.k?.q(jl,tf} '\n,g))) (ver [22])

(=) Z es anflogo 2l vector primer de TLawden ([7&]@.56).‘
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o en forma abreviada
(5.2.3) R =ZJ»C'-A-3-Re(in“qexp(i Arg)) (ver [111])

La evolucién de la trayectoria osculatriz se obtiene por
- las férmulas de Lagrange ([63]p.133). Para un estudio de la
resonancia (§5.3.) en los elementos osculadores de un saté-

‘ lité artificial en primera aproxiamcidn, véase Yashkin [125]).

5.2.4,0bservacién.~ La evolucibn de la érbita osculatriz
(2,b,h) en S2 x 82 x R -sometida a la perturbacibn (5.2. 3)
no es auténoma (ver [23] [2{} l}ﬁ}). La expre316n de las

perﬁugb301ones con la 1nclu‘16n de la velocidad de rotacidn

de la Tiefra implica un aumento de grados de‘libertaa, con lo-
que la aplicacidén de Poincaré de 82 X 82 x R (como superficie
de seccién) en si misma carece de sentido. Lo recobrd si con-

sideramos la Tierra desprovista de rotacién.

§5.3.— Resonancia. |
Sean I ¥ Y las variables de accién y de 4ngulo,
respectlvamente, ée un problema hamiltoniano (6e n gra&og

de llbertad), que suponemos préximo & uno 1nﬁegrable, de mene-

ra que se tiene :
(5.3.1) H=H(I) + {8 (1,0,8) , I=- ED&,«HI, ¢ = DIH_ LEDE .

Supondremos que 'Hl es 2fl-peribdico respecto a las
variables \f y Ho, Hi - enaliticas en L ¢ iIﬁl?,( f y
l€;< g , I € G, G compacto.. S V |

*

En prlmera aprox1auslén 1as frecaencmaa lidi‘:*fi;

son constantes (esto es, en el sistema integrable).
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En la integracién formal de (5.3.1) (§3.2. y cap. 4)
’ éparecen integrandos del tipo exp_i(m,y) donde m es
- un vector de componentes enteras, procedente del desarrollo
miltiple de Fourier de Hi . |

5.3.2.Definicidn.~ Diremos que para unas frecuencias.

se produce resonancia en el problema (5.3.1) si dm € 2%

tal'que (m,w) = o .

5.3.3.Definicidn.~ Se entiende por variedad resonante

Vrm asociada a una n~pla'de enteros m el conjunto de
puntos - (i,?) € L  tal que en elles (mw) =o0 . Su ecua~

cién es, pues, - (m,DIH) = o (en general, de codimensién 1),

En principio (5.3.1) se enconirard con resonancias du-
rante su evolucidn, ya que el conjunto de frecuencias para

las que ‘se produce resonancia es denso.

5.3.4.Definicién.~ Sea ¢ = (mw) . Diremos que la reso-

nancia (} = 0 estd sometida en un subconjunto Dk m}:v?m
O . .
- a condicibén de desbloqueo de orden k  si

2 ok kil : -
S A+ S N U ¢ a- ¥ |
O = d_t = ) 2 = asew = c ¥ k:’!“l % O 3 V(I,Y) € Dk,m .

at” - a at

5¢3.5. Proposicidn.~ Condicién suficiente de desbloqueo

de orden n 0 menor es

o aw &n—ﬁd
(5}03;6)‘:" de’t{w ,.""‘”"9.'.‘0 ,"“"“""‘""""’) # o] (}E) T e
‘ : at n-1
at .
- Como ejemplo, si ¢ es suficientenmente pequefio, para

n=3 , (543;6) se ‘traduce en

(%) MAs general es que la matriz (W,w(l),...,uxp"l)) tenga

y Ji |
(M(J) = g*g, para desblogqueo de

at

rangé n ¢on p=n,
orden p a lo sumo .
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(5.3.7) A = (DH_,-DZH_(D H)+(D (DH ))(DH ),
-y (0%, (0 )+ () (D H)H) #o

en términos del hamiltoniano (z¢) .

Demostracidén ¢ Trivial,

5.3.8.Definicién.~ Diremos que en un subconjunto B,
ddy

ats

de Vr ~ la resonancia estd bloguesda si | =0 Vjez

- Obviamente B = Q ( vr - Dk,m) .

5.3.9.Fota.- La condicidn (5.3.6) produce desbloqueo

no sblo en resonancia sino también en las regiones no reso—

nantes. En realidad un bloqueo con (= cte., #£ o,
; o |
el > S{ml-(nw? , ml =¥ [mif asegura la convergencia
i=1L = ‘ ‘ ' :
de los métodos formales.

5.3.10.0bservacidn.~ Lo dicho pars el sistema (5.3.1)

es vélido para un sistema de la forma
:’{ = EF}.(I,({} E)
k?’ = FO(I’ E) L ?I*‘Z(I,‘f,f)

(5.3.11)

con Fn‘; . snelitica en T , P, F 2{T-—~perir5éicas en kf’ .

. - 1 2
(Debe modificarse convenientemente 5.3.7 )e

A continuacidn vamos a analizar ejemplo debidos a V.I,
Arnol’d ([9]:9.102,104)‘ que sirven para ilustrar los concep-

tos introducidos.

5.3.12,Bjemplo.~ Consideremos el sistema ¢ = I,

Po = I, , I; = g, I, = ¢ cos(é’l—»gﬂe) s oa>l. T‘L:a.sr

(=) Y &>0 sustitiyase Ho , Hl 'por I—I,

"‘ -
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ecuaciones promediadas (ver §4.2.) gse obtienen de (5.3.11)

sustituyendo Fl y P por los términos independientes

2 T
del desarrollo de Fourier. Si Ji son las variables pro-
mediadas ¢ Jl = ¢ , Jy=o0. |

Las condiciones iniciales Ii(o) -1l= Ji(o) - 1l=

Yl(o) - arc cos(1/a) =€f2(0) =0 , ‘1levaﬁ a
Ii.(t)z’ = (14 €8) =3,(8) - (1 +¢%) = 3,(t) = 1 = o.
Luegé NI(t) - J(t)” = ¢t . Para t= /s

(¢t) - J(t)|= 1, en oposicién a Bogoliubov-Hitroplosky
[}3}p.429 para el caso de un grado de libertad. '

5;3.13.Ejemplo.- Estudiemos ahora @l .-.-~Il + 12 y

‘52 =1 il = ¢, ig =:‘Ecds(?i - ?E) , sometido a 1las
condiciones iniciales Il(o) =~I2(o) -1 = 93(9)-=*f2(°) = O.
sJi(O) = Ii(O) .
% +

Se tiene ([8}) : I{I(t)-J(t)H =V§§){ coé Xz ax .

o]

’ . . . .
Ecuaciones promediadas Jl =¢, I, =0,

La separacibén entre el sisteme real y el promediado
es 0(Vg) . Una priméra explicacidn del distinto comporta-
miento de los dos ejemplos, la da el que‘ detw ) = 0 en
(5.3.12) , Qdetw,s) £o en (5.3.13) , para las condicio-
nes inicisles escogidas . Se llega de forma natural a

| 5.3.14.Teorena (Arnol*dlﬁ]).— Si n=2 y detw,)fo
en L , se tiene que Yt € (o,lﬁj,HI(t)~J(t)H<CV§ln?(1/§),

Sin ewmbargo

5.3¢15.Proposiciéhae‘a) Eﬁ (5.3.13) se tiene gque UI(t)wJ(t)H

es a lo sumo O(UE). Vt;,o ¥y vara todas las condiclones
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iniciales ; , _ -
b) El ejemplo (5.3.13) estéd sqmétido a un desblogueo a

lo sumo de 5° orden ;

¢) El ejemplo (5.3.12) estd sometido a resonancié, blo-

queada para las condiciones iniciales propuestas.

Demostracibén ¢ a) Sea. \;(’)3 lfl R (fi = Yi(o) ,

° - Ii:(‘o) . Fhcilmente se obtiene

I,
i

L= 4 £, 0=+ 06 82, 1,(9) = 13, 1 (=5 (%)

..c(/;]

I, (%)

L,(4) = I, + g/o cos (3 I§t+sz2/2)a = I, +;rg§coso<[c(

)““'S(/} )] ’

. | | :

4( Lpg /1 (1) at= L(Q f}: -V{g(cosxc(F) + sems(/;)e)}u
(t) - (1, (+))° I, (%)

-l-{cosv([\/‘]fl('t) c(ll‘[_ ) = sen(—i——— «t-senot[[l (4)¢ s( )

((,I (t)) )]}
+ cos
T

en donde o;--: (zl) /(2{)& "“f’z . [} = Ii/\ﬁ , CyS

3 Seno([S(

son las integrales de Fresnel definidas por

b

” \
C(z) =/ cos(ng)dw , S(z) :::[ ﬂen( W )dw (ver [ZJp 300 ).
o ,

0
EL hecho de ser {c[ £ ¢(1) ~ 0,779893 .
|s| < s(\[“é) ~ 0 713972 y  lim ¢(x) = lim S(x) = 1/2

aseguran: que | u I(+) - J@‘(‘t‘)n (4\/'{ Ut“b ‘,thi " 12 ¥y que

‘{’2 tiende {para + suficientemente grande) a comporterse
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. o)
como una recta de pendiente 12 LoQfe) .

. . ) I
b) Sea W ={Qf3). Se tiene W = (p(o) = (l) y
¢ |

y 1
W) - E(
cos YB

o ‘ , o 0.
, wt?) x-—a( ) Bt 2 fsen' )"
Ly senﬁo3 | Ijcosy* sen‘{’3

. | ) 5y ° | |
(N(Ar)r: EL 3 ) ’ UU( ° );""‘ Z{ o 2 4 ) *
EIlcosL(3—!-Ilse11L(3 3¢ cos&,o3~—6 EIlseny3—Ilcos¢3

Ilsmemos Aiji = det(w(i”l),f»(j‘l)) « Siendo (}i?_ =0 ,
tenemos : | |
g3 =%m Dy # 0

- O

=

]
B
H

I

g3 A ET - Dyy Ao
I, = o : Py = (kt1/2)T , 013 £ o
I, #o0 | | ({3-_:1«:(7 14;40
o £ |, £ [ | |
- ({’37-‘ kfr 613 £ o
con lo qué queda probada esta parte.
c) En (5.3.12) ‘ha,cemcsv LP3 = ‘{’l - ‘,F? sy I

3
con lo que queda (%3 = I3 R Z.[3 = §f(l-a cos‘@) v las con-

=L -5

_ s , o 0 :
diciones inicizles son 13 =0, COS ((3 =1/a .,

Privialmente Ou(n) zw(n):(Iyth); ; w(n-l'l)

. | | o o E
_ﬁ_;w(n)_ ¢(1L-2a-cos L(3)' + -—é-@w,(n)d} ¥y por »ftaxfcoa

" (n-!-l)(Ig’

0 B .
?3) = 0 P R q.eodf
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5.3.16.0bservacibn.- Para n = 1 , en el problema de

resonancia ideal (Garfinkel [40], Garfinkel,Jupp,Williams
(41], Garfinkel [42], Calvo [19]) con hamiltoniano

H = H(x,y,8) = B(y) + 2fA(y)sen>(x) , 0 <€ 1 ,

con ééntro de libracién (o,yo), 1a condicién = B” A £ o0

en ¥y, es un desbloqueo de primer orden, pues
¥ = 2€A(y)sen2x |
%= B'(y) + £A°(y)(1 - cos2x)

.
-

il

2E(B” A+ B7A")sen2x + 26°(A” A+ A’%) sen 2% (L - cos2%) .

§5.4.El método de promedios v los pasos por resonancia,

Vamos a estudiar el valor de -I{I(t) - J(t)u. cuanaoV
k'o(5.3.ll) pasa por resonancia, para tiempos del orden de £ .
Designamos con ?RI,Z) la funcién F(I,?,E) promediada

respecto a- ¢ (son vélidas las hipétesis y notaciones de

§5.3.).

5,4.1.Proposici5n.~ Si se produce resonancia blogueada
, (Bh} en (5.3.11) siendo 'Fl(I,?,E) =X§i(1,§a L AEccs(m,w). y

se tiene  [|T(t) -~ 3(9)] = o(e¥T) e |t = o™,
éiempre que (m,§) # (k$1/2)1T . ' ‘

Demostracidén : Trivial .

 Este es el caso de (5.3.12). Vamos a ver condiciones
que aseguren que la separacidén entre el sistema resl y el

'prome&iaéoves mucho més lenta (como muestra (5.3.13)).

‘Para n = 2- (ver 5.3.14) existe una condicién anali-
tica sencille suficiente para asegurar la proximidad de

J e I .En realidad es suficiente con aue se cumnle 1a
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condicién geométrica (5.4.2). Esta condicidn garantiza tom-
bién la acotacidn de la diferencia entre I y J para
dimensién superior (ver 5.4.4 para n = 3). Sin embargo asi
como el desblogqueo de primer orden (n-l) para n = 2, es
suficiente para que se cumpla (5.3.14), no . lo es el desblo-
queo de 22 orden para n = 3, como se verd en (5.4.10).
Tampoco es suficiente dicha condicidn para asegurar la pro-

ximidad de I y J , como demuestra (5.4.11).

- 5,4,2.Definicibn.~ Sea ((/m:: (m,w) en (5.3.11). Admi-

tiremos,de ahora en adelante Ww#£ o . Diremos gue se cumple
la condicién geométrica éi Vm e 2™, 301 N o tal que
l\l:m' >C, £ siempre que \(xm <0‘2 » C, = 0(1) (es decir :
el sistema se aleja de la resonancia Vrm suficientemente

aprisa). (Ci serén constantes independientes de I‘,Y»’, S,N,K) ..

5.4.3.Tema.~ Si n =2 1la condicién de desbloqueo de

primer orden implica la condicidén geoméirica.

.~ Demostracidén : W#£ o y el estar en un compacto géran;-—

tiza que W  estd en el exterior de una bola de radio G

y en el interior de otra de radio C 40 Y que iaeﬁ(w,tb)] >
SC. €. | |
’ Sea ‘9-* atanW_/ s gl = {a ‘t(w@)[/{wlz k ¢ 0“25

= nt g [91 = (det(w, l; 12 > 5Cp €

7 ‘Sea Mp(w') - el movimiento de W proyectado sobre la
normal a Vr |
m

e

) > 00,0607 £ == |, | }’f’%(“’)'s ;C‘GE

(cier“t:d, por ejemplo, mientras l\?ml~'<03/2).

. 5.4.4.Tcorema.- Para n = 3 la condicidn geométrica

‘(5.4.2) i’mpliéa que 380 >0 [ v fg{ > Eo ,
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A [UY)

(5.4.5) [[z(s)-a(n)] <c.t _r mt(1/e) st [8<e7T .
Demostracién : La condicién geoméirica implica el

Lema 2 de Arnol’ad [8]. Los Lemas 3 y 4 son véAlidos con caréc-

ter general. E1 Lema 5 (en el que se usa la técnica del

filtro pasa baja ([117],Vbl.11,p.l35) pars acotar la variacién -

"en las regiones no resonantes) continua siendo cierto en

cualquier dimensidén si 3 es suficientemente pequefio.
Realmente lo Gnico que hay que demostrar es el equiva~

‘lente al Lema 1 , que enunciamos en (5.4.9).

Sea N 2 Eflmi[> o en que N indica el orden méximo

de las resonancias consideradas.

5.4.6.,Definicidn.~ Llamamos zona resonante de anchura

K asociada a vrm al conjunto de puntos Ic G! (w,m) € K.

El conjunto de todas las zonas resonantes de orden menor o

igual que N lo designamos por R, . Su complemento en

K,N
G, por G, . . Nétese que si K= 0(¢7), a <1, (Wm) =K
g LN ~ L

equivale a que (W(I),m) € K.,

5.4.7.Definicidn.~ Diremos que (5.3.11) se encuentra en '

resonancie miltiple si existe més de un m € Zn} %ﬁ.m (wym) = 0o

fexcluyendo los valores de m proporcionales, que dan la

misma = Vr ).
S Tm

A diferencia del caso en que W esth en un plano, si

n = 3 aparecen resonancias miltiples.

5.4.8.Lema.- a) La unidn de las zonas resonantes corres-

pondientes & una resonancia mil+tiple estd contenida en un
cilindro de radio CBKN2 .
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b) La distancia del eje del cilindro que aparece en a)
(dicho eje es la interseccidn de 1as'variedades resonantes
A ‘ N
correspondientes) a la variedad resonante més préxima es

' mayor que (23/1\13 .

Demostracibén : Basts ver}que'.ihhﬁj £ N implica gque
el &ngulo entre dos vectores (no colineales) es mayor que
N2 ¥ que el paralelepipedo que forman 3 de ellos (no copla-

‘narios) tiene volumen = 1 .,

5.4.9.Lema.~ a) EL tiempo que pasa (5.3.11) desde que

entra enr RK,N , hasta que sale de ella por primera vez es.
menor que 'kchN./g_ (tanto si se trata de una resonancia
maltiple como si no lo es).

b) E1 nimero de pasos por resonancia es menor que
¢, w2 £
e Demostracién : Para a) no hay més Que tener en cuenta
(5.4.8) a)_y?(5.4.2) ;‘para b) , el que 1a velocidad de

estéd acotada superiormente por un cierto cllg. y (5.4.8.D0).

Por #ltimo, teniendo en cuenta que en - GKZN la dife-
R . , .
rencia entre el sistema promediado y el real es O(£/K) ¥y
 escogiendo K = O(\E/N) se obtiene (5.4.5). Los detalles

de los‘Lemasvz a 5 citados anteriormente se hallan en [3], ‘

5.4.10.Proposicibn.~ La condicibén de desbloqueo de 29

orden no garantiza la condicibdn geombtrica para n = 3 .
Demostracién : Si  det(W,w,w) £ o (W= 0(§) , ¢o=0(¢))

no pueden ser simulténeamente nulas ¢, 'q», ¢> . Dado

que ) tmi,‘,} o se obtiene H,)ak }?I 20,8 - (YIE- Por

tanto para %’x O(Eb) , b >0, fijo, lo ﬁniccrque podemos

asegurar es que |g¢| ¥ [@[ no pueden ser simul tdneamente



113

menores que ¢ . Esto no implica la condicién geométrica,

13
pues basta pensar en L(f = {cos t .

En esta @ltima observacién se basa (5.4.11). Aunque la
resonancia no esth blogqueada se tiene un anclaje demasiado
cerca de la vai‘iedad resonante (1'o que impide la utilizacién
de regiones resonantes de anchura mis pequefia, ya que fuera
de ellas seria inGtil la téecnica pasa baja), que acarrea la

separacibn de I vy J.

(5.4.12) ‘ Cpl =1 "l = 0 | in = 0
' \'€2 = 12-!-2&:03 2_({1 I,= Ecos({l
\;,3 = L+ $cos ‘(’1 13 = chs(lf’zu- %)

sometido a las condiciones iniciales = = = I =
, (€1 (fz L(93 1
= I2 - 1=1I =0, no estd en resonancia blogueada para

m =0, my=-m =1 ¥ sin embargo Uz(t) - 3| = 0(Et).

En efecto, la solucién de (5.4.12) se expresa mediante

lag siguientes férmulas :
a1
{3

* 0 O . . b 0 0 N
t, 'I}. = Il’ 12 = 12 1 Egent ’ £(2 = \024' Iz't; ~¢cost —~fcos2t

il

1t

' +
L0, .0 o 0,0 .
L — _— . e — — . - e
((3 It 2fcos t , ,3:3 = 13'!-{'](; con(&ﬂz <f3 fsen +t 4 Es;n’étt)d be
En nuestro caso I3 - J3 = I3 = 2[ cog(~{sent +fsen2t)dt>

- |
>Ef cos2¢dat > £t/2 =i e[ <tiys .
0] : ,

Por otra varte tenemos
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\z, _—..-4 EsenZYl L fsen?l
Q‘/ = -%(8 cos 2Y1 - cos‘(l)

[{, se anula sélo para ({’l =k 6 i(l = arc co§(l/8) K

velores para los que \{/ Zo .
En este ejemplo L/« oscila dentro de la regidn resonan-

te de anchura 2 ¢§.

5.4.13.'Observacién.-— Para sistemas en los que F  ten-

ga nulo el término independiente de ¥  en el desarrollo

de Fourier, puede aplicérse el teoremade Nekhorosev (ver[94:})

que asegura la lentitud de la evolucibén de I , ya que en este
caso J(%) = I(o) . ‘
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