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INTRODUCCIÓN 

La mayor parte de los problemas de l a Mecánica Celeste 
pueden reducirse a un problema perturbado de dos cuerpos. 
Esta memoria es una contribubióm a l a comprensión y resolu­
ción de dichos problemas. 

En primer lugar se aborda l a estructura del conjunto 
de órbitas del problema de dos cuerpos s i n perturbar. Una 
adecuada definición de distancia entre órbitas permite, en­
tre otros resultados, explicar l a s dificultades y singula­
ridades q.ue aparecen en los problemas perturbados en cuanto 
a las variables escogidas. 

Se demuestra a continuación l a equivalencia formal d.e 
los métodos empleados en l a teoría general de perturbaciones 
de l a Mecánica Celeste (válidos en realidad para ecuaciones 
diferenciales ordinarias). Se ex p l i c i t a n los algoritmos q.ue 
permiten e l cálculo efectivo (mediante recurrencia) para 
todos los órdenes. En e l caso del método clásico de Lagrange, 
Laplace y Poisson se obtienen l a s perturbaciones de orden 
cualquiera en '€orma explícita de manera directa. Se genera-
l i i z a e l teorema de Lagrange para l a inversión de funciones. 
Su utilización es l a base de diversas transformaciones. 

Otros conceptos introducidos en e l -áltimo capítulo pa­
recen, tener interés en e l estudio de l a optimización y en e l 
problema de los denominadores pequeños debidos a l a depen­
dencia de l a s frecuencias sobre e l cuerpo racional. 

E l detalle del contenido de los diversos .capítrulos se 
ha l l a en l a inijroducción que precede a cada uno de ellos» 

O orno norma general se indica cuándo un resultado es co­
nocido, omitiendo l a demostración. 



¿i. 

Los conceptos de distancia entre órbitas, variedad de 
Kepler, elementos topológicos, operador de iteración^" de r i ­
vada contractiva, conjunto localmente accesible, desbloqueo 
de orden k y condición geométrica de desbloqueo, entre 
otros, se introducen en esta memoria. 

S i de un mismo concepto se citan varias referencias 
se debe a que en ell a s se abordan d i s t i n t o ^ aspectos del 
mismo» 

Expreso mi agradecimiento a l Dr. J.J. de Grás por l a 
acogida que me viene dispensando en su Departamento y por 
haber querido aceptar l a dirección de este trabajo. 
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Capí-tulo 1 

TOPOLOGÍA DEL PROBLEI/IA DE 2 CUERPOS 

Introducción* 
E l tema que vamos a tratar en este capítulo cuenta con 

notables contribuciones en los últimos años. La relación en­
tre e l aspecto cualitativo de las soluciones de los sistemas 
dinámicos (y en particular de lo s que se encuentran en l a 
Mecánica) y l a Topología, se hace patente en Abraham [l] , 
Moser [91] , Smale f l l 4 j , Souriau [115] , Stemberg [117] , y 
Weinstein 121 entre otros. Interesantes trabajos acerca de 
l a Topología del problema de 3 y de If. cuerpos se deben a 
Easton 34 , [35] y a Cabral 16 

Sin embargo, e l problema que se ha tratado con mayor 
detalle es, lógicamente, e l de l o s dos cuerpos. Es de parti­
cular interés e l estudio de l a variedad formada por e l con­
junto de órbitas keplerianas, que cuenta con contribuciones 

Moser 91 y Souriau 115 de Bacry et a l . l o j , Kaplan [62 
p.155, y con l a interpretación de Gagliardi en términos de 
l a regularización ES ( ll8]p.289). 

En (1,4.14) introducimos e l concepto de variedad de 
Kepler, a l que se l l e g a compactificando (excepto en l o que 
hace referencia a l a energía) l a variedad anterior. 

Se generaliza así e l trabajo de Moser 9IJ incorporan­
do todas las órbitas keplerianas (en lugar de considerar 
sólo las que tienen una energía negativa f i j a ) . 

Se obtienen coordenadas "naturales" (tanto en términos 
físicos como topológicos o incluso numéricos) que describen 
dicha variedad sin singularidades, a diferencia de l o que 
ocurre con l a s variables de Kepler, de Delaimay o de Poinca.-
ré, y s i n tener ligad^iras entre los parámetros de l a órbita 
como ocurre con las variables vectoriales. 
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Se engloban en resiiltados únicos los trabajos relativos 
a l a Topología del problema de los dos cuerpos de l o s auto­
res reseñados en e l i n i c i o de esta introducción. 

Las mayores dificultades se presentan en l a definición 
adecuada de distancia entre órbitas, ya que en general se 
tiene que los espacios de órbitas no son Hausdorff (basta 
pensar en órbitas de colisión y en las que discrepan sólo en 
el sentido de recorrido; ver 115],p.155). Lá distancia que 
se u t i l i z a (tanto (1,3.6), como (1.4.16)) es perfectamente 
natural., geométrica y físicamente. 

^1.1.- E l problema de l o s dos cuerpos. 

E l problema de los dos cuerpos, considerados pmit-uales, 
se reduce a l a atracción de una masa puntual móvil (secunda­
rio) por una f i j a (primario)(ver Pollard 99 p.27), de manera 
que s i X es e l vector, de posición del secundario respecto 
a l primario y ji. designa e l producto G(M4-m), (G = constan­
te de l a gravitación universal, M = masa del primario, m = 
=masa del secundario), x se obtiene como solución de l a 
ecuación diferencial : 

(1.1.1) » * 

X 4- X / l| X 

a = 1 

= o 

de ahora en adelante ya Convenimos en hacer 
que e l va3.or de esta constante es no s i g n i f i c a t i v o . 

Sea en general 

(1.1.2) 

con ^ perteneciente a l espacio de l a s fases (o a l fibrado 
tangente a l a variedad, en e l caso de s u s t i t u i r e l espacio 
físico por una variedad difercnciable cualquiera), l a 
ecuación diferencial que rige un determinado fenómeno. Con-
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sideraremos las siguientes definiciones : 

1.1.3. Definición.- Llamaremos trayectoria por e l punto 
-'-̂  aplicación Try que hace corresponder a cada 

valor de t un punto en e l espacio fásico que satisface 
(1.1.2) con l a condición Try(t^) = • Se entiende que 
los valores de t se toman dentro del mayor intervalo I , 
R I 3 t ^ de manera que en él (1.1.2) satisfaga las 
condiciones del teorema de existencia y unicidad. 

Supondremos de ahora en adelante que a cada trayectoria 
se l e puede asignar un escalar obtenido evaluando, en un 
punto, cualquiera de l a imagen de l a trayectoria que pasa por 
un punto dado, una integral primera destacada que llamaremos 
energía. 

Puede darse e l caso de que dos trayectorias d i s t i n t a s 
tengan l a misma imagen^y l a misma energía (correspondiendo a 
mo^n.mientos en e l mismo" plano de en sentidos contrarios). 
Convendrá di s t i n g u i r ambas trayectorias, l o que conseguimos 
en nuestro problema mediante e l vector momento c . 

La función energía l a representaremos por h y e l 
módulo del momento por c . 

1.1.4. Definición.- Llamaremos órbita abstracta por e l 
pimto 1^ imagen de I por l a aplicación Try x h x c. 
Obsérvese que l a componente imagen por .Try se considera 
como conjunto de puntos en e l espacio fásico. 

1.1.5. Definición.- a) Entendemos por órbita l a proyec­
ción de l a órbita abstracta sobre e l espacio físico (desig­
namos por pr^ esta aplicación proyección). En un problema 
general efectuaremos l a proyección sobre l a variedad d i f e -
renciable en que se desarrolla e l fenómeno estudiado. 
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b) Llamamos hodógrafa a l a proyección de l a órbita abs­
tracta en e l espacio de las velocidades (siendo pr^ l a 
proyección correspondiente). 

1.1.6. Definición.- Entenderemos por órbita kepleriana 
(tanto abstracta como no) l a que corresponda a ima trayecto­
r i a solución de ( l . l . l ) . Descartamos l a solución t r i v i a l 
X = £ (constante). 

1.1.7. Definición.- Llamaremos órbita abstracta de c o l i ­
sión O de (1.1.1) l a que verifique que pr^(O ) con-
tiene a l primario. 

A l a s soluciones de (1.1.1) l e s corresponden órbitas 
abstractas que se proyectan en e l espacio físico en elipses, 
parábolas ó ramas de hipérbola, segiSn que h sea < o, = o, 
> o, respectivamente, y siempre en planos que contienen a l 
primario ( [99] p.2,5). En los casos hiperbólico y elíptico 
se tiene 

(1.1.8) h = - 2a 
siendo a e l semieje r e a l o mayor (respectivamente), convi­
niendo en que a < o en e l caso hiperbólico. 

Eventualmente l a s órbitas son rectilíneas, correspon­
diendo a órbitas abstractas de colisión. Existen los tres 
tipos de órbitas de colisión ; en e l caso elíptico l a órbita 
es un radio de l a esfera de velocidad nula; en los otros dos 
casos son semirrectas, correspondiendo en e l i n f i n i t o velo­
cidad nula o po s i t i v a según se trate de órbita parabólica o 
hiperbólica. 

En e l caso de las órbitas de colisión entendemos que 
ésta es elástica y que l a trayectoria está definida para 
tiempos anteriores y posteriores a l choque. 
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Si h ̂  o las órbitas son no acotadas. 
Si l a energía es negativa todas l a s trayectorias son 

periódicas. E l periodo es sólo función de l a energía, como 
ociirre con todo sistema hamiltoniano que posea exclusivamen­
te trayectorias periódicas (véase Gordon [45j). 

^1.2.- Estructura de h = ote, < o, 

1.2.1.Teorema(Mo3er).- S i h = cte. es negativo, l a 
subvariedad del espacio de las.fases en que l a energía toma 
dicho valor constante es homeomorfa a l fibrado tangente uni­
tario de S^ (supuesto estudiado e l problema de dos cuerpos 
en dimensión n). E l f l u j o hamiltoniano se aplica en e l f l u -
jo geodésico (métrica inducida por l a de R ' ). 

1.2.2.Nota.- E l resultado obtenido por Zaplan en 1941 

para n = 2 [62J discrepa ligeramente por no tener en cuenta 
l a s órbitas de colisión, que son precisamente l a s que compac— 

2 2 t i f i c a n R pasándolo a S . 

Demostración : Basta asociar a cada órbita su hodógrafa 
y construir l a antiimagen de l a . misma por l a proyección este-^ 
reográfica sobre S^. Las geodésicas por e l polo de dicha 
proyección corresponden a l a s órbitas de colisión, Yéase 91 

para los detalles. 

Se puede demostrar asimismo (Souriau [ l l 5]p . l 5 5 , Moser 
[91]) qué s i asociamos a cada órbita (dentro de l a variedad 
con energía h - cte« < o) un punto, es decir, s i i d e n t i f i ­
camos todos l o s puntos de una órbita (con l a s salvedades men-

2 
clonadas después de (1 .1 ,3)) , se obtiene S en e l caso de 

2 2 

dimensión 2 y S x S en e l caso de dimensión 3 (véase 
también Stiefel-Scheifele [ l l 8]p . 2 8 8 ) . 
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Nuestro primer objetivo consiste en estudiar qué ocurre 
cuando se incorporan todas l a s órbitas keplerianas. Para e l l o 
necesitamos algunas cuestiones previas. 

§1 .3 . - Distancia entre órbitas. 

1.3.1.Definición.- Sea E vm espacio métrico siendo d 
l a distancia y f^(E) e l conjunto de las partes de E . 
Sea a £ E , B £ f ( E ) , B jé 0 , Definimos 

d(a,B) = i n f d(a,b) 
b e s 

S i A,B e f(E) , A,B j¿ 0 , definimos 

d(A,B) = sup d(a,B) , 
a € A 

y como d no es simétrica, hacemos d (A,B) = d(A,B) 4- d(B,A) 
A esta función en f*(E) x F(E) l a llamamos métrica de 
Hausdorff (Kelley [64] p.131, Michael [84]). 

1.3.2.Proposición.- a) S i d es una distancia en E, 
d es una pseudodistancia en fiB) - ^0j • 

b) S i f (E) designa l a s partes cerradas de E , d 
es una distancia en f (E ) - • 0] . (Ver Abraham p.243, 
Dieudonné 31 p.65). 

Vamos a j u s t i f i c a r que no es conveniente u t i l i z a r l a 
métrica de Hausdorff para expresar l a distancia entre dos 
órbitas keplerianas. 

En efecto : Sean R, £ > o ar b i t r a r i o s . S i una órbita 
O- no está acotada, aunque otra órbita permanezca a 
distancia d de 6- menor que l dentro de l a bola cen­
trada en e l origen y radio R , puede ser d no acotada 
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s i l a s órbitas se ••separan" fuera de l a bola considerada. 
Sin embargo parece deseable tener una distancia t a l que en 
e l caso considerado no sólo esté acotada, sino que sea pe­
queña. Por otra , parte l a interpretación geométrica de l a 
distancia entre órbitas será más s e n c i l l a s i trabajamos son 
distancias entre l a s órbitas reales en lugar de hacerlo con 
las abstractas. Lo anteriormente expuesto sugiere l a siguiente 

1.3.3.Definición.- Dadas dos órbitas keplerianas 6- y 
&" , sean pr^(O'), pr^(O') sus proyecciones en e l espa­
cio físico, B' l a bola cerrada de radio n (n e N) con 

n 
centro en e l origen; 

© = pr_(&) n B' , O' = pr_(0-') 0 B' m ^ 1 ' ' n * n ^ 1 ^ ' n 
llamamos 

(1.3.4) d^(0,0') = d*(©n.©n) y d(&,(^') = Y1 2~''d̂ (ü,(̂ ' 
n^ 1 

Nótese que 0^ u pueden ser vacías; en este caso l a s 
sustituimos por B' en (1.3.4). 

n 
1.3*5.Proposición.- d es una pseudodistancia en e l 

conjunto de las órbitas keplerianas. 

La demostración es inmediata observando que d(d,G-') ̂  
\— 2n 
¿ "T: = 4 , qne cada d es pseudodistancia y que s i 
n ^ 1 2^ ^ 
G- y son dos órbitas de colisión hiperbólicas con l a 
misma semirrecta soporte, d(0,&') == o, y basta que 
^Q. ̂  ^0.' para que ©-/©-'. Análogamente dos órbitas 
idénticas recorridas en sentido contrario estarían a distan­
c i a d nula. 

Advirtamos que puede definirse d en un espacio métrico 
cualquiera, y que no es equivalente en general a tomar l a 
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distancia de Hausdorff entre conj-untos cerrados en iin espacio 
en e l que l a distancia se ha convertido en otra equivalente 
acotada, 

1.3.6,Definición.- Sean ©• , O-' dos órbitas keplerianas, 
h^, h-/ y c^, c -/ sus energías y momentos respectivamente. 
Definimos 

(1.3.7) D(0,©-') = d(e,&') f 4- K(c^,Cj^,) , 

en donde ){ se obtiene a p a r t i r de l o s extremos de 2^ ^ 
c^, t a l como d se ha obtenido a p a r t i r de 6- y d-' . 

1.3»8.Proposición.- D define una distancia en e l conjun­
to de las órbitas keplerianas. 

Basta tener en cuenta (1.3.5) , l a observación que l a 
sigue, y e l hecho de ser h^. - h^,| y H-íc^jC^) pseudo-
distancias. 

Obsérvese que así hemos dotado a l conjunto de l a s órbi­
tas keplerianas de una estruc-bura de espacio métrico "natu­
r a l " atendiendo a consideraciones físicas del problema. Otro 
procedimiento ( [QIJ) consiste en establecer una biyección 
con'un cierto espacio métrico y dotar a las órbitas de l a 
topología inducida, que no tiene por qué tener un significado 
físico. Además hasta l a actualidad sólo se habían considera­
do biyecciones con subconjujitos de órbitas keplerianas. 

91.4-.- La variedad de Kepler. 
ün procedimiento t r i v i a l , simplemente explicitanxlo un 

homeomorfismo, nos dará l a cstriictura del conjunto de las 
órbitas keplerianas. 
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Posteriormente se hará ima observación que permitirá 
lle g a r a ima definición natural de variedad kepleriana con. 
una estructura topológica s e n c i l l a . 

Un simple cálculo prueba e l siguiente 

1.4»l»Lema,- a) Sea d l a distancia del foco a l a 
d i r e c t r i z de l a cónica solución de (1,1,1) y h su energía. 
Entonces se tiene para l a excentricidad e l valor 

( l a primera fórmula es más adecuada para hallar e s i h > o 
y l a segunda s i h < o). Esta expresión es válida para l o s 
casos límite : órbitas de colisión (d = o) y órbitas c i r c u ­
lares (d = oo ), 

b) s i q es l a distancia del foco a l periastro : 

e = 1 4- 2hq , d = .2q(hq 4- l ) / ( 2 h q 4-1) , q = ed/(l 4- e), 

1,4»3»Lema,- La d i r e c t r i z y la. energía determinan l a 
órbita solución de ( l i l , l ) supuesto que ésta no sea de colisión. 

Demostración : Por no ser de colisión, l a d i r e c t r i z no 
pasa por e l primario. Luego junto con éste define e l plano 
de l a órbita. En éste e l eje de l a cónica es perpendicular a 
l a d i r e c t r i z (eventualmente ésta está en e l i n f i n i t o para e l 
caso de órbita c i r c i i l a r ) . Entonces h y d determinan a y 
e en virtud de (1,1,8.) y ( 1 ,4 .1 . ) . 

A continuación obtendremos e l teorema fundamental de 
este capítulo, cuya larga prueba nô .̂es más que un conjunto de 
comprobaciones. 

1.4.4.Teorema.- E l conjunto de l a s órbitas keplerianas 
provisto de l a distancia D es homeomorfo a 

(1.4.2.) e 
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(D ^ .2 „̂  „2 S X S X R a É S , h 5- O 

con l a métrica inducida por l a de R'^.(E1 símbolo f se usa 
en razón de ser éste e l espacio q.ue "parametriza» las órbi­
tas keplerianas). 

Demostración : Designaremos por & e l conjunto de las 
órbitas keplerianas. Vamos a d e f i n i r una aplicación 

y probaremos que es biyectiva y bicontinua. Descomponemos l a 
demostración del teorema en varias partes í 

Definición de 0 i 

Sea p = (a,b,h) €. f h va a s i g -
b hacemos 

con ajb € S , 
n i f i c a r siempre l a energía de l a órbita. S i a 
corresponder a p una órbita;de colisión sobre l a semirrec­
ta soporte de ambos vectores y con energía h. 

a - b 
S ?̂  ¿ » sean c' = a = - :b ;•. 

Tf , e l plano perpejidicular a c' pasando por e l prima-

r i o y d' l a intersección de l a perpendicular a a' por e l 

extremo de c' con 

Tomamos como d i r e c t r i z en JT / l a recta por d' per-
O 

pendicular a l plano definido por a y b. 
En virtud de (1.4.3»)» í^»^»^) determinan una órbita 

única. 
Observemos que s i él ángulo entre ¿ J jb es ^ f entre 

c' y a ' es (IT - ̂ )/2. 

a d' («) En realidad basta que e l paso de a' € S - íc 
sea un homeomorfismo. Por ejemplo, se hubiera podido escoger 
l a proyección estereográfica. Se ha definido t a l como se i n d i ­
ca para f a c i l i t a r l a posterior interpretación geométrica (42,1), 
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En e l caso particular de que ¿ = " B -̂ ^ órbita en 
cuestión es ci r c u l a r s i h < o . (Ver 1.4.14.). 

Obsérvese también que (¿»a,h) corresponde en e l es­
pacio a l a misma órbita que (a,b,h) , pero recorrida en 
sentido contrario, 

2 2 
La aplicación entre órbitas y puntos de ; S x S para 

h = cte, < o, definida en [ll8]p,289, puede prolongarse a 
toda h < o , pero deja de tener sentido s i h ̂  o . 

Inyectividad de 0 ; 

Sean <2Í(p̂ ) = ^(Pg) » ^ i ' ^ a ^ • órbitas son 

idénticas = . S i son de colisión ~ — i ^ —2 ~ ~' 
pero por ser l a misma l a semirrecta soporte ~ a^ "• •••••> 
p^ = Pg , S i no son de colisión está definido e l plano en que 
se hallan l a s dos órbitas en e l espacio físico, l o que i m p l i ­
ca - £-2 puede ser = - £2 P'̂ ŝ e l sentido de 
de recorrido sería opuesto)» Por otra parte, s i no son c i r -
ctJlares (en cuyo caso l a d i r e c t r i z está en e l i n f i n i t o , o sea 
(IT - f)/2 = o 'S:± = - \ f =̂  = y como c^ = c^ 
se implica a^ = » existe eje de l a cónica, l o que deter­
mina e l plano en que se encuentran , i = 1,2. Por 
ser las dir e c t r i c e s idénticas d^ = d^ ==^ a^ = a^ ==> 

- 1 ^ - 2 ' jinito con c£ = c^ % ~ ̂ 2 * 

Exhaustividad de 0 ; 

S i l a órbita O- es de colisión con soporte l a semi-
recta Au , X > o, B 5̂  £ » definimos S: ~ ̂  ~ » 

y se tiene 0 (a,b,h) = 
Si ©- no es de colisión, puede ser c i r c u l a r o no. 

S i es c i r c u l a r en un plano normal a ]i (̂  / £ » tomado de 
forma que e l sentido de recorrido sea directo respecto a u),. 
sean a = - b = 2i/||u|( . Trivialmente 6̂ (3.5b,h) = & » 
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S i no es circTolar, sea c' ui^itario («), perpendicular 

a l plano de l a órbita y definido de forma que e l sentido de 
recorrido de dicha órbita sea directp respecto a c'. Existe 
eje de l a cónica y en é l e l periastro. Sea q e l vector 

de posición del mismo (ítx-) | q' = - S/líül > ̂  distan­
c i a del primario a l a d i r e c t r i z , d e (0,00). Calculamos 
o(. = arc.ctg d , £ (o, Tí/2). S i tomamos 

(1,4.5.) £ = c' eos d 4- q' sen o( , b = - c' eos0(4. q' sen 

se comprueba inmediatamente que j2Í(a,b,h) = ©• , 

Continuidad de 0 *. 

Consideraremos separadamente los tres tipos de órbitas. 

a) Caso elíptico : S i h = k <: o l a órbita Q- está 
acotada. Sea D^(e,0-') = D(e,©-') - d(e,(9-') 4- d^(e,&') , 
(ver 1.3.7-.). Es inmediato que es equivalente a D 
sobre l a s órbitas con h < k/2. 

Consideremos l a bola 

©'e I D^(©,©') < £ < k /a'* 

Imponemos ¡ii - h' 4- K (c^^jC^') ̂  ¿/2. (verl.3«6). 

Bastará, por tantojque d'̂ (d,©') ¿i £/2. S i 0̂  y no 
están en un mismo plano, se podrá pasar del plano JÍQ. a-l 

\] mediante giro alrededor de su intersección, de ángulo 
<f = arc.cos(c^«c^,) . S i 0- es de colisión l a recta a l r e ­
dedor de l a cual hacemos e l giro es l a perpendicular a l so­
porte de 0- contenida en e l plano U . ( S i 6-' también 
es de colisión no hacemos giro por estar ya en un mismo plano) 

(«) £' es col i n e a l con o. 
(KK) q' es co l i n e a l con e. 
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Sea ©•£ l a imagen de por e l giro inverso del d e f i ­
nido. Supuesto que 0 y ©•£ no son circulares, llevemos e l 
eje de ©-£ a coincidencia con e l % ©-.Esto define una nueva 
cónica d-g. Como ^ f^j. (ai^gumentos de los periastros) están 
definidos, "basta que \IAJ' - S/32a* para que tengamos 
que probar sólo que d^CdjO^g) < £/8. 

Sea ahora l a órbita correspondiente a efectuar una 
homotecia de y con e l mismo semieje que & i 

a 2 = h s= a' d^(02,(^^) = 2 a - a^l (1 4- e^) ̂  4|a - a. 

Basta que a - a' < £/64 (lo cual se traduce en una res­
tricción de los valores de h') para que sólo quede por pro­
bar que 

d^(&,0-^) é ^16 • 

S i 1,' E' • designan l a s anomalías excéntricas, e, e' 
l a s excentricidades, se tiene para x ¿ pr^Cr, x^ é pr^&-^ : 

X = a 
/eos E - e 

(1 - e^)^/^sen E 

/eos E' - e' 

^(1 - e'^)-^/^senE'j 

(tomadas l a s componentes en e l plano común y como primer 
eje e l común a las cónicas). 

i n f d(x,x^) á: a 
B' £ [o,2?í'' 

arceos e - ar c e o s e' 

d̂ (e-,0-_) ^ 2a arc e o s e - are eos e 

Observemos que no se puede h a l l a r otra cota superiorade 
d (0,0^); menor que l a dada y válida para todos l o s posi­
bles valores de e y e'. 

Luego s i 

(1.4.6,) cos(min(TV2, a r c e o s e 4- £-/128a'̂ )) é e' 

~ cos(max(o, arceos e - E/128a'^)) , 
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y se cttraplen l a s hipótesis anteriores, se tendrá 

Veamos ahora qué condiciones debe cumplir p' t a l que 
^(p') =0-' para que J}^\&,Qr') < £ . 

In primer lugar s i © - n o es de colisión debemos bus­
car condiciones sobre a' y b' tales que garanticen que 
e l ángulo de l a s normales» a l a s órbitas sea menor que ^ , 
(o que e l ángulo entre (£')' J ñ ~ mayor que 
11/2 - ^ ) . En segundo lugar hay que ver qué condiciones 
sobre £' y ^' hay que imponer para que e l ángulo entre 
S ^ y B' ̂  i i ' menor que (supuesto & no 
c i r c u l a r ) . 

Esta condición asegurará que l o s vectores dirigidos hacia 
e l periastro de las órbitas B- j Q-' forman ángulo menor 
que ^/2 y por tanto también es menor que ^/2 e l ángulo 
entre los periastros de & j , 

Por -áltimo hay que encontrar condiciones a imponer a 
a', b', h' para que ^ e' satisfaga (1»4.6.). 

Sea J t a l que eos j = a-b (s) . (Si eos y t= 1 , 
basta que y ' £*̂ -' sean mayores que c o s ^ ) . 
Hallaremos ^ t a l que 

h*b' > eos ^ , £*£' > ^ 

garanticen l a primera de las condiciones -mencionadas : 
(a - b).(a' - b') 

— r — ^ — z > eos f . 
a - b|*|ja' - b' 

Simplemente se tiene : 

(s) E l punto entre 2 vectores denota producto escalar. Usa­
remos indistintamente l a notación {£,jb̂  - '£-to- » 
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(a - "b).(a' - -b') a-a' 4- b^b' - a.b' - a'.b 
j|a - bjj.jja', - b' ja - b|j.jja' - b'lj 

y 2 eos f - 2 cos( - f ) _ sen(jr/2 - ? ) 
2 sen |/2 • 2 sen(|^/2 4- j ) sen(jf/2 4- J ) 

que es mayor que eos 1 s i 

(1.4.7.) t g j < % f/2 ' 

Análogamente para l a segunda condicián debe tenerse 

(a 4- b)«(a' 4- b') 

a 4- |a' 4- b' 

que se traduce fácilmente en 

> eos f/2 , 

(1.4.8.) tg J <: ctg ¡/2 • tg'^ • 

Sean ®£ ̂  ®2 "̂ ^̂  extremos posibles en l a variación 
de e' ! 

®1 - ® " ®2 

Como que segdn (1,4.2.) Í 

e = sen 

^ 
yh eos o( 4- sen ^ - h. eos o¿ existen entornos Xl-^ ̂® ^ y ^2 tales que 

^^í' ^2 i 

ya que e l denominador no es nun.ca nulo s i o > > l i , 
d. e [o,tT/2). Sean = C "^1^ ' d ^ ^^^^ [̂ Q-̂ I » M--<ŝ( )V 
Basta que se cumpla 

(1.4.9.) h e U-, j S'S'> y i ' i ' ^ ^os IC^ 
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para que se satisfaga l a iSltima condición. Esto acaba l a prue­
ba de que 0 es continua s i ©• es de tipo elíptico. 

b) Caso parabólico : Dado í y tomando h'j < í/2, 

n e N o y ~ 2"'''̂d (©,&') ̂  V4- , con! lo que para tener 

D(e,e') <: i basta que 2 — 2"^ d*(©,©') <: i/A , pero 
n ^ n^ ^ o 

esta distancia en l a bola de radio n es equivalente a 
d^ . luego para un cierto > o habrá que probar que 

existe un entorno de p (0(p) = ©) en j que se aplica 
por 0 en puntos de Q¡ a distancia d de © me-

o 
ñor que ^ . Para l o que hace referencia a plano de l a ór­
b i t a y periastro procedemos como en e l caso anterior, s u s t i t u ­
yendo a^ por n^ y E/4 por , y definiendo aná­
logamente ^1 ^ ^2 ' 

Sea ©2 una órbita con l a misma energía que ©^ y 
e l mismo periastro que ̂  © (y, naturalmente, en e l mismo 
plano y con e l mismo eje). Basta probar que l a podemos esco­
ger de modo que 

d^ (0,0 ) < ̂ /4 , d^ (©2,©3) ̂  y/4 , 
o o 

para tener demostrada l a continuidad en e l caso de ser © 
parabólica. Sean q y q' las distancias a l periastro de 
© y En virtud de (1.4.1.) e = 1 4- 2hq • S i ©' es 
elíptica e l paso de ©^ ^ ' acarrea una variación de 
e s i n variación de a , Por l o visto anteriormente en este 
caso l a fimción : 

e ^ d^ ̂ ®2»®3^ 

es continua. S i ©' es hiperbólica se verá a l estudiar e l 
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caso & hiperbólica. Sea ©' parabólica. Trivialmente 
en este caso d' = 2qt'. Las órbitas ^2 ^ ^3 homo-
téticas de razón q/q.' y basta que ésta se halle en 

para que a* {0^,0^) ¿. y A • 

S i q = o (colisión parabólica) bastará que q ' < 

< min(n^, i| Vl28q). . ' 

Para f i n a l i z a r e l caso parabólico hay que garantizar 
n í®»̂ 3̂  yA» Si O es de colisión (q = o) basta que 

h'> - l / n ^ para que d^ (6,e^) = o . 
o 

S i & no es de colisión,por ser q (q 7̂  o) idéntico 
en Q y 0^ , l a continuidad de l a solución de (1.1.1) res­
pecto a l parámetro JT^ (velocidad en e l periastro), asegu­
r a io,&^) < 

o 
Traducido l o dicho anteriormente a condiciones sobre 

(_a,̂ ,h) digamos que l a s del tipo (1.4.7) y (1.4.8) permanecen. 
S i es elíptica l a condición (1.4.9) también sirve, 

pues aunque h =̂  o, se tiene o< / o. Para parabóli­
ca.bastará recordar que e l paso 

es continuo. 
En cuanto a 

h > V ~q 

I Zqí recordemos que, fijado q, e l paso 
es continuo (suponemos q 5»̂  o). 

c) Caso hiperbólico' : Escogido como en e l caso ' 
parabólico y con las mismas consideraciones que anteriormen­
te respecto a plano de l a órbita y periastro, bastará que 

ô 
d^ (©j&g) <l |̂/2 . Como en e l caso elíptico tomamos 0^ com 

l a misma excentricidad que 0^ e idéntica h que 0 ,. 
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E l paso de ©g ^ ®3 ®^ liomotecia cuya razón h'/h 
se hallará (con h' conveniente) dentro del intervalo 
n n 

S i © es de colisión con h - k > o, dado q.ue l a 
ecuación de ©^ se escrihe 

(2hs: - e)^(e^ - 1) = 4 h V 4- - 1 , 

se tiene 

y < 
\/((2hn^ 4- e)^ - l ) ( e ^ - 1) 

2h 
y como que esta fimción es continua en la. > k/2 y nula en 
e 
implica 
= 1 , existen li^ , 1/^ tales que h' e , e'e ll^ e 

e'é 

' ' o •. • • 

S i © no es de colisión e. > 1 4- ̂  ,. í> o • Sea 
e - S/2, e I- ^/2]. Cortemos l a s dos hipérbolas por una 

designan las abs-recta paralela a l eje X . S i , 

cisas en una y otra hipérbolas, se tiene : 

e ^ - 1 
e'2 - 1 

(2xh^ - e)^ - 1 •I- 1 4. e' 

2h 
y, claro está, x^^(x^e) = x^ , x̂ ^̂  es uniformemente 

continua en 
P t a l que 

ip,n X e - ^/2, e 4* « Por tanto existe 
e - e ^©3 - ̂ © <1 , es 

decir d (©,© ) < '7/4 q.e.d. 
n^ Utilizando ahora para e l a expresión (ver 1.4.2.) 
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que es continua s i l i > o , ^ € (o,|?/2j, se obtienen 
trivialmente condiciones análogas a (1.4»9»). Ilógicamente 
hay que imponer además l a s del tipo (1.4.7) y (1.4.8), Esto 
acaba l a prueba de l a continuidad de ^ . 

Continuidad de 

Sea p e f , i > o f & l ~ & , Dentro de l a 
bola de radio £, centrada en • p se hallan l o s puntos p' 
que satisfacen - ' ' 

(1.4.1o) j h ' - t e l , a»a'> eos Í/4, > eos V4-

Veamos que 3 ^ D(d,©-') ¿ ̂  d^(p,p') <^ í 

siendo p' 0iv') = 7 d ̂  l a distancia en f , Bas­
tará comprobar que se cumple (1*4*lo). 

Obviamente s i I es un intervalo cerrado cualquiera 
2 2 

de E , por ser S x S x I E compacto, bastará probar 
que 0 es continuaren (P ̂  - £ ^ por ejemplo", 'para 

tí 
órbitas con energía 

h > k > o 6 ^ l i < r - k . 
a)' Caso elíptico : Bs suficiente trabajar con d^(©,0'), 

(3&). Supongamos que & no es de colisión. S i & es c i r ­
cular, basta que - • . • ' 

h - h'l < Min(£/2, ¡hj/2) , T <í min(-£/l6h,-l/l2h, £/l92h^).. 
En efecto, para que a» a' y b,b' formen ángulo-

menor qiie £/4 es suficiente que l a s normales a l a s ór­
bitas formen ángulo menor que í/8 y que e l ángulo 
para l a órbita O* sea menor que ^/8, es decir, q^ie 
arc.ctg á'c £/8 , que.equivale a ^ ' 

(«) Nótese que s i k es suficientemente grande, el'término 
^ ^® (1.3.7) no importa, ya que c é (2|hj)~^/2 , 
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1 - e .2 
> - 2h' ctg I 

\ Se tiene -2h' < -31i » 7 s i escribimos 
a - a '(1 - e') < ^ , a - a (1 4- e')| < <í 

se deduce a - a' < 5 y por tanto a'e'< 2 Í" , o sea 
e'< 2S/a', S± í < -1/1211 , e' < (-l/6b)/(-l/31i) = 1/2 , 

,2 
lo que implica 
que 

1 - e > 
e' 

, y por tanto verificamos 

.2 
-21i'ct^ I < J i L < - i < 3a:Zi ̂  3¿4 < 1 " e 
-211 ctg - ̂  31,̂  < 811̂  ^ 2 5 < e' ̂  e' 

S i ©' es de colisión es suficiente que se cumpla que 
e l ángulo entre l a dirección de l a colisión y e l apoastro de 

sea menor que t/Q y que oC ̂  '17/2 - t/Q , Para l o 
primero basta que ^< €/16a . Para l o segundo, dado que se 
tendrá a' ̂ 1 - e'^ < S y podemos l i m i t a r l i ' de modo 
que |h - h i < |hj/4 , 

e'^> 1 -^(S/a')^> 1 - i5hl/2f . 

Para que o¿ - P/2 - E/8 , debe cumplirse ^e'2 ^ 1 - e 
^ - E l i ' e V 4 . S i X ̂  min(-1/1211, y^-3f/5ooh) se tendrá 
en virtud de 

2a - a ' ( l 4- e')| < S" , 
que 

y como 

se tiene 

a'e' > |2a - a'| - S , 

a' = -1/211' < -2/3h , 

a'e'> -1/311 - (-I/12I1) =: -1/411 — 

Luego 
e' > 1/5 . 

'(• 
5ooh / 2'51i/4 

_ < _3 fee' ̂ ̂--gh'e' 
80 16 4 
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Examinemos ahora e l caso e e (o,l) • 
Sea oí e l ángulo entre B/ y c' correspondiep.te 

a l a Órhita . © y e l de l a 6-'. Sea )) una cota 
del ángulo entre l a s normales.:: entre los periastros y de 
[U - c^'* De (1,4.5) se obtiene inmediatamente que se cumplen 
l a s dos últimas condiciones de (1,4.1o). s i eos p - ^ s e n P ^ 
^ eos í/A-, para l o que basta con que )) <¿-i /loo, por ejemplo. 
S i 

(1.4.11) S < I a ( l - e) senP 
se cumple l a condición r e l a t i v a a l a s normales a l a s órbitas. 

a f l - e^) 
Por (1.4.1) se tiene oC = arc.ctg — ^ que es 

e 
función continua de a, e, s i e é ( o , l ) . Por tanto exis­
ten IX , tales que e' € U , ^' ̂  = ^ 

(1.4.12) jp^' - ̂  j <: i ; . 

Sea e' = e4-4e , a' = a4 - ( ! l a . L a distancia entre 
l a s órbitas v e r i f i c a 

5"> |a(l 4- e) - a ' ( l .4- e')| = (aáe 4- áa(l 4- e 4- áe) 

óa está acotado (y por tanto a' € IL^) s i acotamos áh 
convenientemente, en v i r t u d de (1.1,8). 

En cuanto a óe : Áej <C( !^ 2|4a¡)/a y basta con 
acotar S y de nuevo /¡a. Así se cumplirá (1.4.12). 

Por último vamos a acotar e l ángulo entre l o s periastros. 
Para s i m p l i f i c a r e l razonamiento consideramos 6- y 0' co-
planarias, habida cuenta de (1.4.11), y "una transformación 
idéntica a l a efectuada en e l i n i c i o de l a prueba de l a con­
tinuidad de 0 , reduce e l problema a este caso. 

Sea 9^ una órbita obtenida de &• variando sólo aj: 
©2 obtenida de 8^ variando sólo e : 

(1.4.13) d^(©,&') ̂ -d^(02,©') - d''(©,©̂ ) - d̂ (0'̂ ,©2) j 

d es función continua de a (órbitas homotéticas) j 
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asimismo l o es de e (órbitas coaxiales del mismo semieje 
mayor). Por tanto, por (1.4.13) 3 V^^ t If^ "tal que s i 
a' e i r , e' e F d*'(0,O') > .̂ /2 , siendo 

d (Og»©') = I' • Veamos que s i e l ángulo entre periastros es 
mayor que cierto 60 será ñ.^i&^iQ') mayor que cierto i ' 
( lo que llevará a un absurdo s i escogemos ^ ^ / 2 ) . 

Sea E una elipse y A e l apoastro de l a elipse 
obtenida de l a anterior con un giro de ángulo 6o • Se obtie­
ne fácilmente 

d(A,E) > 4(e^4-e) sen^ I > á'^ie^^^') y Q{e'^ i-e) BBH^ 

Tomando S t a l que obligue a ser ^ < 8(e^4-e) sen*^ ^ 
llegaríamos a contradicción t̂ "--g> u» ¿: P , l o que concluye 
esta parte de l a demostración. 

b)Caso liiperbólico : Debemos estudiar l a s órbitas de 
li le , k positivo f i j o . 

En primer lugar, l a s mismas consideraciones que se han 
hecho para las órbitas elípticas permiten omitir l a influen­
c i a de los términos segundo y tercero de (l . 3 « 7 ) . Sin embargo 
debemos tener en cuenta l a no acotacióm de l a s órbitas, por 
l o que l a distancia d no será equivalente a l a métrica 
de Hausdorff sobre los cerrados de R"̂  , 

S i & no es de colisión, basta, como en e l caso elíp­
ti c o , con probar que l o s ángulos entre l a s normales a los 
planos, y entre los periastros, así como l a diferencia 
oí-oí' son menores que un cierto 9 , 

Sea E l a función parte entera . Definimos 
n = E[a(e - 1) , Para l a primera condición es suficiente que 
se cumpla 

¿'< i a(e - 1) senl)/2^^^ 
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,n4-l 

S i como en e l caso elíptico hacemos a' = a + ^ a , e'=;?^e+¿)e, 
se ctimple 

S> j a ( e - l ) - a'(e'-l)|/2'^"^^ = A a ( e - l ) + e(a4- 4a) /2 
expresión de l a que se obtiene 

.n4.1 ^ ^-¿^^ 4.Ua (e - 1) 

siempre que l^aj sea menor que a/2 , lo que puede con­
seguirse restringiendo suficientemente l a variación de energía. 
Esta consideración, junto con l a continuidad de l a función 

o(- arc.ctg — Z - i l - para l a s órbitas de energía pos i t i v a , 
© 

aseguran que \d- será pequeño s i limitamos l a v a r i a ­
ción de energía y l a distancia ^ = d(0,&') , 

Por último se obtiene l a limitación del ángulo entre los 
periastros aplicando e l mismo razonamiento que en e l caso 
elíptico, pero sustituyendo l o s apoastros por l o s periastros. 

S i ©" es de colisión, l a segunda de l a s tres condicio­
nes analizadas continua siendo válida, l o que implica l a con­
tinuidad de oC' respecjto o. S> , Pai''a f i n a l i z a r basta con 
demostrar que S suficientemente pequeño asegura que e l 
ángulo entre a y (-q')' es menor que \) , Ahora bien, 
dado \) , existen puntos de 0' a distancia mayor o igual 
de 0- que l o s pirntos de una órbita 0" de colisión y 
con idéntico (q')'. Luego basta que ^ <V para asegu­
rar l a pequenez del ángulo entre a y (-q')' . Esto 
concluye l a demostración de (1.4*.4). 

2 2-
Vemos, s i n embargo, que hay que excluir de S x S x R 

e l conjunto 
•{a, -a,h) a e s , h o | . 

Esto sugiere e l incorporar, en cada plano pasando por e l p r i -
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mario, tma órbita parabólica y una hiperbólica (para cada h> o) 
en e l i n f i n i t o de dicho plano. (Er^^ealidad una con cada orien­
tación). Para las hiperbólicas convenimos en que l a excentri­
cidad es mayor que 1 , a r b i t r a r i a , y que en cada plano y para 
cada e > 1 y cada orientación, existe una órbita en e l 
i n f i n i t o , 

1.4.14-.Definición.- E l conjimto de l a s órbitas kepleria­
nas, con la s órbitas que se han incorporado en e l párrafo 
anterior, se denominará variedad de Kepler , K . S i 
son las órbitas en e l i n f i n i t o : 

K = a u . 

1.4.15. Proposición.- D es una pseudodistancia en K « 

Basta observsx que dos órbitas en e l i n f i n i t o con l a 
misma h están a distancia D nula. 

1.4.16. Definición.- Dadas e,©'£K definimos 
D(0,O') mediante e l siguiente procedimiento : . 

Sea ^: R, > [o,l] dada por '^(u) = t p - r — ; 

(Z) = 7 ^ s i V / o , ^ ( o ) =- o ; ^ l a a p l i -

cación que asigna a cada vector su extremo. S i c_, £' som 
los momentos correspondientes a © y G' respectivamente : 

D(©,e') =- d ( t ? ' ( c ) , j f ( c ' ) ) 

siendo d l a distancia euclídea en R"̂  , 

1.4.17.Proposiciónv- D es una, pseudodistancia en K 
que es distancia sobre los elementos de de idéntica 
h , (como se comprueba a p a r t i r de l a s definiciones). 
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1.4.18«Proposición.- D = D 4- D es \ma distancia en K, 
Es consecuencia inmediata de (1,3.8) y (1.4.17) . 

1.4.19.Corolario.-- La variedad de ICepler K provista 
* 2 2 

de l a métrica D es homeomorfa a S x S z R . 
Demostración : Extendemos 0 haciendo corresponder 

a (a, -a, h) en e l caso h 5: o , l a órhita en e l i n f i n i t o 
con energía h en e l plano perpendicular a a y con 
sentido de recorrido dado por a , La continuidad de 0 y 
de 0 " se obtiene inmediatamente de l a expresióm de 
D con lig e r a s modificaciones (y paciencia) de l a demostra­
ción de (1.4.4). 
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Capítulo 2 

IOS PARARIETROS DE LA VARIEDAD ICEPLERIANA 

Irrtroaucci6n„. 
En este capítulo se da en primer lugar una interpreta­

ción geométrica a los parámetros & y ¿ <l̂ o según (1.4.4-) 
y (1.4,19); sirven para describir l a citada variedad. Se 
relacionan con elementos vectoriales clásicos, cernios que 
se comparan, y se expliciran l a s transformaciones y sus jaco-
bianos. 

A continuación se desarrolla con detalle (1.4.19) en 
diversos casos particulares, l o que permite reencontrar los 
resultados ya conocidos y obtener varios nuevos. 

Es interesante destacar que en una órbita se pueden tomar 
ocomo elementos l a posición y l a velocidad en un instante pre-
fijBdo, La relación entre estos elementos y los que u t i l i z a ­
mos en este trabajo se pone también de manifiesto en este ca­
pítulo. 

E l conocimiento de l a variedad kepleriana permite abor­
dar fácilmente l a estructura del espacio fásico en e l pro­
blema de los dos cuerpos para todos los casos, incluyendo 
órbitas de colisión y las de energía positiva o nula. 

Se ha creído interesante i l u s t r a r con algunos ejemplos 
numéricos y gráficos l a obtención de los .elementos topológi­
cos y su evolución en un problema perturbado. 

.Una observación acerca de (1,2,1) y de (1.4.19) lle v a n 
a l a conclusión de l a imposibilidad de dotar a l a variedad, 
de Kepler y a l conjunto de l a s trayectorias de una parame-
trización regular y no sobreabundante mediante elementos 
de un R™ adecuado. 

Pinalmente se obtienen las fórmulas para e l problema 
perturbado. 



31 

^2.1.- In-terpretación geométrica. 
Veamos ahora l a manera de obtener los elementos a, b , 

que llamaremos elementos topológicos (por cuanto describen 
l a estructura topológica de l a variedad kepleriana), en fun­
ción de los elementos clásicos. 

2,1.1.Proposición.- Las variables £ y ̂  se expresan 
en fxmción de las variables vectoriales clásicas £ y ®, 
mediante l a s fórmulas : 

£ *̂  °£ - £ - cĉ  (2.1.2) a = — , b =-
2 . 4 e 4- c 

Demostración : Sea _e e l llamado vector excentricidad, 
dirigido hacia e l periastro y con módulo l a excentricidad de 
^la órbita, y £ ®1 rector momento angular. Ambos vectores 
están siempre definidos y son siempre ortogonales. S i l a ór­
b i t a es c i r c u l a r _e es cero, y s i es de colisión es enton­
ces £ guien se anula, siendo en este caso e un i t a r i o . 
Estos elementos se relacionan con l a energía de l a órbita 
mediante l a relación 

£«e - 1 
(2.1.3) h =r — - — 

que deja de estar definida cuando l a órbita es de colisión. 
Es decir, que £ y £ aún con l a relación je-c = o , 
no bastan para determinar l a órbita. 

Las órbitas añadidas, situadas en e l i n f i n i t o (caso h^o, 
a = - b, ver (1.4.14)), corresponden a situaciones físicas 
extremas. Para e l l a s e l vector £ tiene módulo i n f i n i t o . 
En cuanto a e convenimos en que su módulo sea 1 s i 
h = o, y mayor que 1 s i h > o , pero su dirección, en plano 
perpendicLilar a £ queda indeterminada. 
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Ya sabemos que en caso de colisión £ y ^ están 
confimaidos y valen exactamente - £ . En e l caso de órbi­
tas circulares, también sabemos que a = - b = c/c. Veamos 
qué ocurre en los restantes casos. 

Si a / ¿ se tiene : 
c a - b 

Si e / o podemos e s c r i b i r a't'¿=-a ;4-be/e 

Por otra parte sabemos (por (2,1,1), (1.1,8), (1,4.1), 
(1.4.5)) que : 

2 2 e - 1 = 2hc'̂  d = a d - e ^ ) _ (e^-1) 
2he 

2he 
.4 

= ctg 0̂  = 2, 14- eos 2^ ^ - ^^'^^ 

1 - eos 2p¿ 1 -Í- (a.b) 

Esto implica que 

a.b = 1 - cVe^ 
1 ^ o W 

cos(n/2 -,X) = 
a.b 

2 4 e - c 
2 , 4 e 4" c 

sen(lt/2 - o¿) = 
'1 - a.b 

a = - — cos(ir/2 - £̂ ) 4- -~ sen(n/2 - <;<:) 
6 C 

e 
e 

- e 4- ce 
2 , 4 e -í- c 

Análogamente se obtiene 
-6 ~ ce 
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lo que concluye l a demostración. 
Observemos que no se presenta.ninguna singularidad en e l 

cálculo de a y b a p a r t i r de • e y £ , pues c sólo 
es nulo cuando e vale 1 . Además £ 7 i l ^on indepen-

2 

dientes, no cumpliendo más condición que l a de pertenecer a S . 
Ambos están .perfectamente definidos para l a s órbitas en e l 
i n f i n i t o . 

2.1.4,Proposición,- Las variables clásicas £ y £ 
se expresan en función de (£>£»li) mediante 

(2A.5) £ = - í (a 4- b) , £ = i ( a - b ) ¿ ^ ^ 
j/l - a«b Jl- a-b 

¿onde r-z ^ 
^(1-£*Í) 4-\/h (1-a'b) 4-1-(a.b)'^ 

(2.1.6) X = c"^ = ^ 
14- (a.b) 

1 - (a.b) 

-h(l--a.b) 4-\/li^(l-a.b)^ 4- 1 - (a-b)^ 

utilisándose l a primera expresión siempre que £ / - b , y 
observando que se presenta singularidad en ambas fórmulas 
sólo para l a s órbitas en e l i n f i n i t o . 

Debemos excluir e l caso £ = b, para e l que £ = £ 
y e = a= b . 

Demostración t Es inmediato a p a r t i r de (2,1,2) que basta 
2 4 

con calcular e 4- c . Teniendo en cuenta (2,1.3) se tiene 
-2e 

a 4. b: = — — - ~ — 
25±. 4- 1 4- x^ 

Hallando e l módulo de ambos miembros, utilizando de nuevo 
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(2,1.3) y despejando,se obtiene (2.1.6), y a con-fcinuación 
(2.1.5). 

Hallemos ahora l a expresión de l a matriz jacobiana de 
los elementos topológicos en función de los vectoriales clá­
sicos, que se necesita en los cálculos de §2.6, Para e l l o 
utilizamos l a siguiente formulación (s) : 

h = h , £ == ̂ -e + C£ , -£ 4- cc^) ""-̂ /̂  ( _ ̂  4- C£) , 

b̂  = ^-e - C£ , ~ ®£ ""̂ ^̂  ( - £ - ce) , 

obteniéndose de forma inmediata (im) : 

r D j ^ h ^ i D h = o e 

(2.1.7) 

D a s : , e— , 

c — 

\ 3 b c — 

^1 ~ a'b 

'1 - a.b 
2x 

/l - a»b 

2x 

f 
a^a - I 

b0b^ - I 

rp ((£*]!)£- :b) ®(a - b) 
I - a®a 4-

- 14-b 

2(1 - a.b) 

((¿*£);^ - a) ®(b - a ) ^ 

2(1 - a»b) 

Nótese que l a interpretación geométrica del teorema de 
Moser dada en Lll8Jp,289 dg, para h =• h.̂  < o e l liomeo-
morfismo de l a subvariedad de K de energía con 

(K) Téngase en cuenta que trabajamos en l a vaciedad _e»£ = o 
y l a s diferenciales se aplicarán sólo a Yariaciones ée, ño 
relacionadas por £*^£ 4- £.¿!le = o , 
(3C3á) Empujamos 0 para e l producto tensorial. 
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2 2 
S X S , (simplemente asignando a cada órbita los vectores 
Z = £ - * " £ ' 2 = : £ - £ con £ = ~e2a , £ = 2a|^-e2 c/c). 
Esto se consigue s i escogemos oi - arceos e , independien^ 
temente del valor de h . Se observará que esta representa­
ción no puede extenderse a h > o. (Ver (1,4.5) y l a nota 
a l pie de l a página 14). 

.§2,2.- Consecuencias del teorema 1,4.4. 

La interpretación geométrica dada en _y2.1, jxmto com 
(1 .4.4) , (1.4.19) permite obtener los siguientes corolarios : 

2.2.1. Corolario.- Para toda k £ R l a s órbitas de l a 
variedad kepleriana de energía h = k son homeomorfas a 
2 2 
S x S , (Esto engloba, naturalmente, e l enunciado de Ifoser 
'para k < o). E l conjunto de todas l a s órbitas elípticas o 

2 2 
e l de todas l a s hiperbólicas son liómeomorfos a S x S x R 
( c f r . Souriau [115] p . l 5 5 ) . 

Basta notar que l a "áltima coordenada BXL es l a 
energía, 

2.2.2, Corolario,- Las órbitas de colisión constituyen 
' - 2 una subvariedad de K borne omorf a a S x R , 

2 
En efecto, cada a £ S j cada h ¿ R determinan 

una y sólo una órbita de colisión. 

2,2,3.Oorolario.- E l conjimto de l a s órbitas de l a va­
riedad K con momento £ e R̂  constante no nulo es 

2 
lióme omorf o a R E l conjunto de l a s órbitas de K con 2 2 0/0 es homeomorfo a TS , fibrado tangente de S 
E l conjunto de órbitas elípticas que no son de colisión es 

2 
homeomorfo a R x TS ' , 



36 

Basta observar que, fijado £ , en virtud de (2,1,3), 
es suficiente especificar e en e l pleno perpendicular a 
£ para tener l a órbita, (Téngase presente que s i Q e 0^ , 
£ 4 R^). 

2,2,4,Corolario,- E l subconjunto de K con l i cons­
tante y £ ¿ f i j o , e s homeomorfo a : 

a) S s i £ = £ , 
b) ^ s i £ ?̂  £ , h < -l/2 c ^ , 
c) un punto s i 2. 2. f ^ ~ -l/2c , 
d) s i £ 5̂  £ , h > - l / 2 c ^ . 
Si se busca l a subvariedad de K con h = cte,, 

c — cte,, a) y be) permanecen ; c) da lugar a S , y d) 
2 2 a T S , fibrado tangente unitario de S • u¡ 

Omitimos l a demostración por reducirse a simples compro­
baciones a p a r t i r de (1^4,4). 

2.2,.4, b i s , Observación,- Puede compararse (2,2,4) con l a 
Proposicióm 1 .3. de Smale [ l l 4 y con e l Teorema 2 de Eaplan 
S2], Téngase en cuenta que Smale omite e l caso c = o , que 

trabaja en e l plano y que hace e l estudio en e l espacio de 
las fases, y que nosotros hemos identificado todos los puntos 
de l a órbita (horaeomorfa a s i está acotada, y a R 
s i no lo está). Véase sin embargo ^2,4, y j^2,6. 

Sea A e l subcon junto de R̂  formado por los pun­
tos del plano z = o unión con e l eje Z . 

2,.2.5, Corolario. - E l subcon junto de K - de e = cte 
es homeomorfo a : 

2 
a) S X R s i e = o , 
b) S"̂  X R s i ||e ji > o , je|| 5̂  1 , 

c) A s i I e JI = 1 . 
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La verificati-ón de estas afirmaciones es inmediata. 
S i consideramos e en lugar de £ se reformulan 

b) y c) como sigue : 
b') E l subconjunto de K - P^o con é = cte. , e > o, 

2 
e ?̂  1 , es homeomorfo a R x T S . 

G^y E l subconjunto de l a órbitas de E - con e = 1 
es homeomorfo a A' = ' Í^iZ^ ^ S^ x R"̂  ° ̂  21 = Ax,)>oJ. 

Obsérvese que en c') se incluyen l a s órbitas de colisión 
y l a s parabólicas, pero que aún a s i e l conjunto es arco conexo. 

En general debe tenerse presente que e l conocimiento de 
£ ó e l de £ , no nulos, implica que dado uno de l o s vecto­
res a ó b , queda determinado e l otro (por (1.4.5) y los 
pies de l a pagináis). 

. 2.2.6.Hota.- S i en (2.2.5) sustituimos K - 0^ por 
Z entonces a) no varía, y tampoco l o hacen b) n i b') 
en e l caso de ser . e < 1 . Definimos los siguientes conjun­
tos : 

f -i 2 2 ) E = ux,y,z) ^R-^ x = y = o ó z = : o , x 4-y é 1 y ; 
G = |(x,2;) e s X ^ e s 6 ^ =^ , \> o} , 

Entonces en b) debemos s u s t i t u i r ( s i e > 1) S"̂  x R 
por tm disco cerrado menos su centro. En b') , y también s i 

2 2 
e > 1, debemos s u s t i t u i r R x TS por IB , E l caso c) 
se solventa cambiando A por B , y finalmente e l c') 
sustituye A' por C . 

Téngase en cuenta (1.4.1) para l a demostración, que se 
reduce a un simple e j e r c i c i o . 

2.2.7.Nota,- Podemos p a r t i c u l a r i z a r l o s resultados 
obtenidos a l caso de que l a s órbitas estén en un plano f i j o . 
Exponemos escuetamente las modificaciones que deben hacerse : 
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2 2 
2.2.1 : Aparecen los conjirntos S y S x R, respeotivamete, 
2.2.2 : l a s órbitas de colisión serán homeomorfas a S"'' x R , 

2 
2.2.3 • Se obtienen, respectivamente, l o s conjxmtos R y 

R X S*̂  (entendiendo S° como espacio discreto con 
2 plintos). Las elípticas de no colisión dan S° x R • 

2.2.4 í Son l o s conjuntos , 0 , 1 punto , S"̂  , respec­
tivamente, los que aparecen en este caso. En e l caso 
c - c t e , se modifican . c) y d) quedando multiplica­
dos por S°. 

2.2.5 5 Para a), b), c ) , b'), c') , se obtienen R x S^ , 
R X S°, E, S X R X S*' y S X E , respectivamente, 

ÍPambién se modifican l o s resultados mencionados en (2.2.6) 

Como en e l caso de dimensión 3 del espacio físico, se tiene 
para a) y para e l caso e < l de b) y b') los r e s u l ­
tados de (2.2.5) t a l como aparecen modificados en esta misma 
Nota. En b) (e > 1) , b') (e > 1 ) , c) y c'), l o s resultados 
hallados son, respectivamente : R, R̂  x S°, P y G • 

' 2 2 

Los conjuntos E, P y G son subconjuntos de R , R y 
R"̂, respectivamente, con l a topología inducida, y definidos 
como sigue : 

2 
E = ejes de R , 
P = S-̂  U j(x,o) I X i> o } , 

,2 u .V 2 . 2 . 7 

(í = S^ U f(x,y,o) I x^ 4- y'̂ > o 

12.3«-Relación: con las condiciones iniciales.^ • 

Una de l a s maneras de parametrizar una órbita del pro­
blema de dos cuerpos consiste en dar l a s condiciones i n i c i a ­
l e s en un cierto instante. Está claro que así obtendremos 
sólo l a s llamíidas órbitas keplerianas, es decir, l a s de 
en lugar de l a s de K , (Otro procedimiento puede c o n s i s t i r 
en d a r l a s posiciones en dos instantes prefijados, que, bajo 
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ciertas condiciones, determinan -unívocamente l a órbita. Véase 
37j, [55], [112]. 

Sin embargo, s i trabajamos con condiciones i n i c i a l e s 
debemos i d e n t i f i c a r todas l a s condiciones (puntos en e l espa­
cio de las fases) que pertenecen (y por tanto parametrizan) 
a una misma órbita, y además las condiciones i n i c i a l e s pueden 
presentar dificultades en e l caso de colisión o de eyección. 

Queremos probar ahora e l 

2.3.1»'Seorema.- E l paso de condiciones i n i c i a l e s a [ 
es continuo. 

Demostración : Sabemos ([99] p.8) que 

(2.3.2) i ^ - l U f - J ^ . £ = V ^ . e = £^áo*,,|^ 

Expresiones que son válidas y continuas s i \¡EQ¡¡ ̂  O, es 

decir, para todo tipo de órbitas incluidas las de colisión 
s i l a s condiciones i n i c i a l e s corresponden a un instante que 
no sea e l de colisión (se). 

E l jacobiano de 
lh\ 

= - G —o X -01 

tiene por expresión 

(2.3.3) : ^ D h = (x.xy^^^ x - , D. h = x ̂  , 
X \ — 0 ^ — 0 / —o • ,x —o * 

—o 

\ e = -A: , x \ l 4. ¿ ®x^^ 4- (x ,x N"^/^ I - ( x ,x \~^/^x ®x^ 
». \^Q^^Q^ --o"*'--o \—o'—0/ \^o*—0/ —o —o 

D. e = i { x , x \ l ~ 2 x g ) x 4 - x ® x 
X — x—o'—o^ — 0 — 0 — 0 - 0 ' —o 

(55) Téngase presente que en l a colisión l a s condiciones i n i c i a -
no determinan l a órbita, y que debemos dar h 6 ( s i h^o). 
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'̂ es continuo según. / 2.I, Como e l paso de £»£jh. a 
se tiene que a condiciones i n i c i a l e s próximas l e s correspon­
den puntos próximos en j . 

También podemos pensar en que, s i no existe colisión, 
l a dependencia de l a solución respecto a las condiciones i n i ­
c i ales es continua para intervalos de tiempo f i n i t o s . Para 
e l caso elíptico, por ser periódicas l a s órbitas, podrá a f i r ­
marse l a continuidad (excepto para órbitas de colisión) de 
dichas órbitas en Z respecto a las condiciones i n i c i a l e s . 
S i l a órbita no es periódica, nada puede afirmarse en i n t e r ­
valos i n f i n i t o s , pero en virtud de l a distancia u t i l i z a d a en 
K basta que se tenga dicha continuidad dentTO de una bola 
B'('o) de radio suficientemente grande. E l ser h ̂  o ga-
rantiza que se alcanza l a frontera de dicha bola, en tiempo 
f i n i t o . 

S i existe colisión puede obtenerse l a continuidad respec­
to a las condiciones i n i c i a l e s simplemente regularizando e l 
problema mediante l a transformada ZS ( [ . 6 9 J j 1 1 8 p,24):. 
La ecuación resxiltante es l i n e a l de 25 orden a coeficientes 
constantes en todos los casos, y l a solución puede obtenerse 
en forma imificada mediante l a s funcionea de Stumpff, ( 1 1 9 p.l66. 
La única d i f i c u l t a d en este t-ratamiento (y que no influye en 
l a continuidad buscada) estriba en que a cada punto de R'̂  

4 
l e corresponde como f i b r a en e l espacio R introdiicido 
por l a transformación ICS inversa, una circunferencia 
centrada en e l origen. Esta es fimción no sólo del punto, 
sino también de l a trayectoria kepleriana que siga e l mismo. 
Esto concluye l a demostración de ( 2 . 3 . 1 ) . 
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§2»4«- Estructura del espacio fásico. 
Vamos a obtener ahora l a estructura del espacio fásico 

Para e l l o consideraremos en este apartado l a s órbitas no 
como im punto sino como un conjunto de pimtos. Una órbita con 
h ^ o es homeomorfa a R y con h < o es homeomorfa 
a S"̂  , Para l a s elípticas de colisión y debido a que en e l 
instante de l a misma se alcanza velocidad i n f i n i t a , es también 
cierto e l homeomorfismo con S . Explícitamente, siendo x 
l a distancia a l primario, se tiene por (2.3.2) : 

. . / 2 1 
^= V T - T • 

t a proyección estereográfica de S"̂  sobre l a citada curva 
en e l plano x,x , tomando como polo (o,-l)., y asignando 
e l polo a l a colisión, es e l homeomorfismo en cuestión (con­
siderando, naturalmente, l a compac t i f i e ación Alexandroff de 
l a curva mencionada),. 

2.4.1.Teorema,- Dentro del espacio fásico f- l a sub­
variedad f . con o <i h <í es homeomorfa a 
2 2 
S X S X R X R í La ^ , correspondiente a h s= o, l o es 2 2 ° a S X S X R, y l a f » esto es, con h <c o, l o es a 2 2 1 S X S X S X R . 

Demostración : Para í" puede verse en lo], segiin 
[ll5]p.l55.. Según (1.2.1), se obtiene también que es homeo­
morfa a R X T S^, siendo T 3^ e l fibrado tangente unl-

3 ^ u ^ tario de S . La par a l e l i z a b i l i d a d de S asegura esta 

(is) En f consideraremos que tanto l a velocidad como l a 
posición ptieden tener módulo i n f i n i t o , dado que admitimos l a s 
colisiones y englobamos los puntos de l a s órbitas introducidas 
en (1,4.12).(Imponemos l a restricción de que e l módulo de l a 
velocidad es i n f i n i t o s i y sólo s i e l de x es cero). 
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parte de (2,4.1). 
La demostración para ^ y es idéntica. Vamos 

a hacerla para , 
Toda órbita abstracta parabólica o hiperbólica es homeo-

morfa a ama recta (ver 1.1.4), (basta pensar q.ue su hodógrafa 
es una circimferencia excepto un punto o excepto un arco ce­
rrado, respectivamente, y que para las de colisión l a hodó­
grafa es una recta compactifieada pero a l a que hemos quitado 
e l origen (parabólicas) o un intervalo cerrado (hiperbólicas) 
correspondiente a puntos impropios de l a órbita o a puntos 
imaginarios). Por abuso de lenguaje consideraremos también 
válido este homeomorfismo,y e l razonamiento que sigue, para 
las órbitas introducidas en "1.4.14). 

Escogemos en cada órbita e l periastro y definimos ima 
2 2 fT~ aplicación de S x S x R x R en que asigne a cada 

(â ,b_,h>t) e l punto de l a órbita correspondiente a (^fibjh) 
(h>o) que se alcanza en un tiempo t ( t é R) después 
del paso por e l periastro, Trivialmente esta aplicación es 

2 2 /T" 
una biyección entre S x S x R x R y J_j_ . l a continui­
dad de l a directa se obtiene de l a continuidad del paso de 
vina órbita (en ^_|^)' & su periastro y de l a continuidad de 
l a solución de (1,1.1) respecto a l a s condiciones i n i c i a l e s • 
y respecto a l tiempo, l a continuidad de l a inversa se obtiene 
del J2,3. Esto conluye l a demostración de (2.4.1). 

Nótese que este procedimiento no puede aplicarse a f 
en virtud de (2.6.1). 

Por otra parte, siguiendo e l método u t i l i z a d o en [62j, 
se puede estudiar l o que sucede a l a parte "propia" de f^, 
esto es, desprovista de l a colisiones (V = c>o) y s i n l a s 
órbitas introducidas en (1,4.14). 

Sean x^jX^jX^ l a s coordenadas espaciales, x^,x^,Xg 
las componentes de l a velocidad, y definimos r ^ y r^ por: 
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2 , 1 / 2 , 2 , 2 , 2 x 1 / 2 

^ 1 = - ^ 2 ^ 3 ^ 

De l a ecuación de l a energía sé ob-tiene r_ = 
- 2 h 

Para cada valor de h se obtienen puntos en e l p r i ­
mer cuadrante del plano r ^ , r _ , desprovisto de l a semi-•l'"2 

R . Para h . > o 
rrecta r ^ =: o (ver ( 2 , 4 . 2 ) ) , S i h = o, encontramos ima 
curva homeomorfa a 
encuentran son los que se hallan por encima de dicha curva, 

2 

Este recinto es homeomorfo a R • Para h <; o 
un recinto entre l a curva y l a 

^2 
meomorfo a un semiplano. 
recta ^ 2 ~ ° (incluida), ho-

2,4.3.Teorema.- En l a parte 
"propia" de se tiene 
que ? es homeomorfo a 

es a 

S^ X S^ X R̂  ; f ^ l o es a 

S^ X S^ X R , y f f l o 
2 2 

S X S X P, siendo P un' semiplano (incluida l a recta que 
l o l i m i t a ) , . 

2.4.4.Definición,- Llamaremos " c i l i n d r o partido" (abre­
viadamente C ) a l conjunto obtenido de l a siguiente manera : 

P 2 ( Consideremos en e l plano R e l conjunto ux,y) y = l/| x 
dotado de l a topología inducida por l a topología habitual del 
plano. E l borde de este conjunto l o constituyen l a s dos ramas 
de hipérbola y = l / x e y = l / j x ( con y > o , Con­
sideremos en espacio cociente obtenido a l i d e n t i f i c a r los 
puntos del borde con igual ordenada. Es fácil probar qu.e este 
espacio cociente es homeomorfo a un c i l i n d r o desprovisto de 
una semigeneratriz (cerrada). 
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2.4«5.Teorema.- Los puintos del espacio fásico que perte­
necen a órbitas de colisión forman un conjunto homeomorfo a 

2 S X C . p 
Demostración : Para órbitas de colisión siempre tiene 

sentido hablar de periastro. La misma aplicación u t i l i z a d a 
en l a demostración de (2.4.1) va a servir para establecer e l 
homeomorfismo. Para cada dirección y energía tenemos una única 
órbita de colisión. Esta es homeomorfa a S s i h < o 
y a R s i h ̂  o . Por tanto en e l plano (h,t), debe­
mos i d e n t i f i c a r l o s pimtos (h^,t.^) y (h^jt^) s i h^ = 
lÉ^ < o y \ " "̂ 2 ~ k'J -Jj2/2h3 , Trivialmente, e l con-

k £ Z 
junto obtenido es C . 

Como corolario se obtiene que e l conjunto de condiciones 
i n i c i a l e s que l l e v a a.colisión tiene medida (Lebesgue) cero. 
Análogamente siicede l o mismo para eí problema de tres cuerpos 
(Alexeyev [4]) . Esto deja de ser cierto para determinadas 
leyes de atracción, como puede verse en Saari I 0 5 J a l abor­
dar e l estudio de l a regularización del problema de un saté­
l i t e a r t i f i c i a l (de interés di s c u t i b l e , pues dicho problema 
es esencialmente exterior; e l potencial i n t e r i o r tiene otra 
expresión). 

^2,5.-^Ejemplos. 

Como ilustración se han calculado los elementos (35) 
a,b,h para los planetas en e l año 2 . 0 0 0 Se ha tomado 
^ = 1 y l o u.a. como unidad de longitud. Los resultados 
son (tomando una base ortonormal con plano U e l de l a 
eclíptica y S d i r i g i d o hacia ) : 

( 3 5 ) Puente de los elementos keplerianos ; Escobal ¡38 p,8 
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Mercurio h = -12.916612 a = 

Tenus 

Tierra 

Marte 

Urano 

h- = -6.912473 a = 

h = -4.9999993 a = 

h = -3.2815109 a = 

Júpiter l i = -.96I06514 a ~ 

Saturno h = -.5233ooo9 a =-

b = -.260I7086 a = 

Feptuno h = -.16606016 a = 

ELutónCse) h =- -.12652546 a = 

-.84173914\ -,874o6522\ 
-.49497326 b = -.46620346 

•21558454 -.13661743/ 
ai91o34o\ i .oo436541\ 

- . 0 8 3 3 0 3 0 2 ^ - -.05613762 

.98938111 -.99841350/ 

1 .0369165o' .03691650 

-.16066441 -.16066441 

^98631847 -.98631847 

^-.12832937' í-.17oll44l\ 

,48634432 1 = .52195975 

.,86429207, 1-.83583438 

/ .015971191 f-,o2856o78\ 
,09692962 b = .08871310 

.99516309 i-.99564766/ 

Í-.0I47530II ^-.o94157l6\ 

.03790194 1 = ,00310639 

,99917255 i-.99564766 

/ .,ol6765o2 -.00916549' 

-.02756800 b = -.02012131 

.99947933 \-.99975553 

/,02269618 -.02336116^ 

.̂ 02354734 b_. = -.01760453 

\.99946506 \-.99957208 

/,21423122 34218779 

,09115566 b = -.09994059 

,.97252025 Í-.93430I56 

(«); Para Plutón se han dado l o s elementos correspondientes 
a l a época o,o344 Octubre I989 (paso por e l perihelio) 

file:///-.99975553
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Asimismo podemos representar l a órbita seguida en J 
por una órbita kepleriana sujeta a perturbaciones (véase 
2.6,? y §5.2). En (2,5,1) se muestra l a evolución de l a ór­
bi t a osculatriz (ver 2.6,9) correspondiente a un satélite ar­
t i f i c i a l terrestre en e l que se consideran como únicas pertur­
baciones a tener en cuenta la s seculares de primer orden 
debidas a , 

l a £ - estabilidad torcida! (esto es, existen toros 
invariantes tales que todo movimiento que se encuentre en un 
cierto instante a distancia menor que £' iV= 0(£)) de uno 
de estos toros permanece a distancia menor que t ^1 
indefinidamente, y £ o s i — > o ), del proble­
ma de 2 cuerpos frente a l a s perturbaciones zonales (ver 
Kyner 7o , Simó 113 ), no asegura que e l movimiento de l a s 
órbitas keplerianas en ^ sea orbitalmente estable. 
(Basta pensar ejbi l a s perturbaciones de una órbita polar y de 
una órbita próxima a polar) («). 

Por ser e l campo conservativo se tiene h. = cte. (véase 
sin embargo (2.6.9)). Se toma como unidad de longitud lo/3 
del radio ecuatorial terrestre,. En (2.5.1a) aparece l a 
proyección del vector a sobre e l plano Tf j en. (2.5.1b) 
l a del vector b; y en (2,5.1c) se representan ambos vec­
tores en e l espacio, l o s elementos keplerianos i n i c i a l e s de 
l a órbita representada son : 

y sus variaciones vienen dadas por (ver Kovalevsky £68 p, 168, 
Simó [ l i o ] , [ l l l ] ) : 

^ 15 2. 
A 3 , eos i . 3 T """̂  ̂  , • 
i l = - 2 ^ 2 j/2^3__^2^2 ' ^ V / 2 ( l . e2>2 ̂ 2 

§ . = 0 , 1 = 0 , 1 = 0 , 

(35)1 Para un estudio de l a estabilidad acotada véase e l intere­
sante artículo de Poritslcy [loo]. 
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a los efectos de J ^ , 

2•5.i»>a.Figura,- A l a 
izquierda se represen­
ta l a variación del 
vector a proyectado 
sobre e l plano XT, a l 
someter un satélite 
a r t i f i c i a l terrestre 

2.5,1.b.Figura.- ídem, co­
rrespondiendo a l vector b. 
Los números indican e l 
tiempo transcurrido en dias 
desde que se i n i c i a e l movi-' 
miento en e l punto marcado 

^comun cero. 

2, % 1, c.FigLira.- E l mis­
mo caso visto en pro­
yección axonométrica 
normal sobre e l plano 
x4-y4-z = cte. Sólo se 
tienen en cuenta los 
términos seculares de 
primer orden, por l o 
que l a perturbación es 

manifiestamente cuasiperiódica. 
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en l o que hace referencia a perturbaciones seculares de primer 
orden (véanse las referencias citadas para l a s de 29 orden y 
para l o términos de periodo largo y corto, así como ¡23J y 
36J)> Hemos tomado para ®1 "^^OT de lo82.61 x lo""^ 

(ver Kaula [63J y Simó ^ l o ] ). 

^2,6.- Elementos de una trayectoria. 
Como sabemos, con los elementos queda deteimii-

nada l a órbita, pero no l a trayectoria, ya que para e l l o de­
be darse l a posición sobre l a órbita en un cierto instante, 
o, l o que es equivalente, l a época de paso por un punto de l a 
órbita convenientemente escogido. Clásicamente se toma como, 
t a l punto e l periastro de l a órbita. Mas esto es válido para 
órbitas no circulares. Además, órbitas c a s i circulares con 
periastros muy distintos (por ejemplo opuestos respecto a l 
primario) y por los que- se pasara en e l mismo instante t ^ 
darían lugar a trayectorias completamente d i s t i n t a s , siendo 
así que l o s elementos a,b,h,t^ serían casi iguales. 

Este inconveniente puede paliarse tomando como pujito 
destacado o de referencia en cada órbita, e l que corresponde 
a un valor prefijado (cero, por ejemplo) de l a longitud media 
(A+ CAJ4- M en variables keplerianas, h 4- g i 1 en va­
riab l e s de Delaunay, [14] p.29o), o de l a longitud verdadera. 
Sin embargo este procedimiento deja de tener sentido en e l 
caso de órbitas de colisión. 

Cabe pregixntarse, por tanto, s i es posible hacer una 
elección de un punto destacado en cada órbita de manera 
continua y para todo tipo de órbitas. La respuesta l a da e l 

2.6.1,feorem.a.- Ifo existe ninguna aplicación continua de 
O en que asigne a cada órbita kepleriana un punto de l a 
misma. 



49 

Demostración : Usaremos (1.2,1). En partic-ular esta elec­
ción de tin punto en cada órbita debería ser válida con h = 
= cte. < o y para órbitas situadas en un mismo plano. E l 

2 
conjunto de éstas es homeomorfo a S y cada una de el l a s 

2 

l o es a im círculo máximo de S ' . Escoger un punto en cada 
órbita sería equivalente a selecciona^:' un vector unitario en 
e l plano tangente a l a esfera en e l polo norte de l a órbita, 
es decir, deberían e x i s t i r secciones continuas del fibrado 

2 

tangente unitario a S . TJíi conocido teorema de Poincaré 
asegura l a imposibilidad de dichas secciones ( 3 5 ) , Esto no obsta para que podamos tomar un elemento de tipo 
temporal para acabar de determinar l a trayectoria, pero cual­
quier elección que se haga carecerá de continuidad. En l a 
práctica se recomienda l a longitud media o l a verdadera, dado 
que aparecen escasamente l a s órbitas de colisión, 

2.6.2.Nota.- E l mismo razonamiento, sirve para probar 
que no podemos tomar un par de variables reales para descri-

2 

b i r todo S , mediante una fórmula única. Por tanto l a s 
variables topológicas no pueden ser descritas de manera 
continua por 5 parámetros reales (pero "sí por un parámetro 
5-dimensional según. ( 1 ,4 ,4)) . Deben serlo por 7 sujetos a 
dos condiciones : l a normalidad de a y b . 

Por último vamos a calcular l a expresión de los parén­
tesis de Poisson de los elementos a, b 

Sean f , g dos funciones de clase ^ definidas 

(») Nótese que existen campos de este tipo para otras esferas, 
1 3 7 

Concretamente, para S , S , S f a n i l i a s de estos campos 
generan e l espacio tangente (ver Adams [3], Kervaire {65}), 

La existencia de esos campos en S"'" y S^ da origen a l a 
transformación de l e v i - C i v i t a (ver [112] ) y a l a ES (ver[69j) 
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en e l espacio fásico ; I_ l a matriz de l a aplicacián 
•5 6 6 identidad en R | J £ ̂  (R ;R ) definida por sn -matriz 

O 
- I . O 

(esto esj ¿r considerado como tensor 2 veces covariante no 
es más que una métrica simpléctica ). Sea ^ e¿. vector 

2»6.2.Definición.- Llamaremos paréntesis de Poisson de 
la s funciones f y g y l o designaremos por f,gf a : 

.2 : 

I s t a definición es válida cualesquiera que sean l a s d i ­
mensiones de l o s espacios imagen de l a s aplicaciones f y g , 

('Análogamente se define e l de Lagrange mediante |f,g = 

2.6.3.Lema.- Sea m e l vector 
designamos l a aplicación, l i n e a l : 

. S i por T 

R- R-

(ver Milne 85jp.47):, se tiene ; 

•2113! 1 e 

£ / 

Demostración : Basta aplicar (2,6,2), (2.3.2) y (2.3,3). 
Como comprobación, dadas l a s ligaduras £̂.»£]) = o y 

2 2 
2hc = e - 1 , debe cumplirse 

(£ £) 
l o cual es c i e r t o . 

= (-2e 4-bc) |n,a ! ~ £ 
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. Se tiene 

c(c^ 4 . 2 e ^ 4-1). , . 
,4-, 2 . 2 ^^^c -̂ ê  . (c 4- e )) — -

- i i f - 4 ^ ( c \ ^ 4 . S ( c 4 e , c ) ) \ 
c ( c % e ^ ) ^ ^ 

(c^m ^s(cAe c» c(c^4-2e^4.1), . 
, 4, 2 v 2 ^ ' ' 2 v 2 ^°^c* e'' c(c 4-e ) — (c 4- e ),' — — 

en donde 
R3 

S(£l ,£) 

definida por 
designa l a aplicación l i n e a l de R en 

Demostración : Se obtiene t r i v i a l y pacienzudamente de 
(2,6.3) y (2.1,.5). HÓtese que a p a r t i r de (2.1.4) J (2,1.1) 
°puede ponerse |H>S ®^ términos de a y b , obteniendo : 

(2.6^5) 

1 
2 
1-a.b 

m,m| = 

2x 
L-a.bn 

'4. 34- a . b l 
(l-x'^)(l-a.b) 

a 4 / 2 
y72 

S.(.b/ia,a-b) 
T 4 - ~ 

•̂ a-b*̂  (1-a.b) 

(1-x )(l-a.b) 

4 / 2 X' 
a-b) 

S(h4a,a~b); 
(1-a.b) 

I 
'2 

1-a.b' 

2x 
1-a.b 

••I- 34. a.bT. 
X 

Dado que a.a = 1 

(a q) Imjm 

b*b se debe cumplir (y así es) , 

(o b) |m,m 

2.6.6.Observación.- En (2,6,5) no aparece ninguna singu­
la r i d a d , para l o que basta comprobar, a p a r t i r de (2,1.6), que 
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1 - B'b 
li m 
•a 

=. 2 

3̂  que 

lim a ID 

S(ty|a,a;-b)' 
1-a.b) 

^ 2 l i m = 4 
a —> b l-a'b 

Debemos destacar que cualquier elemento de tipo temporal 
escogido junto con las variables CSJ^»!^) constituyen 
sistema de variables canónicas. Esto supone un alargamiento 
de los cálculos en e l estudio de las perturbaciones, que s i n 
embargo presenta algunas ventajas, como se verá en (2.6.1o). 

S i como variable temporal escogemos l a longitud media 
X , y como elemento l a longitud media en l a época , 
no bay dificultades con e = o , ó 1 = 0 (aimque sí 
en e = l, I=i¡T. ó para órbitas no elípticas). 

2»6.7.Definición.- Llamaremos problema perturbado de los 
dos cuerpos (ver Cap.5) a l regido por 

(2.6.8) 

siendo P l a fuerza perturbatriz, que en general de 
de 2c,i y t . IJn caso más restringido pero de gran iistterés 
práctico se tiene cuando E depende sólo de x y es 
e l gradiente de una función R (función perturbatriz). 
Suponemos que e l problema perturbado está próximo a l de dos 
cuerpos, esto es, que l| £ || es "pequeño" frente a {[x -2 

2.6.9.Definición.- Entendemos por trayectoria osculatriz 
a una trayectoria solución de (2.6.8) en un cierto 

instante t ^ , l a trayectoria del problema de 2 cuerpos 
determinada por l a condición de que l a s imágenes de ambas 
trayectorias coincidan en dicho instante. 
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Supondremos que l a imagen comiin no corresponde a un 
punto de colisión. Se tiene que ,^x(t^) , x(t^) son comu­
nes, así como jc(t^). Las energías-son distintas y discrepan 

en R s i P = FRC^) • E l conocimiento de """^ 
(ver 1.1.3) j deter-mina l a solución de (2 .6 .8) . 

Designemos por los elementos 
O 

(a,b,]i,A^) . Cuando 

correspondan a ^̂ y.{. se llamarán osculadores. Entonces 
y(t) = (Try^(£(t)))(t) , en donde l a dependencia de Try^ 
respecto a t se tiene a través de £" • Asimismo 
R(x) = R(£-,t) . 

2.6.lo.Proposición.- Los elementos osciiladores evolucio­
nan de acuerdo con l a ecuación 

(2.6.11) 

Demostración Í Se obtiene l a fórmula (2,6.11) por e l 
procedimiento habitual (ver Brou-wer-Clemence [143P»273), 
efectuando los cálculos con paréntesis de Poisson en lugar 

de de Lagrange. Por (2,6,6) l a parte |s>S 
siempre regular , Para l a s restantes partes se obtiene í 

es 

|m,h] = - 3/2 
h,A i = (-2h) ' (estudiamos caso elíptico) 

B e l , 
1 J-̂ 1 - e^ 

e sen w I \ 

1 ~ c c — tg 
f-cos I senJt 
eos I cosJt 
sen I / 

Las -linicas e inevitables dificultades (c = o, I --|f) 
son debidas a \ j por (2,6.1) existirán siempre en a l -

0 
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gún punto (pueden suprimirse eventualmente con elementos sobre­
abundantes). Incluso así, se han introducido menos sin g u l a r i ­
dades que l a s tradicionales (ver 68 p.l38) en que debe ser 
además I //P/^ . La desaparición de singularidades de 
(2.6.11) depende por supuesto de R . Para l a eliminación 
de l a s mismas en algunos casos véase Lahulla ('J2l. 
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Capítulo 3 

EL ITETODO CLASICO EIT LA TEORÍA POBiAL DE PERTURBACIONES 

Introducoiónv 
La mayor parte de problemas en e l estudio de un. sistema 

dinámico conducen a ecuaciones diferenciales (expresables 
siempre en forma canónica, ver J 6 l J), no fácilmente integra-
bies (o no integrables, segúm e l significado que se dé a l a 

l o 8 Moser 88]) (9£) palabra "integrable", ver. Siegel 
Una técnica habitual cocsiste en sim p l i f i c a r e l proble­

ma convirtiéndolo en otro integrable de forma más o menos 
elemental y añadir, como una perturbación, l a parte que se 
ha omitido previamente» 

Admitiremos que esta perturbación es peqxieña o, en otras 
palabras, que es un múltiplo de un "pequeño parámetro» £ • 
Obtenemos l a solución formal en términos de las potencias de 
£ . Asimismo l a perturbación puede ser una función analí­

t i c a en l a variable £ y en las variables dinámicas del 
sistema.La convergencia del procedimiento es problema abierto 
para l a mayor parte de los casos (ver Amol'd f 5 j , [ s j , Giaca-
g l i a [44]p.57 , Moser [89], [9o] , Siegel-Moser [109] p.2o7 ,etc) 

E l caso en el que las perturbaciones son grandes escapa 
de l a s posibilidades actuales del Análisis (ver Contopoulos 

26] y Giacaglia 4-4 p.357) T en este campo sólo se dispone 
de experiencias numéricas (ver Danby [27], Henon-Heiles 53j? 

para algunas de las más s i g n i f i c a t i v a s ) , 
Los problemas de convergencia de l a s soluciones halla-das 

están, relacionados con los problemas físicos de resonancia 
y estabilidad [92] , de trayectorias periódicas y cuasipe-
riódicas [9o] , y con los problemas matemáticos de aproxima­
ción de números reales por números racionales. En particular 

(x-) Poincaré prefería llamarlos no integrados. 
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las más graves dificultades se presentan con los niímeros de 
i i o u v i l l e (ver Simó [113] , Wintner [124] ) (3£> ... 

En este capítulo se expone e l método clásico. E l r e s u l ­
tado fundamental que se ha obtenido es e l teorema 3»2.3 en 
e l que se dan en forma explícita las perturbaciones de orden 
cualquiera yr una información exhaustiva sobre los términos 
que aparecen. 

Í3«l»- E l método clásico. 
Entendemos por t a l e l método de Lagrange, Laplace, Pois­

son, (xx);, cuja idea fundamental es l a que da origen a l mé­
todo de Picard y, en general, a los teoremas de punto f i j o 
em Análisis, , • 

Independientemente de que en e l capítulo próximo a p l i -
"quemos este método a un sistema hamiltoniano próximo a uno 
integrable, vamos a exponerlo en e l caso general. Además es 
así útil en diversos casos (ver Simó [ l l l ] ) en que no encie­
r r a excesiva complejidad l a . aplicación a un problema aimque 
no esté en forma canónica. 

Sea E tm espacio de Banach, un abierto eis. 
E x E .Identificamos (H;E) con E . Sea ^ ima 
aplicación de 1L en E y supongamos que (issc) 
vienB regido por 

( 3 . 1 . 1 ) ^ 

com l a condición g-

Admitimos que 

( 3 . 1 . 2 ) : 

d(r 
dt 

S i = o . 

if - o(í> 

( 5 5 ) Véanse los capítulos 4 y 5 « 
(xx).- Ohtuvieron términos hasta tercer orden . 
(xisx) A diferencia de l o s cap.l y 2, omitimos e l subrayado en cr, 
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S i fuera cierto que toda reiteración de integrales sobre 
y. sus difeitenciales preserva esta propiedad, tendríamos ase­
gurada l a convergencia, pero esto no es cierto debido a l a 
aparición de los llamados "pequeños denominadores". 

Yamos a proceder de modo absolutamente formal (ver Simó 
l i o ). Integramos (3.1,1) manteniendo durante l a integración 

e l valor de 0" constante e igual a (f^ en e l término 
de l a derecha en (3.1.1) : 

(3.1.3) - + J í f (o; , t ) 

La integración se. efectúa desde e l valor t ^ del tiempo 
(que podemos tomar igual a cero) para e l cual CT vale 0^, 
hasta un tiempo t cualquiera . 

Conocida l a corrección (T̂  dada por (3.1.3) podemos 
integrar (3.1.1) poniendo (f^ en lugar de <r̂  en e l 
miem.bro de l a derecha, l o que dará 

(3.1.4) = ^ / f ̂ ^1'"^^ 

donde encontramos l a d i f i c u l t a d de que teniendo *̂  ((T^ ,t) 
una expresión relatiLvamente s e n c i l l a , puede dar origen a 
^(C r ^ , t) engorrosa. Paliamos este inconveniente desarro­
llando en serie de Taylor l a función y- tomando sólo 
términos hasta primer orden en' £ (formalmente);, dado 
que hemos efectuado sólo l a primera integración. Empezamos 
a discrepar del método de Picard. 

Así (3.1.4) se convierte'en 

(3.1.5) = íT̂  •|.J(<f?(<r ,t) 4- DY(r^,t)(J^(r^,t)) dt = 

Análogamente obtenemos (T^ mediante 

^3 = ̂ o + [ c f ( , t ) + Dcf(r ,t)(ár 4.i(T^) f r^,^){&<r^a<^^) dt 
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en. donde se han introducido términos de segundo orden en l a 
expresión de l a derecha en (3.1.1)»? 

Be ahora en adelante prescindiremos de indicar e l punto 
en que se evalúan las diferenciales sucesivas de l a función 
Y f entendiendo siempre que es en e l pimto (f^ . Hótese 
que l a diferenciación se l l e v a sólo a cabo respecto a l a 
primera variable. 

E l método it e r a t i v o es ya evidente y vamos a tratar 
e l término general en e l próximo apartado.. 

íy,2,-^ Obtención de l a s perturbaciones de orden arbitrario, 

Empezamos con l a siguiente 

3.2.1.Definición.- Iilamamos k-ésimo operador de i t e r a -
L, definido sobre 

por l a siguiente expresión : 
ción L, definido sobre k vectores de E a l dado k 

(3.2.2) Iî (v̂ ,V2,..»,Vĵ ) = I (D^^?)(v^,V2,..*,T^) dt . 

Para k = o convenimos en 
í 
l|?(cr^,t) dt . 

Eventualmente los vectores v^ ( i — 1 fc) pueden 
ser aplicaciones de un cierto abierto de- R (en donde 
varía t ) en E . 

3'.2.3.Teorema.- Sean C , C, = (T 4- i r o 1 o o 
^k4-l ~ ^k. ̂  **** "̂ ^ sucesión de funciones obtenidas 
por e l método i t e r a t i v o expuesto en ^3.1. , soluciones 
aproximadas de l a ecuación. (3.1.1) en e l método clásico. 
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Entonces 

a) (3.2.4) 

o o 

k+l 

, Í-4-...4-Í, = k+l-j 1̂ 2̂ 

^ 0 , h = 1 * 3' 
(en donde deben considerarse todas las permutaciones posibles 
de ± f,,^,±,. cumpliendo i 4. ... 4 - i . = k 4 - l - j ) . 4 - 3 = i 3 

b)) Formalmente 0( (T^) = £ k4-l k ^ o . 

c) La suma de todos los coeficientes numéricos en ó (T. 
(Habida cuenta de las simetrías) viene dada por 

.k 

k4-l 

(k 4- 2)^ 
(k 4- 1 ) ! 

k ^ o 

d) En A^, haj un t o t a l de 
k 

2 k 

k k 4- 1 

téminos, siendo k o , 

e)) Se puede calcular á 0"̂  directamente a p a r t i r de 
Y y de sus diferenciales sucesivas, viniendo dada su ex­
presión por : 

( 3 . 2 . 5 ) k ^ 1 

k.. ̂  1 
2' 

c 
k. k.. 3 
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en donde cada operador k. D 
se aplica a k. vectores 

y e l último eslabón en cada cadena de aplicaciones es Ii^ • 
Obsérvese que esta fórmula permite dar directamente las per­
turbaciones de cualquier orden en e l método clásico. 

Bemostración í a) y b) van íntimamente relacionades , 
ya que escogemos en ÚZ k4-l los términos de l a dereclia de 
(3.1.1) que nos darán formalmente hasta orden k 4- 2 , Como 
B̂- {|? l o consideramos de orden 1 , l a suma de los demás 
órdenes debe ser k 4- 1 . Bado que L. se aplica a 3 3 
vectores ^ cT, y e l orden de cada uno de éstos es 

se obtiene de inmediato que 

1 
I = k 4- 1 - ji 

c) Es un ejercicio de combinatoria que vamos a esquema­
t i z a r . Se tiene de inmediato l a validez de l a fórmula para 
k = 0,1,2. Procedamos por inducción ; Supuesto cierto hasta 

debe ser 
k4-l 

(3.2.6> ^ 
D-1 3Í 

$ (ij+1) k 

3i h ^ l (k4.1)l 

O, equivalentemente : 

k4.1 

j=l ^ 
(k4-l)! 

i « 1 '... j 
TT ( i j , 4 . i ) ^ ^ 
h=l ^ 

= (k|.2)-

Es Inmediato que se deberá cumplir 
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k+l 

(3.2.7) ^ 
/k4-l 

3-: 
(k4-l-n)'. 

i , ! ... i .! ( i ^ U ) 
V I 

k k4-l 
(k+1)^ - ^ 

3=1 q=0 

k 

<1/ 

k 
kW-ól (m) k+l-j 

Para e l l o bastará que sean iguales en (3.2.7) l o s suman­
dos con l a misma j , o sea 

M I 
3 i.,» ... i..í f i±^m ^ = (k+i) 

hi;=l 
Es decir, con e l cambio de nomenclatura k4-l-3 
llamando 

kW-J 

f (b,á); a b! 3 a -1 
r T T (a,+l) ^ , 

3 
a_! , a ,1 * ' ^ l i 1 3 li=l 

debe cumplirse 

> a, = b , a^ ^ o. 
¿ 1 ^ ^ 

.sb-1 (3.2.8) ' í^(b,3) = 3(^4-3) 

Trivialmente (3.2,8) es cierto s i gbl, ¥b é N . 
Supuesto cierto para j , veamos qué l o es para j4-l . 
Apoyándonos en l a hipótesis de inducción, descomponemos 
b en b^ ^ ^2 * ^1 ®^ ^ , partes y b^ en xma. 
Para estos dos es c i e r t a (3.2,8); luego haciendo recorrer a 
bg todos los valores desde o hasta b y sumando, 
obtenemos : 

b 

1 
k=o 

J (b.4.3-1̂ )̂ "̂ '"̂  (k4-l)^'-^ (b,34.l) l (34.l)(b4.j.M)^ 
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Para probarlo usamog l a fórmula de Abel (Journal Crelle, 1826) 
[95] : 

m , 
(3.2.9) (C4.a)"̂ == (n 

válida V d é R . S i d = - l y c = l : 
m 

c(c-nd)̂ "-̂ (a4.nd)°̂ -̂  

(a4.1)^= l m 
í— VH/ li=o ^ ' 

/„, \ n ~ l , .m-n (li-ny (a-n) 

Se tiene, pues : 

(3fl)(b4.3+l)"^"'^ - (b4.34.l)^ - b;(b4-34'l)^*"^ 

- 5 7 Í^)(n«)^^^(b4.j-n)^-^ ~ b.|"^ 
np:0 •Oí=0 ^ 

b - l (14-n)^-^(b4.3-n);^-^" 

(3.2.9) coni3it=b, a^b-l-j (3.2.9) con m=b-l, aí=b4-3 

^>-l b (b,4.3-n) - b-1' b (b4.3-.n)^-^-^ (n4.1)''-^ 4- (b4-l)^-^ 

b) 
" E T n> j(Ti4-3-ii)°'"''"'-(n4.1)'''"'- =a^(b,34-l) d.e.d. 

TV!—rs V • n?=o 
,b~n-l, .,vn-l 

De aquí sacamos como consecuencia que s i "L^ es del 
orden de £, y en l a composición e integración no dismi­
nuye e l orden (lo que puede ocurrir debido a l a s resonancias) 
(ver también Iioomis 78 ), se tiene : 

(3.2 .10) á r = 0 ( f £-^1 Ii2±i¿±); 
0 

en l a hipótesis de que todas las derivadas son de orden"de 
magnitud parecido. Esto de un valor de e"*"̂  como radio 
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de convergencia de (3.2.1o). Con las hipótesis mencionadas 
ésta sería l a cota que habría que imponer a l pequeño pará­
metro £ para conseguir convergencia en e l método clásico. 
También puede obtenerse e l radio de convergencia s i se d i s ­
pone de acotaciones de l a norma de L̂ ^ • 

d) Nos referimos aquí a l número t o t a l de sumandos en 
(3.2.4) haciendo caso omiso de sus coeficientes (lo que tiene 
interés en e l cálculo efectivo como comprobación de que no 
omitimos ningún término). Evidentemente e l teorema de Schwarz 
permitirá agrupar algunos de los términos debido a l a simetría 
de D y , pero no tenemos ahora en cuenta esta reducción, 
(liótese sin embargo que es importante, como se indica en 
(3.2.11)). 

0 1 z 3 4 5 6 
n.9 de sumandos sin contar simetría 1 1 2 5 14 42 132 

n2 de sumandos contando- simetría 1 1 2 4 9 2o 48 

3.2.11 Tabla 

S i llamamos a^ a l número de términos en ácT̂  , se 
tiene: 

Debemos h a l l a r l a expresión de *, Probaremos por in­
ducción que 

2k 
2k 4- 1 

Supuesta c i e r t a l a fórmula para ks=o,l,,,.,n , debe 
cvimplirse : 

(3.2.12) n4-2 
2n4-2 
n4-l 

n 
= E 
k=o 

(2 k 2n-2k 
\ n-k i 

1 
k4-1 n- k4-1 
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Probar (3.2.12) equivale a demostrar que 

feo ^ ^ ^ ̂  2 ' 
siendo b^ = 1 , y 

(3.2.13) SSMlí-=mL . 
^ (2n-2k4-l)(k4-l) 

Dado que esta expresión corresponde a una progresión 
Mpergeométrica cuya suma no se conoce en e l caso general, 
procedemos a sismarla directamente. 

De (3.2.13) obtenemos 

\ Vk4.1 _ ^ 
b, - b , k ~ l n̂ -k 

que da inmediatamente b, = b , , b = 1 . Por ' ' £, n—k n tanto 

nv-l n-1 n-1 
J ~ (n>-2k)b; = o , l o que implica n "b,̂  = 2 ^^v' 
k=l ^ k=l ^ k=l ^ 

Sea Cj^ = (k4-l)b^ * Se tiene 

CT^(2n^2k4-l) = Cj^_^(2k-l) (n-k4-2) , k = 1 -i. n , 

Sumando m̂  a m. 57 simplificando' 

nc = (n4-l)c 4-n 'o 
^n^l 
k=l k (n4.1) i í \ = ̂  » 

es decir : 
n*-l n-1 

k=l k=l 

n-1 n-1 
kr=l k=l ^ 

0 
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sistema del que se obtiene 

e) Es inmediato a p a r t i r de l a expresión dada em a) 
para ^ • 

Nótese que s i (3.1*1) es de l a forma 

(3.2.14) 5" = I T %i<r, t) 
i ^ l 

con Y. = OC obtienen fórmulas análogas a l a s dadas 

para l a contribución de orden a l a solución de (3.1.1) 
Guiados por (3.2.1) introducimos l a 

3.2,15.Definición-*-- Llamamos operador de iteración L, . — — ] : ^ • k,m 
definido sobre k vectores a l dado por . 

Como caso particular se encuentrart los operadores definidos 
anteriormente : L, = L, . 

k k j l 
Hacemos extensiva l a observación efectuada en (3,2.1), 

3»2«16, Teorema. - E l término de orden k 4-\l ' en l a 
solución formal de (3.2,14) viene dado por 

k ^ 1 .v- , • ' — .'̂  '\ 
2̂ 

en donde cada operador L, se aplica a k, vectores 
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y e l liltiirao eslatóm en cada cadena de aplicaciones es de l a 

forma L . 
o,m. 

La demostración es idéntica a l a de (3.2.3) 



67 

Capítulo 4 

El» TEOREMA. DE LAGRANGE Y LA COMPARACIOIf DE LOS MÉTODOS 

EOmiALES DE LA TEORÍA DE PERTURBACIONES 

Introducción. 
Dejando para más adelante l a descripción yr comentario 

acerca de l o s diversos métodos ut i l i z a d o s , digamos sólo que 
el problema central consiste en h a l l a r una transformación 
canónica que elimine del hamiltoniano los términos de un de­
terminado tipo, de manera que e l hamiltoniano transformado 
sea fácilmente integrable. 

La solución del problema canónico simplificado debe 
transformarse de nuevo a l a s variables i n i c i a l e s . Debemos 
obtener explícitamente una variable que se h a l l a en forma 
implícita con otras variables y parámetros. Es aquí donde 
interviene e l teorema de Lagrange • 

En (4.1.3) se ha obtenido una generalización del citado 
teorema, que engloba todos los casos considerados anterior­
mente, y que, junto con los corolarios que de él se deducen, 
es u t i l i z a d o más adelante. 

Asimismo se presenta en (4.1.8) una extensión del p r i ­
mitivo teorema conservando l a misma apariencia formal. 

En (4.2.3) se demuestra que l a aplicación del teorema de 
Lagrange generalizado es equivalente a los algoritmos de 
Henrard relativos a las series de Lie.. 

Como resultado fundamental se prueba en 4̂.>3. l a 
equivalencia de los métodos clásico, de Deprit y de Lacina, 
que junto a l a s equivalencias ya conocidas (ver ^4*2.) 
producen l a equivalencia formal de todos l o s métodos u t i l i ­
zados en Mecánica Celeste. ' 



68 

Í4.1.- E l teorema de Lagrange. 

Es típico de l a teoría de perturbaciones e l transformar 
(3.1.1) en otra ecuación más s e n c i l l a mediante cambios de 
variable, h a l l a r l a solución de l a nueva ecuación y deshacer 
los cambios. Esto obliga a dar métodos para desarrollar una 
función en serie de Taylor en términos de otra función. E l 
primer teorema en este sentido para funciones de 1 var i a ­
ble compleja es e l teorema de Lagrange (Whittaker-Watson [l23j ) 
Actualmente dicho teorema se obtiene como consecuencia del 

4.1.1.Teorema (Teixeira).- Sea f(z) analítica en 
A , región en forma de corona con borde exterior C e 
in t e r i o r c ; sea 9 (z), analítica en C y en el recinto 
que l i m i t a C , poseiendo en éste un ánico cero a que 
suponemos simple y t a l que para un cierto x A , 

Vz É C , \0(x)\ <dJ9(z) í\7z'éc (9'(x)| > (&(z') 

Entonces se tiene 

com 
A = 

m 2iTÍn 

E =: 
n 2|lin f d z 

4.1.2.Corolario (Teorema de Lagrange),- Sea C un 
camino cerrado simple que rodea un punto a , Sean f , g 
analíticas en C y en l a región A que éste l i m i t a , y 
sea t a l que \/z é C se cumpla xg(z) < |z - a| • 
Entonces y = a 4- xg(y) tiene una única raíz y en 
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A y se tiene : 

r — n .n-1 

n=l da 
f'(a)-(g(a)) n 

La demostración de (4.1.1) y (4.1.2)'. puede hallarse 
en 123 p.131-133 . 

Generalizaciones del teorema de Lagrange se hallan en 
Dieudonné [31] p.271 y Hagihara [52] yol.I,p . l l 7 y Vol.II, 
p .399. Sin embargo en Mecánica Celeste éstas son in s u f i c i e n ­
tes. Vamos a estudiar e l caso en que se tienen relaciones 
más generales entre y y a | permitiremos que e l paráme­
tro (vectorial) x intervenga en f y ésta será una fun­
ción ve c t o r i a l . 

Obtenemos e l siguiente resultado s 

4.1.3.Teorema.- Sean gCy^x) , f(y,x). funciones ana­
líticas en un entorno de (a,o) . Consideremos l a relación 
g(y,x) = a ; sean g(a,o) = o , Dyg(a,o) un isomor-
fismo , f(y,x) € , con y c TJ c c"' , x e V c . 
Entonces : 

^ , ( « 

k! f(y,x) = P(a,x). = f(a,o) 4- Z ^ ^ T ^ i^)^' * 

,(k) 
k=l 

, que depende de f y g , pertenece a en donde F 
U? m ^ m 
¿(C^ X ... X C , C^) y viene dado por 

P (k) 
k,h^,h. 

o< 
k,h^,h, 
r,s,q 

0 ^ D -̂D ^ f • 
""^l* * * •'"̂ q * * * * 

^ " •((D^'-y) \ . . . , ( L S ) ^) 
q ^ ^ 

\ X y 

s r 

r. = h_ , h, ̂  o , r, - 1 
y=a 
x=o 
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con tr -u 

(ó abreviadamente C • i abreviamos también de ahora 
r,s,q 

^n adelante l a s condiciones sobre e l sumatorio en l a forma 
k 

indicada)', y obteniéndose por rectirrencia mediante 

, - V k,h h., h s r s r 

Ilota : Obsérvese l a relación de l o s coeficientes G 
con los coeficientes de fafe d i Bruno (Hagihara {52^ Y o l , I I , 
p , 3 9 8 , Abramowitz-StegTon 2 J p . 8 2 3 , 8 2 4 ) , y con l o s números 
de S t i r l i n g de 2S especie, así como con; e l Master Theorem 
de Mac Mahon ( 9 ^ p , 1 7 ) « Compárense con los obtenidos para 
e l método de von Zeipel en 4 3 • 

Demostración : Apliqúese e l teorema de l a función implí­
c i t a y calcúlese. E l valor del coeficiente se obtiene por 
inducción. 

En l a s aplicaciones es corriente e l caso en que D g = I 
En particular es de especial interés e l caso en que e l paso 
de a a y es"próximo a l a identidad" , es decir 

y = a i . h(y){x) , 

siendo h t U — » ^ ((D'̂ ,€̂ ) ; g(y,x) = y - h(y){x) . 

Entonces Dy,g = I - Dyh(x) , D^g = - Dyh(x) , D^g = -h 
k > l 
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D h , con lo que se obtiene e l 
y ' 

k > l 

4.1.4.Corolario'.- Con las hipótesis anteriores : 

= h(a) 
X = o 
y = a 

x= o 
y= a 

k,l,k k s r s T 

k,l,k x= o 
_ y= a 

r,s,q 

Habitualmente f es sólo función Se: y , S i no es 
así, podemos e s c r i b i r 

y expresar cada una de l a s f ^ en términos de x y a * 
Trivialmente : 

4;¿1.5;'.Corolario'>- Con l a s hipótesis anteriores se tiene 

con F^^^ = f(a) , y para k 2i 1 

k,o,k k 3^ r 3 r 

fc,o,k„ 
c?C k^ / o 

S i l a transformación "próxima a l a identidad" adopta l a 
forma 

y = a 4. z T h-..(y)-í4̂  con h., : U ^(c"^x . f l x€^;C^: 
ó s 1 3- '̂ ^ 
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debemos modificar los resxiltados obtenidos. Es üimediato que 

D|g(a) = -h^(a) , Dyg(a) = I , D^gCa) = o , D^D^g(a) = 
J > o 3 > 1 

r 
= -D h. , con l o que llegamos a l 

y 3 
4,1,6,0orolario,.- En l a s hipótesis precedeniíes, es váli­

da l a expresión en (4,1.5) y l a de (4*1,4) se modifica obte­
niendo : 

^fV.tVo Po s_ r- r 

r,s,q 

E l caso en que m = 1 , esto es, l a transformación-
próxima a l a identidad depende de un único parámetro : 
y = a 4- xg(y) se tiene obviamente : 

y=a 
x==o 

dx = g(y) , y(o) = a , ̂  = D f-g , f(x=o)= f(y=a) 
X=0 uji. y 

Podemos aplicar entonces l a técnica introducida en ^3.2, con 
Y " s(y)' ó ^= Py.í*g para obtener l a expresión de 
y , f en función de x • Encontramos asi de nuevo l a s fór­
mulas dadas en (4.1.4),(4.1.5). Obsérvese que por ser 
independiente de x l a integración da los factores 

X /k! , Así e l teorema de Lagrange generalizado se obtiene 
del método clásico de perturbaciones. S i ^ es sólo fun­
ción de y e l método vale para m 1 , 

Las expresiones dadas en (4.1.4), (4.1.5) pueden ob­
tenerse de forma elegante (Peagin-Gottlieb |39 ) mediante 
las fórmulas recurrentes : ' 
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r=o 
k-1 
\ r / 

s=o V s y 

D p(^-^-^^(a)G^^>(a) 
ct 

Iniciadas con 
= f(a) , 

G^°) = h(a) , 

(en donde abre-viamos : \ t ( ^ ) =̂  Dy^(y) 
r+l 

Nótese que G^^^(a) é ^ ( C ^ x .i» x ; C^) y que 

Serla interesante disponer de fórmulas análogas a l a s 
dadas en e l primitivo teorema de líagrange. Para e l l o debemos 
introducir l a 

D r : ü — » * y 4.1,7«.Definición.- Sean y 6 U c c 

- 4 ;£(c";«;P) , i U — * ^Ce"';c'^) , l = l * m . 

Suponemos I^y^ » ^ i ̂  to^Cü) .Sea ^= (lí̂ r;ŝ ,.,»,ŝ ) • 

Llamaremos derivada contractiva de ^ a l a d e f i -
nida mediante 

(D^r(y);s^(y),.. ,s^(y)) 4. m (m-1)! ¥3 
(Dyr(y);s^(y), 

...,s^,DyS^(y).s^(y),,,.,s^(y),.,.,s^(y)) 

donde * s i g n i f i c a suprimir. Análogamente se definen l a s 
derivadas sucesivas, llegando después de m-1 derivacio­
nes a expresiones de l a forma 

(Dyr(y);w^(y),,,,,Wj^(y)) 
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que tomaremos como D r(y)(w (y),...,w (y)) 

4.1.8.Proposición.- En las hipótesis de ( 4 . 1 . 5 ) , se tiene 

F^^^Ca) ^f^rDT;h,hv.T.,h k-1 
a L~a" 

k. 
k ^ 1 . 

Demostración : Para k = 1 es trivialmente cierto 
teniendo en cuenta (4.1.-4) y (4*1#5) . Supuesto cierto para 
k debemos comprobar que 

k-1 ' 
a 

E l segundo mieHbro podemos considerarlo igual a 

ro & 1 r ^ D„f|h,...,h 4- (k4-l) D^f|D h(a).h(a),h(a),,,.,h(a)| a L a a j 

habida cuenta de l a simetría de D f .- E l primer miembro, 

utilizando e l hecho de que D f = 'h , nos da 
X a 

k-í-1 

k. .k. 

=3) 
k-1 
a D„f;h,...,h 

a 
D^f ;D h(a) •h(a) ,h(a),.. • ,h(a) 

4- k D f jD h(a) •h(a) ,h(a) , ̂ „. ,h(a) a a 

con l o que queda probada l a proposición. 

( 4 . 2 . - Exposición de diversos tipos de métoaos. 

Excepto e l método clásico que ha consti•buido e l objeto 
del capítulo anterior, todos los demás procedimientos u t i l i ­
zados en l a teoría de perturbaciones se aplican a ecuaciones 
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en forma canónica, s i bien se generalizan posteriormente a 
ecuaciones no canónicas. Además toda ecuación diferencial 
puede ponerse en forma canónica simplemente doblando e l nú­
mero de variables (ver Dirac [32]). La idea esencial en todos 
los procedimientos es l a resolución de l a ecuación de 
HamiltOKi-Jacobi por un método i t e r a t i v o . 

Podemos agrupar l o s métodos en tres amplias clases : 
Teoría de promedios, series de L i e , y obtención de integra­
les primeras. E l texto de Giacaglia £44] es una referencia 
standard de dicbos métodos. 

a) La teoría de promedios se u t i l i z a en Mecánica Celes­
te desde los trabajos de Lindstedt [77] refundidos por Ppitir-
caré 98]vol.II . Posteriormente e l método fue redescubierto 
por von Zeipel |l27j quién l o aplicó a l estudio del movimien­
to de pequeños planetas. 

La teoría de promedios toma cuerpo matemático con los 
trabajos de Bogoliubov, E r i l o v y Mitropolsky [l3J » Morrison 
ofrece en |87| una clara exposición y observa cómo e l méto­
do de promedios es una generalización del de Lindstedt-
-Poincaré-von Zeipel. 

E l carácter canónico de un sistema de ecuaciones puede 
perderse a l promediar, pero Burshtein y Solov'ev 15] mues-
treja cómo escoger las funciones a r b i t r a r i a s que se introducen 
en e l método para recobrar e l carácter canónico. Y.Y.Lari-
í̂ eva 73 ofrece una interesante discusión de los promedios 
de orden superior con acotación de lo s errores producidos 
en un intervalo de tiempo f i n i t o . 

Zabreíko et a l . [l26j muestran cómo, en ciertos casos, 
e l método de los promedios se obtiene como consecuencia del 
teorema de l a función implícita del análisis funcional. 

Morrison ¡86] obtiene e l método del desarrollo en 2 
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variables (lenta y rápida) debido a Kevorkian [SG] como caso 
par t i c i i l a r de l a teoría de promedios, ün método de promediar 
distinto del standard l l e v a a Dilibe r t o a su teoría de super­
f i c i e s periódicas Í33j. En Arnol'd-Avez ([9]p.lo3) se ofre­
cen ideas penetrantes de dicho procedimiento. (Véase también 
§5.3.). 

Musen [93] y Giacaglia [43J han dado l a forma de obtener 
los términos de cualquier orden del método de von Zeipel, 
Este ha sido aplicado con éxito por Brouwer ([l4jp.562) en 
e l estudio del efecto de ®^ ̂  satélite terrestre. 
Un detallado estudio del mismo problema con incorporación-
de armónicos zonales puede verse en Calvo l 8 j • 

l a convergencia del método de von Zeipel excepto para 
un conjirnto de condiciones i n i c i a l e s de medida de Lebesgue 
pequeña con l a perturbación ha sido establecida por Barrar 
TLJ y I2J con e l método u t i l i z a d o en e l teorema de 

Kolmogorov-Arnol 'd-Moser ( [67J , [.5] , [89] , [lo4] , [l2oJ ) . Debe 
observarse que Barrar construye actualmente l a solución, 
mientras que Amol'd, para l a mayoría de l a s condiciones 
i n i c i a l e s , construye un toro invariante en e l que se desarro­
l l a e l movimiento perturbado, cerca del toro invariante 
(de idénticas frecuencias) correspondiente a l movimiento 
sin perturbar. 

En síntesis, dado e l sistema 

X = £x(t,x) (t,x) £ A - C R x R ^ 

£ 5= "pequeño parámetro" , se t r a t a de resolver e l s i s t e ­
ma "promediado" í 

siendo X^(x) l i m - I X(t,x) dt , y de acotar x - ̂  
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a l menos para o < t < l/£ . (Véase ^5.3.) (•»). 

En e l método de von Zeipel se trata de construir -una 
transformación canónica para eliminar de un hamiltoniano 
del tipo 

H(y,x,£) = H^(x) 4- £E^íx,y) 4. ... 

los términos en que intervengan las variables angulares • y 
(alómenos parcialmente). 

E l l o se consigue mediante una ftmción generatriz 

W(y,X,£) = y.X 4- £s^(y,X) 4- ¿^S^ij.X) ... 

de l a que se tiene l a transformación- canónica 

y que coincide con l a identidad para £ = o . La su s t i t u ­
ción directa e igualación de términos da í 

m 
BijtDli ,£)) = K(X,g> (E =s nuevo hamiltoniano) , 

= «o • ^ A - V i = ^ - « 1 ' 

S i P es e l operador "promedio respecto a y" tomamos 

K^ = -PE^ , D^B.DS^:.(K^- V ( ^ ) , 

^1 = Jj, i\ - H^)(D^ Ĥ )*"-'- dy^ 4- A^(x) , a r b i t r a r i o , 
3 D 

obteniéndose análoganente l o s demás términos. 

(s) Para un Hamiltoniano en las variables I(acción), ̂ (ángulo), 
se entiende que e l promedio se efectúa respecto a todas l a s 
variables ^ , 
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b) E l método de las serles de Lie (Lie ¡76]p .52, Grüb-
ner ¡̂ 5o' ), ha sido u t i l i z a d o recientemente en teoría de per­
turbaciones (véase si n embargo Leimanis 75|p . l21) . E l p r i ­
mero en aplicarlo a Mecánica Celeste parece ser Hori [psj 

para sistemas canónicos, quien posteriormente establece su 
equivalencia con vonZeipel 57j y l o generaliza más adelante 
a sistemas no canónicos [58 . Esta generalización, ha sido 
también establecida independientemente por Calvo | l7j . 

Posteriormente (y mencionando de pasada e l trabajo de 
Sersic l o S j ) , es Deprit f28j quien reaviva e l interés por 
las series de L i e , destacando l a sistematización en l a tran-
formación del Hamiltoniano y en e l cambio d i r ^ t o e inverso 
de variables. Como en e l método de promedios, se busca un̂  
nuevo hamiltoniano en e l que, por ejemplo, desaparezcan l a s 
variables angulares. Véase l a aplicación a l caso de un saté­
l i t e a r t i f i c i a l (Deprit 3o}) perturbado sólo por ¿T̂  o a l 
método de normalización de Birkhoff ( 29J ) de l a transfor­
mación de Deprit. Este método ha sido generalizado por 
Eamel 59 quien luego l o aplicó a problemas no canónicos 
60 . Henrard sistematiza l a teoría de l a s series de Lie 
aplicadas a perturbaciones de sistemas cualesquiera e x p l i c i -
tando todos l o s algoritmos 54] (ver 4 . 2 . 1 ) . Posteriormente 
Kamel 61J compara e l método de Deprit generalizado aplicado 
a un sistema no hamiltoniano y e l método i n i c i a l aplicado a 
l a hamiltonianización del mismo problema, comprobando su 
equivalencia. 

Campbell y Jefferys [2I (así como posteriormente Mers-
man 82 ) comprueban l a s equivalencias de l a s formulaciones 
de Hori y Deprit explicitando las relaciones entre funciones 
generatrices hasta 6s orden (ayudados del LISP); Sliniad IOTJ 
demuestra l a equivalencia de los métodos de von Zeipel y de 
Li e , equivalencia completada por Mersman 83] que l a hace 
extensiva a l método de Hori. Rapaport l o l muestra l a equi-
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valencia de los métodos de Deprit y Hori sin pasar por l a 
función generatriz de von Zeipel. J'inalmente Stern[ll6] to­
mando en consideración transformaciones canónicas (próximas 
a l a identidad) directas, con carácter general, encuentra 
e l método de von Zeipel o e l de Lie según las funciones 
(arbitrarias en su método) que escoja. 

Exponemos a continuación e l método de la s series de Lie 
en l a formulación dada por Henrard [pAj : 

Sea X = X(y,£) l a transformación y¿ U c — ^ x € R' 
dependiente de £. é R dada por 

.n 

dx 
de 

suponiendo W analítica en 
cero. La expresión de x es 

=. W(x,£) , x(o) = y , 

£ en un cierto entorno de 

x(y,£) = X = ^ ¿ T D ^ 

siendo Df(x,¿) = 

X = y 
S = o 

Sea y = Y(x,¿) 
l a transformación inversa. 

S i l a evolución de x viene regida por ecuaciones 
canónicas entonces W es e l gradiente simpléctico (ver 
Souriau 115 p.87) de ima función l y j j ' y se tiene 

cuando 0 es una función escalar. 
Sean 0 y P una función escalar y im. campo vecto-

r i a l n-dimensional respectivamente, y (̂̂ ''̂ ) -̂ ^̂  
aplicaciones 
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"¿W 0ix,í) =- f (y, ) = ^(x(y,£),¿) 

2(w) P(x,E) = Q(y, ) = ^[D^Y . pj 
x= X(y,€) 

Se "tiene 
(4>-2>l) Algoritmo I : S i í2Í(x,£) = Z"|r 

o 
oo 

entonces 

^ ni n+ 1 ^ ' o 

(y) 

con 

Í 3 - 1 

(4.2.2) Algoritmo I I í S i P(x,E) = ¿ ^ (x) ? 

entonces 

ni o 

con 
^(n) ^ ̂ (o)) 
o m 

n , 
T 13/ áfH-j * 13- 3. o 

i - 1 
1 - 1 

k - l 1, , . . íi f = D f *W - D W k i-k,3 . m X m x m 

S i e l cambio de variables que hacemos es canónico basta 
saber transformar funciones escalares. Obsérvese que a l 
transformar e l campo P se obtiene e l campo Q no en 
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l a "base sino en l a base nueva por l o 

que en realidad debemos Moer e l cambio de l a función 
n-dimensional D Y.P 

4.2.3*Proposición.- Iios algoritmos I y I I del méto­
do de las series de Lie t a l como se lian expuesto, producen 
e l mismo resultado que (4.1.3) • 

Demostración : Utilizando l a notación del ^3-2. tenemos 

D 

Sea 2 = D ^ ; D j r = D_ ""z =-
X Jfc-1 

X 

k-l,p ,p p s r s r 
^r,B,q' ^^^S^^^^^^--^^^""^ 

oí 
k-l,p^,P2 
r,s,q X=:0 

Basta ahora aplic a r l a expresión de f de (4.1.3) 
con los valores de D y obtenidos,para encontrar e l mismo 
resultado que en (4.2.1) . 

La comprobación para campos vectoriales es más laboriosa 
y e l uso del teorema de Lagrange exije más esfuerzo que 
(4.2.2), dig-no de todo elogio. En efecto, conociendo D^ 

y=a 
x=o 

como se acaba de indicar, hay que ealcu3-ar D a(y) mediante 

k (4,2,4) D,a(y) = 
k,p.,,p^ p p., 
O ^ h ^(-D ^y| r,s,q a x ̂  

k,p^,P2 
•r,s,q p^ o 

) ( ( D ^ M , í - . . ) 
¡/:=a ^ 
x=o 

a^y 
x=o' 
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Como se ha indicado antes de {4.1»5)', s i 
se reduce a l caso de (4.1.3). En nuestro problema 

con 
y 

3=0 3 

Se tiene-
f 1 - ^ P)B'»D a . P. 

m?=o X y k-m 

obteniéndose a por derivación de (4.2.4)*. 
X y 

irótese, pues, que e l método de l a s series de l i e produ­
ce análogos resxiltados a l teorema de Lagrange (véase G r i f f i t h 

49 )para un caso muŷ  particular de (4.2.3)» Sin embargo 
(4.1.3),' permite trabajar con relaciones mas generales que 
las series de Lie. Por ejemplo, relaciones entre a e y 
implícitas ; relaciones dadas por 

• • 

conociendo D'̂ y j = o + k-1 en función de x y a j 
permite e l uso del parámetro' x m-dimensional ; permite 
trabajar con variables y sometidas a ligaduras (variables 
sobreabundantes como se l a s llama en l a l i t e r a t u r a de Mecá­
nica Celeste), eta. Pueden transformarse también funciones 
vectoriales. En realidad (4 .1 .3) es l a base de cualquier 
transformación de variables, funciones o campos. 

o) Integrales primeras formales : Pinaimente existen 
l o métodos cuyo objetivo es encontrar integrales primeras 
independientes. Admitimos que e l sistema se presenta en forma 
canónica (sabemos que e l l o no es ninguna restricción). 
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Destaquemos primero que además de los teoremas clásicos 
de Eruns, Poincaré y Painlevé (ver\Hagi3iara [52]Yol,II, 
p556-6o4 y 613-639) acerca de l a no existencia de ciertos 
tipos de integrales primeras distintas de las clásicas en 
e l problema de m cuerpos, se sabe (£108 ) que no existen 
integrales primerag analíticas en e l entorno de un punto s i n ­
gular, e incluso ( 88j) que no existen integrales para 
un conjunto denso de sistemas hamiltonianos. E l l o no impide 
que existan para determinados valores de los parámetros de 
l a perturbación. Nos limitaremos aquí, como en l o que preceda, 
a l carácter formal. 

E.I.Whittaker ¡122] introduce l a s integrales adélficas 
o integrales primeras foimales en 1916 {<íí\fiH¿S~ hemana^ 
das, por ester íntimamente relacionadas con la, integral de 
l a energía). Fundamentalmente (J44]p»91) basta imponer 
'|ir,(j| = o , siendo G l a integral buscada. S i £ es 
un pequeño parámetro y 

escribimos también 

G Ĝ  ^ EG^ + £^ Gg 4. 

S i - ô̂ -̂ ^ siendo p l o s momentos, puede es­
cogerse como Ĝ  cualquier funcióm a r b i t r a r i a de . p , 
para que JH^, = 0 . Identificando : 

Hg , G^l =0, etc. 

l o que permite obtener (a menos de funciones a r b i t r a r i a s de 
la s fruiciones Ĝ  , Ĝ  , etc. 
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Se sabe (RUsmanm I 0 2 ] , [103] ) q.ue para n = 2 s i e l 
método de l a integral adélfica converge, entonces también 
converge l a normalización de Birkhoff• 

Las integrales adélficas han cobrado interés en los 
trabajos de ContopoixLos ([25j) y otros, bajo e l nombre de 
tercera integral,(debido a que aparece ima f\mción que se 
comporta como integral (aislante) en problemas de dinámica 
galáctica, junto con l a del momento y l a de l a energía). 

Es de destacar que bajo e l ptinto de v i s t a numérico, 
para "pequeñas perturbaciones", l a s "integrales" adélficas 
se comportan efectivamente como integrales (Henon-Heiles[53j) 

Un procedimiento para obtener 2 n integrales adél­
fi c a s en involución (incluyendo l a de l a energía) para s i s ­
temas hamiltonianos perturbados próximos a amo integrable 
ha sido dado por Lacina ( 71 ), pero será comentado en e l 
próximo apartado. 

| .4 ,3 , - Comparación del método de Lacina con e l método 
de Deprit y con e l método clásico. 

Yamos a comparar ahora no l a s imágenes por diversas 
transformaciones de funciones escalares o vectoriales 
(que deben ser todas casos particulares más o menos elabora­
dos de (4 ,1 ,3)) , sino directamente l a s soluciones de s i s t e ­
mas hamiltonianos. Empezamos con un resumen del método de 
Lacina, 

Sea E = W (q,p) 4 - 2 7 H (q,p) e l hamil-
° n :̂ 1 ^ 

toniano de un sistema con N grados de l i b e r t a d , para e l 
que se supone que es integrable en e l sentido de Liou-
v i l l e , o sea, que existen N integrales primeras indepen­
dientes. Entonces obviamente se podrá tomar como variables 
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dichas integrales y se tiene H = H (p); . S i D E / o 
o o % ° 

(lo cual es cierto con un eventualxcambio de índices s i no 
estamos en un ¡punto de e q u i l i b r i o ) , l a transformación canó­
nica que tiene por función generatriz 

t = - ( p ) . ^ - g P^.Q^ 

convierte e l hamiltoniano en H^(P,Q) = • Suponemos de 
ahora en adelante que se u t i l i z a n estas nuevas variables y 
suprimimos /v para s i m p l i f i c a r . 

Se buscan por iteración las funciones 

de forma que e l paso (P,Q) —-> (<r,W) sea canónico y t a l 
que . 

J.- H = H -i- T W 
1 o C- A 21 

Se tendrá entonces 

Ita solución obtenida por Lacina [ T I J es i 

^r 

k,n ( \ « n - i ; K . B ' M ^ " ' ^ í ' ' ' ' ' ' ' ' 

k s=l ' ' 

W. 
n-l 

k s=l k,s* n-s 

n Nótese que ^ 
s=o 

A, , H k,s ' n-s = o s i A = W ó tí', es decir. 

que Jj^ , V/̂  son integrales adélficas. 
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Inmedia-tamente se tiene J = ote, (k = 1 + N) , 

W, - S, • "b = cte, , y l a s variables i n i c i a l e s P , Q 
se obtienen para cada valor de t a p a r t i r de wa sistema 
de 2N ecuaciones. 

E l método de Deprit ( [ 2 8 3 ) , caso particular de l a s series 
de Iiie, permite transformar funciones analíticas en £ y 

en (x,X) 

f(x,X,£) = H i - f^(x,X) 
n ^ o 

mediante e l cambio canónico (3C,X) • -• • •'•> (y,Y) dado por 

sujeto a las condiciones x(o) = y , X(o) = X • La fun­
ción generatriz l4f(x,X, £) la, suponemos analítica en £ 
y en (x,X) : 

n ^ o 
Designamos por L,,r- ó abreviadamente L e l ope-

Wp p 
rador "paréntesis de Poisson con * 3Jp^ = |^' ̂ | • 
La función imagen : 

fCx(y,Y,£),X(y,Y,£);£) = ^ i - f(^)(y,Y) 
" n a o -̂ • „ 

se obtiene por recurrencia mediante Í 

' n n * n n4-l c~\m m4-l in>-m ' o 
m=ô  

Para mostrar l a equivaiencia del método de Deprit con 
el de Lacina construiremos una transformación canónica de 
manera que del hamiltoniano 
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H' = P J-
n ^ o 

H 
ID 

pasemos a K = 3^ . Esta condición nos dará l a fmición 
generatriz S de l a transformación. Acto seguido buscare­
mos las funciones Jj^(P,Q,X) » W^(P,Q,A) que con dicho 
cambio se transformen en funciones independientes de y 
cuyos términos de orden cero son y Q̂^ respectivamente, 
In realidad sólo indicamos los cálculos para Ŵ ,̂ siendo 
idénticos para J. , 

Sea f una función analítica de ¿ (en un entorno 
de o) y en (x,X) (en un entorno de (y,Y)), t a l que 
e l cambio de variables l a convierta en una fimción f(y,T,/l) 
con 
que 

.(1) 

para i 5: 1 , Entonces se obtiene de (4,3*1) 
i ^ 1 , j o . En particular 

n-1 
n-1 n c— 

n-1 
m L .^f ^ = o 

m+l n-l-m-
Explicitando esta relación y habida cuenta de que l a aplicamos 
a f = ff y ff^ = P^ , se tiene 

Ds n n-2 n-1 
m ^n-l-m * m̂-l-1 

que permite determinar S^ de forma recurrente. 

Vamos ahora a por las coordenadas : Sea 

W(P,Q, \) = 2- Q„(P,Q) ~ r = Q n ^ o ^ n. o 

Aplicando l a observación hecha para una f f^^^ sr. o V i - 1 
a W (se entiende a cada una de sus componentes), se tiene : 
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(4.3.2); Q̂^ = - T 
n-1 

Queremos demostrar que 

(4.3.3) = -
k=o ^ ̂  ' 

en donde Q̂^ es l a última componente de Q , asociada 
canónicamente a P„, 

Derivando respecto a hay que probar l a igualdad í 

Ii8 expresión (4.3.3)! y por tanto l a Igualdafl anterior 
son trivialmente ciertas para n = 1 , pues ^S^/^Q^^ = 
y por tanto 

« 1 = - 3 % 

|Q,II^| aojj q.e.d. 

Vamos a v e r i f i c a r (4.3.4) por inducción, s 
n-1 

m=o 
n-1 
V m / •m 

nw2 f n-2-m 

m?=o ^ k=o 
n-l-m 

\ ' \-l-m-k ' ̂  

n-1 n-l^ m-1 
m=l V / 

'^n-l-m '^4-1 ^ ,57 
k=o 

^k»^k4-l 

n-1 , 

feo 
m-1 m-1 

l V l - k ' \ 4 . 1 n-m 

file:///-l-m-k
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Por l o tanto debe anillarse l a función ^ definida por 
l a siguiente expresión : 

(4.3.5) 
n-2 n-2-m 

' m=o k=o 
n - l 
V mj 

•n-l-m 
l^'^n-l-m-kj' V l j " 

1-1 m-1 . -
¿ 1 kts ^"^1 

m Q, n-l-m' ̂ m-k'^k+l 

n- l 
r 
mí=o 

n - l 
L m i Q - ,H ,-, í 4-n-l-m' mí-l 1 Q ,K o n 

n - l m-1 
m;=l k=o 

n - l m-1 
m^l k=o 

n - l m-1 
\m-lj k j 

/n-ll m-r 
V m - l k j 

•^m-l-k'^-tt 

\-l-k'\4.1 

n-mj 

n-m 

Uha adecuada recombinación de Índices y l a identidad de 
Jacobi muestran que los sumandos i s , 22 y 5^ de (4.3.5); 

se compensan para reducirse a 

r r 
3=1 i=o 

/n-l M ¡í 
Í3-l i i ir 

11 42 sumando de. (4.3.5) se compensa con e l término corres­
pondiente a m r=-n-l que aparece en e l 32 j y , finalmente 
l o s restantes términos de éste son idénticos, excepto e l signo 
con los que aparecen en e l 62 sumando, s i tenemos en cuenta 
( 4 . 3 . 2 ) . Con e l l o queda probado e l siguiente 

file:///m-lj
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4.3.6. Teorema.- Para un sistema hamiltoniano obtenido 
por perturbación de uno integrablev^y supuesto no nos encon­
tremos en un punto de e q u i l i b r i o , los métodos de Deprit y de 
Lacina son equivalentes. 

Nótese además que mediante e l algoritmo de Deprit hemos 
construido l a función generatriss del método de Lacina, Com­
párese con Deprit ([28 ) p.l4 , 

En l a práctica l a d i f i c u l t a d del método de Lacina e s t r i ­
ba en e l cálculo de la s primitivas involucradas. 

A continuación comparamos e l método de Lacina con e l 
clásico. Obtenemos e l 

4.3.7. Teorema.^ En l a s mismas hipótesis del teorema 
anterior, l o s métodos de Lacina y clásico son equivalentes. 

Demostración s Supondremos que e l hamiltoniano tiene l a 
expresión s e n c i l l a 

. H = Pj^ 4- )H¡_(Q,P) . 

Esto en realidad no supone restricción (compárese con 
el paso de' (3.2,3) a (3.2.16| , y s i m p l i f i c a l o s cálculos. 

Sean 

\S 
R = 

Debemos integrar e l sistema 

R = - 4. AM(DH5J_) 

en donde e^ es e l vector de 21 componentes todas 
nulas excepto l a 1-ésima que vale 1 , y M es l a matriz 
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M =r 
O 

l a identidad en 
O 

siendo I l a identidad en R 
Excepto para los términos de orden cero en 

cuenta e l segundo sumando • Sea 
R sólo 

iP = M 

Reformulemos e l método de Bacina de l a siguiente forma : 
S i ?l , J son los vectores de componentes V?, , J, , ni ' n .̂^ Jk,n: ' k,n ' 
respectivamente y = 

V i ^ 2) 

n 
n i 

, es inmediato (siendo = O 

que 

(4.3.8) V 
n 

n 

n 

líi 

yo 

Jo 

Obtendremos así 

(4.3.9) 
n > o 

con Q 
n n-l • f 

De esta expresión debemos h a l l a r H en función de Y 
Das componentes de ? son los elementos canónicos del 
problema no perturbado K ~ '2^ , 

La ecuación (4.3.9) es del tipo 

a y - H- n iy) ^ 
i ^ 1 
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y aplicando (4.1.6) habida cuenta de que h. = 3! V. (nóte-
se e l cambio de signo, pues a l efectuar e l cambio de -varia­
bles R Y se tiene — ^ Y/̂^ - cte. - t y 
d\7̂^ = - dt , siendo de ahofa en adelante t •< l a variable 
independiente en l a expresión de R), se tiene : 

R = V 4. r 0^^^ (T) 
k ^ 1 

con 
/n-N Po ( s j r (s > r 

(4.3.1o) 0^^K^ ) D 2 ((JZJ ̂ )]...A0 ^ ) ^) 

k,p^,P2 1=1 
r,s,q ^1 ̂  

en donde se entiende que Y^ f 0 ^ están en función 
de R , que D = D_, y qne después de operar s u s t i -
tuimos R por Y . 

De acuerdo con ('3.2.3), para obtener l a equivalencia 
del método de ¿acina con e l clásico, hay que comprobar que : 

( i j : r, ( i J r 1 
(4.3.11) T-TT FVL y >̂  ---^^^ ^ > 

i r = k , i = 1 
¿ 1 P P P 

puesto que para k = o se tiene 0^^^ ^ que concuer­
da trivialmente con e l i\ (T̂  del método clásico (recordemos 
que en éste e l "pequeño parámetro" X está incluido en i / )« 
Teniendo en cuenta que en (4.3.11) e l sumatorio se extiende 
a todos l o s valores de i , r cumpliendo l a relación i n -

p' p 
dicada y que deberán agruparse todos los términos iguales, 
basta pues, v e r i f i c a r que s i obtenemos Y segán (4.3.8);, 

(k) n y luego 0 según (4.3«lo), se cumple para éstas l a 
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relación : 

(4.3.12)i 0 
p (s ) r (s ) r 

Tí r ' 
i = l . ^ i ' ,k,o,P2 

lo que haremos a continuación con una simple inducción. 
S i escrihimos (4.3.1o):^ para k^l y derivamos respec­

to a t obtenemos para l o s términos en los que p̂ ^ vale 
1 un sumando igual a (4.3.12). E l otro sumando debe ser 
igual a los términos obtenidos con • decir, debe 
cumplirse (integrando) ; 

(4.3.13) 
í 

J 
D 

^ r , s , q / ^ 2 ^ ^ 

1=1 X 

- (s_) r_ (s )• r 
^ ((i^ ^ ) ^ . . , ( ^ M^^) dt 

(D % ); 
1 

(s ) r (s > r 
((0 ^ )>,...,(0 ^ > ̂ ) . 

k4-l,p,,p2 i = l 
r,s,q ' ̂ 1 ^ 

Admitimos de momento que l a derivada respecto a t del 
22 miembro de esta supuesta igualdad es 

(4.3.14); D 2((D 
. (s ) r (s ): r 

k,l,p, 
'r,s,q 

01 
i=-l ^ 

l a aplicación de l a fórmula de Leibnitz a (4.3.14)' en forma 
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adecuada y e l uso de (4.3«12) para valores del índice i n f e r i o ­
res a k+l , válida por hipótesis de inducción, nos conduce a 

iíi 

que es igual a l a derivada respecto a t del miemhro i z ­
quierdo de (4.3.13) q.e.d. 

Por último vamos a v e r i f i c a r la. validez de l a hipótesis 
util i z a d o en esta demostración. Tiene que ser : 

, (s-,) r^ (s„) r 
(4-.3.15); \ 13 \ i(0 ^ > ̂ ,...,(^' ^> 

i = l . k4-l,p^,P2. 
^r,S,q P l ̂  ° 

Po r 1 3? (s ) r 

i= l ^ k,l»Pr, 
3:'»s,q 

Efectuamos l a derivación^y tenemos en cuenta (4.3.8)}. Reco­
pilando términos en D V, para h>, > 1 se tiene que 

este operador se aplica a 
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q. 

q 

1 a r (jO) r 

Í5L = 2̂ 

que es nulo habida cuenta de (4.3.12) para índices menores 
o iguales que k - h^ < k - 1 , 

En d e f i n i t i v a sólo quedan en e l miembro de l a izquierda 
en (4.3.15) los términos procedentes de 

dt 2̂ 
es decir, de 

D ^ (-I>\! f ) = D ((Djy);' y); 
2̂ r . . . X J2 

Estos son precisamente los del miembro de l a derecha. Con eso 
concluye l a demostración de (4 .3 .7) . 
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Opncluslón. ; Se l l e g a asi con l o demostrado, unido a 
los resultados ya clásicos de l a e%uiTalencia Poincaré -
- von Zeipel y von Zeipel - promedios, y a los más modernos 
de equivalencia entre von Zeipel, Hori y Deprit (citados an­
teriormente) , a que todos los métodos que se u t i l i z a n en l a 
teoría de perturbaciones en Mecánica Celeste son formalmente 
equivalentes . En realidad todos el l o s son maneras formales 
de resolver una misma ecuación dife r e n c i a l . 

Hemos supuesto implícitamente 'total ausencia de reso­
nancia y denominadores pequeños, (féase |5>.3»)« 

Sin embargo, l a convergencia para e l método de von Zei­
pel con restricciones de tipo diofántico («) sobre l a s f r e ­
cuencias (ver |4.2, , 5j , -^^j) y e l heclio de que l o s mé­
todos sean formalmente equivalentes permite esperar que, 
con esas restricciones, también l o sean los demás métodos. 
Das experiencias numéricas de Hbnon-Heiles 53j apoyan esta 
conjetura. 

E l teorema de Lagrange en l a forma que l e hemos dado 
(4.1.3) o en las demás variantes de ;^4,1. , es l a base de 
toda teoría de transformaciones de sistemas de ecuaciones 
diferenciales (canónicas o no) . 

(«) Expresa e l hecho de que las frecuencias sean " s u f i c i e n ­
temente" independiente s' sobre Q" . 
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Capiinilo 3'--

PBRgQRBAGIOHES PEI> PROMiEMA PE DOS CUERPOS 

Introducción», 
Definido en (2,6.7) e l problema perturbado de dos cuer­

pos, Tamos a Jiacer algunas observaciones acerac del mismo. 
Consideraremos 2 tipos de perturbaciones : a r t i f i c i a l e s , y 
naturales. Das primeras se presentan, en e l caso de un saté­
l i t e o nave espacial propulsados en e l campo de un primario. 
Estamos aquí interesados en e l estudio del. paso, a duración-, 
indiferente, de una órbita kepleriana a otra» 

Las perturbaciones naturales- son l a s debidas l a atrac­
ción de'otros cuerpos (como en l a s teorías planetarias)- y, 
por ejemplo..en e l caso de un satélite a r t i f i c i a l , a l a no 
esfericidad del primario, efectos atmosféricos, presión de 
radiación, campos eléctricos y magnéticos,,, términos r e l a t i -
id-stas,- etc. 

En" |5.1. se introduce-y estudia e l concepto de aoce--
s i b i l i d a d local,. Ba global queda asegurada,por (•5.1.4)»' 

. De cara, a estabilidad interesan l a s perturbaciones que 
derivan de potencial, como l a no' esfericidad. Este es e l cas-o 
de un satélite a r t i f i c i a l elevado y de relación 3/m pe-' 
qiieña. 

En este caso aparece en determinadas condiciones l a reso- • 
nancia, entre l a s frecuencias. E l efecto de l a misma, l o s ca­
sos que pueden presentarse y algunos ejemplos se,estudian en 
'|5.3« f introduciendo y analizando para diciios ejemplos e l 
,concepto de condición de desbloqueo de cualquier orden. 

' En e l último apartado se muestra l a extensión del teore- . 
ma de Arnol'd • 8 a pasos por resonancia con más de 2 grados 
de l i b e r t a d , y el-efecto de separación de l a s oscilaciones en. 
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regiones resonantes. Ho consideramos aquí l a £-estabilidad 
toroidal (ver §2,5) que puede verse tratada parcialmente en 
113]. 

Para l a . inestabilidad toroidal j e l efecto de un movi­
miento sobre separatrices que se desdoblan por perturbacián, 
ver Amol'd [?]. 

5.1.- Transferencia de órbita de forma óptima y a 
duración indiferente. 

Se desea pasar de una órbita kepleriana B a otra 
6-' Tnfidiante una perturbación I dada por -un motor de 

r t ' 
manera que I dt ( I = | P }( ) sea mínimo y siendo 

; t 
l a órbita osc u l a t r i z en t igual a 0- y en t ' igual 
a 6-', Admitimos que t ' - t no importa en este caso. 

Para ©-, circulares coplanarias son muy populares 
l a s transferencias de Hobmann y biparabólicas ( [38jp.58,61). 
Marchal 79j estudia e l caso de órbitas elípticas coplanarias. 
Gravier, Marchal y Culp ( [46j, [47j , [48]) abordan e l caso de 
órbitas no coplanarias con e , I pequeños, y su aplica­
ción a transferencias de sondas Tierra-Marte, Tierra-Venus 
y viceversa (incluyendo e l efecto de l a esfera de influencia). 
Camarena 2o] ha aplicado l a teoría del control optimal de 
Pontryagin a l estudio de l a transferencia óptima y en p a r t i ­
cular a l efecto de trampolín lunar. Un resumen del estado 
de l a transferencia analítica de órbitas en 1969 se debe a 
Marchal [8oJ, 

Empleando je,c,h^ para s i m p l i f i c a r l a descripción de 
l a órbita osculat r i z perteneciente a l a variedad kepleriana, 



99 

se tiene ([99JP.31) : 

(5.1.1) ¿ " X A l t Í = íl^£ + ¿/tc , h =:= F.x 

(h es innecesario s i c / o). (Véase también [^8lj paxa una 
formulación d i s t i n t a ) . 

Para conseguir e l paso de c,e a una órbita próxima 
con £.4- é£. 4£ debemos aplicar un impulso en 
l a dirección adecuada y en e l momento en que x y & sean 
tales que ál resulte mínimo. Esto es posible conseguirlo 
en principio s i l a duración es indiferente y l a órbita os-
culat r i E es periódica. No tiene importancia e l que e l empuje 
del motor sea pequeño, (basta fraccionar en vueltas sucesivas 
e l impulso t o t a l ) . 

5.1.2.Fota.- S i c = o y X = o trivialmente £ = o» 
h = o . Entonces obtenepios 

(5.1.3) e-.== (2P-l]t^e):/|c y h = (F,I-li^e> 

que sustituyen a (5.1.1). 

5.1.4.Nota.- l a transferencia óptima es un problema 
2 2 

variacional en S x S x R (órbitas elípticas)^. E l camino, 
óptimo puede ser sólo diferenciable a trozos. En algunos casos 
l a optimalidad no es alcanzable sobre las, elípticas, exigien­
do e l paso por parabólicas (transferencia por e l i n f i n i t o ) . 

2 2 
5.1.5 .Definición..- Dado .-un punto en S x S x R (elíp­

ticas) , llamaremos' conjunto localmente accesible pasando por 
dicho punto a los puntos de l a variedad de Kepler que se 
pueden obtener del dado con un impulso á 1 = £ At; . 
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3,1*6.Teorema..- E l conjimto localmeiüte accesible (que 
nunca contiene un entorno) correspondiente a un punto (e,c,h) 
v e r i f i c a (5.1.7) además de l a condición t r i v i a l (£,£)4-(je5£)=o. 

(5.1 .7) 

'cAc^o 

fc/o. 

ep̂ o í c^e(jc,i5,£) = 2io,c) e ( c ^ ^ ) •l'̂ c^(e,£)^-í-(£»£>£)^ J 

6=0 I (é^fO,^)\piOyC) - ( c , 6 ) ^ = 2(£̂ ,£)(jC,c) 

£^£=0 í (£»Í)c^ ^ 4-(£,£)(l-e''̂ ) 4- 4ec(é,£) 

fc/o 

c=o / 

' ^ o í (cjé) = o , (£>¿) = 0 j (¿ arbitrario) 

x=o : (ver 5.1.2) (£,£)=o , (e,£) = -21i(£,£) , 

E= 11^(0,0) -ti 

; " ..2 
(£,£,£) A 

L (CjC)^ 
6=o ; £ = o j arbitrario) 

Demostración Í Vamos a e x p l i c i t a r l a sólo para e l primero 
de los casos expuestos. Se hace paralelamente en los demás• 

Dado c -2 £'^£ / £ » (5.1.1) P = £4xr"* 4 

4 \ 4- A x^ siendo x^ e l punto en que se aplica E ? 

r ~ 
—0 

. Se tiene 

e = ( 0 , 6 ) : X r""^ 4» ^ x / \ c 4 - i 4 c 
—̂  —o —o —• ~"0 — 

(5.1.8> ( Í Í ^ Q ) = 2(£,c) 

Por otra parte x = P c A c implica, siendo f 
~*0 ""* ' 
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l a anomalía verdadera 

(5.1.9) 
(x^,e) = re eos f = ^(£»£»£) 

(x^,£ e) =- oer sen f ~l)c (£»£) . 

De (5.1.9)' se tiene 

^ c^e ^c^(e,j5)^ 4- (cj£>e)^ -í- e(£»£»£) 
•n-l 

que con (5.1.8) da 

c^e(£,G,é>V 2(£,£) e(£j£,e) 4* /c^(£j£)^ 4> (£>£»£)^ q.e.d. 

Para acabar estas consideraciones veamos las ecuaciones 
que se deben satisfacer sobre una trayectoria optimal. 

Sea 1 e l empuje del motor s (|Píi = 1 y í" l a 
anomalía verdadera (consideramos sólo e < 1 ó e=l, h=:o, 
Oyéo), del punto en que se aplica P. Los controles que debe­
mos determinar son P y f (ver [97 P*l ) * 

£ » 2 momentos asociados a £ ? £ » 
el hamiltoniano será 

(5.1.1o) H= ( £ ^ , £ ) 4 - (£^,é)=P.(2^4xJ.£/1p^ 4- ( P Q , X ) X -

Mediante fórmulas conocidas del problema de l o s dos 
cuerpos : 

X = - eos f e 4* -— sen f c/\ e , x - -— e — ce — ^ ' — 
senf , e4-cosf , 

c e 

(x,x) = ec sen f ^ 
1 4- e eos f 
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( s i e s= o se escoge "un vector u (£,£) = o , u = 1 
2 . — — 

j entonces x ~ c u eos f 4- chu c sen f , etc. , o pasamos 
a (£»¿»li))? qneda : 

Según e l principio del máximo de Pontryagin ([97|p.2o) 
basta determinar f é [o,2 ) t a l qae | ̂ || sea máximo, 
tomar P = ¿/||j£| y s u s t i t u i r l o s en H .Sean x^ 
los valores correspondientes a l f obtenido, l a s ecuacio­
nes canónicas 

6 = B H = x^A¥ , é = B ff- P4c 4- xj^"6 , p = -B.H, p =-B.ÍI 
émm. 

corresponden a l a trayectoria óptima.' 

. f 5 . 2 . - Pertorbaciones debidas a potencial (conservativo). 

Tomamos como ejemplo típico l a perturbación de un saté­
l i t e a r t i f i c i a l por e l potencial terrestre. Bespreciando e l 
efecto de marea y e l movimiento del polo, dicbo potencial se 
expresa en - l a forma 

(5.2.1) R=L ) 5-c cosmA4- S sen P. (sen/|) (ver 151] ) T ^-—-í. r L nm nm J nm / *-n=2 \ ' m=o 

q_ue en las variables keplerianas se convierte en 
' 0 0 n Tsí ^ a^ 

( 5.2.2) R= £ f f f (-« ' V,c-iár<a^^'í+i,P<<=' 
n=2 q=o £=-n ̂ --^ ^ a 

•Re(i^"^expi(pM4-kw4-q(jlT.T"^ ))) (ver [22]) 

( K ) ^ es análogo a l vector primer de lawden (f74-Jp.56) 
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o en forma abreviada 

(5 .2 .3) R =J"j'G'A'B'He(i^""^exp(i Arg)) (ver [ l l l ] ) 

Isa evolución de l a trayectoria osculatriz se obtiene por 
la s fórmulas de Lagrange ( [68] p, 133) • Para un estudio de l a 
resonancia ( | 5 . 3 . ) en l o s elementos osculadores de un saté­
l i t e a r t i f i c i a l en primera aproxiamción, véase Yashkin [Í25j ) , 

5.2.4.Observación.- La evolución de l a órbita osculatriz 
2 2 

(a,b,h) en S x S x R sometida a l a perturbación (5 .2 .3) 

no es autónoma (ver 23_ , [24] , f^^J)* La expresión de las 
perturbaciones con l a inclusión de l a velocidad de rotación 
de l a Tierra implica un aumento de grados de lib e r t a d , con l o 

2 2 

que l a aplicación de Poincaré de S x S x R (como superficie 
de sección); en sí misma carece de sentido. Lo recobra s i con­
sideramos l a Tierra desprovista de rotación. 

I 5 . 3 . - Resonancia. 

Sean I y f l a s variables de acción y de ángulo, 
respectivamente, de un problema hamiltoniano (de n grados 
de l i b e r t a d ) , que suponemos próximo a uno integrable, de mane­
ra que se tiene : 

(5.3.1) H = H ^ ( I ) 4. £ H ^ ( I , ^ , 0 , i - - ÍD^Ej_ , ^ = D̂ -Ĥ  HD^E^. 

Supondremos que es 2fr-periódico respecto a l a s 
variables ^ , H^, analíticas en L : Imi^jli^ | , 

l \ C Íq •> I ^ G í G compacto. 
En primera aproxiÊ îación laS' frecuencias • U)^ ~ ^ i 

son constantes (esto es, en e l sistema integrable). 
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En l a integración formal de (5.3.1) (/3.2. y cap. 4) 

aparecen integrandos del tipo exp i(m,y) donde m es 
un vector de componentes enteras, procedente del desarrollo 
múltiple de Eourier de Hlĵ  . 

5.3.2.Definición.- Diremos que para unas frecuencias 
se produce resona 

t a l que (m,CA)) = o . 
se produce resonancia en e l problema (5.3.1) s i 3m € 

5.3.3.Definición.- Se entiende por variedad resonante 
Vr^ asociada a una n-pla de enteros m e l conjunto de 
puntos ( I , f ) e L t a l que en ellos (m,w) = o . Su ecua­
ción es, pues, (m,Djll) = o (en general, de codimensión 1 ) , 

En principio (5.3.1) se encontrará con resonancias du­
rante su evolución, ya que e l conjunto de frecuencias para 
l a s que se produce resonancia es denso. 

5.3.4.Definición.- Sea = (m,t̂ ) • Diremos que l a reso-
nancia o- =: o está sometida en un subconjunto D, CYT 

T kjm • 
a condición de desbloqueo de orden k s i 

dt d t ' dt * 

5.3.5.Proposición.- Condición suficiente de desbloqueo 
de orden n o menor es 

(5.3.6) det({/i,g,...,á-^) ̂  o (x) . 
dt 

Como ejemplo, s i i. es suficientemente pequeño, para 
n=3 , (5.3.6) se traduce en 

(K) Más general es que l a ma,TRI5! (w ,ŵ-̂^ ̂ ,,. t̂̂ ĵ P"*-''-̂ ) tenga 
( i ) ú.^^^ 

rango n con p ̂  n , w = — " ^ j para desbloqueo de 
dt orden p a l o sximo . 
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(5 .3.7) A = (DjH^,-D^H^(B H^)+(D (B^H^))(D^H^), 

-I)jH^(D^Rj_(DjH^))4.(D^(B^H^))(DjH^)^) ?i o , 

en términos del hamiltoniano (») . 

Bemostración Í T r i v i a l , 

5.3.8,Be f i n i o i o n . - Biremos que en un subcqnjunto B 
de Yr l a resonancia está bloqueada s i = o V Z 
Obviamente B = ñ (Yr - D, ) . m ' • m Ic.m k * 

5.3*9.Fota,»- l a condición (5 .3 .6) produce desbloqueo 
no sólo en resonancia sino también en las regiones no reso­
nantes. En realidad un bloqueo con kj/ = cte, / o , 

Ifll > m| ^^^2) ^ |m| = ^ m. asegura l a convergencia 
i = l • ̂  

de los métodos formales. 

m 

5 . 3 . l o «Observación.- Lo dicho .para e l sistema (5.3.1) 

es válido para un sistema de l a forma 

1= £F (i,y,£) 
(5.3.11) 

con analítica en L , P^ , Pg 2 |T-periódicas en y 

(Debe modificarse convenientemente 5 . 3 . 7 ) . 

A continuación vamos a analizar ejemplo debidos a Y.I. 
Arnol'd ((^9jp.lo2,lo4) que sirven para i l u s t r a r l o s concep­
tos introducidos. 

5.3.12,.E jemplo.- Consideremos e l sistema ' = , 
f 2 -̂2 * ̂ 1 " ^ * ^2 ̂  ^°^^fl~Y2^ ' a > 1 , Las 

(x) V ^-^o sustituyase H , H. por H , 
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ecuaciones promediadas (ver | 4 . 2 , ) se obtienen de ( 5 . 3 - 1 1 ) 

sustituyendo y por los términos independientes 
del desarrollo de Pourier, S i son l a s variables pro-
mediadas : = £ , = o • 

Las condiciones i n i c i a l e s I.(o) - 1 = J.(o) - 1 = 

Y^(o) - are cos(l/a) =^^(o) = o , llevan a 

I^(t)- - ( 1 4- £t) = J^(t) - ( 1 4. £t) = J 2 ( t ) - 1 = 0 . 

Luego |(l(t) - J(t)|( = £t . Para t = l/z , 
((l(t) - J(t)(|= 1 , en oposición a Bogoliubov-Mitroploslcy 

"133P»429 para e l caso de un grado de lib e r t a d . 

5 . 3 . 1 3 .Ejemplo.- Estudiemos ahora = 4" , 

^2 = 1^ , = £ , =í £cos(f^ - f^) , sometido a l a s 

condiciones i n i c i a l e s : I^(o) = 1^(0) - 1 = ̂ -^(o) = '^^{o) = o, 

Ecuaciones promediadas : J_ = £, , J- = o , J.(o) = I..(o) . , 

1 ^ . Se tiene ([s]) í |f l ( t ) - J(t) (/ eos x dx . 

La separación entre e l sistema r e a l y e l promediado 
es 0 ( V ^ ) , Una primera explicación del distinto comporta­
miento de lo s dos ejemplos, l a da e l que det(¿",tü) = o en 
( 5 . 3 . 1 2 ) , det(wjú) / o en ( 5 . 3 . 1 3 ) , para l a s condicio­
nes i n i c i a l e s escogidas . Se l l e g a de forma natural a 

5 . 3 * 14.Teorema (Amol^d [s]).- S i n = 2 y det(¿0,01)^0 

en L , se tiene que V t e [o,l/¿¡, | l ( t ) - J ( t)|í<C|/f In^ d / f ). 

Sin embargo : 

5.3»15.Proposición.- a) En ( 5 . 3 . 1 3 ) se tiene que ( l ( t ) - J ( t ) | 
es a l o sumo 0(\/£) | f t ^ o y para todas las condiciones 
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i n i c i a l e s ; 
b) E l ejemplo (5.3.13) está sometido a un desbloqueo a 

lo sumo de 59 orden ; 
c) E l ejemplo (5.-3.12) está sometido a resonancia blo­

queada para l a s condiciones i n i c i a l e s propuestas. 

Demo stración : a) Sea ^ = - » ^ = » 

~ • Fácilmente se obtiene 

l3_(t)=.I^ 4. £t , %it)^f^ + i ^ t 4- ¿15^2 , s^it) = i°,¿|_(t)=:5̂ (t) 

l2(t) = 1° 4. í cos((f°4.lJx4-£T/2)a - 1° i-fí COSe( 

r i . ( n 
c ( - ^ ) - c ( / i ) 

4- sen/ S ( 4 : r - - ) - . S ( | í ) 

r t 
f7í£ 

Jo 

^jcoso<[|l^(t)..0(:i=^>-sen( 

C l T ( t ) ) % f 
4- cos(~-i—~) 

- léxicos <?<C(|!I) 4- sení4S(^))|t 4-

-) 4- 3en^ 

en donde (I^)^ /(2£)= - y ] , p = 1 ° / ^ , G y S 

son l a s integrales de Fresnel definidas por 

C(z)} / cos(|v/ )dw , S(z). = sen(íiw'̂ )dw (ver f2jp.3oo>. 

E l hecho de ser C ^ 0(1) c- 0,779893 

S(f2): ¿i. 0,713972 y l i m G(x)= l i m S(x) ==1/2 

asegura» que ¡j I ( t ) - J(t)¡j < 4 VT l/t , y que 

tiende (para t suficientemente grande); a comportarse 
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como ima recta de pendiente 1° 4- OQ/Í) • 

t») Sea 00 = ^3 . Se tiene U» = OJ (o) 

1 
\.cos i ^ ^ sen > ÍAJ (3)_ o 

I, eos (̂ 4̂-ísenf. 

^a3^cosY^4-l|seny^ 2 2 4 3£ cosŷ -6£l̂ sen(|;̂ -Î cosff̂  

Llamamos é . .. = det( í̂ ;̂ •̂""''\ («^^"^^^ » Siendo <j 
tenemos : 

i3' 12 = 0 

^ = ° • -2 I« =- o 
(f3 = krr 7̂  

r , y o 
(-12 = 0 : =. (lc4.l/2)Tr á ? í o 

o ^ 

con lo que queda probada esta parte, 

c) En (5,3.12): hacemos f 3 = f^ - fg ' "̂ 3 " \ " "'-2 

con lo que queda = 1 ^ , 1 ^ = E ( l - a 003^3) y l a s con­
diciones i n i c i a l e s son 1° = o , eos = l / a , 

Trivialmente CÜ^^^ = Oj^^^d^, Y3) ? oJ'^^^^ = 

—-W^^^-t(l-a-cosi^'^) 4. •^wJ.^'^^-I^ y por tanto 
1(̂ 3 

(n4.l),.^o o 
(1 ,̂(^3) = o , q.e.d. 
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5.3.16.0bservaci6n.- Para n = 1 , en e l problema de 
resonancia ideal (Garfinlcel ¡4o3, Garfinlcel,Jupp,Williams 
[41J, Garfinkel [42], Calvo [l9]) con hamiltoniano 

H= H(x,y,£) = B(y) 4- 2£A(y)sen^(x) , o ¿ £ ¿< 1 , 

con centro de libración (o,y^), l a condición B" A o 
en y^ es un desbloqueo de primer orden, pues 

t = 2£A(y)sen2x 
X = B'(y) 4. £A'(y)(l - eos 2x) 
x= 2£(B" A4-B'A')sen2x4- 2¿^(A" A4-A'^) sen 2x (1 - eos 2x) . 

^5.4.E1 método de promedios y los pasos por resonancia. 

I ( t ) - J ( t ) cuando Yamos a estudiar e l valor de 
•(5.3.11) pasa por resonancia, para tiempos del orden de , 
Designamos con P(I,£) l a función ¥{l,^fE) promediada 
respecto a (son válidas las hipótesis y notaciones de 
I 5 . 3 . ) . 

5.4.1.Propo sición.- S i se produce resonancia bloqueada 
(Mj; en (5.3.11) siendo P̂ (I,tf,£) = f ^ ( l , f ) 4- A£cos(m,íf) , 
se tiene ||l(t) - J(t)|| = OCE"̂ "̂ ) s i j t | = Oit"^) , 

siempre que (m,<f) ̂  (k4-l/2) IT . 
Demostración : T r i v i a l . 

Este es e l caso de (5.3.12). Vamos a ver condiciones 
que asegirren que l a separación entre e l sistema r e a l y e l 
promediado es mucho más lenta (como muestra (5.3.13)). 

Para n = 2- (ver 5.3.14) existe una condición analí­
t i c a s e n c i l l a suficiente para asegurar la' proximidad de 
J e I , En realidad es suficiente con nue SR mim-ni P. l a 
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condición geométrica (5.4-.2). Esta condición garantiza tam­
bién l a acotación de l a diferencia entre I y J para 
dimensión superior (ver 5.4.4 para n = 3). Sin embargo así 
como e l desbloqueo de primer orden (n-l) para n = 2, es 
suficiente para que se cumpla (5.3.14), no lo es e l desblo­
queo de 22 orden para n = 3, como se verá en (5.4.1o). 
Tampoco es suficiente dicha condición para asegurar l a pro­
ximidad de I y J , como demuestra (5.4.11). 

5.4.2.Definición.- Sea ^j^^- i^ii^) (5.3.11). Admi­
tiremos de ahora en adelante OJ o » Diremos que se cumple 
l a condición geométrica si \j m. £ , 3 > o t a l que 

'm > £ siempre que ^ j ^ ^ ^2 ' ^2 " ̂ "̂̂ ^ decir : 
e l sistema se al e j a de l a resonancia Vr suficientemente m aprisa). (C^ serán constantes independientes de £,N,K) 

5.4.3.Lema.- S i n — 2 l a condición de desbloqueo de 
primer orden implica l a condición geométrica. 

Demostración : W 5̂  o y e l estar en xm. compacto garan­
t i z a que tAJ está en e l exterior de una bola de radio 
y en e l i n t e r i o r de otra de radio » y Q"̂® det(w,tD)j > 

Sea 0= atanw '2/-I í det(w,(^)(/|H|f^ > C^C"^ £ 
5 4 

Sea '̂̂p̂**̂^ movimiento de "proyectado sobre l a 
normal a Vr : m 

M {(AS) P m > Mp(w) 

(cierto, por ejemplo, mientras ^ m <:G^/2). 

5,4,4,Teorema.- Para n = 3 l a condición geométrica 
(5.4.2) implica que ^ '̂ 1 ^ » 
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(5.4.5) ||l(t)-J(t)|Í < C^£^ S^hUi) si|t|<£"''. 

Demostración : La condición geométrica implica e l 
Lema 2 de Amol'd (_8j. Los Lemas 3 y 4 son válidos con carác­
ter general. E l Lema 5 (en e l que se usa l a técnica del 
f i l t r o pasa baja ( [ l l 7 J ,Vol.II,p . l35) para acotar l a variación 
en las regiones no resonantes) continua siendo cierto en 
cualquier dimensión s i £ es suficientemente pequeño. 

Realmente l o ánico que hay que demostrar es e l equiva­
lente a l Lema 1 , que enunciamos en (5 .4 .9) . 

Sea N ̂  Y ¿̂1 ^ ^ ®^ 1̂ ® ^ indica e l orden máximo 
de l a s resonancias consideradas. 

5.4.6. Definición.- Llamamos zona resonante de anchura 
K asociada a Yr^ a l conjunto de puntos I,g G-j (tÂ ,m) é K 
E l conjunto de todas las zonas resonantes de orden menor o 
igual que N l o designamos por R^ ̂  . Su complemento en 

G, por jf- • Nótese que s i K = 0(£^), a 4 1 , (̂',m) = K 
equivale a que (w(l) ,m) K , 

5.4.7. Definición.- Diremos que (5.3.11) se encuentra en 
resonancia milLtiple s i existe más de un m é f'ni ~ ~ 
('excluyendo los valores de m proporcionales, que dan l a 
misma Yr ). 

m 
A diferencia del caso en que oo está en un plano, s i 

n = 3 aparecen resonancias múltiples. 

5.4.8.Lema,- a) La unión de las zonas resonantes corres­
pondientes a una resonancia múltiple está contenida en un 

2 
c i l i n d r o de radio CQKM' . 
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b) La distancia del eje del ci l i n d r o que aparece en a) 
(dicho eje es l a intersección de las variedades resonantes 
correspondientes) a l a variedad resonante más próxima es 
mayor que Ĉ /H"̂  • 

Demostración : Basta, ver que ^ m̂ j ^ N implica que 
e l ángulo entre dos vectores (no colineales)) es mayor que 
—2 

N y que e l paralelepíped( 
narios) tiene volumen S: 1 , 

—2 
N y que e l paralelepípedo que forman 3 de ell o s (no copla-

5«4.9«Lema,- a) E l tiempo que pasa (5.3*11) desde que 
entra en hasta que sale de e l l a por primera vez es 
menor que Ĉ KN. /£. (tanto s i se trata de una resonancia 
múltiple como s i no l o es). 

b) E l número de pasos por resonancia es menor que 

Demostración : Para a) no hay más que tener en cuenta 
(5.4.8) a) y (5.4.2) ; para b) , e l que l a velocidad de 
está acotada superiormente por xm cierto ^2.X^ ̂  (5.4.8,b). 

Por último, teniendo en cuenta que en (X^,- „ l a d i f e -
K,N 

rencia entre e l sistema promediado y e l rea l es 0{í/K) y 
escogiendo K = 0{\f¿/E) se obtiene (5.4.5). Los detalles 
de los Lemas 2 a 5 citados anteriormente se hallan en (̂ 8j . 

5.4.lo.ProposiciÓn.- La condición de desbloqueo de 29 
orden' no garantiza l a condición geométrica para n = 3 . 

Demostración : S i det(W,Ú,,G) ̂  o ( ú = 0(£) , (Z^ Oií)) 

no pueden ser simultáneamenté nulas ^ , , ^ . Dado 

que Y \\\ > o se obtiene ^| 4- |y| 5: C^gí- ¡^lí' ^or 
tanto para ^ = 0(£^) , b > o, f i j o , l o único que podemos 
asegurar es que \̂ \ y ¡¡j^l no pueden ser simultáneamente 
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menores que ^ 1 3 ^ * Esto no implica l a condición geométrica, 
pues basta pensar en ^ = £cos t • 

En esta T51 tima observación se basa (5.4.11). Aunque l a 
resonancia no está bloqueada se tiene un anclaje demasiado 
cerca de l a variedad resonante (lo que impide l a utilización 
de regiones resonantes de anchura más pequeña, ya que fuera 
de e l l a s s e r i a inútil l a técnica pasa baja), que acarrea l a 
separación de I y J . 

5.4.11.Ej emplo.- E l siatema 

(5.4.12) = 1 ^1 o ^i = ° 
^2 = l2^2ÍooB2^^ = £cosV^ 

= Ig-Í- icos = £cos(f2-(fp 

sometido a l a s condiciones i n i c i a l e s 

- - 1 = = o , no está en resonancia bloqueada para 

m̂  = o, m̂  - m̂  = 1 y s i n embargo ¡l(t) - J ( t ) | = 0(í!t). 

En efecto, l a solución de (5.4.12) se expresa mediante 
l a s siguientes fórmulas Í 

= t , = 1 ° , = I ^ 4-£sent , = ifl^ I^t -icost - e c o s 2 t 

r t 

If^ = y°4- I°t- 2£cost , I ^ = 1^4-d cos((/2-?3-£sen t 4-£sen2t)dt. 

En nuestro caso - = = £j cos(-£sen t 4-£sen2t)dt > ^ t . 
cos2^dt > £t/2 s i |C( ¿ fT/6 

Jo 

Por otra Darte tenemos 
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y = -4 £ sen 2<̂ ^ 4- ̂  sen(,í̂  

-íiQ cos2f^ -cosV'^) 

se anula sólo para = ktT ó If^ = aro cos(l/8) , 
valores para los que o , 

En este ejemplo o s c i l a dentro de l a región resonan­
te de anchura 2 

5.4.13.Observación.- Para sistemas en los que P ten­
ga nulo e l término independiente de t/? en e l desarrollo 
de Pourier, puede aplicarse e l teoremade NeMiorosev (ver[94|) 
que asegura l a lentitud de l a evolución de I , ya que en este 
caso J ( t ) = I(o) . 
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