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Introduccid

La teoria de valors extrems (EVT) és I'tinica disciplina estadistica que desenvolupa
tecniques i models per descriure el comportament inusual en comptes del comporta-
ment habitual, és a dir, s’encarrega d’estudiar aquells successos que poden succeir amb
freqiiencies d'una de cada mil vegades, o més petites, en contra del que es pot observar
cada vint o cent vegades.

L’objectiu principal de la modelitzacié d’aquestes situacions és I'estimacio dels quan-
tils corresponents a successos molt extrems. En moltes arees d’aplicacié, com el control
estadistic de qualitat, les assegurances o les finances, un requisit tipic és estimar el valor
en risc a un cert nivell (VaR), prou alt per a que la possibilitat de superacié d’aquest
valor sigui menor a una quantitat donada. En camps com el de la hidrologia, la pro-
babilitat d’una innundacié inusualment gran es calcula per a periodes de 100 anys, per
exemple.

La teoria probabilista associada a ’EVT es troba ben establerta, gracies als resultats
de Fisher i Tippet (1923), Balkema i de Haan (1974) i Pickands (1975). Dos enfocs
principals van ser desenvolupats a partir dels resultats anteriors: el metode per blocs de
maxims, el primer en apareixer, i el metode d’excessos per sobre d’un llindar. L’aplicacié
practica d’aquests enfocs, pero, presenta dificultats a ’hora d’aplicar eines estadistiques,
veure Diebold et al. (1998).

La determinaci6 del llindar a partir del qual la distribucié limit pot utilitzar-se i quin
és el comportament d’aquesta distribucio sén els problemes principals als quals s’ha de
fer front. Un llindar massa alt exclou dades valides i comporta imprecisio, per contra,
un llindar massa baix inclou valors inapropiats per explicar el comportament en el limit
i comporta 'aparicié de biaix, de manera que s’ha de tenir especial cura amb el balang
entre variancia i biaix, veure Coles (2001).

Per distingir les dades generals de les que sén objecte d’estudi en 'EVT, es fara servir
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el concepte de cua, el qual fa referéncia a aquells valors que es troben per sobre d’un valor
suficientment alt. Per als excessos per sobre d’un llindar, la distribucié asimptotica que
caracteritza el comportament dela cua és la distribucié de Pareto Generalitzada (GPD);
el seu parametre de forma &, també anomenat index del valor extrem, permet classificar
les cues: pesades quan & > 0, exponencials per a £ = 0 i lleugeres si £ < 0.

L’aplicacié del model GPD es pot trobar extensament detallada a McNeil et al.
(2005), Embrechts et al. (1997), Reiss i Thomas (2007) o Beirlant et al. (2004), en els
quals es tracta el tema de la seleccié de llindar i ’estimacio de I'index del valor extrem
amb detall, pero es poden trobar situacions en les quals el model presenta limitacions
amb les eines conegudes, com per exemple, quan hi ha falta d’existeéncia de moments o
la subjectivitat que pot sorgir quan es fan servir metodes grafics.

L’objectiu d’aquesta tesi és presentar noves eines per a 'EVT, que serveixen per a
la seleccio de llindar i I'estimacié de I'index del valor extrem i solucionen alguns dels
problemes existents.

En el Capitol 1 es fa un repas de la teoria estadistica per a valors extrems, des dels
teoremes classics fins a les aportacions a 'EVT més recents. Es recorden els dos metodes
grafics més utilitzats, el mean excess plot, Davison i Smith (1990), i el Hill-plot, Dress
et al. (2000), i també els metodes d’estimacié disponibles per a la GPD, finalment es
presenten un nou metode grafic anomenat CV-plot, Castillo et al. (2014), i un enfoc
aparegut recentment per a cues pesades i exponencials, Castillo et al. (2013).

En el Capitol 2 s’utilitza el fet que el coeficient de variacié residual caracteritza
distribucions, veure Gupta i Kirmani (2000), per trobar el C'V-plot teoric per a algunes
distribucions concretes, el qual es podria fer servir per a bondat de I'ajust, i ampliar la
teoria asimptotica del cas exponencial a qualsevol GPD, sempre que hi hagi existencia
de moments d’ordre quatre.

Per solucionar el problema de la falta d’existéncia de moments, es presenta una
solucio en el Capitol 3. Mitjancant una transformacié adequada, és possible convertir
cues pesades, les quals poden tenir falta d’existencia de moments, en cues lleugeres i
viceversa. D’aquesta manera, el C'V-plot es podra aplicar en qualsevol situacio.

En el Capitol 4 es presenten uns estadistics, anomenats 7;,,, que permeten treballar a
diferents nivells; estimant 'index del valor extrem, contrastant la hipotesi de GPD i com
a part d’un algoritme automatic de seleccié de llindars que també retorna 1’estimacio de
&. Aquest tercer nivell suposa un gran aveng respecte a 1’aplicacié habitual del metode
conegut com a Peak over threshold, PoT, el qual requereix de l'estimacié del llindar,
habitualment a partir d'un metode grafic, i 'estimacié de I'index del valor extrem,
mitjangant maxima versemblanga, veure Coles (2001), ja que desapareix la subjectivitat
de l'investigador a I’hora d’estimar el llindar fent servir un metode grafic.

El Capitol 5 es troba dedicat a I'estudi de 16 conjunts de dades de temps real en
sistemes informatics encastats. El CV-plot i els estadistics T,,, a nivell de contrast



i d’algoritme, han estat utilitzats, obtenint bons resultats per a la majoria dels casos.
Aquest estudi s’ha realitzat gracies a un Projecte de Recerca conjunt entre la Universitat
Autonoma de Barcelona i el Barcelona Supercomputing Center - Centro Nacional de
Supercomputaciéon (BSC), l'objectiu del qual és desenvolupar 'EVT en ciencies de la
computacié.

En el Capitol 6 es tornen a aplicar les noves eines a dades estudiades anteriorment.
En el primer cas, s’utilitzaran les dades daneses sobre assegurances de focs, veure McNeil
(1997), les quals es fan servir com a exemple al llarg de tota la tesi i s’acaben d’estudiar
en aquest apartat, en el segon, s’analitzaran les dades financeres estudiades a Gomes i
Pestana (2007).

Per finalitzar, en el Capitol 7 es presenten les conclusions que es dedueixen de I'a-
plicacié dels nous metodes grafics i estadistics proposats i la comparacié amb els ja
existents. També s’exposen les noves linies de recerca que poden ser objecte d’estudi.

Cal destacar que les aportacions principals d’aquesta tesi han donat lloc a quatre
articles, alguns encara pendents de publicar, en els ambits de I'’Estadistica i les Ciencies
de la Computacié:

Castillo, J., Padilla, M. i Serra, 1. (2014) Comparison of techniques for extreme values
using financial data, Proceedings of the 21st International Conference on Computational
Statistics hosting the 5th IASC World Conference, COMPSTAT 14, pp.45-52.

Abella, J., Padilla, M., Castillo, J. i Cazorla, F.J. (2015). Relating Processor Design,
Execution Time Distributions and FExtreme Value Theory.

Padilla, M., Castillo, J., Abella, J. i Cazorla, F.J. (2015). Ezecution time distributi-
ons in embedded safety-critical systems using extreme value theory.

Castillo, J. i Padilla, M. (2015). Modeling extreme values by the residual coefficient
of variation, arXiv:1510.00179 [math.ST].






CAPITOL 1

Teoria estadistica per a valors extrems

La teoria dels valors extrems (EVT) s’ha anat consolidant des de mitjans del segle
passat com una branca de l'estadistica que es pot aplicar en diversos camps com els de
les finances (McNeil et al., 2005), assegurances (Embrechts et al., 1997), meteorologia
(Thompson et al., 2001), hidrologia (Reiss i Thomas, 2007) o metallurgia (Beirlant et
al., 2004), entre d’altres.

L’objectiu principal consisteix en l'estimacié de quantitats relacionades amb esde-
veniments més grans que qualsevol dels que s’han observat previament, com poden ser
quantils molt elevats o la probabilitat d’un esdeveniment per sobre d’un valor inusual-
ment gran. En altres paraules, es realitza una extrapolacio dels valors observats a valors
no observats, la qual ve donada per arguments asimptotics.

En aquest capitol es presentaran els enfocs classics que s’apliquen a l'estudi dels
valors extrems, es comentaran els metodes grafics més utilitzats en aquest camp i es
parlara sobre I'estimacié de parametres i les darreres novetats en aquesta teoria.

1.1 Teoria classica per a maxims

Existeixen dos enfoncs classics en la teoria dels valors extrems, el primer, i més
antic, es basa en la distribucié del maxim, mentre que el segon utilitza la distribucid
dels excessos per sobre d’un llindar. Es possible trobar models asimptotics per a cada un
dels enfocs que, a més a més, es troben estretament relacionats mitjancant el parametre
de forma de cada una de les distribucions limit.

Els dos primers apartats es troben dedicats a presentar tots els elements necessaris
per enunciar els dos teoremes classics de la teoria i descriure la relacio existent entre els

7
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dos enfocs.

Els models asimptotics que donen lloc a I’estudi dels maxims per blocs provenen del
primer teorema classic de Fisher i Tippett (1928), del qual Gnedenko (1948) va donar
una demostracié més acurada.

Sigui

M, = max(zy, ..., z,),

on ri,...,T,, s un sequencia de variables aleatories independents i identicament distri-
buides (i.i.d.) amb funcié de distribucié F'. La distribucié de M,, es pot deduir facilment
de la segiient manera:

P(M, <z)=P(r1 <z, ..,0, < 2)

(1.1)
= P(x1 <2)P(xg < z) ... P(x, <z)=(F(2))".

A la practica, donat que la funcié de distribucié F' és desconeguda, també ho sera la
distribucié del maxim. Una opcid per estimar-la és trobar primer una estimacio de la
funcié F i llavors substituir aquesta dins de (1.1), pero aquesta via no és gaire adequada
perque petites variacions en F' poden produir grans variacions en F”. Una alternativa
a aquest procediment és buscar models per a F™ directament.

L’estudi de la distribucié asimptotica del maxim és un problema semblant al de la
convergencia per a la suma, caracteritzat pel teorema central del limit. Aixi doncs, sota
una apropiada normalitzacid, és possible trobar una distribucio limit no degenerada per
al maxim, ja que, sense aquesta normalitzacié, qualsevol valor z del domini degenera a
un tnic punt donat que F"(z) — 0 quan n — oc.

Els dos elements claus per a aquesta normalitzacio son la distribucié generalitzada
de valors extrems i el concepte de domini d’atraccié del maxim, els quals es definiran a
continuacio.

Definicié 1.1. Distribucié generalitzada de valors extrems (GEV). La funcié
de distribucié d’'una GEV estandard ve donada per

_ [ exp(=(1+&x)7HE), €#£0,
He(x) = { exp(—e-™). il (1.2)

on ¢ € R és el parametre de forma i 1 4+ £x > 0. També és possible obtenir una familia
triparametrica de distribucions definint

Hepo(x) = He((z — p)/0) (1.3)
on u € Rio>0sén els parametres de localitzacié i escala, respectivament.

El parametre de forma &, també conegut com a index del valor extrem, determinara
el tipus de distribucio, dels tres possibles que hi ha, dins d’aquesta familia. Per a £ > 0
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la distribucié és Fréchet, quan & = 0 la distribucié és Gumbel i, finalment, si £ < 0
la distribucié obtinguda és una Weibull. Cal remarcar la continuitat en ¢ de la funcié
definida en (1.2), és facil veure que lim¢_,oH¢(x) = Ho(x) per a qualsevol x fixat, fet que
facilita 1'is d’aquesta distribucié per a la seva implementacié.

Les funcions de distribucié i de densitat per a exemples dels tres tipus de distribucions
anteriors es troben representades a la Figura 1.1. Es pot observar que el suport de la
densitat de la distribucié de Weibull és acotat superiorment mentre que les distribucions
de Fréchet i Gumbel tenen densitats amb suport no acotat a la dreta.

1.0

(b) 0N

0.8
Il
0.3 0.4
Il

0.6

He(x)
0.4
he(x)
0.2

0.2
Il
0.1

Figura 1.1: (a) Funcié de distribuci6 per a la GEV estandar en tres casos: la linia solida correspon a
& = 0 (Gumbel), la linia puntejada a £ = 0.5 (Fréchet) i la linia discontinua a £ = —0.5 (Weibull). (b)
Funcions de densitat corresponents. En tots tres exemples p =010 = 1.

Definicié 1.2. Domini d’atraccié del maxim. Sigui F' una funcié de distribucié i
M,, el seu bloc de maxims. Si existeixen successions de nombres reals (d,,) i (c,), on
¢, > 0 per a qualsevol n, tals que

lim P(M,, —d,)/cn, <) = lim F"(c,x +d,) = H(x) (1.4)

per a alguna funcié de distribucié no-degenerada, llavors es diu que F' pertany al domini
d’atracci6 del maxim de H, denotat per F' € D(H).

Per comoditat, quan es treballi amb la GEV, es fara servir la notacié de domini
d’atraccié del maxim F' € D(H¢), on & correspon a I'index del valor extrem d’aquesta
distribucié.

Es poden trobar condicions suficients per a que una certa distribucié F' pertanyi al
domini d’atraccié del maxim de les distribucions Fréchet o Weibull; s’introduiran alguns
conceptes previs, com el de funcié de variacié regular, per poder enunciar-les.
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Definicié 1.3. Tail function. Donada una funcié de distribucié F, es defineix la
seva tail function com

F(r)=1- F(x), (1.5)
i s’entéen que la cua de la distribucié és el comportament de F(z) quan x — oco. Es
parlara de cua esquerra de la distribucié quan es faci referencia al mateix concepte pero
per a valors de x tendint cap a l'inici del domini de definicio.

Definicié 1.4. Funcié de variacié regular. Es diu que una funcié mesurable h entre
(0, +00) i (0,+00) és de variacié regular a infinit amb index p € R, i es denotara per
h € RV,, siVx >0,

h
lim (tz)

Uy = z”. (1.6)

Si p = 0, llavors h s’anomena funcié de variacié lenta (a infinit). Les funcions de
variacié lenta sén denotades generalment per L. Si h € RV, llavors h(z)/z” € RVj.
Per tant, agafant L(x) = h(z)/x” es pot veure que la funcié h € RV, es pot representar
com h(z) = x"L(x).

Una variable aleatoria no negativa es diu que és de variacié regular si la seva funcié
de distribucié F satista F € RV_, per a cert a > 0.

Definicié 1.5. Funcié quantil. Sigui F' una funcié de distribucié. La funcié quantil
Q) es defineix com

Qp) =inf{z : F(z)>p}, 0<p<L1. (1.7)

Definicié 1.6. Punt final d’una distribucié. Donada una funcié de distribucio F,
el seu punt final es denota per

zxp=sup{z € R: F(z) < 1}. (1.8)
Amb tots aquests conceptes, ja es poden presentar les condicions que s’han de satisfer
per a que una distribucié pertanyi al domini d’atraccié del maxim d’una distribucié

Fréchet o d’una distribucié Weibull.

Proposicié 1.1. (Domini d’atraccid del mazim de la distribucié Fréchet). La funcio
de distribucio F' pertany al domini d’atraccio del maxim de He(x) (€ > 0) si i només si
F € RV_yje. Si F € D(H), >0, llavors

a;'M, - H, (1.9)

amb a, = Q(1 —n71).
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La demostracio de la Proposicié 1.1 es pot trobar a I’apartat 3.3.1 de Embrechts et
al. (1997), amb la notacié ®, per a la distribucié Fréchet ja que

F e D(H;) amb £ > 0siinoméssi F € D(®,) amba=1/£>0.

Les distribucions que donen lloc al cas Fréchet sén aquelles amb densitats no acotades
i cues que sén funcions de variacié regular amb index negatiu. Les cues decreixen poli-
nomialment amb una taxa de decreixement o = 1/¢, valor que es coneix habitualment
com a index de la cua de la distribucio.

Proposicié 1.2. (Domini d’atraccio del maxim de la distribucic Weibull). La funcid
de distribucio F' pertany al domini d’atraccio del mazim de He(x) (€ < 0) si i només si
zp <00 i Flzp —x7") € RVije. Si F € D(He), &€ <0, llavors

n

a; (M, — xp) -5 He, (1.10)
amb a, = rp — Q(1 —n71).

La demostracio de la Proposicié 1.2 es pot trobar a ’apartat 3.3.2 de Embrechts et
al. (1997), amb la notacié ¥, per a la distribucié Weibull ja que

F e D(H¢) amb £ <0 siinoméssi F'e D(V,) amb a= -1/ > 0.

Les distribucions que donen lloc al cas Weibull son aquelles amb densitats acotades
superiorment i que tenen cues que sén funcions de variacié regular amb index negatiu
quan sén avaluades sota la transformacié xr — 27!, on « sén els valors del domini.

Per al cas de la distribucié Gumbel no hi ha una relacié directa entre el domini
d’atraccié del maxim i la variacié regular, pero és possible trobar extensions per a
una caracteritzacié completa, per a més detalls sobre aquesta caracteritzacid, veure
Embrechts et al. (1997).

Ara que ja es tenen caracteritzats els dominis d’atraccié del maxim de les distri-
bucions de la familia GEV, la pregunta que sorgeix és si hi ha distribucions diferents
a aquestes tres que es puguin caracteritzar com a domini d’traccié del maxim d’altres
distribucions. El primer teorema classic conté la resposta.

Teorema 1.1. (Fisher-Tippett, Gnedenko). Si una certa funcié de distribucié F
pertany al domini d’atraccio del mazxim d’una distribucio H no-degenerada, llavors H
ha de ser del tipus He(x), és a dir, una GEV.

La caracteristica principal d’aquest resultat és que els tres tipus de distribucions
inclosos dins de la GEV sén els tnics limits possibles per a la distribucié del maxim
normalitzada. Es en aquest sentit que el paper de la GEV és per a valors extrems
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analeg al de la distribucié normal com a limit de la suma normalitzada. Per consultar
una demostraci6 formal del Teorema 1.1, veure Leadbetter et al. (1983).

A la practica, la modelitzacié d’extrems d’una succesié de variables independents
X1, T, ..., Tnm €s realitza de la segiient manera. Es generen blocs de mida n, per a algun
valor gran de n, i es genera una nova serie de blocs de maxims, M, 1, ..., M, ,», la qual
s’ajustara per una GEV. Normalment, els blocs son escollits per a un cert periode de
temps fixat, per exemple un any o un mes, de manera que el valor n correspon a les
observacions dins d’aquest periode, obtenint els maxims anuals o mensuals.

L’argument que permet fer servir la mostra de maxims sense haver-los de normalitzar
és el seglient; suposem que es satisfa (1.4),

P((M, —d,)/c, <z)=~ H(x)
per a un n suficientment gran. Equivalentment,

P(M, <z)~ H((x —d,)/cy)

@) (1.11)

on H* torna a ser una GEV.

Per tant, com que els parametres per a una GEV s’hauran d’estimar de totes maneres,
no cal perdre temps en buscar els parametres de normalitzacié i es pot passar directament
a estimar els corresponents parametres dels blocs de maxims.

Un punt feble de la modelitzacié per blocs de maxims és que es perden molts valors,
de manera que, si la mida dels blocs és gran i la de la mostra inicial petita, la mostra
final pot arribar a ser poc representativa. En aquest sentit, ’eleccié de la mida del bloc
és un punt clau, una mida de bloc petita presenta una situacié lluny del limit i, si la
mida del bloc és gran, la variancia en les estimacions dels parametres també ho és.

De manera semblant, es pot realitzar I'estudi asimptotic de la distribucié del minim.
En casos com temps minim de fallida d’un sistema o records esportius, aquesta és la
distribucié d’estudi, la qual es pot deduir a partir de la distribucié del maxim de les
dades oposades.

Sigui

Mn = min(y, ..., Ty) = max(—xy, ..., —Ty),
on &y, ..., Ty, és una mostra i.i.d. amb funcié de distribucié F'. La distribuci6 de Mn es
pot deduir facilment de la segiient manera:

P(M, < z)=P(-M, < z)=P(M, > —2) =1— P(M, < —2). (1.12)

A la practica, ajustant per una GEV el maxim de les dades oposades queda definida
la distribucié del minim aplicant (1.12).
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1.2 Models sobre un llindar

El segon enfoc utilitzat per a I’estudi de valors extrems es basa en 'estudi dels valors
a partir d’'un cert llindar. Van ser Balkema i de Haan (1974) i Pickands (1975) els que
van desenvolupar la teoria asimptotica que permet ’estudi de les probabilitats per sobre
d’un llindar.

Tot i que aquesta metodologia també elimina dades de la mostra inicial, en general,
no sén tantes com quan s’utilitza el metode del maxim per blocs, fet que fa atractiu I'as
d’aquest enfoc enfront del descrit a 'apartat anterior.

Considerem una variable aleatoria (v.a.) X amb funcié de distribucié F', la distribu-
cio sobre els excessos a partir d’un llindar ¢, F}, es pot obtenir a partir de la probabilitat
condicionada de la segiient manera:

F(t+y)— F(t)
1— F(t)

Fily)=PX—-t<y| X >t)= , 0<y<axp—t. (1.13)
Com en la seccié anterior, la distribucié F' sera desconeguda a la practica, en cas
contrari només caldria substituir-la dins de I'equacié (1.13) i la distribucié condicionada
quedaria definida. Per resoldre el problema, es buscaran aproximacions per a valors alts
del llindar ¢, és en aquest punt on la distribucié de Pareto generalitzada sera crucial.

Definici6é 1.7. Distribucié de Pareto generalitzada (GPD). La funcié de distri-
bucié d'una GPD ve donada per

L—(1+&x/y)"1e, €40,

1 - exp(—z/y), £=0, (1.14)

Geplr) = {
on £ € Riy > 0 s6n els parametres de forma i escala, respectivament, 0 < z < —1)/¢
quan £ < 0ix >0 quan & > 0.

El valor del parametre £ de la GPD determinara el tipus de distribucio, dels tres
possibles que hi ha, dins d’aquesta familia, tal com passa amb la GEV. Per a & > 0
la distribucié és la ben coneguda distribucié de Pareto, quan & = 0 la distribuci6 és
exponencial i, finalment, si & < 0 la distribucié obtinguda és de suport compacte. Cal
remarcar la continuitat en ¢ de la funcié definida en (1.14); es té limg ,0Geyp(z) =
Go(x) per a qualsevol z fixat, fet que facilita 1'ds d’aquesta distribucié per a la seva
implementacio.

L’esperanga d'una GPD és /(1 —¢) i la variancia ¢ /[(1 — €)?(1 — 2¢)] donats £ < 1
i & < 1/2, respectivament. Hi ha una limitacié d’existéencia de moments quan £ > 0,
més concretament, per a la distribucié de Pareto hi ha existencia de moments finits fins
a ordre n sempre que £ < 1/n. Aquest fet pot provocar no poder aplicar algun dels
metodes grafics que es presentaran més endavant, pero no suposara cap problema un
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Figura 1.2: (a) Funcié de distribucié per a la GPD en tres casos: la linia sdlida correspon a & = 0
(exponencial), la linia puntejada a £ = 0.5 (Pareto) i la linia discontinua a £ = —0.5 (suport compacte).
(b) Funcions de densitat corresponents. En tots tres exemples ¢ = 1.

cop definides, en capitols posteriors, les transformacions que permeten obtenir varibales
aleatories amb moments finits de tots els ordres.

Direm que una distribucié té cua pesada quan la seva cua no esta acotada superior-
ment per la cua de la distribucié exponencial i que té cua lleugera quan la seva cua si
que ho esta. Per al cas de la GPD, quan es té £ > 0, les cues son pesades i, quan £ < 0,
les cues son lleugeres.

Les funcions de distribucié i de densitat per a exemples dels tres tipus de distribucions
anteriors es troben representades a la Figura 1.2. Es pot observar que la distribucié de
suport compacte té cua lleugera i un punt final finit. Les distribucions exponencial i
Pareto tenen punts finals infinits, pero el decreixement de la distribucié de Pareto, que
és polinomial, és molt més lent que el de la distribucié exponencial. La distribucié de
Pareto té, clarament, una cua pesada.

Teorema 1.2. (Pickands-Balkema-de Haan). Eristeir una funcid 1(t) tal que

lim  sup |F(z)— Geyy(z)] =0, (1.15)

I=TF O<g<zp—t
siinomés si '€ D(Hg). A més amés, He = He ;,5(y), y € R, amb (t) = o +&(t—p).

El principal resultat que es despren d’aquest teorema és que el limit per als excessos
sobre un llindar es pot aproximar per una GPD a partir d'un llindar suficientment gran.
Per consultar una demostraci6 formal del Teorema 1.2, veure Leadbetter et al. (1983).

El mateix teorema ens indica també que, si els blocs de maxims es poden aproximar
per una GEV amb parametre de forma &, llavors els excessos per sobre d’un llindar es
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poden aproximar per una GPD amb el mateix parametre de forma. Existeix, doncs,
una dualitat entre les families GEV i GPD donada pel parametre de forma &.

Es pot deduir facilment que la familia GPD és tancada per condicionament dels
excessos sobre un llindar, és a dir, quan una GPD es trunca i es trasllada a 'origen, la
nova distribucié torna a ser GPD.

Proposicié 1.3. Sigui F' la distribucio d’una GPD, és a dir, F' = G¢y(x) per a algun
EeR iy >0, llavors
Fi(z) = Geyprer(2) (1.16)

m0<zr<oosié<0i0<x<—9y/si&<O.
Demostracio. El resultat es dedueix a partir de I'equacié (1.13). O

A la practica, s’escull un llindar prou gran i els excessos per sobre d’aquest s’ajusten
per una GPD. Un dels metodes més habituals per a ’eleccié del llindar i I'ajust és el
conegut com a Peak over Threshold, el qual es descriu a continuacié.

1.3 Peak over Threshold (PoT)

El metode conegut com a Peak over Threshold (PoT) ofereix un enfoc per modelitzar
la cua d’una distribucié. Es basa en els resultats obtinguts a partir del Teorema (1.2),
del qual es dedueix que la GPD és la distribucié que s’ha d’utilitzar per modelitzar
valors per sobre d'un llindar suficientment gran, sempre que es disposi d’'una mostra
prou representativa per poder fer prediccions precisses després d’agafar els valors per
sobre d’aquest.

La primera part del metode consisteix en escollir un llindar adequat, el qual es
determina habitualment mitjancant un metode grafic, com poden ser el mean excess
plot, Davison i Smith (1990), o el Hill-plot, Dress et al. (2000). Aquest és un punt
feble del model, ja que un mateix grafic pot ser interpretat de manera diferent per cada
persona i aixo afecta a 1’eleccié del punt optim del llindar.

La segona part consisteix en agafar tots els valors de la mostra original que superen
el llindar escollit, traslladar-los a 1'origen calculant (X — ¢ | x > t) i ajustar per una
GPD, que es denotara per G¢ (). D’entre els metodes disponibles per poder ajustar
una GPD destaquen el de maxima versemblanga (ML) i el conegut com a probability
weighted moments (PWM), veure Castillo i Serra (2015).

El darrer pas consisteix en donar I'expressio per a la distribucié de la cua. Per a
punts de la cua de la distribucio es satisfa

F(z) = P{X <2} = (1 - P{X < t})F(x — t) + P{X < t}. (1.17)
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Com a estimacié de Fi(z —t) es fara servir Gey(2) 1 per a P{X < t} el valor de la
funcié de distribucié empirica avaluat en t, F,,(t). Per tant, per a x > ¢ lestimacié de
la cua que aproxima F'(x) és

F(z) = (1 = Fo(t)Gerw(x) + Fo(t). (1.18)

Per a valors < t, 'aproximacié que es fara servir per a la seva distribucio és la de la
propia distribucié empirica, F),(z).

Per veure com funciona amb més detall la primera part del metode, a continuacio es
descriuran els dos metodes grafics més utilitzats, el mean excess plot i el Hill-plot.

El mean excess plot és una eina grafica, molt utilitzada en ’'estudi de valors extrems,
que serveix per escollir el valor del llindar ¢ a partir del qual es considerara la cua de
la distribucié i per determinar I'adequacié del model GPD a la practica. Es fa servir
normalment en el primer pas del metode PoT per aquest motiu, com ja s’ha comentat
abans.

Considerem la funcié de la mitjana dels excessos, mean excess (ME), sobre una
variable aleatoria X definida com

t—> ME(t):=FE(X —t|X >1), (1.19)

sempre que E(X | X > 0) < oo.
Donada una mostra i.i.d. zq,xs, ..., 2, amb distribucié F, un estimador de M E(t)
és la funci6 ME empirica, me(t), definida com

n

t—me(t) =Y (@ = g/ Y Ipcsg, >0, (1.20)
i=1 i=1
Ja que el cas que interessa estudiar és la GPD, anem a veure quina informacié es pot
extreure en aquest cas. Per a una variable X ~ G¢ ,, la condicié necessaria d’esperanga
finita per a valors positius només es compleix si £ < 11, a més a més, la funcié ME és
Y £
ME(t) = — 4+ ——t 1.21
om0<t<oosi0<E{<1i0<t< —9Y/Esié<O.
Aquesta linealitat de la funcié ME és en la que es van basar Davison i Smith (1990)

lineal en t:

per crear una comprovacié grafica per al model GPD, anomenada MEFE-plot. Aquest
metode consisteix en dibuixar el conjunt de punts {(xxy, me(zw))) : 1 < k < n}, on
ra) < x) < ... < Xy corresponen als estadistics d’ordre de la mostra. Si el grafic és
prou lineal a partir d’un cert punt, s’escollira aquest com a llindar ¢ i es podria extreure
informacio del parametre ¢ fent servir el pendent de la grafica a partir d’aquest lloc.

A la Figura 1.3 es pot veure I’ ME-plot de 2.156 dades sobre perdues en assegurances
per focs per sobre d’'un milié de corones daneses des de 1980 fins a 1990, inclés. Com
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Figura 1.3: (a) Mean excess plot de les dades daneses sobre pérdues en assegurances de focs. (b)
Mean excess plot per a les mateixes dades sense considerar els 10 estadistics d’ordre més grans de la
mostra.

que per a mostres petites el valor de la mitjana residual pot donar valors extranys,
és recomanable dibuixar I’ MFE-plot treient aquests valors per poder observar millor el
grafic, tal i com es pot veure en comparar les dues imatges de la figura. Els dos grafics
s’han realitzat amb la funcié meplot del paquet evir de R, veure R Development
Core Team (2010).

Aquestes dades s’estudiaran amb detall més endavant, pero una primera ullada a
aquest grafic pot indicar que a partir dels 10 milions de perdues es podria considerar
una cua GPD amb index del valor extrem positiu, ja que s’observa una recta creixent a
partir d’aques punt.

El Hill-plot és I'altre metode grafic utilitzat habitualment en ’estudi de valors ex-
trems. Serveix per decidir quin és el punt de tall a partir del qual comencga la cua i
per estimar I'index del valor extrem que determina el seu comportament, de la mateixa
manera que passa amb 1’ ME-plot.

L’estimador de Hill basat en els k + 1 estadistics d’ordre majors es defineix com

1 X(neis1)
Hipi=-Y log <”;“) Ck=1,..,n—1, 1.22
>0 (S (122)

el qual és un estimador del parametre &.

Cal observar que els sumands que apareixen a la férmula anterior sén sempre positius,
de manera que aquest estimador només té sentit per a l'estudi de cues pesades, és a
dir, quan & > 0. Per tant, aplicat fora d’aquesta situacio, els resultats poden no ser
coherents, per exemple, les cues de dades financeres es consideren pesades habitualment,
pero es poden trobar casos en els quals no és evident, com en alguns tipus de canvi. Sera
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recomanable realitzar, com a minim, un test per decidir entre exponencialitat i GPD
per contrastar I'adequacié del model.
Per decidir quin és el valor k£ optim, es representa el Hill-plot definit com

{(k,H, ), 1 <k<n-—1} (1.23)

i a continuacié s’escull com a llindar el valor a partir del qual el grafic s’estabilitza,
podent estimar el valor de ¢ també a través d’aquesta regio on el grafic sembla més o
menys constant.

Aquest metode presenta algunes dificultats degut a que el grafic no sempre mostra
una regié prou gran a partir de la qual hi ha estabilitat i, principalment, a que és més
efectiu només quan la distribucié d’estudi és Pareto o molt propera a la Pareto. Es
pot observar també un fort biaix per a trajectories de la mostra quan el model no és
estrictament Pareto. Per a més detalls sobre els inconvenients del Hill-plot veure Drees
et al. (2000) i Beirlant et al. (1999).
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Figura 1.4: (a) Hill-plot de les dades daneses sobre perdues en assegurances de focs. (b) Hill-plot
sobre una mostra de mida 1000 d’'una GPD amb parametre £ = 2. En tots dos casos les linies vermelles
puntejades indiquen 'interval de confianga del 95%.

A la Figura 1.4, a apartat (a), es pot veure el Hill-plot per a les dades daneses,
que indicaria una cua amb index del valor extrem igual a I'invers de 1,4 (0,71 aproxima-
dament), ja que la grafica s’estabilitza al voltant d’aquest valor. A I'apartat (b), s’ha
representat el Hill-plot d’una mostra simulada de mida 1.000 d’'una GPD amb index del
valor extrem £ = 2, s’observa com la grafica s’estabilitza al voltant del valor 0,5, que
és 'invers de 2, cal recordar que aquest metode funciona molt bé quan la distribucié és
Pareto. Els dos grafics s’han realitzat amb la funcié hi11l del paquet evir de R.

Diferents alternatives han aparegut per intentar millorar aquest metode, algunes
d’elles basades en el desenvolupament de segon ordre de la cua de la funcié 1 — F.
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Sigui U(t) la inversa de la funcié 1/(1 — F'). Suposem que aquesta funcié pertany a
la classe de models Hall-Welsh, és a dir,

U(t) = Ot (1 + % + o(t”)) L A(t) = €ptr (1.24)

quant = oo amb C' >0, >0,p<0i g #0.
Un nou estimador per a I'index de la cua es pot definir de la segiient manera

H(k) = H; (k) :== H(k) (1 __F (%)’j , (1.25)

on ( B , p) son estimadros consistents per a (3, p), trobats a partir dels mateixos estadistics
d’ordre que es fan servir per a 'estimacié de I'index de la cua.

Aquest nou estimador corregeix el biaix que presenta 'estimador de Hill. Si s’aplica
a les dades daneses, s’obté una estimacié de 0,72 per a &, molt propera al resultat que es
pot extreure del Hill-plot visualment. Per a més detalls sobre I’estimacié dels parametres
de segon ordre i 'aplicacié del metode veure Gomes i Pestana (2007).

Un cop s’ha escollit el punt a partir del qual comenca la cua de la distribucié, cal
estimar els parametres de forma, &, i d’escala, 1. Els metodes grafics presentats a la
seccio anterior es podrien fer servir per a aquest proposit; amb I’ MFE-plot es poden esti-
mar els dos parametres mitjangant una regressio a partir del punt de tall, per exemple,
pero amb el Hill-plot només es podria estimar el parametre &.

El més habitual en la modelitzacié de distribucions a partir d’un llindar és escollir
aquest mitjancant el grafic de I’ MFE-plot i ajustar llavors els parametres per ML, veure
Coles (2001), apartat (4.3). En el segiient apartat es descriura amb detall 'estimacié
ML per a una GPD.

1.4 Estadistica en EVT

A Diebold et al. (1998) es pot llegir la frase <Una lectura de la literatura sobre
EVT revela un contrast nitid i desafortunat entre la teoria de la probabilitat i la teoria
estadistica. La primera és elegant, rigorosa i voluminosa, mentre que la teoria estadistica
sequeix sent primitiva i esquelética en molts aspectes>. Tot i que aquesta aquesta reflexio
té uns quants anys, les coses no han canviat gaire; la teoria probabilistica presenta
uns resultats aparentment senzills, pero els problemes que van apareixent no tenen
una resolucié facil quan es tracta d’analitzar les dades, com poden ser l'existencia de
I’estimador maxim versemblant o la falta de moments de la GPD quan es volen utilitzar
metodes grafics.
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Gracies als avencos informatics, alguns d’aquests problemes que no tenen una solucié
teorica s’han pogut resoldre numericament. En aquest sentit, és important identificar els
problemes existents, entendre’ls des del punt de vista teoric i buscar possibles solucions.

En aquest apartat es presentaran resultats recents, sorgits per intentar entendre i
resoldre algunes de les problematiques tipiques que poden apareixer quan es planteja un
problema de valors extrems, com pot ser 'existencia de I'estimador maxim versemblant
o les limitacions dels metodes grafics existents.

1.4.1 Versemblanca del model GPD

Un dels metodes habituals per estimar parametres és el de maxima versemblanca;
en molts casos l'optimitzacié és complicada, no sempre es pot garantir ’existencia del
maxim i cal recorrer a 1'is de metodes numerics. El cas de la GPD presenta dificultats

especials.
Sigui X una variable aleatoria GPD, la funcié de densitat de X ve donada per
1 £x —(14€)/¢
( ) " " (1.26)

i la corresponent funcié de log-versemblanca per I'equacio

—nlog(v)) — (1+1/€)) log(1+&xi/v), €#0
(& 0) = ‘ (1.27)

i=1
—nlog(¢)) — ¢~ " x;, £=0
=1

on xy, T, ..., Tp 6és una mostra i.i.d. d'una GPD i (1 + &x;/¢) > 0 perai=1,...,n.

No és possible trobar una expressié analitica per al maxim de la log-versemblanca
d’una GPD, de manera que es requereixen metodes numerics, tenint cura d’evitar in-
estabilitats numeriques quan £ es troba a prop de zero. Malgrat aquest inconvenient,
recentment han aparegut resultats que permeten 1'is de la maxima versemblanca per a
la GPD, veure Castillo i Daoudi (2009) i Castillo i Serra (2015).

L’estudi de I'estimacié per ML es pot trobar tractat a Davison (1984), Smith (1985)
i Davison i Smith (1990). En particular, 'estimador ML existeix per a mostres grans
donat £ > —1, per a £ < —1 no hi ha maxim local amb probabilitat tendint a 1, i és
asimptoticament normal i eficient per a & > — 0,5, pero s’observa un comportament
anomal de la funcié per a mostres de mida petita o moderada.

Els valors que es consideren habitualment sén — 0,5 < & < 0,5, per motius teorics
i practics. Les GPD amb £ < —1 soén aquelles que tenen suport compacte pero amb
funci6 de densitat creixent tendint a infinit a mida que s’apropen al punt final, poques
situacions reals es troben on els valors de la cua tenen més probabilitat d’apareixer que
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els centrals. Per a £ > 0,5 no hi ha existencia de variancia i el cas —1 < £ < — 0,5 no
té bones propietats asimptotiques de la versemblanca, pero cal remarcar que no s’han
de descartar models propers a una cua uniforme (£ = —1).

Per al cas de mostres petites, Castillo i Daoudi (2009) han donat arguments que
expliquen aquest comportament inestable, caracteritzant la profile-likelihood en termes
del coeficient de variacié empiric de la mostra.

Reparametritzant la funcié de log-versemblanca en termes de £ i o expressant
1(&0) = 1(&,€0), on 0 > 0 peral > 010 > mar{r;} per a { < 0, derivant
aquesta expressio respecte £ i igualant a 0, es pot escriure

(o) = %Zlog(l b zi/o), (1.28)

i la profile-likelihood es denota llavors com

l(0) = —n(log¢(o) o] +&(0) +1). (1.29)

Per a una GPD el coeficient de variacid, que només depen del parametre de forma,
es pot expressar com +/1/(1 — 2£), mentre que el coeficient de variacié empiric es pot
escriure com

cv = \/mg —m?/my, (1.30)

on my = Y i, x¥/n sén els moments mostrals.

Per a £ > 0 el coeficient de variacié és major que 1, per a la distribucié exponencial
(¢ = 0) val exactament 1 i és més petit que 1 en la resta de casos; ara bé, el coeficient
de variacié empiric no ha de satisfer aquestes condicions, tot i que és d’esperar que es
trobi a prop del valor real.

El resultat principal presentat per Castillo i Daoudi (2009) diu que donada una
mostra {z;} de nombres positius amb coeficient de variacié empiric cv > 1, la funcié de
versemblancga per a la distribucié de Pareto té un maxim global en un punt finit. També
és possible trobar un resultat similar per a les distribucions de suport compacte de la
GPD.

Per una altra banda, Castillo i Serra (2015) presenten dues grans novetats, un nou
algoritme per trobar 'estimador ML i resultats teorics sobre les solucions d’aquest es-
timador. L’algoritme, basat en la profile-likelihood, és simple, rapid i estable, a més a
més, sempre retorna solucié. Esta programat en R i el seu codi és el segiient:

#Estimador ML d’una mostra x d’una GPD(xi,psi)
eGPD<-function (x) {

fxi<-function(sigma) -mean(log(l-x/sigma))
fp<-function(sigma) {
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length (x) * (-log (fxi (sigma) *sigma) +fxi (sigma)-1)

}

int<-c(-100+max (x),100*max (x))
sigma<-optimize (fp, interval=int, maximum=T) $Smaximum

list (xi=-fxi(sigma),psi=fxi (sigma) *sigma) }

Sobre l'estimador ML, demostren que, per al cas —1 < ¢ < 0, existeix un maxim
global i, per al cas £ < —1, la versemblanca sempre és infinita. Un altre punt interessant
que es tracta en aquest article és I’enfoc metodologic a I’hora d’escollir el model i estimar
els parametres, el qual es comentara més a fons en capitols posteriors.

1.4.2 Nou metode grafic

En la Secci6 1.3 s’han presentat els dos metodes grafics més utilitzats en 'ambit dels
valors extrems, el Hill-plot i ' ME-plot; en aquest apartat es mostrara un nou metode
grafic presentat per Castillo et al. (2014a), el CV-plot. Aquest nou metode grafic és
similar a I’ ME-plot, pero utilitza el coeficient de variacié (CV) residual en comptes de
I’esperanca residual.

Sigui X una variable aleatoria continua no negativa, la distribucié residual de X
sobre t es denota per X; = (X —t | X —t > 0) i el CV residual es defineix com

CV (1) = V(X)) E(X,) (1.31)

on V(X) i E(X) corresponen a la variancia i 'esperanca, respectivament. Cal remarcar
que E(X;) = ME(t) i que el CV residual és independent del parametre d’escala, de la
mateixa manera que ho és el CV usual.

El CV residual d’una distribucié GPD, donat £ < 1/2, és constant donat per

CV (t) = cve = /1/(1 — 2§), (1.32)

i el seu valor és més gran que 1, més petit que 1 o igual a 1 d’acord amb 0 < £ < 1/2,
E<0or&=0.

Un CV residual constant caracteritza la distribucio, és a dir, la distribucié GPD és
I'inica que presenta aquesta propietat, veure Sullo i Rutherford (1977).

De la mateixa manera que Davison i Smith (1990) es van basar en la linealitat de
I’esperanga residual de la GPD per construir I’ MFE-plot, ara es pot definir de manera
analoga el C'V-plot, basat en la propietat del CV residual de ser constant per a la mateixa
familia de distribucions.

El C'V-plot és la representacié de

{(k, cop(zy)), 1<k <n—1} (1.33)
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on {z(;} corresponen als estadstics d’ordre i cv,(t) és el coeficient de variacié empiric
de la distribucié residual de X sobre ¢t donat per

cun(t) = sdy (1.34)

Ty

on sd; i &; sén la desviacio estandar i la mitjana de X;, respectivament.

Per a la representacié del C'V-plot s’ha escollit 'ordre dels llindars per a 1’eix d’abcis-
ses, pero també es podrien fer servir els propis estadistics d’ordre. La corba representada
és molt similar en els dos casos, simplement hi ha un canvi d’escala.

Castillo et al. (2014a) adjunten el codi R que permet realitzar aquesta grafica amb
els intervals de confianca incorporats per al cas exponencial. El seu interes es centra en
aquest cas particular (£ = 0), pero els resultats trobats es poden generalitzar, tal i com
es veura en capitols posteriors. L’expressié que determina l'interval de confianca per a
cada llindar ¢ donat es despren del seglient resultat.

Corol'lari 1.1. Sigui X una variable aleatoria amb distribucid exponencial, llavors
n(t)(cvn(t) —1) convergeiz a un procés Gaussia amb mitjana 0 i funcid de covariancia
donada per

exp(—|s —t[/(2p))- (1.35)

Aquesta €s la funcio de covariancia d’un procés d’Ornstein-Uhlenbeck, la versio en temps
continu d’un procés AR(1). Es un procés estacionari de Markov Gaussia, en particular,
per a cada t fixat

n(t)(cva(t) — 1) % N(0, 1). (1.36)

A la Figura 1.5 es poden veure dos exemples de C'V-plot. El primer, el de les dades
daneses utilitzades anteriorment, mostra un exemple on el CV-plot no és tutil perque
aquestes dades no tenen variancia, de manera que no és possible obtenir cap informacio,
tot i que sembla que, a la part final de la grafica, el C'V-plot residual si que acaba tendint
cap a valors propers on hi ha existéncia de moments. Aquesta problematica es discutira
en els seglients capitols i es presentara una solucié. El segon cas serveix per a il'lustrar
la importancia de considerar el CV residual enfront de només el CV, en aquest cas es
presenta una mostra del valor absolut d’una distribucié t de Student amb 4 graus de
llibertat, que té CV igual a 1 pero una cua pesada. Hi ha tests d’exponencialitat basats
en el CV que no rebutjarien exponencialitat en mostres que provenen de distribucions
com aquesta, ni en mostres que presenten cues lleugeres pero amb CV igual a 1, com és
el cas d’algunes mixtures de GPD; en capitols posteriors es presentara una familia de
tests basats en el CV residual que serveixen per detectar aquests casos amb més precisio.
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Figura 1.5: (a) CV-plot de les dades daneses sobre pérdues en assegurances de focs. (b) CV-plot
d’una mostra simulada de mida 1.000 del valor absolut d’una distribuci6é t de Student amb 4 graus
de llibertat. Les linies vermelles corresponen a l'interval de confianca teoric del 95% de la distribucid
exponencial i els punts verds al mateix interval pero calculat mitjancant simulacié.

1.4.3 Un nou enfoc per a cues pesades i exponencials

En el primer capitol s’ha comentat que un dels punts febles del metode PoT és
I’eleccio del llindar a partir del qual la cua s’ha de distribuir com una GPD. Com ja s’ha
dit, I'eleccid, basada normalment en metodes grafics, sol ser subjectiva i sempre queda
el problema de si s’ha agafat un llindar suficientment gran. Un llindar excessivament
alt origina una mostra petita i dificulta ’estimacid, pero un llindar que no sigui prou
elevat conté informacié que no és de la cua i pertorba els resultats de I'estimacio.

En algunes situacions, com per exemple en finances o en la variabilitat climatologica
provocada per ciclons tropicals, les dades presenten un comportament semblant al d’u-
na distribucié de Pareto en un rang ampli pero canvia per a valors molt grans cap a
distribucions menys pesades. Si s’aplica el metode PoT en aquests casos, queda clar que
I’eleccié del llindar sera crucial i els resultats poden distar bastant del que és raonable.

Castillo et al (2013) proposen un nou enfoc per a valors extrems, basat en 1'is de
la distribuci6 full-tails gamma (FTG), valid per a situacions com les que s’acaben de
comentar.

Definici6é 1.8. Distribucié FTG. La funcié de densitat d’'una distribucié FTG ve
donada per

flxia,0,p) =0 (p+02)* ' exp(—(p + 0z))/T(ex, p) (1.37)
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amb suport a (0,00),on a € R, § >0, p > 01 T'(a, p) és la funcié6 gamma incompleta.

Aquesta familia conte la distribucié gamma, en particular la distribucié exponencial,
la distribucié gamma truncada (o > 0), la seva extensié per a o < 0 i la distribuci6
de Pareto. També presenta la propietat de ser tancada per truncament, com li passa a
la GPD, i permet trobar distribucions tan a prop de la distribuci6 de Pareto segons el
que determinen les dades, pero amb una major flexibilitat, ampliant les distribucions de
cues pesades proporcionades per la GPD.

L’estimacié de parametres per ML es pot realitzar mitjancant metodes numerics,
veure Castillo et al (2013), i cal remarcar que, com passa amb el cas de I'estimador de
Hill, aquest metode només sera adequat en casos on clarament hi hagi cues pesades,
perque aplicat en cas de cues lleugeres pot donar resultats no coherents.






CAPITOL 2

Caracteritzacié de distribucions mitjancant el CV residual

Donada una variable aleatoria X, es diu que aquesta queda totalment caracteritzada
si es pot determinar la probabilitat de que X prengui valors en qualsevol interval de la
recta real. La manera més habitual de caracteritzar variables aleatories és mitjancant
la funcié de distribucié o la funcié de densitat, pero existeixen altres maneres de fer-ho,
per exemple, fent servir la funcié generatriu de moments.

L’esperanca residual caracteritza la funcié de distribucié mitjancant la relacio

| = P(t) = %@Eg; exp {— /Ot ﬁs’(s)] | (2.1)

Gupta i Kirmani (2000) van demostrar que el CV residual caracteritza 1’esperanca

residual mitjancant la segiient relacié
t
ME(t) (1+CV3(t)) = / CV3(s)ds + ME(1 + CV?(0)) —t, (2.2)
0

per tant, també caracteritzara la distribucié6 fent servir (2.1).

D’aquest resultat es despren que si el CV residual és constant, llavors la distribucié
X ha de ser GPD. Per tant aquestes distribucions queden univocament determiandes
pel seu CV residual.

En aquest capitol es presentara la caracteritzacié mitjancant el CV residual per a al-
gunes variables aleatories, es dibuixaran els C'V-plots teorics corresponents i es desenvo-

lupara la teoria asimptotica que permetra obtenir I'expressié dels intervals de confianga
associats als C'V-plots de la GPD.

27
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2.1 Calcul general del CV residual

El CV-plot teoric per a una GPD té la forma més simple que es pot trobar, una
funcié constant, i uns intervals de confianca que es poden calcular com es veura a la
Seccio 2.3. El pas segiient que es pot realitzar és buscar els CV-plots teorics per a
d’altres distribucions; ja que el CV residual les caracteritza i cada una tindra, per tant,
la seva grafica corresponent. Aixo serveix a la practica per identificar els comportaments
empirics que s’observen amb diferents conjunts de dades.

Per a aquest proposit, tot i que el C'V-plot s’ha definit anteriorment per a cada posicié
del llindar a la mostra o per a cada llindar, s’ha escollit ara la representacié per quantils,
és a dir, a cada valor 0 < p < 1 se li assigna el CV residual per al corresponent quantil
¢p; ja que d’aquesta manera es poden representar C'V-plots de diferents distribucions
en un mateix grafic, independentment del suport que tingui cadascuna, i perque aporta
una visié directa del precentatge de dades que es va eliminant a cada pas.

En aquest apartat s’explicara el calcul general que es pot aplicar a qualsevol distri-
bucié, es presentaran els detalls particulars per a cada una de les distribucions escollides
com a exemples i es representaran els C'V-plots corresponents per a diferents valors dels
parametres de forma.

Per poder calcular el CV residual, es necessita saber quina és al distribucio dels
excessos sobre un llindar, per tant s’ha de comencar trobant la seva expressié.

Donada una variable aleatoria positiva continua X amb funcié de densitat f(z), la
distribucié dels excessos de X per sobre d'un llindar ¢, donada per (1.13), es pot escriure
com

T+t
R = [ fs)ds/(1 - F(). 23)
t
D’aquesta manera, ’esperanca i la variancia condicionades es calculen com

ME() = [ (e =) (ade/ 1 = F(0) (2.4)

Vi) = [ (o~ P fla)da/ (1~ PE) - M) =
=FB(X —t)*| X >t)— ME(t)*.

(2.5)

Donat que CV (t) = V(t)"/2/M E(t), només cal calcular ME(t) i E((X —1)?| X > t),
per aplicar, finalment, les férmules (2.5) i (1.31).

No sempre es pot trobar una formula tancada per a aquestes expressions, pero es
poden programar facilment fent servir la funcié integrate del paquet stats de I'R.
Com a exemple d’un cas amb aquestes caracteristiques, es representara el C'V-plot per
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a un cas particular de la distribucié Normal Inversa Gaussiana en valor absolut, fent
servir les funcions dnig i pnig del paquet fBasics per obtenir les seves funcions de
densitat i distribucié, respectivament.

Cal remarcar, una altra vegada, que el C'V-plot no depen del parametre d’escala, tot
i que, en algunes de les expressions que es presentaran a continuacié, apareixera degut
a que aquestes no es simplificaran del tot per a la comoditat de la lectura.

2.2 Exemples

Exemple 2.1. Distribucié gamma
Sigui X ~ I'(e, B) una distribucié gamma.
La funcié de distribuci6 de X és

Fx(z;a,p) = /Ox Fﬂ(Z) s lePsds, (2.6)

on I'(x) és la funcié gamma, x >0, a > 01 5 > 0.
L’esperanca condicionada té la seglient expressio:

ME(t) = /too(x —t) Pﬂ(z)xa_le_ﬁmdx/(l — Fx(t; o, B))

(2.7)
= (el = Fx(t,a+1,0))/8 —t(1 = Fx(t; o, ) /(1 = Fx(t; v, B)).
Es calculara ara E((X —t)*| X > t).
—t)? = h x— Qﬁxwle’&” x/(1— Qo =
B 21X > 0= [ @t e e P/ e i) =

= (a(a+1)(1—a)/B> —2ta(l—b)/B+t*(1—c)) /(1 —c).
ona=Fx(t;a+2,0),b=Fx(t;a+1,8)1c= Fx(t;a,[).
Un cop realitzats els calculs necessaris, com que interessara agafar com a llindar el

quantil k£ per a una distribucié6 gamma amb parametres o i 3, és a dir, g o 3, només cal
canviar el valor del llindar ¢ per aquest valor.

Anomenant Fx (qy,a,6; @, 3) =k, Fx(qrapia+1,8) =mi Fx(grep a+2,8)=n,
el CV residual queda de la segiient manera

(4 1)(1 = n)(1 — k) — a?(1 —m)2)V/2
a(l—m) = qrasB(l —k)

A la Figura 2.1 (b) es pot observar quin és el comportament del CV-plot de la

CV(Gk,a8) = (2.9)

distribucié gamma en funcié del valor del parametre a. Per a a < 1 la grafica és
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Figura 2.1: (a) Densitats de distribucions gamma per a diferents valors del parametre «, en tots els
casos 8 = 1. (b) CV-plots tedrics per a les mateixes distribucions, identificades amb els mateixos colors.

decreixent tendint cap a 1, si & < 1 és creixent tendint també cap a 11iel cas a = 1, que
correspon a la distribucié exponencial, té coeficient de variacié residual constant igual
a 1, com ja s’havia vist, ja que aquesta distribucié és un cas particular de GPD.

A la Figura 2.1 (a) es poden veure les densitats amb les mateixos parametres escollits
per a la grafica (b), identificades amb el mateix color. Es pot observar com les densitats
que es troben per sota de 1’exponencial (color taronja) al principi del suport sén les que
després presenten un CV residual major que 1 (colors lila, blau i verd), mentre que les
altres corresponen a cues lleugeres (colors vermell i negre). Aquesta distribucié serveix
com a model per comparar densitats i C'V-plots, ja que en els casos posteriors ja no es
mostraran les densitats.

Exemple 2.2. Distribucio de Pareto Generalitzada
Sigui X una GPD(&, ) amb funcié de distribucié donada per (1.14).
L’esperanca condicionada té la seglient expressio:

ME(t) = /too(fﬁ = OL/Y(L+ & /)" oda/ (1~ Fx(ta, B)) =

(2.10)
=W +&t)/(1 =),
pero només per a & < 1.
Es calculara ara E((X —t)?| X > t).
_1)? _ 0096_2 x —1-1/€ g — Fy(t: _
B =X > 1) = [ (@ 1l o) o/ (- Fx(E ) =

=W +&)*/ ((1-¢)*(1-29),
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pero només per a £ < 1/2.

D’on es dedueix facilment que el CV residual és igual a /1/(1 — 2¢), tal i com s’havia
definit a (1.32).

A la Figura 2.2 es pot observar el comportament del C'V-plot de Is GPD en funcié
de I'index del valor extrem £. El CV residual sera constant major, igual o menor que 1
si€&>0,&=01¢& <0, respectivament.

Exemple 2.3. Distribucié log-normal
Sigui X ~ InN(p,0?) una distribuci6 log-normal amb parametres i o.
La funcié de distribuci6 de X és
In(z) — p
O(——)

. , (2.12)

FX('r;H?U) =

on ®(x) és la funcié de distribucié d’'una variable normal estandar, i la seva funci6 de

densitat és
1 _In(@)—p
(& 202 . (213)

fX(x;:u>U) =
oV 2T

L’esperanga condicionada, després d’aplicar el canvi de variable t = In(x) — p, té la
seglient expressio:

1 In(z)—p
e 22 dr/(1— Fx(t;u,0)) =
xo\/2m / x(fp0) (2.14)

= (exp((0” +2u)/2)(1 — B(a — 1)) — bt) /b

ona=(In(t)—p)/ocib=1—Fx(t;p,o).

E(X—t|X>t):/too(:r—t)

Es calculara ara E((X — t)?| X > t), aplicant el canvi de variable z = In(x) — pu.

1 n(e)—p
5o dx/(1 — Fx(t;pu,0)) =

E((X —t)?| X >t) = /too(ac—t)2

xov 2w
= (exp(20” + 2u)(1 — ®(a — 20)) — 2exp((0? 4+ 211)/2)(1 — @ (a — 1))t + bt*) /b.
(2.15)

Un cop realitzats els calculs necessaris, com que interessara agafar com a llindar el
quantil £ per a una log-normal amb parametres p i o, és a dir, ¢, ,, només cal canviar
el valor del llindar ¢ per aquest valor.

Anomenant FX(Qk,p,U;ua(T) = @(Zn(%,u,o)_ﬂ) — k’ @(Zn(%,u,o)_u—0> = m 1

o g
B ()t

~ ) =n, el CV residual queda de la segiient manera

5 5 1/2
(221 = n)(1 = k) = e 20(1 = m)?)
CV (o) = = : (2.16)

e 2 (L=m) = qeuo(l—F)
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Figura 2.2: (a) CV-plots teorics de la GPD per a diferents valors del parametre . (b) CV-plots
teorics de distribucions log-normals per a diferents valors del parametre o.

A la Figura 2.2 es pot observar quin és el comportament del C'V-plot de la distribucié
log-normal en funcié del valor del parametre o. La grafica és creixent per a alguns valors
del parametre i decreixent per a d’altres, pero en tots els casos tendeixen cap a 1 a mida
que augmenten els quantils, amb una convergencia cada cop més lenta com més gran és
el valor de o.

Exemple 2.4. Distribucié half normal
Sigui X ~ N(0,0?), el valor absolut d’aquesta distribucié és una altra distribucio,
definida a l'interval (0,00), que s’anomena half normal i es denota per Y ~ HN(o?).
La funcié de distribuci6 de Y és

T V2 52
V2 e 202(ds. (2.17)

Pr(wo)= | o~

Sigui Fy(x;0,0) la funcié de distribuci6 de X, on Fx(x; u, o) és la distribucié d'una
variable normal amb parametres p i o, llavors es té que Fy(x;0) = 2Fx(x;0,0) — 1,
de manera que a partir dels valors tabulats de la distribucié normal estandard es pot
trobar la distribucié de la variable X i, a partir d’aquests, els de la variable Y.

2 , .
= té la seglient expres-

L’esperanga condicionada, aplicant el canvi de variable z = 5>,

8i6:

EX—-t|X>t) = (/too(z — t)a\/QEG_;idx)/(l — Fy(t;0)) = o1

- (m/zrlexp(—t?/za?) (1 — Py(t; 0))) /1 — Fy(t;0).

Es calculard ara F((X — t)?| X > t), aplicant elsl canvis de variables z = ﬁi i

2 . . .
§ = 53 quan sigui convenient.
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B(X — )| X > 1) = (/too(x - t)QU\\//%—Tei‘édx)/(l ~ (o) = (2.19)

— ((02 )1 - Fy(t0)) — \/27r—1aexp(—t2/202)t> /(1 — Fy(t; 0)).

Un cop realitzats els calculs necessaris, com que interessara agafar com a llindar el
quantil k£ per a una half normal amb parametre o, és a dir, gx,, només cal canviar el
valor del llindar ¢ per aquest valor.

Es pot comprovar facilment que, per als quantils d’una half normal, es té la relacié

Qk,oc = 04k, (220)

k+1

i, considerant que Fy(x;0) = 2Fx(2;0,0) — 1, es té Fx(qx1;0,1) = %

D’on es pot deduir que el quantil & d'una half normal amb parametre o, g, cor-
respon al quantil % d’una distribucié normal estandar multiplicat per o.
Si es considera g el quantil (k + 1)/2 d’una distribucié normal estandar, el CV

residual queda de la segiient manera

o2 a2 1/2
((1 — k)2 +V2mq (1 —k)e 5 —2e 3 )

*
52

V25 — qiy/m(1 - k)

CV(qr,0) = (2.21)

A la Figura 2.3 es pot veure el C'V-plot de la distribucié half normal com el limit del
CV-plot del valor absolut d'una distribucié ¢, (¢ de Student amb v graus de llibertat)
quan v — oo. El valor del coeficient de variacié residual tendeix al valor 1 a mesura que
augmenten els quantils, que és el valor del coeficient de variacié residual de la distribucid
exponencial; fet que és d’esperar, ja que les cues d’una distribucié half normal sén
exponencials, tot i que la convergencia és lenta i aquest valor no s’assoleix fins al final
de la grafica.

Exemple 2.5. Distribucié t de Student en valor absolut

Sigui X ~ t,, una distribucié ¢ de Student amb v graus de llibertat, considerem
Y = |X|, una nova distribuci6 definida a U'interval (0, co).

La funcié de distribucié de Y és

' B T QF(VTH) 82 ot B x 82 i
Fy(l‘, V) = | \/ﬁ—l—‘@(l + ;) 2 ds = /0 ]{(1 + ;) 2 (s. (222)
Sigui F'y (x; v) la funcié de distribuci6 de X, llavors es té que Fy (z;v) = 2Fx (z;v)—1,
de manera que a partir dels valors tabulats de la distribucié de la variable X es pot trobar
els de la distribucié de la variable Y.
L’esperanca condicionada, aplicant el canvi de variable z = 1 + %, té la segiient
expressio:
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—) T dr/(1 - Fy(t;v)) =

E(X—t|X>t):/took(x—t)(1+ (2.23)

_ <2uk/(y — D) (1+ 20— Bt 1/))15) /(1 = Fy(t;v)),

pero només per a v > 1, ja que es necessita ”T_l > 0.
Es calculara ara E((X — t)?| X > t), aplicant el canvi de variable z = 1 + %

B(X — 1) X >t) = /too k(z — )21+ ‘%)—”T“dx/u ~ Fy(t;v)) =

= kViATD((v — 2)/2)/(2(v — 2)T((v — 1)/2)) (1 - Fy(—wi/_;Zt; v— 2)) /(1= Fy(t;v)+

+ (PO = Betiv) = ho/v = 1) (1+2/0) 77 ) [(1 = Fyr(tv)),
(2.24)

pero només per a v > 2, ja que es necessita v — 2 > 0.

A partir d’aquest punt es procediria com en els casos anterior, calculant I'expressio
del CV residual per a un quantil £ donat, obtenint un C'V-plot diferent per a cada grau
de llibertat donat,pero donada la impossibilitat de reduir aquesta expressiéo de manera
que sigui intelligible, s’ometra la seva aparicio.

A la Figura 2.3, es pot observar com, a mesura que augmenten els graus de llibertat,
els C'V-plots de les distribucions ¢ de Student en valor absolut tendeixen al C'V-plot de
la distribucié half normal, fet que és d’esperar, ja que el limit d’una distribucio ¢t quan
els graus de llibertat tendeixen a infinit és una distribucié normal estandar.

Exemple 2.6. Distribucié Normal Inversa Gaussiana en valor absolut
La distribucié normal inversa gaussiana (NIG), proposada per Barndorff-Nielsen
(1997), és una distribucié continua amb funcié de densitat

oo 0) = atesgno)a (o) ko (00 (S5 ) ewotin) @25)

on ala, B,1,0) = 7 Laexp <5\/(a2 — 5?) — B,u) ,q(z) = V14221 K és la funcié de
Bessel modificada de tercer tipus amb index A donada per

Ko@) = 1 / TP exp(—aly +y)/2)dy, (2.26)

2
Els parametres de forma, a, escala, ¢, asimetria, /3, i localitzacid, u, satisfan 0 < |5] < «,
peRiH>0.
El fet de que la funcié de densitat contingui la funcié de Bessel dificulta poder trobar
una expressio tancada per al CV residual, pero, tal i com s’ha comentat abans, existeixen
funcions de R que permeten programar-la numericament.
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Per illustrar el C'V-plot en aquesta situacid, es fara servir un cas concret de la
distribucié NIG. Considerant = p = 0 i la reparametritzacié ¢ = §/a i w = ad, s’obté
la distribucié NIG simetrica amb mitjana 0, denotada per X ~ NIG(¢,w).

Sigui ara Y = | X | una nova variable aleatoria, ¢ > 0 és el seu parametre de forma i
w > 0 el d’escala. Mitjancant les funcions dnig i pnig del paquet fBasics i la funcié
integrate del paquet stats de I'R, és possible crear un algoritme que repliqui els
calculs generals que s’han presentat al principi del capitol.
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Figura 2.3: (a) CV-plots tedrics de distribucions ¢ de Student en valor absolut per a diferents graus
de llibertat (df) i per a la distribucié half normal (df =o00). (b) CV-plots teorics de distribucions NIG
simetriques amb mitjana 0 en valor absolut per a diferents valors del parametre ¢.

A la Figura 2.3 es pot veure el coportament del C'V-plot per a diferents valors del
parametre ¢. Per a valors petits, la grafica acaba decreixent tendint cap al valor 1 i,
a mida que creix el valor del parametre, el C'V-plot és creixent pero tendint igualment
cap a 1.

2.3 Teoria asimptotica

En aquesta seccid, s’estudiara la distribucié asimptotica del coeficient de variacid
residual per a la GPD com un procés aleatori indexat pel llindar. Aquesta distribucio
proporciona intervals de confianga puntuals per al C'V-plot i un test de multiples llindars
que redueix el problema de considerar multiples llindars per separat. Aquests resultats
generalitzen els presentats a Castillo et al. (2014a).

Denotem fio(t) = P{X > t} i u(t) = E[X*1(x5p], k > 0. Sassumird po(t) > 0,
per a tot t, a partir d’ara. Notem que

pi(t) = po() E(X* | X > 1). (2.27)
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Donada una mostra {z;} de mida n, sigui n(t) = >_7_; 1(x;>r el nombre d’obser-
vacions que es troben sobre un cert llindar ¢. Per la llei dels grans nombres, n(t)/n
convergeix cap a fio(t).

El cv,(t), donat per la féormula (1.34), és un estimador consistent de cve, assumint
moment de segon ordre finit, ja que el limit en probabilitat de cv,(t) quan n tendeix a

_ Via(B)po(t) — m(t)?
pa(t) = to(t)

infinit és

My (t) = cug. (2.28)

Es defineix el k—eéssim moment mostral estandaritzat de 'excés condicional com
1 n
Wianlt) = = D AX o0 — )} (2.29)
j=1
per tant,

Z X1 (x;50 = VaWia(t) + nyu(t). (2.30)
j=1

Cal observar que la constant normalitzadora 1/y/n es fa servir per tenir Wy, (t) =
O,(1), amb ordres de convergencia en notacié de probabilitats. La covariancia d’aquest
procés aleatori ve donada per

cov(Win(s), Win(t)) = covo(X L (x5, X Lixsr) = pii(s V1) — pa(s)py(t).  (2.31)

Encara que les quantitats cv i W), depenen entre d’altres de n, la possible dependencia
d’aquest valor sera suprimida per simplicitat a partir d’ara. Fins i tot la dependencia
de t sera suprimida per a Wy = Wi (t) 1 up = pr(t) en molts llocs.

Teorema 2.1. Sigui X una variable aleatoria continua no negativa amb moments finits
de quart ordre. Llavors, es té la sequent expansio

poWs po(tpey — po) Wi

_l’_
2(tw — tpo)y/ papto — i (tp — tpio)®\/ oo — 43

—2tu? +t W 1
(—2tp7 + tpops + paft2) O—i-Op( )

2(tp — tpo)®\/ papto — 13 vn

Vi(eo(t) = me(t)) =

(2.32)

Per als detalls de la demostracid, veure Castillo et al. (2014a).
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Teorema 2.2. Sigui X una variable aleatoria GPD amb £ < 1/4i1 > 0 parametres de
forma i escala, respectivament; llavors \/n(cv(t) — cve) convergeiz a un procés Gaussia
amb mitjana 0 i funcié de covariancia donada per

po(s,t) = exp((s A t)/¢) (2.33)
per a & =01

NN (1-¢? .
pg(snf)—( w ) (1—38)(1 —26)2(1 — 4&) (1 + E(s A 1))?

((66* — 9¢° +3€%) (s V £)* + (120€° — 109&> + 40€) (s V 1)
(8% — 263 (s At)(s V) + (SPE? — 20€) (s A t) + 6922 — %€ + 7 (2.34)

pera #0is<t.

Demostracio. A partir del Teorema 2.1 es té
Vn(ev(t) — cve) = (Wo, Wy, Wa)a(t) + Op(n~/?)

on

ay(t) = (1 — &) (&% 4 2 + 4ot + t2) /2
as(t) = (=2¢ —t)(1 = ¢)*
as(t) = (1—€)*(1—2¢)/2

1/¢
o) = <w f) (@ (0), as(t), as(t)) /(1 — 262 (6 — £0)°).

Llavors, la matriu de covariancies de W = (Wy, Wy, W), per (2.31), assumint s < ¢,
és

cov(Win(s), Win(t)) = M(s,t) = (piv;(s V1) = pi(8);(t))i j=0.1.2

Una mica d’algebra demostra

a'(s)M (s, t)a(t) = pe(s,t).
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Corol'lari 2.1. En particular, sota les condicions del Teorema 2.2,
Vn(cv(0) — cvg) AN (O, ag) (2.35)
on of = (662 — £+ 1)(1 —)?/ (1 —26)*(1 — 4¢)(1 — 3¢)).
Demostracio. Per a la prova del cas particular, només cal observar que
pe(0,0) = of.
O

Corollari 2.2. Sigui X una variable aleatoria GPD amb £ < 1/4 1 ¢ > 0 parametres
de forma i d’escala, respectivament, llavors y/n(t)(cv(t) — cve) convergeiz a un procés
Gaussia amb mitjana 0 i funcidé de covariancia donada per

pis.t) = (wjfs)m pets.0) (* f)m (2.36)

En particular, per a cada t fizat

n(t)(co(t) — cve) % N (0, 0?). (2.37)

Demostracio. Recordem que n(t)/n convergeix a pug(t) = Pr{X >t} > 0. Per tant, si
n tendeix cap a infinit n(t) tendeix cap a infinit també. Es pot escriure

n(t) (cv(t) — cve) = /n(t)/nyvn (co(t) — cve) .
A partir de (2.30), s’obté
1/
Sy X, = VAW (0) + mpilt) = n(t) = aAWo(6) + (452)

n£t>_<¢;§t)1f+%

NS
1/2¢
Llavors y/n(t) =~ \/n <%> ies té, suposant s < t,

1/2¢ 1/2¢
pt(s,1) = (¢ jf) ) (w jft)
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Exemple 2.7. Dades sobre les onades a Bilbao.

Per il'lustrar com es pot realitzar un C'V-plot amb un interval de confianca per a un
parametre £ donat, es faran servir dades sobre les onades a Bilbao, presentades a Castillo
i Hadi (1997), les quals representen la mitjana per hora dels periodes de zero-crossing
(temps que triga una ona en tornar a la seva posicié incial) expressada en segons i
corresponen a 179 observacions agafades a partir del llindar 7,5 segons.

Aquestes dades han estat molt estudiades i sembla adient ajustar-les per una GPD
amb index del valor extrem £ = —1, és a dir, una distribucié uniforme, veure Castillo i
Serra (2015).

Segons 'equacié (2.37), per a aquest cas es té

Vn(t)(co(t) —1/v/3) % N (0,8/45). (2.38)

Per tant, l'interval de confianca quedara centrat a 1/ V3 ~ 0,577 i, a mida que
s’augmenta el llindar, es va eixamplant perque la variancia cada vegada és més gran.

A la Figura 2.4 es poden veure dos CV-plots per a aquestes dades, un amb els
intervals de confianga per les distribucions exponencial i uniforme i un altre només amb
I'interval de confianga per al cas exponencial. Sembla que la suposicié d’uniformitat de
les dades és encertada.
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Figura 2.4: (a) CV-plot de les dades de Bilbao amb els corresponents intervals de confianga del 95%
per a les distribucions uniforme (verd) i exponencial (vermell). La linia taronja correspon al CV residual
per a £ = 1/4. (b) CV-plot per a les mateixes dades perd només amb l'interval per a la distribucié
uniforme.
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2.4 Comentaris i propostes sobre el CV-plot per a
la GPD

El procediment que s’ha presentat al prinicpi d’aquest capitol per calcular el CV
residual es pot aplicar sempre i quan existeixin els moments de primer i segon ordre de
la variable aleatoria X, és a dir, l'esperancga i la variancia.

De fet, també funciona per a variables aleatories que no sén estrictament positives,
amb la condici6é que E(X;) < oo i V(X;) < oo, on Xy = {X | X > 0}. Pero, per
simplicitat, sempre es poden traslladar les dades a I'origen per tenir una mostra positiva
i aplicar els resultats que s’han presentat fins al moment.

Sobre les restriccions del C'V-plot, per al cas de la GPD, per exemple, només es pot
calcular quan £ < 1/2 i, per a una distribucié t de Student, quan v > 2. Si el que es
vol és calcular intervals de confianga, les condicions encara sén més restrictives, ja que
es necessiten moments finits fins a quart ordre, veure Teorema 2.1.

Per al cas de la GPD només es poden calcular intervals de confianga si £ < 1/4. Per
aquest motiu, en alguns C'V-plots, apareix representada la funcié constant corresponent
a cuyyy = V2 &~ 1,414, per tal de marcar el limit fins al qual es pot utilitzar la teoria
asimptotica.

Malgrat aquestes limitacions, en el cas de la GPD es pot fer servir una propietat de
dualitat existent entre les distribucions Fréchet i Weibull, que es pot traslladar a les dis-
tribucions GPD amb cua pesada i les de suport compacte, la qual permetra realitzar una
extensié del C'V-plot per als casos on, en un principi, aquest no existeix. En el segiient
capitol es presentaran els resultats teorics que permetran realitzar una transformacié
adient en els casos en els quals no hi ha existencia dels moments necessaris.



CAPiTOL 3

Dualitat entre cues lleugeres i pesades

Les distribucions de Fréchet i Weibull es troben estretament relacionades, ja que, sota
la transformacié -1/X, es pot passar d’'una a 'altra, veure Embrechts et al. (1997) Secci6
3.3.2. Per tant apareix una dualitat entre subfamilies de la GEV, més concretament,
entre les que tenen index del valor extrem positiu i les que el tenen negatiu, pero aixo
no passa amb la GPD.

Ara bé, ja que aquestes dues families es troben relacionades en el limit i mitjanant
el domini d’atraccié del maxim, es podria plantejar la qiiestié de si hi ha alguna relacié
entre dominis d’atraccié del maxim de variables aleatories i com afectaria al cas concret
de la GPD.

En aquest capitol es veura que aquesta relacié existeix i que servira per trobar
una relacié de dualitat entre cues lleugeres i cues pesades. A més a més, sota una
transformacié previa, aquesta relacié es fara servir per realitzar 'extensié del C'V-plot
per als casos on no hi ha moments finits suficients.

3.1 Relacio entre els dominis d’atracciéo del maxim
de Hf 1 H_f

En el primer capitol d’aquesta tesi s’ha definit el concepte de domini d’atraccié del
maxim, Definicié 1.2, i s’han presentat les condicions suficients de variacié regular que
ha de satisfer una distribucié F' per a pertanyer al domini d’atraccié del maxim d’una
distribucié Fréchet o una distribuci6 Weibull, veure Proposicié 1.1 i Proposicié 1.2.
Totes dues condicions necessiten que una certa funcié sigui RV_, amb « > 0, en el cas

41
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Fréchet aquesta funcié és F mentre que en el cas Weibull és F(zp — 271).

A partir de la inversi6 —1/X les distribucions de Fréchet es poden transformar en
distribucions de Weibull i a l'inrevés, per tant, és d’esperar que existeixi també una
relacid entre els dominis d’atraccié del maxim de les distribucions Fréchet i Weibull. Els
resultats que es presenten continuacié defineixen aquesta relacié.

Corollari 3.1. Si F' € D(H¢), £ > 0, on F és la funcié de distribucio de la v.a. X,
llavors F* € D(H_¢), on F* és la funcié de distribucio de la v.a. X* = —1/X.

Demostracid. Sigui X una v.a. amb funcié de distribucié F tal que F' € D(H), £ > 0,
isigui X*=-1/X.
F*(x) = F(=1/z), on F* és la funcié de distribucié de X* = F*(z) = F(—1/x).
Per una altra banda, zr = 400, perque F' € D(H), £ > 0, llavors

zpe =sup{r € R: F*(z) <1} =sup{z e R: F(-1/z) <1} =0
i F*(xpe — a7 ') = F*(—27") = F(x).
Per la Proposicié 1.1,
Fi(zp —a™ V) =F(x) =27 L(z), £ >0 = F*(xp: —27') € RV_y,
i per la Proposicié 1.2,
F*(zp- —a7') € RV_yje <= F* € D(H_;).
[

Corollari 3.2. Si F' € D(H_¢), € >0, on F és la funcid de distribucio de la v.a. X,
llavors F* € D(H), on F* és la funcid de distribucid de X* =xp —1/X.

Demostracié. Sigui X una v.a. amb funcié de distribucié F' tal que F' € D(H_¢), £ > 0,
isigui X*=uzp—1/X.
F*(z) = F(zp—1/x), on F* ésla funcié de distribucié de X* = F*(z) = F(xp—1/z).
Per la Proposicié 1.2,

F*(z) = F(xp — 1/x) = 27 YL(x), € > 0= F*(v) € RV_14.

Llavors, per la Proposicié 1.1,

W(ZE) € RV_l/g — F* € D(H&)
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Aquests resultats, permeten realitzar transformacions de manera que distribucions
sota el domini d’atraccié del maxim Fréchet es transformen en distribucions sota el
domini d’atraccié del maxim Weibull i viceversa. A més a més, com que es té que si
la distribucié limit del maxim és GEV amb parametre £ (GEV,), llavors la distribuci6
limit dels excessos sobre un llindar sera GPD amb el mateix parametre (GPDy), aixo
permet ampliar el resultat per a aquestes darreres.

Corollari 3.3. Sigui X una v.a. tal que el limit de la seva distribucio residual sobre
un llindar es comporta com una GPD amb index del valor extrem &, llavors el limit de
la distribucio residual sobre un llindar de X* = —1/X és una GPD amb index del valor
extrem —&.

D’aquesta manera, el problema de no tenir moments d’ordre 11 2 per a que I’ ME-plot
iel C'V-plot siguin consistents (GPD amb £ > 11§ > 1/2, respectivament) queda palliat.
En cas de trobar-se en una situacié problematica, només cal aplicar la transformacié
X* = —1/X, fer servir les eines grafiques o estadistiques que es considerin adients per
trobar I'index del valor extrem £ de la distribuci6 limit GPD i llavors assignar a X una
GPD amb el mateix parametre pero canviat de signe.

Exemple 3.1. Considerem una GPD amb parametre ¢ = 1. La distribucié de Cauchy,
per exemple, té com a distribucié limit per sobre d'un llindar aquesta distribucio.
Sigui X una variable aleatoria estandar de Cauchy amb la segiient funcié de densitat

f(x) , v €R. (3.1)

(14 2?)

S’ha generat una mostra de mida 200 d’aquesta variable aleatoria, fent servir la
funcié rcauchy del paquet stats de I'R, i s’han representat els C'V-plots de la mostra
original i de la transformacié —1/X traslladada a ’origen.

A la Figura 3.1 es pot observar com el C'V-plot de la mostra original no aporta cap
informacio, la grafica no presenta cap regié més o menys constant a partir de cap llindar
i es troba molt per sobre del limit a partir del qual ja no funciona la teoria asimptotica
(& = 1/4), en canvi, el CV-plot de la mostra transformada si que presenta una regi6
més o menys constant dins de l'interval de confinaga de la distribucié uniforme, que
correspon a una GPD amb £ = —1.

La cua de la Cauchy és GPD; i la de la seva transformacié —1/X és GPD_y, es
satisfa, per tant, el resultat demostrat en el Corollari 3.1.

3.2 Transformaciéo Y = —1/(X +¢)+1/c

La GPD(&,%) es troba estandaritzada ja que totes les seves observacions prenen
valors positius, el suport de la distribucié és (0,0) on ¢ = co per a £ > 010 = 9/ [¢|



44 Dualitat entre cues lleugeres i pesades

. (@) 0 _(b)
o 7] - /
o
o B //,_/
o o
g3 g3
a IS
> >
g o g | T
= N -
c c
Q (]
:;_’ Te] gm M
3 5 ] - 88+
o
o _
—
0 N o
I I I I I I I I
0 50 100 150 0 50 100 150
X -UX

Figura 3.1: (a) CV-plot d’'una mostra de mida 200 d’una variable aleatoria Cauchy estandar. (b)
CV-plot de les mateixes dades un cop aplicada la transformacié —1/X. En ambdds casos les linies
verdes i vermelles corresponen als intervals de confianca del 95% per a les distribucions uniforme i
exponencial, respectivament, i la linia taronja al CV residual per a una GPD, 4.

per a ¢ < 0. La GPD es pot expandir incloent un parametre de localitzacié mitjangant
Y = X +pu, de manera que el comportament de X a prop de o sera el mateix que el de Y
a prop de o + u. De la mateixa manera, es pot expandir la transformacié X* = —1/X a
Y =—-1/(X+¢), donat ¢ > 00 ¢ < —0o, per a que la transformacié romangui monotona
creixent a l'interval (0, ).

Teorema 3.1. Sigui X una v.a. GPD(,) amb suport (0,0) ic >0 o0c < —o, llavors
Y = —1/(X +¢) té distribucid GPD amb parametre de localitzcid si i només si ¢ =) /¢&.
A més amés, Z=Y +1/c té distribucié GPD(-£,£*/1).

Demostracio. Si X és una v.a. GPD estandar, la transformacié Y = —1/(X + ¢), on
c € R, té densitat

fry) = 0" (y/ () — Ec)y — ) oy, ¥ > 0

amb suport a —1/c <y < 0,81 >0,ia—-1/c<y< —1/(c+0)si&<O.
Si es considera ¢ = 1/&, la densitat de la variable Y amb el mateix suport, pren la
forma

Fr(y) =0V (y) =y >0,
Donat el canvi Z =Y +¢/¢ = —1/(X + /&) + £/, es pot veure facilment que la
seva funcié de densitat és
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fz(2) =1/(&/¢) (1 + (_g)x/(g/w)flfl/(—s)

amb suport a 0 < 2z <&/, si€>0,ia0<2<o0si<0.
m

Corollari 3.4. Sigui§ > 0, ¢ > 0ic= /&, llavors una v.a. x té distribucic GPD(& 1))
si 1t només si Z = X/(c(X + ¢)) té distribucié GPD(E,10,) amb &, = =&, ¥, = &2/ i
suport (0, £/1).
Demostracio. En el sentit cap a la dreta, es pot veure directament a partir del Teorema
3.1, perque ¢ > 012 =X/(c(X +¢)=—-1/(X+¢)+1/c

El sentit cap a ’esquerra també és conseqiiencia del Teorema 3.1, perque la inversa
de la transformacié anterior és

X=7Z/1-cZ)=Z/(co(Z +¢3)) = —1/(Z + c2) + 1 /ey

on cg = —1/c = —¢/v. El suport de Z és (0, ©/|¢])=(0, {/¥) i Z + co > 0 (equiva-
lentment ¢y < —¢/1)), llavors X és una funcié monotona creixent de Z i el Teorema 3.1

prova el resultat. O
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Figura 3.2: (a) CV-plot d'una mostra de mida 200 d’'una variable aleatoria GPD;. (b) CV-plot
de les mateixes dades un cop aplicada la transformaci6 —1/X. En ambdés casos les linies verdes i
vermelles corresponen als intervals de confianca del 95% per a les distribucions uniforme i exponencial,
respectivament, i la linia taronja al CV residual per a una GPD, 4.

A continuacié s'illlustrara, fent servir diferents C'V-plots, la importancia d’aplicar
la transformacié Y = —1/(X + ¢) + 1/c amb el valor de ¢ adequat. S’ha generat
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una mostra de mida 200 d'una GPD;, s’ha aplicat la trasnformacié Y = —1/X i, a
continuacio, s’han dibuixat els C'V-plots corresponents. Per simular una mostra d’una
variable aleatoria GPD es pot fer servir la funcié rgpd del paquet evir de I'R.

A la Figura 3.2 es pot veure com, tot i que la simulacié inicial és GPDq, la seva
transformacio no presenta un C'V-plot constant des de I'inici del grafic, pero si que acaba
entrant dins de l'interval de confianca d’una GPD_q, que correspon a la distribucié
uniforme.

Si es vol aplicar la transformacié Y = —1/(X + ¢) + 1/c amb ¢ = ¢/&, primer s’han
d’estimar els parametres, a la practica es pot fer mitjancant ML, per exemple. A la
Figura 3.3 es pot veure com, un cop estimats els parametres £ i v per ML i aplicada
la transformacié Y = —1/(X + /&) + £/1¢ a les dades utilitzades a la Figura 3.2, el
C'V-plot si que es correspon amb el d'una GPD_; des del seu inici.

©
—

1.2

1.0

Coeficient de variacio

0.4

0 50 100 150
-1/(X+c)+1/c

Figura 3.3: CV-plot de la mostra GPD; de la Figura 3.2 després d’aplicar-li la transformacié Y =
“1/(X+¢/&) +&/v.

3.3 Exemple amb les dades daneses

A la Figura 1.5 es podia veure com el CV-plot de les dades daneses no era capag
d’aportar informacié degut a la falta de moments. La grafica comencava amb un valor
molt elevat i anava decreixent, pero quedant bastant per sobre de I'interval de confianga
de la distribucié exponencial.
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A continuacid, s’aplicara la darrera transformacié presentada a l'apartat anterior a
aquestes dades per poder extreure’n més informacié. Es consideraran les perdues per
sobre de 10 milions de corones daneses, 109 dades exactament, per realitzar els calculs,
ja que és el llindar que es proposa a McNeil (1997) a partir d’analitzar I’ ME-plot de les
dades, veure Figura 1.3.

Abans de tot, cal traslladar les dades a l'origen per poder realitzar les estimacions
dels parametres mitjancant ML, les quals son E =051 @/Z)\ = 7. Seguidament, amb
aquesta informacid, ja es pot realitzar la transformacié Y = —1/(X + /&) + £/9.
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Figura 3.4: (a) CV-plot de les dades daneses per sobre de 10 milions de perdues després d’aplicar-li
la transformacié Y = —1/(X + ¢ /&) + £/9. Les linies verdes i vermelles corresponen als intervals de
confianga del 95% de les distribucions uniforme i exponencial, respectivament. (b) CV-plot per a la
mateixa transformacié amb l'interval de confianga del 95% per a una GPD amb £ = — 0,5.

A la Figura 3.4, a I'esquerra, es pot veure el C'V-plot de la transformacié amb els
intervals de confiancga de les distribucions uniforme i exponencial, es pot observar com
la grafica queda totalment acotada per aquestes dues distribucions, de manera que la
cua ha de correspondre a una distribucié GPD amb —1 < ¢ < 0, que és una distribucid
de suport compacte, tal i com era d’esperar. A la dreta es pot veure el C'V-plot de la
mateixa transformacié pero amb l'interval de confianca del 95% per a una GPD amb
& = — 0,5, el qual conte la majoria dels valors dels CV residuals.

La conclusio a la qual es pot arribar després d’aplicar aquests canvis és que una GPD
amb parametre £ al voltant de 0,5 és una estimacio adient per a la cua de la distribucio,
resultat que és coherent amb els resultats proposats per McNeil (1997). Cal recordar que
els metodes grafics sén eines que permeten realitzar una visié descriptiva de les dades i
la subjectivitat de I'investigador afecta en gran mesura a les conclusions, es necessiten



48 Dualitat entre cues lleugeres i pesades

eines d’inferencia per poder realitzar estudis més acurats de les dades i les estimacions
dels parametres associats.

En el segiient capitol es presentaran els tests T}, que permetran realitzar la inferencia
necessaria sobre les dades. Aquests tests es podran fer servir tant per contrastar la
bondat de I'ajust com per estimar el llindar a partir del qual es pot considerar que la
distribucié és GPD mitjancant un algoritme automatic de seleccié de llindar, el qual
s’aplicara a les dades daneses per completar I’analisi que s’esta realitzant.



CAPITOL 4

Contrastos amb muiltiples llindars

Castillo et al. (2014a) van presentar un nou test per a exponencialitat, anomenat
T.n, que utilitza multiples llindars escollits mitjancant les successives potencies de 1/2.
Aquest test miltiple es pot extendre a qualsevol GPD que tingui moments d’ordre 2, ja
que es necessita existencia de variancia, i es pot ampliar la manera d’escollir els llindars
utilitzant potencies de p amb 0 < p < 1.

Es important poder disposar d’un test per recolzar els metodes grafics. A més a més,
un test de multiples llindars avalua la hipotesi nulla al llarg de tota la cua i no només
en un punt. Com ja s’ha comentat, existeixen tests basats en el CV que poden portar
a conclusions erronies. Per exemple, la distribucié exponencial és 1'inica que té CV
residual a 1, pero no és I'inica que té CV igual a 1, es poden trobar exemples tant de
cues pesades com de suport compacte que compleixen aquesta propietat. Un test basat
en el CV no sempre pot detectar les possibles diferencies, mentre que un test basat en
multiples llindars té menys probabilitat d’error.

En aquest capitol es presentara l'extensié de 'estadstic T,,,, anomenat 7}, ,. Consi-
derar la distribucié com a procés en funcié del llindar permet trobar les distribucions
asimptotica i aproximada de 7,,,. Per finalitzar, es presentaran algunes simulacions
realitzades per comparar ’aproximacié als valors asimptotics segons la mida mostral.

4.1 Tests T, 1 estimacio

Donada una mostra {z;} d'una GPDy, per a qualsevol conjunt possible de llindars
to < t1 < ... < ty, siguin n(t;) el nombre d’observacions del conjunt {z;: x; > t;},

49
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cv(ty) el CV empiric del conjunt traslladat a l’origen donat per (1.30), on 0 < k < m, i
cve el CV teoric donat per (1.32).
Es defineix 'estadistic T" basat en aquesta seleccié de multiples llindars com

T = Z n(ty) (cv(ty) — cve)? . (4.1)

k=0

La distribucié de T no depen del parametre d’escala i és senzill simular-la. Es
important notar que, sota la hipotesi nulla de GP Dy, s’esperen valors petits per a T i
valor proper a /1/(1 — 2¢) per a cada cv(ty). Per tant, valors alts per a 7" mostrarien
que una GPD amb index del valor extrem £ no seria un model adient per a les dades.

Els llindars {¢;} poden ser arbitraris, pero es pot obtenir una simplificaci6 practica
agafant llindars de manera que la probabilitat de la cua sigui p* (poteéncia de p), sota
la hipotesi nulla de GPD. Donada una mostra {z;} de mida n, independentment de
la distribucié de la qual pl"OViIlgui, L) = 0, T((1—p)n)s L((1—p2)n), L((1—p3)n); --- son els
llindars que aproximadament deixen per sobre d’ells les probabilitats 1, p, p?, p?..., per
tant, aquests son els valors que es necessiten per treballar amb el conjunt de llindars
escollit. Per a una mostra general, el quantils g corresponents als darrers np”* elements
sén considerats (si p = 1/2, per exemple, ¢; és la mediana, ¢y és el tercer quartil, ...).

Per a una  variable  aleatoria  GPD amb index  del  valor
extrem &, Pr {X > % (p+ — 1)} = p*, per tant, ¢, ~ % (p™ —1) = z(,_ppry (per
al cas & = 0, distribucié exponencial amb parametre pu, es té que aquests valors seran
aproximadament equiespaiats ja que Pr{X > (—ulog(p))k} = p*).

Agafant el conjunt de llindars corresponent als quantils de la mostra que s’acaben
de descriure, (4.1) esdevé

m

Tonp = ank (cv(qr) — cvg)2 (4.2)
k=0

Es pot observar que hi ha una gran quantitat de possibilitats a I’hora d’escollir un
estadistic 1}, ,. Per tal que s’hagi d’escollir el minim nimero de parametres i 'estudi
sigui el més objectiu possible, es proposa una particié concreta a partir de I'inic valor
de m escollit per 'investigador, de manera que la p es fixara a partir d’aquest valor.

Un cop escollit el valor de m, el valor de p es calcularia de la segiient manera

p = exp(log(ns/n)/m) (4.3)

on n és la mida de la mostra i ns la mida de la mostra a partir del llindar més gran, és
a dir, la minima mida de mostra que es faria servir en el calcul dels CV residuals. Es
recomana agafar ns = 8, pero aquest és un valor que es pot modificar.
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A partir d’ara, per simplicitat i perque 1'inic valor que cal escollir quan s’utilitza un
test T,,,, és m, a aquests tests se’ls anomenara 7T;,, en molts llocs.
La finalitat d’aquests tests T, és fer-los servir en contrasts de l'estil:

Hy : La distribuci6 de la qual prové la mostra és GP Dy
H, : La distribuci6 de la qual prové la mostra no és GP Dy

També es poden fer servir en casos en els que 'index del valor extrem és desconegut,
agafant com a & el valor corresponent al cve que minimitza 'estadistic 7},,. Aquest valor
es pot trobar facilment derivant i igualant a 0, la seva expressio és

€= (cbe® —1)/(2¢0¢”) (4.4)

on cbe = (1 —p) 3L pev(a) /(1 —p™ ™).

En aquesta situacié, amb & desconegut, el contrast que es realitza és el segiient:

Hy : La distribuci6 de la qual prové la mostra és GPD
H, : La distribuci6 de la qual prové la mostra no és GPD

Per tant, donada un mostra a partir d'un cert llindar fixat, amb un d’aquests tests
es pot contrastar la hipotesi de GPD per a aquesta.

Exemple 4.1. En acabar el capitol anterior, es recomanava una estimaci6 per al
parametre £ de 0,5 en el cas de les dades daneses per sobre de 10 milions, basant-se
en el C'V-plot. Aquesta grafica ha de servir de suport i per realitzar I’analisi descriptiva,
pero com a eina inferencial és millor utilitzar els tests que s’acaben de presentar.

A la Taula 4.1 es poden veure els resultats de realitzar el contrast per a & = -0,5
conegut amb els tests T}, per a diferents valors de m, i el p-valor obtingut mitjangant
simulacié de 10* mostres, per a les 109 dades transformades. En tots els casos el p-valor
és prou gran per concloure que no hi ha evidencies significatives per poder rebutjar
la hipotesi nulla de GPD_g5, en el cas de les dades re-transformades seria £ = 0,5,
valor que concorda amb el valor obtingut si s’estima el parametre per ML, veure McNeil
(1997).

De la mateixa manera, es podria realitzar el contrast per a & desconegut. A la Taula
4.2 es poden veure els valors de l'estadistic T, els p-valors calculats per simulacio de
10* mostres i I'estimacié de € donada per (4.4). Com en el cas anterior, tots els p-valors
son prou grans per concloure que no hi ha evidencies significatives per poder rebutjar
la hipotesi nulla de GPD, tot i que les estimacions de £ es troben al voltant de -0,4 en
comptes del valor -0,5.

En qualsevol dels dos casos, amb index del valor extrem conegut o desconegut, no
es pot rebutjar la hipotesi de GPD per a les dades daneses per sobre de 10 milions
de corones, fet que déna més suport encara a les conclusions de McNeil (1997) sobre
aquestes dades.
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Taula 4.1: Estadistic 7, i p-valor per al contrast amb £ conegut igual a -0,5 aplicat a
la transformacié de les dades daneses per sobre de 10 milions de corones.

m T, p-valor
5 1.05 0.61
10 1.87 0.64
15 2.71 0.64
20 4.38 0.50

Taula 4.2: Estadistic T, i p-valor per al contrast amb & desconegut aplicat a la trans-
formacio de les dades daneses per sobre de 10 milions de corones, també es mostra el
valor de ¢ que minimitza ’estadistic i que serveix com a estimador.

m T, p-valor é

5 0.86 0.58 -0.43
10 1.24 0.75 -0.40
15 1.86 0.75 -0.40
20 2.98 0.63 -0.39

4.1.1 Estimacio del parametre &

Existeixen diversos metodes per a 'estimacié del parametre £ d’'una GPD; el més
conegut és I'estimacié ML pero es poden trobar altres metodes estudiats per Hosking i
Wallis (1987), Castillo i Hadi (1997), Zhang i Stephens (2009) o Song i Song (2012), entre
d’altres. Malgrat disposar de totes aquestes opcions, s’ha vist que aquestes tecniques
no sempre son factibles.

Al Capitol 1 ja s’ha comentat que el més habitual és fer servir ML per a ’estimacié
del parametre £ un cop s’ha escollit un llindar, veure Coles (2001), i, per al cas de
la bondat de I'ajust, Choulakian i Stephens (2001) recomanen també aquest metode
d’estimacié en el cas de parametres desconeguts abans d’aplicar els tests de Cramér-von
Mises o d’Anderson-Darling.

Els tests T}, es poden utilitzar per estimar el valor del parametre £ a partir de la seva
minimitzacid, obtenint una férmula tancada, veure (4.4), i donat que estimador ML
per a la GPD és un estimador eficient pero que pot tenir problemes quan les mostres
sé6n de mida petita, veure Castillo i Daoudi (2009), en aquest apartat, es compararan
I’estimacié ML amb 'estimacio fent servir diferents tests 7T;,, per a mostres petites.

L’estimacio utilitzant els tests T}, es realitzara fent servir els valors m = 0, m = 2
i m = 10, amb una significacié del 20%. El cas particular Ty correspon a calcular
I’estimacié del parametre & a partir del coeficient de variacié empiric de tota la mostra
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sota la hipotesi de GPD, donant com a resultat 1’estimacio

E=(01—-1/c?)/2 (4.5)

on cv ve donat per 'equaci6 (1.30).

A més a més, aquesta estimacié coincideix amb la que sorgeix fent servir el metode
dels moments (MOM), presentat per Hosking i Wallis (1987). Degut a aquesta coin-
cidencia i que es vol deixar clara la diferencia entre fer servir el coeficient de variacid
simplement o utilitzar multiples llindars, a aquest metode d’estimacio se I’anomenara
CV en comptes de Ty.

Es compararan, per tant, les estimacions del parametre £ mitjancant ML, CV, T,
i Thp. A la Taula 4.3 es poden veure els errors quadratics mitjans sobre 1.000 simula-
cions per a aquestes estimacions, per a diverses mides de mostra i diferents valors del
parametre £.

Es pot concloure que, per a mostres de mida petita, els metodes que millor funcionen
son Ty i Tig quan £ < 0, el primer quan la mida és més petita o igual que 50 i el segon
quan es va augmentant la mida de la mostra, i, quan £ < 0, 75 continua essent el millor
metode mentre que CV és el que té un error més petit quan es va augmentant la mida
de la mostra. Es pot observar també com, per a mostres de mida 200 i ¢ = 0,3 'MSE
més petit correspon al metode MLE, quan la mostra es va fent gran el millor metode
és MLE, pero en mostres no tan grans, quan el test T, pot fallar degut a la falta de
moments, és normal que aquest metode comenci a donar millors resultats.

4.1.2 Estimacio del parametre

Els metodes d’estimacié existents que s’han mencionat fins ara, MLE o MOM per
exemple, proporcionen una estimacié tant per a I'index del valor extrem & com per al
de forma 1 d’una GPD, cosa que no succeeix amb els metodes T,,, ja que el coeficient
de variacié no depen del parametre d’escala.

La qiiestio que sorgeix llavors és quina és la millor manera d’estimar ¢ un cop s’han
fet servir els metodes T,,. Cal recordar que aquest valor és necessari si es vol aplicar el
metode PoT per trobar I'estimacié completa de la distribucié de la cua, equacié (1.18).

Per intentar respondre aquesta pregunta, s’han comparat sis metodes diferents d’es-
timacio del parametre v donat que & sigui conegut.

e MLE. Maximitzant la funci6 de log-versemblanca, [(£,1)), respecte 1, equacid
(1.27). Per realitzar aquesta tasca es fa servir la funcié optimize del paquet
stats de I'R.

e LE. Igualant I'equacié de versemblanga, dl/0v, a 0 i aillant . Per realitzar
aquesta tasca es fa servir la funcié nlegslv del paquet nlegslv de I'R.
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Taula 4.3: Comparacié de 'error quadratic mitja d’estimacions de £ per a mostres de
diverses mides petites i diferents valors de I'index del valor extrem d’una GPD. Els
metodes fets servir sén: el coeficient de variacié (CV), maxima versemblanga (MLE) i
T,, amb m = 2 im = 10. En negreta esta marcat el valor més petit corresponent a cada
una de les diferents combinacions.

. . 13
Metode  Mida — g —65—065 01 0 01 02 03
CV 20 1310 1039 9.03 779 6.80 666 696 7.26 8.65
MLE 20 34.27 29.97 26.15 23.62 2046 18.14 18.16 17.24 17.62
T, 20 579 5.18 4.77 4.58 4.47 4.85 5.68 6.74 8.57
Tio 20  6.02 542 516 493 480 524 610 7.17 9.16
vV 30 768 639 509 426 393 383 417 465 5.60
MLE 30 12.68 10.12 843 752 726 728 779 819 888
T 30 381 3.21 2.78 2.51 2.54 2.79 3.36 4.34 582
Tio 30 3.75 333 3.04 288 296 330 393 502 6.73
CV 50 417 334 272 239 215 216 231 261 3.31
MLE 50 345 325 284 3.00 315 336 359 389 4.44
T, 50 2.15 1.89 1.62 1.64 1.68 1.92 2.30 2.87 3.94
Tio 50 216 1.86 1.65 1.67 1.76 207 245 3.13 436
vV 100 192 158 130 112 100 1.02 1.16 1.33 1.76
MLE 100 1.09 105 1.05 111 122 134 155 170 1.94
T, 100 117 099 085 0.83 0.87 0.97 126 157 216
Tio 100 0.90 0.83 0.80 085 100 1.17 154 1.94 267

CvV 200 095 074 062 052 048 0.51 0.58 0.74 1.01
MLE 200 041 042 042 046 052 060 0.67 0.78 0.90
T, 200 0.60 052 044 041 044 052 066 089 1.26
T 200 0.41 0.38 0.37 040 051 064 08 1.14 164
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e f0. Resolent 'equacié f(v¢)) = 0 respecte ¢» donada

F@) =1/(+0) =1/n ) 1/(1+ Exift) (4.6)

on aquesta expressio es dedueix de simplificarl’equacié de versemblanga i sumar 1

a cada terme. Per realitzar aquesta tasca es fa servir també la funcié nlegslv
de I'R.

e Minf2. Minimitzant el quadrat de f(v). Per realitzar aquesta tasca es fa servir
també la funcié optimize de I'R.

e Mediana. Aillant 1) de 'expressié de la mediana d’una GPD s’obté 'estimacié
O =EMe/(25 —1). (4.7)
on Me és la mediana empirica de la mostra.
e Mitjana. Aillant ¢ de I'expressié de la mitjana d’'una GPD s’obté I'estimacio
b= X(1-¢). (4.8)
on X és la mitjana empirica de la mostra.

Els MSE s’han calculat sobre 10.000 mostres simulades de cada una de les diferents
condicions plantejades. Shan considerat mostres de mides 20, 30, 50, 100 i 200, també
s’han utilitzat diferents valors del parametre £ i diferents valors del para metre 1. Ara bé,
com que els resutats sén analegs per als diferents valors del parametre v, per simplicitat,
només es mostraran els resultats obtinguts per a les simulacions quan ¢ = 1.

A la Taula 4.4 es pot veure com I'estimacié per ML és la que té un MSE menor en
tots els casos. Per a & < 0, clarament és la millor, per a & = 0, tots els metodes sén
equivalents excepte el de la mediana i, per a & > 0, es pot veure que hi ha més d’un
metode que funciona millor.

Per tant, un cop fets servir els metodes 7;, i quan sigui necessari estimar el valor del
parametre 1, el metode que es fara servir sera MLE sobre 1) suposant £ conegut.

4.2 Distribucié asimptotica
Es possible escriure estadistic T, de la forma T;,,,, = V'V, on
V' =/n[(cv(qo) — cve), P2 (co(q) — cve), ooy P2 (cv(gm) — cue)] (4.9)

i q,=Q(1—pr), on Q(p) ve donada per (1.7).
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Taula 4.4: MSE per als diferents metodes d’estimacié del parametre 1 utilitzats, fent
servir diferents mides de mostra i diferents valors del parametre £ per a mostres simu-
lades, totes elles amb 1) = 1.

Meétode Mida £

-0.5 -04 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3

MLE 20 1.44 1.82 2.39 3.08 3.89 498 6.14 7.49 8.81
LE 20 13.21 847 468 331 3.89 4.98 6.14 > 100 > 100
f0 20 13.19 847 468 331 3.89 4.98 6.14 837 21.93
Minf2 20 3.27 295 273 313 390 4.98 6.14 T7.49 8.81
Mediana 20 6.60 7.27 784 876 9.28 10.24 11.35 1271 13.64
Mitjana 20 251 278 312 360 4.09 4.98 6.26 843 12.34
MLE 30 0.89 1.16 1.53 2.05 2.61 3.41 4.24 4.76 5.50
LE 30 1247 8.02 3.84 223 2.61 3.41 4.24 > 100 > 100
f0 30 1246 801 3.84 223 2.61 3.41 4.24 4.76 5.68
Minf2 30 2775 226 232 249 263 3.41 4.24 4.76 5.50
Mediana 30 456 479 535 574 627 7.02 7.62 8.09 8.78
Mitjana 30 1.67 182 206 238 273 341 4.31 538 7.95
MLE 20 0.47 0.64 090 1.23 1.60 2.02 2.38 2.89 3.37
LE 50 11.89 792 338 1.41 1.60 2.02 2.38 > 100 > 100
f0 50 11.88 792 338 141 1.60 2.02 2.38 2.89 341
Minf2 20 232 1.80 157 139 162 2.02 2.38 2.89 3.37
Mediana 20 276 296 3.27 368 383 4.17 442 495 5.33
Mitjana 20 099 1.09 125 145 1.67 2.02 246 3.33 5.17
MLE 100  0.20 0.31 0.43 0.62 0.82 1.00 1.20 1.43 1.60
LE 100 11.43 815 341 0.77 0.82 1.00 1.20 1.43 > 100
f0 100 1143 &8.15 341 0.77 0.82 1.00 1.20 1.43 1.69
Minf2 100 1.98 161 107 092 083 1.00 1.20 1.43 1.60
Mediana 100 142 155 1.70 1.80 193 207 222 244 2.55
Mitjana 100 0.51 056 063 073 08 1.00 1.26 1.68 2.49
MLE 200 0.09 0.14 0.21 0.30 0.39 0.50 0.60 0.71 0.80
LE 200 11.32 814 394 0.45 0.39 0.50 0.60 0.71 > 100
f0 200 11.32 814 394 0.45 0.39 0.50 0.60 0.71 0.80
Minf2 200 1.87 146 083 0.64 041 0.50 0.60 0.71 0.80
Mediana 200 0.70 078 084 092 096 1.05 1.11 1.20 1.28
Mitjana 200 025 028 031 036 041 0.50 0.62 084 1.23
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La distribuci6é asimptotica de T),, es pot trobar a partir del Teorema ari 2.2 de

la segiient manera. Es té ¢, ~ ¥ (p*kf — 1), per tant, asimptoticament, la matriu de

3
covariancies per a V' és

Em,p = (pZ/pr(QZa Qj)pj/Q)Z‘hj:O’_.,m =

<p1/2((1£)(ivj)+(2£1)(Mj)) (p*(i\/j)£ (6{’2 —9¢ + 3) + pf(i/\j)é (85 _ 2)) (5 _ 1)2>
1,7=0,

(26 =1)" (3¢~ 1) (4 - 1)

=0,...,m

‘ (4.10)

Teorema 4.1. La distribucio asimptotica de T, , €s 27;0 AiZf amb Z; distribuits com

a N(0,1) independents i \; els valors propis de ¥, .

Demostracio. Pel teorema central del limit V' és asimptoticament normal multivariant
N(0,%,,). Llavors, amb un argument classic, ¥,,, = AAA" amb A matriu ortogonal i A
la matriu diagonal dels valors propis. Es déna que V = AAY2Z amb Z asimptoticament
normal multivariant amb la identitat com a matriu de covariancia, N(0,I). Llavors
Tp=V'V=2'AZ =" NZ? perqué A és una matriu ortogonal. O

Exemple 4.2. Peram =2 p=1/21& =0,

1 1/v/2 1)2
Soap=| 1/V2 1 1/V2
/2 1/vV2 1

i els valors propis vénen donats per
No= (54 VI7) /4, A =1/2, % = (5 - VT7) /4.

Cal notar també que, per a m = 0, la distribucié asimptotica de Tj és simplement
una distribucié x?.

Amb tantes combinacions possibles, és dificil comparar aquests estadistics, perque
cadascun d’ells té un valor esperat en funcié del valor de m, pero mitjancant una petita
modificacié es pot aconseguir que siguin comparables.

A partir de (2.37) es pot deduir facilment que

n(t)/o? (co(t) — cve)® 5 X2 (4.11)

Tot i que cada un dels sumands de 7},, no sén independents, el que si que es
pot veure és que l'esperanca de cada T, ,/ ag és m + 1, llavors es té que I'esperanca de
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Tp/ (02(m+1)) és 1, independentment del valor de m. Per tant, dividint els estadistics
T, p pET Jg(m + 1), si que es poden comparar per a diferents parelles de m i p.

Aquesta modificacié de I'estadistic no suposa cap inconvenient a 1’hora de trobar la
seva distribuci6 asimptotica perque és possible utilitzar T, ,, on ¢ € R, i no cal tornar
a fer tots els calculs, ja que es poden relacionar els valors propis de 7;,, amb els de
T p-

Teorema 4.2. Siguin Ao, A1, ..., Ay, els valors propis de la matriu de covariancies 3y, ,
associada a T, ,, llavors els valors propis de la matriv de covariancies associada a c1,
SO CAgy CA1, oovy CApy-

Demostracio. Siguin els valors Ag, Ay, ..., A, les solucions de l'equacié caracteristica
| Xy — Md| =0, 2% = ((cp)*p(ai, ;) (Cp)3/2)i7j:07“.7m = ¢X,,, la matriu de cova-
riancies associada a Ty, 1 fo, fi, ..., Bm €ls valors propis de X7, .

Per trobar els valors propis de X7,  fem

|2, — BId| = |cXy,, — BId| = "N, — (B/e)Id] =0

d’on es pot observar que A = /c i per tant es pot escriure 5; = ¢\; i = 0,...,m, tal i
com es volia veure. O]

Exemple 4.3. Per a m = 2, p = 1/2 1 £ = 0, els valors propis de la matriu de
covariancies per a T 12/ (305) vénen donats per

o = (5 + \/1_7> /12, A\ = 1/6, Ao = (5 - \/1_7> /12.

4.3 Distribucié aproximada

La distribuci6 asimptotica de T, ,, donada pel Teorema 4.1, proporciona una manera
de calcular els p-valors per a mostres grans sense simulacié pesada. Per exemple, si la
mida de la mostra és n = 2.000 i m = 3, el metode directe necessita mostres de 2.000
nombres aleatoris GPD i la distribucié asimptotica només necessita mostres de 4 nombres
aleatoris normals.

Per altra banda, la distribuci6 asimptotica de T, ,, es pot aproximar per a+ bx?2, on
X2 té distribucié gamma amb parametres (2/v,2) i les constants a,b i v s’ajusten pels
tres primers moments de X" \;Z2. Aixd porta a resoldre:

a—i—bl/—i)\i, b2y—i)\?, bgy—i/\?. (4.12)
i=0 i=0 i=0

D’aquesta manera, es poden calcular p-valors amb menys esforc encara, ja que només
cal simular mostres d'un valor de la distribucié gamma.
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Taula 4.5: Valors propis de la matriu de covariancies i parametres per a la distribucié
aproximada de T}, ,, per a diferents valors de m i de I'index del valor extrem, £. En tots
els casos p = 1/2.

p=1/2 Valors propis Parametres
& Test Ao A1 Ay A3 AL a b v
-0.1 TO | 0.5356 0.0000 0.5356  1.0000
T1 | 0.8081 0.2630 0.1157 0.7559  1.2639
T2 |0.2097 0.4055 0.9915 0.2555 0.8818 1.5323
T3 |0.1925 0.2824 0.5508 1.1165 0.3934 0.9531 1.8349
T4 |0.1844 0.2372 0.3671 0.6862 1.2029 | 0.5248 0.9952 2.1633
0 TO | 1.0000 0.0000  1.0000 1.0000
T1 | 1.7071 0.2929 0.2000 1.6667 1.0800
T2 | 0.5000 0.2192 2.2808 0.4792 21818 1.1554
T3 | 27503 0.3103 0.7420 0.1974 0.7971 2.5758 1.2435
T4 | 1.0000 0.2500 3.1380 0.1878 0.4241 | 1.1323 2.8764 1.3446
0.1 TO | 2.8929 0.0000 2.8929 1.0000
T1 | 54393 0.3464 0.3036  5.4187 1.0117
T2 | 0.2336 0.6755 7.7696 0.7824 7.7096 1.0242
T3 | 0.2063 0.3488 1.1189 9.8974 1.4010 9.7710 1.0409
T4 |0.1947 0.2689 0.5036 1.6591 11.8380 | 2.1290 11.6134 1.0622

A la Taula 4.5 es mostren els valors propis i els parametres associats a diferents tests
(m =0, 1, 2, 3 i 4) per a diferents valors del parametre £ (-0.1, 0, 0.1) i un valor de
p = 1/2. De la mateixa manera que es poden relacionar els valors propis de l'estadistic
cT,, amb els de T, ,, també es poden relacionar els seus parametres associats a la
distribucié aproximada.

Siguin a, b i v els parametres de l'estadistic 1}, , i a*, b* i v*els de T}, on

a+bv = i)‘i’ by = i)\?, by = i)\? (4.13)
0 0 0
a’ + bt = Zm:c)\i, by = Zm:c)\f, by = Zm:c)\? (4.14)
0 0 0

Resolent els dos sistemes es pot comprovar que

a* =ca, b* =cb, v =0 (4.15)
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4.4 Simulacions

Un cop presentades les distribucions asimptotica i aproximada, es pot estudiar si
realment el que diu la teoria es compleix a la practica, és a dir, si les distribucions
asimptotica i aproximada ajusten bé la distribucié real de 'estadistic 7}, , per a mostres
de mida gran, per veure si en alguns casos funcionen millor que en altres.

La Taula 4.6 mostra els punts critics corresponents als percentils 90, 95 i 99, obtinguts
per simulacio, per als estadistics T, /((m + 1)0?) amb m =201401 ¢ = -0,5, -0,4, -0,2,
-0,1, 0, 0,1, 1 0,2, per a mostres de mida 500, 1000 i 2000, aixi com els valors obtinguts
per simulacié de les distribucions asimptotica i aproximada. Les simulacions han estat
executades 10.000 vegades en cada cas. Es pot veure que els metodes asimptotic i
aproximat sén utils per trobar p-valors aproximats quan £ < 0, ja que en aquesta
situacié ajusten molt bé, fins i tot per a mostres de mida 500, pero es necessita mostra
de mida més gran quan el valor del parametre creix per obtenir un ajust millor, i per
a valors de £ més grans o iguals que 0, a mesura que s’apropa a la no existencia dels
quatre primers moments, £ > 1/4, aquests dos metodes deixen de ser titils.
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Taula 4.6: Valors critics per simulacié directa de T;,,/((m + 1)0), per a mostres de
mida 500,1.000 i 2.000, i de les distribucions asimpotica i aproximada (amb 10.000
simulacions).

To01/2/(2107)  Taoa/2/(4102) | Ta01/2/(216f)  Taoa/2/(410F)
90 95 99 90 95 99 90 95 99 90 95 99
¢ 20.5 20.1
500 1.65 2.03 29 163 197 285|114 148 262 1.16 15 2.69
1000 1.55 1.85 256 155 1.82 25 |1.24 157 259 121 154 254
2000 1.52 1.76 236 1.52 1.77 236|126 1.55 2.59 1.25 1.58 2.57
Asimp. | 1.5 1.71 2.17 1.47 1.68 2.13|1.74 2.08 295 1.73 208 2.9
Aprox. | 1.54 1.75 218 1.5 1.7 213|179 215 295 1.75 2.12 3.03
¢ 20.4 0
500 1.62 2 2.97 1.62 2 299 | 0.78 1.03 21 0.77 1.03 2.08
1000 1.56 1.84 262 152 1.84 256|087 1.15 2.17 0.8 1.13 2.08
2000 1.51 1.79 242 152 1.79 25 093 121 234 093 121 222
Asimp. | 1.54 1.76 2.22 153 1.77 225|196 25 3.8 194 247 3.75
Aprox. | 1.54 1.76 2.27 1.52 1.74 2.28 2 2.54 3.88 2 2.51 3.74
¢ 0.3 0.1
500 1.55 194 3.02 158 196 298|036 047 1.03 0.36 0.47 0.98
1000 1.5 184 272 147 178 256|044 061 1.37 0.44 058 1.31
2000 1.49 1.78 247 147 1.77 2521051 068 1.73 05 069 1.54
Asimp. | 1.58 1.81 2.32 1.57 1.82 237|228 3.09 515 228 3.08 5.14
Aprox. | 1.57 1.83 232 157 182 233|217 292 482 226 3.04 4.9
¢ 20.2 0.2
500 1.4 1.77 3.01 138 1.78 3.09 | 0.07 0.08 0.15 0.07 0.08 0.16
1000 141 174 269 14 1.69 262|009 0.12 0.26 0.09 0.11 0.23
2000 141 1.71 256 141 1.74 252|0.11 0.14 0.39 0.11 0.14 0.39
Asimp. | 1.62 1.89 252 1.62 188 253|256 353 6.15 2.67 3.75 6.36
Aprox. | 1.64 1.92 256 1.62 191 254 | 2.5 352 6.03 26 3.61 6.19

4.5 Seleccid de llindars

La teoria asimptotica diu que la cua d’una distribucié es comporta com una GPD a
partir d’un llindar prou gran, seria intuitiu que, en cas de rebutjar la hipotesi nulla fent
servir un test 7},, es triés un llindar més gran i es tornés a realitzar un contrast. També
seria raonable que, si aquest procés es realitza iterativament mentre hi hagi evidencies
de rebuig, arribara un moment en el qual s’acceptara que la mostra prové d’una GPD.
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En aquest apartat, es presenta un algoritme que determina quin és el llindar a partir
del qual la cua es pot considerar GPD utilitzant tests 7},. Es pot fer servir tant quan
I'index del valor extrem és conegut com desconegut i, en aquest segon cas, proporciona
també una estimacié per a &.

Un cop fixat el valor m es procedeix de la manera segiient:

e Calcular el valor de p donat per (4.3).

e Es construeix la particio to < t; < --- < t,,, de manera que cada t; correspongui
al quantil (1 — p¥).

e Es realitza el contrast T), per a tota la mostra. Si no es rebutja Hy, ty es retorna
com a estimador del llindar a partir del qual hi ha GPD, en cas contrari es passa
al pas segiient.

e Es realitza el contrast 7,1 per a la mostra {xj x> t1}. Es pot comprovar que
la manera d’escollir la partici6 inicial fa que el valor de p no varil a mesura que es
disminueix el valor de m i la mida de la mostra a partir dels llindars escollits. Si
no es rebutja Hy, t; es retorna com a estimador del llindar a partir del qual hi ha
GPD, en cas contrari es passa al pas segiient.

e [s disminueix el valor de m i la mida de la particio i es realitza el contrast 7,,_,
per a la mostra {z; : z; > t,} tantes vegades com calgui fins que no es rebutja
Hy.

A Thora d’aplicar I'algoritme, s’ha d’escollir el valor de m pero també el d'una
significacié, la qual perd una mica el seu significat tal i com s’aplica en un contrast ja
que es poden arribar a a aplicar m contrastos en el pitjor dels casos i cada un d’aquests
no sén independents, de manera que si es desitja quantificar la significacié global de
I’algoritme no és un fet inmediat. Els valors proposats sén 0,05, 0,1, 0,151 0,2.

Tot i que algun dels valors proposats per a la significacio pot ser relativament gran, cal
pensar que, en el tests 7T),, el que es vol contrastar és Hy i no H; com passa normalment.
En el cas dels tests T, fets servir iterativament, s’ha de fer servir una significacié major
per donar sentit a aquesta nova visio que es planteja sobre les hipotesis si es vol ser més
restrictiu a ’hora de trobar un llindar raonable. Un tipus de plantejament com aquest
es pot trobar en arees com la de la bioequivalencia en medicaments, veure Ocana et
al. (2008). En aquestes situacions, tot i recomanar una significacié d'un 5% per als
contrasts, a més a més, es realitzen comprovacions addicionals per donar la conclusié
final del contrast i veure si dos medicaments sén o no equivalents.

Exemple 4.4. Per illustrar 'aplicacié d’aquest algoritme, es considerara la transfor-
macié de les dades daneses Y = —1/X amb un llindar de dos milions de corones, en
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el Capitol 6 es tornara a parlar sobre aquestes dades i s’explicara el motiu de 'eleccid
d’aquest llindar.

A la Figura 4.1 es poden veure els C'V-plots corresponents a aquesta transformacio
amb els intervals de confianca del 95% de les distribucions exponencial i uniforme a

I’esquerra i amb l'interval amb la mateixa confianga per a una GPD amb £ = — 0,5.
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Figura 4.1: (a) CV-plot de les dades daneses per sobre de 2 milions de perdues després d’aplicar-li la
transformacié Y = —1/X. Les linies verdes i vermelles corresponen als intervals de confianca del 95%
de les distribucions uniforme i exponencial, respectivament. (b) C'V-plot per a la mateixa transformaci6
amb l'interval de confianga per a una GPD amb £ = — 0,5.

Per a la mostra de mida 903, un cop transformada, es fa servir un valor de m igual
a 20 i calcul del p-valor mitjancant 10.000 simulacions, sobre la significacié cal dir que
el resultat és el mateix utilitzant qualsevol dels valors proposats. Després d’aplicar
I’algoritme, s’obtenen els segiients resultats d’estimacions per a Y

£=-0,62
Valor estimat del llindar ¢ = —0, 125
Mida de la cua a partir del llindar = 110

Ara només cal desfer la transformacié. Per a &, simplement cal canviar el signe de
I’estimador i, per al llindar, cal desfer la transformacié i sumar-li el valor minim de la
mostra original, ja que previament s’havien traslladat les dades a l'origen. La mida de
la cua a partir del llindar es manté igual.
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Les estimacions de £ i del llindar ¢ per a la variable X original sén finalment

~

£=0,62
Valor estimat del llindar ¢ = 9,997

Un valor de ¢ = 0,62 continua sent proper a 0,5, pero la novetat d’aquest algoritme
és que també proporciona una estimacio per al llindar ¢ a partir del qual comenca la cua
de la distribucid, no és necessari mirar cap grafic, com es fa habitualment amb I’ ME-
plot, i desapareix, per tant, la subjectivitat de cada investigador a ’hora de seleccionar
el llindar. A més a més, el llindar estimat és coherent amb els resultats que s’havien
obtingut anteriorment, on s’escollia un llindar de 10 milions amb una cua de 109 dades
i un valor estimat £ = 0,5.

4.5.1 Variacions en els parametres de T},

Un cop I'is dels estadstics 15, , queda limitat a ’eleccié del valor de m, perque el
valor de p queda fixat a partir d’aquest, sorgeix la qiiestié de si hi ha algun valor de m
més eficag, també com afecta 1’eleccié d’una significacié o una altra als resultats finals.
En aquest apartat es realitzaran diferents combinacions de mida de mostra, valor de
I'index del valor extrem &, significacio i valor de m per veure com es comporta el metode
de selecci6 de llindars en 'estimacio del llindar i del parametre &.

Per realitzar aquesta tasca, s’han simulat mostres GPD per a cada combinacié de les
mides 50, 100 i 200, amb els valors -0,25, 0 i 0,1 per al parametre £, fent servir en tots
els casos un valor de 1) = 1, ja que els metodes T}, no depenen del parametre d’escala.
En concret, s’han simulat 1.000 casos per a cada una de les 9 combinacions escollides i
a cada un d’aquests casos se li ha aplicat el metode T;, amb un valor de m de 5, 8, 10,
15, 20 i 30, cada un amb les significacions del 5, 10, 15 i 20%, és a dir, a cada mostra se
li han aplicat 24 vegades el metode 7T, amb diferents parametres. El calcul dels p-valors
necessaris s’ha realitzat mitjancant 1.000 simulacions en cada cas.

Com que el metode T, déna com a resultat tant ’estimacié de I'index del valor
extrem & com del llindar a partir del qual es pot considerar que la cua és GPD, es poden
estudiar aquests dos valors i la mesura de 'error que es fara servir és 'error quadratic
mitja (MSE) de I'estimacié del llindar i de I'estimacié del parametre £. Com que totes
les mostres simulades son GPD, es considerara que el llindar correcte en tots els casos
és el 01 el valor de £ correcte el que s’hagi fet servir per a fer la simulacié, és a dir,
-0,25, 01 0,1.

A la Taula 4.7 es poden veure els MSE per a les estimacions del llindar. Es pot
observar com, fixada la mida de mostra i el valor del parametre £, els MSE sén molt
semblants, independentment del valor de m i de la significacié escollida. Per una altra
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banda, es pot veure com, fixat &, el MSE disminueix a mesura que augmenta la mida
de la mostra quan aquest és 0,25 i 0, en canvi augmenta quan £ = 0,1. Finalment, es
pot observar com el MSE va augmentant a mesura que augmenta el valor de &, fet que
té sentit si es considera que, com més a prop s’estigui de la falta de moments.

Taula 4.7: MSE per a ’estimacié del llindar.

£ -0.25 0 0.1
Mida 50 100 200 50 100 200 50 100 200
m sig MSE llindar MSE llindar MSE llindar

5 0.05]0.023 0.000 0.000 |1.006 1.597 0.110] 1.959 3.944 7.162
5 0.10 | 0.023 0.000 0.000 | 1.006 1.597 0.194 | 1.959 3.944 7.162
5 0.15]0.023 0.000 0.000 | 1.006 1.597 0.321 | 1.959 3.944 7.162
5 0.20 | 0.023 0.000 0.000 | 1.006 1.597 0.447 | 1.959 3.944 7.162
8 0.05]0.029 0.005 0.000 |0.855 1.517 0.098 | 1.642 3.680 6.892
8
8
8

0.10 | 0.029 0.005 0.000 | 0.855 1.517 0.207 | 1.642 3.680 6.892

0.15 | 0.029 0.005 0.000 | 0.855 1.517 0.301 | 1.642 3.680 6.892

0.20 | 0.029 0.005 0.000 | 0.855 1.517 0.413 | 1.642 3.680 6.892
10 0.05 ] 0.029 0.004 0.000 | 0.926 1.531 0.103 | 1.823 3.618 7.063
10 0.10 | 0.029 0.004 0.000 | 0.926 1.531 0.178 | 1.823 3.618 7.063
10 0.15{ 0.029 0.004 0.000 | 0.926 1.531 0.296 | 1.823 3.618 7.063
10 0.20 | 0.029 0.004 0.000 | 0.926 1.531 0.400 | 1.823 3.618 7.063
15 0.05{0.029 0.004 0.000 | 0.904 1.409 0.069 | 1.812 3.276 6.255
15 0.10 { 0.029 0.004 0.000 | 0.904 1.409 0.147 | 1.812 3.276 6.255
15 0.15{0.029 0.004 0.000 | 0.904 1.409 0.228 | 1.812 3.276 6.255
15 0.20 | 0.029 0.004 0.000 | 0.904 1.409 0.316 | 1.812 3.276 6.255
20 0.05|0.028 0.005 0.000 | 0.856 1.473 0.079 | 1.714 3.495 6.412
20 0.10 | 0.028 0.005 0.000 | 0.856 1.473 0.141 | 1.714 3.495 6.412
20 0.15 | 0.028 0.005 0.000 | 0.856 1.473 0.232 | 1.714 3.495 6.412
20 0.20 | 0.028 0.005 0.000 | 0.856 1.473 0.346 | 1.714 3.495 6.412
30 0.05 | 0.028 0.004 0.000 | 0.827 1.452 0.075| 1.641 3.405 6.069
30 0.10 | 0.028 0.004 0.000 | 0.827 1.452 0.115| 1.641 3.405 6.069
30 0.15(0.028 0.004 0.000 | 0.827 1.452 0.194 | 1.641 3.405 6.069
30 0.20 | 0.028 0.004 0.000 | 0.827 1.452 0.301 | 1.641 3.405 6.069

A la Taula 4.8 es poden veure els MSE per a les estimacions del parametre &. Es
pot observar com, fixada la mida de mostra i el valor del parametre £, els MSE sén molt
semblants, independentment del valor de m i de la significacié escollida. Per una altra
banda, es pot veure com, fixat &, el MSE disminueix a mesura que augmenta la mida
de la mostra en tots els casos. Finalment, es pot observar com el MSE va augmentant
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a mesura que augmenta el valor de &, fet que té sentit si es considera que, com més a
prop s’estigui de la falta de moments, tot i que ho fa amb menys diferencia que en el
cas del MSE per als llindars.

Taula 4.8: MSE per a 'estimacié de &.

¢ -0.25 0 0.1
Mida | 50 100 200 | 50 100 200 | 50 100 200
sig MSE ¢ MSE ¢ MSE ¢
0.05 | 0.017 0.008 0.004 | 0.027 0.019 0.008 | 0.030 0.023 0.020
0.10 | 0.017 0.008 0.004 | 0.027 0.019 0.009 | 0.030 0.023 0.020
0.15 | 0.017 0.008 0.004 | 0.027 0.019 0.010 | 0.030 0.023 0.020
0.20 | 0.017 0.008 0.004 | 0.027 0.019 0.012 | 0.030 0.023 0.020
0.05 | 0.019 0.008 0.004 | 0.028 0.018 0.007 | 0.031 0.022 0.020
0.10 | 0.019 0.008 0.004 | 0.028 0.018 0.008 | 0.031 0.022 0.020
0.15 | 0.019 0.008 0.004 | 0.028 0.018 0.009 | 0.031 0.022 0.020
0.20 | 0.019 0.008 0.004 | 0.028 0.018 0.010 | 0.031 0.022 0.020
0.05 | 0.019 0.008 0.004 | 0.027 0.02 0.008 | 0.030 0.023 0.018
0.10 | 0.019 0.008 0.004 | 0.027 0.02 0.009 | 0.030 0.023 0.018
0.15 | 0.019 0.008 0.004 | 0.027 0.02 0.010 | 0.030 0.023 0.018
0.20 | 0.019 0.008 0.004 | 0.027 0.02 0.012 | 0.030 0.023 0.018
0.05 | 0.020 0.009 0.004 | 0.030 0.019 0.008 | 0.033 0.022 0.018
0.10 | 0.020 0.009 0.004 | 0.030 0.019 0.009 | 0.033 0.022 0.018
0.15 | 0.020 0.009 0.004 | 0.030 0.019 0.010 | 0.033 0.022 0.018
0.20 | 0.020 0.009 0.004 | 0.030 0.019 0.012 | 0.033 0.022 0.018
0.05 | 0.021 0.009 0.004 | 0.031 0.019 0.008 | 0.034 0.023 0.017
0.10 | 0.021 0.009 0.004 | 0.031 0.019 0.008 | 0.034 0.023 0.017
0.15 | 0.021 0.009 0.004 | 0.031 0.019 0.010 | 0.034 0.023 0.017
0.20 | 0.021 0.009 0.004 | 0.031 0.019 0.011 | 0.034 0.023 0.017
0.05 | 0.021 0.009 0.004 | 0.029 0.021 0.008 | 0.032 0.024 0.017
0.10 | 0.021 0.009 0.004 | 0.029 0.021 0.009 | 0.032 0.024 0.017
0.15 | 0.021 0.009 0.004 | 0.029 0.021 0.010 | 0.032 0.024 0.017
0.20 | 0.021 0.009 0.004 | 0.029 0.021 0.011 | 0.032 0.024 0.017
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CAPITOL b

Aplicacions en ciencies de la computacié: valors extrems en

sistemes informatics encastats

Les funcionalitats de nombres en els dominis de 'automocié, 'espai, la industria
aeroespacial i de ferrocarril que impliquen un sistema informatic esta augmentant
rapidament. Per exemple, mentre que en el passat el volant d’un cotxe tenia una con-
nexié mecanica a les rodes, ara aquesta connexio és electromecanica; un sensor detecta
I’angle de direcci6 i el transmet a un ordinador, el qual el processa i acciona uns motors
electrics sobre les rodes. Tot aquest procés esta subjecte a estrictes limitacions de temps,
ja que afecta a la seguretat de tot el cotxe.

Per als sistemes informatics implicats en funcions critiques relacionades amb la segu-
retat, cal demostrar que la computacio requerida per processar noves entrades s’executa
correctament i a temps. En el cas particular de la sincronitzacié, el pitjor temps d’e-
xecucié (WCET) dels programes que duen a terme els calculs necessita ser estimat.
Existeixen metodes per estimar el WCET dels programes, cadascun amb el seu propi
conjunt de restriccions, Wilhelm et al. (2008). Recentment, dins de I’analisi probabilistic
de temps (PTA) s’ha generat una variant anomenada Measurement-Based Probabilistic
Timing Analysis (MBPTA), la qual ha sorgit com un poderds metode per obtenir esti-
macions del WCET en sistemes de computacié internament complexos, Cucu-Grosjean
et al. (2012). L'MBPTA es basa en plataformes; el temps d’execucié de les quals pot
ser modelitzat amb una variable aleatoria mitjancant una recopilacié de mesures de
temps d’execucié convenient, Cazorla et al. (2013), una correcta aplicacié de 'EVT
permet estimar la distribucié dels temps d’execucié més elevats. Aquesta distribucio
pot ser llavors utilitzada per obtenir el temps d’execucié que podria ser excedit amb
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una probabilitat donada (arbitrariament petita), la qual és anomenada probabilitat del
WCET. La investigacié actual sobre MBPTA s’ha centrat en una aplicacié particular
de 'EVT. No obstant aixo, una serie de suposits utilitzats en aquestes aplicacions no
s’han estudiat. En aquest treball s’analitzen alguns d’aquests suposits i les seves impli-
cacions fent servir alguns dels ultims descobriments en el camp de 'EVT, Castillo et al.
(2014a) i Castillo i Serra (2015). En particular, 'estudi es basa en I’analisi d’aplicaci-
ons d’automocié mitjangant 1'as del conjunt de referencia EEMBC Autobench, Poovey
(2007). Aquest conjunt EEMBC reflecteix ’actual demanda del mén real d’alguns sis-
temes encastats d’automocié en temps real crucials. Es considera una arquitectura de
maquinari que implementa algunes caracteristiques d’alt rendiment, com ara multicores
i jerarquies de memoria cau analogues a les que hi ha en Slijepcevic et al. (2014), que ha
estat modelitzada per mitja d’un simulador de cicle de precisié basat en SoCLib, veure
SoClib.

L’article s’organitza de la manera segiient; a la Seccid 2 es realitza un analisi explo-
ratori de les dades, a la Seccié 3 s’estudia el suposit d’independencia i s’escull ’enfoc
adient per a ’estudi adient dels conjunts, a la Seccio 4 es presenten els estadistics que es
faran servir per contrastar la hipotesi basica d’exponencialitat i la hipotesi de GPD, a
la Seccid 5 es procedeix a estimar 'index del valor extrem, a la Seccié 6 es fan servir els
resultats obtinguts per aplicar el metode Peak over Threshold (PoT) i realitzar el calcul
del Value-at-risk (VaR) i, finalment, a la Seccié 7 s’exposen les principals conclusions
de I'estudi.

5.1 Analisi exploratori de les dades

Per realitzar ’analisi es disposa de mostres de mida 1.000 per a cada un dels 16
conjunts que formen part de 'TEEMBC AutoBench, Poovey (2007), el qual esta format
per una coneguda serie de programes de temps reals que sén utilitzats en alguns sistemes
encastats d’automocié.

Aquests conjunts de dades, els quals representen temps d’execucié en cicles, son,
en ordre alfabetic: a2time, aifftr, aifirf , aiifft, basefp, bitmnp,
cacheb, canrdr, idctrn, iirflt, matrix, pntrch, puwmod, rspeed,
tblook ittsprk. A partir d’ara, aquests conjunts s’anomenaran amb una A (d’au-
tomocid) i el nombre que ocupin en la llista anterior, per exemple, per fer referéncia a
basefp es fara servir la notacié A5.

En primer lloc s’han realitzat els histogrames de les dades, en tots els casos s’observen
distribucions unimodals amb valors extrems a la cua dreta. A la Figura 5.1 es poden
veure els histogrames dels temps d’execuci6 per als conjunts A2 i A11, s’observa que per
al conjunt A2 apareixen alguns valors extrems allunyats de la mediana, en canvi, per al
conjunt All, es pot veure com apareix una petita nova agrupacié de valors a la dreta
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molt allunyada.
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Figura 5.1: Histogrames dels temps d’execucié dels conjunts A2 i A11.

Donada la presencia de valors extrems, s’han realitzat els box-plots per observar-los
visualment. A la Figura 5.2 es mostren els boz-plots de sis conjunts representatius dels
comportaments diferenciats que presenten les cues de tots els casos estudiats, incloent els
conjunts A2 i A11 mostrats anteriorment. En el cas A5 les dades sén bastant homogenies
i s’observen els valors atipics molt agrupats, en els casos A2 i A9 els valors atipics es
troben una mica més dispersos que en el cas anterior, pero encara bastant agrupats amb
només un parell de valors molt extrems, en A8 els valors atipics es van dispersant d’una
manera més homogenia i, finalment, en els casos A11 i A12 s’observen clarament dues
agrupacions de valors extrems. Aquesta diferencia en el tipus de comportament de la
cua pot venir donada per la naturalesa del programa i el muntatge de la maquina.

Si es consideren el rang interquartilic, IQR = (Q3 — Q1) el qual es correspon amb
I’amplada de la caixa, W; la dada més petita encara dins de @)1 — 1.5IQR i W5 la
dada més gran encara dins de QY3 + 1.5/Q R, es pot observar que la majoria de valors
que queden fora de l'interval (W5, Ws) sén majors que Wy, amb proporcions que varien
entre un 0,8% i un 8,7% sobre la mostra total. Cal fer notar que, sota normalitat, la
proporcié de valors que queda dins d’aquest interval és un 99%. Un primer indicador
numeric que es pot fer servir per a la classificacié de les cues és la distancia entre el
valor maxim i W5 en termes de 'TQQR. A la Taula 5.1, a la columna ”Dist.”, es pot
veure com aquests valors varien entre 0,5 i1 32,2 en termes de I’/() R, una distancia petita
es correspondria amb cua lleugera, una distancia mitjana amb cua exponencial i per a
valors elevats es podria tenir cua pesada.
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Figura 5.2: Box-plots dels temps d’execucio de sis conjunts representatius.

Tant amb la visualitzacié dels box-plots com amb la dels histogrames, es pot veure
com els valors de la cua es troben per sobre de la mediana dels conjunts en tots els casos,
per tant es recomana realitzar els estudis amb les dades a partir d’aquesta, ja que valors
anteriors no aportaran cap informacié doncs els models que s’utilitzaran per a les cues
son distribucions decreixents.

5.2 Test d’independencia

Els dos enfocs presentats en el Capitol 1 per a 'EVT, el model de blocs de maxims
(GEV) i el model d’excessos per sobre d'un llindar (GPD), es basen en la hipotesi d’in-
dependéncia de les dades, encara que pot ser aplicada amb un petit canvi en el cas de
processos estacionaris (Coles, 2001, Ch 5). Per aplicar GEV, només es necessita inde-
pendencia dels maxims, la qual cosa pot ocorrer en casos estacionaris on les observacions
poden ser dependents en funcié del temps, pero el malgastament de dades fent servir
aquest enfonc fa que sigui recomanable utilitzar els excessos sobre un llindar en el cas
que la independencia pugui ser assumida.

Un simple i popular test d’independencia fa servir el primer coeficient d’autocorrela-
ci6, p1, rebutjant amb un nivell d’'un 5% de significacié si \/n|p1] > 1,96. El test aplica
el resultat \/nor ~ N (0,1) per al coeficient d’autocorrelacié en el lag k, aproximada-
ment, quan Hy és veritat. Quan es consideren molts coeficients d’altres ordres, alguns
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poden ser significatius inclis si Hy és certa. Una manera més natural de combinar h
coeficients en un tnic estadistic és amb el test de Ljung-Box, donat per

(5.1)

n

h o 2
LB=n(n+2)} ’fk
k=1

on n és la mida de la mostra i g és I'autocorrelacié de la mostra en el lag k. Sota la
hipotesi d’independencia, i la suposicié que les dades tenen com a minim moments finits
d’ordre quatre, l'estadistic segueix una distribucié x7. L’estadistic LB es fa servir en
investigacio de series temporals per contrastar la no autocorrelacié de les dades. Altres
tests, com el de canvi de signe, essencialment només consideren I'autocorrelacié d’ordre
1, el desavantatge dels quals és una baixa potencia causada per la perdua d’informacié.

Aquesta metodologia permetra decidir entre els dos enfocs proposats, GEV o GPD.
Si les dades sén independents, s’escollira el model d’excessos sobre un llindar per no
perdre tantes, en canvi, si les dades son dependents pero els maxims sén independents,
s’escollira el model per blocs de maxims. A més a més, permetra comprovar que es com-
pleix una de les hipotesis del model, fet que no sempre és considerat pels investigadors,
tal com queda patent a Resnick (1997), quan diu “It is customary in many insuran-
ce studies involving heavy tailed phenomena to assume independence without actually
statistically checking this important fact”.

Un factor a tenir en compte a I'hora d’aplicar el test és la necessitat d’existencia de
moments, fet que no sempre es satisfa quan es tenen cues pesades, “It is not difficult
to find examples of heavy tailed data which require infinite mean models for adequate
fits”, veure Resnick (1997). Existeixen tecniques que poden ajudar a solucionar aquest
problema, donada una variable aleatoria X amb cua pesada, amb la transformacié

log(X) s’obtenen cues exponencials i amb la transformacié —1/X cues lleugeres, veure
Castillo i Padilla (2015).

Es realitzara el test de Ljung-Box per a X, log(X) i —1/X, ja que sota un canvi
d’escala la independencia es conserva. A la Taula 5.1, a la columna ”p-valor”, es troben
els p-valors més significatius per a cada conjunt en aplicar el test amb 20 lags, cal
remarcar que les tres funcions donen p-valors molt semblants. Es pot veure que cap
d’aquests casos és significatiu, per tant no hi ha evideéncies per rebutjar la independencia
de les dades i I’enfoc d’excessos sobre un llindar és ’escollit per a l'estudi de les dades.

Cal recordar que el valor del parametre ¢ de la GPD que s’esculli per modelitzar els
excessos per sobre d’un llindar determinara el tipus de cua que s’obtindra. Per a £ < 0
la cua és lleugera, per a £ = 0 la cua és exponencial, per a 0 < £ < 1/4 la cua és pesada,
amb existéncia de moments fins a ordre quatre, i per a £ > 1/4 considerarem la cua
molt pesada.
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5.3 Identificant el comportament de la cua

Per realitzar ’estudi del comportament de la cua es comencara realitzant els C'V-
plots. A la Figura 5.3 es poden veure els C'V-plots corresponents a alguns conjunts
representatius, les linies vermelles i verdes corresponen als intervals de confianca del 95%
per a les distribucions exponencial i uniforme, respectivament, i la linia taronja constant
correspon aproximadament a 1.4, el CV residual per a £ = 1/4, el limit per al qual hi ha
existencia de moments de quart ordre. Aquestes grafiques han estat realitzades a partir
de la mediana de cada conjunt com a primer llindar, per tant, sobre conjunts de mida
500. Es pot observar com es traslladen al C'V-plot els comportaments detectats amb
els boz-plots. Per a A2 i A9, s’observen cues exponencials, per a A5 una cua lleugera,
per a A8 una cua pesada, pero amb existéncia de moments d’ordre 4 i, finalment, per
a A1l i Al2, cues molt pesades que acaben amb un descens pronunciat cap a l'interval
de confianca de la distribucié exponencial. El comportament que s’observa per a All
i A12 es té també per a A3 i A7, els quals sén sospitosos de tenir falta d’existencia
de moments. Al final del capitol, en la Figura 5.6 es poden veure els C'V-plots dels 16
conjunts de dades estudiats.
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Figura 5.3: CV-plots dels temps d’execucié de sis conjunts representatius. Les linies
vermelles i verdes representen els intervals de confianca del 95%, respectivament, i la
linia taronja representa la frontera a partir de la qual no hi ha existencia de moments
d’ordre quatre.
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Els sistemes en temps real només utilitzen una forma restringida de programacié,
que garanteix que els programes sempre han d’acabar; la recursivitat no es permesa o
es limita explicitament com han de ser els comptes d’iteracié dels bucles. Considerant
aquesta restriccid, els models adequats seran els de suport compacte, index del valor
extrem negatiu per a la GPD, o la distribucié exponencial, ja que és recomanable afegir
els casos frontera en aquestes situacions, veure Castillo i Serra (2015). Si només es
considerés el model basic, aquesta posicié podria ser bastant conservadora en alguns
casos amb estimacions massa restrictives quan realment no és necessari.

Per poder abordar aquesta situacio, es faran servir els estadstics de contrast donats
per (4.2). Aplicant el contrast sota exponencialitat, £ = 0, amb m = 20 a les darreres
500 dades de cada conjunt, es rebutja exponencialitat en vuit dels casos: Al, A2, A3,
A5, A7, A8, A11 i A12. Aplicant aquest contrast amb m = 20 sota la hipotesi de GPD
sense coneixer el valor de &, no es podria rebutjar GPD amb cua lleugera per a Al, A5,
A6, A10, A13 i A15. Per al casos A6, A10, A13 i A15, en els quals no es rebutjava
exponencialitat, ens trobariem en la situacié que seria massa restrictiu considerar-la,
i cal considerar la cua lleugera. Per a A4, A9, A14 i A16 no es rebujaria GPD amb
valors de & molt propers a 0, per tant es considera adient mantenir 1’exponencialitat.
Finalment, per als casos A2 i A8, no es rebutja GPD amb cua pesada, situacié que
contradiu la restriccié de temps finit per als programes, i per als casos A3, A7, A1l i
A12, es rebutja també GPD, de manera que considerar com a llindar la mediana de les
dades no és adient.

A la Taula 5.1, es poden veure els casos per als quals s’escull exponencialitat o cua
lleugera amb 500 dades, veure les columnes “Tipus” i “Mida de la cua”.

5.4 Estimacio de I’index del valor extrem

Per estimar I'index del valor extrem dels sis conjunts que no han quedat definits
amb els contrastos per a GPD i exponencialitat, es fara servir l'algoritme de seleccié de
llindars presentat a la Seccié 4.5, sota la hipotesi d’exponencialitat i sota GPD sense
coneixer I'index del valor extrem de la cua. Aquest algoritme, a més d’estimar el llindar
a partir del qual cal considerar que els excessos es comporten com una GPD, serveix
també per estimar I'index del valor extrem, és a dir, el valor de &.

A la Taula 5.1, a les columnes “¢”i“Mida de la cua”, es poden veure l'estimacio per
a I'index del valor extrem de la GPD i el nimero de valors que quedarien per sobre del
llindar escollit, per a sis dels casos es considera adient una cua lleugera (L), en tots ells
a partir de la mediana, i per a la resta exponencialitat (E), en cinc casos a partir de la
mediana o un valor proper i la resta deixant una cua petita pero amb prou valors per a
explicar els extrems. Aquests darrers casos coincideixen amb els conjunts sospitosos de
tenir falta d’existencia de moments, A3, A7, A11 i A12, i un que es troba en el limit,
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Taula 5.1: Taula resum dels resultats per als 16 conjunts de dades. Es mostra, per

a cada variable, el nom, el nimero d’extrems (valors majors que Ws), la distancia en

termes d 'IQ R, p-valor més significatiu de realitzar el test de Ljung-Box amb 20 lags

per a X, log(X)i—1/X, valor de £ estimat proposat, mida de la cua a partir del llindar

escollit, tipus de cua, L per a lleugera i E per a exponencial, i VaR al 99,9% aplicant el

metode PoT.

Var. Nom Extr. Dist. p-valor I3 Mida cua Tipus VaRgg gy
Al a2time 26 1.3 0.311 -0.2 500 L 124520
A2 aifftr 87 8.2 0.814 0.06 328 E 8499954
A3 aifirf 46 17.8 0.828 0.07 61 E 221294
A4 alifft 60 5.0 0.506 0.04 500 E 7804243
A5 basefp 8 0.5 0.707  -0.25 500 L 291706
A6 bitmnp 38 1.7 0.399 -0.13 500 L 702430
AT cacheb 47 18.5 0.156  -0.85 50 E 3068246
A8 canrdr 35 7.3 0.142 0.16 75 E 163376
A9 idctrn 39 3.4 0.459  -0.04 500 E 1144535

A10 iirflt 21 1.1 0.938 -0.15 500 L 179419

All  matrix 43 32.2 0.742 -0.04 50 E 34231921

Al12  pntrch 18 10.8 0.851 0.04 33 E 226807

Al13  puwmod 16 1.1 0.412 -0.17 500 L 228167

Al4  rspeed 31 2.8 0.713 0.04 500 E 72632

Al15  tblook 34 1.5 0.741 -0.11 500 L 88498

Al6  ttsprk 18 2.3 0.959 0.03 500 E 192864
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AS.

A continuacié, s’aplicara la transformacié, ¥ = —1/(X +¢) + 1/¢ on ¢ = ¢/¢,
presentada en el Capitol 3, per solucionar el problema. Aplicant aquesta transformacié
als cinc casos A3, A7, A8, A1l i A12, no es pot rebutjar exponencialitat per a les 266,
14, 500, 12 i 329 darreres dades respectivament.

A la Figura 5.4 es poden veure els CV-plots per als casos A1l i Al2, els quals
presenten no existencia de moments de tots els ordre necessaris, i per al cas A8, que
pot semblar una mica dubtés fins que no s’han eliminat 800 dades de la mostra original.
Es pot comparar el canvi dels C'V-plots per a aquests casos observant els de la Figura
5.3, que corresponen a les dades originals; es pot veure com es passa de grafiques amb
valors elevats a grafiques que queden entre els intervals de confianca de les distribucions
uniforme i exponencial.
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Figura 5.4: CV-plots per a les transformacions Y = —1/(X 4 ¢) + 1/¢, ¢ = ¢ /€, sobre
el temps d’execucié de tres conjunts representatius. Les linies vermelles i verdes repre-
senten els intervals de confianca del 95%, respectivament, i la linia taronja representa la
frontera a partir de la qual no hi ha existencia de moments d’ordre quatre.

Aplicant 'algoritme de seleccié de llindars sota hipotesi de GPD sense coneixer &
a A3, A7, A8, A1l i Al12, els indexs del valor extrem estimats sén 0, 0,84, 0,02, 0,95
i -0,13, respectivament. De manera que ’exponencialitat continuaria sent 1’estimacio
adient.

Una alternativa per a I'estimacié de I'index del valor extrem és el metode Hill, el qual
sempre donara estimacions positives per a I'index de la cua, ja que es basa en el suposit
de tenir una cua pesada. Com que aquest estimador presenta alguns problemes de
biaix, diverses alternatives han sorgit per solucionar aquest problema, entre elles un nou
estimador basat en parametres de segon ordre que es presenta a Gomes i Pestana (2007).
En I'ambit de les dades financeres, s’han comparat estimacions realitzades mitjancant
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el CV residual i el metode Hill no esbiaixat, veure Castillo et al. (2014b).

Si s’aplica aquest metode a A3, A7, A8, A1l i A12, s’obtenen unes estimacions de
0,61, 0,83, 0,45, 0,88 i 0,40 per a I'index del valor extrem, amb mides de la cua de 390,
391, 392, 187 i 392, respectivament. Els resultats obtinguts no sén consistents amb
els que s’obtenen mitjancant la transformacié i s’observa discrepancia en 1’eleccié de
llindars. Potser aquests metodes no sén els més adients per a aquests tipus de casos i
cal pensar un altre, una mixtura de distribucions sembla un model que es podria aplicar
com alternativa a I’exponencialitat que s’ha decidit en tots els casos conflictius.

5.5 PoT 1 VaR

Hi ha dos punts importants a I’hora de considerar el PoT: la selecci6 del llindar i
I'estimacié dels parametres, veure Coles (2001). El llindar s’escull normalment fent servir
un metode grafic, en aquest cas es proposa I'tis del C'V-plot, pero gracies a l'algoritme
de seleccié de llindars presentat a la Seccié 4.5, tant 1’estimacio del llindar com la del
parametre £ es trobaran a partir d’aquest i el metode grafic servira només de suport.
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Figura 5.5: Tail function empirica a partir del quantil 95 per a A2, A9 i A12. La linia
blava correspon a la mateixa funcio realitzada a partir dels parametres estimats.

Finalment, s’han calculat alguns quantils elevats per a cada conjunt. En termes
de risc, aquest concepte s’expressa com a value at risk (VaR). Per a un valor petit p,
VaR, = v si inomés si 1 — F(v) = p. La Taula 5.1 mostra els diferents valors per a
cada llindar i index del valor extrem proposats del VaRggy. A la Figura 5.5 es pot veure
Pajust per a tres conjunts a partir del quantil 95% després de 'estimacié del parametre
1 per MLE. Sembla que els ajustos son bons per utilitzar-los per fer prediccions.
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5.6 Conclusions

S’ha aplicat una nova metodologia en EVT a 16 conjunts de dades sobre automocié
descrites en aquest capitol, per predir el temps maxim d’execucié dels programes, amb
una certa seguretat. La metodologia es basa en els punts segiients:

1. Decidir entre GEV i GPD en base al test d’independencia de Ljung-Box realitzat
entre escales diferents que eviten el possible problema de no existéncia de moments.

2. Decidir entre el tipus de cua (lleugera, exponencial, pesada i molt pesada) en base
als grafics anomenats C'V-plots i al test d’exponencialitat 7T;, ,, per a { = 0, que utilitza
multiples llindars.

3. Estimacio de I'index del valor extrem i del llindar a partir del qual es realitza
I’estimacié amb un nou algoritme de seleccié de llindars basat en contrastos de GPD
per a llindars multiples. En el cas de cues molt pesades, 'algoritme s’aplica a una
transformacié de les dades que garanteix 'existencia de moments.

4. Aplicacio del metode PoT que divideix la mostra entre el cos i la cua, a partir del
llindar seleccionat anteriorment i amb 'estimacio6 feta de 'index del valor extrem.

La metodologia ha funcionat correctament en 14 dels 16 casos i presenta dubtes per
als conjunts A1l i A12. En aquests casos s’han fet servir també altres metodologies
que no han resultat concloents. La decisiéo que es proposa és acceptar exponencialitat
per a un llindar molt elevat que ens fa sospitar el problema de contaminacié per una
distribucié normal en una proporcié molt baixa i per un llindar molt i molt elevat.
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Figura 5.6: Box-plots dels temps d’execucio per als 16 conjunts de dades.
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CAPITOL 6

Altres exemples d'aplicacio a dades reals

En el capitol anterior es mostra un exemple d’aplicaci6 d’EVT en un camp on el
seu Us és relativament recent, pero en camps com les finances o la hidrologia fa decades
que s’esta aplicant aquesta teoria amb exit. La prediccié de grans quantils per controlar
perdues o riscos naturals utilitzant EVT és una practica habitual.

En aquest capitol s’estudiaran alguns del casos més habituals en els quals s’aplica
EVT i es comentaran alguns dels suposits que, de vegades, els investigadors deixen una
mica de banda, quan sén una part fonamental de I’estudi, com la independencia de les
dades o I'adequaci6 del model.

6.1 Dades daneses

El primer conjunt de dades que es tractara en aquest capitol és el de les dades
daneses que s’han fet servir com a exemple per illustrar els diferents grafics i metodes
que s’han anat presentant. Com que els resultats principals ja s’han mostrat, es faran
alguns comentaris sobre les dades i un resum de les conclusions. Aquestes dades es
poden trobar al paquet evir de I'R amb el nom de danish.

Les dades sobre perdues en assegurances per focs van ser estudiades per primera
vegada a McNeil (1997) i han estat molt comentades ja que sén un bon exemple de
laplicacié del metode PoT. Cal destacar Resnick (1997), en el qual els principals co-
mentaris van dirigits al diagnostic per avaluar 'adequacié del model de cua pesada i al
diagnostic de la independeéncia.

Per al diagnostic d’'un model de cua pesada es proposen metodes suplementaris a
I’ME-plot i al QQ-plot, un dels quals és el Hill-plot. Tots ells avalen la hipotesi de model
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de cua pesada. Per al diagnostic de la independeéncia, es presenten diferents tests, ja
que a McNeil (1997) es déna per bona a partir del grafic d’autocorrelacions, que ni tan
sols es mostra a I'article. L’inic que rebutja independencia de les dades és el test de
rangs, per tant la hipotesi de la independencia de les dades sembla també adient.

Degut a que la independencia és una de les hipotesis clau del model, el primer que
es fara sera tractar el seu estudi en aquestes dades, tal com s’ha fet amb les dades de
temps d’execucié, amb el test de Ljung-Box. Per comencar, el test de Ljung-Box no es
pot aplicar directament a les dades perque és necessaria l’existencia de moments finits
fins a ordre quatre per poder aplicar-lo. Malgrat tot, aquesta falta de moments no és un
problema greu, ja que es troba resolt amb les transformacions presentades en el capitol
3. Un cop aplicades en el cas de les dades daneses, es pot suposar que la nova mostra
poseeix moments de tots els ordres i es pot aplicar el test perque es satisfan les hipotesis.

Si es considera la mostra de 2.156 dades i s’apliquen tant la transformacié Y = —1/X
com Y = —1/(X + ¢) + ¢, els p-valors del test de Ljung-Box sén significatius, per tant
la hipotesi d’independencia per a aquestes dades hauria de ser qiiestionada, ja que
sota canvis d’escala la independencia de les dades es manté. Ara bé, si es considera
un llindar de dos milions de corones i les mateixes transformacions, els p-valors ja no
son significatius. Es per aquest motiu que a I’Exemple 4.4 el llindar considerat era de
dos milions de corones, per garantir la hipotesi d’independencia de les dades. Per al
cas d’un llindar de 10 milions, que s’ha utilitzat per realitzar contrastos amb els tests
T,,, evidentment, tampoc s’obtenen p-valors significatius en realitzar el test a les dades
transformades.

Es important verificar bé les hipotesis per no arribar a conclusions erronies. Per
exemple, si s’aplica el test de Ljung-Box a les 2.156 dades daneses sense transformar,
no es rebutja la independencia de les dades, pero cal tenir en compte que una hipotesi
que han de satisfer les dades per poder aplicar aquest test és I’existencia de moments de
quart ordre, si aixo no es té en compte i es dona per valid el resultat del test, qualsevol
calcul posterior s’estaria realitzant sota condicions incorrectes.

Un cop estudiada la independencia, i assumint que es satisfa aquesta hipotesi, només
cal resumir els resultats que s’han obtingut a través dels diferents estudis que han fet
servir metodes grafics i d’estimacid, contrastos i algoritmes de seleccio de llindars.

Fent servir el metode PoT, es pot considerar com a llindar raonable un valor de 10
milions de corones a través de I'observacié de I’ ME-plot i una estimacio per a & de 0,5
mitjangant ML. Del Hill-plot i I'estimador de Hill modificat s’obtenen unes estimacions
de & properes a 0,7, proposant un model amb cua més pesada que 'anterior. L’is dels
tests T}, ha permes contrastar la hipotesi de que aquestes 109 darreres dades provenen
d’una GPD, tant si es considera & = 0,5 com & desconegut, obtenint una estimacié
propera a 0,5 en el darrer cas.

Per finalitzar, considerant les dades a partir d’un llindar de dos milions de corones,
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s’ha aplicat l'algoritme de seleccié de llindars que fa servir els tests 7T, obtenint un
llindar molt proper a 10 milions pero amb una estimacié una mica major que 0,5.

Probabilitat
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Figura 6.1: En negre, CCDF empirica de les dades daneses, en blau CCDF fent servir un llindar de
10 milions i £ = 0,5 i en taronja CCDF fent servir un llindar de 9,997 milions de corones daneses i £ =
0,62. En tots els casos es mostren les funcions a partir del quantil 99.

A la Figura 6.1 es pot veure la funcié complementaria de la distribucié acumulada
(CCDF) a partir del quantil 99 en diferents casos. En negre hi ha respresentada la
CCDF empirica de les dades daneses, en blau la CCDF amb llindar i parametre donats
pel metode PoT i, finalment, en taronja la CCDF amb llindar i parametre donats per
I’algoritme de seleccié de llindars. Aquestes dues ultimes funcions sén molt properes, es
pot observar que la primera ajusta millor entre 40 i 100 milions de corones daneses i la
segona cap a la part final fins al 260 milions de corones daneses.

6.2 Dades financeres

Les finances sén un dels camps on més s’aplica 'EVT, sobretot per calcular el VaR.
No podia faltar, per tant, un exemple d’aplicacié en aquesta area. En aquest apartat es
realitzara un estudi de les cotitzacions de les empreses IBM (IBM) i Microsoft (MSFT),
I'index industrial Down Jones (DJI) i el tipus de canvi Euro/Dolar (EUSD) durant el
mateix periode de temps, des de 'l de gener de 1999 al 17 de novembre de 2005.
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Les dades que s’estudiaran exactament son els rendiments logaritmics negatius en
valor absolut de les dades, és a dir, la cua de les perdues. Es dibuixaran els CV-
plots corresponents, s’aplicara el metode T, a aquests rendiments, es compararan els
resultats amb altres metodes, entre ells el presentat a Gomes i Pestana (2007), i també
es realitzaran dues reflexions referents a 'adequacié del model de cua pesada per a dades
financeres i la diferenciaci6 entre outlier i valor extrem.

Abans de comencgar 'estudi convé realitzar una descripcié inicial de les dades. En
aquest cas, una representacié de les series temporals corresponents sembla el més adient.
A la Figura 6.2 es poden veure les series corresponents als rendiments logaritmics dels
quatre conjunts de dades; cal fixar-se especialment en l'apartat (a), ja que aquest grafic
permetra illustrar una de les reflexions esmentades en el paragraf anterior, la que fa
referencia als outliers.
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Figura 6.2: (a) Valors de tancament diaris de les dades IBM (linia negra) i MSFT (linia grisa). (b)
Valors de tancament diaris de les dades DJI (linia negra i eix esquerre) i tipus de canvi diaris EUSD
(linia grisa i eix dret).

Si s’observen amb deteniment les series IBM i MSFT, es pot veure com, abans
d’arribar a mitjans de 1.999, hi ha una caiguda important en cada un dels dos casos
i una altra, a principis de 2003, només per a MSFT. Aquests valors corresponen a
dies en els quals es va realitzar un split de les accions corresponents. Un split és una
accié corporativa en la qual una empresa divideix les seves accions existents en multiples
accions. Tot i que el nombre d’accions en circulacié s’incrementa en un multiple especific,
el valor total monetari de les accions segueix sent el mateix en comparacié amb les
quantitats pre-split, perque la divisié no afegeix cap valor real a I’empresa.

Aquests tres punts concrets, que provoquen un descens elevat dels rendiments, no
han de ser considerats com a valors extrems sino com a outliers, perque aquest descens
que es produeix no és un descens real del valor monetari i només és degut a I'increment
del nimero d’accions. Cal anar molt amb compte amb la distincié entre aquests dos
conceptes, perque un valor extrem si que s’ha d’incloure a l'estudi, ja que és una da-
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da que s’ha observat sota condicions normals, mentre que un outlier és preferible que
desaparegui d’aquest, ja que la seva aparicié va lligada a algun fet no normal.

A continuacid, s’iniciara I'estudi de les dades amb la representacié dels C'V-plots. En
els casos de IBM i de MSF'T tant amb splits com sense per poder veure les diferencies.
A més d’extreure informacio sobre les cues, un dels casos servira per introduir la segona
de les reflexions que es comentaven a l'inici d’aquest apartat, la que fa referencia als
models de cues pesades per a dades financeres.
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Figura 6.3: CV-plots dels rendiments logaritmics negatius en valor absolut per a DJI i EUSD. Els
intervals de confianca per a les distribucions exponencial i uniforme es troben representats amb linies
puntejades.

A la Figura 6.3 es poden veure els C'V-plots per a DJI i EUSD. En el primer cas, la
grafica comenca per sota de 'interval de confianca del 95% de la distribucié exponencial
i va ascendint de manera que algun valor se’n surt, pero la majoria de valors queden a
dins de l'interval, de manera que un model exponencial o de cua pesada molt propera a
I’exponencial sembla adequat. En el segon cas, es pot observar clarament com la grafica
queda per sota de l'interval de confianca del 95% per a la distribucié exponencial al llarg
dels primers 500 llindars per acabar-hi entrant, en aquest cas el model a escollir sembla
un de cua lleugera o exponencial.

Aquests dos casos sén un bon exemple per reflexionar sobre el model que cal aplicar
a dades financeres. Molts investigadors donen per fet que les dades financeres han de
tenir cua pesada sense verificar d’alguna manera aquesta suposicié i fan servir, entre
d’altres, I'estimador de Hill, el qual retorna sempre una estimacié de £ positiva. Com
passa amb el cas de la independéncia, si es consideren resultats quan les suposicions
incials no es satisfan, les conclusions poden no ser correctes.
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Figura 6.4: CV-plots dels rendiments logarftmics negatius en valor absolut per a IBM i MSFT, sense
splits i considerant-los (grafics per sobre de l'existéncia de moments de quart ordre, linia puntejada
constant) . Els intervals de confianga del 95% per a les distribucions exponencial i uniforme es troben
representats amb linies puntejades.

A la Figura 6.4 es poden veure els C'V-plots per a IBM i MSF'T, amb i sense splits.
Com es pot observar, la diferencia és evident, quan es consideren els splits les cues sén
molt pesades, mentre que si es treuen, les grafiques es troben més a prop de la distribucié
exponencial. En tots dos casos sembla que el model adequat si que seria el de cua pesada
propera a l’exponencial, ja que els CV residuals queden molt a prop del limit superior
de l'interval de confianca.

Per continuar I'estudi, es faran servir diferents metodes per modelitzar les dades i es
compararan els resultats. Per una banda, s’agafaran els maxims mensuals i s’estimaran
els parametres per ML d’'una GEV, per una altra, es fara ML de tota la msotra sota
exponencialitat, GPD i FTG i, per acabar, s’aplicaran el metode Ty, i I'algoritme de
Gomes i Pestana (2007). Aquests metodes es denotaran per GEV, EXP, GPD, FTG, Ty
i GP, respectivament. Cal fer notar que, excepte només en un cas, ’aplicacié del metode
T5y ha donat els mateixos resultats fent servir les diferents significacions proposades i
per tant es considera la significacié 0,05.

Un cop estimats els parametres s’han calculat els VaRs al 99,9%. A la Taula 6.1 es
poden veure els resultats obtinguts. Per a DJI i EUSD, tots els métodes sén coherents
amb el que s’obserba en els C'V-plots, un model exponencial o de cua poc pesada per a
DJI i un model exponencial o de cua lleugera per a EUSD, excepte GP, que en els dos
casos estima cues molt pesades. Cal recordar que aquest metode es basa en la hipotesi
de tenir cua pesada, si s’aplica sense aquesta condicid, els resultats son inadequats.
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Taula 6.1: VaR al 99,9% i estimacié del parametre £ per als conjunts de dades MSFT,
IBM, DJI i EUSD i els diferents metodes aplicats. Per a IBM i MSFT també apareixen
els casos sense splits, IMBs i MSF'Ts. L’asterisc per a FTG en MSEF'T, DJI i EUSD indica
que el model seleccionat és la distribucié gamma que acaba tenint cua exponencial, per
aixo lindex de la cua és 0.

metode 99,9% £ metode 99,9% &
MSET MSFTs

GEV 0.660 0.42 GEV 0.276  0.19

EXP 0.124 0 EXP 0.114 0
GPD 0.179 0.15 GPD 0.124  0.04
FTG 0.160 0* FTG 0.178 0.13
Too 0.431 0.42 Too 0.159 0.12
GP 0.174  0.35 GP 0.149 0.32

IBM IBMs

GEV 0.660 0.42 GEV 0.333  0.28

EXP 0.110 0 EXP 0.104 0
GPD 0.144  0.11 GPD 0.112  0.03
FTG 0.147  0.11 FTG 0.166  0.15
Tyw 0335 2.62 Tyw 0153 0.14
GP 0.181  0.39 GP 0.161  0.36

DJI EUSD

GEV 0.104 0.17 GEV 0.026 -0.23

EXP 0.058 0 EXP 0.035 0
GPD 0.051 -0.06 GPD 0.022 -0.21

FTG 0.05 0* FTG 0.026 0*
Tho 0.064 0,06 Tho 0.024 -0.16

GP 0.068  0.31 GP 0.027  0.26
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Per a IBM i IBMs (dades sense els splits), es pot veure com els metodes FTG i GP
no es veuen quasi afectats, mentre que per a la resta varia considerablement 1’estimaci6
passant d’'una cua molt pesada a una propera a I’exponencial. Per a MSFT i MSFTs la
situacio és analoga al cas anterior. En aquesta ocasié també s’observa que, excepte GP,
la majoria de metodes son coherents amb el que es veia en els C'V-plots, que un model
de cua pesada pero propera a l’exponencial sembla adient.

Per finalitzar 'estudi, es compararan els VaRs calculats per a EUSD fent servir les
dades corresponents des del 17 de novembrede 2.005 fins al 5 de gener de 2.014. A la
Figura 6.5 es poden veure la serie temporal dels rendiments logaritmics i les linies de
VaRs corresponents: lila per a GPD, taronja per a Ty, vermella per a FTG i GEV,
blava per a GP i verda per a EXP.

En aquest periode de temps hi ha al voltant d’unes 2.000 dades, per tant el que
s’esperaria és que només dues vegades es traspasés la linia del VaR. Es pot veure com
els casos més realistes son GPD i Ty, tot i que hi ha un periode a finals de 2008,
corresponent a la crisi financera que van patir els Estats Units, on diverses vegades
es traspassen tots els VaRs excepte el corresponent a EXP. Una altra vegada queda
clara la importancia de comprovar ’adequacié del model abans d’estimar parametres,
els metodes que proposen cues exponencials o cues pesades ofereixen estimacions massa
restricitves per al VaR.
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Figura 6.5: Serie temporal dels rendiments logaritmics per a EUSD des del 17 de novembre de 2.005
fins al 5 de gener de 2.014. En lila, taronja, vermell, blau i verd els VaRs al 99% obtinguts mitjancant
els métodes GPD, Tog, FTG/GEV, GP i EXP, respectivament.






CAPITOL 7

Conclusions del treball i futures linies de recerca

En aquest treball s’ha presentat un estudi exhaustiu de les noves eines basades en

el coeficient de variacié residual que es poden aplicar en EVT. Concretament, s’ha

ampliat 'estudi del C'V-plot a distribucions diferents de I’exponencial i s’han presentat
nous estadistics de contrast per a la GPD.

Aquestes eines sén aplicables quan I’enfoc escollit per modelitzar les cues és el dels

excessos sobre un llindar i quan es fa servir el metode PoT. Els estudis realitzats, aplicant

les noves eines a les diferents dades analitzades, porten a remarcar el segiients punts:

Tot i que la teoria probabilista de 'EVT esta desenvolupada, la seva aplicacio
practica comporta una serie de problemes a nivell d’estimacié de parametres i
seleccié de llindars.

L’utilitzacié del test de Ljung-Box amb les transformacions presentades en el
Capitol 3 serveix tant per contrastar la hipotesi d’independencia de les dades
com per escollir entre GEV i GPD.

Existeix una dualitat entre cues lleugeres i pesades per a la GPD, la qual es pot
associar a una transformacié, que permet solucionar el problema de 'existencia
de moments, de manera que les noves eines presentades es poden fer servir en
qualsevol situacié. La transformacié que permet passar de cues pesades a lleugeres,
i a I'inversa, ha estat desenvolupada com a part de les novetats presentades en
aquesta tesi.

L'is del metode grafic C'V-plot aporta avantatges en l'estudi de valors extrems
respecte I’ ME-plot i el Hill-plot, en el primer cas perque el CV residual no depen del
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parametre d’escala i és més facil detectar una recta constant que una funcié lineal,
de manera que la incertesa es redueix essencialment de tres a un sol parametre, i
en el segon perque es pot aplicar tant a cues lleugeres com pesades, mentre que
el Hill-plot només s’aplica a cues pesades. A més a més, el C'V-plot es pot aplicar
com a eina de bondat d’ajust per a distribucions diferents de la GPD.

S’han presentat uns nous estadistics, anomenats T), que es poden fer servir a
diferents nivells. En primera instancia es poden fer servir per estimar I'index del
valor extrem a partir de a seva minimitzacié, també es poden fer servir com a tests
de bondat d’ajust per a la GPD i, finalment, es poden utilitzar dins d'un algoritme
de seleccié automatica de llindars, el qual també serveix per estimar I'index del
valor extrem.

Les noves eines, C'V-plot i tests T,,, s’han aplicat a dades de temps real de sistemes
encastats, un camp on la teoria de valors extrems esta prenent importancia. Dels
16 conjunts estudiats, el metode ha funcionat bé en la majoria del casos i no acaba
de reflectir el comportament de la cua en casos particulars on sembla que pot haver
una mixtura de distribucions, una de les quals queda bastant centrada a la cua.

S’han aplicat les noves eines a dades que es troben bastant estudiades a literatura,
com dades financeres, sobre assegurances en focs i d’onades, i els resultats obtin-
guts han resultat semblants als que resulten de fer servir altres metodes. Fet que
destaca la coherencia del metode.

Futures linies de recerca relacionades amb la teoria desenvolupada en aquesta tesi

son la comparacié de diferents tests d’uniformitat i I'estudi d’estimacié de llindars en

mixtures de distribucions. En el primer cas, per exemple, 'aplicacié del test d’Anderson-

Darling per a una distribucié uniforme amb parametres desconeguts requereix d’una

estimacié previa d’aquests, per contrastar una distribucié uniforme a l'interval (0,1), si

es fa servir 'estimador ML no és possible calcular ’estadistic corresponent en alguns

casos, mentre que el contrast T}, per a la GPD_; no requereix de cap estimacié previa

encara que els parametres siguin desconeguts.

Per una altra banda, en el mateix sentit que la teoria asimptotica s’ha aplicat per

trobar intervals de confianga puntuals per al C'V-plot teoric de la GPD, es podrien buscar

els intervals de confianca puntuals per als C'V-plots teorics ja estudiats.
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