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Introduccion

Dado un espacio topolégico X, se denota por C'(X) la subéalgebra de las
funciones continuas sobre X con valores reales, y por C*(X) la subalgebra

de C(X) formada por las funciones acotadas.

El conjunto de los niimeros complejos, reales, enteros y naturales sera

denotados por C, R, Z y N, respectivamente.

Un problema general que se estudia en esta memoria es el siguiente :
Dada una familia & de funciones con valores reales sobre un conjunto X,
sastifaciendo ciertas condiciones algebraicas, hallar condiciones necesarias y
suficientes para que una funcion f € C(X) se encuentre en la clausura

uniforme de $.

Los anillos de funciones continuas con valores reales estan dotados de una
notable riqueza estructural. En efecto, en ellos se solapan aspectos algebraicos
(derivados de las operaciones con funciones), aspectos topologicos (derivados
de la topologia del espacio base), los relativos a la estructura de orden, asi
como los relacionados con el analisis funcional (derivados de la topologia del

anillo).



INTRODUCCION

M. H. Stone (1937), e independientemente Gelfand y Kolmogoroff (1939)
inician el estudio de los anillos de funciones continuas. Haciendo uso del
supremo, Stone estudia el conjunto C*(X) de las funciones continuas y aco-
tadas sobre un espacio topologico X. Posteriormente, Gelfand y Kolmogoroft
mostraron que algunos de los resultados obtenidos por Stone se podian probar
sin hacer uso de la métrica, lo que permitié su generalizacion a C'(X).

Fue Hewitt quien en su trabajo de 1948, Ring of real-valued continuous
functions, profundiza en el estudio de los anillos de funciones continuas (no
acotadas), abriendo el camino para posteriores estudios en el tema.

En la obra Ring of continuous functions de L. Gillman y M. Jerison,
aparecida en 1960, se hace una excelente recopilacion de los resultados obteni-
dos hasta ese momento en relacion con los anillos de funciones continuas con
valores reales.

Durante los tltimos 20 anos en el estudio de los anillos de funciones
continuas se ha hecho especialmente énfasis en los aspectos topologicos. En
general, para el caso en que el espacio topolégico X sea no compacto, no existe
un método general conocido de generar directamente C'(X) a partir de una
familia de funciones que contenga a las constantes y separe puntos, puesto que
no se conoce una caracterizacion de la estructura algebraica interna de C'(X).
Sin embargo, distintos autores han contribuido e intentado caracterizar esta
aproximacion uniforme.

El objetivo fundamental de la memoria es abordar el problema planteado

anteriormente mediante el método de las series infinitas. Para ello, primera-
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mente hacemos un estudio exhaustivo de la aproximacién uniforme en es-
pacios de funciones continuas con valores reales para funciones no necesa-
riamente acotadas. Fundamentalmente nos hemos basado en los resultados
obtenidos por J. Blasco - A. Molt6 (véase [5, 6, 7, 8]) y F. Montalvo - M.
. Garrido (véase [34]) cuyos aportes han sido muy significativos. A conti-
nuacioéon pasamos a tratar el tema central de esta memoria, introduciendo un
nuevo método topologico para aproximar funciones con valores reales y vec-
toriales, mediante la técnica de las series infinitas de funciones. En particular
presentamos algunas condiciones suficientes para representar cada funcion
continua en un espacio topologico X como la suma de una serie infinita
de funciones perteneciente a una determinada subfamilia de C'(X). Abor-
daremos el caso cuando el espacio topologico X es localmente compacto,
paracompacto o un espacio de Lindelof. Posteriormente, extendemos estos

resultados a funciones con valores vectoriales.

Pasemos a describir el contenido de la memoria, que esta dividido en tres

Capitulos.

1. El primer Capitulo

Este Capitulo contiene una recopilacion de resultados, que hasta 1990
fueron estudiados y sistematizados por F. Montalvo y M. I. Garrido
(véase [34]), junto con articulos de investigacion mas recientes. Se in-
cluiran algunas demostraciones sencillas de los casos mas relevantes

para el resto de la memoria.
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El Capitulo esta dividido en tres secciones.

La Secciéon 1.1 trata el famoso Teorema de Stone - Weierstrass para
subalgebras. En 1885 K.Weierstrass prueba que cualquier funcién con-
tinua con valores reales definida sobre un intervalo cerrado y acotado de
la recta puede ser aproximado uniformemente por un polinomio. Esto
significa que para cada funcién continua f : [a,b] — R, y para todo

e > 0, existe un polinomio p(z) tal que

() =pl)| < € Yacla]

En 1937 M. H. Stone generaliza el Teorema de Weierstrass de la sigui-

ente manera:

Sea X un espacio topolégico compacto de Hausdorff y sea G la familia
de funciones continuas con valores reales sobre X que separa puntos de
X (es decir, para cada par de puntos distintos s # ¢ de X, entonces
existe una funcion g € G tal que g(s) # g(t)). Si A denota el algebra
lineal generada por G (es decir, el conjunto de todas las combinaciones

lineales de funciones con valores reales del tipo

h(xz) = gi(x)™..... gm(z)", Vre X

donde g; € G y n; > 0 son enteros) y las constantes, entonces M. H.
Stone prueba que cada funciéon continua de valores reales f sobre X

puede ser aproximada por A. Es decir, dado cualquier € > 0, existe un

4
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elemento p € A tal que

|f(x) —p(@)| < €6 VzeX.

Aqui presentamos una versién de este resultado para subéalgebras y

reticulos.

La Seccion 1.2 se dedica al estudio de la aproximacion uniforme para
C*(X) de funciones continuas y acotadas en donde X no es necesa-
riamente un espacio topolégico compacto. Se aprovecha el isomorfismo
existente entre C(X) y C(8X) (8X es la compactacion de Stone-Céch
de X). Las distintas condiciones que ahora se obtienen para que una
funcion esté en la clausura uniforme de un reticulo, subalgebra o espa-
cio vectorial, se expresan en términos de ciertas formas de separaciéon
de conjuntos de Lebesgue o de conjuntos cero del espacio, y no como
sucedia en el caso compacto, con separacion de puntos. Asi damos, en
términos de separacion de conjuntos de Lebesgue y mediante el paso
a #X, una caracterizacion de la clausura uniforme de un algebra de

funciones continuas y acotadas.

En las generalizaciones del Teorema de Stone - Weierstrass dadas hasta
ahora se observa que la clave de las mismas radica en la sustitucion de la
separacion de puntos del caso compacto por la separacion de conjuntos
cero. Hewitt (véase [24]) prueba ademas, que si X no es compacto

entonces tal sustitucion no puede evitarse.
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Teorema (Hewitt) Si X es un espacio topoldgico no compacto, existe
una subdlgebra de C*(X) que separa puntos y contiene a las funciones

constantes, pero que no es uniformemente densa en C*(X).

Finalmente, para el caso de espacios vectoriales, nos hemos orientado

de los resultados obtenidos por J. Blasco - M. Molto en [5].

En la seccion 1.3 estudiamos la aproximacion uniforme de C(X), el
anillo de las funciones continuas no necesariamente acotadas, que es
el caso mas general y en el que existen atn problemas abiertos que
abordar. Siguiendo un estudio paralelo al de J. Blasco - M. Molt6 (véase
[5]), F. Montalvo - M. I. Garrido han generalizado estas técnicas de
aproximacion (véase [29, 30, 34]), obteniendo una condicién necesaria
y suficiente de densidad uniforme para espacios vectoriales de funciones

reales continuas.

. El segundo Capitulo

Este Capitulo esta dedicado al estudio de la representacion y aproxi-
maciéon de funciones por series de funciones continuas, donde hemos
generando un nuevo método topologico de aproximacion de funciones,
el cual es el mayor aporte de esta memoria. En particular, lo estudiamos

en los espacios paracompactos, localmente compactos y de Lindeloff.

La seccion 2.1 se fundamenta en el concepto de series localmente con-

vergentes.
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Dada una serie E fi de funciones continuas sobre un espacio topologico
iel
X, se dice que es localmente convergente cuando, para cada z € X,

existe una vecindad U de z tal que la serie converge uniformemente

sobre U. Este es el concepto mas importante del Capitulo.

Denotamos por » (E) al conjunto de todas las funciones f € C'(X) tal
que f = Z fi es localmente convergente con f; € E para cada ¢ € I,

iel
siendo E un subconjunto de C(X).

Proporcionaremos condiciones suficientes para que una funcion f €

C(X) esté en Y (F) y para que A C C(X) esté contenido en > (F).
Finalmente, como aplicaciéon obtenemos una demostracion del Teore-
ma de Stone - Weierstrass utilizando las técnicas introducidas en este

Capitulo.

En la secciéon 2.2 se demuestra una extension del Teorema de Stone -
Weierstrass para espacios de Lindeloff localmente compactos y posterior-
mente para espacios paracompactos localmente compactos. También se

n

aplica este resultado para un espacio X = HX" paracompacto local-
i=1

mente compacto, siendo { X;}” ; una familia finita de espacios topologi-

COS.

En la secciéon 2.3 se introduce el concepto de S- separacion local de
conjuntos cero, que nos permitird entre otros resultados demostrar
que si X es un espacio de Lindeloff y A una subalgebra de C(X) que

contiene las constantes y separa localmente conjuntos cero, entonces

7
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C(X) =2 (A).

. El tercer Capitulo

Este Capitulo esta dedicado al estudio de la aproximaciéon por series de

funciones continuas cuyo rango es un espacio vectorial normado E.

En el Capitulo II resulté fundamental el concepto de series Z fi lo-
el
calmente convergentes, donde f; € C(X), para obtener resultados de

aproximacion. En este Capitulo este concepto sera extendido a un con-

junto de funciones continuas vectoriales.

En la secciéon 3.1 introducimos los siguientes conceptos bésicos.

a) Sean A C C(X)y G C C(X, E). Definimos » (A, G) como el con-
junto de series localmente convergentes Z h;G;, donde {G,}icr C
iel

Gy {hi}icr C A, siendo {sop h;};c; una familia localmente fini-

ta de conjuntos sobre X.

b) Sean A C C(X) y G C C(X, FE). Diremos que A refina G cuan-
do para cada recubrimiento abierto de la forma U, = {U(S) }scacx)
de X, donde U.(S) = G (B.(Gs(S9))) para algtin G5 € G, existe
una particiéon de la unidad localmente finita {h;};c; C A que esta

subordinada a U,.

En la seccion 3.2, para C*(X, E) el conjunto de funciones continuas de
X en E con rango precompacto, se obtienen resultados semejantes a

los obtenidos previamente para funciones con valores reales.
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Sean A una subélgebra de C(X) y F' € C*(X, E). Se dice que A separa
débilmente a F' cuando para toda B(a,r) C E'y § > 0, existe una

funcion f € A tal que:

a) 0< f<1,

b) f(FTH(Bla,m)=1 vy fX\F(B(a,r+0))) =0.

Con ello se demuestra el siguiente resultado.

Teorema Si A separa débilmente a F' € C*(X,E) y G C C(X, E) es
una subéalgebra que contiene a las constante, entonces Y (A, G) aproxi-

ma uniformemente a F.

En la secciéon 3.3 buscamos aproximar funciones de rango paracompacto

y de rango separable. Para ello se definen los siguientes conceptos.

a) Sea A una subalgebra de C'(X). Diremos que A Z- separa a

F € C(X, E) cuando V U abierto de E, existe h € A tal que

h>0y Z(h)={ze€X:hlz)=0}=X\F ).

b) Se dice que A C C(X) separa totalmente a F € C(X,FE)
cuando para toda B(a,r) C E, y para cada € > 0, existe f € A

tal que

1) f(F=1(B(a,r))) € (0.1] y

2) f(X\ FY(B(a,r +¢))) =0.
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El conjunto de todas las funciones continuas de rango paracompacto se

—~—

denota por C(X, E) y el conjunto de todas las funciones continuas de

L —

rango separable se denota por C(X, F).

Se demuestran los siguientes resultados.

Teorema Sea A una subélgebra de C(X) tal que A Z- separa a

F e C(X,E). Si g C C(X,E) es una subélgebra que contiene a las
constantes, entonces » (A, G) aproxima uniformemente a F.

Teorema Sea A una subalgebra de C'(X) uniformemente cerrada por

—_—

inversos. Si G C C(X,E) , F € C(X,FE) y A separa totalmente a F,

entonces

d(F,) (F.G)) < sup{ds(F,G): S € A(X)}.

10
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Capitulo 1

Aproximaciéon en Espacios de

Funciones Continuas

En el presente Capitulo se trata fundamentalmente algunos resultados
bésicos en dos lineas de investigacion esenciales en esta memoria: la primera
se relaciona con el clasico Teorema de Stone - Weierstrass y varias de sus
generalizaciones més cercanas a nuestro trabajo; en la segunda, se recoge
béasicamente los resultados obtenidos por J. Blasco - A. Mot6 (véase [5, 6,
7, 8]) v F. Montalvo - M. I. Garrido (véase [34]) que son algunas de las
aportaciones recientes mas destacadas a la teoria de la aproximacion uniforme

en espacios de funciones continuas.

Ademés de establecer las definiciones y conceptos basicos, incluiremos

algunos resultados que son necesarios para el desarrollo del trabajo.
A lo largo de la memoria se considera que X es un espacio topoldgico

13



Capitulo 1. Aproximacién en Espacios de Funciones Continuas

completamente regular.
En todo el Capitulo sélo se darédn las pruebas més inmediatas, por ser

resultados conocidos.

1.1. Teorema de Stone-Weierstrass

Denotaremos por C'(X) el conjunto de funciones continuas de X en Ry
por C*(X) al subconjunto de C'(X) formado por las funciones continuas y
acotadas.

La suma y el producto de funciones de C'(X) definidas por:

(f+9)(=) = f(z) +g(x)

(f-9)(x) = f(z).g(x),

dotan a C'(X) de estructura de anillo conmutativo y unitario.
Se identificara cada ntmero real r con la funcién idénticamente igual a r,

dotando de este modo al anillo C'(X) de estructura de R- algebra.

Definiciéon 1.1. Se dice que A C C(X) es una subdlgebra de C(X) si

cumple.
= frgeAYV figeA,
= fge AV f,g€ A,

s \feAVY feA yleR.

14



1.1. Teorema de Stone-Weierstrass

La relaciéon de orden parcial

f =g, siysolosi, f(z) > g(x) para todo z € X,

determina sobre C'(X) una estructura de anillo ordenado.

Definicion 1.2. Se dice que A C C(X) es un reticulo si dadas f,g € A

entonces méx{f,g} € A y min{f, g} € A.

Es importante estudiar la relacion existente entre las propiedades topo-
logicas de X, y las propiedades algebraicas de C'(X) y C*(X). Es obvio que
el anillo C'(X) esta completamente determinado por el espacio topologico X.
Uno de los problemas mas interesantes es el problema inverso, es decir, cuén-
do X es determinado como espacio topologico por la estructura algebraica
de C(X) o C*(X).

Uno de los resultados més significativos sobre la densidad de funciones
continuas fue dado por K. Weierstrass en 1885, en donde afirma que toda
funcién continua definida en un compacto puede ser siempre aproximada
por una funcion polinémica. El Teorema de Weierstrass ha dado lugar a nu-
merosas generalizaciones, una de las mas importantes fue dada por M. H.
Stone (véase [44]), quien caracteriza en términos muy sencillos las subélge-
bras de funciones continuas que son uniformemente densas en C'(X) para un
espacio topologico compacto X.

Existen diferentes demostraciones del Teorema de Stone - Weierstrass

(véase [45, 9, 25, 3]). En particular, la monografia [38] proporciona una

15



Capitulo 1. Aproximacién en Espacios de Funciones Continuas

metodologia que puede aplicarse a modulos, reticulos, y subconjuntos en
general.

Sea X un espacio topolégico compacto de Hausdorff. El espacio C'(X)
denota el espacio vectorial sobre R de todas las funciones continuas de X en
R. Dicho espacio puede dotarse de la topologia de la convergencia uniforme

sobre X, que esta determinada por la norma del supremo

/Il = sup{[f(2); = € X}

para cada f € C'(X).
Daremos algunas definiciones y resultados previos antes de demostrar el

Teorema de Stone - Weierstrass.

Definicion 1.3. » Diremos que una subdlgebra B C C(X) separa pun-

tos si, dados x #y en X, existe f € B tal que f(x) # f(y).

s La familia Fse dice que separa puntos fuertemente si para cada
par de puntos distintos x # y de X, y para cada par de nimeros reales

a y B, existe alguna funcion f € F tal que f(x)=a y f(y) =p.

Lema 1.1. Todo subespacio vectorial Fde C(X) que separa puntos de X y

contiene las funciones constantes, también separa puntos fuertemente.

Demostracion:

Dados z, y dos puntos diferentes de X y «, 3 dos niimeros reales diferentes,

16



1.1. Teorema de Stone-Weierstrass

existe f € F tal que separa = de y . Es suficiente observar que el sistema:

ME)+p = «

My +p = p

tiene solucion tnica puesto que f(z) # f(y). |
Demostraremos a continuaciéon una versiéon del Teorema de Kakutani-
Stone que nos permitird probar con sencillez el Teorema de Stone - Weiers-
trass. En lo sigue, dado F C C(X), el simbolo F denotara a la clausura con
respecto a topologia de la convergencia uniforme.
El siguiente resultado es esencial en la prueba del Teorema de Kakutani-

Stone (para la demostracion ver [40]).

Teorema 1.2. Sean X un espacio compacto, F C C(X) un reticulo y una
funcion f € C(X). Entonces f € F, si y solo si, para cualquier x, # Ty en

X ye >0, existe g € F tal que f(x1) < g(z1) + € y f(xg) > g(x2) — €.

Como Corolario, se obtiene la version mas conocida del Teorema de

Kakutani-Stone.

Teorema 1.3 (Kakutani-Stone). Sea X un espacio topoldgico compacto y
sea F C C(X) un reticulo vectorial que separa puntos de X y contiene a las

funciones constantes. Entonces F es uniformemente denso en C(X).

Demostracion:

Dados f € C(X) yv @1 # x5 en X, tomando a = f(x;) y f = f(x3), por el

17



Capitulo 1. Aproximacién en Espacios de Funciones Continuas

Lema 1.1, existe g € F tal que g(z1) = f(z1) y g(z2) = f(x2). Luego Ve > 0
se tiene que

flz1) <glxy) —e v flag) > g(xs) +e.

En virtud del Teorema 1.2, se obtiene que f € F. [ |

Teorema 1.4. (Teorema de Stone - Weierstrass). Toda subdlgebra F de
C(X) que separa puntos y contiene a las funciones constantes. Entonces F

es uniformemente densa en C(X).

Demostracion:
Es suficiente demostrar que la clausura uniforme de una subélgebra de C'(X)
es un reticulo vectorial. Puesto que de ser asi, aplicando el Teorema de
Kakutani-Stone 1.3, F serfa un conjunto denso de C(X) y, como conse-
cuencia, F = C(X).

En efecto, sabemos que

sup(f.9) = 5(f + 9 +1f —gl). @E(f0) = 5( +9 - 1f ~ g

Teniendo en cuenta que en todo espacio normado la adherencia de un

subespacio vectorial es un espacio vectorial, solo falta probar que
feEF=|fleF
Sea f € F, entonces Y ¢ > 0 existe g € F tal que ||g — f| < ¢, luego

gl = 1f1ll < llg = fll <e

Por lo tanto, sélo necesitamos demostrar que g € F = |g| € F.

18



1.1. Teorema de Stone-Weierstrass

Como ¢ es una funcién continua definida en un compacto, existe M tal
que |g(z)| < M para todo x € X. Por el Teorema de Weierstrass la funcion
t — |t| puede aproximarse uniformemente por polinomios, es decir, para

¢ > 0 existe un polinomio P(t) = ag + ayt + ... + axt* tal que
|t| — P(t)| <e Vt €[-M,M].
Luego tenemos que:
llg(2)| = (ap + arg(x) + ... + arg®(2))| < e Ve X.

Como F es un subalgebra que contiene a las funciones constantes, la
funcion ag + a1g + ... + arg® € F, lo que significa que |g| € F. [ |
Existe una versiéon del Teorema de Stone - Weierstrass para funciones
de valores complejos. El requerimiento adicional que hay que exigir a una
subalgebra B, para que sea densa en C(X,(C), es que sea autoadjunta. Es

decir, si f € B, también f € B. Para la demostracion de este resultado ver
[40].

Teorema 1.5. (Teorema de Stone - Weierstrass, version compleja). Sea X
un espacio topolégico compacto de Hausdorff y sea B C C(X,C) una sub-

dlgebra (compleja) cerrada, con unidad, que separa puntos, y autoadjunta.

Entonces B=C(X,C).

Definicion 1.4. Si A estd contenido en C(X) o C(X,C), un subconjunto no
vacio S de X se llamard un A-congunto antisimétrico si para cualquier
elemento f de A tal que la restriccion de f a S es un valor real, entonces la

restriccion de f a S es constante.
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Capitulo 1. Aproximacién en Espacios de Funciones Continuas

Asi, para élgebras reales A C C'(X) un conjunto antisimétrico es igual a
un conjunto donde todas las funciones del algebra son constantes.

Para A C C(X), definiremos la siguiente relacion de equivalencia sobre
X. Dados p , ¢ € X, decimos que p ~ ¢ cuando existe un conjunto .A-

antisimétrico que contiene a p y q.

Definicion 1.5. Cada clase de equivalencia definida anteriormente sobre X

serd llamada A- congunto antisimétrico mazximal de X.

Denotamos por A(X) la familia de todos los A- conjuntos antisimétricos
mazximales de X. Notemos que A(X) define una tunica descomposicion de
X en A- conjuntos antisimétricos maximales disjuntos dos a dos, no vacios
(véase [10]).

Otra forma de demostrar el Teorema anterior es mediante el Teorema de

Bishop siguiente.

Teorema 1.6. Sea A una subdlgebra cerrada de C(X) que contenga a las
funciones constantes. Si g € C(X) cumple que g|g € Ag para todo conjunto

A- antisimétrico maximal E, entonces g € A.

Enunciada de otra manera, la hipotesis sobre ¢ significa que, para cada
conjunto A- antisimétrico maximal E, exista una funcion f € A que coincide
con g sobre E. La conclusion es que existe una funcién f que verifique esta
condicién simultameamente para todo E: la funcion f = g.

La demostracion usa los Teoremas de Krein-Milman, Hahn-Banach y

Banach-Alaoglu del analisis funcional (véase [41]).
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Un caso particular del Teorema de Bishop es el Teorema de Stone-Weiers-
trass (caso complejo). En efecto, en este caso las funciones reales de A separan
puntos de X, ningiin conjunto antisimétrico contiene més de un punto, y toda

g € C(X) cumple la hipotesis del Teorema de Bishop.

1.2. Aproximaciéon Uniforme para C'*(X)

Para cada funcion f € C*(X), tomando la imagen por f de X, se tiene
que el conjunto f(X) es un compacto de R que contiene a f(X), y por lo
tanto el producto H f(X) es un espacio compacto.

fec*(X)
Consideraremos la evaluacion

b X — H f(X)
feCx(X)
o — o) = (f(2))sec=(x)
Esta aplicacion es una inmersion con lo cual, la clausura de ¢(X) en el
producto H f(X) es una compactificacion de X, que se denota por SX,
fec(X)

y se denomina la Compactificaciéon de Stone-Cech de X.

Un resultado cléasico al respecto es el siguiente:

Teorema 1.7 (Stone-Cech). Un espacio X es de Tychonoff, si y sdlo si,

existe un espacio X tal que:
1. BX es compacto.

2. X es un subespacio denso de 3X.
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3. 81 f: X —[0,1] es continua, entonces existe una extension continua

P BX —[0,1] de f, es decir, f%|x = f.

Nota 1.1. Se puede comprobar que cada funcion f de C*(X) admite una

tinica extension continua f? : 3X — R. Por tanto, la aplicacion
Cr(X) — C(BX)

fo—f

es un isomorfismo de dlgebras.

1.2.1. Aproximacién Uniforme para Subalgebras de C'*(X)

Recordaremos algunas definiciones previas que permitiran generalizar el
concepto de separacion de puntos en un espacio X, las cuales han sido ex-

traidas de [29] y [34].
Definiciéon 1.6. Definimos los siguientes conjuntos:

» El conjunto Z(f) ={z € X : f(z) = 0} es llamado conjunto cero de

f.

= Los conjuntos

Lo(f) ={r e X: f(z) <o}

L(f)={z € X : f(z) > B}
son llamados conjuntos de Lebesgue de f.
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Definicion 1.7. Sean E C C(X,C) y A, B dos subconjuntos de X.

Diremos que

» F separa A y B, si eziste g € E tal que g(A) N g(B) = ¢.

= F es completamente separante de A y B, si existe g € E tal que

0<g<1l,g(x)=0 sixzeA vy glx)=1s1 z€B.

= F separa completamente los conjuntos de Lebesgue de la fun-

cion [ sipara cada par de nimeros reales a < b, FE es completamente

separante de Lo(f) vy Lb(f).

En lo que sigue desarrollaremos algunas ideas de [30].

Si F es una subalgebra o un reticulo de C*(X), caracterizaremos su
clausura uniforme dando condiciones necesarias y suficientes para la densidad
uniforme de C*(X). Sabemos ademés que 5X es la tnica compactacion que
tiene la siguiente propiedad:

Cada funcion en C*(X) puede ser continuamente extendida a 3X.

Ast, si f € C*(X) vy f° essu extension a X, la funcion f — f° es
un isomorfismo del anillo C*(X) en C(8X). En consecuencia, F y F? tienen
las mismas propiedades algebraicas, siendo F° el conjunto de extensiones

continuas a X de funciones de F.

1.2.2. Aproximaciéon Uniforme para reticulos de C *(X)

F. Montalvo en [30] generaliza los Teoremas de Kakutani- Stone siguien-

tes.
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Capitulo 1. Aproximacién en Espacios de Funciones Continuas

Teorema 1.8. Sea F un reticulo de C*(X) y sea f € C*(X). Suponiendo
que para cada par de numeros reales a < b, y € > 0, ewiste g € F tal que
lg(x) —a| < € si x€Ly(f), y |g(x)—0bl < e si xeLf), entonces

fer.

Teorema 1.9. Sea F un reticulo de C'*(X). Las siguientes propiedades son

equivalentes:
1. F es uniformemente denso en C*(X).

2. Para cada par de conjuntos cero disjuntos en X, Zy y Zs, para cualquier
par de numeros reales a < b y para cualquier € >0 existe g € F tal
que

lg(x) —al <esixz e Z;

lg(z) = b| < esix € Zs.

Demostracion:
Por el Teorema 1.8 anterior, 2) implica 1).
Para probar 1) implica 2) obsérvese que Z; = Z(f1) y Z2 = Z(f2) son

conjuntos cero disjuntos de X. Entonces la funcién

pertenece a F y toma los valores de a y b sobre Z; y Zs, respectivamente. B
Si F contiene todas las constantes, la condicién del Teorema 1.8 anterior

es suficiente.
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Teorema 1.10. Sea F un reticulo de C*(X) conteniendo todas las funciones
constantes reales y sea f € C*(X). Entonces f € F, si y solo si, para cada

par de numeros reales a < b y € >0, exviste g € F tal que:
9(x) —al <€ si x€ Li(f),
lg(z) —b| <€ si xe LP(f).

Demostracion:
Es suficiente probar la condicién necesaria.

_ h—
Sea f € Fye>0. Tomando 0 < § < a’ existe h € F tal que

|h — f| < 0, luego
a<(h(z)Va)ANb<a+9,six e L,f)y,
b—6 < (h(z)Va) Ab<b, sixze L(f).

Sid<eyg=(hVa)Ab, entonces g € F es la funcion requerida. [ |

1.2.3. Aproximaciéon Uniforme para Subalgebras de C'*(X)

En esta subseccion generalizamos el Teorema de Stone - Weierstrass, y
obtenemos como consecuencia el Teorema de Hewitt.
F. Montalvo y M. I. Garrido (véase [29]) obtienen los siguientes resultados

de densidad para subélgebras de C*(X).

Teorema 1.11. Sea F una subdlgebra de C*(X) y f una funcion en C*(X).

Entonces f € F, si y solo si, las siguientes condiciones se satisfacen:

1. F separa los conjuntos de Lebesgue de f.
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2. Para cada € > 0, existe 0 > 0 y una funcion g € F tal que
L(|f]) € L(9).
Para la prueba véase [34].

Teorema 1.12. Sea F una subdlgebra de C*(X). Entonces F es uniforme-

mente denso en C*(X), si y sdlo si, las siguientes condiciones se satisfacen:
1. F separa cada par de conjuntos cero disjuntos en X.
2. F contiene una unidad de C*(X).

Demostracion:
La condicién suficiente es obvia por el Teorema 1.11.
Por otro lado, si F = C*(X), entonces la condicién 2) es inmediata. Para

probar la condicion 1) notemos que si Z; = Z(f1)y Z2 = Z(f2) son conjuntos
fi

fi+ 12

sobre Z. [ |

cero disjuntos, entonces g = €F vy esiguala 0sobre Z;, y a 1
Los Teoremas anteriores generalizan el Teorema de Stone - Weierstrass.

Se observa que la clave de los mismos radica en la sustitucion de la separacion

de puntos del caso compacto por la separacion de conjuntos cero.

Hewitt (véase [24]) prueba ademas, que si X no es compacto, tal sustitucion

no puede evitarse.

Teorema 1.13 (Hewitt, [24]). Si X es un espacio topoldgico no compacto,
entonces eziste una subdlgebra de C*(X) que separa puntos y contiene a las

funciones constantes, pero no es uniformemente densa en C*(X).
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1.2. Aproximaciéon Uniforme para C'*(X)

Demostracion:
Puesto que X no es compacto, entonces 5X \ X # ¢ . Consideramos dos

elementos fijos x € X, p € fX \ X y definimos el conjunto

F={feC(X): f’p) = f(x)}.

Claramente F es una subalgebra de C*(X) que separa puntos de X y
contiene a las funciones constantes. Sin embargo, F no puede ser uniforme-
mente densa en C*(X), puesto que en caso contrario F* serfa uniformemente
densa en C'(SX). Pero esto es imposible puesto que no separa los puntos = y
D. [ |

Hewitt demuestra el resultado anterior sin utilizar la extension SX.

En [34] se dan otros resultados de densidad, para el caso en que F sea un

reticulo o un reticulo semiafin de C*(X).

1.2.4. Aproximacién Uniforme para espacios vectoriales
de C*(X)

La generalizacion obtenida para reticulos y subélgebras en el caso no
compacto no es posible transladarla para espacios vectoriales, como se vera
a continuacion.

Los autores que méas han contribuido al estudio de la aproximacién uni-
forme para espacios vectoriales son S. Mrowka (véase [28|) J. Blasco y A.
Molto (véase [5]).

En efecto, las condiciones de separacion que se dieron para subalgebras y
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reticulos son s6lo necesarias; para espacios vectoriales (incluso para X com-

pacto), el siguiente ejemplo debido a J. Blasco y A. Molto, [5] lo confirma.

Ejemplo 1.1. Sea X =[0,2] y F = Kert, donde ¢ : C*([0,2]) — R es el
funcional lineal y continuo definido por ¥(f) = fol(f) - ff(f).

El conjunto F es un espacio vectorial que contiene a todas las constantes
y satisface que cada par de cerrados no vacios, disjuntos Fy y Fy de X existe
f € F tal que f(Fy) = 0 y f(Fy) = 1. Sin embargo, puesto que F es un

hiperplano cerrado, el conjunto F no es uniformemente denso en C*(X).

Para la estructura algebraica que vamos a considerar ahora no se disponen
de resultados como en el caso compacto. Es por eso que trabajaremos desde
el principio con funciones acotadas sobre un conjunto X, es decir en F*(X).

Daremos las siguientes definiciones debida a Blasco- Molto (vease [5]).

Definicion 1.8. » Se dice que una familia F € F*(X) S- separa los
conjuntos A y B si para cada 0 < § < % eviste g e F, 0< g <1, tal

que g(A) € [0,0] y g(B) € [1—46,1].

St la funcion g satisface la condicion menos restrictiva, —0 < g < 1+,
es decir, g(A) C [9,6], g(B) C [1—6,1+0], diremos que F S’- separa

los conjuntos A y B.

= Diremos que ' S- separa a la funcion f si para todo par de nimeros

reales a < b, S- separa los conjuntos de Lebesque Lq(f) y L°(f).

s Los espacios vectoriales que S- separan los conjuntos de Lebesque de to-
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1.2. Aproximaciéon Uniforme para C'*(X)

das sus funciones se denominan espacios vectoriales con la propiedad

S.

Para F subespacio vectorial de C*(X), la S- separacion y la S’- separacion

son equivalentes, resultado demostrado en [34].

Proposicién 1.14. Sea F un subespacio vectorial de F*(X) y f € F*(X).

Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F S- separa los conjuntos de Lebesgue de f.

2. F S’- separa los conjuntos de Lebesque de f.

Los siguientes resultados enunciados, son debidos a J. Blasco y A. Molté.

Teorema 1.15. Sea F un subespacio vectorial de F*(X) y f € F*(X). Si

F S-separa los conjuntos de Lebesque de f entonces f € F.

Para la demostracion véase [34].
El siguiente resultado nos permite caracterizar los espacios vectoriales

uniformemente densos en C*(X).

Teorema 1.16. Sea F un subespacio vectorial de C*(X). Una condicion
necesaria y suficiente para que F sea uniformemente denso en C*(X) es que

F §- separe cada par de conjuntos cero disjuntos.

Demostracion:
La condicién suficiente se sigue del Teorema 1.15 anterior. La condiciéon nece-
saria es inmediata, puesto que si Z; = Z(f1) y Z2 = Z(f2) son dos conjuntos

2
cero disjuntos, entonces la funciéon g = f—l e F. |
fi+ 1
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J. Blasco y A. Molt6 en [5] dan un ejemplo de un espacio vectorial de
funciones sobre un compacto, al que no se le puede aplicar los Teoremas
clasicos de Stone-Weierstarss ni de Kakutani-Stone, por no tratarse de una

subalgebra ni de un reticulo.

Ejemplo 1.2. Sea X =[0,1] y F el espacio vectorial de C*([0,1]) generado

por las funciones
{e(x+,u)” Y URS R, S [07 1]7” = Oa 172737 72k + 1’ }

Entonces F S- separa conjuntos cero disjuntos de X y por lo tanto, F es

uniformemente denso en C*([0,1]).

La condiciéon del Teorema 1.15 es también necesaria, debida al siguiente

resultado:

Teorema 1.17. Sean F un espacio vectorial de F*(X) con la propiedad S y

f € F*(X). Las siguientes condiciones son equivalentes.
1. feF.
2. F S- separa conjuntos de Lebesque de f.
3. F S’- separa conjuntos de Lebesque de f.

Para la demostracion véase [34].

Teorema 1.18. Para un espacio vectorial F de F*(X) las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
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1. F tiene la Propiedad S.
2. F es un anillo que contiene a las funciones reales constantes.

3. F es un reticulo vectorial que contiene a las funciones reales continuas.

Para su demostracion véase 34|
Como consecuencia veremos que la propiedad S caracteriza la densidad

de los espacios vectoriales F C C*(X).

Corolario 1.19. Si F es un espacio vectorial de C*(X) que tiene la propiedad
S, entonces F es uniformemente denso en C*(X), si y sdlo si, F separa
conguntos cero disjuntos de X. Ademds, si X es compacto la separacion de

conguntos cero puede ser sustituida por la separacion de puntos.

Demostracion:
Como F tiene la propiedad S por el Teorema 1.18 se tiene que JF es un anillo
que contiene a las funciones constantes. Si ademas F separa conjuntos ceros,

entonces F es denso por el Teorema de Hewitt (Stone- Weierstrass). |

1.3. Aproximaciéon Uniforme para C(X)

Si X es un espacio topologico completamente regular, los Teoremas de
aproximacion uniforme para subconjuntos de C*(X) no son directamente
traducibles a C'(X). En este caso solo se disponen de ciertas técnicas de
aproximacion, como el uso de particiones de la unidad, y de algunas condi-

ciones suficientes de densidad.
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1.3.1. Aproximaciéon Uniforme para espacios vectoriales
de C(X)

Siguiendo la estructura analoga de [5], F. Montalvo y M. I. Garrido dan
una caracterizacion de aquellos espacios vectoriales que poseen lo que lla-
maremos propiedad C'y que son los que se corresponden de manera natural
con los espacios vectoriales con la propiedad S del caso acotado. Ademas de
la citada propiedad C, consideraremos generalizaciones de la misma, asi como
algunas implicaciones algebraicas que de ellas se derivan.

En lo que sigue, sigueremos las ideas de [34].

Definiciéon 1.9. Sea f € F(X), llamaremos cadena de Lebesgue para f

a todo recubrimiento numerable de X, {Cy}nez, donde
Co={reX :a,1<f(z)<ani}

y {0 tnez €s una sucesion mondtona creciente en R (R = RU {—00,00})

para la cual, existe un numero real r > 0 con la condicion
Qp — Qg > T, St a, €R.

Teorema 1.20. Sea F un subespacio vectorial de F(X) y [ una funcion de
F(X). Si existe k > 0 tal que para cada cadena de Lebesque de f, {Cy}nez,

existe una funcion g € F verificando
lg(x) —n| <k, x € Cp,

entonces f € F.
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1.3. Aproximacién Uniforme para C(X)

Demostracion:
Sea € > 0. Tomando «,, = ne, para la cadena de Lebesgue {C,},cz de f

asociada a la sucesion {a, }rez, existe g € F tal que
lg(x) —n| <k, sizeC,.
Para x € C,,, tenemos |eg(z) —en| < ek y
leg(x) — f(z)| < leg(x) — en| + [f(z) —en| < (k + 1)e.
Como {C},}nez es un recubrimiento de X, se tiene que
leg(z) — f(z)] < (k+1)e paratodox € X
y por lo tanto, f € F. [ |

Definicion 1.10. Una familia F de F(X) se dice que verifica la condicion
de cadena para una funcion f € F(X), cuando existe k > 0 tal que para
toda cadena de Lebesgue de f, {Cy}nez, existe g € F con |g(x) —n| < k si

z e C),.

De esta definiciéon se deduce que:

Una condicion suficiente para que una funcion f de C(X) esté en la
clausura uniforme de un espacio vectorial F, es que F verifique la condicion
de cadena para f.

Como en el caso acotado, una condicién necesaria y suficiente para que un
espacio vectorial sea uniformemente denso en C'(X) se obtiene en el siguiente

resultado debido a J. Blasco y A. Molt6 (véase [5]).
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El siguiente resultado prueba que la condiciéon de cadena es, en el caso

acotado, la condicion de S- separacion.

Proposicion 1.21. Sea F un espacio vectorial de F*(X) y sea f € F*(X).

Las siguientes condiciones son equivalentes:

1. F werifica la condicion de cadena para f.
2. F §’- separa los conjuntos de Lebesque de f.

3. F §S- separa los conjuntos de Lebesque de f.

Para la demostracion véase [34].
Una consecuencia inmediata del Teorema 1.20 y de la Proposicién 1.21 es el

siguiente resultado:

Corolario 1.22. Sea F un espacio vectorial de F*(X) y sea f € F*(X). Si

F S- separa los conjuntos de Lebesque de f entonces f € F
Para la demostracion véase [34].

Teorema 1.23. Para un espacio vectorial F de C(X), las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

1. F es uniformemente denso en C(X).

2. Para cada recubrimiento numerable de X por coceros, {Cpltnez , tal
que C, N Cy, = ¢ si |n—m| > 1 (recubrimiento 2-finito), existe una

funcion g € F con
lg(z) —n| <2, Vael,.
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1.3. Aproximacién Uniforme para C(X)

Para la demostracion véase [34].
Como en el caso acotado, hemos obtenido una condicién necesaria y su-
ficiente para que un espacio vectorial sea uniformemente denso en C'(X) y

una condicion suficiente para que una funcién esté en su clausura uniforme.

Proposicion 1.24. Sea F un espacio vectorial de C(X). Si se verifica la
condicion de cadena para alguna funcion f de C(X), entonces F contiene a

las funciones constantes.

Demostracion:
Dado cualquier A € R, es sencillo comprobar que se cumple la condiciéon de
cadena para f+\. Por el Teorema 1.20 se deduce que tanto f como f+X\ € F.

Luego A\ = (f +\) — f € F. [ |

Ejemplo 1.3. El espacio vectorial de las funciones lineales en R es uni-
formemente cerrado y no contiene a las funciones constantes, por lo tanto,

no puede verificar la condicion de cadena para ninguna funcion de C(R).

Definiciéon 1.11. Diremos que una familia de funciones de F(X) tiene la
propiedad C cuando verifica la condicion de cadena para todas sus fun-

ciones.

El siguiente resultado de equivalencia seré utilizado para obtener densi-

dades para subespacios vectoriales de C'(X).

Teorema 1.25. Sean F un espacio vectorial de F(X) y f € F(X). Las

siguientes condiciones son equivalentes:
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1. F werifica la condicion de cadena para f.

2. pof € F para cualquier ¢ € C(R) uniformemente continua y mond-

tona.
3. o f € F cualquiera que sea ¢ € C(X) uniformemente continua.
Para la demostracion véase [34].

Lema 1.26. Sea T el espacio de todas las funciones uniformemente conti-
nuas sobre R y sea F el espacio vectorial de C(R) generado por las funciones

de T que son mondtonas. Se verifica entonces que F =T .

Para la prueba véase [34].
El siguiente Teorema demuestra que la condiciéon de cadena caracteriza

la clausura uniforme de aquellos espacios vectoriales que tienen la propiedad

C.

Teorema 1.27. Sea F un espacio vectorial de F(X) con la propiedad C' y
f € F(X). Entonces f € F, si y sélo si, F verifica la condicion de cadena

para f.

Demostracion:
La condicién suficiente es consecuencia del Teorema 1.20.

Reciprocamente, sea f € ?, entonces existe una sucesion (f,)en que
converge uniformemente a f. Sea ¢ una funcién uniformemente continua

sobre R, por el Teorema 1.25, ¢ o f,, € F paran € N, luego {¢ o f}uen
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converge uniformemente a la funcién ¢ o f. Aplicando de nuevo el Teorema

1.25 se deduce que F satisface la condicion de cadena para f. [ |

Teorema 1.28. Para un espacio vectorial F de F(X) las siguientes condi-

ciones son equivalentes:
1. F tiene la propiedad C.

2. F es cerrada por composicion con funciones uniformemente continuas

y mondtonas sobre R.

3. F es cerrada por composicion con funciones uniformemente continuas

sobre R.
4. F tiene la propiedad C.

5. FExiste k > 0 tal que F wverifica la condicion de cadena para todas sus

funciones y para el mismo k.
Para la prueba véase 34|

Corolario 1.29. Sea F un espacio vectorial uniformemente denso en C(X)

entonces F tiene la propiedad C.

Demostracion:
Como C(X) es obviamente cerrado con respecto a la composicion de fun-
ciones continuas, si F = C(X) entonces, por el Teorema 1.28, F tiene la

propiedad C. |
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Ejemplo 1.4. (Un espacio vectorial con la propiedad C' que no es uniforme-
mente denso). Sea F el conjunto de funciones uniformemente continuas sobre
R.

F es un espacio vectorial uniformemente cerrado y cerrado por composicion
con funciones uniformemente continuas sobre R. Por consiguiente posee la

propiedad C.

Una alternativa ha sido estudiada por A. Hager ( véase [19] y [20]) para
caracterizar algebraicamente a C(X), a través de édlgebras uniformemente

cerradas, y cerradas por inversion de funciones continuas sobre X.

38



Capitulo 2

Representacion y Aproximacion
por Series en Espacios de

Funciones Continuas Reales

2.1. Resultados basicos

Los resultados obtenidos hasta 1990 sobre Aproximacion en Espacios de
Funciones Continuas y descritos en el Capitulo I han sido estudiados en la
tesis doctoral de M. I. Garrido (véase [34]). Ultimamente, usando las técni-
cas de generacion de algebras de funciones y la caracterizacion algebraica de
subreticulos F de C(X), se han obtenido algunos avances (véase [31]). Otra
posibilidad es a través de series de funciones continuas (véase [20, 28]), que es

la direccién que abordaremos en este Capitulo. La representacion y aproxi-
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macion de funciones continuas por series infinitas de funciones pertenecientes
a un subconjunto de C'(X) proporcionan un método de representacion, que es-
ta basado en operaciones relativamente simples y extiende la conocida teoria
de aproximacion de funciones continuas definidas sobre subespacios de R"
por series de polinomios.

A lo largo de este Capitulo, usando principalmente métodos topologicos,
presentamos algunas condiciones suficientes para representar cada funcion
continua como la suma de una serie infinita de funciones perteneciente a
una determinada subfamilia £ de C(X) cuando el espacio topologico X sea
localmente compacto, paracompacto o un subespacio de un espacio polaco.
Asimismo, se obtienen algunas aplicaciones al clasico Teorema de Stone -
Weierstrass y a varias de sus extensiones topologicas (véase [5, 33, 31, 28|).

Al igual que en el Capitulo anterior F'(X) denotara el conjunto de todas
las funciones sobre X con valores reales.

Sea f € F(X), denotamos por
[T =sup{f,O}

f_ = Sup{_fa O}

La siguiente definiciéon juega un rol esencial en todo el trabajo.

Definiciéon 2.1. Dada una serie E fi de funciones continuas sobre un espa-
iel
cto topologico X se dice que es localmente convergente cuando, para cada

x € X, existe una vecindad U de x tal que la serie converge uniformemente

sobre U.
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Para £ C C'(X), denotamos por » (E) al conjunto de todas las funciones
f e C(X) tal que f = Z fi es localmente convergente, con f; € E para
il

cada i € 1.

Es importante establecer la estructura vectorial de Y (E).

Lema 2.1. Para E C C(X) se tiene que Y (E) es un subespacio vectorial

de C(X).
Demostracion:
Dado f = Zfi EX(E)yg= Zgj € > (F), entonces para todo x € F

icl jet
existen vecindades U y V de z tal que la serie Z fi es convergente en U
el
y la serie Zgj es convergente en V. Asi, para todo x € U NV, tomando
jeJ
T = 1UJ (considerada como unién disjunta) y

fl si lel
g st led
se obtiene que f 4+ g = Z h; es convergente en U NV, luego [+ g € > (F).
leT
Ademas es obvio que \.f = Z A.f; es convergente en U, luego \.f € > (E).

i€l

El siguiente resultado establece que s6lo una cantidad numerable de indices

es relevante en la definicion de series localmente convergentes.

Lema 2.2. i ECC(X) vy f = Zf2 € Y (E) entonces, f; = 0 salvo una
IcI
cantidad numerable de indices.
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Demostracion:
Procedamos por reduccién al absurdo. Supongamos que existe L C [ no

numerable donde f; # 0 V i € L. Por lo tanto, para cada i € L existe

xr; € X tal que fi(x;) # 0. Como {|f;(x;)|[}icr C ]0,4o00[= U[%,—i—oo[,
nenN
existira ng € N tal que |fi(z;)| € [nLO, +o00[ para un conjunto no numerable

de indices. Supondremos sin pérdida de generalidad que este conjunto de

indices es L. Tomando ¢, = nio se tiene que |fi(z;)| > €, Vi € L.

Notemos por otra parte que, identificando los elementos iguales, el con-
junto A = {x;}ier puede ser numerable o no numerable. Si A es numerable,
como L es no numerable, entonces habra una cantidad no numerable de z; que
seran iguales, es decir, existe L' C L no numerable tal que z; = a, Vi € L'.
Luego en este punto x; = a la serie Z]fi(aﬂ > Z|fi(a)] Yy NO sera con-
vergente puesto que |f;(a)| = |fi(z;)| Z;eo, Vie IZ;,LIIO que nos lleva a una

contradiccion. Por lo tanto, A debe de ser no numerable.

Como X es un espacio compacto, el conjunto A tiene un punto de acu-
mulaciéon zy € X. Por hipotesis, existe un entorno U,, de zy y un conjunto

Iy C I finito de indices tales que Z |fi(z)] < %0, V 2 € U, Como

i€l \ Ip
consecuencia, Uy, contiene una cantidad infinita de elementos distintos de

€0
AV @ € Uy NA, i)l < D 1)l < D Ifile))] < 5 lo que
€L\ Ip i€l \ Io
también nos lleva a una contradiccion puesto que |f;(z;)| > €o. [

Definiciéon 2.2. Dada una serie g fi de funciones continuas sobre X, deci-
iel
mos que la serie es localmente absolutamente convergente cuando, para

42



2.1. Resultados basicos

cada x € X, existe una vecindad U de x tal que la serie Z |fi|] converge
il
uniformemente sobre U.

Para £ C C'(X), denotamos por Y (E), el conjunto de todas las funciones
feC(X) tal que f = Z fi es localmente absolutamente convergente, con
iel
fi € E paracada i € I.

En este Capitulo también usaremos las definiciones 1.6 , 1.7 y 1.8 del

Capitulo anterior.

Proposicién 2.3. Sea X un espacio topoldgico y E un subespacio vectorial
de F(X). Si f € F(X) es semicontinua superiormente y E S- separa f,

entonces f y |f| pertenecen a Y (E),

Demostracion:

Tomemos 0 < & < 1 arbitrariamente y supongamos que f > 0. Se con-
sideran los conjuntos de Lebesgue Fy, = L(,—1)s(f) v H, = L™(f) para cada
n € N. Por hipotesis, existe oy, € F tal que 0 < o, < 1, o, (F,) € [0,0/2"] y
a(H,) C [1-6/2",1], n € N. Probaremos que la serie Zéan es localmente
convergente. "

En efecto, para cada x € X, existe ny € N tal que (n;—1)d < f(z) < n40.

En consecuencia f(x) €]—o00,n16[ y, como f es semicontinua superiormente,

se tiene que

U] = 00,nid]) = X\ L™(f) = U,
es un entorno abierto de z.
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Por otro lado, para cada y € U, se tiene que y € Fj para todo j > n; + 1.

Por lo que tenemos

S dan(y) = D dayln) + D dayly)

neN j=1 j=n1+1
52
Puesto que |[0a;|o, < o7 bara todo j > ny + 1 podemos aplicar el test de

Weierstrass y obtener que la serie converge uniformemente sobre U,, lo que

significa que Z da, € Z(E

neN
Ahora probaremos que f € 3 (E),. Para ello es suficiente demostrar que

para todo € > 0, existe § > 0 tal que

Z(San ) <e VzelX.

neN

En efecto, procediendo como antes para x € X existe ny € N tal que

(ny —1)d < f(x) < nyd. Luego tenemos que

ni—1

Zéan )| <] f(z Z(San )|+ | dan, (2) | + | Z daun ()

neN j=ni+1

En vista que

o P
j=ni+1

)
y como x € LM~V°(f) = H, ;, se cumple que a;(x) > 1 — 2 1<j<m,

luego
ni—1 ni—1
> day(a) =6 (1-6/27) > md -0 — o
j=1 j=1

Ademas, 0 < a,,, < 1.

Se deduce entonces que

— ) ban(x)] < md — (n1d— 56— 6%) +6+ 8> =2(5+ 6

neN
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Tomando § = min(e/2,1/2), se obtiene que

If =) ban] < e Vexo.

neN
Por lo tanto, la Proposicién es cierta para f > 0.
Para el caso en que f no fuera necesariamente positiva tenemos que f =
ft — [~ (respectivamente |f| = f* 4 f7). Es sencillo comprobar que, si E
S- separa a f, entonces también S- separa a f* y f~, puesto que fTy f~

son positivas. Se deduce que f*y f~ pertenecen a > (F), luego |f| € > (E)

y feYAE), L

Nota 2.1. En la Proposicion 2.3 podemos usar la descomposicion f = f+ —

f~ para aproximar f por funciones g € Y (F), tales que g = Zgn, gn €E
nez
para todo n € Z.

Corolario 2.4. Sea A un subconjunto de C(X) y sea E un subespacio vec-
torial de C(X) que S-separa conjuntos Lebesque de A. Entonces, el reticulo

generado por A esta contenido en Y (E).

En particular si A = C(X) se tiene que C(X) = > (E)
Para la demostracion del Teorema de Stone - Weierstrass necesitaremos

los siguientes Lemas.

Lema 2.5. Sea X un espacio topologico y sea E un subreticulo vectorial
de C(X) que contiene las constantes. Sean A y B subconjuntos de X S-

separados por E, entonces también ellos estan completamente separados por

E.
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Demostracion:
Como E S- separa Ay B, dado 0 < § < 1/2, existe g € E, 0< g <1, tal
que
9(A) € [0,0]y g(B) € [1 —6,1]
Definimos la funcion

L 9—0
f= mm{max{1 — 26,0}, 1}

Luego si € A tenemos que f(z) =0y, si x € B tenemos que f(z) = 1.

En consecuencia A y B estdn completamente separados por E. [

Lema 2.6. Sea X wun espacio topoldgico y sea E un subreticulo vectorial
de C(X) que contiene las constantes y separa completamente puntos y con-
Jjuntos cerrados disjuntos de X, entonces E separa completamente conjuntos

compactos y cerrados disjuntos de X.

Demostracion:
Sea K un subconjunto compacto de X y F un subconjunto cerrado de X
disjunto con K.

Como FE separa completamente puntos y conjuntos cerrados se tiene que,
para cada = € K existe h, € E, tal que 0 < h, <1, hy(z) =1y hy|lp =0.

Luego la familia de conjuntos {h;'((3,1]) : # € K} es un recubrimiento

abierto de K, y como K es compacto podemos extraer un subrecubrimiento
abierto finito {h; '((3,1]) : 1 <4 < n}.
Se define

g= min{z 2h;, 1}
i=1
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donde 0 <g< 1.

Por tanto si z € F tenemos que g(x) = 0y, si x € K tenemos que
g(z) = 1.

En consecuencia, E separa completamente conjuntos compactos y cerra-

dos disjuntos de X. |

Nota 2.2. Como {z} es un cerrado en X, con las mismas hipdtesis del Lema

2.6 se deduce que E separa completamente compactos y puntos de X.

Lema 2.7. Sea X un espacio topologico y sea E un reticulo vectorial de
C(X) que contiene las constantes y separa completamente puntos y conjun-
tos cerrados de X, entonces E separa completamente conjuntos compactos

disjuntos de X.

Demostracion:
Sean K; y Ky compactos disjuntos de X.

En virtud del Lema 2.6 y Nota 2.2, si x € K, existe g, € F tal que

0<0¢, <1, g(x)=1Y G|xK=0

Luego la familia de conjuntos {g,*((3,1]) : © € K>} es un recubrimiento
abierto de K5 y como K5 es compacto podemos extraer un subrecubrimiento
abierto finito {g; '((3,1]) : 1 <i <n}.

Se define

a= ml'n{i 2g;, 1}
i=1
donde 0 < o < 1.
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Ademas, si x € K; tenemos que a(z) = 0y, si x € K, tenemos que
alx) = 1.
En consecuencia E separa completamente conjuntos compactos disjuntos
de X.
|
Una interesante consecuencia de los Lemas anteriores es la obtenciéon de
una nueva demostracion del Teorema de Stone - Weierstrass sin usar el

Teorema de Kakutani- Stone (véase Teorema 1.3).

Corolario 2.8. [Stone-Weierstrass|. Sea X un espacio topoldgico compacto

y sea E una subdlgebra de C(X) que contiene las constantes y separa puntos

de X. Entonces E = C(X).

Demostracion:

Notemos que si E es una subalgebra de C'(X) que contiene las constantes
y separa puntos de X, entonces E es un subreticulo vectorial de C'(X) que
también contiene a las constantes y separa puntos y cerrados de X.

Como X es compacto, por el Lema 2.7, se deduce que E separa com-
pletamente conjuntos cerrados, luego S- separa conjuntos de Lebesgue de
C(X). Usando el Corolario 2.4 tenemos que C(X) C S E, por lo tanto,
S E=C(X).

Para concluir es suficiente demostrar que S, E = E.

En efecto, si f € > (F), entonces f = Z fi, con f; € E para todoi € I.

iel
Puesto que la serie es localmente convergente, por el Lema 2.2, existe un
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subconjunto numerable J C I, tal que f; = 0 si ¢ ¢ J. Luego tenemos que

f= Z fn, con f, € E para todo n € N, es uniformemente convergente en
neN

una vecindad de cada punto de X. Razonando por compacidad también se

deduce que la serie es uniformemente convergente en X. Por tanto f € E.

En consecuencia tenemos Y (E) C E, y como E C Y (E), concluimos

que > (F) = E. [ |

Nota 2.3. Se prueba como en el Corolario 2.8, que cuando X es un espacio
topoldgico de Lindeldf, solamente son relevantes las series Y (E) definidas

sobre un conjunto numerable de indices.

2.2. Espacios Paracompactos Localmente Com-
pactos

En esta seccion presentamos algunos resultados que relacionan propiedades
locales y globales de aproximacion para espacios paracompactos localmente
compactos.

Primero daremos algunas definiciones bésicas que usaremos en el resto

del trabajo.

Definicion 2.3. Una familia {As}ses de subconjuntos de un espacio topoldgi-
co X se llama localmente finita si para cada punto v € X existe una

vecindad U de x, tal que el conjunto {s € S : U N As # ¢} es finito.
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Definicion 2.4. Sean {An}taer v {Bg}pses dos recubrimientos de un espacio
topoldgico X. Se dice que {An} refina a (o es un refinamiento de) {Bg}

si para cada A, existe algin Bg con A, C Bg. Lo escribimos {A,} < {Bgs}.

Definiciéon 2.5. Un espacio topoldgico X se llama paracompacto si X es un
espacio de Hausdorff y cada recubrimiento abierto de X tiene un refinamiento

abierto localmente finito.

Definicién 2.6. Una familia de funciones continuas {fs}ses del espacio
topoldgico X en I = [0,1] se llama particion de la unidad sobre el es-

pacio X si Zfs(x) =1 VrelX.

seS

La igualdad anterior significa que para cada xzo € X soélo una catidad

numerable de funciones f; no se anula en xy. Ademaés la serie

Z fs:(xg), donde {s;}1; ={s €S : fs(xy) # 0}, converge a 1.

=1

Definicién 2.7. Diremos que una particion de la unidad { f}scs sobre un
espacio topoldgico X es localmente finita si el recubrimiento { f7((0,1]) }ses

del espacio X es localmente finito.

Lo anterior significa que, para cada zy € X existe una vecindad U,, y un
conjunto finito Sy = {s1, s9, ..., sx} C S tal que para cada x € U,, se tiene

fs(x) =0,donde s € S\ Sy fs,(2) + fo,(x) + ... + fo, () =1

Definicién 2.8. Una particion de la unidad {fs}ses sobre el espacio
topologico X se dice que estda subordinada al recubrimiento U de X si el

recubrimiento {f1((0,1]) }ses del espacio X es un refinamiento de U.
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Los siguientes resultados, que se usaran en el resto del trabajo, se encuen-

tran demostrados en [15, pag 301].

Teorema 2.9. Para cualquier familia localmente finita {As}ses de un espa-

cto topologico X se tiene la igualdad U A = UA_S

ses ses

Teorema 2.10. Para cualquier espacio topologico X las siquientes afirma-

ctones son equivalentes:
1. El espacio X es paracompacto.

2. Cada recubrimiento abierto del espacio X tiene una particion local-

mente finita de la unidad subordinada a él.

3. Cada recubrimiento del espacio X tiene una particion de la unidad

subordinada a él.
Presentamos una variante de la Proposicion 2.3.

Lema 2.11. Sea X un espacio topoldgico y sea E una subdlgebra de C(X).
Si f € C(X) es tal que existe una particion localmente finita de la unidad
{ai}ier C€ E de manera que Ecoza;) S-separa fleoxa,) para todo i € I, en-

tonces f € Y (E).

Demostracion:

Para simplificar la notacién, denotaremos por

A; = coz(oy) = {x € X : oy(z) # 0}.
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Por hipétesis, dadoa <b, vy 0<d < %, existe g; € E tal que,
0 <gila, <1, g(La(f)NA) C[0,0] y g(L°(f)NA;) C[1—6,1].

Con todo, la funcién

g = Zaigi

el

satisface las siguientes tres condiciones:
1.0<g<l.

2. Siz € L°(f) entonces
g@ﬁZ}jQ&ﬂ%@)ZE:aMﬂﬂ—5%=1—5

3. Six € Lu(f) entonces

o) = 3 alw)gi@) £ S an(w)s = 6

el el

Esto significa que Y (E) S- separa a L,(f) y L°(f) para todo a < b. Por

la Proposicion 2.3, para cada ¢ > 0 existe una serie localmente convergente

Zh” € > (O (E)) tal que

nez
hn = Z%’gz’n € Z<E> y IIf = Zhn“ <€

i€l nez
Para finalizar la prueba sera suficiente probar que
E hy, = E (E Oéigin) = E &, G,
nez nez iel neziel

es localmente convergente.
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Sea x es un elemento arbitrario de X. Puesto que E h,, es localmente
nez
convergente, existe una vecindad U de z tal que E hy|y es uniformemente
nez

convergente. Por otro lado, la familia {A; : i € I} es localmente finita, por
tanto existe otra vecindad V de x y un subconjunto finito J de I tal que
VN A; = ¢ paratodoi e I\ J Luego tenemos

D halvev = Y (qigi)loev = Y (aigs,)

nez neziel neziel

unv -

Puesto que J es finito y Zhn\y es uniformemente convergente, se
nez
sigue que Z «;g;, converge uniformemente sobre U NV, lo cual completa
neZiel
la prueba. ]

Definicion 2.9. Se dice que un espacio topologico X es un espacio de
Lindeldof, o tiene la propiedad de Lindelof, si X es reqular y cada re-

cubrimiento abierto de X tiene un subrecubrimiento numerable.

Definicion 2.10. Un espacio topologico X se llama espacio localmente
compacto si para cada v € X existe una vecindad U, tal que U, es un

subespacio compacto de X.

El siguiente resultado es una extension del Teorema de Stone - Weierstrass

para espacios Lindelof localmente compactos.

Lema 2.12. Sea X es un espacio topologico Lindeldf localmente compacto y

E una subdlgebra de C(X) que contiene las constantes y separa puntos de X.

Entonces > (E) = C(X)
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Demostracion:
Como X es localmente compacto V = € X existe un abierto V; tal que V, es
compacto. Claramente {V, : € X} es un recubrimiento de abiertos de X.

Como X es de Lindeldf existe un subrecubrimiento numerable {V, },en C

{‘/;}LUEX'
Tomando A, = ViJValJ---UVi (V k € N) se obtiene una sucesion
de conjuntos compactos {A,},en de X tal que A, C int(A,,1) para cada

n € N y ademés UAn:X.
neN
Dado € > 0, puesto que E contiene las constantes y separa puntos de

X, por el Teorema de Stone - Weierstrass, para toda f € C(X) existe una

funcion f; € E tal que || f — fi]la, < g, luego si g1 = f — f1, usando de nuevo

€

el Teorema de Stone - Weierstrass, existe fo € E tal que ||g1 — falla, < 72

. €
o, equivalentemente, ||f — (f1 + f2)||a, < 5
€
2_n’

de Stone - Weierstrass, existe una funcion f,, 1 € F tal que ||gn— fi1]

En general, si g, = f—(fi+fo+---+fn) con ||g,||a, < por el Teorema

An+1 <
€ ) €
presyl equivalentemente ||f — (fi + fo+ -+ + fut1)l|a,. < il
Razonando por induccién obtenemos una sucesion { f,},cy en E tal que
la serie Z fn es localmente convergente y ademéas f(z) = Z fn(z) para

nenN nenN
todo x € X. Por lo tanto f € > (F), lo que completa la prueba. |

Una consecuencia directa del Lema 2.12 es el siguiente Corolario.

Corolario 2.13. Cada funcion con valores reales definida sobre R puede ser

expresada como la suma de una serie localmente convergente de polinomios.
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Otra consecuencia del Lema 2.12 es el siguiente resultado.

Corolario 2.14. Sea X un espacio topologico completamente reqular y E
una subdlgebra de C(X) tal que E contiene las constantes y E* separa dé-

bilmente conjuntos cero en X. Entonces Y (E) = C(X).

Demostracion:
Sea f € C(X). Por la propiedad universal de compactificacion de Stone-
Cech X, la funcion f puede ser extendida por una funciéon continua f :
X — RU{c0}.

SeaY = 3X \ f'(o0) y f: ]7 ly . Tenemos pues que Y es un espacio
de Lindelsf localmente compacto y f € C(Y).

Por otro lado, se define E = {9 : g € Ey g|y tiene valores en R }
y, puesto que E* C E separa débilmente conjuntos cero de X, entonces E
separa débilmente puntos de Y.

Luego por el Lema 2.12 existe una serie Z gn localmente convergente,

neN
con g, € E para todon € N, tal que f: Zg/; Por lo tanto, f = Zgn €
neN neN

> (E) u
Ahora probamos el resultado principal de aproximaciéon de esta seccidon

para espacios paracompactos localmente compactos. Para ello recordaremos

el siguiente resultado de topologia general.

Teorema 2.15. Cada espacio topologico paracompacto localmente compacto
X puede ser representado como la union de una familia disjunta de subespa-

cios clopen de X, donde cada uno de ellos tiene la propiedad de Lindeldf.
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Para la prueba ver Teorema 5.1.27 de [15].

Teorema 2.16. Sea X un espacio topoldgico paracompacto localmente com-
pacto y sea E una subdlgebra de C(X) que contiene a las constantes, que es

un reticulo y separa puntos y cerrados de X. Entonces Y (E) = C(X).

Demostracion:
Si X es un espacio paracompacto localmente compacto por el Teorema 2.15

existe una familia {X;},en de subespacios Lindelof clopen disjuntos dos a

dos de X tal que X = UXi'
1EN

Para cada ¢ € I, X; es un espacio de Lindelof y localmente compacto,
luego existe una sucesién de subconjuntos compactos {4, ;},ey de X; tal
que U A, = X;, y ademas A, ; Cinty(Apmy1),:) paracadan € N, i € 1.

neN

Definiremos inductivamente la particién de la unidad siguiente {a,,; : n €
N, ie I} CFE tal que

. 1
| ;ak, s < 5a3 v coz(an) (2.1)

En efecto, por el Teorema de Stone - Weierstrass, existe g;; € E tal que
11— g1illa,, < %, y aplicando el argumento del Lema 2.5, existe r; € F tal
que r1,;(A1;) = {1} vy coz(r1;) C X;. Luego se toma ay; = 71;.914-

Por otro lado, supongamos que para cada i € I, tenemos definidas fun-
ciones {a14,...,q,,} que cumplen (2.1) y de nuevo usando el Teorema de

Stone - Weierstrass y el Lema 2.5 existen funciones g1, ¥ 7nt1,i en Ela, .,
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tales que

n
1
H(l—z ki) =Gn+1illApr; < pr Tnavi(Any1i) = {1}y coz(rng1:) € X
k=1
or tanto, si definimos ay,41; = Tni14-9ne1s hemos obtenido la particion
P tant dﬁ +1, +’g+7h bt dl t../

de la unidad {a,;} tal que coz(a,;) es un espacio de Lindeldf localmente

compacto para todo par (n, 7). Luego, aplicando el Lema 2.12, tenemos que

Z <E> ICOZ(an,i) - C(X) ‘602(%,1)-

Asi razonando como en la demostracién del Lema 2.11 se prueba que

f € > (F), lo que completa la prueba. [ |

Corolario 2.17. Sean X e Y espacios topologicos tales que X XY sea para-

compacto localmente compacto. Entonces, para cada f € C(X X Y'), existen

{fitier C C(X) y {gj}jes C C(Y) tales que f = Z fi-g; es una serie

(4,5)eIxJ
localmente convergente.

Demostracion:
SiCX)eCY) = {Zf,-gi : fi € C(X), g; € C(Y), n € N}, entonces
C(X)®C(Y) es una silzliélgebra de C(X xY') que contiene a las constantes
y separa puntos de X x Y.

Por otro lado, como X (respectivamente Y') es un espacio paracompacto
localmente compacto, usando el Teorema 2.15, existe una familia {X;}ier
(respectivamente {Y;},c;) de espacios Lindelof clopen disjuntos dos a dos de

X (Y respectivamente) tal que X = UXZ- (respectivamente Y = UYJ)
iel jeJ
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Entonces para cada ¢ € I (respectivamente j € J), existe una suce-
sion {A,;}nen (respectivamente {B,, j}nen) de subconjuntos compactos de
X (respectivamente Y') tales que U A = Xy Ani C intx(Amar):) para

neN
cadan € N, ¢ € I (respectivamente U B,;=Y; v By; Cinty(Bmni1);)
neN

para cada n € N, j € J).

Se define inductivamente la particion de la unidad siguiente
{anij:mneN,ieN, jeJ} CCOX)CY)
tal que

o 1
1= anigllanxs,, < on ¥ coz(amig) € Xy x Y. (2.2)
k=1

En efecto, usando el Teorema de Stone - Weierstrass, existe la funcion
g1i; € C(X) @ C(Y) tal que |[1 — g1 lla,,xB,, < %, y luego usando el
argumento del Lema 2.5, existe r1; € C(X) (respectivamente s, ; € C(Y))
tal que r1,;(A1;) = {1} y coz(r1;) C X; (respectivamente s, ;(B;;) = {1} vy
coz(s1;) C Y;). Notemos que la funcion aq ;; = r1,51,914; € C(X) @ C(Y).

Ahora supongamos que, para cualquier (i,7) € I X J, tenemos funciones

definidas {1, . .., i j} cumpliendo la propiedad 2.2, luego por el Teorema

de Stone - Welerstrass existen funciones
On+1,,5 € C(X) & C(Y), Tntls € C(X), Sn+1,j € C(Y)

tales que

n 1
II(1— Zak,i,j) = Gnt il An 1 ixBayr; < ont1’
k=1
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Tn+1,z‘(An+1,z‘) = {1}7 3n+1,j(Bn+Lj> - {1}

c02(ns1s) € X, cox(snsry) C V5.
Por lo tanto, si definimos o, 41 = Tn+1,iSn+1,9n+14; € C(X) ® C(Y),
la familia {ay,;;} forma una particiéon de la unidad tal que coz(ay,; ;) es un

espacio Lindelof localmente compacto, para cada tripleta (n, 1, j). Aplicando

el Lema 2.11 tenemos que

Z<C(X) ® C(Y)Hcoz(an,i,j) = C(X X Y)‘Coz(an,i,j)'

Finalmente, razonando como en la demostracion del Lema 2.8 se obtiene
que f € > (C(X)® C(Y)), con lo que se completa la prueba. [ |

Obviamente este resultado se extiende para productos finitos.

Corolario 2.18. Sea {X,,}"_, una familia finita de espacios topoldgicos tal

que HX" es un espacio paracompacto localmente compacto. Entonces, para

n=1

cada f € C(HXn) existe {fni, tin € I,} C C(X,), 1 <n <m, tal que
n=1
f= Z fir - fi,, es una serie localmente convergente.
(i sorsim) €[] ™y In

2.3. Aproximaciéon en Espacios Lindelof

En esta seccion consideramos el caso en el que los espacios no son nece-
sariamente localmente compactos. Presentamos aqui algunos resultados sobre

aproximacion de funciones para espacios de Lindeldf.
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Las siguientes definiciones son esenciales para la obtencion del resultado

principal de la seccion.

Definiciéon 2.11. Una familia {As}ses de subconjuntos de un conjunto X se
llama estrella-finita si para todo sy € S el conjunto {s € S : A;( As, # ¢}

es finito.

Definicion 2.12. Sea E un subespacio vectorial de C(X). Diremos que E= S

separa localmente conjuntos cero si cumple las siquientes condiciones.

» Para cada par Zy, Zy € Z(X) con Zy N Zy = ¢ y cada x € X existe

una vecindad U de x tal que ES- separa a Z, U y Zy N U.

s Para cada par de subconjuntos C' y V' tal que C CV C U, donde C' es
cerrado y V' es abierto en X, y para todo 0 < § < 1/2 existe una funcion

heFE tadqued<h<1, h(C)C(1-06,1],y h(X\V)C][0,9).

El siguiente resultado de topologia general se utilizara en lo que sigue.

Teorema 2.19. Cada recubrimiento abierto de un espacio de Lindeldf tiene

un refinamiento estrella finito de abiertos.

Para la prueba ver Teorema 3.8.11 de [15].

Teorema 2.20. Sea X un espacio topologico de Lindelof. Si E es una subdl-
gebra de C(X) la cual es un reticulo que contiene las constantes y S separa

localmente conguntos cero, entonces C(X) = > (FE).
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Demostracion:

Sea f € C(X). Tomemos 0 < € < 1/2 y un par de nameros reales a < b
fijos. Por hipotesis £/ S- separa localmente conjuntos cero, luego como L,(f)
y L°(f) son dos conjuntos Lebesgue disjuntos de f, para cada z € X existe
una vecindad U, de z tal que E separa L,(f) N U, y L*(f) N U,. Como
la familia {U,},ex es un recubrimiento abierto de X, por el Teorema 2.19,
existe un refinamiento {A;};c; localmente finito de abiertos.

Puesto que X es un espacio Lindel6f podemos asumir que la familia { A; }¢;
es estrella-finita, esto es, para cada A; el conjunto {i € I : A;(A; # ¢} es
finito, digamos de cardinal n; € N.

Por otro lado, como E|4, S-separa L,(f)NA; y L°(f)NA;, existe h € Ey,
tal que 0 < h; < 1, hi(La(f) N A;) C[0,€) y hi(LP(f) N A;) € (1 —¢,1].

Ademas, como todo espacio de Lindeldf es paracompacto, existe {«;}ier
una particion de la unidad subordinada al recubrimiento {A4;};c;. Luego,
tomando j € I arbitrariamente y como E S- separa Z(X)N A;, aplicando la
Proposicion 2.3 se sigue que a; puede ser aproximado por funciones de E| ;.

€

Por tanto, existe 3; € E|4; tal que 0 < 3; <1 y |la; — G4, < —.
T

Ademés, como E S separa localmente conjuntos cero, existe 7; € E|y; tal

que 0 <r; <1, 7i(sopa;)C (1— ni’ 1] v (X \A4))Clo, ni)
J J

Definimos la funcién

1
= ;iR
¢ I+e Z bir
i€l
Es claro que ¢ > 0. Por otro lado, supongamos que x es un elemento
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arbitrario de A;, entonces A; intercepta a una subfamilia finita, es decir,

{Ai, ... A;, }. Entonces

Por lo tanto, 0 < ¢ < 1.

Finalmente, suponiendo que x es un punto en A; N LP(f),

1

o) = 11~

1<k<n;

D7 {(anraha)(@) = —(ryhy) (@)}

1<k<nj J
— > e @l-’——}>
€ 1<hzn, "
(1—¢€)?—¢
1+e

1+e

= l1<€>.

De igual manera, si x pertenece a A; N Ly(f),

> {(anrihi)(@) + —(ryhy) (@)} <

B 1 te 1<k<n; J
€
Z { O"Lkrlk ‘rik(x)e} <
1<k;<nj "
€+ €
= ly(€).
11e 2(€)

donde lim, ¢ l1(e) =1 y lim._g l2(€) =0
Por todo lo anterior, concluimos que, para cada par de ntimeros reales a < b

y p > 0 existe una funciéon

1
abp Zgz +€z;ﬁirihi
1€
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definida por una suma localmente finita, tal que g; € E para cada i € [ y

ademés, 0< Qb(a,b,p) < 1’ ¢(a,b,p)(La(f)) - [07p)7 y ¢(a,b,p)<Lb(f>> - (1 — P, 1]‘

Ahora, paracadae >0, 0 < ¢ <1y Vne N, tomemos una sucesion

de intervalos [a,, b,] y nameros {p,}, donde

y construimos la sucesion de funciones,

P = O(an bohn) = Zgni elb.

i€l

Finalmente, la serie

6= du=> D gn) € (E)

neN neN i€l

Por la Proposicion 2.3 tenemos que ||f — ¢|| < €. Asi, f

que se completa la prueba.
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Capitulo 3

Aproximacién por Series en
Espacios de Funciones Continuas

Vectoriales

3.1. Notaciones y resultados previos

Sea X un espacio topolégico completamente regular de Hausdorff no vacio
y sea E un espacio vectorial normado. Denotaremos por C' (X, F) el conjunto
de todas las funciones continuas de X en FE.

En esta seccion escribiremos C(X) = C(X,R) = {f : X — R continua }

Definicion 3.1. Un espacio métrico X se llama totalmente acotado o
precompacto si, para cada € > 0, los recubrimientos por abiertos { B(x,¢) :

r € X} de X tienen un subrecubrimiento finito.
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Definiciéon 3.2. Diremos que F € C(X, E) tiene rango precompacto si

F(X) es precompacto.

Denotaremos por C*(X, E) el conjunto de todas las funciones continuas
con rango precompacto de X en F.

Size Fy ACE, ladistancia de x al conjunto A sera denotada por
d(z,A) = inf{||z —a| : a € A}
donde ||.|| denota la norma en F, y ademés, consideramos el conjunto
B.(A)=B(A,e) ={zx € E :d(z,A) < €}

Dotamos a C'(X, F) con la topologia de convergencia uniforme. Asi, para
cada F' € C(X,E) y € > 0, un entorno bésico para F' esta definido por el

conjunto de la forma
N(F)={G e C(X,E) : |F(z) — G(z)|| < € paratodoz € X}.
SiFeC(X,E), GCC(X,E)y SC X definimos
ds(F,G) = inf{sup{||F(z) — G(z)|| : x € S} : G € G}

(notese que dg(F,G) puede ser +00).

Si § C X y F es una funcion sobre X, escribimos F'|g para la restriccion
de F' sobre S.

Sea G C C(X, F), denotamos por G|s = {G|s : G € G}.

La siguiente definicion es esencial para el resto de la seccion y permite

generalizar el concepto de Y (E), dado en la seccién anterior.
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Definicion 3.3. Sean A C C(X) yG C C(X, E). Definimos > (A, G) (res-

pectivamente Y (A,G)¢) como el conjunto de series ZhiGi, (respectiva-
icl

mente ZhiGi, |I|  finito) localmente convergentes, tales que {h;}ie; C

il
A, {Gi}icr € G y ademds {sop h;}icr es una familia localmente finita de

subconjuntos de X.

Nota 3.1. Es claro que si G es un mddulo sobre A con respecto a la multipli-
cacion puntual de funciones entonces Y (A,G)s C G, y si A es una subdlgebra
de C(X) que contiene la unidad, entonces la inclusion se convierte en una

tgualdad.

Como en la Definicién 1.5, denotamos por A(X) la familia de todos los

A- conjuntos antisimétricos mazimales de X.

Definiciéon 3.4. Sean A C C(X) y G C C(X, E). Diremos que A refina G
cuando para cada recubrimiento abierto de la forma U, = {U(S)}scacx) de
X, donde U.(S) = G5 (B.(Gs(S))) para algin G5 € G, existe una particion

de la unidad localmente finita {h;}ie; € A que estd subordinada a U,.

3.2. Aproximacién de funciones de rango pre-
compacto C*(X, F)
Los siguientes Lemas seran usados en resultados importantes de la seccion.

Lema 3.1. Sea AC C(X),G CC(X,E) y F e C(X,E).
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1. Si A refina la familia {F — G : G € G}, entonces dx(F,> (A,G)) <

sup{ds(F,G) : S € A(X)}.

2. Supongamos que A(X) estd formada solamente de conjuntos con un

unico elemento y G contiene todas las funciones constantes. Si A refina

{F} entonces dx(F,Y (A, G)s) =

Demostracion:
1.- Sea r = sup{ds(F,G) : S € A(X)}.
Sir = 400, la prueba de 1) es trivial, por lo tanto podemos asumir para el
resto de la prueba que r < oo.

Sea e > 0, entonces para cada S € A(X) existe Gg € G tal que
ds(F, Gs) <r-+e (31)

Por otro lado, consideremos el recubrimiento U = {U(S) : S € A(X)}
donde U (S) = (F — Gg) M (BA((F — Gg)(5))). Como A refina la familia
{F-G : G € G}, existe una particion localmente finita de la unidad {h; };c; C
A que estéa subordinada a U. Luego para cada i € I, tenemos un S; € A(X)

tal que sop h; C U.(S;), lo que permite definir

H=> hGs, €Y (AG).

i€l
Se tiene que
|1F'(x) 2| <> hi(x).|F(x) = Gs,(x)]| YzeX (3.2)
i€l
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Para cada = € X, como Z hi(z) = 1, existe un h; tal que = € sop h; C
Uc(S;). Entonces (F — GSZ.)(;:E)IG B((F — Gg,)(S;)). Luego existe un y € S;
tal que |[(F — Gg,)(z) — (F' — Gg,)(y)|| < e Usando (3.1) tenemos que
|F(@) - Gs, (@)l < €+ |F(y) — Gs,(y)]| < r+2e.

Como {h;}icr es una particion de la unidad, aplicando el supremo en
(3.2), tenemos que dx(F,H) < r + 2¢ para todo ¢ > 0. Por lo tanto se
deduce que dx(F,> (A, G)) <r.

2.- Sea ¢ > 0. Para cada z € X tomamos U.(x) = F~'(B.(F(x))), y
consideramos el recubrimiento U = {U(z)},ex. Por hipotesis, existe una
particion localmente finita de la unidad {h;}c; que esta subordinada a U,
luego para cada i € I tomamos x; € X tal que sop h; C Uc(x;), lo que

permite definir

iel

Procedemos como en 1) para obtener que dx(F,> (A,G)) < €y asi
completamos la prueba.

Lema 3.2. Si A C C*(X), G C CX,E) y F € C*(X,FE), entonces

dX(F=Z<A7 g)f) = dX<sz<'717 g>f)

Demostracion:
Sea r = dx(F,> (G, A);) y € > 0. Probaremos que dx(F,> (A,G);) <r.
En efecto, existe H = Zhi.Gi, € Y (A, G)f, con h; € Ay G, € G, tal
i=1

que dx (F, H) < r+e¢. Por otro lado, como G; tiene rango precompacto, existe
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k > 0 tal que ||G;(x)|| < k paratodoz € X ei € {1,...,n}.

_ €
Ademas, como h; € A entonces existe g; € A tal que dx(h;,g;) < —
n

Tomemos L = Zgi.Gi € > (A, G)s. Se cumple que
i=1

IF(x) = L@ < |1F(w) = H@) + [H@) = L)l < 7+ e+ b =42

€.
n.k
para todo z € X y € > 0. Luego dx(F,> (A, G)s) <.

Puesto que es obvio que dx (F,) (A,G)s) > r, la prueba se completa. B

Definicién 3.5. Si F € C(X,E) y A C C(X), diremos que A separa
F' cuando para todo par de numeros reales ry t con 0 < r < t, y cada

S € A(X), existe una funcion h € A, h >0, y una constante real p tal que

W1 (BAE(S) 2 p> 0 y h(X \ FU(B(F(S))) = 0.

Lema 3.3. Sea A una subdlgebra uniformemente cerrada de C*(X) que con-
tiene a la unidad y sea F € C*(X,E). Si A separa F entonces A refina

{F} finitamente.

Demostracion:

Para S € A(X)yr > 0, definimos U,(S) = F~(B,(F(S))) y U.(S) =
FY(B,(F(9)).

Sea € > 0 y el siguiente recubrimiento de X, V = {U¢/2(S5) : S € A(X)}.
Puesto que F' es de rango precompacto, V tiene un subrecubrimiento finito
{Ues2(51), - -+, Uepa(Sh)}-

Por hipotesis, A separa F, luego para cada i € {1,...,n} existen g; € Ay

r; € R tales que g;(Uc2(5;)) > 1ri >0y g;(X \ Uses3(S;)) = 0, siendo g; > 0.
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Notemos que g = ¢g; + ... + g, pertenece a Ay g > p > 0 para algtin
p € R. Puesto que A es cerrada bajo convergencia uniforme y contiene a
la unidad, tenemos que 1/g € A, lo que permite definir h; = % € A donde
sop h; C U(S;), con lo que es facil ver que {h;}!; C A es una particion de
la unidad subordinada a V. Luego como se cumple V € > 0 por definicion
concluimos que A refina F.

Una aplicacion directa de los Lemas anteriores son los siguientes resulta-

dos.

Teorema 3.4. Sea A C C*(X), conteniendo a la unidad y tal que cada
elemento de A(X) estd formado por un sélo elemento. Sea G C C*(X, F) tal
que contiene las funciones constantes. Si A separa F' € C*(X, E) entonces

dX(FvZ<-A> g)f) =0

Demostracion:
Por el Lema 3.2 podemos suponer que A es una subélgebra uniformemente
cerrada de C*(X') que contiene la unidad y separa F. Por Lema 3.3 se deduce
que Arefina {F'} y, por el Lema 3.1 parte 2), se tiene que dx (F, > (G, A)s) =

0 ]

Teorema 3.5. Sean X un espacio topoldgico compacto, A una subdlgebra de
C(X) que contiene la unidad y G un subespacio vectorial de C(X, E). Si F €

C(X, E), entonces existe S € A(X) tal que dx(F,> (A,G)s) = ds(F,G).
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Demostracion:
Por el Lema 3.2 podemos suponer que A es una subalgebra uniformemente
cerrada de C(X), puesto A y A tienen los mismos conjuntos antisimétricos.

A fin de utilizar el Lema 3.1, primero probaremos que
A refina finitamente a {F — G : G € G}.

Para € > 0 consideremos el recubrimiento abierto U, de X definido por
los subconjuntos U (S) = (F — Gs) Y (B((F — Gg)(S))), donde G5 € G, con
S € A(X). Como S CU(S) C X, para cada y € X \ U(S5), existe g, € A
tal que g,(S) # g,(y). Puesto que A es una subélgebra de C(X) que contiene
a la unidad, podemos suponer que ¢,(S) =1, g,(y) =0y g, > 0 sobre X.

Por otro lado, como A es cerrado bajo la convergencia uniforme, podemos
deducir que A es un reticulo de funciones. Asi, aplicando argumentos de
compacidad concluimos que, para cada S € A(X) existe g5 € A que cumple
95(S) =1, gs(X \ U(S)) =0y 0 < gs <1 donde sop gs C S.

Ahora consideremos el recubrimiento de X definido por {gg" ((1/2,1])}sea(x)-
Puesto que X es compacto existe un subrecubrimiento finito { ggjl((l /2,1])}5-4

de X que permite definir h; = ng# eA 1< j<n. Esfacil ver que

Z 9k,
k=1

{h;}%_, es una particion de la unidad de X subordinada a U, por lo tanto
tenemos que A refina {F — G : G € G}. Por el Lema 3.1 y ser X compacto

tenemos que

dx(F,) (A,G)) =sup{ds(F,G) : S € A(X)}. (3.3)
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Queda por demostrar que el supremo en la igualdad anterior es un maximo.
Primeramente, identificamos los elementos de S € A(X) con puntos,

mediante la relaciéon
x ~y,siysolosidS e A(X) tal que {z,y} C S

para obtener un espacio X compacto.

En efecto, puesto que cada funciéon perteneciente a A es constante sobre
cada elemento S en A(X), para cada h € A, podemos definir la funcion
h:X — R tal que E(S) = h(xg), donde x5 es un punto arbitrario de S, para
cada S € A(X).

Definimos A = {ﬁ : X — Rtal que he A}, luego dotamos a X con la
topologia débil inducida por las funciones en A. Es claro que X esun espacio
de Tychonoff que es la imagen continua de X por la funcién identificacion.
Por lo tanto, X es compacto.

Ahora, para cada G € G, definimos la funcion
Le: X — R" tal que La(S) =ds(F,G) = sup{||F(z) — G(z)]| : x € S}.

Probaremos que Lg es semicontinua superiormente sobre X.

Sea {Ss}sep es una red sobre X que converge a un punto arbitrario Sy
de X. Sea U, = (F — G) Y (B.(F — G)(Sp))) un subconjunto abierto de X.

En la primera parte de la prueba, hemos demostrado que existe una fun-
cion h € A tal que h(Sy) =1, (X \ U) =0y 0 < h < 1. Es decir, h define

una funcién continua h sobre X con /f;(SO) = 1. Luego existe dp € D tal que
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/l%(S(;) > 1/2 para cada 6 > Jy. Se deduce que para § > 0y y x € S5, tenemos
h(x) > 1/2, esto implica que x € U,. Por lo tanto, S5 C U, para todo § > d
o, equivalentemente, (F' — G)(Ss) C B.((F — G)(Sy)) para cada § > d.

Por tanto,

[1F(z) = G2)|| < sup{[[F(y) = G(y)l| -y € So} + e

para todo x € S5y § > .

Por la desigualdad anterior deducimos que
Lg<S§) = dsé(F, G) < dSO(F, G) +€e= Lg(So) +e€

para todo d > Jg.
Esto prueba que L es semicontinua superiormente.

Por dltimo, consideramos L : X — R definida por
L(S) =ds(F,G) = inf{Lg(5) : G € G}.

Notese que L es el infimo de una familia de funciones semicontinua supe-
riormente. Por lo tanto, L es semicontinua superiormente sobre el compacto
X. Como consecuencia existe Sy € X tal que L(S;) = sup{L(5): S € X}.

Asi concluimos que el supremo de la expresion (3.3) es en efecto un méxi-

mo y se completa la prueba. |

Nota 3.2. 5i G es un A- mddulo y A es una subdlgebra de C(X) que contiene
la unidad entonces > (A, G); = G. En este caso el Teorema anterior dice que

eziste Sy € A(X) tal que dx(F,G) = dg,(F,G).
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Teorema 3.6 (Machado). Para cada espacio topoldgico compacto X, sea A
una subdlgebra de C(X,C) que contiene a la unidad y sea G es un subespacio
vectorial de C'(X, E) que es un A- mddulo sobre A. Si F' € C(X, E), entonces

existe S € A(X) tal que dx(F,G) = ds(F,G).

Demostracion:
En la demostracion Agr denotara la subalgebra de A formado por las fun-
ciones con valores reales en A.

Sea L la coleccion de todos los conjuntos cerrados de X tal que S C X

pertenece a L, si existe T' C X verificando las siguientes propiedades:

1. SCT,

2. S es un conjunto antisimétrico para (A|r)r vy

3. ds(F, Q) = dx(F, g)

Es claro que L es no vacio puesto que Apg, tiene por el Teorema 3.5, un
conjunto antisimétrico verificando 3). Llamemos r = dx (F, G).

Procedemos a ordenar L de la siguiente forma:
Sean S y T pertenecientes a L. Diremos que 1" < § cuando S C Ty S es un
conjunto antisimétrico para (A|r)g.

Probaremos que cada cadena en (L, <) tiene una cota superior perteneciente
a L.

Supongamos que {S; : i € I} es una cadena en L, y sea S = [{S; : i €

I'}. Tenemos que S pertenece a L, de lo contrario existiria G € G tal que
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ds(F,G) < r.Si0 <r <restal que dg(F,G) <r ysilU={z € X:
|| F(x) — G(z)|| <ri}, entonces S C U vy, por compacidad, existiria i € I tal
que S; C U, lo cual es una contradiccion. Asi S pertenece a L y es una cota
superior para la cadena.

Por el Lema de Zorn, existe un elemento maximal B € L. Ademéas B es un
conjunto antisimétrico para A. De lo contrario (A|r)g seria un subconjunto
antisimétrico propiamente incluido en B, y llegariamos a una contradiccion.

Por lo tanto, B es un conjunto A- antisimétrico y asi se completa la prueba.

Definicién 3.6. Sea A una subdlgebra de C(X). Dado F € C*(X,E), se
dice que A separa débilmente a F, cuando para toda B(a,7) CE yd§ >0

existe f € A tal que cumple:
1. 0<f<1,
o P (Bla,) =1 y  f(X\F'(Blar+6)=0.

Ademds diremos que A separa débilmente a una familia F C C*(X, F)

cuando A separa débilmente a F,V F € F.

Nota 3.3. Es importante notar que si A = C(X), entonces A separa débil-

mente toda funcion F € C*(X, E).

Teorema 3.7. Si A C C(X) separa débilmente a F' € C*(X,E) y G C
C(X, E) contiene a las constantes, entonces Y (A,G)s aprozima uniforme-

mente a F.
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Demostracion:

Sea € > 0. Puesto que F' tiene rango precompacto, existe {x1, za,...,x,} C X

tal que
F(X) C B(F(z1),e)U---UB(F(x,),€).

Denotando por B; = B.(F(z;)) y B? = By (F(z;)), como A separa dé-

bilmente a F' € C*(X, E), se tiene que existe h; € A,1 < j <n, tal que
1. 0<hy <1,
2 by (P1(By) = Ly hy(X \ F(B7)) = 0.

Puesto que para todo x € X, existe j € {1,...,n} tal que F(x) € Bj o,

equivalentemente, x € F~1(B;), entonces, se cumple que Z h;(z) > 0.

Definamos por recurrencia las funciones =
g1=Mh
g2 = (1 —hy)hs
g3 = (1 —=h1)(1 — hy)hs (3.4)

gn=(1—=h1)(1 —he)...(1 = hp_1)hy.
Es facil ver que {g;}; es una particién de la unidad en X subordinada
a {FY(B7):1<j<n}.
Ahora, si F'(z) € Bj, tomamos G(z Zg] F(z;) € > (A, G)f ya

que F'(z;) es la funcién constante. Se tiene por (3 4) que

|1 F(x) )| = | ZQJ ZQJ F(z)|| < Zgj IE (z)—F(z)|
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Puesto que sop g;(x) C B, se deduce que || F(z) — F(z;)| < 2e.
Por lo tanto, ||F(z) —G(z)|| < 2¢, lo que demuestra que > (A, G) f aproxi-

ma uniformemente a F. |

Nota 3.4. Si A(X) = {{z} : v € X} decimos que A es puntualmente

constante.

Teorema 3.8. Sean F' € C*(X,FE) y G C C*(X,FE). Si A C C(X) separa

débilmente a la familia {F — G : G € G} entonces
d(F, ) (A,G)) <sup{ds(F.G) : 5 € A(X)}

Demostracion:
Sea r = sup{ds(F,G): S € A(X)}. Sir = 400 no hay nada que probar.

Si r < 400 entonces, tomando e >0y S € A(X), existe G5 € G tal que
|F(x) — Gs(x)||ls <r+e VaxeSs.

Elegimos un elemento zg en cada S € A(X). En particular tenemos que

|F(zs) — Gs(zs)|ls <r+e€ (3.5)

Por otro lado, V.S € A(X) el rango de la familia Lg = F' — Gg es pre-
compacto puesto que tanto los rangos de F' como de Gg son precompactos.
Por lo tanto, L(X) = J{L(S) : S € A(X)} es union finita de precompactos,
luego L(X) serd precompacto.

Como X esigual ala union disjuntade S € A(X), existe {zg,, s, ... xg,} C

X tal que L(X) C U B((F — Gg,)(zs,),€) donde zg, € S;. Por tanto

1<i<n
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Ve X, existe S; € A(X) tal que L(z) € B(Lg,(zg,),€) Asi tenemos

(F = Gs,)(z) € B(F = Gs,)(zs,), €) & [[(F = Gs;)(x) = (F = Gs,)(ws,) || < ¢
(3.6)
Por otro lado, como A separa débilmente a la familia {F' — G : G € G}

en particular A separa débilmente a {F' — Gg, : 1 <7 < n}

Entonces para cada 1 < i < n existe h; € A tal que
1. 0<h; <1,

2. hl((F_ G&‘)_l(B(F_ GSi)(‘TSi)7r+E)) =1y

h(X\ (F - Gs) '(B(F - Gs,)(xs,),r +2€)) = 0.

Notemos que la serie h(z) = Z hi(z) > 0, lo que permite definir la fun-
i=1

hi(z)

h(x)

particion de la unidad subordinada a {(F — Gg,) ' (B, (F — Gg,)(xs,)) }1;

cion g;(x) = €A, 1<i<n. Setiene entonces que {g;};-, es una

Luego tomando

H=>Y gGs €> (AG)
=1

se tiene que

[1F(x) = H(z)[| = | Zgi(-%)(F(fE) = G5 (@)l < [[F(z) = Gs, ()]

para cierto 7, 1 <17 < n.
De (3.6) tenemos || F(x) —Gg,(2)||s, < |(F—Gg,)(xs,)||s; +€, 1 <i<n.
Finalmente, aplicando (3.5), se obtiene que ||[F' — H|| < r 4 2¢. Por tanto

concluimos que d(F,> (A,G)) <. [ |

79



Capitulo 3. Aproximacién por Series en Espacios de Funciones Continuas
Vectoriales

Corolario 3.9. Sea F € C*(X,E) y sea A C C(X) tal que separa débil-
mente a {F — G : G € G}. Si A es puntualmente constante y G aproxima

puntualmente a F, entonces > (A, G) aproxima uniformemente a F.

Demostracion:

Por el Teorema 3.8 tenemos
A(F, Y (A,)) < sup{ds(F.G) : S € A(X)}

Puesto que A es puntualmente constante se tiene que S = {z} y como
G aproxima puntualmente a F, se tiene que V € > 0, d;3(F,G) < e. Luego

d(F,> (A, G)) <e, por lo tanto, > (A,G) aproxima uniformemente a /. W

3.3. Aproximaciéon de funciones de rango para-

compacto y separable

—~—

Denotaremos por C(X, E) al conjunto de todas las funciones continuas
F: X — F tal que F(X) es paracompacto.

Ademas la familia de todos los conjuntos cero de X sera denotado por Z(X).

Definicion 3.7. Sea A una subdlgebra de C(X), diremos que A Z- separa

a e C(X,E), cuando ¥V U abierto de E, existe h € A tal que
h>0 y Z(h)=X\FU)

La definicién anterior es equivalente a decir que V C' cerrado de E, se
tiene que Z(h) = F~1(C).
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Teorema 3.10. Sea A una subdlgebra de C(X) tal que A Z- separa a

F € C(X,FE) y ademds G C C(X, E) es un subdlgebra que contiene a las

constantes, entonces > (A, G) aproxima uniformemente a F.

Demostracion:
Sea € > 0. Por hipotesis F/(X) es paracompacto, entonces dado el recubri-
miento { B(F(x),€)}.ex de F(X), existe un refinamiento {U; };c; localmente
finito. Por lo tanto para cada U; existe un z; € X tal que U; C B(F(z;),¢€).

Por otra parte, como A Z- separa a F, entonces para cada i € I existe
h; € A tal que Z(h;) = X \ F~1(U;), lo que permite afirmar que

h(z) =Y hi(x) >0 Ve X,
iel

esta bien definida porque {U; }ic; es localmente finita. Luego usando el mis-

mo razonamiento del Teorema 3.7 se tiene que existe {g;}icr € A tal que

Z gi(z) = 1.

i€l
Tomando la funciéon constante F(x;) y, definiendo

G(z) =) g(2)F(x:) € Y (AG).
iel
se obtiene que ||F(x) — G(z)|| < € con lo que > (A, G) aproxima uniforme-

mente a F. [}

Definicion 3.8. Un espacio topologico de Hausdorff es separable si contiene

un subconjunto denso numerable.

—

Denotaremos por C'(X, E) al conjunto de todas las funciones continuas

F : X — F tal que F(X) es separable.
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Definicién 3.9. Diremos que A C C(X) es uniformemente cerrada por

iversos siV f € A se cumple que

Definicién 3.10. Se dice que A C C(X) separa totalmente o F € C(X, E)

cuando para todo B(a,r) C E, y e > 0 eziste f € A tal que
= f(F~(B(a,r)) C (0,1],
» f(X\FY(B(a,r +¢)))=0.

Se dice que A C C(X) separa totalmente a F C C(X, E) cuando separa
totalmente a cada F' € F.

—

Teorema 3.11. Sea A uniformemente cerrada por inversos. SiG C C(X, FE), F €

—

C(X,E) y ademds A separa totalmente a {F — G : G € G} entonces
d(F, Y (G, A)) < sup{ds(F,G) : S € A(X)}.

Demostracion:
Sea

r =sup{ds(F,G) : S € A(X)}

Sir = +o0o es trivial, podemos suponer pues que r < +oo. Dado € >

0,V S e A(X) existe Gg € G tal que

||F — G5||S <r+e.
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Para cada z € X existe S, € A(X) tal que x € S, En particular tenemos

que

| F(z;) — Gg, (zi)|ls, <7r+e (3.7)

Por otro lado, para cada S € A(X) el conjunto Lg = {F(z) — Gg,(z) :

T

—_—

x € S} es separado por A. Puesto que G C C(X,FE) y F € C(X, E), existe

{@n}nen tal que Ls(X) C | J B(F — Gs)(s,),€) donde x5, € S € A(X).

Sea x € X entonces existe geévN tal que Lg(x) € B(Lg(z;),€).

(F = Gs)(x) € B((F — Gs)(xg,), €) & [|(F = Gs)(x) — (F = Gg)(xs,)|| <€
(3.8)

para todo S € A(X).

Por hipétesis tenemos que para cada j € N existe h; € A tal que

1. h; >0,

2. hj(F~'(B(zs,,r+¢))) C(0,1] y

3. hiy(X \ F~'(B(zs,,r + 2€))) = 0.

Esto nos permite definir la funciéon g; = %hj € A. Por lo tanto, Z gj es

JEN

. 1
uniformemente convergente, puesto que % converge a cero y h; es acotada.

Luego ¢; = 9 e A, puesto que A es uniformemente cerrada por inversos.
> i
JEN

Se tiene que Z w; = 1.
JEN
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Ahora tomando

H(x) = ZQOjGSj € Z<-A’ g>

JEN
se tiene que
1F(2) = H@)[| = 1| Y ¢i(F(x) = G, (@) < [|[F(z) = G, (@)
jEN
para cierto 1.

De (3.8) tenemos que |[F(x) — G, (2)|| < [|(F = Gs,)(ws,)

+e€ yde (3.7)
se tiene que ||[F' — H|| < r + 2¢, con lo que d(F,> (A, G)) <r.

—_—

Corolario 3.12. Sean G C C(X,E), F € C(X,E) y A C C(X) tal que es
uniformemente cerrada por inversos y separa totalmente a {F — G : G € G}.
Si A es puntualmente constante y G aproxima puntualmente a F, entonces

> (A, G) aproxima uniformemente a F.

Demostracion:

Del Teorema 3.11 tenemos que
d(F,y (A,G)) < sup{ds(F,G): S € A(X)}. (3.9)
Puesto que A(X) es puntualmente constante tenemos que
dizy(F,G) < sup{d(F(x),G(z)) : G € G}

Por otro lado, como G aproxima puntualmente a F, tomando un z € X

arbitrario pero fijo tenemos que para todo € > 0 existe G € G tal que
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d(F(x),G(x)) < €. Por lo tanto,
sup{d;}(F,G) : S € A(X)} <e

Luego de (3.2) se tiene que d(F,> (A, G)) < e, por lo tanto, > (A, G) aproxi-

ma uniformemente a F. |

Teorema 3.13. Sea A una subdlgebra de C(X) uniformemente cerrada por

—

inversos. S1 G C C(X,FE), F € C(X, E) y A separa totalmente a F' entonces

d(F,) (F,G)) < sup{ds(F,G): S € A(X)}.

Demostracion:
Sea

r =sup{ds(F,G) : S € A(X)}.

Sir = +o00 es trivial, luego podemos suponer que r < +00. Sea € > 0,

entonces para S € A(X), existe Gg tal que
|F— Gg|| <r+e.
Para cada x € X existe S, tal que x € S,. En particular tenemos que
|F(x) — Gs,(x)||s, <7r+e (3.10)
Notemos que
Y = {B((F - Gs,)(x).€): 8, € AX), z€X}.

es un recubrimiento de F(X) =Y
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Lo que significa que

(F' = Gs)(x) € B((F = Gs)(xs), €) & |[(F = Gs)(x) — (F = Gs)(zs)| <e.
(3.11)

Ademés como Y es un espacio paracompacto (puesto que todo métrico
es paracompacto), entonces existe un refinamiento {U, };c; que es localmente
finito, por lo tanto, para cada i € [ existe z; € X tal que U; C B((F —
Gs, )(%i),r + €), y ademés para cada y € Y existe una vecindad U de y tal
que el conjunto {i € I : U;NU # ¢} es finito.

Por otro lado, como A Z- separa a F entonces para el recubrimiento
{U;}ier existe g; € A tal que Z(g;) = X \ FYU;), lo que significa que
g(X \ F7Y(U;)) = 0. Como {F'(U;)}ies también es un refinamiento lo-
calmente finito se tiene que V z € X existe una vecindad U, de x tal que
{i e I: F7YU;) N F~1(U,) # ¢} es finito, luego existe un nimero finito de
i € I tales que x € F~Y(U;) y gi(x) # 0, asi Zgi converge en U,. Puesto

icl
que A es uniformemente cerrado por inversion, podemos definir para cada

Ji_ ¢ A, que cumple Z h; = 1.

Z 9i i€l

il

H = Z h’GS% - Z(A, g>

icl

1 € I la funcién h, =

Tomemos

Se tiene que

[1F(z) = H(z)| = | Zhi(F(x) = Gs0; (7)) < [[F(2) = G, ()]

De (3.11) tenemos que |[F(z) — Gs, ()| < [[(F — Gs, )(2)|| + € y de

(3.10) se tiene que ||F'— H|| <7 + 2¢, por lo tanto, d(F,> (F,G))<r. N
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