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Preambulo

El célculo es uno de los mayores y mas importantes logros del intelecto humano y es un sello
distintivo del desarrollo de las matemaéticas en nuestros dias. Ademas, ha demostrado su
poder y flexibilidad al reducir problemas complicados a normas y procedimientos sencillos
en las méas diversas areas del conocimiento tales como: matematicas, fisica, ingenieria,
ciencias sociales y biologia entre otras (Berry y Nyman, 2003; Kleiner, 2001). En este mismo
sentido, Ferrini-Mundy y Lauten (1994, p.120) describen al calculo como “un hito critico en
la preparacién matematica de los estudiantes con la intencion de perseguir casi todas las
areas de las ciencias”. Por su parte, Tall (1997, p.289) menciona que el calculo “es a la vez
un punto culminante de la matematica escolar y una puerta a nuevos desarrollos tedricos”,
lo que lo trasforma en un punto de inflexion entre las matematicas elementales y matematicas
avanzadas. Sin embargo, a pesar de la relevancia del Céalculo, un problema aun sin solucién
es como lograr la comprension por parte de los estudiantes universitarios de los conceptos

fundamentales de este curso.

En particular, este estudio se centra en el concepto de derivada que es uno de los elementos
centrales y estructurantes del cualquier curso de calculo, ademas, es una herramienta
fundamental en el estudio y comprension de fendmenos que involucran el cambio o variacién
de magnitudes (Vrancken y Engler, 2014). Por tanto, corresponde a un concepto basico y

trasversal en los curriculos universitarios de matematicas, ingenieria y otras ciencias.

A pesar de la importancia del concepto de derivada los resultados de las investigaciones
relacionadas con su comprension constatan que esta resulta muy compleja, observandose
una cantidad significativa de estudiantes universitarios que solo logra alcanzar una
comprension parcial de este concepto (Baker, Cooley y Trigueros, 2000; Sanchez-
Matamoros, Garcia y Llinares, 2006; Cooley, Trigueros y Baker, 2007; Fuentealba, Sanchez-

Matamoros, Badillo y Trigueros, 2017; entre otros).

Uno de los aspectos que ha causado dificultades en la comprensidn del concepto de derivada,
se relaciona con la utilizacién de métodos de ensefianza que han privilegiado la excesiva
mecanizacion por parte de los estudiantes (Artigue, 1995). Estos métodos han convertido al
concepto de derivada en un conocimiento algoritmico construido por medio de la resolucion
de cientos de tareas que solo involucran la aplicacién correcta de determinadas operaciones

algebraicas, obstaculizando la construccion de una comprension mas completa de este


http://www.redalyc.org/BusquedaAutorPorNombre.oa?q=%22Silvia%20%20Vrancken%22

concepto (Dawkins y Epperson, 2014). Esta predileccion por métodos algoritmicos provoca
que la mayoria de los estudiantes utilicen dichos métodos y sus automatismos derivados para
resolver este tipo de tareas con éxito. Contrariamente, estos mismos estudiantes pueden
mostrar dificultades y errores cuando se enfrentan a la resolucion de tareas que requieren la
comprension del significado de la derivada, ya sea a través de su expresion analitica, como
limite del cociente incremental, o de su interpretacion geométrica, como pendiente de la
recta tangente (Sanchez-Matamoros et al., 2006; Sanchez-Matamoros, Garcia y Llinares,
2008; Baker et al., 2000; Cooley et al., 2007). Esta problematica a pesar de no ser nueva,
aun constituye uno de los mayores desafios de la educacion matemaética a nivel universitario
y €S una constante preocupacion para las instituciones educativas de nivel superior pues
causa bajas calificaciones, altos indices de reprobacion y abandono en los cursos de Calculo
(Pyzdrowski et al., 2013; Berge, 2007). Considerando esta situacion y la demanda social
referente a que la investigacion en Didactica de la Matematica, no solo analice la
problemaética de la ensefianza y aprendizaje de la disciplina, sino que también contribuya a
la solucion, es que enfocamos esta investigacion en comprender las relaciones que establecen
los estudiantes, entre los distintos elementos matematicos que configuran el esquema de la
derivada. De esta forma, pretendemos aportar en la comprension del desarrollo del esquema
de la derivada y su posible tematizacion con el objeto de que esta informacion contribuya a

la solucion de los problemas mencionados.
La memoria de tesis doctoral que se presenta consta de cinco capitulos.

En el primer capitulo se expone, a manera de introduccion, una revision sintética del
desarrollo histérico del concepto de derivada. Posteriormente, se presenta una sintesis
bibliogréafica sobre algunos trabajos relacionados con la comprension de la derivada de una
funcién como objeto de investigacion. En particular, esta sintesis se enfocd en las
dificultades asociadas a la ensefianza y aprendizaje del concepto de derivada, el uso de los
modos de representacion y el desarrollo de un esquema desde el punto de vista de la teoria
APOE. Asimismo, se presentan algunas investigaciones que abordan el estudio del
desarrollo de distintos esquemas, utilizando como método el Analisis Estadistico
Implicativo. Por Gltimo, se plantea el problema de investigacion y se presentan los objetivos

de este trabajo.

En el segundo capitulo se expone el marco tedrico en el cual se sustenta esta investigacion.

Para comenzar se presenta una sintesis del pensamiento matematico avanzado y algunos



modelos cognitivos desarrollados en esta linea de investigacion que permiten situar este
estudio al interior de ella. Posteriormente, se exponen las componentes que configuran el
marco de la teoria APOE. En particular, se describen las estructuras y los mecanismos que
segun esta teoria permiten la construccion del conocimiento matematico, haciendo hincapié,
a los niveles de desarrollo de un esquema, la tematizacion del mismo y la posible existencia
de una nueva estructura denominada totalidad. Asimismo, se describe el paradigma de
investigacion de este marco y el modelo hipotético denominado descomposicion genética
que, segun esta teoria, indica el camino cognitivo que un individuo podria seguir para

construir un determinado concepto matematico.

En el tercer capitulo se describe el disefio metodoldgico de esta investigacion. En primer
lugar, se presenta el paradigma y enfoque, ademas, se describen los participantes y el
contexto. Posteriormente, se presentan los 2 instrumentos de recoleccién de datos y se
explican las caracteristicas de cada uno de ellos. Por ultimo, se exponen el tratamiento de
los datos y se describen los métodos de analisis seleccionados para responder a los objetivos

planteados.

En el cuarto capitulo se presentan los resultados obtenidos de la aplicacién de los métodos
de analisis. En primer lugar, se muestran los resultados correspondientes al analisis de
cluster, el que permitié dividir la matriz de datos en 6 submatrices asociadas a distintos
subniveles de desarrollo del esquema de la derivada. Posteriormente, se seleccionaron las
submatrices vinculadas a los subniveles Inter y Trans, y sobre estas se aplicaron los métodos
Estadisticos Descriptivo e Implicativo, cuyos resultados fueron interpretados bajo el marco
de la teoria APOE, lo que permiti6 caracterizar los subniveles de desarrollo Inter y Trans
determinados por el Anélisis de Cluster. Finalmente, se exponen los resultados del Analisis
Cualitativo de 5 entrevistas clinicas aplicadas a estudiantes pertenecientes al subnivel de
desarrollo Trans méas avanzado, con lo cual se logré identificar y caracterizar distintos

matices de la tematizacion del esquema de la derivada.

En el quinto y ultimo capitulo de esta memoria de tesis doctoral se presenta la discusion y
las conclusiones que se desprenden de los resultados obtenidos del analisis de datos. En
primer lugar, se reflexiona sobre la tematizacion del esquema de derivada y la manifestacion
de dos distintos matices observados en ella. A continuacion, de discute sobre los subniveles
de desarrollo del esquema de la derivada contrastando los resultados de esta investigacion

con los obtenidos en estudios previos. Posteriormente, se discute sobre algunos aportes



relacionados con el disefio metodoldgico adoptado en esta investigacion. Asimismo, se
propone la modificacion de algunas construcciones especificas de dos descomposiciones
genéticas planteadas en estudios previos. Finalmente, se sefialan las limitaciones y posibles
rutas para el desarrollo de futuros trabajos, y por ultimo, se mencionan algunos trabajos que

son producto del desarrollo de esta tesis doctoral.



Resumen

El desarrollo de esta tesis doctoral tuvo como objetivo analizar el esquema de la derivada en
estudiantes universitarios, con instruccion previa en Célculo Diferencial, por medio de la
identificacion y caracterizacion de los subniveles de desarrollo del esquema, y la posible

tematizacion del mismo.

Con el proposito de identificar y caracterizar los subniveles de desarrollo se aplico un
cuestionario a 103 estudiantes universitarios. El cuestionario estaba compuesto por tres
tareas que involucraban el uso de los elementos matematicos que configuran el concepto de
derivada en los modos de representacion analitico y grafico. Los protocolos de resolucion
del cuestionario fueron discretizados por medio de una escala dicotomica con el fin de
construir un vector asociado a cada protocolo de resolucion. Estos vectores permitieron el
desarrollo de un Analisis de Claster por medio del cual se identificaron distintos subniveles
de desarrollo del esquema de la derivada. Asimismo, el Andlisis de Claster permitio dividir
la matriz de datos en submatrices, una para cada subnivel Inter y Trans. Desde estas
submatrices se caracterizaron los subniveles de desarrollo del esquema de la derivada por
medio del Analisis Estadistico Descriptivo e Implicativo interpretando los resultados de

estos analisis con el marco de la teoria APOE.

A partir de la identificacion y caracterizacion de estos subniveles, se seleccion6 el subnivel
de desarrollo Trans méas avanzado y se entrevisto a 5 estudiantes de €l, a fin de caracterizar
la posible tematizacidn del esquema de la derivada. Para la caracterizacion de la tematizacion
del esquema de la derivada, se observaron las relaciones que los estudiantes establecen
cuando se enfrentan al tratamiento de valores extremos, puntos de inflexion y puntos

conflictivos en derivadas sucesivas de orden mayor a dos.

Los resultados de esta investigacion permitieron identificar y caracterizar tres subniveles de
desarrollo del esquema de la derivada para cada uno de los niveles Inter y Trans. Algunos
de estos subniveles, ya habian sido identificados en investigaciones previas. Ademas, el
analisis de la tematizacion del esquema permitio identificar dos manifestaciones distintas
que fueron denominadas tematizacion como totalidad y tematizacion como objeto.
Asimismo, estas dos manifestaciones distintas de la tematizacion permitieron refinar una

descomposicion genética que habia sido planteada previamente en otra investigacion.






Abstract

The objective of the development of this doctoral thesis was to analyze the derivative
schema, in university students with prior instruction in differential calculus, through the
identification and characterization of the sub-levels of development schema and their
possible thematization.

In order to identify and characterize the sub-levels of development, a questionnaire was
provided to 103 university students. The questionnaire consisted of three tasks involving that
involved the use of mathematical elements that shape the derivative concept in the of
analytical and graphical representation modes. The resolution protocols of the questionnaire
were discretized by means of a dichotomous scale in order to construct a vector associated
with each resolution protocol. These vectors allowed the development of a cluster analysis
whereby different development sub-levels of the derivative schema were identified. Also,
the cluster analysis allowed to partition the data matrix into submatrices, one for each sub-
level: Inter and Trans. From these submatrices the sub-levels of development of the
derivative schema were characterized by Descriptive and Implicative Statistical Analysis

interpreting the results of these analyzes with the framework of the APOS theory.

From the identification and characterization of these sub-levels, the most advanced Trans
sub-level development was selected, and five students were interviewed within it in order to
characterize the possible thematization of the derivative schema. For the characterization of
thematization of derivative schema, we observed the relationships that students establish
when they face the treatment of extreme values, inflection points and conflictive points in

successive derivatives of an order higher than two were observed.

The results of this research helped to identify and characterize three sub-levels of the
development derivative schema for each Inter and Trans level, some of these sub-levels have
already been identified in previous research. Furthermore, the analysis of the thematization
of schema identified two different manifestations that were designated as thematization as a
totality and thematization as an object. Also, these two different manifestations of
thematization have allowed for a genetic descomposition to be established that had been

previously raised in another investigation.
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1. Planteamiento del Problema Claudio Fuentealba Aquilera

Capitulo 1. Planteamiento del Problema

Este primer capitulo estd organizado en cuatro secciones. En la primera, se describe de forma
sintética el desarrollo historico del concepto de derivada. En la segunda seccion, se presenta
un panorama general sobre la derivada como objeto de investigacion en el area de Didactica
de la Matematica describiendo algunos trabajos que se relacionan con: (1) las dificultades
asociadas a la ensefianza y aprendizaje del concepto de derivada, (2) el uso de los modos de
representacion y, (3) el desarrollo de un esquema. En la tercera seccion, se revisan algunas
investigaciones que utilizan la teoria APOE y el Andlisis Estadistico Implicativo en con-
junto. Finalmente, en la Gltima seccidn se plantea el problema de investigacion y los objeti-

vos de este trabajo.
1.1. Desarrollo histérico del concepto de derivada

La conceptualizacién de la derivada, tal y como hoy la conocemos, no es el producto de la
inspiracion de un matematico particular en una época especifica. Al contrario, surge como
resultado de la utilizacién de distintos métodos para resolucion problemas, tales como: el
trazado de tangentes, la determinacion de valores extremos y algunos relacionados con la

fisica del movimiento (velocidad), en distintos periodos historicos.

Segun Grabiner (1983) desde el punto de vista histdrico el desarrollo del concepto de deri-

vada ha tenido una secuencia de cuatro periodos claramente demarcados:

[...]. Primero, la derivada se utilizd, después se descubrid, posteriormente se explor6 y desarroll6
y, finalmente, se definid. Es decir, ejemplos de lo que actualmente reconocemos como derivadas
se usaron primeramente de forma ad hoc en un contexto particular para resolver problemas. En-
tonces se identificd el concepto general inmerso detrés de estos usos (como parte de la invencién
del Célculo). Después muchas de las propiedades de la derivada fueron explicadas y desarrolladas
en aplicaciones matematicas y fisicas. Finalmente, se establecié una definicion precisa del con-

cepto de derivada dentro de una teoria rigurosa. (p. 195)

Siguiendo lo planteado por Grabiner y considerando los distintos periodos histéricos por los
cuales ha transitado el desarrollo del concepto de derivada. En los siguientes apartados des-
cribimos algunos de los hechos y problemas fundamentales, que a lo largo de la historia, han

favorecido su conceptualizacion.
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1.1.1. Los griegos y el problema de la tangente

Al parecer fueron los griegos los primeros en plantearse el problema de trazado de tangentes
a una curva y, especificamente, tangentes a circunferencias. De hecho, Euclides en su obra
recopilatoria “Elementos de Geometria”, universalmente conocida como “Los Elementos”,
proporciona las primeras evidencias historicas sobre la nocion de tangente por medio de las

siguientes definiciones y proposiciones:
Definicion I1. Se dice que una recta es tangente al circulo cuando lo toca y prolongada no lo corta.

Definicion V. Se dice que dos circulos son mutuamente tangentes cuando se tocan mutuamente

y no se cortan. (Vera, 1970, Tomo 1, p. 750).

Proposicion XVI. La recta perpendicular en el extremo de un diametro cae fuera del circulo; entre
esta recta y la periferia no se interpondra ninguna otra y el angulo del semicirculo es mayor que

cualquier angulo rectilineo agudo y lo restante menor.
Proposicion XVII. Desde un punto dado trazar una recta tangente a un circulo dado.

Proposicion XVIII. Si una recta es tangente a un circulo y se traza el radio en el punto de contacto,

este radio es perpendicular a la tangente. (Vera, 1970, Tomo 1, p. 760-761).

De estas definiciones y proposiciones, se puede inferir que la nocién de tangente utilizada
por los griegos esta asociada con una linea que toca a una curva en un solo punto, pero no la
corta (Grabiner, 1983). Asimismo, se observa que el tipo de razonamiento utilizado por Eu-
clides es, mas bien, estatico y sintético. Esto se evidencia en las argumentaciones propuestas
para exponer sus proposiciones, por ejemplo, para verificar la proposicion XVIII, utiliza la

Figura 1 y argumenta:

E
Figura 1. Solucion de Euclides de la proposicion XVIII

Sea DE la tangente al circulo ABC en el punto G y tracese desde el centro Z del circulo la

ZG . si ZG no fuera perpendicular a DE , tracese la ZH perpendicular y entonces por ser



1. Planteamiento del Problema Claudio Fuentealba Aquilera

recto el angulo ZHG, es agudo el ZGH y como el lado mayor subtiende el angulo mayor ZG
, 0 sea: ZB es mayor que ZH , lo cual es imposible; luego ZH no es perpendicular a DE , y
analogamente demostrariamos que ninguna otra lo es fuerade la ZG , 1..q.d. (Vera, 1970, Tomo
1, p.762).

Posteriormente, en varias proposiciones del libro Il de “Los Elementos”, Euclides utiliza la
nocion de tangente en casos relacionados con angulos exteriores y segmentos trazados desde
un punto a una circunferencia. Asimismo, en el libro IX utiliza las nociones de recta tangente
y circunferencias tangentes, para los casos de trazado de poligonos circunscritos a una cir-
cunferencia. Resulta evidente que todas definiciones y proposiciones mencionadas por Eu-
clides son de utilidad para el caso de la circunferencia, sin embargo, no lo son para otro tipo

de curvas.

En el siglo Ill a. C., Apolonio de Pérgamo (262-190 a. C.) en sus libros dedicados a las
conicas desarrollé métodos geométricos para la construccion de rectas tangentes a parabolas,
elipses e hipérbolas. Un ejemplo de estos métodos se observa en su razonamiento para cons-

truir rectas tangentes a parabolas:

Sea P un punto de la pardbola de vértice E, con PD perpendicular al eje de simetria de la
pardbola. Si A esta el eje de simetriay AE = ED, entonces AP sera tangente a la parabola en

P (ver Figura 2).

Figura 2. Método de Apolonio para determinar la tangente a una parabola (basado en Martinez
de la Rosa, 2009, p. 8)

Los métodos utilizados por Apolonio en las conicas, basados en el uso de rectas como sis-
tema de referencia, son muy parecidos a los utilizados por René Descartes (1596-1650) en
su geometria y se considera una anticipacion de la geometria analitica actual. Ademas, de
sus libros sobre conicas Apolonio también escribié un tratado sobre “Tangencias”, dicho

tratado se perdié a través de la historia, sin embargo, gracias a Pappus de Alejandria (s. IV
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d. C.) alin se conservan referencias sobre esta obra (Bruen, Fisher y Wilker, 1983). En este
tratado, Apolonio describe el problema que actualmente se conoce como Problema de Apo-

lonio y que tiene este enunciado:

Dados tres objetos tales que cada uno de ellos puede ser un punto, una recta o una circunferencia,
dibujar una circunferencia que sea tangente a cada uno de los tres elementos dados (Ortega y
Ortega, 2004, p. 59).

El andlisis del problema implica el planteamiento de diez posibles casos. Boyer (1959) indica
que los casos mas sencillos (tres puntos y tres rectas) ya habian sido trabajados por Euclides,
sin embargo, Apolonio traté aquellos dos casos junto a otros seis (dos puntos y una recta;
dos rectas y un punto; dos puntos y una circunferencia; dos circunferencias y un punto, dos
circunferencias y una recta; un punto, una recta y una circunferencia) en el Libro | del tratado
sobre Tangencias, y los dos casos restantes (dos rectas y una circunferencia, y tres circunfe-
rencias) en el Libro Il del mismo tratado. Hoy en dia, se cree que Apolonio solo fue capaz
de resolver los primeros nueve casos Y, seria Isaac Newton (1643-1727) el primero el resol-
ver el décimo caso, correspondiente a encontrar una circunferencia tangente a otras tres da-
das, por medio del uso de la regla y el compés (Ortega y Ortega, 2004). Cabe mencionar que
Apolonio también trabajé con problemas relativos a valores maximos y minimos, pero sus
teoremas sobre problemas valores extremos, en realidad, correspondian a consecuencias de
sus teoremas sobre tangentes y normales a las secciones cénicas (Pino-Fan, Godino y Font,
2011).

Otros importantes aportes que mas tarde influyeron en el desarrollo del concepto de derivada
fueron realizados por Arquimedes (287-212 a. C). Estos aportes se basan principalmente en
su trabajo sobre espirales. Un hecho curioso es que en dicho trabajo Arquimedes habla fre-
cuentemente sobre tangentes a espirales, sin embargo, nunca definié que él entendia por
tangente (Cooligde, 1951). Asimismo, considerando que la definicion de espirales arquime-
dianas, basada en términos de un punto y una recta en movimiento, se cree que Arquimedes
tuvo que romper con la concepcidn estatica de la geometria griega y adoptar una concepcion
cinematica que le permitio determinar la direccidn instantanea del movimiento del punto
mediante el cual se genera la curva (Grabiner, 1983). Ademas, de estos aportes Arquimedes
también trabajo sobre problemas relacionados con el céalculo de areas (cuadraturas) y volu-
menes, por medio del método de exhaucion, los cuales mas tarde dieron el soporte para el

desarrollo de las integrales (Boyer, 1959; Wren y Garrett, 1933).
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Los aportes de estos tres grandes matematicos griegos fueron fundamentales y constituyeron
la base para el desarrollo de técnicas y procedimientos que marcaron la ruta hacia el desa-

rrollo del Célculo Diferencial e Integral.
1.1.2. La edad media y la idea del movimiento

Durante mas de una decena de siglos no se realizaron mayores contribuciones en el desarro-
Ilo especifico del concepto de derivada, ni a otras nociones relacionas con el Calculo. Sin
embargo, en la edad media se realizaron importantes avances relacionados con el tratamiento
de problemas que involucran la comprension de una variedad de fenémenos: fisicos, astro-
noémicos y/o geométricos, que fueron abordados por medio del desarrollo de diversos méto-

dos que involucraban el estudio de cantidades pequefias o infinitesimales.

Mufioz-Legana y Roman-Roy (1999) sefialan que la situacién a mediados del siglo XVl era

aproximadamente la siguiente:

Ademas de tener readquiridos los resultados y métodos de la matematica griega, el desarrollo de
la geometria analitica (el método de las coordenadas) habia permitido plantear y resolver algunos
problemas relacionados con curvas, de las cuales se conocian muchos tipos. Por otra parte, la
fisica proporcionaba un punto de vista cinematico: una curva podia interpretarse como la trayec-
toria de un punto material movil. Varios tipos de problemas se planteaban sobre las curvas. Aun-
gue la clasificacion existente en aquel momento era mas amplia (pues se utilizaba un método
apropiado para cada problema), se va a simplificar utilizando el punto de vista, e incluso el len-

guaje, actuales. (p.4)

En este periodo, los aportes de Galileo, Kepler, Cavalieri, Barrow, Fermat, entre otros, fue-
ron fundamentales y permitieron trazar la ruta que permitié avanzar en el desarrollo del con-

cepto de derivada en épocas posteriores.

En los siguientes parrafos, se exponen de manera general y cronoldgica, algunos de los apor-

tes desarrollados por los matematicos antes mencionados.

A Kepler (1571-1630), se le conoce por el método denominado como “Los Infinitésimos”.
Este método se utilizé para resolver problemas que involucran el céalculo de volumenes y
areas. El procedimiento empleado por Kepler partia de la premisa que todos los cuerpos se
podrian descomponer en infinitas partes, infinitamente pequefias (indivisibles) de areas o de

otros volimenes ya conocidos. Asi determind el volumen de mas de noventa cuerpos dife-
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rentes (Mufioz-Legana y Roméan-Roy, 1999). Posteriormente, Galileo (1564-1642) cons-
truy6é un método similar para mostrar que el &rea encerrada bajo la curva tiempo-velocidad

es el espacio recorrido por el objeto.

Una herramienta (geométrica) importante para la investigacion de problemas de calculo co-
rrespondio a la nocidén de un “indivisible”. Si bien los “indivisibles” fueron utilizados en el
calculo por Galileo y otros matematicos a comienzos del siglo XVII, fue Cavalieri (1598-
1647), quien era alumnos de Galileo, el que utiliz6 de manera sistematica estas técnicas in-
finitesimales para resolver la tipologia de problemas de la época y las plasmé en su obra
“Los Indivisibles” de 1635 (Kleiner, 2001). Su método consiste en considerar que una figura
geomeétrica estd compuesta de un nimero infinito de indivisibles de dimension inferior. Asi,
una superficie consiste en un nimero infinito de lineas paralelas equidistantes, y un solido,

de un namero infinito de planos paralelos igualmente espaciados.

El procedimiento de Cavalieri para encontrar el area (o el volumen) de una figura es compa-
rarla con una segunda figura de igual altura (o anchura), cuya area (o volumen) es conocida,
estableciendo una correspondencia uno a uno entre los elementos indivisibles de las dos fi-
guras y utilizando el principio de que lleva su nombre, el cual indica que “Si los elementos
indivisibles correspondientes estan siempre en una proporcion dada, entonces las areas (0
volimenes) de las dos figuras estan en la misma proporcién” (Kleiner, 2001, p.140). EI mé-
todo propuesto por Cavalieri es de naturaleza dinamica y supone una ruptura con los proce-
dimientos previos de los griegos y de Kepler. Asimismo, su postura puede resumirse en una
frase que se le atribuye “el rigor es cosa de la filosofia, no de la geometria" (Kline, 1972, p.
383). Esto muestra que él estaba mas interesado en los resultados practicos de los calculos
que en la justificacion de estos. Ademaés, Cavalieri fue uno de los primeros en indicar que la
tangente a una curva estaba definida por dos puntos sucesivos sobre la misma, como en un
collar de perlas muy pequefias, una al lado de otra (Ferrante, 2009). Esto supone que en el
razonamiento de Cavalieri existe la idea intuitiva de la aproximacion a la recta tangente por

medio de las secantes.

Otro de los matematicos destacados que realizaron contribuciones importantes al desarrollo
del concepto de derivada es Pierre de Fermat (1601-1665). A él se le atribuye la invencion
de dos métodos conocidos como “Método de Fermat” para la determinacion de valores ex-
tremos y el “Método de las Tangentes”. Fermat ilustrd su primer método con un problema

simple y facil de resolver, cuya solucion era bien conocida: “dada una linea, dividirla en dos
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partes, de tal forma que el producto de las partes sea maxima” (Grabiner, 1983, p. 195). Para
resolver el problema considerd una linea de longitud B y un segmento de longitud A, sobre
la primera parte de la linea, de modo que la longitud de la segunda parte fuese B— A (ver

Figura 3).

N J
Y
B

Figura 3. Ejemplo del Método de Fermat para valores extremos

De aqui se obtiene que el producto de los dos segmentos determinados sobre la linea de

longitud B es:

A(B—A)=AB- A’
Se considera que Fermat conocia los escritos del matematico griego Pappus de Alejandriay
sabia que el problema tiene, por lo general, dos soluciones debera tener sola una solucién
para el caso especifico de un maximo (Grabiner, 1983). Considerando este hecho Fermat fue
capaz de desarrollar su método para determinar valores extremos, utilizando la idea de que
la segunda solucidn se basaba en un incremento del primer segmento sobre la linea de lon-
gitud B . Para determinar la solucion, consider6 que la primera parte de la linea tenia longitud

A+ E, entonces la segunda parte de la linea tendria longitud B—(A+E)=B—-A—E. Mul-

tiplicando las dos partes obtuvo que el producto era:

(A+E)(B-A-E)=AB—-A>-2AE +BE-E?
Asi, al considerar el principio de Pappus para el méximo, que indica que en lugar de dos
soluciones, existe solo una. Establecié que ambas expresiones deben ser iguales, esto es a lo

que Fermat denominé pseudo-igualdad (Grabiner, 1983):

AB— A* = AB—A?—2AE + BE - E?
Multiplicando y reduciendo Fermat simplifica la expresion obteniendo que 2A+E =B, ade-
mas, suprime el término E por lo que obtiene:
A=—
2
Hay que observar que Fermat considerd que el término E debe suprimirse, sin embargo, no
entrega ninguna justificacion al respecto. Ademas, Fermat tampoco considera a este término
como un infinitesimal, ni como un limite, él no explico el porqué se podia dividir en primer

lugar por E (considerando a E #0) y entonces eliminarlo (como si fuera cero). Es mas,
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Fermat tampoco explicd explicitamente que usaba un caso especial de un concepto mas ge-
neral, que mas tarde se convertiria en la derivada, la razon de cambio, o incluso la pendiente
de la recta tangente. Asimismo, él no habia comprendido la relacion entre su método de
extremos y la manera de calcular una tangente, que correspondia a su segundo método. En
realidad, él sigui6 su tratamiento de extremos diciendo que el mismo método se podria uti-

lizar para encontrar tangentes pues eran equivalentes (Grabiner, 1983).

Por otra parte, Descartes (1596-1650) afirma que el problema geométrico que mas deseos
tiene de solucionar es el trazado de tangentes. Su procedimiento se enmarca, mas bien, en la
geomeétrica estatica de los griegos y consiste en trazar la circunferencia con centro en el corte
de la normal a la curva (en el punto que se considere) con el eje de abscisas y que pase por
el punto en cuestion. Todo esto con la condicion de que la circunferencia no corte a la curva

en ningln otro punto, de esta manera, se tiene como tangente a la curva, la de la circunfe-
rencia en este punto. Este método es Util para curvas del tipo y = f (x), endonde y = (f (x))*

es un polinomio sencillo. Tanto este método como el de Fermat fueron refinados con poste-

rioridad (Mufioz-Legana y Roman-Roy, 1999).

Las aportaciones realizadas por Fermat al desarrollo del Calculo Diferencial a través de sus
trabajos sobre valores extremos y tangentes, hacen que importantes matematicos del siglo
XVIII, tales como Laplace (1749-1827) y Lagrange (1736-1813), lo consideren como el ver-
dadero inventor del Calculo Diferencial. Incluso su influencia es tal que, el mismo Newton
(1643.1727) menciona que algunas de sus primeras ideas sobre el trazado de tangentes a
curvas Yy el estudio de valores extremos provenian directamente de los trabajos de Fermat
(Durén, 1996).

Por otra parte, durante esta epoca historica Barrow (1630-1677) realiza un importante aporte
al desarrollo del concepto de derivada. Especificamente, utilizando un procedimiento ané-
logo al que usé Fermat, Barrow desarrolla un método es conocido como “Método de Ba-
rrow”, en el cual en lugar de realizar un incremento (E en el Método de Fermat) introduce

dos incrementos en e y a, los cuales son equivalentes a los incrementos AX y Ay que uti-

lizamos actualmente (Boyer, 1999). A partir de estas observaciones se cree que Barrow in-
tuye la idea de que la tangente es el limite de las secantes al aplicar el método de Fermat a

curvas dadas en forma implicita f(x,y)=0, pero esto no fue asi, pues Barrow seguia con

la idea griega de que la tangente era la recta que cortaba a la curva en un solo punto, sin
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embargo, més tarde su discipulo Newton da solucion a esta cuestion (Mufioz-Legana y Ro-
méan-Roy, 1999).

Finalmente, Barrow sefialé la relacion entre los problemas de la tangente y del area, pero
esto fue para casos especificos, el reconocimiento claro y explicito, en su generalidad com-
pleta, de lo que ahora llamamos “Teorema Fundamental del Calculo” pertenece a Newton y
Leibniz (1646-1716) (Kleiner, 2001).

1.1.3. Newton y Leibniz: el descubrimiento del Calculo

Segun Whiteside (1960) es bien conocido que Newton y Leibniz son considerados como los
creadores del Célculo. Sin embargo, este autor plantea que ello es una excesiva simplifica-
cion de los hechos, pues el Célculo es el producto de una larga evolucion de ideas en la cual,

ciertamente, estos dos personajes desempefiaron un papel decisivo.

Newton y Leibniz, en realidad consideraron las ideas y los métodos ya existentes para el
calculo de tangentes, extremos y areas, incorporandolos dentro de dos conceptos mas gene-
rales, conceptos que actualmente conocemos como la derivada y la integral. Asimismo, es-
tablecieron una notacidn que haria mas sencillo, o casi automatico, el uso de estos conceptos

generales (Grabiner, 1983).

De la misma forma que Fermat y Barrow, Newton comienza con la consideracion de ele-
mentos infinitesimales, pero rapidamente se encamina hacia una concepcion geométrico-
mecanica. Basandose en la idea intuitiva del movimiento continuo, introdujo los conceptos
de fluente, como cantidad que varia respecto al tiempo, denotando a estos fluentes con las

ultimas letras del alfabeto (v, x, y y z), y de fluxion como razén de cambio instantanea
respecto al tiempo, denotando a estas fluxiones con las letras coronadas v, x, y y z (Collette,
1993). Asimismo, Newton denomina “momento del fluente” a la cantidad infinitamente pe-

quefia en la que varia cualquier fluente x, la cual denot6 por xo. Segun Collette (1993)

Newton describe su método de la siguiente forma:

Ya que los momentos como x0 Y yo, son las anexiones o aumentos infinitamente pequefios de las

cantidades fluentes X e Yy durante los intervalos de tiempo infinitamente pequefios, se sigue que
estas cantidades X e Y, después de un intervalo de tiempo infinitamente pequefio, se convierten

en x + xo0 e y + yo. De ese modo, se puede sustituir en la misma ecuacion x + xo e y + yo en
lugarde X e Y. (p.110)
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Segln Bos (1984) para clarificar estos aspectos, en 1671 Newton presenta un ejemplo ba-
sandose en la ecuacion x° —ax® —axy —y° =0 él sustituye por los incrementos respectivos y

obtiene que:

(x+%0)® —a(x+ %0)* +a(x+xo)(y + yo)—(y+y0)’ =0
Desarrollando los binomios y realizando las cancelaciones correspondientes, dividendo por

o y finalmente despreciando los términos en los que estéa presente el factor o, llega a la ex-

presion 3xx* —2axx +axy + axy —3yy”> =0, de donde obtiene el cociente de fluxiones:

y 3x*-2ax+ay
X 3y’ —ax
Esta expresion en nuestros dias corresponde al cociente de las derivadas parciales de la fun-

cién de dos variables f(x,y)=x>—ax®+axy—Yy>. Lo que implica el céalculo de la derivada

tanto para el fluente x como para el fluente y.

Con base en estas definiciones de fluente y fluxion, el interés principal de Newton se enfoco
en estudiar las relaciones entre ellos, es decir, el calculo de las fluxiones a partir de los fluen-
tes que correspondia al Célculo Diferencial, la obtencion de los fluentes a partir de las flu-
xiones que correspondia al Célculo Integral y la resolucion de las ecuaciones diferenciales,
o0 ecuaciones fluxionales en su terminologia. De esta forma, Newton fue el primero en usar
sistematicamente los resultados de la diferenciacion para obtener antiderivadas, evaluar in-
tegrales y resolver ecuaciones diferenciales (Kleiner, 2001). Esto se debe a que Newton se
habia percatado de las relaciones entre los conceptos de fluentes y fluxiones. Ademas, desa-
rroll6 un proceso en el que se podia ver la conexion entre la cuadratura de una curva y su
ordenada (Edwards, 1979).

Por otra parte, al abordar los problemas sobre valores extremos, Newton lleg6 a la conclusion
de que la derivada (fluxion) es nula en dicho punto. Aqui se dio cuenta de que no siempre la
variable va a ser el tiempo, cosa que comenta “el tiempo se puede sustituir por otra variable
(fluente) que fluya con continuidad”. Asimismo, Newton ademaés de desarrollar métodos de
derivacion e integracion, en particular, la regla de la cadena y el método de sustitucion, tam-
bién trabajé sobre la propiedad de linealidad y construyo tablas de derivadas e integrales. Es
importante sefialar que todos los métodos y resultados establecidos por Newton son solo para

funciones continuas, pues para €l todas las funciones eran continuas, ya que correspondian
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a trayectorias de movimientos continuos, que era el concepto que en su tiempo se tenia de

continuidad (Mufioz-Legana y Roméan-Roy, 1999).

A diferencia de Newton, el Célculo de Leibniz tiene un caracter mas simbolico y analitico,
siendo las diferencias infinitesimales y la suma de elementos infinitamente pequefios, las
bases de su Célculo Diferencial e Integral respectivamente (Gonzélez, 1992). Como sefiala
Collette (1993), la finalidad de Leibniz era elaborar un método eficaz mediante el cual, sin
recurrir a diagramas, se pudiera establecer ciertas propiedades de las curvas por medio del

célculo de las diferencias.

Segun Kleiner (2001), Leibniz consideraba que una curva correspondia a un poligono con
infinitos lados, cada uno de longitud infinitesimal. Por tanto, para él cada curva estaba defi-
nida por una secuencia infinita (discreta) de abscisas X, X,, X;,..., Y una secuencia infinita
de ordenadas Y,, Y,, Ys...., donde (X;,Y;) son las coordenadas de los puntos que la con-
formaban. A la diferencia entre dos valores sucesivos de X, la denomind diferencial de x y
la denot6 por dX; analogamente definio el diferencial de y como dy . Para Leibniz el dife-

rencial dX es una cantidad fija no nula, pero infinitamente pequefia en comparacién con X,

es decir, que es un infinitesimal y lo mismo para dy .

Con base en los diferenciales dX y dy, Leibniz indica que cualquier curva esta constituida
por los lados ds del poligono, en donde ds también es un infinitesimal que corresponde a la
hipotenusa del famoso y caracteristico tridngulo diferencial de Leibniz con lados infinitesi-
males dX, dy y ds, los cuales satisfacen la relacion (ds)” = (dx)* + (dy)* (ver Figura 4). El
lado ds de la curva (poligono) se toma como coincidente en el caso de la recta tangente a la
curva (en el punto x). En este sentido, segun Kitcher (1983) Leibniz puntualiza que:

y=/)

d
5 el

dx

Figura 4. Tridngulo diferencial de Leibniz
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Sélo tenemos que tener en cuenta que encontrar una tangente significa trazar una linea que conecta
dos puntos de la curva a una distancia infinitamente pequefia, o el lado continuo de un poligono
con un namero infinito de &ngulos, lo que para nosotros toma el lugar de la curva. Esta distancia
infinitamente pequefia siempre puede expresarse por un diferencial conocida como S . (p. 234-
235)

A partir de aqui la pendiente de la tangente a la curva en el punto (x,y), es entonces g—y al
X

cual que Leibniz denominé cociente diferencial (Kleiner, 2001).
Leibniz trat6 durante algin tiempo encontrar las reglas correctas para diferenciales de pro-
ductos y cocientes. Cuando las encontro, las “demostraciones” eran faciles. Por ejemplo para

el diferencial del producto establece que:

d(xy) =(X+dx)(y+dy)—xy =xy+X-dy+Yy-dx+dx-dy —xy = x-dy+y-dx
En este desarrollo Leibniz omite el producto dx-dy, pues hace notar que es “infinitamente
pequefio en comparacion con el resto” (Edwards, 1979, p.225). De esta forma, Leibniz con-
sigue encontrar un lenguaje universal mediante el cual, por medio de sencillas manipulacio-
nes, se obtienen férmulas que resultan ser las verdaderas. Este es quizas, su mayor contribu-
cion al Célculo, pues su lenguaje aun es utilizado (Mufioz-Legana y Roman-Roy, 1999). En

este mismo sentido Edwards expresa lo siguiente:

El Caélculo Infinitesimal de Leibniz es el ejemplo supremo en toda la ciencia y las matematicas,
de un sistema de notacion y terminologia tan perfectamente acoplado con su sujeto en cuanto que

reflejan fielmente las operaciones basicas l6gicas y los procesos de aquel sujeto. (p. 232)

Segun Gordillo y Pino-Fan (2016) Leibniz abord6 situaciones problematicas sobre valores
extremos, tangentes y puntos de inflexion. Clara muestra de ello se observa en su obra titu-
lada “Nova methodus pro maximis et minimis, intemque tangetibus, qua nec irrationales
quantitates moratur”, en la cual se observa por primera vez el uso de la expresion “Calculo
Diferencial ” y proporciona las formulas de derivacion para: productos, cocientes, potencias
y raices, todas ellas acompafadas de aplicaciones geomeétricas tales como la basqueda de

tangentes, maximos y minimos, y de los puntos de inflexion.

Tanto Newton como Leibniz lograron un avance sustantivo en el de generalizacion vy siste-
matizacion, obteniendo métodos muy potentes para solucionar gran parte de los problemas
planteados por sus antecesores. A pesar de ello, sus trabajos fueron fuertemente criticados

por falta de rigor. Tanto Newton como Leibniz eran conscientes de los problemas de rigor

12
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en sus trabajos e intentaron dar una fundamentacion rigurosa de sus métodos, pero recono-
cieron que la fuerza de sus trabajos en Calculo no era su capacidad de dar respaldo l6gico a
sus procedimientos y algoritmos (Kleiner, 2001). En este sentido, Newton afirmé que su
método de fluxiones estaba “brevemente explicado y escasamente demostrado” (Edwards,
1972, p.201). Por su parte, Leibniz sostuvo con respecto a la fundamentacion de sus diferen-
ciales que “basta con hacer uso de ellas como una herramienta que tiene ventajas para el
Célculo, del mismo modo que los algebristas conservan raices imaginarias con gran benefi-
cio” (Edwards, 1972, p.265). En relacion con ello Kitcher (1981) hace una interesante ob-

servacion:

Hemos encontrado una situacién en la cual una demanda por el rigor emerge de manera legitima.
[...] muestra que cierto tipo de razonamiento nos lleva a conclusiones verdaderas, sin embargo,
cuando intentamos encontrar un argumento riguroso que nos muestre por qué el razonamiento
nos lleva a conclusiones verdaderas, fallamos. [...] Newton y Leibniz desarrollaron una técnica
para la solucion de problemas. La técnica fue racionalmente aceptada porgue los resultados que
generaba eran bien confirmados, y porque prometia sistematizacion de los resultados. Pero una
demanda de rigor era razonable debido a las dificultades de comprensién del por qué la técnica

era exitosa. (p. 479)

1.1.4. La conceptualizacion y el rigor: hacia la definicion del concepto de
derivada

Hacia comienzo del siglo XIX, notables matematicos tales como: Taylor (1685-1731), Euler
(1707-1783), Maclaurin (1698-1746), D’Alenbert (1717-1783), Lagrange (1736-1813) y
otros, habian considerado los trabajos de Newton y Leibniz con la idea de darle una estruc-
tura logica, ademas, de una fundamentacion rigurosa a los métodos/procedimientos de
Calculo gue habian establecido. Claramente existieron avances en ese sentido, sin embargo,
fue Cauchy (1789-1857), profesor de la Ecole Polytechnique de Paris, quien en su famoso
“Cours d’analyse” (1821) construye la conceptualizacion del concepto de derivada a partir
de la nocidn de limite. Cauchy define un infinitésimo como una variable cuyo limite tiende
a cero y, de este modo, evita todas las confusiones y controversias que resultan de conside-
rarlos infinitésimos como cantidades constantes menores que cualquier numero positivo

(Alexandrov, Kolmogorov y Laurentiev, 1973).

Segun Bombal (2010) sobre la nocion de limite e infinitésimo, Cauchy desarrolla los conte-
nidos basicos de la Teoria de Funciones. Considera como pilar del desarrollo del Célculo

Diferencial la nocion de derivada, definiéndola como limite del cociente de incrementos, y

13
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a partir de ella construye de forma rigurosa todo el Calculo. Asimismo, Cauchy se plantea
la necesidad de demostrar la existencia de la integral definida, entendida como area del re-
cinto acotado por ordenadas de la funcion a integrar, y lo consigue al menos para funciones
continuas. De esta forma, una vez establecidos, de manera independiente, la integral y la
derivada, Cauchy se propuso conectar ambos conceptos consiguiéndolo mediante el estable-
cimiento y demostracion analitica, de lo que hoy conocemos como el famoso “Teorema Fun-

damental del Calculo” para funciones continuas (Grabiner, 1983).

Todo este proceso de fundamentacion tedrica del Calculo Diferencial culmina con el trabajo

de Weierstrass (1815-1897) y su escuela, que establecen la definicion de limite en los térmi-

nos £—0 tan habitual en los textos actuales y que permite construir todo el Calculo, no solo
el Diferencial sino también el Integral, en términos de las propiedades del sistema de niume-
ros reales, sin ninguna mencién a los infinitésimos, o cantidades infinitamente pequefias
(Bombal, 2010).

Finalmente, y tal como plantea Grabiner (1983) es importante hacer notar que:

Si consultamos los libros de Calculo actuales, por lo general observamos un orden usual de expo-
sicion respecto del concepto de derivada. Primero, se comienza con una definicion, entonces se

exploran algunos resultados y finalmente se sugieren algunas aplicaciones. (p.206)

Ademas, esto no solo es observable en los libros de texto, sino que también es el orden que
generalmente se sigue en los procesos de ensefianza o instruccionales. Lo cual es inverso a

la génesis histdrica del concepto de derivada.

1.2. La comprension de la derivada de una funcion como objeto
de investigacion

La importancia del concepto de derivada y las dificultades presentes en su comprension han
motivado el desarrollo de numerosas investigaciones que abordan distintas aristas de esta
problematica desde diversos enfoques tedricos (Orton, 1983; Tall, 1989; Sfarf, 1992; Ferrini-
Mundy y Graham, 1994; Asiala et al., 1997; Aspinwall, Shaw y Presmeg, 1997; Clark et al.,
1997; Porzio, 1997; Font, 1999; Zandieh, 2000; Baker et al., 2000; Berry y Nyman, 2003;
Sanchez-Matamoros, 2004; Hahkioniemi, 2006; Habre y Abboud, 2006; Sanchez-Matamo-
ros et al., 2006, 2008; Cooley et al., 2007; Garcia, Llinares y Sanchez-Matamoros, 2011;
Badillo, Azcarate y Font, 2011, Font, Trigueros, Badillo y Rubio, 2016, entre otros). Estos
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y otros estudios, segin Sdnchez-Matamoros et al. (2008) aportan informacion sobre diferen-
tes aspectos relacionados con la comprension del concepto de derivada. A juicio de estos
autores las investigaciones realizadas se enmarcan en, a lo menos, una de las siguientes li-

neas:

e Errores y dificultades en la comprension del concepto de derivada.

e Relacion entre razén de cambio y cociente incremental.

e Los modos de representacion como herramientas para pensar sobre las derivadas.

e Larelacion entre la derivada en un punto y la funcién derivada.

e El desarrollo del esquema de derivada.

e Laaplicacion del concepto (por ejemplo, el desarrollo de la comprension de la regla

de la cadena).

Ademas, se considera que los estudios realizados con posterioridad al afio 2008, también

pertenecen a por lo menos una de dichas categorias.

En las siguientes subsecciones se realiza una breve revision algunos de los estudios realiza-
dos sobre el concepto de derivada, desde diversas perspectivas, enfocandonos en: las difi-
cultades asociadas a la ensefianza y aprendizaje de la derivada, el uso de los modos de re-
presentacion y el desarrollo de un esquema. Finalmente, en la Gltima seccidn se presentan y
describen de forma sintética algunos trabajos que utilizan el marco de la teoria APOE vy el

Analisis Estadistico Implicativo.

1.2.1. Las dificultades asociadas a la ensefianza y aprendizaje del concepto
de derivada

Varios estudios indican que en general la construccion de la comprension de los conceptos
del Calculo por parte de los estudiantes de diferentes niveles postsecundarios y universita-
rios, en distintos paises, se limita a la aplicacion rutinaria de las reglas algebraicas en situa-
ciones contextos artificiales, o bien, puramente simbdlicos (Orton, 1983; Tall, 1992, 1996;
Artigue, 1995; White y Mitchelmore, 1996; Berry y Nyman, 2003; Habre y Abboud, 2006;
entre otros). En sentido, Tall (1992) menciona que esta practica causa un conjunto de difi-
cultades generales que se observan en la comprension de los conceptos de Calculo, tales

como:

e Dificultades con la conceptualizacion de limite y los procesos infinitos.

e Dificultades con la notacion de Leibniz.
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e Débil comprension sobre funciones.

e Dificultades en la traduccion de un problema del mundo real al Célculo formal.
e Dificultades en la seleccion y uso de representaciones.

e Dificultades en la manipulacion algebraica, o la falta de ella.

e Preferencia por los métodos algoritmicos en lugar de la comprension conceptual.

Un ejemplo de estas dificultades se muestra en la investigacion desarrollada por Orton
(1983). Este autor plantea que aungue los estudiantes resuelven con éxito los problemas ru-
tinarios sobre derivadas e integrales, tienen serias dificultades en la comprension conceptual
de estas nociones. Asimismo, Selden, Selden, Hauk, y Mason (1999) mencionan que gene-
ralmente en un curso de Célculo tradicional, muchos buenos estudiantes no logran alcanzar
un nivel satisfactorio de comprension conceptual y, ademas, tienen una capacidad limitada
para resolver problemas no rutinarios. Asimismo, Bingolbali y Monaghan (2008) indican
que gran parte de estas dificultades son causadas por los métodos de ensefianza tradicionales.
Mientras que otros autores sefialan que dichas dificultades son causadas por los conceptos
subyacentes al de derivada, entre ellos el concepto de limite (Cottrill et al., 1996; Zandieh,
2000).

Especificamente, la investigacion descriptiva de Orton (1983) se enfoco analizar la com-
prension de la derivada de 110 estudiantes ingleses, de los cuales 60 eran estudiantes de una
escuela secundaria y 50 profesores de matematicas en formacién. Para la recoleccién de
datos se realizaron dos entrevistas: en la primera los estudiantes contestaban preguntas rela-
cionadas con limites, areas e integracion, y la segunda entrevista, que constaba de 21 items
de preguntas, se relacionaba con tareas referidas a razén de cambio, diferenciacion y sus

aplicaciones.

Cuando se les solicito a los estudiantes que calcularan la tasa de cambio (tasa de variacion
media) de una funcién lineal en un punto, entre muchas otras respuestas irrelevantes, una
quinta parte de ellos respondié que correspondia al valor de la funcién en dicho punto. Asi-
mismo, en los items relacionados con la tasa de cambio de una funcion cuadratica en un

punto, la mayor parte de los estudiantes no la contestaba, o bien, lo hacia incorrectamente.

Los resultados de Orton (1983) muestran que casi todos los estudiantes tuvieron éxito en
derivar con precision las funciones polindmicas, las cuales involucran procedimientos habi-

tuales de diferenciacion. Sin embargo, los estudiantes mostraban problemas en la estimacion
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de la pendiente de la recta tangente en un punto (derivada) de una funcion representada gréa-
ficamente y en el calculo e interpretacion de razones o tazas de cambio. Segun Orton, estas
dificultades se originan en la conceptualizacion de los procesos de limite que sustentan al

concepto de derivada.

Orton (1983) finaliza su estudio sugiriendo un enfoque informal, el cual implica iniciar con
exploraciones numéricas y graficas mediante el uso de datos de la vida real que ayuden a los
estudiantes a comenzar a desarrollar una comprension de la tasa de cambio. Este estudio fue
pionero poniendo de relieve las dificultades de los estudiantes y escasa comprension de la

derivada, entre otros aspectos.

Por otra parte, Ferrini-Mundy y Graham (1994) analizaron como los estudiantes esbozan la
derivada de una funcién cuando se proporciona la grafica de esta. EI proposito de su estudio
fue describir la comprension que los estudiantes de Calculo tenian sobre funcion, limite,
continuidad, derivada e integral, explorando la interrelacion de la comprension construida
sobre estos conceptos. La investigacion se llevé a cabo mediante un estudio de 6 casos, 2
con notas por debajo de la media, 2 con notas en la media, y 2 con notas por encima de la
media, sin embargo, 2 de los 6 estudiantes no acabaron el curso. Cada estudiante fue entre-
vistado en cuatro oportunidades a lo largo del curso. Las entrevistas fueron grabadas y en
cada una de ellas involucraba los conceptos en estudio. En los items seleccionados para las
entrevistas algunas de las tareas estaban en modo de representacion grafico y otras en anali-
tico o simbolico. En cada una de los items de la entrevista se incluian tareas que podian ser
resueltas de forma rutinaria y eran similares a las planteadas en el libro de texto utilizado en

el curso.
De andlisis de las entrevistas, estos autores concluyeron que:

e Los contextos graficos y algebraicos pueden considerarse por los estudiantes como
modos separados donde se aplican algoritmos sin relacion, para resolver problemas.

e En muchas ocasiones existen conflictos entre los significados matematicos tradicio-
nales que tienen los profesores y libros de textos con los significados personales que
han construido los estudiantes.

e Losestudiantes de Calculo formularon su propia teoria, construyendo sus conexiones
propias. Estos procesos parecen estar fuertemente influidos por la experiencia previa.

e Existen grandes inconsistencias entre representaciones, particularmente en items

procedimentales y de comprension de conceptos.
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e Los estudiantes construyen una concepcion en matematicas como resultado de la ins-

truccion experimentada.

Otra investigacion que mostro dificultades en la comprension del concepto de derivada es la
desarrollada por White y Mitchelmore (1996). Estos autores examinaron la capacidad de los
estudiantes de primer afio de universidad para resolver problemas contextualizados que in-
volucraban razones de cambio y derivadas. Los participantes del estudio fueron 40 estudian-
tes de Célculo divididos en 4 grupos paralelos de aproximadamente 10 estudiantes. Esta
division fue realizada tomando como base desempefio de estos en el curso de Algebra del
semestre anterior, sin embargo, los estudiantes no tenian informacion al respecto, por tanto,
no eran conscientes de estas agrupaciones. Para la recoleccion de datos se utilizaron 4 items,
que a su vez, tenian 4 versiones (A, B, C, D). Estos items trataban sobre tasas de cambio y
optimizacion. Los items 1y 2 requerian que el estudiante encontrara una tasa especifica de
cambio, y los items 3 y 4 implicaban el uso de la derivada para maximizar o minimizar una
cantidad dada. Todas las versiones de estos items trataban sobre los mismos conceptos, in-
cluyendo el uso de la derivada. Sin embargo, su contexto era diferente asi como la informa-

cién simbolica proporcionada.

Los datos fueron recolectados de forma ciclica en 4 ocasiones: antes, durante, inmediata-
mente después, y luego de 6 semanas después terminado del curso de Céalculo. Ademas, se
seleccionaron 4 estudiantes por grupo antes del inicio estudio y se entrevistaron, a todos
ellos, 4 dias después cada uno de los ciclos de recoleccion de datos. El objetivo de estas
entrevistas fue aclarar y ampliar las respuestas escritas de modo que el razonamiento del

estudiante pudiera ser mas facilmente identificado.

White y Mitchelmore (1996) obtuvieron como resultado de que los estudiantes tuvieron mas
éxito en la solucion de las tareas que figuran en el contexto puramente simbdlico y mostraron
avances importantes en ese dominio, pero fueron incapaces de resolver y desarrollar con
éxito los problemas contextualizados descritos por medio de expresiones verbales. Este es-
tudio mostré la débil comprension de los estudiantes sobre la derivada en contextos reales.
Es mas, estos autores indican que los resultados de su estudio se deben al enfoque tradicional
de ensefianza, el cual se basa en lo que ellos denominaron el método ABC “Abstracts con-
cepts and procedures are taught Before Concrete examples and applications”, es decir, los
conceptos y procedimientos abstractos se ensefian antes de los ejemplos y aplicaciones con-

cretas.
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En este mismo sentido, sobre los métodos de ensefianza, Kendal y Stacey (2001) investiga-
ron como dos profesores (profesor A y profesor B) ensefiaron diferenciacion usando un Sis-
tema de Algebra Computacional (CAS sigla en inglés), lo que implicaba que las representa-
ciones numéricas, graficas y simbolicas de la derivada estaban siempre disponibles durante
sus clases del grado 11 (16-17 afios). Los dos profesores planearon las clases juntos, sin
embargo, hicieron diferentes elecciones pedagdgicas en cuanto a qué aspectos de la diferen-
ciacion serian enfatizados. El profesor A privilegio el uso de reglas y la representacion sim-
bolica, mientras que el profesor B privilegio la comprension conceptual y la construccion de
significado por parte del estudiante. Ademas, el profesor A enfatizd las conexiones entre las
representaciones graficas y numeéricas, mientras que el profesor B privilegio las conexiones
gréficas y simbolicas. Kendal y Stacey (2001) vinculan sus resultados en los items de dife-
renciacion a las diferencias enfatizadas en el proceso de instruccional ejecutado por cada

profesor.

En particular, Kendal y Stacey (2001) observaron que los estudiantes del profesor A, que
privilegiaron las reglas, tuvieron buenos resultados en los items relacionados con la formu-
lacion del problema en términos de diferenciacién en un punto mientras que los estudiantes
del profesor B, que privilegiaban la comprension conceptual, eran buenos en los items rela-
cionados con la interpretacion de la derivada. Los resultados mostraron que el desempefio
de los estudiantes fue influenciado por los aspectos de la derivada que habian privilegiado

sus profesores.

Por otra parte, en la ensefianza de las matematicas existe la creencia de que la habilidad para
visualizar es beneficiosa y favorece la comprension de los conceptos. Sin embargo, Aspin-
wall et al. (1997) desarrollaron una investigacion sobre las conexiones graficas entre una
funcién y su derivada, reportando el caso de un estudiante (Tim) cuya habilidad para pensar
y visualizar un problema estaba obstaculizada por una imagen mental erronea, que entraba

en conflicto con su conocimiento analitico.

Para la recoleccion de datos estos investigadores disefiaron 20 tareas, en su mayoria no ruti-
narias, las primeras 4 se elaboraron antes del estudio y las restantes se disefiaron basandose
en el analisis de entrevistas de tareas previas. Para el analisis de sus datos consideraron el
marco de habilidades matematicas propuesto por Krutetskii (1976) que distingue entre tres
tipos de habilidades matematicas que él describe como analitica, geométrica y armonica. Las

de tipo analitica tienen un lado linguistico-ldgico muy fuerte, pero por otro lado, una débil
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imagen visual y capacidad espacial. En las de tipo geométricas, las condiciones son contra-
rias a las analiticas, mientras que las armonicas son fuertes en todas las areas, pero existen
preferencias. Por ejemplo, un estudiante con habilidades analiticas no puede utilizar iméage-
nes visuales en la resolucion de problemas, ni siente que sea necesario, sin embargo, un
estudiante con habilidades geométricas es todo lo contrario, mientras que para un estudiante
con habilidades armonicas existe un equilibrio entre los dos tipos de habilidades y las com-

bina, pero prefiere una por sobre las otras.

Aplicando el marco de Krutetskii, Aspinwall et al. (1997) establecieron que Tim era un ex-
perto en la aplicacién de reglas y procedimientos para determinar derivadas en diversas si-
tuaciones, pero su habilidad para pensar sobre un problema fue obstaculizada por una imagen
incorrecta. En particular, este estudiante construy6 una imagen de una funcion polinémica
de segundo grado como si tuviera asintotas verticales, ademas, afirmé que el dominio eran
todos los nimeros reales. Esta imagen erronea le hizo esbozar una gréafica de la derivada con
forma de funcion cubica. Este eshozo entraba en conflicto con su conocimiento analitico de
que la derivada de una funcién cuadratica es una recta. A pesar de ello, no fue capaz de
controlar sus imagenes mentales, las cuales continuaron interfiriendo obstaculizando su
comprension del problemayy, en particular, de la derivada. De esta forma, estos autores mues-
tran como en algunas ocasiones las imagenes mentales incontroladas crean barreras para
construir significados sobre los conceptos, lo cual va en contra de la postura que solo ve
ventajas en el proceso de comprension con imagenes mentales, sin embargo, no sugieren que
se abandone la utilizacion de imagenes mentales, pero indican que los que los profesores

deben estar conscientes de estas posibles dificultades.

Otra investigacion que encontr6 dificultades asociadas a la comprension del concepto de
derivada fue la desarrollada por Asiala et al. (1997) bajo el marco de la teoria APOE. Estos
autores estudiaron la comprensién de la relacion entre la grafica de una funcién y la gréfica
de su derivada. Para el andlisis de sus datos construyeron una descomposicion genética que

se basaba en las siguientes ideas:

e Conocer y comprender la representacion grafica de puntos de una curva en los ejes
de coordenadas.

e Conocer y comprender el concepto de pendiente de una linea.

e Conocer y tener una buena comprensién del concepto de funcion, una imagen bien

desarrollada del concepto de funcion.
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e Para construir un esquema para la derivada, se deben recorrer dos caminos que estan

coordinados, el grafico y el analitico.

Los participantes del estudio fueron 41 estudiantes universitarios, que habian cursado pre-
viamente dos semestres de Calculo. De estos estudiantes, 17 habian completado un semestre
en un curso C*L (C*L corresponde a un curso experimental de Célculo) y 24 habian comple-
tado dos semestres de Céalculo en un curso tradicional. Durante el curso experimental, los
estudiantes construyeron sus ideas matematicas con el ordenador mediante un lenguaje de
programacion, investigaron los conceptos matematicos con un Sistema informatico de Al-
gebra Simbdlica (CAS) y trabajaron en grupos de aprendizaje cooperativo en la resolucion
de problemas y en la discusion. El instrumento de recoleccion de datos correspondio a una
entrevista conformada por 4 tareas relativas a la comprension grafica de una funcion y otras
4 referentes a la comprension grafica de su derivada. Cada investigador realizé un andlisis
preliminar de un conjunto aproximado de 10 a 11 entrevistas del total (41 trascripciones).

Estos primeros analisis tenian como objetivo responder a las siguientes preguntas:

e ;Como comprende el estudiante la derivada de una funcion en un punto gréfica-
mente?

e ;Esta esto conectado con la comprension grafica del estudiante del valor de una fun-
cién en un punto?

e ;Estarelacionada la comprension del estudiante con el hecho de que haya seguido el

curso C*L o un curso tradicional de Célculo?

Los datos se analizaron en términos de las construcciones mentales propuestas por la teoria
APOE tomando como base su descomposicion genética preliminar. Sobre la base de estos
analisis, se refind la descomposicion genética. Ambas descomposiciones genéticas, prelimi-
nar y refinada, incluyen rutas graficas y analiticas para el desarrollo del concepto de deri-
vada. La ruta gréafica se baso en el calculo de las pendientes de las rectas secantes cuando los
dos puntos de la gréafica acercan mas, y mas, hasta producir la pendiente de la tangente, como
resultado del proceso de limite, mientras que camino analitico consistio en el calculo de la
tasa de variacion media a lo largo de un intervalo cada vez mas, y mas pequefio, y a partir
ello la tasa de variacion instantanea, también como resultado del proceso de limite. Una vez
acabado el andlisis preliminar, cada uno de los investigadores analizé las 41 trascripciones

de las tareas 6 y 7 de las entrevistas, teniendo en mente las preguntas que guiaron el primer
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andlisis. En la tarea 6, se pedia calcular f(5) y f'(5), para ello se proporcionaba informa-

cién grafica de una funcidn y una recta tangente a ella, de la que se daban la coordenada

(5,4) de tangencia y el punto el corte con el eje y . Por su parte, en la tarea 7 se pedia esbozar

la gréfica de una funcion, para ello se proporcionaba informacion analitica sobre la funcién

y su derivada.

El anélisis de los datos se enfocd en observar la coordinacion del concepto de funcion y la
necesidad de una expresion analitica en algunos estudiantes. En particular, Asiala et al.
(1997) observaron que gran parte de los estudiantes, cuando se les proporcionaba informa-
cién grafica de la funcion o su derivada, no eran capaces de determinar la derivada en puntos
especificos y se centraban en la obtencion de expresiones algebraicas de las funciones para
luego derivar. También, mencionan que la descomposicién genética inicial, que describia
una construccion paralela de la derivada en su definicion analitica y su interpretacion gréfica,
debia refinarse, en sentido de incluir caminos que permitieran establecer conexiones en las
representaciones analiticas y graficas. Ademas, sefialan que dichas dificultades de los estu-

diantes son causadas por la carencia de una concepcion proceso de funcion.

Para finalizar su estudio, Asiala et al. (1997) mencionan que los estudiantes que partici-
paron del curso experimental tuvieron una mas tasa de éxito en el desarrollo de la com-
prensién grafica de la derivada que los estudiantes que habian seguido los cursos tradi-

cionales.

Por ultimo, otra investigacion que aborda la comprension del concepto de derivada es la
desarrollada por Zandieh (2000). Esta investigadora considera los elementos de la teoria de
Sfard (1992) para desarrollar un marco tedrico que permita estudiar la comprension de los
estudiantes sobre el concepto de derivada. Segun esta investigadora no es suficiente con
preguntarse si un estudiante comprende el concepto o0 no, sino ¢;qué aspectos del concepto
conoce el estudiante y qué relaciones establece entre estos aspectos? EI marco desarrollado
por Zandieh considera que el concepto de derivada tiene dos componentes principales: las
multiples representaciones o contextos y las capas de pares proceso-objeto, en donde precisa

gue el concepto de derivada puede ser representado:

e Graficamente, como la pendiente de la recta tangente a una curva en un punto.
e Verbalmente, como la tasa instantanea de cambio o razon de cambio.

e Fisicamente, como la velocidad o rapidez.
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e Simbélicamente como el limite del cociente diferencial.

Segun Sfard (1992) los conceptos matematicos, en su comprension, transitan desde una con-
cepcion operacional (proceso) hasta una concepcion estructural estatica, en la cual los pro-
cesos son operaciones sobre objetos construidos previamente, cada proceso es reificado en
un objeto en el que actuaran otros procesos, formandose una cadena que Zandieh llama pares
proceso-objeto. Por ejemplo, las funciones pueden ser vistas como un proceso que toma un
elemento del dominio y al aplicar una trasformacion devuelve un elemento del rango, pero
también, una funcion puede ser vista estaticamente como un conjunto de pares ordenados.
Asimismo, para un estudiante el proceso en el contexto grafico podrian ser rectas secantes
convirtiéndose en la tangente y el objeto seria la pendiente de la recta tangente a la funcion
en un punto. En particular, para el concepto de derivada esta autora indica que si considera-
mos la definicion formal de la derivada (limite de cociente incremental) se observa que la

derivada de f,es f', que corresponde a una funcion cuyo valor en un punto esta definido

como el limite de una razon o cociente. Por tanto, esta cadena de procesos (funcién, limite,

razén) determinan las capas de pares proceso-objeto para este caso.

Para ejemplificar la utilizacion de su marco, Zandieh (2000) desarrollo un estudio con 9
casos de estudiantes de Calculo. La investigacion se efectud durante 9 meses y se tomaron
notas de campo de 75 lecciones, ademas, de 5 entrevistas con cada estudiante. Del analisis
de estos datos esta investigadora encontré que los estudiantes a menudo podian describir el
limite como un pseudo-objeto, pero considerar el proceso de limite era mas complejo. Ade-
mas, indica que un estudiante no ha construido una comprension completa sobre el concepto
derivada, si no es capaz de reconocer y construir cada uno de los tres proceso-objeto (razon,
limite y funcién) involucrados en la comprension del concepto de derivada en algin contexto

relevante.
1.2.2. El uso de los modos de representacion

Goldin y Kaput (1996) categorizan las representaciones en internas y externas. Para estos
autores las representaciones internas son configuraciones mentales de los individuos y las
representaciones externas son visibles para otros seres humanos, tales como: palabras, sim-
bolos e imagenes. Por su parte, Haihkioniemi (2006) considera que las representaciones son

herramientas para pensar e indica que la distincion entre representaciones internas y externas
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es irrelevante, pues son inseparables y ambas son muy importantes en comprensién de un

concepto matematico.

En particular, en la investigacion en didactica de la matematica las representaciones o0 modos
(sistemas) de representacion tienen un papel relevante en el estudio de la comprension de los
conceptos. En este sentido, algunos autores plantean que la comprension de un concepto
matematico mejora cuando los estudiantes son capaces de usar multiples representaciones y
realizan conexiones o coordinaciones entre estas, pues cada representacion tiene asociadas
unas caracteristicas propias del concepto, pero no todas (Kilpatrick, Swafford y Findell,
2001; Duval, 2006).

Por ejemplo, Porzio (1997) en su estudio compara tres grupos de estudiantes universitarios,
en donde cada uno de los grupos tenia un énfasis distinto en cuanto al uso de las representa-

ciones en un curso de Calculo Diferencial:

e EIl primer grupo siguié un curso cuyo trabajo se enfocd principalmente en la repre-
sentacion analitica.

e EIl segundo grupo enfatizé las representaciones gréaficas, por medio del uso las op-
ciones de una calculadora con capacidad grafica.

e El tercer grupo trabajo con las representaciones analiticas y graficas, utilizando un

Sistema de Algebra Computacional (CAS).

A partir, de su estudio y la comparacién del primer grupo (control) con los otros dos, Porzio
concluye que el conocimiento conceptual fue mucho mayor en el grupo que utilizé el CAS,
lo cual favoreci6 las conexiones entre representaciones analiticas, graficas y numéricas. Por
su parte, el grupo que utilizo la calculadora gréfica fue particularmente bueno en el uso de
representaciones gréaficas, pero los estudiantes tuvieron serias dificultades para establecer

conexiones entre representaciones graficas y analiticas.

Otro trabajo que aborda la importancia de las representaciones, en particular la gréfica, es el
desarrollo por Habre y Abboud (2006). Estos autores indagan la comprension de los estu-
diantes sobre la funcion y su derivada en un curso experimental de Calculo. El estudio se
Ilevo a cabo durante dos semestres consecutivos, el otofio de 2001 y la primavera de 2002.
Cada uno de los investigadores fue profesor durante un semestre, mientras el otro era obser-
vador. Los participantes fueron 89 estudiantes, sin embargo, solo 56 permanecieron en el

curso durante ambos semestres, de los cuales 13 reprobaron.
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La recoleccion de datos se desarrolld por medio del registro de las sesiones de clase, copias
de los examenes y lo mas importante, se llevaron a cabo 2 entrevistas semiestructuradas con
10 de los estudiantes del curso que se ofrecieron a participar en el estudio. Las preguntas de
la primera entrevista trataban sobre el concepto de funcién, no solo desde el modo de repre-
sentacion analitico, sino también desde el grafico y como tabla de valores, ademas, de las
caracteristicas y diferencias entre los distintos tipos de funciones, todo esto con la idea de
progresar en la comprension de la velocidad de cambio y, en consecuencia, de la derivada
de una funcidn. En la segunda entrevista se les pidi6 a los estudiantes que hablaran sobre su
comprension del concepto de derivada tanto desde el punto de vista geométrico como del

analitico.

Los resultados de este estudio mostraron que los estudiantes no tienen la misma comprension
de la derivada en el modo de representacion grafico que en el modo analitico. Asimismo,
indican que los entrevistados mostraron una comprension grafica bastante completa sobre la
derivada, sin embargo, muchos estudiantes (entrevistados y no entrevistados) no lograron
definir geométricamente la derivada. Los autores mencionan gue esto puede ser una conse-
cuencia de las definiciones matematicas utilizadas en el aula, pues estas son tradicionalmente

analiticas, lo cual estaria creando un obstaculo en las mentes de los estudiantes.

En esta misma linea, Berry y Nyman (2003) exploran la forma en que los estudiantes conec-
tan la gréafica de una derivada con la de la funcién original (antiderivada). Estos autores,
parten de la premisa de que una gran parte de los estudiantes que completa un curso de
Calculo manejan un enfoque algoritmico que les permite encontrar la derivada de una fun-
cion por medio de formulas de diferenciacion o a través del Teorema Fundamental del
Calculo. Por tanto, su investigacion intenta medir el grado de conexidn (sensacion) intuitiva
que los estudiantes tienen sobre la posible grafica de una funcion, dada la grafica de su fun-

cioén derivada.

Para desarrollar el estudio estos investigadores adoptaron un enfoque cualitativo-etnogra-
fico. Los participantes del estudio fueron 8 estudiantes matriculados en un curso intensivo
de un mes, los cuales fueron divididos en 2 grupos de 4 integrantes. EIl primer grupo, desig-
nado como equipo A, constaba de 4 estudiantes que acababan de terminar su primer afio de
universidad: 2 de ellos habian completado 2 semestres de un curso de Calculo tradicional
para estudiantes de ciencias e ingenieria, 1 habia completado un semestre y el cuarto habia

completado 1 curso de Pre-Calculo y 1 semestre de Calculo intuitivo. Por su parte, los 4
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integrantes del otro grupo, equipo B, eran estudiantes de licenciatura en matematicas: 2 aca-
baban de terminar su segundo afio de universidad, 1 el tercer afio y 1 estaba tomando el
ultimo curso para terminar su licenciatura. Ambos grupos de estudiantes adoptaron diferen-
tes estilos de trabajo, por tanto, para los propdsitos del estudio solo fueron considerados los

estudiantes del equipo A.

Para su experimento, los autores hicieron uso de calculadoras con capacidad gréfica y de
medicion de movimiento por medio de sensores. Ademas, presentaron a los estudiantes cua-
tro graficos de una funcién derivada (velocidad-tiempo) con el fin de que encontraran alguno
que encajara con las caracteristicas de la funcién original (desplazamiento-tiempo). Para ob-
tener esta funcidn, se les solicitd a los estudiantes que caminaran con la calculadora inten-
tando conectar uno de los cuatro graficos presentados con el grafico de distancia y tiempo
proporcionado por la calculadora. Los estudiantes participantes completaron un par de in-
tentos con los datos relativamente bien, pero encontraron que el proceso grafico era mas

dificil que su correspondiente proceso algebraico.

Los autores encontraron en su estudio, que los estudiantes tienen predominantemente una
vision simbolico-algebraica, lo cual queda de manifiesto en la utilizacion de las férmulas de
diferenciacion como herramientas para la integracion de funciones, sin embargo, afirman
que las conexiones graficas, subyacentes a esta relacion, estan raramente desarrolladas, a
pesar de que en muchas ocasiones la expresion algebraica de la funcion puede no estar dis-
ponible. Segun estos autores, esta seria la causa de que los estudiantes de Céalculo presenten
dificultades para establecer conexiones entre la grafica de la funcién derivada y la de funcién
original. Finalmente, subrayan que la habilidad para hacer conexiones entre las representa-

ciones es un indicador importante de la comprension.

En este mismo sentido, Haciomeroglu, Aspinwall y Presmeg (2010) analizaron con base en
el marco de Krutetskiis (1976) la forma de pensar de los estudiantes cuando asociaban la
gréfica de la derivada con la grafica de la funcién original, pero a diferencia del estudio de
Berry y Nyman (2003), en su investigacion solo la gréfica de la derivada era conocida por

los 3 estudiantes que participaron del estudio.

Para la recogida de datos, se desarrollaron 16 tareas graficas para obtener la comprension de
los procesos mentales de los 3 estudiantes y sus imagenes mentales utilizadas para crear

significado desde la grafica de la derivada. Se llevaron a cabo 13 entrevistas semanales con
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cada estudiante durante el semestre. La duracion de cada entrevista individual fue de apro-
ximadamente 20 minutos y se grabd tanto en audio como en video. Ademas, durante las
entrevistas se entregaron 1 o 2 tareas y se les solicito a los estudiantes que pensaran en voz
alta mientras las estaban resolviendo para poder describir sus respuestas y estrategias, asi

como, para hacer inferencias sobre sus procesos mentales e imagenes.

Utilizando el marco de Krutetskii (1976) los investigadores observaron que los tres estudian-
tes abordaron los problemas de forma distinta. Uno de los estudiantes trabajaba analitica-
mente utilizando la gréafica proporcionada para obtener la expresion algebraica de la funcion
derivada, la que luego integraba y posteriormente construia la gréfica de la funcién. Otro
trabajé geométricamente y no se preocupaba por la expresion algebraica de la funcién deri-
vada, esbozaba el grafico de la funcion directamente, utilizando para ello la informacién
gréfica proporcionada. Por altimo, el tercer estudiante tenia preferencia por el trabajo geo-

métrico, sin embargo, ambas formas de pensar o habilidades fueron combinadas.

Haciomeroglu et al. (2010) concluyen que el pensamiento geométrico desempefia un papel
significativo que no puede ser reemplazado por el pensamiento analitico. Ademas, constaron
que los estudiantes que preferian usar el registro grafico se encontraban con dificultades
cuando las tareas presentadas exigian la utilizacion del registro analitico o algebraico, y vi-
ceversa, por lo que la coordinacion y buena utilizacion de ambos registros se convierte en

primordial para una comprension adecuada y completa de la derivada.

Por su parte, Hahkioniemi (2006) utilizé la teoria de los tres mundos de Tall (2003) para
investigar las concepciones de los estudiantes sobre la derivada. Para ello desarroll6 una
secuencia instruccional que se implemento durante el otofio de 2003 con un grupo de estu-
diantes finlandeses del grado 11 (17 afios) en curso de Calculo Diferencial I. La secuencia
consistio en 5 lecciones, 1 leccion Unica y 2 lecciones dobles, sobre el concepto de derivada.
Se llevé a cabo en un aula ordinaria de 14 estudiantes sin uso de ordenador, sin embargo, la
mayoria de los estudiantes tenian una calculadora con capacidad grafica. En cuanto a la es-
tructura de la secuencia instruccional, se puede indicar que en ella se incluyeron algunas de
las caracteristicas principales de la derivada, tales como: la velocidad como un caso especial
de la derivada, la tasa de cambio media e instantanea, la pendiente de una recta tangente, la
inclinacion del grafico, la relacion entre la grafica de una funcion y su derivada, varios pro-

cesos limites subyacentes y el limite del cociente de diferencias o incremental. El objetivo
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de la instruccion fue que los estudiantes construyeran estos constructos resolviendo proble-
mas abiertos en los que pudieran utilizar y conectar varias representaciones. El estudio se
desarrollo bajo el enfoque de investigacion-accion, por tanto, el investigador fue el profesor
del curso durante las lecciones, las cuales grabadas en video con una camara fija. Antes del
desarrollo de la secuencia los estudiantes habian trabajado los conceptos de funcién, funcién

por partes, funcion de valor absoluto, limite y continuidad.

Entre los resultados del estudio de Hahkiéniemi (2006) se encontré que el mundo “Embo-
died” (corporeizado o encarnado), el cual incluye representacion grafica, proporciond fuertes
herramientas en el proceso de aprendizaje de los estudiantes sobre el concepto de derivada.
Ademas, sefialan que el tratamiento de la derivada como un objeto ofrece a los estudiantes
muchas herramientas poderosas de pensamiento, por ejemplo, los participantes del estudio
usaron términos tales como “empinado” o aumento muy pronunciado de una grafica, incli-
nacion y tangente del gréafico cuando consideraron cualitativamente la derivada y no hicieron
ningun calculo. Esto fue acompafiado por gestos que fueron una contribucion importante al
pensamiento, pues a través de sus propias representaciones, los estudiantes adquirieron una
comprension de conceptos tales como derivada positiva/negativa y puntos maximos/mini-
mos. Asimismo, indica que considerando que en el mundo “Embodied” una representacién
tiene dos componentes algo visible y algo invisible, se establecid que los gestos eran una
parte visible importante de la comprension de los estudiantes. No eran solo representaciones

externas de las ideas de los estudiantes, sino que eran una parte integral de su comprension.

Finalmente, otra investigacion importante relacionada con los modos de representacion es la
desarrollada por Font (1999). Este autor basandose en el importante papel que las diferentes
representaciones ostensivas de los objetos y sus traducciones tienen en la comprension del

concepto de derivada. Plantea que el calculo de f '(x) a partir de f(x), se puede interpretar

como un proceso que involucra tres subprocesos:

1) Traducciones entre distintas formas ostensivas de representar f(x).

2) El paso de una forma de representacion ostensiva de f(x) a una forma de representacion

ostensiva de f '(x)
3) Traducciones entre las distintas formas ostensivas de representar f '(x).

A partir, de esta consideracion Font (1999) construye un disefio instruccional para estudian-

tes de 3.° B.U.P. y 1.° Bachillerato Cientifico Tecnologico, el cual contenia tareas en las que
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el estudiante podia realizar alguno de los subprocesos planteados e involucraban las repre-
sentaciones ostensivas: expresion simbolica, gréfica, tabla y descripcion verbal de la situa-
cion. La secuencia instruccional de Font (1999) fue aplicada en dos grupos: uno de 41 estu-
diantes y un grupo mixto, también de 41 estudiantes, que fue dividido en dos subgrupos de

20 y 21 estudiantes respectivamente.

A partir del andlisis de los datos obtenidos del disefio instruccional, Font (1999) indica que
los estudiantes tiene dificultades con contenidos que forman parte de conocimientos previos
(funcidn, traduccion entre diferentes representaciones de una funcion, variacion de una fun-
cién, pendiente, tasa de variacion media, velocidad, etc.). Igualmente, menciona que la de-

finicion de funcién derivada f '(x) como el limite del cociente incremental y como pen-

diente de la recta tangente presentan una complejidad semidtica considerable, a diferencia
de lo que ocurre con la introduccion de esta por medio de una tabla de valores, la cual resulta
ser mas facil de entender para los estudiantes. Asimismo, Font (1999) menciona que los tres
procedimientos para definir la derivada (limite del cociente incremental, pendiente de la tan-
gente y tabla) utilizan representaciones ostensivas distintas: expresion simbolica, graficas y
tablas, respectivamente. Por tanto, concluye que un disefio instruccional que combine los

tres procedimientos posibilita la comprensién del estudiante del concepto de derivada.
1.2.3. El desarrollo de un esquema

La nocion de esquema y sus niveles de desarrollo provienen de la epistemologia genética de
Piaget, en donde un esquema corresponde a “la estructura o la organizacion de acciones,
tales como se trasfieren o se generalizan con motivo de la repeticion de una accion determi-
nada en circunstancias iguales o analogas” (Piaget y Inherler, 1978, p. 20). Esta estructura
denominada esquema no es estatica, sino al contrario esta en constante cambio y evolucion.
En este sentido, Piaget y Garcia (1983) plantean que un esquema se desarrolla pasando por
tres niveles o fases: Intra, Inter y Trans, denominado triada, que se suceden segin un orden
fijo. Ademas, estos autores indican que dichos niveles se pueden encontrar cuando se analiza

el desarrollo de un esquema de cualquier concepto matematico.

Segun Trigueros (2005) la nocidn de esquema y sus niveles de desarrollo han sido adaptados
a la Didactica de la Matematica por la teoria APOE (para mas detalles sobre la Teoria APOE
ver el Capitulo 2) con el objeto de entregar una explicaciéon mas precisa de la manera en la

que se desarrollan los conceptos matematicos a través de los procesos de ensefianza. En esta

29



1. Planteamiento del Problema Claudio Fuentealba Aquilera

teoria, el esquema de cualquier concepto matematico se define en funcion de sus cuatro es-
tructuras cognitivas bésicas: acciones, procesos, objetos y otros esquemas, las cuales estan
conectadas en una estructura coherente que las interrelaciona de forma consciente o incons-
ciente, y que corresponde al esquema del concepto. De esta forma, ante una misma tarea,
diferentes estudiantes evocan el esquema de un concepto y utilizan diferentes relaciones en-
tre sus estructuras cognitivas, con lo cual es posible observar en sus producciones distintos

niveles de desarrollo de dicho esquema.

Entre los primeros estudios sobre esquemas realizados bajo el marco de la teoria APOE,
encontramos el trabajo de Cottrill et al. (1996) sobre la comprension del esquema de limite,
el cual es un concepto inherente a la nocion de derivada. Estos autores se plantearon dos
objetivos: (1) reinterpretar la literatura referente al concepto de limite y, (2) avanzar en el
desarrollo de una descripcion, o descomposicion genética, de como el concepto de limite
puede ser aprendido. Los participantes del estudio fueron 25 estudiantes universitarios cur-
saban la asignatura de Calculo. La instruccion que recibieron los alumnos se basé principal-
mente en practicas con ordenador, debates y trabajos de clase en pequefios grupos de 3 0 4
alumnos. Posteriormente, se realizaron entrevistas clinicas con el objeto de observar si las
construcciones mentales declaradas en la descomposicién genética preliminar habian sido

logradas.

A partir del analisis de las entrevistas, estos autores sefialan que es posible interiorizar en un
proceso el concepto de limite, si los estudiantes son capaces de evaluar el limite en varios
puntos (mas o menos préximos), antes de dar el valor del limite. Por otro lado, para lograr
una construccion limite a nivel de objeto se requiere, por ejemplo, que el estudiante piense
en el limite de la suma de dos funciones como proceso y coordinarlas, para luego encapsular
ese proceso en el objeto que corresponde al limite de la funcion suma. Ademas, para estos
autores el concepto de limite no es estatico y constituye un esquema muy complejo que no
puede ser reducido a un simple proceso. Asimismo, sefialan que la construccion del esquema
de limite requiere la coordinacion de procesos que impliquen fuertes concepciones asi como
la cuantificacion del limite, en lugar del ¢ y el & de la definicion formal de limite que

resulta muy dificil de alcanzar para la mayoria de los estudiantes.

Un aspecto interesante del trabajo de Cottrill et al. (1996) se relaciona con el analisis del

desarrollo de un esquema, en este caso el de limite, sin el uso de la triada (Intra-Inter-Trans),
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sin embargo, en estudios posteriores sobre el analisis de esquemas de otros conceptos mate-
maticos, si se utiliza la triada para interpretar los datos y describir sus niveles de desarrollo.

Clark et al. (1997) en su estudio sobre la comprension del estudiante de la derivada de fun-
ciones compuestas, cominmente conocida como regla de la cadena, encontraron que sus
datos no podian ser explicados solo en términos de acciones, procesos y objetos, sino que la
triada de Piaget y Garcia (1983) era Util para interpretar y describir los niveles de compren-

sidn que se ponian en evidencia.

Como primer paso, Clark et al. (1997) disefiaron una descomposicion genética preliminar
que describia la forma en que los estudiantes podian llegar a construir: el esquema de fun-
cién, el esquema de composicion de funciones y el esquema de diferenciacion. Asimismo,
describieron como debian coordinarse estos esquemas para desarrollar el esquema de la regla
de la cadena y como podian aplicar dicho esquema situaciones especificas. El estudio se
realiz6 por medio de la aplicacién de entrevistas a un grupo de 41 estudiantes, que al menos
habian completado dos semestres de Célculo en una Variable, de los cuales 17 pertenecian
a un grupo experimental C*L y 24 a un grupo de ensefianza tradicional. Las entrevistas esta-
ban compuestas por 11 tareas sobre: métodos de derivacion de funciones, funcion integral y

regla de la cadena. Las preguntas de guiaron el estudio fueron:

e ;Como comprenden los estudiantes la regla de la cadena?

e ;Cuales son los conceptos matematicos necesarios para la comprensién de la regla
de la cadena?

e ;Como reconocen y aplican los estudiantes la regla de la cadena en diferentes situa-

ciones matematicas?

A partir del analisis de las entrevistas estos autores concluyen que existen conocimientos
muy debiles sobre la regla de la cadena en si misma, y la causa estaria asociada con la escasa,
0 mas bien nula, comprension de la composicion de funciones. Ademas, remarcan que para
el desarrollo del esquema de regla de la cadena, es necesario contar con un esquema de
funcién que incluya, a lo menos, una concepcion proceso de: funcion y composicion/des-
composicion de funciones. En donde, el esquema de funcidn, a su vez, incluya las reglas de
diferenciacion al mismo nivel de concepcién. Finalmente, con base en sus resultados estos
autores refinan su descomposicion genética y describen los niveles de desarrollo del es-

guema de regla de la cadena de la siguiente forma:
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Intra-regla de la cadena: los estudiantes tienen una coleccion de reglas para encontrar
derivadas incluyendo algunos casos especiales e incluso la férmula general, pero no
han establecido relaciones entre ellas.

Inter-regla de la cadena: este nivel esta caracterizado por la habilidad del estudiante
para ver todos los casos diferentes, y reconocer que en algunos de ellos estan rela-
cionados. En este nivel se estan formando una coleccion de elementos que constitu-
yen el esquema de regla de la cadena. A esta coleccion se le denomina pre-esquema.
Trans-regla de la cadena: el estudiante debe construir la estructura subyacente al es-
guema de la regla de la cadena, vinculando la composicién o descomposicion de
funciones a la diferenciacién. Los elementos en el esquema deben pasar de ser des-

cripciones esencialmente por una lista, a su descripcion por una sola regla.

Una investigacion que estd mas estrechamente relacionada con el esquema de derivada, fue

la realizada Baker et al. (2000). Es maés, en esta investigacion, como ejemplo de desarrollo

de un esquema, se describen los niveles de desarrollo del esquema de derivada de la siguiente
forma (Baker et al., 2000, p.559):

Intra-derivada: el estudiante puede interpretar una condicion aislada y relacionarla
con la propiedad gréafica de una funcién. Es caracteristico de este nivel que un estu-
diante utilice solamente la condicion de la primera derivada y a menudo sea cons-
ciente de otras propiedades, pero no puede coordinarlas representando la grafica de
la funcion. Si dos propiedades se solapan, el estudiante describe el comportamiento
de la gréfica usando solamente una de ellas. Si él o ella intentan utilizar mas de una
propiedad, el estudiante no puede completar su descripcién y recurre al uso de una

propiedad solamente.

Inter-derivada: el estudiante empieza a coordinar de forma simultanea dos o mas
condiciones. Sin embargo, esta coordinacion no se aplica a lo largo de todo el sola-

pamiento de condiciones.

Trans-derivada: el estudiante puede coordinar todas las condiciones analiticas de las
propiedades gréaficas de una funcion en un intervalo. En este punto, el estudiante ex-
presa o demuestra su coherencia del esquema. Es decir, el estudiante reconoce que
comportamientos de la funcidn pueden ser incluidos en la representacion gréfica, y

cuales no.
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Sin embargo, estas autoras centraron su foco de atencion en el esquema de célculo gréfico,
desarrollando una investigacion por medio del anélisis de las producciones orales y escritas,
obtenidas de las entrevistas realizadas a 41 estudiantes con instruccion previa en Calculo (a
lo menos dos semestres). La tarea que se les presento a los estudiantes durante la entrevista
(ver Figura 5) corresponde a un problema grafico no rutinario, a pesar de que a simple vista
no lo parece. Se les pidi6 a los estudiantes que esbozaran la gréfica de una funcién, cono-
ciendo algunas propiedades proporcionadas en términos de: la continuidad, la primera deri-

vada, la segunda derivada y algunos limites, en intervalos especificos de su dominio.

Dibuja la grafica de una funcion que satisface las siguientes condiciones:

h es continua

hl0) = 2, h'(-2) = h'(3) = Oy lim h'(x) =00

h'(x}) > 0 cuando -4 < x < -2y cuando -2 < x <0y cuando 0 < x<3

h'(x) < 0 cuando x < -4 y cuando x > 3

h"(x) < 0 cuando x < -4, cuando -4 < x<-2ycuando 0 <x <5

h"(x) > 0 cuando -2 < x < 0y cuando x > 5

Jim 6 =e0 y i ) = -2
¢Es la funcion que encontraste la tnica que cumple con las condiciones dadas
por el problema? éQué sucede con la grafica de esta funcion si quitamos la
condicion de continuidad?

Figura 5. Tarea presentada por Baker et al. (2000) (tomada de Trigueros, 2005, p. 19)
Las preguntas que guiaron el estudio fueron:

e ;Los estudiantes pueden trabajar con la representacion grafica de la funcion sin dis-

poner de la expresion analitica de f ?

e ;Pueden los estudiantes visualizar las caracteristicas graficas de monotonia y conca-

vidad de una funcién sin que les sean mostradas estas?
e ;Para los estudiantes es igual de relevante la primera derivada que la segunda?

e ;Como coordinan los estudiantes las diferentes caracteristicas de una grafica en un

mismo intervalo?

Los datos de las entrevistas fueron analizados en dos grupos: (1) tres de ellas se analizaron
con la descomposicion genética preliminar y sus resultados permitieron refinarla y, (2) las
restantes 38 entrevistas fueron analizadas con base en la de composicion genética refinada.
Los datos de cada entrevista fueron analizados de manera independiente por, al menos, dos

de las investigadoras y contrastados para su verificacion.

Los resultados de los analisis de las 38 entrevistas mostraron que los estudiantes tienen difi-

cultades: para coordinar las propiedades de la primera y segunda derivada en los intervalos,
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para establecer conexiones entre dos graficas concavas, para interpretar el limite infinito de
la funcién derivada en x =0 Yy para establecer relaciones entre derivabilidad y continuidad,
entre otras. A partir de estas observaciones las autoras plantean que el esquema de célculo
gréfico esta conformado por la interaccion de dos esquemas a los que denominaron “es-
guema de propiedad” y “esquema de intervalo”. El “esquema de propiedad” implica enten-
der cémo los estudiantes coordinan las condiciones analiticas de una funcion (primera deri-
vada, segunda derivada, limites de la funcion, relacion derivabilidad-continuidad) y las re-
lacionan con una propiedad grafica de esta. Por otro lado, el “esquema de intervalo” implica
comprender la notacion de los intervalos, la unién de intervalos contiguos y la coordinacion
de intervalos superpuestos. A partir de estas consideraciones, las autoras describen los nive-
les de desarrollo del esquema de célculo grafico utilizando una doble triada, lo cual implica
la existencia de 9 niveles de desarrollo, que se corresponden con los tres niveles de cada uno

de los esquemas que estan interactuando.

Baker et al. (2000) finalizan su estudio sefialando varios aspectos que causaron dificultades
constantemente a los estudiantes como son: el punto cuspide, la tangente vertical (punto de
inflexion), y la supresion de la condicion de continuidad (que correspondia a una de las pre-

guntas de la entrevista).

Tomado esta ultima idea, aprovechamos la instancia para aclarar que en esta investigacion a
los puntos de no derivabilidad los denominamos puntos conflictivos y corresponden a puntos
del dominio de una funcién que poseen; una tangente vertical, un punto ctspide, o bien un
punto anguloso (Giaquinta y Modica, 2012). Aclaramos que la etiqueta ‘conflictivo’ debe
entenderse en el sentido que causa conflicto cognitivo en el estudiante. Este conflicto puede
emerger en la resolucion de tareas que requieren el uso de la relacién entre continuidad y
derivabilidad de la funcion en estos puntos, pues se trata de puntos en los cuales la funcion
es continua, pero no es derivable. Asimismo, resaltamos que a nuestro entender un punto de
inflexion se corresponde con la definicidn establecida en libros de texto clasicos (Tomas y

Finney, 1998; Leithold, 1998) que indican que una funcién f tiene un punto de inflexion en
(a, f(a)) si se cumplen dos condiciones: (1) f tiene una recta tangenteen x = a;Vy, (2) f
cambia de curvatura en (a, f(a)). De esta forma, si la funcion f solo cumple la condicion

(2), entonces se trata de un cambio de curvatura y, no de un punto de inflexion, como puede
ocurrir en algunos casos de puntos angulosos. Ademas, si se analiza la condicién (1), se

observa que la derivada puede ser infinita como es el caso de la tangente vertical.
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En la Tabla 1, se presentan las definiciones de puntos conflictivos y las caracteristicas indu-
cidas por dichos puntos sobre la funcién y sus derivadas sucesivas.

Tabla 1. Puntos conflictivos y sus caracteristicas

Punto conflictivo

Caracteristica que induce en la funcion y en sus
derivadas sucesivas

Tangente vertical
Una funcidn f posee un tangente vertical en
a € Dom(f) si se verifica que:

lim L@@ i f@t = @)

+o0
h—0 h h—0

La funcion f es estrictamente
decreciente/creciente en el entorno de x = a, por
tanto, f' es negativa/postiva en dicho entorno.

La funcién f' cambia de monotonia en x = a, es
decir, que f'"' cambia de signo en x = a, por
tanto, f posee un punto de inflexion en (a, f(a)).
Todas las derivadas sucesivas de ftienen una
asintota vertical de ecuacion x = a.

Las funciones derivadas de orden impar

(f, f", f®,...), si existen, poseen un
comportamiento anélogo entre si en el entorno de
x = a, lo mismo ocurre con las funciones

derivadas de orden par (f", f®, £(®),...).

Punto cuspide

Una funcidn f posee un punto clspide en
a € Dom(f) si se verifica una de las si-
guientes condiciones:

o flath)-f@) _ _ . flath)—f(a) _
A Jig T ey i T e
- flath)—f(a) _ o flath)=f(a) _

0 fip R = e y i PSR =

La funcion fcambia de monotonia en x = a, por
tanto, f'cambia de signo en el entorno de x = a,
luego f tiene un valor extremo igual a f(a).

La funcion f' es estrictamente
decreciente/creciente en el entorno de x = a, €s
decir, que f''es negativa/positiva en dicho
entorno.

Todas las derivadas sucesivas de f tienen una
asintota vertical de ecuacion x = a.

Las funciones derivadas de orden impar

(F, f", f®,...), si existen, poseen un
comportamiento anélogo entre si en el entorno de
x = a, lo mismo ocurre con las funciones

derivadas de orden par (f", f®, (®),...).

Punto anguloso
Una funcién f posee un punto anguloso en
a € Dom(f) si se verifica una de las si-
guientes condiciones:
) lim (&A@ fa)—f@ _ )

h-0~ h h

- feth)—f@ _ . flath)~f(a) _

b) lim === =k y lim === = teo

= o flath)—f@) _
=k i S =k

donde k, ky,k, € Rconk; # k,

~toy Jip

o flath)—f(a)
RF A

Considerando la definicion de punto anguloso y
analizando los posibles casos (16 en total), se
puede establecer que no existe regularidad que
permita asociar dicho punto con un valor extremo
0 punto de inflexion. Es mas, en algunos casos;
se tratard de un valor extremo, en otros un cam-
bio de curvatura (sin ser punto de inflexion) y, en
otros, puede ser solo un punto critico de la fun-
cién. También podria darse el caso en que dicho
punto presente una dualidad en su naturaleza; es
decir, que sea un valor extremo y un cambio de
curvatura al mismo tiempo.

Hacemos esta aclaracidn debido a la confusién y poca claridad existente tanto en documentos

de investigacion (articulos y libros) como en libros de texto de Calculo.

Siguiendo con la revision de las investigaciones realizadas bajo el marco de la teoria APOE

y la nocion de esquema. Cabe destacar la investigacion realizada por Badillo (2003) en la
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cual realiza un anélisis de la comprension del concepto de derivada de un grupo de 5 profe-
sores de matematicas y fisica de Colombia, en su investigacion, utilizé la idea de coordina-
cion de esquemas, considerando que el esquema de la derivada estaba conformado por el
“esquema algebraico” y el “esquema grafico”. La investigacion se llevé a cabo bajo el disefio
de un estudio de casos multiples. Para la recoleccién de datos se utiliz6 un cuestionario in-
directo y una entrevista, ademas, de los documentos elaborados (programacion, unidad di-
dactica y evaluacion) por cada uno de los 5 profesores participantes. El andlisis de los datos
obtenidos se baso en la organizacion de estos en redes sistémicas, definiendo categorias que

fueron consideradas pertinentes para la comprensién del concepto de derivada, tales como:

e los conceptos estructurales.

e la relacion entre los objetos pendiente de la recta y razén de cambio en la construc-
cion del macro-objeto (funcion derivada en un punto).

e la relacion (tanto grafica como algebraica) entre los macro-objetos y (funcion deri-

vada en un punto y funcién derivada).
Los resultados de Badillo mostraron que la mayoria de los profesores tenian dificultad en la
comprension grafica de los macro-objetos f(x), f'(@) y f'(x), e incluso algunos reprodu-

jeron inconsistencias con relacion a estos macro-objetos, tales como:

e laconfusion de los macro-objetos f'(a) y f'(x)
e la reduccion de la expresion simbdlica del macro-objeto f '(x) a la ecuacion de la
recta tangente y la gréfica del macro-objeto f '(x) a la gréfica de la recta tangente

e lanojustificacion del uso de las técnicas de derivacion directa e indirecta (definicion
en término de limite y las reglas de derivacién).

Asimismo, Badillo sefiala que comprender la idea de funcion derivada en un punto, f'(a),
no implicaba comprender la idea de funcion derivada f '(x). Sin embargo, aquellos profe-
sores que comprendian la idea de funcion derivada, f'(x), parecia que entendian la de de-
rivada de la funcién en un punto f '(a). Entre los aportes mas importantes de este estudio se

encuentra la elaboracion de una nueva propuesta de descomposicion genetica para el con-
cepto de derivada, elaborada a partir de modificacion y ampliacion de la propuesta de Asiala
etal. (1997). Dicha descomposicion genética incorpora, por un lado, la necesidad de integrar

los significados asociados a los objetos derivada en un punto ( f '(a), aspecto local) y la
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funcion derivada ( f '(x), aspecto global) en diferentes contextos tales como: la velocidad,

la pendiente de una recta y la tasa de variacion (media e instantanea).

Otro estudio que adopta la idea de esquema de la Teoria APOE es el realizado por Sanchez-
Matamoros (2004). Esta investigadora adopta la nocion de esquema y los niveles de desa-
rrollo para investigar el desarrollo de la comprensidn del concepto de derivada en estudiantes
de bachillerato y primer afio de universidad. En su estudio participaron 150 estudiantes: 50
de primero de Bachillerato en Ciencias, 50 de segundo de Bachillerato Tecnologico y 50 del
grado de Licenciatura en Matematicas de la Universidad de Sevilla, estos ultimos ya habian
cursado el curso de Elementos de Analisis Matematico. Cada uno de los tres grupos respon-
di6 a un cuestionario disefiado especificamente para su nivel. A partir de los resultados del
cuestionario, se seleccionaron 69 estudiantes a los que se les realizé una entrevista clinica
semiestructurada sobre el concepto de derivada, con el objetivo de obtener mayor informa-

cién y aclarar dudas sobre los protocolos de resolucion.

El andlisis tanto de los cuestionarios como de las entrevistas, se realizé en funcion de los
elementos matematicos y las relaciones logicas (ver Tabla 2) que se establecen entre ellos, a
la hora de resolver un problema. En donde estas relaciones fueron entendidas como “coor-

dinacién entre operaciones”.

Tabla 2. Relaciones légicas que se establecen entre los elementos matematicos que configuran
el concepto de derivada Sanchez-Matamoros (2004)
Relacion ldgica Descripcion
Conjuncién légica  Es la relacién que se produce entre elementos matematicos cuando se
(y légica) usan conjuntamente para hacer inferencias.
Es la relacién que se establece en un condicional directo y su contrarre-

CIproco[ (A= B) < (~ B =~ A)]-

Contrarreciproco

Equivalencia I6- £ |a relacion que se establece en un bicondicional y la conjuncion de

ica (o doble im- i
g:icaf:ién): ' los condicionales L(A@ B)<((A=B)A(B= A))J.

A partir de la identificacion de los elementos matematicos y las relaciones logicas que se
establecen entre ellos, esta investigadora menciona que existe una construccion progresiva
del esquema de la derivada y, que ademas, el desarrollo de este no esta necesariamente vin-
culado a conocer muchos elementos constitutivos del concepto de derivada, sino que este se
caracteriza por medio del establecimiento de relaciones logicas entre los elementos matema-
ticos que lo conforman. En particular, los estudiantes de primero de Licenciatura en Mate-
maticas conocian mas elementos matematicos del concepto de derivada que los de Bachille-

rato, sin embargo, un gran nimero de ellos solo eran capaces de usar los elementos de forma
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aislada, o bien, solo podian relacionar un nimero limitado de elementos matematicos con el

fin de obtener informacion pertinente del problema que tenian que resolver.

Sanchez-Matamoros (2004) sefiala que en general los elementos matematicos que mayorita-
riamente eran recordados se relacionaban con la primera derivada. En cuanto a las relaciones
I6gicas, la que presenta mayor dificultad en su establecimiento fue la equivalencia ldgica.
Asimismo, esta investigadora menciona que al establecer algunas relacionas logicas entre
elementos matematicos, en determinadas situaciones, existia cierta influencia de los modos

de representacion.

El tipo de relaciones logicas que eran posibles establecer en cada momento fueron utilizadas
como indicadores para describir el comportamiento de los estudiantes en cada nivel de desa-
rrollo asi como para el paso de un nivel al siguiente. En particular, en cuanto a los niveles

de desarrollo del esquema de derivada Sanchez-Matamoros indica que:

¢ Intra-derivada: en este nivel, los alumnos no recuerdan gran parte de los elementos
matematicos necesarios para la resolucion de la tarea y con respecto, a aquellos ele-
mentos que recuerdan, no son capaces de establecer relaciones ldgicas o bien, las
establecen pero de forma erronea, lo cual no les permite responder a la tarea favora-
blemente. Un estudiante perteneciente al nivel Intra-derivada muestra dificultades al

intentar coordinar los elementos matematicos que relacionan f con f'y f con f".

¢ Inter-derivada: los alumnos, pertenecientes a este nivel, recuerdan un mayor nimero
de elementos matematicos y son capaces de establecer algunas relaciones ldgicas
entre los elementos, generalmente de forma correcta. Las relaciones légicas que se
presentan con mayor frecuencia son la conjuncién y el contrarreciproco, mientras
que al intentar relacionar los elementos matematicos a través de la equivalencia, aiin
muestran algunas dificultades. En este nivel, los estudiantes, aln no poseen sintesis
en los modos de representacion grafico y analitico, por este motivo, las relaciones
que establece se dan en un mismo modo de representacion. Un estudiante asignado
al nivel Inter-derivada evidencia un tratamiento distinto de los mismos elementos
matematicos y las relaciones l6gicas entre estos elementos, dependiendo del modo
de representacion en el cual se entreguen en la tarea.

e Trans-derivada: un estudiante asignado a este nivel es capaz de establecer cualquiera

de las relaciones légicas descritas entre los elementos matematicos, independiente
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del modo de representacion en el cual estén dados dichos elementos, lo cual le per-
mite realizar inferencias con respecto a propiedades implicitas que facilitan la reso-

lucion de la tarea de forma satisfactoria.

Por ultimo, se han realizado dos estudios que han ampliado la investigacion sobre esquema
desde el punto de vista de la teoria APOE, indagando en aspectos relacionados con su tema-
tizacion, la cual, segun Asiala et al. (1997) se alcanza cuando un individuo es capaz de re-
flexionar sobre la comprension misma del esquema, viendolo como un todo y puede realizar
acciones/procesos sobre él. Al igual que cuando un proceso es encapsulado para formar un
objeto, cuando un esquema es tematizado se crea otra clase de objeto (de nivel superior), que
puede ser también desencapsulado (destematizado) para obtener las estructuras cognitivas

originales que lo componen.

El primero de estos dos trabajos fue desarrollado por Cooley et al. (2007). Estas autoras
analizan el esquema grafico de célculo en busca de elementos que puedan caracterizar su
tematizacion. Asimismo, mencionan que aun cuando existen investigaciones en Didactica
de la Matematica cuyas problematicas involucran el desarrollo de esquemas de conceptos
matematicos, solo un nimero muy reducido de ellos se hace referencia a la tematizacion de
un esquema y, ademas, dichos estudios no se han enfocado en esta temética en particular.
Por tanto, uno de los objetivos mas importantes de este estudio fue desarrollar las bases

tedricas necesarias para realizar dicho analisis.

El propdsito principal de este estudio fue mostrar que la tematizacion del esquema gréafico
de Caélculo era posible y, ademas, caracterizarla. Por lo tanto, se decidi6 entrevistar a los
estudiantes que habian completado al menos un curso Célculo Diferencial e Integral. Los 28
estudiantes universitarios entrevistados fueron considerados como exitosos por sus profeso-
res en sus cursos previos de Célculo Diferencial e Integral. Ademas, la mitad de ellos tam-
bién habian completado el curso Calculo Multivariado. El objetivo subyacente a la eleccion
de este tipo de estudiantes se relaciond con la necesidad de encontrar evidencia sobre la

tematizacion del esquema de célculo grafico.

Para la recoleccién de datos los estudiantes respondieron a la entrevista que constaba de 9
problemas. Los primeros 8 trataban sobre las implicaciones graficas de la primera y segunda
derivada, la continuidad, el valor de los limites y las relaciones entre estos conceptos. El
objetivo de estos problemas era que los estudiantes examinaran las respuestas y técnicas

desde diferentes perspectivas, utilizando diferentes representaciones (graficas y analiticas),
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asi como, prepararlos para el dltimo problema que era mas complejo. Por su parte, el pro-
blema 9 tenia como objetivo proporcionar evidencia de la coherencia del esquema y su te-
matizacion. Este dltimo problema involucraba la eliminacion de condiciones (derivadas,
continuidad), solo fue resuelto por aquellos estudiantes que respondieron exitosamente a los
primeros 8 problemas. Los estudiantes respondieron a los problemas durante las entrevistas
clinicas semiestructuradas, las cuales fueron grabadas en audio y tuvieron una duracion de

entre 30 a 60 minutos.

Para el analisis de las entrevistas estos investigadores examinaron la forma en que los estu-
diantes relacionaban los conceptos para formar estructuras (agrupaciones) matematicas men-
tales dentro de sus esquemas, su capacidad de acceder a partes que componen el esquema
cuando esto era necesario para resolver el problema y, si demostraban, consciencia de qué

partes del esquema debian utilizar y cuéles no.

Los resultados de este estudio muestran que la eliminacion de las condiciones referentes a la
primera derivada, la segunda derivada y las condiciones de continuidad en el problema 9,
proporciond una herramienta competente para observar la madurez y estabilidad del es-
guema, asi como para observar la capacidad de los estudiantes para seleccionar y utilizar
algunas de sus componentes que eran necesarias en una situacion especifica, actuando sobre
el esquema como un objeto y utilizdndolo apropiadamente en la nueva situacién, demos-
trando asi la tematizacién. Asimismo, indican que lograr tematizar el esquema de célculo
grafico es muy complejo, pues solo 1 estudiante de los 28 lo logr6, mostrando que era capaz
de describir consistentemente los cambios graficos implicados por las condiciones nuevas

en el problema 9.

Un segundo trabajo que ahonda en la tematizacién de un esquema y en particular el de deri-
vada, es el desarrollado por Garcia et al. (2011). Estos investigadores estudian la tematiza-
cion del esquema con la idea de encontrar y caracterizar las estructuras subyacentes que lo

conforman.

Para conseguir su objetivo estos investigadores analizaron las respuestas de tres estudiantes
del primer curso del grado de matematicas en una universidad espafiola. Los estudiantes
respondieron a un cuestionario que constaba de 4 problemas que incluian diferentes distintos
modos de representacion (grafico y analitico), ademas, de caracteristicas locales y globales

del concepto de derivada. En este trabajo, solo se centraron en el anélisis del primer y cuarto
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problema Ademas, de los protocolos de resolucion de estos problemas los investigadores

llevaron a cabo una entrevista clinica semiestructurada.

A partir del analisis conjunto de ambos instrumentos, estos investigadores mencionan que el
uso consciente del concepto de derivada puede observase cuando un estudiante es capaz de
trasladar los significados y relaciones entre elementos matematicos que conectan una fun-

cién con su derivada, correspondiente al par ( f, f '), a un segundo nivel correspondiente a
la primera derivada y segunda derivada, es decir, al par (f', f "), en distintos modos de re-

presentacion. Para lograr lo anterior es necesario el estudiante tome consciencia de que la
primera derivada corresponde a una funcién que puede ser derivada nuevamente, y asi suce-
sivamente (operador derivada), lo cual, podria observarse cuando el estudiante considera los
limites de la validez de las propiedades, por ejemplo, en la interpretacion de puntos de cus-
pide, el comportamiento de tangentes y el analisis de la segunda derivada con respecto a la

primera derivada y la funcion f .

Finalmente, estos autores mencionan que la tematizacion puede observarse cuando el estu-
diante es capaz de trasferir todas las relaciones e implicaciones que han construido y orga-

nizado parael par ( f, f")alpar(f', f"), esdecir, cuando consideratantoa f'comoa f"
((f"'=f")como funciones, tomando consciencia de que el operador derivada es una tras-

formacion que se puede generalizar.

1.3. Algunas investigaciones que utilizan la teoria APOE Yy el
Analisis Estadistico Implicativo

A partir la revision de la literatura hemos podido constatar que existen muy pocas investiga-
ciones, bajo el marco de la teoria APOE, que utilicen como uno de sus métodos de analisis
la Estadistica Implicativa. En particular, solo hemos encontrado tres: Trigueros y Escanddn
(2008), Bodi (2009) y Pons (2014). Especificamente, el trabajo de Trigueros y Escandon
(2008) utiliza la Estadistica Implicativa como unico metodo de analisis (arbol de similitud,
grafo implicativo y arbol cohesivo) y permite confirmar algunas conclusiones de estudios
cualitativos previos. Por su parte, Bodi (2009) solo utiliza el arbol de similitud y el grafo
implicativo, mientras que Pons (2014) lo utiliza método confirmatorio del analisis cualitativo
realizado previamente, pero solo construye un arbol de similitud general (para todas las va-
riables) y otros parciales (centrados en algunas variables). Dado el interés de nuestro estudio

solo describimos, en profundidad, el estudio realizado por Trigueros y Escandén (2008) y,
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posteriormente, presentamos una tabla comparativa de los trabajos realizados por Bodi
(2009) y Pons (2014).

Trigueros y Escanddn (2008) investigaron cuales son los elementos relevantes para la grafi-
cacion de funciones. En el desarrollo de su estudio tomaron como marco la teoria APOE y

como método de analisis la Estadistica Implicativa.

Este estudio correspondia a una ampliacion de los trabajos desarrollados por Cortés (2004)
y Cooley et al. (2007), los cuales se centraron en las dificultades de los estudiantes y en la
posible tematizacion del esquema. Sin, embargo, para este caso las preguntas que guiaron la

investigacion fueron:

e ;Cuales conceptos, de entre los que se utilizan en la graficacion de funciones resultan
ser clave para que los estudiantes puedan establecer las relaciones que se requieren
para resolver exitosamente este tipo de problemas?

e (Existe alguna estructura que tenga un papel dominante en la solucion de los proble-
mas?

e (Qué tipo de situaciones problemaéticas pueden revelar las distintas concepciones de

los estudiantes?

Para dar respuesta a estas preguntas, los investigadores utilizaron un cuestionario de pregun-
tas abiertas que debian ser justificadas y, que habia sido utilizado en investigaciones previas
(Cortés, 2004; Cooley et al., 2007). El cuestionario contenia 10 preguntas relacionadas con
la graficacion de funciones utilizando los conceptos del Calculo Diferencial y que, paulati-
namente, incrementan su nivel de dificultad. El cuestionario se aplicé a 40 alumnos de una
universidad privada que habian aprobado el curso de Calculo Diferencial y tard6 aproxima-

damente 90 minutos.

Después de la aplicacion del cuestionario, los autores indican que utilizaron los resultados
de Cortés (2004) en cuyo estudio identificd 23 categorias (variables) que permitian describir
en detalle el uso que los estudiantes hacen de los conceptos incluidos en el cuestionario.
Dichas categorias son observables en varias preguntas, por lo es posible establecer criterios
de calificacion numéricos que describan el dominio de un estudiante en cada una de ellas.
Estas categorias incluyen, por una parte, a las propiedades de las funciones y, por otra, al
manejo de los intervalos del dominio de la funcién al sobreponer propiedades definidas me-

diante distintas condiciones. Las 23 categorias son las listadas a continuacion:
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Comprension del significado de méximos y minimos de una funcién.

Comprension del significado de los puntos de inflexion de una funcién.

Comprension del significado de la concavidad de una funcién.

Comprension del significado del crecimiento de una funcion.

Comprension del significado de la posibilidad de unicidad de una funcidn relativa a sus pro-
piedades.

Comprension del significado de la continuidad de una funcién.

G. Comprension de las implicaciones del signo de la primera derivada sobre las propiedades de

Zz <A

o

la funcion.

Comprension de las implicaciones del signo de la segunda derivada sobre las propiedades de
la funcion.

Comprension de las implicaciones de un limite infinito sobre la derivada de una funcién en
un punto.

Comprension de las implicaciones de que la derivada de una funcién no esté definida en un
punto.

Capacidad de graficar una funcién a partir del conocimiento de sus propiedades.

Capacidad de graficar una funcion a partir del conocimiento de la regla de la funcion.
Capacidad de reconocer en la grafica los intervalos donde la funcién crece o decrece.
Capacidad de reconocer en la gréafica los intervalos donde la funcién tiene distintas concavi-
dades.

Capacidad de reconocer en la gréfica los intervalos donde la derivada de la funcién tiene
signos distintos o es igual a cero.

Capacidad de reconocer en la gréafica los intervalos donde la derivada de la funcion no esta
definida.

Capacidad de reconocer en la gréfica los intervalos donde la segunda derivada de la funcién
tiene signos diferentes o es igual a cero.

Capacidad de interpretar la gréfica de la funcion en general.

Capacidad de trabajar con distintos intervalos del dominio de la funcion a partir de su defi-
nicion.

Capacidad de dividir una gréfica en distintos intervalos del dominio de la funcién segin los
crecimientos o concavidades de la funcion.

Capacidad de definir distintos intervalos del dominio de la funcién segln sus crecimientos y
concavidades.

Capacidad de definir distintos intervalos en el dominio de la funcion segun los crecimientos

0 concavidades de la misma cuando sus propiedades estan dadas.
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W. Capacidad de reconocer la existencia de un punto en el dominio de la funcién que no com-

parte una propiedad dada con sus vecinos. (Trigueros y Escanddn, 2008, p. 71-72)

Trigueros sefiala que con estas categorias o variables se construyeron 40 vectores binarios,
uno para cada estudiante, en donde se asignaba el valor 1 cuando se observaba la categoria
y 0 en el caso contrario (comunicacion personal). El andlisis de las respuestas y construccion

de los vectores se identificd a los estudiantes por nimero para evitar sesgos innecesarios.

Posteriormente, una vez construidos los vectores para cada estudiante, se realizo el andlisis
de los resultados de la clasificacion de las respuestas a las preguntas en las distintas catego-
rias (variables), para ello se utilizaron tres herramientas que ofrece la Estadistica Implicativa,
el arboles de similitud, el arbol cohesivo y el grafo implicativo (para mas informacion ver
Capitulo 3). Para la construccion de los graficos se utilizé la aplicacién CHIC (Classification
Hiérarchique Implicative et Cohésitive).

En su estudio Trigueros y Escanddn, obtienen los graficos de la Figura 6 como resultado de

los tres tipos de analisis.
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Figura 6. Graficos obtenidos por medio del Analisis Estadistico Implicativo (Trigueros y Escan-
doén, 2008)

A partir de estas gréaficas los investigadores lograron observar las relaciones entre categorias
(variables) e identificar la estructura subyacente al esquema grafico de calculo. Conclu-
yendo, que los conceptos claves para establecer las relaciones necesarias que se requieren
para resolver con éxito los problemas de graficacion, utilizando las herramientas del Célculo
Diferencial son: los relacionados con la segunda derivada de la funcién, en particular los
puntos de inflexion, la relacion de la continuidad con la primera derivada y la comprension

de la subdivision del dominio de la funcion en intervalos determinados por la interrelacion
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de las propiedades de la primera y segunda derivada. En este sentido, indican que para lograr

la comprension de estas relaciones:

[...] es necesario plantear preguntas y situaciones problematicas en las que la identificacion de los
puntos de inflexidn, particularmente aquellos en donde la tangente a la curva es vertical, y de los
puntos en los que la funcion es continua pero no derivable tomen un papel primordial. Estas son,
asimismo, las propiedades que hacen que la subdivision del dominio de la funcion en los interva-

los pertinentes sea relevante para la solucion del problema. (Trigueros y Escandon, 2008, p.81)

Asimismo, mencionan que los resultados de este trabajo y la estructura subyacente encon-

trada permiten refinar la descomposicion genética y disefiar procesos de instruccion.

Por otra parte, en cuanto al método de analisis estos autores indican que durante mucho
tiempo los métodos estadisticos multivariados han sido cuestionados por su, supuesta, gene-
ralidad y falta de profundidad en la descripcion de las problematicas relacionadas con el
aprendizaje de las matematicas. Sin embargo, mencionan que en este estudio el Analisis
Estadistico Implicativo, es Util y pertinente, ademas, los resultados obtenidos son consisten-
tes con los logrados por medio del anélisis cualitativo, como por ejemplo el estudio de Baker
et al. (2000).

A continuacidn, presentamos la Tabla 3 que muestra una comparativa entre los estudios de
Bodi (2009) y Pons (2014), ambos estudios al igual que el de Trigueros y Escandén (2008)
adoptan el marco tedrico proporcionado por APOE para estudiar el desarrollo de esquemas,
sin embargo, no utilizan por completo el Analisis Estadistico Implicativo y, ademas, no ex-

plicitan cuales son las variables que permitieron realizarlo.

Tabla 3. Tabla comparativa de los trabajos de Bodi (2009) y Pons (2014)
Bodi (2009) Pons (2014)

Objetivo de estudio

(a) estudiar las formas de co-
nocer la divisibilidad en el
conjunto de los nimeros na-
turales y los mecanismos que
utilizan estos los alumnos,
usando el marco tedrico
constructivista APQOS, y (b)
caracterizar los niveles de
desarrollo del esquema de di-
visibilidad en el conjunto de
los nimeros naturales.

(a) caracterizar los niveles
de desarrollo del esquema
de limite de una funcién en
un punto

(b) Caracterizar como se da
el paso de un nivel de desa-
rrollo al siguiente

(c) Establecer qué papel
desempefia la coordinacion
de los procesos de aproxi-
macion en el dominio y en
el rango en la construccion
de la relacién entre la con-
cepcion dindmica y métrica
del limite
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(d) Identificar como influ-
yen las distintas representa-
ciones en la comprensién
de la concepcién dinamica
de limite de una funcién

(e) Identificar cémo carac-
terizar los diferentes mo-
mentos de la tematizacion
del esquema de limite de
una funcion

Participantes

371 estudiantes (120 estu-
diantes de 1.° de ESO, 137 de
4°de ESOy114del°de
Bachillerato)

129 estudiantes de Bachille-
rato de Ciencias de la Natu-
raleza y de la Salud (66 de
1.° Bachillerato y 63 de 2.°
de Bachillerato)

Instrumento utilizado
para el Analisis Estadis-
tico Implicativo

Cuestionario 10 preguntas y
un total de 40 items

Cuestionario 10 tareas, no
se especifica el nimero de
items, aunque pudiera infe-
rirse que son 38

Cantidad de variables

40, una por cada item

30, elimina las tareas rela-
cionas con la tematizacion,
por tanto, elimina items que
conformarian variables

Se explicitan las varia-
bles en estudio

No, pero podrian correspon-
der a los items

No, pero podrian corres-
ponder a los items

Codificacion de las va-
riables

Dicotomica (no se especifica
claramente, pero al parecer es
0 si es correctay, 1 siesin-
correcta)

Dicotomica (1 respuesta co-
rrecta, O respuesta inco-
rrecta para cada item)

Tipo de analisis desarro-
Ilado

Arbol de similitudy grafo im-
plicativo

Solo arboles de similitud

Obijetivo de analisis

Método principal de la inves-
tigacion

Método confirmatorio de
andlisis cualitativo

1.4. El problema de investigacion

En la revision de la literatura citada anteriormente, se observa que el concepto de derivada
es indispensable en el desarrollo del Calculo y que su comprension, como sus metodos de
ensefianza, necesitan ser continuamente investigados. Asimismo, se observa que los estu-
diantes de niveles postsecundarios como universitarios tienen dificultades en la comprension
del concepto de derivada y de otras nociones matematicas subyacentes a él, tales como los
conceptos de funcion, limite y continuidad (Orton, 1983; Ferrini-Mundy y Graham, 1994;
Aspinwall et al., 1997; Asiala et al., 1997). Asimismo, estos estudios remarcan que algunas
de las causas de estas dificultades presentes en la comprensidn del concepto de derivada, por
parte de los estudiantes, se debe a los métodos de ensefianza tradicionales que en muchos
casos solo enfatizan la construccidn del concepto en un tnico modo de representacion (White
y Mitchelmore, 1996; Kendal y Stacey, 2001; Zandieh, 2000).
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Igualmente, existen estudios enfatizan la importancia de uso de diversas representaciones y
la coordinacién entre ellas, como un elemento estructurante y clave en la construccion de
una compresion mas completa del concepto de este concepto (Porzio, 1997; Berry y Nyman,
2003; Hahkioniemi, 2006; Habre y Abboud, 2006; Haciomeroglu et al., 2010; Font, 1999).

Por otra parte, se han realizado diversas investigaciones del desarrollo de esquemas bajo
marco de la Teoria APOE para distintos conceptos matemaéticos y otras relacionadas, espe-
cificamente, con el concepto de derivada (Cottrill et al., 1996; Clark, 1997; Baker et al.,
2000; Badillo, 2003; Sanchez-Matamoros, 2004). Sin embargo, la investigacion sobre la te-
matizacion de esquemas, de conceptos matematicos y sus subniveles de desarrollo, no ha
sido abordada en muchos estudios y mucho menos, sobre el concepto de derivada (Sanchez-
Matamoros, 2004; Cooley et al., 2007, Garcia et al., 2011). Asi también, el analisis del desa-
rrollo de esquemas desde el marco de la Teoria APOE, se ha llevado a cabo principalmente
con técnicas de andlisis cualitativo, observandose una cantidad infima de trabajos que utili-
zan métodos puramente cuantitativos o mixtos. Un ejemplo de estos trabajos son los reali-
zados utilizando Estadistica Implicativa (Trigueros y Escandon, 2008; Bodi, 2007; Pons,
2014).

Finalmente, los resultados de todas estas investigaciones, sin duda, han tenido implicaciones
directas en el desarrollo del curriculo y los métodos de ensefianza de Calculo, y especifica-
mente sobre el concepto de derivada, sin embargo, los investigadores en Didactica de la
Matematica, aun siguen reportando los mismos problemas y dificultades asociadas a la com-
prensién del concepto. Es por ello, que se hace necesario profundizar en la investigacién
sobre la comprension de la derivada por parte de los estudiantes. Desde este contexto, nos
enfocamos en el andlisis del esquema de la derivada que exhiben los estudiantes universita-
rios con instruccion previa en Céalculo Diferencial y para ello nos planteamos los siguientes

objetivos:

Objetivo general

e Analizar el esquema de la derivada en estudiantes universitarios con instruccion pre-
via en Calculo Diferencial.

Obijetivos especificos
e Identificar y caracterizar los subniveles de desarrollo del esquema de la derivada.

e Analizary caracterizar la tematizacion del esquema de la derivada.
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Capitulo 2. Marco Teorico

Este capitulo se ha estructurado en tres secciones. En la primera se exponen algunos elemen-
tos claves que permiten situar esta investigacion en el ambito de didactica de la matematica
y, especificamente, en la linea de investigacion denominada Pensamiento Matematico Avan-
zado. En la segunda seccion se presenta de manera sintética algunos modelos cognitivos
utilizados tradicionalmente en los estudios enmarcados en esta linea de investigacion. Aqui,
se muestra su vision de como se construye el conocimiento matematico y de qué estructuras

y/o mecanismos subyacen en dicha construccion.

Finalmente, en Gltima seccion se presentan las herramientas tedricas y analiticas que propor-
ciona la teoria APOE, la cual ha sido utilizada como marco en el desarrollo de esta investi-

gacion y ha permitido interpretar el analisis de los datos.
2.1. El Pensamiento Matematico Avanzado (PMA)

El Pensamiento Matematico Avanzado (PMA) desde el punto de vista de la investigacion
corresponde al campo de estudio en didactica de la matematica orientado a los procesos

cognitivos de orden superior. Azcarate y Camacho-Machin (2015) mencionan que:

Cuando nos referimos a procesos cognitivos implicados en el pensamiento matematico avanzado,
pensamos en una serie de procesos matematicos entre los que destaca el proceso de abstraccién
gue consiste en la sustitucion de fenédmenos concretos por conceptos confinados en la mente No
se puede decir que la abstraccién sea una caracteristica exclusiva de las matematicas superiores,
como tampoco lo son otros procesos cognitivos de componente matematica tales como analizar,
categorizar, conjeturar, generalizar, sintetizar, definir, demostrar, formalizar, pero resulta evi-
dente que estos tres ultimos adquieren mayor importancia en los cursos superiores: la progresiva
matematizacion implica la necesidad de abstraer, definir, demostrar y formalizar. Por otro lado,
entre los procesos cognitivos de componente mas psicoldgica, ademas de abstraer, podemos citar

los de representar, conceptualizar, inducir y visualizar (p. 20).

En este mismo sentido, Tall (1991) indica que desde el punto de vista del desarrollo cogni-
tivo, el PMA corresponde a una transicion significativa en la que “se pasa de describir a

definir y de convencer a demostrar de una manera légica a partir de esas definiciones” (p.20).
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Esta transicion la sitda en la etapa correspondiente a la educacion postsecundaria y/o prime-
ros afos de universidad. Por su parte, Edwards, Dubinsky y McDonald (2005) mencionan
que el PMA “es el pensamiento que requiere razonamiento riguroso y deductivo de las no-
ciones matematicas y no es completamente accesible a través de los cinco sentidos” (p.1);
es decir, que el PMA depende basicamente del razonamiento deductivo riguroso propio de

las matemaéticas y no de la percepcion sensorial.

Para llegar a esta conceptualizacion de lo que es el PMA, se han requerido a lo menos un par
de décadas de trabajo. A principios de los afios 80 existia, en el International Group for the
Psychology of Mathematics Education (IGPME), un grupo cuyo foco principal de trabajo
era el Pensamiento Matematico Elemental (PME). Algunos miembros de la 17st Annual
Conference of the International Group for the Psychology of Mathematics Education
(PME17) manifestaron, durante el congreso, la falta de atencion que existia del parte del
IGPME por las matematicas correspondientes a los niveles postsecundario y universitario, 0
a aquellas que requerian procesos de pensamiento mas complejos. Como resultado de esta
inquietud, a mediados de la década del 80 se constituy6 en el seno del IGPME, el grupo de
trabajo denominado “Pensamiento Matematico Avanzado” que se reunid por primera vez en
el afio 1986. Las problemaéticas iniciales de este grupo se concentraron en las dificultades
cognitivas asociadas a los procesos de ensefianza y aprendizaje relacionados principalmente
con el Célculo Infinitesimal (Dreyfus, 1990; Tall, 1991). Especificamente, se pretendia iden-
tificar los procesos cognitivos que subyacen en el aprendizaje de las matematicas en los
niveles avanzados e investigar las relaciones de dichos procesos con los que intervienen en
los niveles elementales para asi comprender las dificultades de los estudiantes en el apren-
dizaje de los contenidos matematicos avanzados (Artigue, Batanero y Kent, 2007).

Como primer producto de este grupo de trabajo se escribid el libro de nombre homénimo
“Advanced Mathematical Thinking” editado por David Tall y publicado en 1991. El libro es
un referente de la educacion matematica a nivel superior y es el fruto de cinco afios de cola-
boracion de dieciséis de las mas grandes figuras que se encontraban investigando los proce-
sos de ensefianza y aprendizaje en los niveles de postsecundaria y/o universitaria por ese
entonces (Mason, 1996). Asimismo, la creacién del grupo de PMA en el IGPME sentd las
bases de una linea de investigacion de enorme importancia que ha producido variadas publi-
caciones enfocadas en delimitar las caracteristicas del PMA y el campo de problemas que
aborda desde sus distintas perspectivas (Harel, Selden, y Selden, 2006; Tall, 1991). Ademas,
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dada su relevancia, se crearon grupos de trabajo con la denominacion PMA (AMT en inglés)
en los congresos méas importantes del area de didéctica de la matematica, tales como el
CERME (Congress of the European Society for Research in Mathematics Education) vy el
PME (Azcéarate y Camacho-Machin, 2015).

Sin embargo, a pesar de ser un gran aporte para la comunidad de didactica de la matematica,
el libro “Advanced Mathematical Thinking” también abrid interrogantes en cuanto a la defi-
nicion y naturaleza del PMA. Por ejemplo, en uno de los capitulos Robert y Schwarzenber-
ger, sefialan la complejidad inherente a la transicion entre las matematicas elementales y las

avanzadas, ademas, proporcionan algunos rasgos que podrian caracterizar el PMA:

los conceptos a menudo implican mas que una generalizacion, sino también una abstraccion y una
formalizacion [...] El estudiante se ve obligado a absorber de forma rapida conceptos formaliza-
dos, los cuales histéricamente evolucionaron més lentamente a partir de diversas soluciones par-
ticulares que muchos matematicos dieron a problemas especificos [...] Al mismo tiempo, se es-
pera que el estudiante adopte nuevos, y a menudo extrafios, estdndares de demostraciones riguro-
sas [...] Esta formalizacion conlleva abstraer propiedades especificas que se aplican no solo a los
objetos de donde fueron extraidas sino a cualquier objeto que obedezca a esas propiedades. Esto
implica la construccion de un nuevo objeto mental que es diferente de los viejos objetos y que
seguramente entrara en conflicto con ellos. Lo cual ocasiona que los estudiantes en su primer afio
de universidad se enfrenten a un largo periodo de confusién, causando una barrera importante
para el pensamiento matematico avanzado formal. A su vez, da lugar a una discontinuidad fun-
damental en la dificil transicion desde las matematicas elementales a las matematicas avanzadas
(Robert y Schwarzenberger, 1991, p.128)

Siguiendo esta idea, Selden y Selden (2005) mencionan que la expresion “Pensamiento Ma-
tematico Avanzado” presenta cierta ambigiedad que dio lugar, desde sus origenes, a dos
perspectivas desde las que se abordd su estudio, dependiendo de ddnde el término “avan-
zado” pusiera el énfasis. Una de estas perspectivas estd centrada en las matematicas y es
identificada en inglés con las siglas A-MT vy la otra, se encuentra enfocada hacia el pensa-
miento matematico, denotada AM-T (Zazkis y Applebaum, 2007).

Por su parte, Harel y Sowder (2005) plantean que el pensamiento matematico es avanzado
si su desarrollo involucra al menos una de las tres condiciones para que un obstaculo sea
epistemoldgico, lo cual incluye las caracteristicas del correspondiente concepto matematico.
Brousseau (1998) enumera dichas condiciones para que cierta parte del conocimiento pueda

ser considerada como un obstaculo epistemoldgico: que se pueda localizar en la historia de
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las matematicas; que no sea fruto de una falta de comprension o un conocimiento erréneo
sino causado por un conocimiento que es valido en un contexto particular que genera res-
puestas incorrectas en otros contextos; que sea resistente. Ademas, Harel y Sowder (2005)
indican que el nivel de adquisicion de una forma de pensamiento, por parte de un individuo,
estd determinado por la manera en que el individuo ha superado dichos obstaculos episte-
moldgicos. Esta es una discusion que se retoma cada cierto tiempo y que aln no esta resuelta,
pero que ha dado lugar a la publicacion de diversos avances en articulos que abordan el tema
(Camacho-Machin, 2011).

Otro de los conflictos suscitados, a raiz del establecimiento del grupo de PMA y de los tra-
bajos realizados bajo los modelos cognitivos en que se sustenta, se relaciona con la transicion
y/o delimitacién entre el PME y PMA (Tall, 1992; Azcarate, Camacho-Machin y Sierra,
1999; Zaskis y Applebaum, 2007; Edwards, Dubinsky y McDonald, 2005; Azcérate y Ca-
macho-Machin, 2015). Tall (1985; 1991) afirma que el paso del PME al PMA implica una
transicion significativa que requiere una reconstruccion cognitiva. Asimismo, menciona que
el lugar donde el PME se convierte en PMA no se ha definido con precision. Sin embargo,
se reconoce la existencia de una diferencia o discontinuidad entre ambos pensamientos, es-

pecialmente en cuanto a las caracteristicas de su ensefianza y evaluacion (Tall, 1996).
2.2. Modelos Cognitivos

Los estudios al interior de la linea de investigacion del PMA han adaptado y elaborado una
variedad de modelos teoricos, desde los que se intenta describir y modelar la forma en que

los estudiantes aprenden los conceptos matematicos, sobre todo, los propios del PMA.

Los primeros constructos y modelos teéricos utilizados en la investigacion del PMA se basan
en las ideas planteadas por Tall y Vinner (1981) que permiten establecer la distincion entre
los conceptos matematicos definidos formalmente y los procesos cognitivos que sirven para
concebirlos. De esta forma, es posible identificar los diferentes resultados del proceso de
adquisicion y representacion de un concepto matematico en la mente de un individuo y la
definicion formal del mismo (Azcarate y Camacho-Machin, 2015). Para establecer esta di-
ferenciacion Tall y Vinner (1981) definen los constructos tedricos concept image y concept
definition. Asi, distinguen entre la imagen de un concepto que tiene un individuo y su defi-
nicion formal; obstaculo epistemolégico, introducido para analizar los errores de los estu-

diantes y, la dualidad entre proceso y objeto. En particular, Tall y Vinner (1981) indican que
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el concept definition de un concepto matemaético cualquiera, corresponde a una secuencia de
palabras o a una definicion verbal del concepto, producto de su evolucion histérica. Asi-
mismo, distinguen entre las definiciones formales, convenidas y aceptadas por la comunidad
matematica en un momento historico especifico, las cuales cominmente se encuentran en
los libros de texto y las definiciones personales propias de cada individuo (profesores, estu-
diantes, matematicos) que son el producto de su interpretacion, construccion y/o reconstruc-
cion de la definicion formal. Asimismo, mencionan que el concept image que tiene una per-
sona, asociado a un concepto matematico especifico, se relaciona con “la estructura cogni-
tiva completa asociada con el concepto, incluye todas las imagenes mentales y las propieda-
des y procesos asociados. Se construye a lo largo de los afios a través de experiencias de
todo tipo, variando a medida que el individuo encuentra nuevos estimulos y madura.” (Tall
y Vinner, 1981, p. 152). Es importante sefialar, tal y como mencionan Azcéarate y Camacho-
Machin (2015), que dado que el concept image engloba todas la iméagenes mentales entonces
todas las asociadas al concepto (grafica, numérica, simbdlica, etc.) también estan incluidas

en él.

La nocidn de concept image y concept definition se han utilizado como herramienta analitica
para examinar el razonamiento del estudiante, en los niveles postsecundario y universitario,
en una serie de areas de curriculares en las que se ha observado una gran complejidad aso-
ciada al desarrollo de conceptos propios del PMA. Esta dificultad es causada porque dichos
conceptos pueden jugar, de manera simultanea, el papel de procesos y de objetos, segun el
contexto en el que aparezcan y el nivel de conceptualizacion del estudiante (Azcéarate y Ca-
macho-Machin, 2003).

Para Tall (1995) esto se asocia con la existencia de dos secuencias de desarrollo cognitivo,
distintas y simultaneas, la primera que comienza con la percepcion de objetos y la segunda,
con la accion sobre ellos. La accion sobre objetos matematicos implica un tipo de desarrollo
cognitivo distinto relacionado con la dualidad proceso-objeto y la nocion de lo que se deno-
mina procept elemental, el cual corresponde a “la unioén de tres componentes: un proceso
gue produce un objeto matematico, y un simbolo que se utiliza para representar tanto al
proceso como al objeto. Un procept consiste en una coleccion de procepts elementales co-

rrespondientes al mismo objeto” (Gray y Tall, 1994, p. 6)
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Las distintas visiones en la forma de abordar la dualidad proceso-objeto para distintos con-

ceptos matematicos relacionados con el PMA, han permitido el desarrollo de diferentes mar-

cos y posturas tedricas. En los siguientes parrafos, se exponen brevemente algunas de ellas,

las cuales no fueron consideradas para el desarrollo de esta investigacion:

Concepciones operacionales y estructurales. Sfard (1991) considero que los concep-
tos matematicos se pueden comportar como objetos y procesos segun el nivel cogni-
tivo del estudiante y la situacion en la que se enmarcan. Asimismo, denominé con-
cepciones operacionales a toda accion, algoritmo o proceso dinamico e indicé como
estructural, a la abstraccién y trasformacion de las concepciones operacionales en
estructuras. Si bien, ambas concepciones son complementarias, la concepcion ope-
racional ha de preceder siempre a la estructural. Segun Sfard (1991) existen tres eta-
pas en el aprendizaje, interiorizacion, condensacion, reificacion. Las etapas de in-
teriorizacién y de condensacion son procesos graduales y cuantitativos mas que cua-
litativos mientras que la reificacion es instantanea, se puede entender como un salto
cualitativo. El esquema de la Figura 7 representa el modelo propuesto por Sfard
(1992).

Concepcidn Concepcion
Operacional < Estructural

Interiorizacion C_———_» Condensacién [ Reificacion

Proceso de Formacion

Figura 7. Proceso de comprension segun Sfard
Los tres mundos. Tall (2004) identifica tres mundos diferentes para el desarrollo cog-
nitivo del pensamiento matematico del ser humano, mundos que no son ni jerarqui-
cos ni obligatorios y diferentes individuos pueden recorrer diferentes caminos entre
ellos. Uno de ellos es el Embodied o Mundo Corporeizado. En él se observan y des-
criben las propiedades que se consiguen percibir y sentir de un objeto. El Mundo
Corporeizado crece no solo de nuestras percepciones de los objetos reales, sino tam-
bién de nuestras concepciones e imagenes mentales. EI segundo mundo corresponde
al Mundo Simbdlico Proceptual, o simplemente Mundo Simbdlico, donde los simbo-

los se utilizan no solo para representar y realizar acciones, tal como sefialar y contar,
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sino que también para representar el producto que es el resultado de esas acciones.
Segun Tall (2004), el Mundo Simbdlico estd compuesto por simbolos matematicos
que representan acciones y percepciones del mundo. Finalmente, existe el Mundo
Axiomatico Formal, o simplemente Mundo Formal, que es el mundo de las defini-
ciones, teoremas, axiomas y demostraciones, que constituyen el sistema axiomético
de las matematicas. Para Tall (2004), la presencia simultanea de estos tres mundos
garantizara una imagen de concepto suficientemente rica para que se pueda afirmar
que hubo aprendizaje. Tall (2007) asocia los dos primeros mundos con las matema-
ticas elementales y el tercer mundo con las matematicas propias del PMA. En la
Figura 8 se presentan los tres mundos de Tall, sus relaciones e intersecciones.

MUNDO FORMAL

(Formal)
- ~,
A Axiomatico formal
Matematicas . .
Formales Definiciones y demostraciones basadas en
Teoria de conjuntos
______ A
FORMAL Demostraciones SIMBOLICO
(Embodied) Corporificadas FORMAL
Matematicas +
Tedricas Demostraciones Simbalismo Demaostraciones
euclideas algebraicas
Espacio v forma SIMBOLICO Aritmética
[Embodied] generalizada
<,/\ Arimética
Matematicas Percepcion \ Accidn Mumeros
Practicas
MUNDO SIMBOLICO
(Procedimentos y
proceptos)

MUNDO “CORPOREIZADO"
(Embodied)

Figura 8. Los tres mundos de Tall
Existen otros que han sido desarrollados y/o adaptados a partir de teorias psicolégicas y
socioculturales. Sin embargo, para el desarrollo de esta investigacion, se ha considerado un
modelo cognitivo que, al igual que los expuestos anteriormente, considera el aprendizaje de
un concepto matematico como un proceso gradual de construccion y establecimiento de re-

laciones entre estructuras cognitivas.
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2.3. Teoria APOE

Tomando como marco de referencia epistemoldgico las ideas de Piaget, Dubinsky y un
grupo de investigadores “Research on Undergraduate Mathematics Education” (RUMEC),
han desarrollado un marco teérico denominado teoria APOE (Accion-Proceso-Objeto-Es-
qguema). Este marco, es el resultado de la interpretacion de las ideas piagetianas referentes a
la abstraccion reflexiva, aplicado a la investigacion del PMA e intenta estudiar y modelar la
forma en que un estudiante aprende matematicas, pero también, cdmo estas se pueden ense-

fiar de forma efectiva (Trigueros y Oktag, 2005).

Para la comprension de la teoria APOE, es importante tener en cuenta que el principio de
abstraccion reflexiva era considerado por Piaget como el principal mecanismo para realizar
toda construccion mental, y también como el mecanismo mediante el cual toda estructura
I6gica-matematica puede desarrollarse en la mente de un individuo (Arnon et al., 2014). De

acuerdo con Piaget, este principio consta de dos partes:

La primera parte involucra reflexion, en el sentido de conciencia y pensamiento contemplativo,
sobre lo que Piaget llamé contenido y operaciones sobre ese contenido, y en el sentido de refle-
xionar el contenido y las operaciones de un nivel cognitivo inferior a uno mas alto [...]. La se-
gunda parte consiste en la reconstruccién y reorganizacion del contenido y las operaciones en la
etapa superior, que da lugar a operaciones sobre si mismas que se convierten en contenido al que

nuevas operaciones pueden ser aplicadas (Piaget, 1973; citado en Arnon et al., 2014, p. 6)

A partir de esta premisa, APOE se plantea como objetivo describir tanto el camino como la
construccidn, de las estructuras cognitivas l6gico-matematicas, realizadas por un individuo
durante el proceso de aprendizaje de un concepto matematico. En donde para lograr la com-
prensién de un determinado concepto matematico, un individuo debe transitar por las cons-
trucciones mentales de Accion, Proceso, Objeto y Esquema (de aqui el acronimo APOE),
por medio de los mecanismos de interiorizacion, encapsulacién, desencapsulacion, rever-

sion, coordinacion, generalizacion, tematizacion y destematizacion (Arnon et al., 2014).

Asimismo, recientes estudios relacionados con fracciones y procesos infinitos subrayan la
posible existencia de una nueva estructura (Dubinsky, Arnon y Weller, 2013; Chanakya y
Zazkis, 2016), la cual se ubicaria entre las construcciones mentales de proceso y objeto. Esta
nueva estructura ha sido denominada totalidad (totality en inglés) y el mecanismo que per-
mitiria el paso desde una concepcion de proceso a una de totalidad, seria la detemporaliza-
cion (Dubinsky et al., 2013).
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2.3.1. Las estructuras y mecanismos mentales

Si bien en esta investigacion, el foco principal no esta en el analisis de la respuesta de los
estudiantes frente a las tareas en términos de acciones, procesos, objetos y esquemas, cree-
mOoS que es necesario tener presente, a qué construcciones mentales corresponden y cuales

son los mecanismos asociados a dicha construccion, para cada caso.

En la teoria APOE, las acciones, los procesos, los objetos y los esquemas, son las estructuras
mentales que, segun este marco, un sujeto construye a la hora de aprender un determinado
concepto matematico, el paso por estas etapas no es necesariamente secuencial (Trigueros,
2005). El mecanismo para pasar de un estado de construccion de conocimiento matematico
a otro, en esta teoria, es la abstraccion reflexiva. La abstraccion reflexiva es una herramienta
mental, o dispositivo del que se hace uso en los procesos de construccion del conocimiento,
que permite al individuo, a partir de las acciones sobre los objetos, inferir sus propiedades o
las relaciones entre objetos de un mismo nivel de pensamiento. Esto implica, entre otras
cosas, la organizacién de la informacidn en un marco intelectual organizado a nivel superior
(Dubinsky, 1991).

Una de las hipétesis sobre la cual se sustenta la teoria APOE es que la construccion de un
nuevo concepto se apoya en la trasformacion de conceptos previos; por tal motivo estos de-
ben percibirse previamente por el individuo como objetos. Por lo tanto, una accion es una
trasformacion de objetos (previamente construidos), percibida por el individuo como ex-
terna, en el sentido de que cada paso de la trasformacion requiere realizarse de forma expli-
cita y, ademas, es necesario de un estimulo externo para poder ejecutarlos (Arnon et al.,
2014). La estructura de accion es considerada como la méas simple dentro de la teoria APOE,
pero esto no le resta importancia, ya que es fundamental en la construccion de cualquier
concepto matematico. Por otra parte, un proceso es considerado como una accion internali-
zada, es decir, “interna”; en la que el individuo es consciente y tiene control sobre la trasfor-
macidn producida por la accion. Esto es caracterizado por la habilidad de imaginar, saltar o
revertir los pasos involucrados en la trasformacion, sin la necesidad de un estimulo externo.
La interiorizacion es el mecanismo que permite el cambio de estructura, desde accion a pro-
ceso, el cual es logrado mediante la repeticion y reflexion sobre las acciones (Arnon et al.,
2014). Los procesos no solo pueden ser generados por medio de la interiorizacion de accio-
nes, sino que también estos pueden ser construidos a partir de la generalizacion de un pro-

ceso previamente construido, o bien, mediante el mecanismo de coordinacion o reversion
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de procesos. La Figura 9 ilustra estos mecanismos que permiten generar procesos segun la
teoria APOE.

al b

}» Interiorizacion

Accion A Proceso A

}» Generalizacion

Praceso A Pracese B

i
i

c) dj
Proceso ] Proceso que transforma
Proceso A Proceso B /"'_\\
| B

Coordinacion

Reversion

¥

Procese C

Figura 9. Mecanismos que permiten generar procesos
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Siguiendo con la construccién gradual la comprension de una nocién matematica, APOE
plantea que cuando un individuo toma conciencia sobre el proceso y es capaz de concebirlo
como un todo que puede ser trasformado, mediante la aplicacidn de acciones o0 procesos, se
dice entonces que el proceso ha sido encapsulado en un objeto cognitivo (Asiala et al., 1996).
El mecanismo asociado a este cambio de estado sobre el proceso se denomina encapsula-
cion. Sin embargo, algunos estudios realizados bajo el marco de la teoria APOE han mos-
trado que lograr la encapsulacion de procesos como objetos a menudo resulta muy compleja
para los estudiantes, pues se requiere de un gran cambio cognitivo y de toma de conciencia
para percibir algo dinamico, como es un proceso, como un ente estatico, en este caso un
objeto al que es posible manipular y trasformar. Una vez encapsulado un proceso en un
objeto, si el individuo requiere regresar al proceso que le dio origen al objeto, es posible

hacer esto mediante el mecanismo de desencapsulacion.

Finalmente, la Gltima estructura cognitiva propuesta por la teoria APOE se denomina es-
guema. Un esquema, de un concepto matematico en especifico, es una coleccidn coherente
de acciones, procesos, objetos e incluso de otros esquemas y sus interrelaciones, agrupados

de forma consciente o inconsciente en la mente de un individuo, los cuales se pueden emplear
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en la solucién de una situacion o problema matematico que involucre el concepto en cues-
tion. La coherencia del esquema es referida como la habilidad del individuo para reconocer

en qué situaciones el esquema es aplicable y en cuales no (Trigueros, 2005).

El esquema es considerado como una estructura cognitiva dindmica y compleja que esta en
constante desarrollo y evolucion conforme el individuo va aprendiendo. Aunque, a veces
tiende a pensarse que esta estructura recién comienza a formarse una vez construidos los
objetos (debido a la progresidn accién, proceso, objeto y esquema), es posible que su cons-

truccion se inicie incluso desde que el individuo realiza acciones.

Si bien no se pueden observar directamente las estructuras mentales (accion, proceso, objeto
y esquema) de un individuo durante su proceso de aprendizaje, estas estructuras pueden ser
inferidas a partir de la observacion sobre lo que el individuo puede hacer, o no, al enfrentarse
a una determinada situacién o problema matematico (Dubinsky, 1991). De esta forma, por
medio de la observacién y analisis se puede caracterizar en qué fase de construccion, de
algln concepto matematico especifico, se encuentra un individuo. En la Figura 10 se muestra

la relacion existente entre los mecanismos y estructuras mentales, anteriormente mencionadas.

Esquema
Interiorizacion
= Cm
l Procesos
Coordinacion
Objetos Reversion
Encapsulacion Generalizacion
Desencapsulacion

Figura 10. Estructuras y mecanismos mentales involucrados en la comprensién de un concepto mate-
matico (basado en Arnon et al., 2014, p. 18; Asiala et al., 1996, p. 9)

2.3.2. Niveles de desarrollo de un esquema

Trigueros (2005) indica que cuando un estudiante se encuentra frente a un problema especi-
fico en el ambito de las matematicas evoca un esquema para abordar su resolucion. Al evo-
carlo pone en juego aquellas estructuras construidas y las relaciones que dispone en ese mo-
mento. Ante una misma tarea, diferentes estudiantes pueden utilizar distintas estructuras y
diferentes relaciones entre ellas. De esta forma, cuando se consideran las relaciones que se

establecen entre las estructuras construidas, es posible identificar en las respuestas de los
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estudiantes que resuelven una misma tarea, 0 un conjunto de tareas, diferentes niveles de
desarrollo del esquema. Para abordar y caracterizar estas diferencias en el desarrollo, ade-
mas, del propio dinamismo del esquema, la teoria APOE propone el estudio del desarrollo
de un esquema por medio del uso de la triada Intra, Inter y Trans, propuesta por Piaget y
Garcia (1983), que lo clasifica en alguna de estas etapas segun el nivel de relaciones que un
individuo puede establecer entre los componentes del esquema y otras estructuras cognitivas.
Siguiendo esta idea, Piaget y Garcia (1983) definen los niveles de desarrollo de un esquema

de la siguiente forma:

Intra: lo propio de este periodo es el descubrimiento de una accion operatoria cualquiera, y la
busqueda del andlisis de sus diversas propiedades internas o de sus consecuencias inmediatas,
pero con una doble limitaciéon. En primer lugar, no hay coordinacion de esta preoperacion con
otras en un agrupamiento organizado; pero ademas el analisis interno de la operacion en juego se
acomparfia de errores que se corregiran progresivamente, asi como de lagunas en la inferencia que

de ella puedan deducirse (p. 163).

Inter: una vez comprendida una operacion inicial es posible deducir de ella las operaciones que
estan implicadas, o de coordinarlas con otras mas o menos similares, hasta la constitucion de
sistemas que involucran ciertas trasformaciones. Si bien hay aqui una situacién nueva, existen sin
embargo limitaciones que provienen del hecho de que las composiciones son restringidas ya que

solamente pueden proceder con elementos contiguos (p.165).

Trans: es facil de definir en funcién de lo que precede, como involucrando, ademas de las trasfor-

maciones, sintesis entre ellas. Dichas sintesis llegan a la construccion de “estructuras” (p.167).

A partir de esta definicion de la triada del nivel de desarrollo de un esquema, en las ultimas
décadas, se han elaborado diversos estudios referentes al concepto de la derivada. Por ejem-
plo, la investigacion de Baker et al. (2000) analizo el esquema grafico de Calculo a través
de la resolucion, de los estudiantes, de un problema grafico no rutinario, en el que no se
presentaba la expresion de la funcién sino un conjunto de condiciones analiticas sobre ella.
En su estudio plantearon que el esquema grafico de Céalculo estaba conformado por la inter-
accion de dos esquemas a los que denominaron “esquema de propiedad” y “esquema de
intervalo”. Para el analisis de sus datos utilizaron una doble triada que les permitié caracte-
rizar el esquema gréafico de Calculo en nueve niveles de desarrollo, los cuales se correspon-
den con las combinaciones de cada uno de los niveles de desarrollo correspondientes al es-

quema de propiedad y al esquema de intervalo. En la Tabla 4 se muestra la descripcion de
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cada uno de estos nueves niveles de desarrollo del esquema de grafico de Calculo estableci-
dos por Baker et al. (2000).

Tabla 4. Niveles de desarrollo del esquema grafico de Calculo (basado en Baker et al., 2000, p.

566-571)

Intra-propiedad

Inter-propiedad

Trans-propiedad

Intra-intervalo

El estudiante interpreta
solo una condicion
analitica, a la vez, en
términos de la implica-
cion de esta sobre la
gréfica de la funcion
en un solo intervalo.

El estudiante comienza
a coordinar dos 0 mas
procesos asociados a
las condiciones analiti-
cas en términos de las
implicaciones de estas
sobre la gréfica de la
funcion en un solo in-
tervalo.

El estudiante muestra
la capacidad para
coordinar todos los
procesos asociados a
las condiciones analiti-
cas en términos de las
implicaciones de estas
sobre la funcién en un
solo intervalo.

Inter-intervalo

El estudiante interpreta
solo una condicion
analitica, a la vez, en
términos de la implica-
cion de esta sobre la
grafica de la funcion
en intervalos conti-
guos, pero no sobre
todo el dominio.

El estudiante comienza
a coordinar dos 0 mas
procesos asociados a
las condiciones analiti-
cas en términos de las
implicaciones de estas
sobre la grafica de la
funcién en intervalos
contiguos, pero no so-
bre todo el dominio.

El estudiante muestra
la capacidad para
coordinar todos los
procesos asociados a
las condiciones analiti-
cas en términos de las
implicaciones de estas
sobre la funcién en in-
tervalos contiguos,
pero no sobre todo el
dominio.

Trans-intervalo

El estudiante interpreta
solo una condicion
analitica, a la vez, en
términos de la implica-
cion de esta sobre la
gréafica de la funcion
en todos los intervalos
de su dominio.

El estudiante comienza
a coordinar dos 0 mas
procesos asociados a
las condiciones analiti-
cas en términos de las
implicaciones de estas
sobre la grafica de la
funcion en todos los
intervalos de su domi-
nio.

El estudiante muestra
la capacidad para
coordinar todos los
procesos asociados a
las condiciones analiti-
cas en términos de las
implicaciones de estas
sobre la funcion en to-
dos los intervalos de
su dominio.

Otros aspectos que Baker et al. (2000) destacan en su estudio y que se ha considerado para

el desarrollo de esta investigacion, se relacionan con las dificultades observadas en los estu-

diantes a la hora de enfrentarse al punto cuspide, a la tangente vertical o a la eliminacion de

la condicion de continuidad, que eran parte medular del problema planteado. Finalmente,

puntualizan que un numero significativo de estudiantes muestra una comprension muy limi-

tada de la segunda derivada. Posteriormente, estas mismas autoras, en un nuevo estudio,

ampliaron su trabajo considerando un nimero mayor de tareas en sus instrumentos de inves-

tigacion y enfocandose en la tematizacion del esquema grafico de Calculo (Cooley et al.,

2007).
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Por su parte, Badillo (2003) utiliza una idea similar a la planteada por Baker et al. (2000)
para realizar un analisis de la comprension del concepto de la derivada en un grupo de cinco
profesores de matematicas y fisica de Colombia. En su investigacion, ella utiliz6 la idea de
coordinacion de esquemas, considerando que el esquema de la derivada estaba conformado
por la coordinacion del “esquema algebraico” y el “esquema grafico”. En su investigacion,
Badillo (2003) muestra que para una buena construccion del esquema de la derivada se re-

quiere de la coordinacion de los macro objetos f'(a) y f'(x). Es decir, que se requiere

tanto la comprension local de la variacion de la funcion (punto a punto) como la variacién
global de la funcién (coordinacion en cada punto, en cada intervalo, o bien en todo el domi-
nio de la funcion) teniendo en cuenta la complejidad de los objetos que organizan y de los
procesos cognitivos que intervienen. Es importante destacar que esta investigadora utiliza la
palabra coordinacion para referirse al establecimiento de conexiones entre ambos esquemas
y macro objetos, y no como el mecanismo mental que conecta dos 0 méas procesos. Consi-
derando estos aspectos, Badillo (2003) define, de forma anéloga al estudio de Baker et al.
(2000), nueve niveles de desarrollo del esquema de la derivada conformados por la combi-

nacién de los niveles (Intra, Inter y Trans) del esquema algebraico y del esquema gréafico.

Para el caso especifico de este estudio, se tom6 como referencia el trabajo realizado por
Sanchez-Matamoros (2004), en el que se realiza un analisis del esquema de la derivada en
términos de la relaciones légicas (conjuncion, contrarreciproco y equivalencia) que los es-
tudiantes establecen entre los distintos elementos matematicos a la hora de resolver proble-

mas.

En consonancia con el estudio de Sanchez-Matamoros (2004), se entendera que un elemento
matematico es “el producto de una disociacion o de una segregacion del concepto vinculada
al concepto y a sus propiedades” (Piaget, 1963, p. 72). A partir de esta definicion, es posible
indicar que el concepto de la derivada posee elementos estructurantes de distinta naturaleza,
caracterizados por los modos de representacion y el caracter de dichos elementos. Con res-
pecto, a los modos de representacion, este trabajo considera que el concepto de la derivada
esta conformado por 2 tipos de elementos: los analiticos y los graficos. Asimismo, en rela-
cion con el caracter o naturaleza, considera elementos de tipo puntual, si estos elementos
hacen referencia a una propiedad especifica en un punto, o global, si corresponde a una pro-
piedad correspondiente a un intervalo. De esta forma, se entenderé que un esquema corres-

ponde a la estructura matematica formada por los elementos matematicos y las relaciones
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I6gicas que se establecen entre ellos y que puede ser evocado, para la resolucion de un pro-
blema (Sanchez-Matamoros, 2004). A partir de la identificacion de los elementos matema-
ticos y las relaciones logicas que se establecen entre ellos, Sanchez-Matamoros (2004) defi-

nio los niveles de desarrollo del esquema de la derivada de la siguiente forma:

¢ Nivel Intra. No se establecen relaciones I6gicas entre los elementos matematicos (ya sean
gréaficos o analiticos, puntuales o globales), y los posibles esbozos de relacién (del tipo con-
juncion légica) entre ellos se realizaran con errores. Uso de elementos matematicos de forma
aislada (y a veces de forma incorrecta).

o Nivel Inter. Se establecen relaciones logicas entre los elementos matematicos utilizados, pero
con limitaciones, predominando el uso de la conjuncién ldgica y solo relacionan elementos
matematicos puntuales o/y globales que se encuentren en el mismo modo de representacion
analitico o gréafico. Se usan mas elementos matematicos de forma correcta que en el nivel
anterior.

e Nivel Trans. Aumenta el repertorio de uso de las relaciones logicas (y légica, contrarreci-
proco, equivalencia ldgica) entre los elementos matematicos. En este nivel se produce la
“sintesis” de los modos de representacion. Todo ello lleva a la construccion de la estructura

matematica. (p. 73-74)

En relacion con la sintesis que forma parte de la descripcidn de los niveles de desarrollo, esta
se aplica a situaciones en las que hay que relacionar (relacién I6gica) informacion grafica y
analitica, es decir, usar informacion procedente de ambos sistemas de representacién para
considerarla conjuntamente y obtener una “cosa” que no se conocia. “Considerar la infor-
macion conjuntamente” significa establecer alglin tipo de relacion l6gica entre los elementos
matematicos para tomar una decision relativa a la situacion en la que se encuentra (Sanchez-
Matamoros, 2004). En este trabajo se consideraron los descriptores para cada nivel de desa-
rrollo basados en los elementos matematicos y las relaciones logicas para definir las varia-

bles de estudio que se presentan en el Capitulo 3 (Disefio Metodologico).

Asimismo, otro aspecto importante en cuanto al desarrollo de esquemas, se relaciona con lo
planteado por Piaget y Garcia (1983) sobre el crecimiento gradual del esquema y a la natu-

raleza de la triada. En particular, estos autores puntualizan que:

La naturaleza de los elementos de la triada es funcional y no estructural. Obedecen, por consi-
guiente, a un orden necesario, puesto que la elaboracion del Trans, en tanto sistema de las tras-

formaciones reunidas en una totalidad con propiedades nuevas, supone la formacién de algunas
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de estas trasformaciones en el Inter, y que estas ultimas implican el conocimiento de los caracteres

analizados en el Intra. (p. 171)

Ademaés, Piaget y Garcia (1983) mencionan que al realizar las descripciones del desarrollo
de un esquema en términos de la triada (Intra, Inter y Trans), estas descripciones estaran
vinculadas a cuestiones de escalas y que hay que ser consciente de que cada una de estas
grandes etapas 0 niveles encierra subetapas o subniveles, las cuales siguen un mismo orden
y que solo se puede pasar a otro nivel cuando se ha alcanzado el previo. Por tanto, la idea de
desarrollo de un esquema no solo indica una progresion gradual del esquema sino que, tam-
bién, indica una cualidad fractal de este desarrollo en cuanto a que en cada nivel pueden
encontrase subniveles de desarrollo que siguen esta misma progresion. La idea anterior es la
que da sentido al planteamiento del primer objetivo especifico relacionado con la identifica-
cion de los subniveles de desarrollo del esquema de la derivada y su caracterizacion.

Tabla 5. Subniveles de desarrollo del esquema de la derivada (Sanchez-Matamoros, 2004, p. 217-218)
Nivel  Caracteristicas
Intral < No establece relaciones légicas entre los elementos matematicos.
* Recuerda solo algun elemento matematico a lo largo de todo el cuestionario, vin-
culado solo a un modo de representacion analitico o grafico.
« Recuerda elementos matematicos con errores.
Intra « Dificultades en establecer relaciones ldgicas (y l6gica) entre los elementos mate-
maticos. (Intento de relacion “y logica™).
* Recuerda algunos elementos matematicos de forma aislada.
+ No tiene sintetizados los modos de representacion.
Inter 1  « Usa la conjuncion logica (“y 16gica”) de manera correcta entre elementos matema-
ticos dados en el mismo modo de representacion.
« Recuerda algunos elementos matematicos analiticos y/o graficos (puntuales y/o
globales).
« Esbozos de sintesis de los modos de representacion analitico y gréfico.
Inter « Usa diferentes relaciones logicas entre elementos matematicos de forma correcta
salvo alguna excepcion (generalmente en el mismo modo).
« Recuerda los elementos matematicos necesarios en la resolucion de la tarea en am-
bos modos de representacion (analitico o gréfico).
« Esbozos de sintesis de los modos de representacion (analitico y grafico).
« Dificultades en trasladar las relaciones entre f y f' alas relacionesentre f'y

f " (indicativo de la consideracion de f ' como funcién).

Trans e« Usadiferentes relaciones logicas (“y logica”, contrarreciproco, equivalencia logica)
entre los elementos matematicos de forma correcta.
« Recuerda los elementos matematicos necesarios en la resolucion de la tarea, usando
los significados implicitos para tomar decisiones.
« Sintesis de los modos de representacion (analitico y gréafico).
« Traslacion de las relaciones entre f'y f" de manera puntual

Igualmente, es importante destacar que existen estudios que dan cuenta de esta cualidad
fractal en el desarrollo de un esquema (Sanchez-Matamoros, 2004; Aldana, 2011). En parti-

cular, en la investigacion de Sanchez-Matamoros (2004), sobre el desarrollo del esquema de
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la derivada, se plantea la existencia de 2 subniveles de desarrollo para los niveles Intra e
Inter respectivamente. Segun esta investigadora dichos subniveles surgen de la observacion
de una progresion en el desarrollo del esquema, la cual esta caracterizada en términos de la
incorporacion de un mayor nimero de elementos matematicos y relaciones, asi como, de la

paulatina sintesis de los modos de representacion analitico y gréfico (ver Tabla 5).

Finalmente, una observacion importante y que justifica el planteamiento del segundo obje-
tivo especifico de investigacion se relaciona con lo propuesto por Piaget y Garcia (1983) en

cuanto a que una vez formado/construido el esquema, este puede ser tematizado.
2.33. La tematizacion de un esquema

La finalidad de todo proceso de instruccion es lograr el aprendizaje “consciente” por parte
de los estudiantes del o los conceptos para los cuales se ha llevado a cabo. En términos de la
teoria APOE, lo anterior, se alcanza a cabalidad cuando un estudiante logra tematizar el

esquema de un concepto.

Piaget y Garcia (1983) fueron los primeros en introducir el término tematizacion relacionan-

dolo con el aprendizaje de conceptos matematicos. En particular, estos autores indican que:

En efecto, las nociones abstractas de las matematicas no fueron utilizadas, en un comienzo, sino
en forma instrumental, sin que dieran lugar a una reflexion sobre su significacion general, y sin
siquiera tomar conciencia del hecho mismo de estarlas utilizando. A esto dltimo se llega luego de
un proceso mas o menos prolongado a cuyo término la nocion particular (que ya ha sido utilizada
en numerosos casos de aplicacion) se torna objeto de reflexion para constituirse en concepto. Este
pasaje del uso o aplicacion implicita, a la utilizacién consciente, a la conceptualizacion, constituye

lo que hemos convenido en llamar tematizacion. (p. 105)

Sin embargo, la tematizacion como mecanismo mental ha sido utilizada bajo el marco de la
teoria APOE para dar cuenta de como un esquema (estructura dinamica de relaciones e in-
terrelaciones) se trasforma en un objeto (estructura estatica) sobre el cual es posible aplicar
nuevas acciones y procesos (Arnon et al., 2014). La tematizacion de un esquema, segun
Cooley et al. (2007), implica coherencia de la estructura cognitiva construida por el estu-
diante, es decir, la posibilidad de que reconozca las relaciones que estan incluidas en el es-
guemay que sea capaz de decidir qué tareas pueden abordarse utilizando el esquema y cuales
no. En particular, Asiala et al. (1996) mencionan que solo un individuo con un nivel de

desarrollo Trans de un esquema esta en condiciones de poder tematizarlo.
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Por otra parte, Arnon et al. (2014) consideran que es igualmente importante tematizar el
esquema de un concepto como el mecanismo inverso de destematizarlo porque esto es lo
que permite utilizar los elementos constitutivos del esquema (acciones, procesos, objetos y
otros esquemas) en la resolucion de tareas que requieran de la utilizacion de dicho concepto.
En la Figura 11 se presenta un diagrama de la teoria APOE que incluye el mecanismo de

tematizacion y su mecanismo inverso.

Esquema
Interiorizacion
.-\cc(’—__\ Tematizacion
l Procesos
Coordinacion

Reversion
Generalizacion

Objetos Destematizacion

Encapsulaciéon

Desencapsulacion

Figura 11. Construcciones mentales y mecanismos involucrados en la tematizacion (basado en Ar-
non et al., 2014; Asiala et al., 1996)

Algunos estudios que utilizan el enfoque de la teoria APOE, han aportado significativos
avances en la comprension, tanto del desarrollo del esquema de la derivada (Asiala et al.,
1997; Baker et al., 2000; Badillo, 2003; Sdnchez-Matamoros, 2004) como de la tematizacion
del mismo por parte de los estudiantes (Sanchez-Matamoros, 2004; Cooley et al., 2007; Gar-
cia et al., 2011). Estos trabajos han puesto de manifiesto que existen dificultades que se
refieren a que no se consideran a las derivadas como funciones y aspectos caracteristicos de
ellas, tales como: la existencia de puntos de no derivabilidad; cambios en las condiciones de

continuidad; y, niveles de comprension de la segunda derivada.

Cooley et al. (2007) examinaron si era posible lograr la tematizacién observando cdmo los
estudiantes clasificados en el nivel de desarrollo Trans-Trans (Trans-propiedad, Trans-inter-
valo) del esquema gréfico de Calculo, segun la caracterizacion de Baker et al. (2000), cons-
truyeron relaciones entre las propiedades de las funciones tales como la primera derivada, la
segunda derivada segunda, limites y continuidad, y como relacionaban estas propiedades
con la grafica de la funcion. El andlisis de sus datos se centrd en la coordinacion que los
estudiantes hacian de los procesos asociados a las diferentes propiedades e intervalos para
describir posibles estructuras mentales que conformaban su esquema y para determinar su
capacidad de acceder dichas estructuras cuando era necesario. El problema utilizado en la

entrevista realizada para analizar la posible tematizacion del esquema gréfico de Calculo era

66



2. Marco Tedrico Claudio Fuentealba Aguilera

el mismo del estudio de Baker et al. (2000), sin embargo, se habian modificado varias con-
diciones. Por tanto, los estudiantes tenian que destematizar su esquema con el objetivo de
utilizar y coordinar las componentes necesarias para resolverlo. En la Figura 12 se muestran

los elementos que debian ser coordinados para solucionar el problema modificado.

vertical
tangent

cusp inflection / J
s 1 maximum
point s

Y
A

decreasing increasipg decreasing
concave congave concave concave
down up down up

asymptotic tolh = -2

Figura 12. Elementos a coordinar para solucionar el problema propuesto en la entrevista (basado
en Cooley et al., 2006, p. 378)

En su anélisis, Cooley et al. (2007) enfocaron su atencién en las habilidades de los estudian-
tes para realizar coordinaciones y determinar qué propiedades graficas cambiaban, y cuales
permanecian invariantes. Segun estas autoras, esta habilidad de los estudiantes para realizar
coordinaciones a pesar de los cambios realizados en las propiedades de la funcion demostré
la conservacion de la estructura de su comprensiéon. Con base en dichas observaciones Co-
oley et al. (2007) concluyen que un estudiante que ha tematizado el esquema grafico de
Caélculo debe dar evidencia de haber coordinado todas las propiedades dadas a través de
todos los intervalos de la funcion, mostrando consciencia y flexibilidad en el uso de su es-
guema, ademas, de adaptarse y actuar sobre el esquema mientras responde a las demandas
especificas del problema modificado. Asimismo, mencionan que la tematizaciéon del es-
guema indica la capacidad del estudiante para descomponerlo (destematizarlo) en sus partes
que lo conforman con el objeto de observar las relaciones entre ellas y discernir cuéles son

pertinentes para la solucion de un problema.

Por su parte, Sanchez-Matamoros (2004) y Garcia et al. (2011) estudiaron la tematizacion
de un grupo de tres estudiantes universitarios de Célculo con un nivel de desarrollo Trans
del esquema de la derivada, segun la caracterizacion de Sanchez-Matamoros (2004). Estos
estudiantes habian respondido previamente un cuestionario y durante la entrevista se les pre-

gunto sobre su proceso de resolucion de las Tareas 1y 4, que se muestran en la Figura 13.
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TAREA 1
La figura muestra la grdfica de la derivada de f ', esboza las posibles grdficas de f.

TAREA 4

Esboza la grdfica de una funcion que satisface las condiciones siguientes:

- fes continua - f(-1) =0 -fD)=F3)=f"(5)=0 -limf(x)=-c

- lim f{x) = - a0 -
x—>-2

-f'(x) <0 cuando 1 <x <5 y cuando x>7 - f '(x) >0 cuando -2<x<l y cuando
S<x<7

-f7(x) <0 cuando -2<x<3 -f7(x) >0 cuando 3<x<7 y cuando x> 7

Figura 13. Tareas utilizadas para identificar las estructuras subyacentes asociadas a la tematizacion
del esquema de la derivada (Sanchez-Matamoros, 2004, p. 132)

El anélisis de los datos se centro en las justificaciones de los estudiantes asociadas a la rela-
cion entre el signo de la primera derivada y la concavidad de la funcidén en un contexto
grafico, ademas de la justificacion de la relacion entre el signo de la segunda derivada de f
(") ylaconcavidad de la funcién en un contexto analitico. Asimismo, se identificaron los
elementos matematicos graficos y analiticos que los estudiantes utilizan, las propiedades
locales y/o globales que ponen en juego Yy las relaciones que usan para inferir nueva infor-
macion necesaria para resolver cada problema. Con base en este analisis, Garcia et al. (2011)
concluyen que un estudiante ha tematizado el esquema de la derivada cuando es capaz de
trasferir todas las relaciones e implicaciones que han construido y organizado para el par (
f,f')alpar (f', f"), ademas, consideraa f' como totalidad al igual que(f")'=f", es
decir, entiende el operador derivada como una trasformacion. Segun estos investigadores, lo
anterior significa que el esquema derivada es un objeto que puede ser utilizado sin "vinculos"
al contexto inicial desde el cual comenzé a ser construido (la primera derivada). De esta
forma, el operador derivada es considerado por el estudiante como una trasformacion que
puede ser generalizada y por lo tanto, aplicable a (f)'=f", (f")'=1f™, y asi sucesiva-

mente, lo cual seria la estructura subyacente al esquema de la derivada tematizado.

Finalmente, considerando los estudios de Sanchez-Matamoros (2004), Cooley et al. (2007)

y Garcia et al. (2011), en esta investigacion se pretende caracterizar la tematizacion del es-
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quema de la derivada mediante la observacion de como el estudiante: (1) responde correcta-
mente a modificaciones de las condiciones de las tareas propuestas, o bien, a otras planteadas
durante la entrevista; y (2) trasfiere todas las relaciones e implicaciones que ha construido y

organizado para el par f—f"al par f'—f", y asi sucesivamente, independientemente del

modo de representacion en el cual se ha planteado la tarea y/o la pregunta.
2.3.4. Descomposicion genética

El principal objetivo de la teoria APOE es explicar como es que un individuo construye en
su mente el conocimiento matematico, asi como entender las posibles dificultades en su pro-
ceso de construccion. La forma en que se describe, dentro de la teoria, el aprendizaje de un
concepto matematico en un individuo, es mediante una descomposicion genética (DG), la
cual, es un modelo hipotético que describe por medio del uso de estructuras mentales (ac-
ciones, procesos, objetos y esquemas) y mecanismos (interiorizacion, encapsulacion, des-
encapsulacion, generalizacion, reversion, coordinacion, tematizacion y destematizacion) el
camino cognitivo que un individuo podria seguir para construir dicho concepto. Una DG es

referida como preliminar hasta que se obtienen datos empiricos que permiten su validacion.

El disefio de una DG preliminar, para algin concepto en particular, puede basarse en los
siguientes recursos (Arnon et al., 2014):

e Laexperiencia del investigador como profesor y/o estudiante en relacién con la com-
prension del concepto matematico.
e Investigaciones previas en Didactica de la Matematica, sobre las dificultades de los

estudiantes en el aprendizaje del concepto.

e Observaciones de cursos. El analisis de las observaciones, del trabajo de estudiantes
que aprenden el concepto, permite identificar elementos de una descripcion cognitiva

del concepto, que posteriormente puede verificarse empiricamente.

e Desarrollo historico del concepto. Un estudio de este tipo puede sefialar las construc-
ciones mentales que un individuo puede realizar, de acuerdo con el desarrollo histo-

rico del concepto.

e Materiales de texto. El enfoque didactico empleado en este tipo de materiales puede
ayudar al investigador a detectar algunas consideraciones en el aprendizaje del con-

cepto matematico en cuestion.
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e Analisis de datos empiricos (trascripciones de entrevistas). La comparacién de ex-
tractos de entrevista, como un estudio piloto, permite evidenciar las diferencias en el
desempefio de los estudiantes ante tareas especificas; estas diferencias pueden sefia-
lar la presencia o ausencia de alguna estructura mental. Las construcciones mentales

implicadas por este tipo de analisis pueden constituir parte de una DG.

Mediante la consideracion de uno o varios de los factores anteriormente mencionados, una
DG preliminar, o simplemente DG, puede disefiarse para describir las estructuras y meca-
nismos mentales que, a consideracion del investigador, son viables para el aprendizaje de un

determinado concepto matematico.

Otro aspecto importante que debe tomarse en cuenta, en el disefio de una DG, son las estruc-
turas previas que un individuo requiere haber construido para poder iniciar el aprendizaje de
un nuevo concepto, ya que, a menudo, “un nuevo concepto [...] surge como la trasformacion
de un concepto existente” (Arnon et al., 2014, p. 28). En este sentido, una DG describe las
acciones (cognitivas) que son necesarias realizar sobre objetos previos, las cuales se interio-
rizan en procesos Yy estos, a su vez, se encapsulan en objetos; ademas, puede incluir una

descripcion de cdmo estas estructuras se relacionan y organizan en un esquema.

Es importante aclarar que una DG no es una descripcion matematica del concepto en estudio
sino que es un modelo epistemoldgico y cognitivo del concepto (Roa-Fuentes y Oktac,
2010), ya que considera la naturaleza matematica del concepto y su posible desarrollo en la
mente del individuo. Otro aspecto que se resalta es que una DG, para algin concepto en
especifico, no es Unica, pues depende de las consideraciones que haya tomado el investigador
para su disefio asi como también de las estructuras previas que posea el individuo o indivi-
duos que aprenden. Lo importante es que la DG permita explicar, en término de construc-
ciones mentales, los aciertos y dificultades del individuo al aprender dicho concepto.

En esta investigacion no se ha construido ninguna DG del concepto de la derivada, sin em-
bargo, tanto las tareas del cuestionario como las preguntas utilizadas en la entrevista se basan
en las DGs planteadas por Asiala et al. (1997) y Font et al. (2016). En particular, Asiala et
al. (1997) proponen DG preliminar del concepto de la derivada como punto de partida para
analizar la comprension grafica que tienen un grupo de 41 estudiantes universitarios sobre
el concepto de la derivada en un punto. Esta DG luego, de desarrollado su estudio, fue refi-

nada con el objeto de incorporar tanto las estructuras como los mecanismos que no habian
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sido considerados y que fueron evidenciados en las respuestas de los estudiantes a la entre-
vista realizada. Dicha DG se presentan a continuacion:

Revision de la descomposicion genética del concepto derivada:
1. Conocimiento prerrequisito
A. Representacion grafica de objetos matematicos.
i. Representacion gréfica de un punto.
ii. Representacidn gréfica de una linea incluyendo el concepto de pendiente.
B. Coordinacion de representaciones de punto con una funcién.

i. Interpretacion grafica de (X,Y), cuando y es dada por f(X).

ii. Superar la necesidad de tener una férmula para una funcion.
2. Caminos graficos y analiticos hacia la derivada
1a. Grafico: la accion de conectar dos puntos sobre una curva para formar una cuerda que es una
porcidn de la secante a través de los dos puntos junto con la accion de calcular la pendiente de la
recta secante a través de los dos puntos.
1b. Analitico: la accion de calcular la tasa media de variacion a través de calcular el cociente
incremental en el punto.
2a. Grafico: interiorizacion de las acciones del punto 1a en un proceso Unico a medida que los
dos puntos del grafico se aproximan mas y mas.
2b. Analitico: interiorizacion de las acciones en el punto 1b en un proceso Unico a medida que
la diferencia entre los intervalos de tiempo se hacen mas y mas pequefios, esto es a medida que la
longitud del intervalo de tiempo se acerca mas y mas a cero.
3a. Grafico: encapsulacion del proceso del punto 2a para producir la recta tangente como la
posicién limite de las secantes y para producir la pendiente de la tangente en un punto sobre la
gréafica de una funcion.
3b. Analitico: encapsulacion del proceso del punto 2b para producir la tasa de variacion instan-
tdnea de una variable respecto de la otra.
4. Interiorizacion de los procesos de los puntos 2a 'y 2b en general para producir la definicion de
la derivada de una funcion en un punto como el limite del cociente incremental en ese punto.
3. Interpretacion grafica de la derivada
C. Interpretacion gréfica de la derivada en un punto.

i. Superar la necesidad de diferenciar una formula.

ii. Coordinar con el punto A para ver f'(a) como la pendiente de la recta tangente.
iii. Coordinar varias interpretaciones de f'(a).

D. Interpretacion gréafica de la derivada como una funcion.

i. Ver la derivada como la funcién que va de x a la tangente en (X, f(x)).
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ii. Identificar ' con la recta tangente en un punto.
4. Uso del concepto derivada
E. Varias coordinaciones para obtener el grafico de f .
i. Interpretacion grafica de f'(x) para un determinado x.
ii. Interpretacion de f'(x) para un determinado x como la pendiente.
iii. Proceso de mover x a través de un intervalo.
a. Monotonia de la funcién y signo de la derivada.
b. Pendiente infinita (tangente vertical) y derivada infinita.
c. Concavidad de la funcion y signo de la segunda derivada.
iv. Dibujar un gréfico completo o representativo. (Asiala et al., 1997; p. 426-427).
Por su parte, la DG planteada por Font et al. (2016) es un refinamiento de la DG utilizada
por Badillo (2003) para estudiar el desarrollo del esquema de la derivada en un grupo de
profesores colombianos, la cual, a su vez, también corresponde a un refinamiento de la DG
revisada por Asiala et al. (1997). Concretamente, Font et al. (2016) indican que después de
analizar y comparar las DGs de Badillo (2003) y Asiala et al. (1997) decidieron disefiar una
nueva, teniendo en cuenta aquellas construcciones que consideraron importantes y que apa-
recian en ambas DGs. Ademas, afiadieron nuevas construcciones que no fueron consideradas
explicitamente en ninguna de las dos DGs. Asimismo, estos autores mencionan que la deci-
sion de plantear una nueva DG es coherente con la metodologia de la teoria APOE porque
no se supone que una DG para un concepto sea Unica, por el contrario, es posible refinarla
como resultado de la validacion experimental, los resultados de la investigacion sobre el
aprendizaje de un concepto y/o una decision triangulada de expertos, entre otras opciones.
La DG planteada por Font et al. (2016) se presenta en los siguientes parrafos:
la. Las acciones de (a) conectar dos puntos en una curva definida por una funcién para obtener
un cuerda, es decir, una procién de una linea secante a la curva, pasando que pasa por €sos
dos puntos, y (b) calcular la pendiente de la linea secante que pasa por dichos puntos.

1b. La accion de calcular la tasa media de variacion entre un punto dado y un punto que esta

“cerca" de él [m:\7=TVM _ f(bt))_ f(a)J_
—a

2a. Interiorizacion de las acciones de la parte 1a en un proceso, por medio de la reflexion de los
resultados de su repeticion cuando los dos puntos considerados en la construccion de la

secante se acercan.
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2b. Interiorizacion las acciones de la parte 1b en el proceso de célculo de la tasa media de
variacion, cuando la diferencia de las componentes x de un punto general a uno dado se
hace cada vez mas pequefia (b — a).

3a. Encapsulacion del proceso de la parte 2a en (a) el objeto recta tangente como resultado de la
posicién limite de las secantes, y (b) el objeto pendiente de la recta tangente en un punto de
la grafica de una funcion como resultado del limite de las pendientes de las secantes.

3b. Encapsulacion del proceso de la parte 2b, en el objeto tasa de variacion instantanea de la

variable dependiente en relacion con la variable independiente (nmw = f -(a)J .
—a

b—a

3c. Coordinacién de los procesos de las partes 2a y 2b en un nuevo proceso donde la tasa de
variacion instantanea en un punto se considera como el mismo objeto independientemente
de la representacion utilizada.

3d. Interiorizacion de las acciones de la parte 1b en un proceso, donde es posible considerar la
construccion grafica de la tasa de variacion media en términos del cociente de los
incrementos verticales y horizontales cuando estos incrementos se hacen cada vez mas
pequefios (h —0).

3e. Interiorizacion de las acciones de la parte 1b en un proceso analitico que involucra la
construccion de la tasa de variacion media en términos de los cocientes de incrementos de
las variables dependientes e independientes cuando estos incrementos se hacen cada vez mas
pequefios (h —0).

3f. Coordinacion de procesos descritos en las partes 3d y 3e en un nuevo proceso donde es
posible considerar ambos procesos como los mismos independientemente de la
representacion utilizada.

3g. Encapsulacion del proceso descrito en la parte 3f en el objeto tasa de variacion instantanea

en cualquier punto de una funcién considerandola como el limite de los cocientes

(nmw: f '(a)J.

h—0 h

4a. Acciones de (a) conectar dos puntos diferentes pero cercanos en un grafico, relacionar dos
magnitudes covariantes mediante un segmento de linea y calcular su pendiente o (b) usar dos
puntos consecutivos de una tabla que relaciona dos magnitudes covariantes para calcular la
tasa de variacion media.

4b. Interiorizar las acciones descritas en la parte 4a en procesos para obtener la tasa de variacion

media como una aproximacion razonable de la tasa instantanea de cambio en un punto dado.
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4c. Encapsulacion de los procesos de la parte 4b en objetos que son equivalentes a la razén de
cambio instantanea en un punto, en un contexto numérico o gréafico (ﬂJ(En el caso de la
AX

velocidad esto significaria (AA_‘: :\7J)

4d. Coordinacion de los procesos descritos en la parte 4b y la parte 3d en un nuevo proceso en
el que la tasa de variacion instantanea puede obtenerse de un gréfico o de conjuntos de datos
mediante una aproximacion lineal.

4e. Encapsulacion del proceso de la parte 4d en el objeto tasa de variacion instantanea en un

punto, como el limite de las tasas de variacion media en un punto [Iim %J
Ax—=0 AX

5. Establecer relaciones entre los objetos resultantes de las encapsulaciones en las partes 3b, 3g
y 4e para construir un esquema para la derivada en un punto.

6. Tematizacién de este esquema en el objeto derivada de una funcién en un punto.

(mm —lim Y i T =T@ _ i, F@+rh = T(@) _ '(a)J
Ax—0 AX b—a b—a h—0 h

7. Interiorizacion de la accion de calcular la derivada en un punto en el proceso para calcular

la derivada en cualquier punto de una funcion.

8. Encapsulacion del proceso descrito en la parte 7 en el objeto funcion derivada.

8a. Acciones sobre la derivada como un objeto para encontrar la derivada de funciones que son
el resultado de operaciones con otras funciones.

8b. Interiorizacion de las acciones de la parte 8a en los procesos implicados en el calculo de la
derivada de las funciones obtenidas de las operaciones, es decir, la obtencion de las reglas
de derivacion.

8c. Encapsulacion de los procesos de la parte 8b en objetos relacionados con reglas de deriva-
cion. Por ejemplo, acciones aplicadas a la regla del producto de las derivadas en la integra-
cion por partes.

9. Establecer relaciones entre procesos u objetos construidos en 6 y 8 en un esquema de la
derivada que permita encontrar las propiedades de cualquier funcién por medio de su deri-
vada y las propiedades de la derivada de una posible funcién (monotonia, concavidad, des-
cripcion y construccion de gréficos, optimizacion, etc.).

10. Tematizacion del esquema de la derivada cuando las acciones necesitan ser aplicadas al es-
quema a considerar. Por ejemplo, la integral de una funcion derivada en cualquier represen-
tacion. (Font et al., 2016, p. 113-115)

2.3.5. Ciclo de investigacion

Una investigacion basada en el marco tedrico APOE tiene tres componentes: analisis tedrico;
disefio e implementacion de ensefianza; y analisis y verificacion de datos. Estos se ilustran

en la Figura 14 junto con sus relaciones.
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/ Analisis tedrico \

Recoleccion y analisis de * Disefio e implementacidn

datos * de la ensefianza

Figura 14. Ciclo de investigacion de APOE (basado en Arnon et al., 2014, p. 94)
Analisis teorico. La investigacion, bajo el paradigma APOE, se inicia con el analisis
tedrico del concepto a estudiar, es decir, con el disefio de una DG (preliminar). Como
ya se menciond, una DG es un modelo compuesto de estructuras y mecanismos men-
tales que un individuo requiere construir para lograr el aprendizaje de un determinado
concepto. Esta puede disefiarse teniendo en cuenta los factores descritos anterior-
mente. Asiala et al. (1996) sefialan dos cuestionamientos que deben guiar el trabajo
en esta componente: ;Qué significa comprender un concepto matematico? y (Cémo

esa comprension puede ser lograda por un estudiante?

Disefio e implementacién de ensefianza. Una vez disefiada una DG, se puede imple-
mentar en el aula mediante el ciclo de ensefianza ACE que integra: Actividades, Dis-
cusion en Clase y Ejercicios (ACE, por sus siglas en inglés). Dicho ciclo de ense-
fianza tiene como proposito apoyar el desarrollo de las construcciones mentales su-
geridas por la DG (Arnon et al., 2014, p. 57). Asimismo, esta componente del ciclo
de investigacion permite generar los datos empiricos que seran analizados en la ter-

cera componente.

Recoleccion y andlisis de datos. Esta parte del ciclo de investigacion permite la va-
lidacion de la DG a través del analisis de los datos obtenidos en la etapa anterior. Las
preguntas que guian este analisis son: ¢ Los estudiantes desarrollaron las construccio-
nes mentales previstas por el analisis tedrico?, ;Qué tan bien aprendieron los estu-
diantes el contenido matematico? (Arnon et al., 2014). A partir de las respuestas ob-
tenidas para estos cuestionamientos, el investigador puede hacer modificaciones a la
primera o segunda componente del ciclo de investigacion con el fin de incluir aque-
llos elementos que no habian sido considerados en el analisis teorico o en la imple-
mentacion de la ensefianza. Una vez realizadas las modificaciones, si es que las hubo,
se vuelve a iterar el ciclo completo hasta que se pueda responder satisfactoriamente

a los dos cuestionamientos planteados; de esta forma, se obtiene una DG validada.
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Desde el punto de vista planteado por el paradigma de investigacion basado en la teoria
APOE, el presente trabajo forma parte de la primera componente de este ciclo de investiga-
cion. Si bien es cierto que la intencidn de esta investigacion no es proponer una DG para el
concepto de la derivada, si intenta ejemplificar un posible camino para identificar relaciones
entre estructuras mentales y a partir de ello, proponer o complementar alguna de las DGs ya
establecidas, como por ejemplo, la planteada por Font et al. (2016) en el apartado referente

a la tematizacion del esquema.

Finalmente, se destaca lo planteado por Cooley et al. (2007) en el sentido de que la investi-
gacion, en torno al desarrollo de un esquema es un proceso de visualizacion externo, en el
que solo estan disponibles las percepciones de los investigadores sobre respuestas disponi-
bles para evaluar la comprension. Asimismo, la nocién preconcebida de estas etapas de desa-
rrollo se basa en una DG del concepto dado. Sin embargo, existe la limitacion de que la DG
es una herramienta estatica en cualquier momento, mientras que un esquema es dinamico y
esta siendo reconstruido constantemente. De hecho, decir que se esta reconstruyendo el co-
nocimiento en la etapa Trans se limita a lo que ha sido descrito por los investigadores y no
a las descripciones de los mecanismos y estructuras establecidos en una DG. En este mismo
sentido, Cooley et al. (2007) también mencionan que el andlisis de la tematizacién de un
esquema requiere de problemas que involucran un alto grado de complejidad, la cual implica,
a su vez, la dependencia de una variedad de construcciones mentales en términos de accio-
nes, procesos, objetos y otros esquemas, para coordinar toda la informacion. Por tanto, no
es posible determinar el origen de todas las construcciones mentales. El andlisis solo se limita
a lo que los investigadores observan en funcion de la coordinacién de los procesos involu-

crados en la resolucion del problema.
2.3.6. Hacia la caracterizacion de una nueva estructura: “la totalidad”

La concepcion objeto que un individuo posee sobre un concepto o nocion en la teoria APOE,
ha sido relacionada con dos caracteristicas principales: (1) el individuo puede ver un proceso
como un todo vy, (2) el individuo puede realizar acciones sobre ese todo. Con base en estas
consideraciones en Arnon et al. (2014) se describe la posible existencia de una nueva estruc-
tura cognitiva, la cual han denominado totalidad. Esta posible nueva estructura podria ser
producto de la dificultad en la transicién de una concepcion de proceso a una concepcion de
objeto. Sfard (1991) sugirié que este fenomeno “parece inherentemente tan dificil y que en

ciertos niveles puede permanecer practicamente fuera del alcance de ciertos estudiantes”
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(p.1). Por otra parte, Dubinsky et al. (2013) sefialaron que “la dificultad con esta progresion
[de proceso a objeto] puede ser particularmente fuerte para procesos infinitos” (p.251). Cen-
trandose en esta dificultad, Dubinsky et al. (2013) consideraron la posible existencia de una
nueva etapa en el marco de la teoria APOE, la cual denominaron como totalidad y que co-
rresponde a una estructura mental que se ubica entre proceso y objeto. En su estudio, ellos
propusieron el mecanismo detemporalizacion, por medio del cual un individuo pasa de pen-
sar en un proceso como una secuencia de pasos continuos a ser capaz de imaginar estos

pasos a la vez, para progresar del proceso a la totalidad.

La totalidad ha sido identificada en estudios sobre fracciones (Arnon, 1998) y en investiga-

ciones sobre el decimal infinito periddico 0,9 y su relacién con 1 (Weller, Arnon y Dubinsky,

2009, 2011; Dubinsky et al., 2013). Ademas, recientemente ha sido observada en el analisis
de problemas que involucran procesos infinitos asociados a la paradoja de la “Lampara de
Thomson” y a una variacion de esta, en donde surgen concepciones asociadas al infinito
(Chanakya y Zazkis, 2016).

Igualmente, se destaca que aunque Dubinsky et al. (2013) plantearon la existencia de esta
nueva etapa y del mecanismo que hace posible el paso de proceso a totalidad, ellos no hacen
mencién al mecanismo inverso que permitiria descomponer la totalidad en el o los procesos
que le dieron origen. Cabe sefialar que la idea de totalidad ya habia sido tratada en estudios
anteriores (Dubinsky, 1984, 1987; Cornu y Dubinsky, 1989; Weller, Brown, Dubinsky,
McDonald y Stenger, 2004, Dubinsky, Weller, McDonald y Brown, 2005a, 2005b; Brown,
McDonald y Weller, 2010), sin embargo, en estos trabajos la totalidad parece estar incluida
como una parte de la concepcion de objeto y no como una construccion mental separada.

Por ejemplo, Dubinsky et al. (2005b) mencionan que:

Si uno se da cuenta de un proceso como una totalidad, percibe que trasformaciones pueden actuar
sobre esa totalidad y realmente puede construir tales trasformaciones (explicitamente o en su
imaginacion), entonces decimos que el individuo ha encapsulado el proceso en un objeto cogni-
tivo. (p. 256)

En este mismo sentido Brown et al. (2010) hacen alusion a la totalidad como un paso preli-
minar para realizar la encapsulacién, pero no consideraron que esta fuera una etapa o cons-
truccion mental distinta. En la Figura 15 se presenta la relacién existente entre los mecanismos
y estructuras mentales de la teoria APOE, incluyendo la estructura de totalidad y el mecanismo

de detemporalizacion.
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Esquema

Interiorizacion

Acciones
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Coordinacién
Objetos Reversion

L Generalizacion
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Figura 15. Estructuras y mecanismos mentales de la teoria APOE con la nueva estructura totalidad
y el mecanismo detemporalizacion (basado en Arnon et al., 2014; Dubinsky et al., 2013)

La distincion de la totalidad como etapa separada surge del analisis de las construcciones
mentales desarrolladas por estudiantes al enfrentarse a un contexto que involucra procesos
infinitos. En la investigacion de Dubinsky et al. (2013) la ecuacion que se le pidi6 resolver

a los estudiantes involucraba tanto al objeto, como al proceso que lo origind (0,999...+x =1

). La doble naturaleza del proceso infinito (dinamica) y del objeto (estatica), hacen que al-
gunos individuos no puedan realizar las acciones aunque hayan aceptado previamente la
totalidad del proceso como un ente estatico. O sea, aunque un individuo pueda construir una
concepcidn proceso de un proceso infinito y ver este proceso como un todo, no necesaria-

mente puede realizar acciones sobre la totalidad del proceso.

La totalidad como estructura cognitiva y su mecanismo de construccion ain no han sido
incorporados al marco de la Teoria APOE, pues solo se ha observado en una pequefia canti-
dad de estudios que involucran fracciones, decimales infinitos periddicos y procesos infini-
tos. Por tanto, como sefiala Arnon et al. (2014) es tarea de las futuras investigaciones deter-
minar si existe, 0 no, la totalidad como una estructura cognitiva distinta. Ademas, se podria
estudiar la naturaleza del mecanismo mental que permite su construccion. Para ello, se hace
imprescindible el desarrollo de investigaciones en distintos contextos (procesos finitos e in-
finitos) y niveles (secundaria, bachillerato, universidad) que muestren la existencia de esta

estructura.

Finalmente, se puntualiza que en este estudio se ha identificado en la tematizacion del es-
guema de la derivada una construccién mental de similares caracteristicas a la totalidad,
como se vera en la subseccién 4.5.2 del Capitulo 4, la cual permite relacionar pares de la
derivadas sucesivas por medio del establecimiento de una recurrencia entre funciones deri-

vadas.
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Capitulo 3. Diseiio Metodologico

En este capitulo se presenta el disefio metodoldgico de la investigacion, la cual se ha dividido
en cinco secciones. En la primera se describe el paradigma y el enfoque de investigacion. En
la segunda seccion se describe brevemente el disefio de este estudio. En la tercera seccion se
describen los participantes y el contexto de la investigacion. En la cuarta se presentan y
describen los dos instrumentos de recogida de datos utilizados en esta investigacion. Final-
mente, en la quinta seccion se presentan y describen los métodos de analisis utilizados en el

desarrollo de este trabajo.
3.1. Paradigma y enfoque

La complejidad de la realidad educativa determina la existencia de maltiples perspectivas
para abordar cientificamente la tarea de aproximarse al objeto de estudio (Alzina, 2004,
Martinez, 2011). Desde el punto de vista practico, esta diversidad se concreta en una varie-
dad de modelos de investigacion que trasforman a la educacion en un campo multiparadig-
matico (Bericat, 1998). Estos paradigmas, permiten situarnos ante la realidad educativa, in-
terpretandola y entregando soluciones a los problemas que en ella se presentan (Gonzalez,
2003).

Existen dos paradigmas dominantes en la investigacion cientifica, el cualitativo y el cuanti-
tativo. Muchos tedricos e investigadores plantean que el abordaje de los problemas desde
una sola de estas perspectivas no es suficiente e indican que es necesaria una complementa-
riedad de enfoques para responder y dar solucion a las problematicas de un mundo cada vez
mas inestable, complejo y diverso (Diaz, 2014). Sin embargo, esta idea de complementarie-
dad de enfoques cualitativos y cuantitativos, en un mismo estudio, también tiene detractores
que argumentan que ambos difieren epistemoldgicamente como ontologicamente y por lo

tanto, no pueden combinarse (Hunt, 1991).

En este estudio no se entra en este debate de la complementariedad, pues desde nuestro punto
de vista ambos enfoques poseen fortalezas y debilidades, por esa razon esta investigacion se
enmarca en los denominados métodos mixtos. Estos, segun Johnson y Onwuegbuzie (2004)

corresponden a estudios en donde el investigador mezcla o combina técnicas cualitativas y
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cuantitativas en una misma investigacion. Asimismo, Hernandez, Fernandez y Baptista
(2003) indican que los métodos mixtos afiaden complejidad al disefio de la investigacion
debido a la planificacion de su integracion o combinacion, la que se presenta en todo el
proceso de investigacion, o en algunas de sus etapas, aunque, contempla todas de las ventajas

de cada uno de los enfoques.

Existen variadas propuestas de clasificacion sobre las investigaciones con enfoque mixtos
de acuerdo con la forma e instancia en la cual se combinan ambos enfoques durante proceso
de investigacion. En particular, Rocco, Bliss, Gallagher y Pérez-Prado (2003) proponen una

clasificacion que diferencia entre disefios de método mixto y disefios con modelo mixto (Ver

Tabla 6).
Tabla 6. Clasificacion de investigaciones con enfogques mixtos (basado en Rocco et al., 2003, p. 23)
Disefio Tipo Caracteristicas de la investigacion
Con método I Investigacion confirmatoria, con datos cualitativos y anlisis estadistico.
mixto Il Investigacién confirmatoria, con datos cualitativos y analisis cualitativo.
Il Investigacién exploratoria, con datos cuantitativos y andlisis estadisti-
COS.
v Investigacion exploratoria, con datos cualitativos y analisis estadistico.
\Y Investigacién confirmatoria, con datos cuantitativos y analisis cualita-
tivo
VI Investigacion exploratoria, con datos cuantitativos y analisis cualitativo.
Con modelo VIl Simultaneo, investigacion confirmatoria o exploratoria. Datos cuantita-
mixto tivos y cualitativos con analisis cualitativos y cuantitativos.

VIl Secuencial, por etapas. Una etapa un enfoque, la siguiente el otro. Cada
etapa fortalece la anterior.

Con base en la Tabla 6 se puede indicar que esta investigacién se enmarca en el modelo
mixto de tipo VII. Estas investigaciones estan caracterizadas por tener un perfil exploratorio

o confirmatorio y, ademas, utilizan tanto datos como analisis cualitativos y cuantitativos.

3.2. Diseiio de la investigacion

Nuestra investigacién incorpora dos tipos de datos: protocolos de resolucidn de cuestionarios
y trascripciones de entrevistas clinicas semiestructuradas. Cada tipo de datos tiene asociada

una estrategia de analisis.

En primer lugar, para el analisis de los protocolos de resolucién de los cuestionarios se iden-
tificaron 27 variables. Estas variables son observables en los 103 protocolos, lo cual permitio
discretizarlos y obtener un vector asociado para cada uno de ellos. Con estos vectores se
realizd un andlisis de cluster o conglomerados que permitié obtener algunos subniveles (sub-

grupos) de desarrollo del esquema de la derivada. Adicionalmente, dada las caracteristicas
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de los datos, se realizd un Analisis Estadistico Implicativo, que permitié observar las rela-
ciones entre variables y, de esta forma, caracterizar mejor los subniveles obtenidos del ana-
lisis cluster, identificando las estructuras subyacentes a cada uno de ellos.

Definicion de
Variables

Cuestionario

Discretizacion

Analisis de
Cluster

Analisis

Implicativo -
- . Entrevistas
Clinicas

Figura 16. Disefio del proceso de investigacion

Subniveles

Posteriormente, solo se considerd a los estudiantes clasificados en el subnivel Trans méas
avanzado (Trans A) y se les aplic6 una entrevista clinica a algunos de ellos. Estas entrevistas
aportaron informacion referente a las caracteristicas de la tematizacion del esquema de la

derivada. La Figura 16 ilustra a grandes rasgos el disefio de esta investigacion.
3.3. Participantes y contexto

Los participantes de esta investigacion fueron 103 estudiantes universitarios de los cursos
académicos 2014/2015 y 2015/2016, de la Licenciatura doble de Matemaéticas y Fisica de
una universidad pablica de la provincia de Barcelona. Todos los estudiantes habian cursado
y aprobado como minimo una asignatura que incluia los topicos de Calculo Diferencial. La
opcidn de escoger estudiantes que ya habian cursado una 0 mas asignaturas de Céalculo Di-
ferencial es intencional y esta fundamentada en dos aspectos: (1) nuestro interés por observar
los subniveles de desarrollo, del esquema de derivada, alcanzado por los estudiantes univer-
sitarios con posterioridad al proceso de instruccion y, (2) la dificultad asociada a los meca-
nismos encapsulacion de procesos y de tematizacion del esquema de derivada, puesta de
manifiesto en investigaciones anteriores (Sanchez-Matamoros, 2004; Cooley et al., 2007;
Garcia et al., 2011; Font et al., 2016; Fuentealba et al., 2017).
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Con relacién a las caracteristicas de los participantes, se puede mencionar que no existe gran
variabilidad en cuanto a su rango etario, formacién previa y nivel académico. Ademas, como
ya se menciono todos los estudiantes habian aprobado por lo menos un curso que contenia
los topicos de Calculo Diferencial, especificamente el curso en cuestion era “Funciones de
Variable Real” y en €l se trabajan los contenidos que se presentan en la Tabla 7. En particu-
lar, la forma de abordar los contenidos en este curso es de corte tradicional centrandose prin-
cipalmente en el calculo de derivadas, analisis y representacion de funciones y sus derivadas,
calculo de valores extremos, calculo de puntos de inflexion y en algunas aplicaciones de la

derivada como lo son los problemas de optimizacion y la Regla de I'Hépital.

Tabla 7. Contenido del curso de Funciones de Variable Real asociados al concepto de derivada
(Guia Docente de la UAB cddigo 100087)
Contenidos sobre Célculo Diferencial
_Derivada de una funcién en un punto como tasa instantanea de variacion.
_Interpretacion geométrica.
_La funcién derivada.
_Caracterizacion de funciones.
_Propiedades algebraicas de la derivada.
_Regla de la cadena.
_Derivacion de la funcion inversa.
_Extremos absolutos y relativos de una funcion.
_Puntos de Inflexion.
_Teorema de Rolle.
_Teorema del valor medio.
_Aproximacion de ceros de funciones.
_Obtencidn de desigualdades.
_Problemas de optimizacién.
_Regla de I'Hbpital.

3.4. Instrumentos de recogida de datos

Esta seccion se ha estructurado en dos subsecciones en los que se describen los instrumentos
de recoleccion de datos utilizados en nuestra investigacion. En primer lugar, se describe el
cuestionario escrito y, a continuacion, las entrevistas clinicas que se llevaron a cabo con

algunos de los estudiantes situados en el nivel Trans A.
3.4.1. El cuestionario

Este primer instrumento se construyd con base en la seleccidn y/o adaptacion de tres tareas
(ver Figura 17) utilizadas en investigaciones previas sobre el concepto de derivada (Baker et
al., 2000; Sanchez-Matamoros, 2004; Sanchez-Matamoros et al., 2006; Cooley et al., 2007;
Garcia et al., 2011). Este cuestionario fue aplicado a los 103 participantes de esta investiga-

cion y su duracion fue aproximadamente de 90 minutos.
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Tarea 1
Esboza la grafica de una funciéon f que satisface las siguientes condiciones:
a) f es continua en su dominio b) f(2)=0
¢) f'G)=f'(5)=0 d) 1_Ii.m_‘c f(x)=-4
e) 122 S(x)=—= f) f'(x)<0 cuando 5<x <8
2) f/"( x)=0 cuando x <5 h) f*(x) <0 cuando 3<x<8

1) f"(x)>0 cuando x <3
Tarea 2
Dada la grafica de la funcion f, formada por las ramas de parabolas

)M«

a) Obtener los valores de f'(3), £'(7), £'(10), f'(14) y f'(15). Explicando como
los obtienes.
b) Realiza un esbozo de la grafica de /. Explica como lo has obtenido.
Tarea 3
La grafica corresponde a la derivada de f, esboza las posibles gréficas de f.

Figura 17. Tareas del cuestionario aplicado a los estudiantes

La resolucion de estas tareas involucraba el uso de los elementos matematicos (ver Tabla 8)
tanto puntuales como globales que configuran el concepto de derivada en ambos modos de
representacion (analitico y gréfico). Las tres tareas del cuestionario fueron tomadas de la

investigacion de Sanchez-Matamoros (2004).

A continuacion, se describen brevemente los objetivos que perseguian cada una de las tareas
propuestas en el cuestionario. Igualmente, se muestran las “posibles relaciones” entre los
elementos matematicos (Ver Tabla 8) que los estudiantes podian establecer al resolver las

tareas propuestas.
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Tabla 8. Elementos matematicos utilizados en la resolucién de las tareas del cuestionario
Elemento matematico Tarea
1. Si f'(a)=0, entonces en x=a existe un maximo, un minimo o un punto de 1,2y 3

inflexion de f .
2.Si f'escontinuaen x=a,y f tiene un cambio de curvaturaenel puntode 1,2y3
abscisa x=a entonces en (a, f (a)) existe un punto de inflexion de f .

3. f'>0enunintervalo 1,siysolosi f esestrictamente crecienteen 1. 1,2y3
4. f'<0 enunintervalo I, siysolosi f es estrictamente decreciente en 1| . 1,2y3
5. f*>0 enunintervalo 1,siysolosi f esconvexaen I. 1,2y3
6. f"<0 enunintervalo 1,siysolosi f escéncavaen I. 1,2y3
7. f'(a) esigual a la pendiente de la recta tangente a la graficade f enelpunto 2

de abscisa x=a.
8. f'(a) esigual al limite del cociente incremental de f en la vecindad del punto 2

de abscisa x=a.

9. Si f,‘(a)i f;(a) y f escontinua, entonces f posee un punto cuspide o an-
guloso en x=a.

10. Si f esderivable en x=a, entonces f escontinuaen x=a(directa). 3
11. Si f noescontinuaen x=a, entonces f no es continuaen x=a (contra- 2
rreciproco).

12. £ esuna parabola, entonces f' es una recta. 2

34.1.1.Tareal

Esta tarea se baso en las que utilizaron en las investigaciones de Asiala et al. (1997) y Baker
et al. (2000) e incluyd una contradiccion en las condiciones analiticas proporcionadas. Esto
con el objeto de observar la capacidad de los estudiantes para establecer relaciones entre la

primera y segunda derivada.
La Tarea 1 (Figura 17) proporciona informacion analitica de la funcion f en términos de f

, f'y f".Condichas condiciones se pide esbozar la grafica de la funcién f . Los objetivos

de esta tarea son, por un lado, observar si los estudiantes son capaces de establecer las rela-
ciones entre las acciones y los procesos, tanto puntuales como globales, que asocian el signo

de f' enun intervalo con el proceso que permite inferir de ellos el comportamiento de la
razén de cambio de f en dicho intervalo; el proceso asociado al signode f " en un intervalo
con el proceso que permite determinar la concavidad de f ;y, el proceso que asocia el cam-
bio de signo de f' con la posible existencia de valores extremos o puntos de inflexion. Y

por otro lado, observar si el estudiante es capaz de identificar las contradicciones entre las
condiciones analiticas del enunciado que proporcionarian evidencias sobre la construccion

de relaciones entre los elementos que constituyen el esquema.



3. Diseflo Metodologico Claudio Fuentealba Aquilera

Para esbozar la grafica de f un estudiante debe coordinar los procesos correspondientes a

la interpretacion de la informacion analitica proporcionada por las condiciones del enunciado
y los relativos a su conversion al modo grafico en un proceso de representacion grafica que
sea coherente con toda la informacién. El considerar la condicion c) referente a los ceros de

f ' permite al estudiante coordinar los procesos de cambio en el comportamiento de la razon

de cambio con aquellos que relacionan dicho comportamiento con los posibles valores ex-
tremos o puntos de inflexion de la funcién. La coordinacion de los procesos asociados a la
interpretacion de las condiciones c), f) y g) del enunciado, hace posible que el estudiante

pueda establecer que la gréfica de f posee un méaximo absoluto. Ademas, la coordinacion

de las condiciones b), d) y e), respectivamente, le permite determinar el cero y las asintotas

de lagraficade f .Sinembargo, el proceso de esbozar con precision la gréficade f requiere
que el estudiante coordine los procesos asociados al signo de f " con aquellos que los rela-
cionan la curvatura de f . Finalmente, el estudiante puede coordinar el cambio de curvatura

de las condiciones h) e i) como proceso con el proceso asociado a la condicién puntual c)

f '(3) = O para inferir que en x =3 existe un punto de inflexion.

Lo anterior podria ser una posible solucién, sin embargo, existe una contradiccién en el
enunciado, y especificamente en las condiciones (c, f, g, h e i). La percepcion de dicha con-
tradiccion esta asociada a la construccion de f " cdémo el proceso de derivada de f ' consi-

derada como funcién y la construccion de relaciones entre ellas. En este caso las condiciones

g) ei)indican que f' es positivay creciente cuando x <3y, por otro lado, las condiciones
g) y h) indican que f' es positiva y estrictamente decreciente cuando x > 3. Por tanto, en
x =3 setiene que f'alcanza un maximo que se encuentra sobre el eje x que hace imposible

que f'(3)=0.

La Figura 18a es una posible gréfica de f' enun entorno de x =3. Finalmente, si se consi-
dera la condicién f'(3)=0 y se asume que f' es continua entonces necesariamente debe
existir un cambio de monotonia de f' en unentorno de x =3, lo que produciria dos nuevos
cambios de signos de " que se corresponderian con dos puntos de inflexion de f, no

descritos en las condiciones analiticas de la tarea. La Figura 18b es una posible gréafica de

f ', para el caso descrito anteriormente.
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Y b X 3
(3-5,3+¢) (3-e.3+2)
7 A
Figura 18a. Gréaficade f'con f'(@) =0 Figura 18b. Gréficade f'con f'(3)=0

Figura 18. Contradiccion de las condiciones del enunciado de la Tarea 1
De todo lo anterior, el estudiante debia llegar a la conclusion de que no podia esbozar la
gréfica de una funcién f que cumpliera todas las condiciones del enunciado, ya que la
gréafica de la Figura 18a se corresponderia con una funcién que verificaria todas las condi-
ciones excepto una: f'(3)=0. Esto llevaria al estudiante a concluir que la tarea propuesta

no tiene solucioén.
34.1.2. Tarea 2

Esta tarea fue utilizada en la investigacion de Sanchez-Matamoros (2004), pero original-
mente, formaba parte de la prueba de selectividad de Andalucia LOGSE de 1997, correspon-
diente al de 2.° de Bachillerato de Ciencias Sociales, y fue modificada por esta investigadora

a su versién actual, la cual es la utilizada en nuestro cuestionario.

La tarea (Tarea 2, Figura 17) presentada en modo grafico, tiene dos partes, la primera se
centraba en el comportamiento local de la funcion y se les solicitd a los estudiantes calcular
la derivada en puntos especificos de f . El objetivo de esta primera parte, es observar si los
estudiantes eran capaces de hacer las acciones o procesos necesarios para calcular la deri-
vada en puntos en los que la funcion tiene distintos comportamientos. En la segunda parte,
se les solicito esbozar el grafico de f ' a partir del grafico de f . En este apartado, se preten-
dia observar si los estudiantes habian construido la funcién derivada como un objeto, y si
podian establecer la coordinacion de los procesos involucrados en el manejo de la informa-
cion, local y global, en un contexto analitico, con aquellos correspondientes al manejo de la
informacidn, en el contexto grafico. Es importante destacar que en esta tarea surgen impli-
caciones contrarias (reversion de los procesos) a las que se utilizan en la Tarea 1, es decir,

las relaciones entre monotonia y signo de la primera derivada ( f estrictamente creciente
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— f'>0vy f estrictamente decreciente — f'<0)y, ademas, las relaciones entre la cur-
vatura de la funcién y el signo de la segunda derivada ( f esconvexa— f">0y f escén-

cava— f"<0).

34.13.Tarea 3

Tarea 3 fue tomada del libro “Calculus” de Spivak (1974, p. 289), sin embargo, fue modifi-
cada en el sentido de construir la gréfica (primitiva) de la funcién, ya que en su formulacién

original solo se pedia la determinacién de los valores extremos locales de la funcion.

En esta tarea (Tarea 3, Figura 17), se les proporcionaba a los estudiantes la grafica de la
funcion £, la cual contemplaba varios cambios de signo, crecimiento, ceros, puntos de tan-
gencia horizontal y un punto anguloso. La tarea consistia en esbozar una gréfica para la

funcion f y tenia como objetivo valorar si los estudiantes podian coordinar los procesos
globales y puntuales asociados a los valores extremos y puntos de inflexion de f . De igual

manera, se pretendia observar si los estudiantes podian coordinar los procesos asociados

con el signo de f' con aquellos relacionados con la monotonia de f ;y, finalmente, si tam-
bién coordinaban los procesos relativos al crecimiento de f' con los procesos relacionados

con la convexidad de f .

3.4.2. Las entrevistas clinicas

Las entrevistas clinicas fueron semiestructuradas. Se elabor6 un guion previo (Goldin, 2000)
y en todo momento se intentd crear un clima de confianza entre el investigador y los estu-
diantes (Hunting, 1997) de modo que percibieran la entrevista como un medio a través del
cual pudieran explicar como y porque habian contestado de determinada forma a las distintas
tareas que conformaban el cuestionario. En esta entrevista, también se agregaron interrogan-

tes nuevas.

Los objetivos de la entrevista fueron dos: (1) profundizar en el proceso de resolucion de las
tareas propuestas a los estudiantes seleccionados e, (2) indagar en la tematizacion del es-
guema de la derivada. Consecuentemente con los objetivos descritos, la entrevista clinica
semiestructurada constaba de dos partes. En la primera parte se realizaron preguntas para
aclarar su proceso de resolucion de las tareas del cuestionario y, en la segunda parte se efec-

tuaron nuevas preguntas y algunas modificaciones a cada una de las tareas con el propdsito
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de observar si los estudiantes eran capaces de movilizar las relaciones logicas entre los ele-
mentos matematicos ante una situacion diferente. Adicionalmente, se realizaron otras pre-
guntas que involucraban la traslacion de relaciones entre elementos matematicos a pares de

derivadas sucesivas. En la Tabla 9 se muestran algunos ejemplos del tipo de modificaciones

y preguntas que se realizaron.

Tabla 9. Algunas interrogantes planteadas en la entrevista a los estudiantes

Interrogantes

¢A qué corresponde?

Objetivo

Modificacion de la
Tarea 1

¢Existe algiin cambio signi-
ficativo en la grafica de f
si eliminamos la condicion
c?

Esta modificacion tenia como objetivo ob-
servar las justificaciones entregadas por
los estudiantes referentes a la contradic-
cion presente en las condiciones analiticas
proporcionadas en la Tarea 1. Ademas, se
pretendia buscar evidencia de que los es-
tudiantes eran capaces de establecer rela-

cionesentre f'y f".

Modificacion de la
Tarea 2

Si la gréfica corresponde a
f' ¢Qué sucederia con la

gréficade f en los puntos
de abscisas x=7 y x=147?

Esta modificacion implica el tratamiento
de dos puntos de inflexiénen f unoen
x=7 (suave) y otro en x =7 (brusco). El
objetivo es observar si el estudiante es ca-

paz de destematizar su esquema y, realizar
acciones y procesos sobre los elementos

globales y puntuales de ' que le permi-

tan la existencia de estos dos puntos de in-
flexion.

Modificacion de la
Tarea 3

¢ Qué puedes decir sobre las
derivadas sucesivas f', f"

y f"en x=1, x=3Yy X?
Si X, corresponde a un
punto de inflexion de f'.

NAL

Esta modificacion conlleva el tratamiento
de dos ceros de la primera derivada y de

otro punto gque fue entendido como punto
de inflexion f'. Para determinar el com-

portamiento en los tres puntos es necesa-
rio destematizar el esquema para coordi-
nar los procesos globales y puntuales que
permiten establecer el comportamiento en
las vecindades de los puntos en cada deri-
vada.

Modificacion de la
Tarea 3

¢Qué sucederia con la gré-
ficade f en x=2, si sabe-

mos que f es continua?

¥

Esta modificacion implica el tratamiento
de un punto anguloso. El objetivo es ob-
servar si el estudiante es capaz de adap-
tarse a una nueva situacion (destematizar
su esquema) v, realizar acciones y proce-
s0s sobre los elementos globales y puntua-

les de f'que le permitan establecer que

en x =2 existe un maximo local de f
(punto anguloso).
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Si consideramos la grafica ~ Nueva pregunta
de la derivada de orden 3 de

una funcion f enel en-

torno del punto x=a, como
la que se muestra en la si-
guiente figura

frr;

X=a

¢Qué sucede con las deriva-
das "y f* enelen-
tornode x=a?

Esta nueva tarea involucra el tratamiento
de un punto que posee una tangente verti-
cal en una funcién derivada de orden 3.

El objetivo de esta modificacion es obser-
var si el estudiante que ha tematizado el
esquema puede destematizarlo y coordi-
nar los procesos globales y puntuales aso-
ciados al objeto f ", del cual no conocen

una expresion analitica, que les permita
transitar y conectar los elementos mate-
maticos, puntuales y globales, asociados a
las derivadas sucesivas de distintos orde-
nes, eneste caso T "y f* . Para poder
aplicar las acciones y/o procesos sobre el
objeto f" se debe ser consciente que las
relaciones entre los elementos matemati-
cos que vinculan una derivada de orden

£ con unade orden ™Y son inva-
riantes para cualquier de valor de NN .

La figura que se muestra co- Nueva pregunta
rresponde a la segunda deri-

vada de f , eshoza las posi-
bles graficasde f'y ™.

Esta nueva tarea tenia el mismo objetivo
que la anterior, sin embargo, posee una di-
ficultad mayor pues involucra el trata-
miento de los tres tipos de puntos conflic-
tivos: una tangente vertical en x=0, un
punto anguloso x =4 y un punto cuspide
en x =9, en una funcién derivada de or-
den 2.

Para dar respuesta a la pregunta es necesa-
rio destematizar el esquema y, coordinar
los procesos vinculados al objeto ", de

esta forma, es posible conectar los ele-
mentos matematicos puntuales y globales
para cada uno de los distintos casos de
puntos conflictivos.

3.4.2.1. Seleccion de los estudiantes para las entrevistas

Tras la aplicacion del cuestionario a los participantes y la realizacién del analisis de cluster

para determinar los subniveles del desarrollo del esquema, se llevd a cabo la entrevista cli-

nica. La seleccién de los estudiantes para esta se realizo atendiendo a los siguientes criterios

y siguiendo un orden estricto:

a) A la clasificacion de estudiante en el subnivel de desarrollo Trans A del esquema de deri-

vada.
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b) A sus respuestas al cuestionario. Se seleccioné a los estudiantes que mostraban el estable-
cimiento de relaciones entre elementos matematicos en un segundo nivel, es decir, entre la

primera y segunda derivada.
c) A su disponibilidad para participar en la entrevista.

Se entrevistaron a 5 estudiantes de los 103 que participaron en la investigacion. Las entre-

vistas clinicas tuvieron una duracion aproximada de 35 minutos.
3.5. Métodos de analisis

En esta seccidn se describe el establecimiento de las variables y el proceso discretizacion de
cada uno de los protocolos de resolucidn de los estudiantes. Asimismo, se exponen los mé-

todos de andlisis tanto cuantitativos como cualitativos aplicados a nuestros datos.
3.5.1. Establecimiento de variables y discretizacion de los cuestionarios

Para discretizar los protocolos de resolucion y obtener un vector asociado a cada uno de
ellos, se definieron 27 variables (ver Tabla 10) que son el resultado de la descomposicion de
los elementos matematicos (Tabla 8) en ambos modos de representacion (analitico y gra-
fico), la utilizacion de relaciones l6gicas y de otros estudios previos (Trigueros y Escandon,
2008; Fuentealba et al., 2017). Cabe sefialar que los elementos matematicos de la Tabla 7 no
coinciden exactamente con los de la primera columna de la Tabla 9. Lo anterior porque se
han separado algunos de esos elementos y unidos otros, a fin de definir las variables de
estudio. Por ejemplo, el elemento matematico que relaciona, por medio de la “equivalencia
logica”, el signo positivo de la primera derivada con el crecimiento de la funcion (elemento
matematico nimero 3 de la Tabla 8) fue separado en dos implicaciones, lo cual dio origen a

las variables V11 (si f'>0— f es creciente) y Vio (f es creciente — f'>0). Del mismo
modo, se establecieron otras variables y se construyeron otras que corresponden a descom-
posicion de algunos de los elementos en ambos modos de representacion (analitico y gra-
fico).

Tabla 10. Variables utilizadas para discretizar los protocolos de resolucion de cada uno de los
cuestionarios

Elemento matematico Variable a observar
V1. Usa correctamente el significado geométrico de la derivada en
1. Derivada en un punto X=a.
f'(a) V>. Usa correctamente el significado analitico de la derivada en
X=a.

2. Funcion derivada f'(X)  Va. Usa correctamente el significado de funcion derivada.
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V4. Usa correctamente el significado del operador derivada.

3. Valor extremo de f

V5. Usa correctamente el significado de maximo local geométrica-
mente.

V. Usa correctamente el significado de maximo local analitica-
mente.

V7. Usa correctamente el significado de minimo local geométrica-
mente.

Vs. Usa correctamente el significado de minimo local analitica-
mente.

4. Punto de inflexion de f

V. Usa correctamente el significado de punto de inflexién geomé-
tricamente.

V10. Usa correctamente el significado de punto de inflexion analiti-
camente.

5. Relacidn de equivalen-
cia l6gica entre el signo de

f'enunintervalo | vy, la
monotonia de f en dicho
intervalo

V11. Usa correctamente la relacion de implicacidn entre: el signo
positivo de f' enunintervalo | y el crecimiento estricto de f en

dicho intervalo.
V12. Usa correctamente la relacion de implicacién entre: el creci-

miento estricto de f enun intervalo | vy el signo positivo de f'

en dicho intervalo.
V13. Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el signo

negativo ' enunintervalo | y el decrecimiento estricto de f en
dicho intervalo.

V14. Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el decreci-
miento estricto de f en un intervalo | v el signo negativo de f'
en dicho intervalo.

6. Relacion de equivalen-
cia l6gica entre el signo de

f" enunintervalo | vy,
la curvatura de f en di-
cho intervalo

V1s. Usa correctamente la relacion de implicacidn entre: el signo
positivo de f" enunintervalo | y la convexidad de f en dicho
intervalo.

V16. Usa correctamente la relacion de implicacion entre: la conve-
xidad de f enunintervalo | y el signo positivo de f" en dicho
intervalo.

V17. Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el signo
negativo de f" enunintervalo | y laconcavidad de f en dicho
intervalo.

V1g. Usa correctamente la relacion de implicacion entre: la concavi-
dad de f enunintervalo | y el signo negativo de f" en dicho in-
tervalo.

7. Puntos de no derivabili-
dad de f

V19. Usa correctamente las derivadas laterales.
V2. Usa correctamente el significado de los puntos conflictivos
(clspides y angulosos).

8. Continuidad y derivabi-
lidad de f

V21. Usa correctamente la relacion directa: si f es derivable en
x=a, entonces f escontinuaen x=a.

V2. Usa correctamente la relacion contrarreciproca: si f no es
continuaen x=a, entonces f no es derivable en x=a.

Otras variables generales
observables

V3. ES capaz de dividir correctamente una grafica en distintos in-
tervalos determinados por los elementos gréaficos proporcionados
(monotonia y curvatura).
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V4. ES capaz de definir correctamente distintos intervalos del do-
minio de la funcion determinados por la informacién analitica pro-
porcionada (Signo y ceros).

V5. Es capaz de graficar correctamente una funcion a partir del co-
nocimiento de sus propiedades gréficas.

V2. ES capaz de graficar correctamente una funcion a partir del co-
nocimiento de sus propiedades analiticas.

V7. Es capaz para establecer correctamente relaciones entre la pri-
mera y segunda derivada.

En el proceso de discretizacion se evaluo cada una de las 27 variables, en funcion de los

argumentos precisados en los protocolos de resolucion de los estudiantes. Las variables fue-

ron medidas utilizando una escala de tipo dicotdmica. La valoracion de cada una de las va-

riables se realizé utilizando los criterios que se especifican en la Tabla 11 y se baso en el

tipo de justificaciones entregadas por los estudiantes

Tabla 11. Escala utilizada para medir las variables en los protocolos de resolucion de los estudian-

tes
Puntuacion  Descripcion
0 No se observa explicitamente la variable y no es posible inferir su uso en el pro-
tocolo de resolucion del estudiante.
1 Se observa la variable o es posible inferir su uso correcto, ademas, existe o se in-

fiere un proceso de justificacion claro.

Considerando que la Tabla 9 puede resultar demasiado general para medir las variables en

los protocolos de resolucion de los estudiantes, se establecieron algunos descriptores espe-

cificos para cada una de ellas (ver Tabla 12). Dichos descriptores estan redactados en térmi-

nos positivos, es decir, cuando el valor de la variable asociada es 1.

Tabla 12. Descriptores utilizados para discretizar cada una de las variables definidas

Variable Descriptor

Vi El estudiante menciona, explicita o implicitamente, que la derivada en un punto co-
rresponde a la pendiente de la recta tangente a la funcion en dicho punto.

V> El estudiante menciona, explicita o implicitamente, que la derivada en un punto co-
rresponde al limite del cociente incremental en la vecindad del punto, o bien, apro-
xima el valor de la derivada utilizando la tasa de variacion media.

V3 El estudiante menciona, explicita o implicitamente, que la derivada de una funcion
es otra funcion.

V4 El estudiante menciona, explicita o implicitamente, que la derivada es una funcién
que puede ser “derivada nuevamente”, es decir, que considera a la derivada como
un operador que trasforma a una funcidn (si la funcion es una parabola entonces su
derivada es una recta).

Vs El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, la existencia de un
maximo local a partir de informacion grafica.

Vs El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, la existencia de un
maximo local a partir de informacién analitica.

V7 El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, la existencia de

un minimo local a partir de informacién gréfica.
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Vs El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, la existencia de
un minimo local a partir de informacion analitica.

Vo El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, la existencia de
un punto de inflexion a partir de informacion grafica.

V1o El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, la existencia de
un punto de inflexién a partir de informacion analitica.

Vi El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, que si f ' es posi-
tiva en un intervalo 1, entonces f es estrictamente creciente en dicho intervalo.

Vi El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, que si f es es-
trictamente creciente en un intervalo 1, entonces f ' es positiva en dicho inter-
valo.

Vi3 El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, que si f' es ne-
gativa en un intervalo 1, entonces f es estrictamente decreciente en dicho inter-
valo.

Vi El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, que si f es es-
trictamente decreciente en un intervalo |, entonces f' es negativa en dicho inter-
valo.

Vis El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, que si f " es po-
sitiva en un intervalo 1, entonces f es convexa en dicho intervalo.

Vs El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, que si f es con-
vexa en un intervalo 1, entonces f " es positiva en dicho intervalo.

V17 El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, que si f " es ne-
gativa en un intervalo 1, entonces f es concava en dicho intervalo.

Vg El estudiante es capaz de determinar, explicita o implicitamente, que si f es con-
cava en un intervalo 1, entonces f " es negativa en dicho intervalo.

Vig El estudiante utiliza, explicita o implicitamente, derivadas laterales en puntos de
no derivabilidad (puntos conflictivos o discontinuidades).

Vao El estudiante es analizar sin dificultades, explicita o implicitamente, con puntos en
los cuales la funcion es continua pero no derivable.

Vo El estudiante utiliza, explicita o implicitamente, la relacion directa (si f es deriva-
bleen x=a, entonces f escontinuaen x=a).

V2 El estudiante utiliza, explicita o implicitamente, la relacion contrarreciproca (si f
no es continua en x=a, entonces f no es derivable en x=a).

Va3 El estudiante es capaz de dividir el dominio de la funcion en intervalos basandose
en los elementos gréaficos proporcionados en el enunciado.

Vs El estudiante es capaz de dividir el dominio de la funcion en intervalos basandose
en los elementos analiticos proporcionados.

Vs El estudiante es capaz de graficar una funcidn a partir de los elementos graficos
proporcionados.

Va6 El estudiante es capaz de graficar una funcion a partir de los elementos analiticos
proporcionados.

Va7 El estudiante es capaz, explicita o implicitamente, de establecer relaciones entre la

primera y segunda derivada.

Para ejemplificar el proceso de discretizacién de un cuestionario en los siguientes parrafos

se muestra la construccion de un vector con las 27 variables definidas. Para este caso, se
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selecciond el cuestionario del estudiante E4 que muestra la utilizacidn correcta e incorrecta

(ausencia) de algunas variables.
Variable V1: “Usa correctamente el significado geométrico de la derivadaen x=a”

En la Figura 19 se observa que el estudiante E4 hace mencion explicita, en la Tarea 2, a que
la derivada corresponde a la pendiente de la recta tangente, en este caso en x =3 indica que

m=1. Por tanto, a la variable V1 se le asigné el valor 1.

Porze £'(3) 2ol 22 wensanis VNN
dvvivedls v of [Iiilrﬂfifhﬁ ot o ARoch Tawy&_f;-

B yExed s
Figura 19. Utilizacion correcta y explicita de la variable V1 por el estudiante E4

Variable V2: “Usa correctamente el significado analitico de la derivadaen x=a”

Como se observa en la Figura 20 el estudiante E4 en la Tarea 2 utiliza implicitamente la tasa
de variacion media para aproximar el valor de la derivada de la funcion en x=15. Lo cual da
evidencia de que este estudiante comprende que la derivada corresponde al limite del co-
ciente incremental. Por tanto, a la variable V- se le asigno el valor 1.

Pl -
éx{iﬁj)* 1T i q/fa’

Figura 20. Utilizacién correcta no explicita de la variable V; por el estudiante E4
Variable V3. “Usa correctamente el significado de funcion derivada ”

No observa evidencia explicita ni implicita de que este estudiante considere a la derivada
como una funcion, a pesar de que pudo haberlo indicado en cualquiera de las tareas del

cuestionario. Por tanto, a la variable V3 se le asigné el valor 0.
Variable V4. “Usa correctamente el significado del operador derivada™

No observa evidencia explicita ni implicita de que este estudiante considere a la derivada
como un operador, lo cual era muy sencillo de observar en la Tarea 2 en la cual se indicaba
que la funcion estaba formada por tramos de paradbolas. Por tanto, a la variable V4 se le
asigno el valor 0.
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Variable Vs: “Usa correctamente el significado de maximo local geométricamente”

En la Figura 21 se observa que el estudiante utiliza la informacion gréfica de la derivada,
proporcionada en la Tarea 3, extrayendo desde ahi informacion general de la funcion que le
permite afirmar que en x =1existe una recta tangente de tipo horizontal y, ademas, dado
que hay un cambio de signo en el entorno (de positivo a negativo) entonces dice queen x =1

existe un maximo. Por tanto, a la variable Vs se le asigno el valor 1.
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Figura 21. Utilizacion correcta y explicita de la variable Vs por el estudiante E4
Variable Ve: “Usa correctamente el significado de maximo local analiticamente”

Como se observa en la Figura 22 el estudiante utiliza la informacion analitica de la derivada
proporcionada en la Tarea 1 para determinar que en el punto x =5 existe un maximo local

de la funcion. Por tanto, a la variable Vs se le asigno el valor 1.
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Figura 22. Utilizacion correcta y explicita de la variable V¢ por el estudiante E4

Variable V7. “Usa correctamente el significado de minimo local geométricamente”

Como se observa en la Figura 23 el estudiante utiliza la misma argumentacion utilizada para
la variable V5 para indicar explicitamente que en la Tarea 3 existe un minimo local en x =3

. Por tanto, a la variable V7 se le asigné el valor 1.
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Figura 23. Utilizacion correcta y explicita de la variable V7 por el estudiante E4

Variable Vs: “Usa correctamente el significado de minimo local analiticamente”

Aun cuando esta variable no se observo directamente en el protocolo de resolucion del estu-
diante E4 se infiere que si la utiliza correctamente como puede verse en el argumento que

expone en la Figura 23. Por tanto, a la variable Vs se le asigno el valor 1.
Variable Vo: “Usa correctamente el significado de punto de inflexion geométricamente”
En la Figura 24 se observa como el estudiante argumenta que, en la Tarea 3, la funcion tendra
varios puntos de inflexion y, en particular, destaca que en los puntos x:y, x:% y
X = % la funcion tendré puntos de inflexion con tangente horizontal. Por tanto, a la variable
Vo se le asigno el valor 1.
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Figura 24. Utilizacion correcta y explicita de la variable Vs por el estudiante Ex

Variable Vio: “Usa correctamente el significado de punto de inflexion analiticamente”

Como se observa en la Figura 25 el estudiante utiliza la informacién analitica tanto de la
primera como de la segunda derivadas para establecer que en x =3 existe un punto de in-
flexion de tangente horizontal, lo cual queda en evidencia en la grafica que propone aun

cuando esta muestra las incongruencias de las condiciones proporcionadas en el enunciado,
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sin embargo, permite observar que el estudiante usa correctamente el significado analitico

del punto de inflexion. Por tanto, a la variable V1o se le asignd el valor 1.
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Figura 25. Utilizacién correcta y explicita de la variable V1o por el estudiante E4
Variable V11: “Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el signo positivo de f'
en un intervalo 1 y el crecimiento estricto de f en dicho intervalo”

En la Figura 26 se observa que el estudiante establece correctamente que si la derivada es

positiva en un intervalo entonces la funcién es estrictamente creciente. Por tanto, a la varia-

ble V11 se le asigno el valor 1.

Figura 26. Utilizacion correcta y explicita de la variable V11 por el estudiante E4
Variable Vi2: “Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el crecimiento estricto

de f enunintervalo 1 vy elsigno positivode ' en dicho intervalo”

No se observa el uso implicito ni explicito de esta relacion que corresponde a la implicacion
contraria a la asociada a la variable V11. Por tanto, a la variable V12 se le asigno el valor 0.
Variable Vi3: “Usa correctamente la relacién de implicacion entre: el signo negativo f'
en un intervalo 1 y el decrecimiento estricto de f en dicho intervalo”

En la Figura 27 se observa que el estudiante establece correctamente que si la derivada es

negativa en un intervalo entonces la funcion es estrictamente decreciente. Por tanto, a la

variable V13 se le asignd el valor 1.
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Figura 27. Utilizacién correcta y explicita de la variable V13 por el estudiante E4
Variable Vi4: “Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el decrecimiento es-

tricto de f enunintervalo 1 y el signo negativo de f ' en dicho intervalo”

No se observa el uso implicito ni explicito de esta relacion que corresponde a la implicacion
contraria a la asociada a la variable V1. Por tanto, a la variable V14 se le asigno el valor 0.
Variable Vis: “Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el signo positivo de '
en un intervalo 1 vy la convexidad de f en dicho intervalo”

En la Figura 28 se observa que el estudiante establece correctamente que si la segunda deri-

vada es positiva en un intervalo entonces la funcién es concava en dicho intervalo. Por tanto,

a la variable Vs se le asigno el valor 1.

Figura 28. Utilizacion correcta y explicita de la variable Vs por el estudiante E.

Variable Vie: “Usa correctamente la relacion de implicacion entre: la convexidad de T en

un intervalo 1 y el signo positivo de f" en dicho intervalo”

No se observa el uso implicito ni explicito de esta relacion que corresponde a la implicacion

contraria a la asociada a la variable V1s. Por tanto, a la variable V16 se le asigno el valor 0.
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Variable Vi7: “Usa correctamente la relacion de implicacion entre: el sign0 negativo de

f " enunintervalo 1 ylaconcavidad de f en dicho intervalo”

Figura 29. Utilizacion correcta y explicita de la variable V17 por el estudiante E4
En la Figura 29 se observa que el estudiante establece correctamente que si la segunda deri-
vada es negativa en un intervalo entonces la funcion es convexa en dicho intervalo. Por tanto,
a la variable V17 se le asigno el valor 1.
Variable Vis: “Usa correctamente la relacién de implicacion entre: la concavidad de f en
un intervalo 1 y el signo negativo de f" en dicho intervalo”

No se observa el uso implicito ni explicito de esta relacion que corresponde a la implicacion
contraria a la asociada a la variable V17. Por tanto, a la variable V1g se le asigno el valor 0.

Variable Vi9: “Usa correctamente las derivadas laterales”

No se observa el uso implicito ni explicito de las derivadas laterales. Por tanto, a la variable

V19 se le asigno el valor 0.

Variable V2o: “Usa correctamente el significado de los puntos conflictivos (cuspides y an-

gulosos)”

Si bien el estudiante E4 de forma correcta la variable V21 (implicitamente), que involucra el
tratamiento de un punto anguloso, no se puede asegurar que siempre lo haga siempre pues
no se tiene informacion respecto a la Tarea 2 en la cual también debia enfrentarse al trata-

miento de un punto conflictivo. Por tanto, a la variable V2o se le asignd el valor 0.
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Variable V21: “Usa correctamente la relacion directa: si f es derivableen x = a, entonces

Ny,

3

f escontinuaen x=a”

4

| |
|

I
|
L7
NS

Figura 30. Utilizacién correcta y explicita de la variable V21 por el estudiante E4

—— — .

En la Figura 30 se observa que el estudiante establece implicitamente que si la funcién es

derivable x=2 entonces la funcién es continua en dicho punto. Por tanto, a la variable V21 se

le asigno el valor 1.

Variable V22:“Usa correctamente la relacién contrarreciproca: si T no es continua en
x =a, entonces f no esderivableen x=a ”

No se observa pues el estudiante no resuelve la Tarea 2 del cuestionario. Por tanto, a la
variable V2, se le asignd el valor 0.

Variable V23: “Es capaz de dividir correctamente una grdfica en distintos intervalos deter-

minados por los elementos grdficos proporcionados (monotonia y curvatura)”

En la Figura 31 se observa que el estudiante establece correctamente los intervalos a partir

de la informacion grafica. Por tanto, a la variable V23 se le asigno el valor 1.

| : 2 2 u

Figura 31. Utilizacion correcta y explicita de la variable Va3 por el estudiante E4

Variable V24: “Es capaz de definir correctamente distintos intervalos del dominio de la fun-

cion determinados por la informacion analitica proporcionada (signo y ceros)”

Como se observa en la Figura 32 el estudiante establece correctamente los intervalos a partir

de la informacion analitica. Por tanto, a la variable V24 se le asigné el valor 1.
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Figura 32. Utilizacién correcta y explicita de la variable V24 por el estudiante E4

Variable V25: “Es capaz de graficar correctamente una funcion a partir del conocimiento

de sus propiedades grdficas”

En la Figura 33 se observa que el estudiante establece correctamente los intervalos a partir
de la informacion gréafica y esboza una funcion que satisface todas las condiciones. Por tanto,

a la variable V25 se le asigno el valor 1.

. m/
NANA

Figura 33. Utilizacién correcta y explicita de la variable Vs por el estudiante E4

Variable Va6 “Es capaz de graficar correctamente una funcion a partir del conocimiento

de sus propiedades analiticas™

Como se observa en la Figura 33 el estudiante establece correctamente los intervalos a partir
de la informacion analitica, sin embargo, no es capaz de observar la contradiccion entre las
condiciones proporcionadas y construye una grafica erronea para la Tarea 1. Por tanto, a la

variable V27 se le asignd el valor 0.

Variable V27: “Es capaz para establecer correctamente relaciones entre la primera y se-

gunda derivada”

No se observa el uso explicito ni implicito de la variable. Lo cual queda de manifiesto en
que el estudiante E4 no se percata de las contradicciones presentes en el enunciado de la

Tarea 1, ademas, no resuelve la Tarea 2. Por tanto, a la variable V27 se le asigno el valor 0.

101



3. Diseflo Metodologico Claudio Fuentealba Aquilera

Para cada uno de los 103 protocolos de resolucién se realiz6 el mismo analisis en funcién de
las variables definidas (ver Tabla 10) y los descriptores establecidos (ver Tabla 12). Asi, se

obtuvieron 103 vectores uno para cada protocolo de resolucion.
3.5.2. Analisis de claster

El anélisis cluster, denominado también anélisis de conglomerados, es un método estadistico
multivariado. Este método es principalmente utilizado para realizar una particion de un con-
junto de objetos en grupos homogéneos. A cada uno de estos grupos se les denomina cluster
o conglomerado. El objetivo de este tipo de analisis es encontrar agrupaciones cuyos objetos
sean lo méas homogéneos entre si (se quiere minimizar la variabilidad interna) y los objetos

de clsteres diferentes lo mas heterogéneos posible (Johnson, 1998).
Matematicamente el andlisis de clUster pretende crear una particién éptima de un conjunto

C en distintos subconjuntos Ci con i e N de tal forma que:
a) G # {0} paratodo ieN
b) C,NC, ={®}paratodo i,jeN con iz j

c) Jc =C

ieN
Al conjunto de todas las particiones de C se le denota P(C) Yy el problema fundamental
corresponde a la optimizacion de la funcion J(A) que calcula la calidad de la particion,

donde A e P(C). La optimizacion de la funcion J(A) requiere de la necesaria utilizacion

de los espacios métricos o distancias, en donde una distancia en un conjunto X corresponde

a una aplicacion d: X x X — Rtal que a cada par de puntos x,y e X le asocia un nimero

real d(x,y), que cumple las siguientes propiedades:

a) d(x,y)>0 paratodo x,ye X Yy d(x,y) =0 siysolosi x=Yy
b) d(x,y)=d(y,x) paratodo x,y e X

C) d(x,y)<d(x,z)+d(z,y) paratodo x,y,ze X

Estas definiciones son las que dan el soporte matematico al analisis de clUster y permiten su

desarrollo e implementacion computacional en la aplicacion Infostat.
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Para llevar a cabo el andlisis de clUster en la aplicacion Infostat es necesario definir el método
de aglomeracidn y la distancia o indice de similitud apropiado, los cuales dependen princi-
palmente de la naturaleza de los datos y de los objetivos del estudio. Los indices de similitud,
conocidos como distancias, estan basadas en planos euclidianos n-dimensionales (Lindgren,
1968) y entre las mas utilizadas se encuentran: la euclidea, la euclidea al cuadrado y la de
mahalanobis. Con respecto a los métodos de aglomeraciéon, existen los jerarquicos y los no
jerarquicos. Estos ultimos se diferencian de los primeros en cuanto a la aplicacion del mé-
todo, pues es estrictamente necesario conocer la cantidad de grupos desde el inicio y, ade-
mas, se forman grupos homogéneos sin establecer relaciones entre ellos, en cambio, en los
jerarquicos los grupos se van subdividiendo sucesivamente, siguiendo una jerarquia y decre-

ciendo en homogeneidad conforme las ramas se hacen mas amplias.

Como medida de poca distorsion de la estructura de los datos, Infostat calcula el coeficiente
de correlacion cofenética propuesto por Sokal y Rohlf (1962) que calcula la correlacion entre
las distancias iniciales, determinadas a partir de los datos originales y, las distancias finales
con las cuales los individuos se han unido durante el desarrollo del método aglomerativo. El
coeficiente cofenético toma valores entre 0 y 1. Los valores altos de este coeficiente indican
que durante el proceso no ha ocurrido una gran perturbacién en lo referente a la estructura

original de los datos.
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Figura 34. Esquema del anlisis de cluster

En este estudio se pretendia identificar y caracterizar los subniveles de desarrollo del es-
guema de derivada en términos de las 27 variables que se habian definido. Para ello, se con-
sidero cada uno de los 103 vectores asociados a cada protocolo de resolucion, los cuales son
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de la forma (Vl,Vz,---,V27) y permitian realizar el analisis de cluster en la aplicacion Infostat

(ver Figura 34).
3.5.3. Analisis Estadistico Implicativo

Posteriormente, una vez determinadas las submatrices de datos por medio de analisis de
claster, se efectuo un analisis de frecuencias porcentuales en términos del uso correcto, o no,
de las variables. Sin embargo, este tipo de analisis no indica qué variables son las mas im-
portantes al interior de cada subnivel de desarrollo y tampoco permite ver las relaciones entre
ellas. Por tanto, para lograr observar las estructuras subyacentes del grupo de variables, en
cada uno de los subniveles, se llevo a cabo un Analisis Estadistico Implicativo (Analyse
Statistique Implicative, ASI, en Francés) que corresponde a un método de analisis de datos
que permite, a partir de un conjunto de datos que interrelaciona una poblacion de sujetos u
objetos con un conjunto de variables, la extraccion y estructuracion del conocimiento en
forma de normas y reglas generalizadas (Zamora, Gregori y Orus, 2009). Este tipo de analisis
es efectivo para caracterizar las relaciones existentes en un grupo de variables y en este sen-
tido, Bailleul (2000) sostiene que “el Analisis Estadistico Implicativo es una herramienta
particularmente efectiva para estudiar representaciones y revelar sus estructuras organiza-

cionales” (p. 189).

El Andlisis Estadistico Implicativo es un método de mineria de datos, no simétricos, que
permite modelizar estadisticamente la cuasi-implicacion, es decir, intenta cuantificar qué tan
probable es que suceda la variable b si se ha observado la variable a en la poblacion (Gras,
Lerman y Rostam, 1981). Para evaluar estas cuasi-implicaciones se utiliza un conjunto de
datos que interrelaciona una poblacién (sujetos u objetos) con un conjunto de variables me-
didas en ella, desde las cuales se extrae la estructura de los datos expresada en términos de
normas y reglas generalizadas y, a partir de la contingencia de estas reglas, la explicacién y

en consecuencia una determinada prevision o “prediccion”.

A diferencia de los métodos de anélisis de datos simetricos basados, por ejemplo, en una
distancia o en una correlacion, los conjuntos de reglas obtenidas por medio del Analisis Im-

plicativo pueden conducir a hip6tesis de causalidad (Zamora et al., 2009).

A pesar de su denominacion, el Analisis Estadistico Implicativo en realidad engloba tres

procedimientos distintos e independientes entre si (Valls, 2014):
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Analisis de similitudes o clasificatorio. Corresponde a un analisis de cluster con una
forma original de medir distancias las similitudes de Lerman (Lerman, 1981), en el
cual se forma un arbol jerarquico similar a un dendograma. Para construir este arbol,
se utilizé la aplicacion CHIC 6.0, Classification Hierarchical, Implicative et Cohe-
sive (Couturier y Gras, 2005) que realiza el estudio de aglomeracion utilizando di-
chas similitudes y suponiendo una distribucion binomial para cada una de las varia-
bles. Para la construccion del arbol, la aplicacion considera que dadas dos variables
aleatorias dicotomicas cualesquiera a y b medidas en una poblacion E de cardina-
lidad n, en donde los subconjuntos A y B corresponden a aquellos que verifican
las variables a y b respectivamente, el indice de similitud ¢ est4 dado por (Lerman,
1981):

card (A, B)_card (A)-card (A,B)

d(a,b)= L
\/card (A)-card(A,B)

n
El indice de similitud ¢ indica que un par de variables a y b tienen mayor similitud
cuando el nimero de estudiantes que verifican ambas variables es mayor que la fre-

cuencia esperada bajo el supuesto de independencia.

Finalmente, a partir de los indices de similitud calculados para cada par de variables
a 'y b, laaplicacion calcula una similitud interclases para A y B,y luego, determina
la aglomeracién jerarquica, la cual se construye teniendo en cuenta la mayor proxi-
midad entre los elementos de una clase y la mayor distancia entre clases separadas.
Se debe tener en cuenta que un arbol de similitud en el que se observan variables que
no se relacionan con ninguna otra, seria un indicador de que los estudiantes tienen
dificultades con esa variable, o bien, que no se presentan ningin problema con ella.

Para verificarlo, es necesario contrastar el arbol con los datos.

Anélisis Implicativo. Genera una matriz con todas las implicaciones a = b encontra-
das en los datos y forma un grafo implicativo con flechas relacionando las variables
con las implicaciones mas fuertes en distintos niveles e intensidades (80 %, 85 %, 90
% y 95 %). Para este caso, la aplicacién CHIC 6.0, a diferencia del analisis de simi-
litudes, considera una medida de asociacion no simétrica entre las variables, es decir,

trata de ver si la utilizacion correcta la variable a implica la utilizacion correcta de la
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variable b (donde la utilizacidn correcta de la variable b puede, o puede que no,
implique la utilizacion correcta de la variablea). Para la construccién del grafo im-
plicativo, la aplicacion considera que dadas dos variables aleatorias dicotdmicas cua-
lesquiera a y b medidas en una poblacién E de cardinalidad n, en donde los sub-
conjuntos A y B corresponden a aquellos que verifican las variables a y b respec-
tivamente, el indice de implicacion (¢ de Gras (Gras, 1993; Gras 1996; Gras y
Ratsima-Rajohn, 1996), esta dado por:

card(ArE) card (A)-card (B

n

\/card (A)-card (B)

n

a(a)-

En este caso, a y b representan dos variables mientras que A y B, los conjuntos de
estudiantes que utilizan correctamente las variables a y b, respectivamente, B el
conjunto de estudiantes que utiliza incorrectamente o no utiliza la variable h. Adi-
cionalmente, la aplicacion también entrega el valor ¢ de significancia estadistica del
indice, que sigue una distribucion normal estandar N (0,1), el cual esté definido por

la expresion:
gp(a,B) —l-a < PLcard (X m\?) < card (AmE)J <a

Endonde X e Y corresponden a variables aleatorias independientes y dicotdmicas,
que tienen la misma cardinalidad que A y B, respectivamente (Lerman, Gras y
Rostan, 1981). Para nuestro estudio, las variables aleatorias corresponden a la utili-

zacion correcta o incorrecta (no utilizacion) de las variables por lo que la aplicacion
27y, Lo
calcula un total de ) indices de implicacion de los cuales solo muestra en el grafo

implicativo, aquellas que se encuentran como minimo por sobre el 80 % de signifi-

cacion segun la eleccion del usuario.

e Analisis de cohesiones. Construye un arbol jerarquico, muy similar al arbol de simi-
litudes, en el que se marcan de nuevo las variables con implicaciones mas fuertes
mediante flechas de color rojo. Para el analisis de cohesiones, CHIC 6.0 considera

dos variables cualesquiera a y b, a partir de las cuales determina el valor
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p= méx(go(a,B),(o(b,a)) que es necesario para el calculo de la entropia H , pues
permite dar cuenta del desorden entre las variables y calcular el grado de cohesion C

entre ellas. Se encuentra dado por la expresion c(a,b) =+1-H? que tiene un rango

de variacion entre 0 y 1. El grado de cohesion mide el desequilibrio de las frecuencias

de los casos aAb Yy ab afavor del primero.

La cohesidn de la clase ordenada de variables A=(ai,--.,ar) se calcula en cada paso

con la siguiente expresién (Gras, Kuntz y Briand, 2001):

. (A) _ { ie{ll,:[r—l} (e, X ):Ir(r—l)

(2,1, j>i

A partir de esta Ultima expresion y dados los conjuntos de variables A=(ai,---,ar) y
B=(a,,..,a,) con indices de cohesién C(A) y C(B) respectivamente, la intensidad

de la implicacion v de laclase A sobre la clase B se define por (Couturier, 2001):

W(A,E)=L{ sup (a,,b )J [c(A) ]

Finalmente, el arbol cohesivo, obtenido como resultado de efectuar los céalculos de
los indices de cohesion implicativa entre las clases de variables, solo toma sentido
bajo el supuesto de que dentro de cada clase de variables, cuya relacion se examina
con otras, exista cierta “cohesion” entre las variables constituyentes (Gras et al.,
2001). Al igual que en el andlisis de similitud, es posible observar variables que no
se relacionan con ninguna otra, por tanto, es necesario contrastar el arbol cohesivo

con los datos.

Para el andlisis de nuestros datos solo se utilizaron los arboles de similitud y los grafos im-
plicativos, ya que los objetivos de esta investigacion estan enfocados en la caracterizacion
de los subniveles de desarrollo en funcion de las relaciones y las estructuras subyacentes de

los grupos de variables.
3.5.4. Analisis cualitativo de las entrevistas

Para realizar el analisis de las entrevistas clinicas se establecieron unidades de analisis, las
cuales, dados los propositos de nuestra investigacion, estaban conformadas por fragmentos
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de las trascripciones de las entrevistas en donde se observaba que: (1) los estudiantes hacian
uso de derivadas de orden superior, o relaciones entre ellas y/0, (2) los estudiantes se enfren-
taban al tratamiento de puntos conflictivos. Por tanto, el analisis de las unidades selecciona-
das se enfoco principalmente en comparar y describir las respuestas de los estudiantes de
forma que fuera posible aproximarse a uno de los objetivos especificos del estudio relacio-
nado con la tematizacion del esquema de derivada.

En particular, una vez realizadas las entrevistas clinicas se procedié a trascribirlas. Durante
la trascripcion se realizaron algunos comentarios que permiten aclarar lo que el estudiante
estaba argumentando en cada pregunta. Esta primera etapa, permitio realizar un analisis pre-
liminar en términos de las similitudes, o no, de las respuestas y argumentaciones de los es-
tudiantes. Asimismo, permitié familiarizarnos con la totalidad de nuestros datos de una

forma mas holistica.

Después de trascribir y familiarizarse con los datos, el foco se centrd en identificar en qué
fragmentos de las entrevistas se observaban nuestras unidades de analisis. Especificamente,
se observd como los estudiantes vinculaban pares de derivadas sucesivas, o bien, como se
enfrentaban al tratamiento de puntos conflictivos. En la Figura 35 se presenta un esquema
en el cual se estan identificando unidades de anélisis relacionadas con el establecimiento de

vinculos entre derivadas sucesivas. En este caso, corresponden a relaciones entre f', f"y

f"l.

(T En Ia funcion original (indicando |a grafica de la Tarea 3) identificamos un punto X,, en donde %)
corresponde a punto de inflexion de f'jqué puedes decirde /"', f" y f™en x=1, x=3y x=x,7

E1: Valeen x=1, ' es cero,[f "es negativa, — - -

I: ;Por qué es negativa? - ===
Eii:[Porque la /" es decrecientely-la—f ™ es por infuicién mas qlte por otra cosa, pero diria que es|
roxima a cero} ya que alrededor parece...o sea alrededor de x =1 | .l se podria aproximar ficilmente d

oF una recty Es un poco-chapucero_esto_que estoy diciendo, espera intento decirlo un poco mas| o
matematico. J' es cero,[f " hemos dicho que es negativaly ™ — =

v

El estudiante relaciona el crecimiento
de f'conelsignode f"

operador derivada para relaciona el

El estudiante intenta uvtilizar el ‘

crecimiento de f "' con f "

I: ;O qué signo tendria f™7
Eji: Vale, qué signo tendria f™... lo pienso...aqui E'es pequeiia y, aqui es mas graudﬂ{ indicando 9[
»

El estudiante determina el signo de
f™ en x=1 haciendo uso de la

la vecindad de x=1), por lo tanto si la [ pasa de ser negativa, proxima a cero, a mucho mas

negativa, creo que| /™ es negativa - = 5 _ -

I: (Eso seria en?

variacién de " en la vecindad

Ey:En x=1.

I: En x =3 ;qué sucede?
Ei: En x =3, creo que es otra vez lo mismo| f'(3)=0, f"(3)>0
I: (Por qué es positiva? de f'conelsignode f

Eii: Porque la f"es creciente jay perdén! lay' 7 pns‘ﬂ de ser...tienes aqui que es

El estudiante relaciona el crecimiento

positiva, pero pequeiia (indicando a la izquierda de x=3) y aqui positiva mas grande (indicando aj
la derecha de x=3), por lo tanto la

El estudiante determina el signo de
f™ en x=3 haciendo uso de la

variaciénde [ enla vecindad

[/ " serd positiva =n x =3} — >

I: Y en ese X, que corresponderia a un punto de inflexion.
Eu: Vale, al ser un punto de inflexion.

I: Vale, pero jqué signo tendria en ' primero?
.. = m— o = El d: relaciona el creci
Eii: Ah, en [ esto es positivo, la[f/" también positiva por ser creciente la funcién en ese puntoly
f E E s it D ™ e f'conelsignode f
€3 Cero]

7 ) N = -
::¢Pox qua bg ooro? i ; . —— #\L El estudiante relaciona el punto de J
|

E:[Por ser punto de inflexion} o sea, es decir, por pasar-en prineipie-de-eoneavo-a-convexo: O sea) inflexién con f'y, su vez, con ua

[esti cambiando la monotonia de /) cambio de monotenia de "

/

Figura 35. Ejemplo de identificacion de unidades de anélisis correspondiente a relaciones entre de-
rivadas sucesivas
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Capitulo 4. Analisis y Resultados

En este capitulo se presenta el anlisis de datos que se ha dividido en cuatro secciones. En
la primera seccion se realiza un andlisis descriptivo de las 27 variables definidas para el
estudio de los 103 cuestionarios. En la segunda seccién se describe el anélisis de cllster
realizado con las 27 variables para identificar subniveles de desarrollo del esquema de la
derivada. En la tercera seccion se detallan los resultados obtenidos de los Analisis Descrip-
tivos e Implicativos para los subniveles de desarrollo Inter y Trans del esquema de la deri-
vada. Finalmente, en la Gltima seccion se muestra el andlisis realizado de las entrevistas
clinicas en términos de los puntos conflictivos y las derivadas sucesivas identificando los

elementos que permitieron caracterizar la tematizacion del esquema y sus matices.
4.1. Analisis descriptivo de las variables

Como ya se menciono en el Capitulo 3 (Seccién 3.5), cada uno de los protocolos de reso-
lucion de los 103 estudiantes ha sido discretizado en términos dicotémicos, es decir, con
base en la identificacion del uso correcto, 0 no, de cada una de las 27 variables (0 0 1 para

cada variable), lo cual proporciond como producto una matriz de datos de 103x27.

Para conocer la estructura general de los datos, como primer paso, se realiz6 un analisis
descriptivo de las frecuencias porcentuales de uso correcto, o no, de las 27 variables. Dada
la naturaleza de nuestras variables no es correcto aplicar un Analisis de Correlacion, pues
las relaciones entre ellas no son de tipo simétrico. En la Figura 36 se muestra las frecuencias
porcentuales de cada una de variables en estudio, en donde la porcién azul de la barra indica

el porcentaje de observacion de uso correcto y la porcion roja, el porcentaje de no observa-

M

[y ryre——

Figura 36. Frecuencias porcentuales de cada una de las variables en estudio

cién o uso incorrecto.

FORCENTAJE ACUNRADD

109



4. Analisis y Resultados Claudio Fuentealba Aquilera

Como se observa en la Figura 36, las variables V3, Vis y V27 tienen porcentajes de uso co-
rrecto que son menores al 35 %. Puntualmente, las variables V3 y V27 estan asociadas a
considerar a la derivada como funcion (Vs, 27 %) y al establecimiento de relaciones (coor-
dinaciones) en un segundo nivel (V27, 21 %), es decir, entre 'y f". Por su parte, la variable
V16 describe la relacion de implicacion entre la convexidad de una funcién y el signo positivo
de la segunda derivada (V16, 31 %). Estas variables son importantes y como se verd mas
adelante, conforman parte de la estructura subyacente de los subniveles Trans del esquema

de la derivada que es donde son utilizadas con mayor frecuencia.

Igualmente, en la Figura 36 se observa que las variables V11, V13, V15 y V17 tienen un por-
centaje de uso correcto que esta por sobre el 85 %. En particular, las variables V11 y V13

asocian el signo de la primera derivada con la monotonia de la funcién (f'>0— f estric-
tamente crecientey f'<0— f estrictamente decreciente) y, las variables Vis y V17 asocian
el signo de la segunda derivada con la curvatura de la funcién (f">0— f es convexay
f"<0— f esconcava). Estas variables son utilizadas frecuentemente en las tareas que se

les proponen a los estudiantes en los cursos de Calculo y posiblemente, esta sea una de las

causas del alto porcentaje de uso correcto de ellas.

Para simplificar el analisis descriptivo de las otras variables, en la Tabla 13 se presentan los
porcentajes de uso correcto de ellas agrupados por tipo de elemento al que hacen referencia.

Ademas, se agrego el descriptor asociado a cada una de ellas.

Con relacion a las variables asociadas al significado puntual de la derivada se observa que
la utilizacion correcta del concepto de derivada como pendiente de la recta tangente (V1, 78
%) es superior a su uso correcto como limite del cociente incremental (V2, 42 %). Por su
parte, el uso correcto de la nocion de derivada como operador lineal (V4, 48 %) se observa

aproximadamente en la mitad de los estudiantes.

En cuanto a las variables asociadas a la determinacion de valores extremos en ambos modos
de representacion, el porcentaje de uso correcto es mayor al 75 % en todos los casos (Vs, Ve,
V7 'y Vs). En particular, los porcentajes de uso correcto de las variables que permiten deter-
minar geométricamente un maximo local (Vs) y un minimo local (V7) son 84 % y 78 %,
respectivamente. Por su parte, los porcentajes de uso correcto de las variables que permiten
determinar analiticamente un maximo local (Ve) y un minimo local (V7) son 83 % y 76 %

respectivamente. Se destaca que el uso correcto de estas variables implica la coordinacion
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de procesos globales y puntuales en cada modo de representacion, es decir, que permite
relacionar el comportamiento de la derivada en intervalos contiguos a la vecindad de un
punto.

Tabla 13. Frecuencias de uso correcto de las variables por elemento matematico y criterio que de-
fine cada variable

Elementos Criterio Porcentaje
1. Derivadaen un punto f'(a@). _Va: Significado geométrico. 76 %
V,: Significado analitico. 42 %
2. Funcion derivada f'(x). V3: Derivada como funcion. 27 %
V,: Derivada como operador. 48 %
3. Valor extremo de f . Vs: Méximo local geométricamente. 84 %
Vs: Maximo local analiticamente. 83 %
V7. Minimo local geométricamente. 78 %
Vg: Minimo local analiticamente. 76 %
4. Punto de inflexién de f . Vo: Punto de inflexion geométricamente. 68 %
V10: Punto de inflexion analiticamente. 84 %
5. Relacion de equivalencia ilo-  Vy;: f'>0— f estrictamente creciente. 86 %
gicaentre el signode f'enun v/, f estrictamente creciente — f'>0. 58 %

intervalo | vy, la monotonia de
y Vi3

o) . f'<0— f estrictamente decreciente. 86 %
f endicho intervalo.

Vi f estrictamente decreciente - f'<0. 56 %

6. Relacion de equivalencia il- V50 f">0— f convexa. 88 %
gicaentre el signode f" enun “\/ " convexa — f">0. 31%
nfwterva(;(_) hI y,tla culrvatura de Vi 1'<0— f concava, 87 %
en dicho intervalo.

Vig: T concava — f"<0. 63 %
7. Puntos de no derivabilidad de  Vio: Derivadas laterales. 56 %
f. V20: Puntos conflictivos. 41 %
8. Continuidad y derivabilidad Vo1:Si T esderivableen x=a— f es 81 %
de f. continuaen X=a.

V. f noescontinuaen x=a— f noes 78%

derivableen x=a.
Otras variables generales obser- ~ V3: Determinar intervalos para esbozar una 66 %
vables. funcion a partir de informacion gréfica.
V24: Determinar intervalos para esbozaruna 98 %
funcion a partir de informacion analitica.
V5. Esbozar una funcidn a partir de sus pro- 61 %
piedades gréficas.
V26: Esbozar una funcién a partir de sus pro- 47 %
piedades analiticas.
Conexiones entre el par f'—f". V7 Relacionesentre f'y f". 21%

En los siguientes parrafos se presentan todas las descripciones de las variables que se basan
en la Tabla 13.

Por otra parte, en relacion con las variables asociadas a la determinacion de los puntos de
inflexion, se observa que existe una diferencia significativa entre el uso correcto del punto

de inflexion desde el modo de representacion analitico (V10, 84 %) por sobre el grafico (Vo,
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64 %). Lo anterior, puede ser consecuencia del tipo de ensefianza que han recibido los estu-
diantes durante su trayectoria académica, la cual tiene una fuerte tendencia hacia el uso del

modo de representacion analitico y al aprendizaje de técnicas o procedimientos en este modo.

De la misma forma, en la Tabla 13 se observan los porcentajes de uso correcto de las varia-
bles asociadas con la relacion entre el signo de la primera derivada y la monotonia de la
funcion (V11, V12, V13 'y V14). Se observa que las variables V11 y V13, que relacionan el signo
de la derivada con la monotonia de la funcién en sentido directo ( f '>0— f estrictamente
crecientey f'<0— f estrictamente decreciente), poseen porcentajes altos e iguales de uso
correcto (86 %), sin embargo, las variables V12 y V14, que corresponden a las implicaciones
contrarias ( f estrictamente creciente — f'>0 Yy f estrictamente decreciente — f'<0
) tienen porcentajes de uso correcto significativamente inferiores, pero superiores al 50 %.
Este mismo fendmeno también se observa con las variables asociadas a la relacion entre el
signo de la segunda derivada y la curvatura de la funcién (Vis, Vs, V17 y V1g). En particular,
los porcentajes de uso correcto de las variables Vis y V17, que relacionan el signo de la
segunda derivada con la curvatura de la funcion en sentido directo (f">0— f €S convexa
y f"<0— f esclncava), son practicamente iguales (88 % y 87 % respectivamente), sin
embargo, para las variables V16 y V1s, que corresponden a las implicaciones contrarias ( f

esconvexa— f">0Yy f esconcava— f"<0), los porcentajes de uso correcto son infe-
riores, especificamente, la variable Vig( f es concava— f " <0) alcanza el 63 % mientras
que la variable V16 ( f es convexa— f "> 0) solo alcanza el 32 %. Este fendmeno vincu-
lado con las dificultades para establecer las implicaciones contrarias es importante, ya que
por un lado, indica que los estudiantes tienen problemas para establecer relaciones del tipo
“equivalencia logica” y, por otro, aun no logran la sintesis de los modos de representacion,
pues la utilizacion correcta de las variables V12, V14, V16 y V1g implica, implicitamente, una
conversion de informacion gréafica en analitica. Estas ultimas caracteristicas definiran la per-

tenencia de un estudiante al subnivel de desarrollo Trans B, como se vera mas adelante.

Con respecto a los porcentajes de uso correcto de las variables asociadas a la utilizacion de
las derivadas laterales (V19, 56 %) y al tratamiento correcto de puntos de no derivabilidad

‘puntos conflictivos’ (V2o, 41 %), se observa que en ambos casos es proximo al 50 %.

Por otra parte, en relacion con las variables asociadas a la relacion entre derivabilidad y

continuidad (V21 y V22), se observa que ambas poseen porcentajes de uso correcto que no
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difieren significativamente, 81 % para la variable V21 y 78 % para la variable V2. Sin em-
bargo, se observa un uso correcto levemente mayor de la variable V21 que relaciona directa-

mente la derivabilidad en un punto con la continuidad (si f derivable en X = aentonces
f continua en x =a) por sobre el uso de la variable V21 que corresponden a la relacion

contrarreciproca (si f no es continuaen x =a entonces f no es derivable en x =a).

Finalmente, en la Tabla 13 se presentan los porcentajes de uso correcto de las restantes va-
riables asociadas a la resolucion de las tareas del cuestionario. En particular, las variables
V23 'y Va5 que estan relacionadas con la interpretacion de la informacion grafica proporcio-
nada para determinar intervalos (V23) y esbozar una gréfica correcta a partir de esta informa-
cion (Vzs), poseen porcentajes de uso correcto que no difieren significativamente y son su-
periores al 60 %, especificamente, es 63 % para la variable V23 y 61 % para la V2s. Por otra
parte, las variables V24 y V26 que se relacionan con la interpretacion de la informacion ana-
litica para determinar intervalos (V24) y esbozar una gréfica correcta a partir de esta infor-
macion (V26), poseen porcentajes de uso correcto que difieren significativamente, es mas, la
variable V24 (87 %), supera en un 40 % a la variable V26 (47 %). Esto indica que un gran
namero de estudiantes pueden determinar los intervalos para graficar a partir de la informa-
cién analitica, aunque, no son capaces de esbozar la grafica correctamente. Lo anterior, qui-
zas sea consecuencia de la contradiccion presente en la Tarea 1. Por Gltimo, en relacién con
la variables V27 que implican el establecimiento de relaciones entre la primera y segunda
derivada, se observa que su uso correcto es muy poco frecuente y solo lo logra, aproxima-
damente, un quinto de los estudiantes (21 %). Esta Gltima variable es importante en la es-
tructura implicativa de los datos, ademas, como se observara mas adelante esta determina la
estructura subyacente del esquema, asi como la del nivel de desarrollo Trans y subnivel
Trans A.

4.2. Analisis de cluster

Como se menciond la Seccién 3.5.2, el analisis de cllster no presenta una solucién Unica,
sino que el resultado de este analisis depende de las caracteristicas del procedimiento em-
pleado, es decir, de la distancia utilizada y del metodo de agrupamiento o aglomerativo. Si
bien en este estudio se pretende identificar y caracterizar los subniveles de desarrollo del
esquema de la derivada, se asumid, lo que indica la teoria APOE en cuanto a que los niveles

de desarrollo de un esquema de cualquier concepto matematico son tres y que segun este
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marco corresponden a la triada Intra, Inter y Trans (Piaget y Garcia, 1983; Arnon et al.,
2014). Tomando en cuenta las consideraciones anteriores, se construyo con la aplicacion
Infostat, 6 clusteres distintos combinando las distancias (euclidea, euclidea al cuadrado y
mahalanobis) y los métodos de agrupamiento (encadenamiento simple y completo). Los va-
lores de las correlaciones cofenéticas para cada uno de los 6 clUsteres jerarquicos obtenidos
se presentan en la Tabla 14.

Tabla 14. Clusteres jerarquicos obtenidos variando la distancia y el tipo de agrupamiento seleccio-

nados
Distancia Tipo de agrupamiento Correlacion cofenética
Euclidea al cuadrado. Encadenamiento completo. 0,859
Euclidea. Encadenamiento completo. 0,747
Manhattan (Mahalanobis). Encadenamiento completo. 0,660
Euclidea al cuadrado. Encadenamiento simple. 0,723
Euclidea. Encadenamiento simple. 0,775
Manhattan (Mahalanobis). Encadenamiento simple. 0,723

Considerando los resultados obtenidos de los 6 cllsteres construidos y sus correspondientes
correlaciones cofenéticas se selecciond aquel que tuvo un coeficiente de correlacion cofené-
tica mas alto, el cual correspondié a 0,859. La justificacion de esta decision se baso en lo
planteado por Sokal y Rohlf (1962) quienes indican que este coeficiente asegura una buena
clasificacion cuando su valor es proximo a 1.

Como resultado del andlisis de cluster con distancia euclidea al cuadrado y método de aglo-

merativo de encadenamiento completo, se obtuvo el dendograma que se muestra en la Figura
37.

Encadenamiento Completo (Complete linkage)
Distancie: (Euclioes?)

Intra B
Q T‘

Intra A

Inter B|

Trans B

Esfucliantes
L)
; Ly
5
g

00 89 138 207 276

@ s [l ner A nis
Figura 37. Dendograma completo obtenido con distancia euclidea al cuadrado y método de agru-
pamiento de encadenamiento completo

Como puede observarse, el analisis de cluster determiné los tres niveles de desarrollo del

esquema de la derivada Intra-derivada, Inter-derivada y Trans-derivada (condicion dada),
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mediante tres anidamientos diferenciados por medio de los colores verde, azul y rojo, res-
pectivamente. Para cada uno de estos anidamientos se identificaron dos subgrupos que se
corresponden con subniveles de desarrollo del esquema asociados a cada uno de los niveles.
Como criterio de seleccidn de los subniveles (subgrupos) se selecciond el punto medio de la
distancia méxima del dendograma, pues como indican Balzarini et al. (2008) “es un criterio
frecuentemente utilizado trazar la linea de referencia a una distancia igual al 50 % de la
distancia maxima” (p. 175). En cada caso, se denomin0 a estos subniveles A 'y B, lo cual
implica una jerarquia en cuanto a la cantidad de elementos utilizados y las relaciones que se
establecen en cada uno de ellos. Por tanto, de aqui en adelante se habla de los subniveles de
desarrollo Intra A, Intra B, Inter A, Inter B, Trans Ay Trans B.

Para facilitar el analisis y la visualizacion de los subniveles obtenidos se dividio el dendo-
grama de la Figura 37 para cada nivel de desarrollo del esquema de la derivada. En la Figura
38 se muestra la porcién de dendograma correspondiente al nivel de desarrollo Intra-deri-

vada.

Subniveles Intra
Distancie: (Euclidez?)

|

B — ]
B —

00 46 Distancia 92 138

-

A ras A nras
Figura 38. Dendograma correspondiente a los subniveles Intra-derivada

En la Figura 38, el color rojo corresponde al subnivel de desarrollo Intra A y el subgrupo de
color azul, al subnivel de desarrollo Intra B. Los estudiantes asignados a cada uno de los

subniveles de desarrollo Intra-derivada se muestran en la Tabla 15.

Tabla 15. Estudiantes asignados a los subniveles de desarrollo Intra A e Intra B

Nivel de desarrollo Intra-derivada

Subnivel Intra A Intra B

Estudiantes. E8, E98. E50, E61, E79, E85, E86, E90, E92, E94,
E95, E96, E97, E99.

Total. 2 12

En relacion con los subniveles de desarrollo Intra-derivada, el cldster ha determinado que
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existe un numero reducido de estudiantes pertenecientes a estos dos subniveles de desarrollo.
Lo anterior, puede estar condicionado por las caracteristicas propias de la muestra, ya que
estos estudiantes eran de distintos cursos del grado doble de Matematicas y Fisica, ademas,
habian superado al menos una asignatura de Calculo o Analisis Matematico, por tanto, era
de esperar que tuvieran cierto dominio de los elementos matemaéticos involucrados en la

resolucion de las tareas del cuestionario.

Por su parte, en la Figura 39 se muestra un zum del dendograma correspondiente al nivel de
desarrollo Inter-derivada y sus correspondientes subniveles Inter A e Inter B. En donde el
color rojo corresponde al subnivel de desarrollo Inter Ay el subgrupo de color azul, al sub-

nivel de desarrollo Inter B.

Estudiantes

00—

00 46 Distancia

W viers [l wers
Figura 39. Dendograma correspondiente a los subniveles Inter-derivada

Los estudiantes asignados por el cluster a estos subniveles de desarrollo se presentan en la
Tabla 16. Asimismo, se observa que la cantidad de estudiantes asignados a los subniveles

Inter es muy superior a la de los estudiantes clasificados en los subniveles de desarrollo Intra.

Tabla 16. Estudiantes asignados a los subniveles de desarrollo Inter A e Inter B

Nivel de desarrollo Inter-derivada
Subnivel Inter A Inter B
Estudiantes. E4, E5, E9, E26, E28, E38, E42, E44, EI13, E15, E23, E33, E43, E52, E56, E58,
E45, E53, E55, E60, E66, E70, E73, E68, E69, E71, E78, E82, E87.
E75, E76, E77, E81, E103.
Total. 20 14

Del mismo modo, en la Figura 40 se presenta la porcién final del cluster correspondiente al

nivel de desarrollo Trans-derivada.
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Figura 40. Dendograma correspondiente a los subniveles Trans-derivada

En la Figura 40, el subgrupo anidado de color rojo corresponde al subnivel de desarrollo
Trans Ay el subgrupo de color azul, al subnivel de desarrollo Trans B. Los estudiantes asig-

nados por el clister a estos subniveles de desarrollo se presentan en la Tabla 17.

Tabla 17. Estudiantes asignados a los subniveles de desarrollo Trans Ay Trans B

Nivel de desarrollo Trans-derivada
Subnivel Trans A Trans B
Estudiantes. E1, E2, E3, E11, E12, E14, E16, E17, E6, E7, E10, E18, E24, E25, E30, E34,
E19, E20, E21, E22, E27, E29, E31, E37, E39, E48, E54, E57, E63, E65, E67,
E32, E35, E36, E40, E41, E46, E47, ET72, E83, E91, E93, E102.
E49, E51, E59, E62, E64, E74, E8O0,
E84, E88, E89, E100, E101.
Total. 34 21

Como se observa la cantidad de estudiantes asignados a los subniveles Trans es mayor a la
de los estudiantes clasificados en los subniveles de desarrollo Intra. Lo anterior, como ya se

menciono, puede justificarse por la naturaleza de nuestra muestra.

Finalmente, el analisis de cluster proporciond una particion de los datos en 6 submatrices
que permiten ahondar en la caracterizacion de cada uno de los subniveles de desarrollo. Sin
embargo, dado que la cantidad de estudiantes asignados a los subniveles de desarrollo Intra-
derivada es muy baja, solo se consideraron las submatrices asociadas a los subniveles Inter-
derivada y Trans-derivada para realizar el Analisis Estadistico Descriptivo y el Analisis Es-

tadistico Implicativo con el fin de caracterizar cada uno de estos subniveles.

4.3. Andlisis Estadistico Descriptivo e Implicativo para los
subniveles de desarrollo Inter-derivada y Trans-derivada

En las siguientes subsecciones 4.3.1, 4.3.2, 4.3.4 y 4.35 se desarrolla la misma estructura de
andlisis para cada uno de los subniveles de desarrollo Inter y Trans. Se inicia con el analisis

estadistico descriptivo de las 27 variables para cada uno de los subniveles. Posteriormente,
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se realiza un andlisis de similitud para determinar la estructura de los datos en cada uno de
ellos y se completa el andlisis con un grafo implicativo para cada caso. Ademas, se comple-
mentan estos analisis con la construccion de grafos implicativos parciales determinados por
los grupos de similitud de cada subnivel. Finalmente, se interpretan y comparan los resulta-

dos de los distintos analisis para los subniveles Inter y Trans en términos de la teoria APOE.

Es importante indicar que el Analisis Implicativo, que aqui se realiza, esta enfocado en en-
contrar las variables mas importantes de cada subnivel de desarrollo y que constituyen la

estructura subyacente que los sustenta.
4.3.1. Subnivel Inter B

El primer analisis es descriptivo y esta basado en el uso correcto e incorrecto de las 27 va-
riables. En la Figura 41 se muestran estos porcentajes para el caso del subnivel de desarrollo
Inter B. Al igual que en el caso del analisis descriptivo general, la porcion azul de la barra
indica en porcentaje de uso correcto de la variable, mientras la porcion roja indica el no uso,

o0 bien, el uso incorrecto de ellas.

Como se observa en la Figura 41, los estudiantes pertenecientes a este subnivel de desarrollo
muestran dificultades en la utilizacién correcta de gran parte de las variables asociadas a la
resolucion de las tareas del cuestionario. En particular, en 15 de estas variables el porcentaje
de uso correcto es menor al 50 % y 5 de las 27 no son utilizadas correctamente por ninguno

de los estudiantes, o bien, no fueron observadas en sus protocolos de resolucion.
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Figura 41. Frecuencias porcentuales de uso correcto e incorrecto de las variables para el subnivel
de desarrollo Inter B

Las variables cuyo porcentaje de uso correcto es 0 % corresponden a Vs, V7, V2o, Vo5 y V7.
En donde la variable V3 esté vinculada a la consideracion de la derivada como funcién, V7 a
la determinacion de un valor minimo local a partir de informacion gréafica, V2o al tratamiento

correcto de puntos conflictivos, Vs a la capacidad para determinar intervalos a partir de la
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informacion grafica proporcionada y V27 al establecimiento de relaciones entre la primera y
la segunda derivada.

Por otra parte, se destaca que los estudiantes del subnivel Inter B, en general, no presentan
dificultades para establecer las relaciones entre el signo de la primera derivada y la monoto-

nia, lo cual corresponde al uso correcto de las variables V11 y Viz (f '>0 — f estrictamente
creciente y f'<0— f estrictamente decreciente). Del mismo modo, también establecen,

sin mayores dificultades, relaciones entre el signo de la segunda derivada y la curvatura de

la funcion, lo cual corresponde al uso correcto de las variables Vis y Vi7 (f">0— f €s
convexay f"<0— f esclncava). Ademas, son capaces de determinar los intervalos para

esbozar la gréafica de una funcién a partir de la informacion analitica proporcionada (V24) y
pueden determinar maximos locales y puntos de inflexién utilizando este mismo tipo de in-

formacion (Ve, Vo).

Para observar, la estructura general de similitud presente en la submatriz de datos correspon-
diente al subnivel de desarrollo Inter B, se construyo el arbol de similitud que se presenta en
la Figura 42.

I BN N - BN O A S O A0 A
S PP o s e e e O P RER G

Y Y W_/\ﬂ_/
IB1 IB2 IB3 IB4

Figura 42. Arbol de similitud Inter B
A partir del arbol se identificaron cuatro grupos distintos de similitud que fueron etiquetados
como IB1, IB2, IB3 e IB4:

e Grupo IB1. Este grupo presenta dos conexiones de similitud altamente significativas.
Una ubicada en el primer nivel que conecta las variables asociadas con la determina-
cion de maximos y puntos de inflexion a partir de informacion geométrica que co-
rresponden a las variables Vs y Vg, respectivamente. La segunda de estas conexiones

significativas se produce en el nivel cinco de similitud. Ademas, al interior de este
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grupo se encuentran las variables que conectan la monotonia y curvatura de una fun-

cion, es decir, las variables V12 y Via ( f estrictamente creciente — f'>0 Yy f
estrictamente decreciente — f'<0). Asimismo, también se observan las variables

que conectan la curvatura de la funcion con el signo de la segunda derivada, es decir,
las variables Vigy Vig ( f esconvexa— f">0Yy f esconcava— f"<0). lgual-

mente, se observa que en este grupo se encuentran las variables asociadas a la com-
presion puntual de la derivada como pendiente de la recta tangente V1 y como limite
del cociente incremental Va.

e Grupo IB2. En este grupo hay tres conexiones de similitud altamente significativas,
sin embargo, sus valores son bajos, pues estan ubicadas en niveles superiores al
nueve. Al interior de este grupo se observa la variable Vs asociada a la determinacion
correcta de un méximo local a partir de informacion analitica, la variable VVgasociada
a la determinacion correcta de un minimo local a partir del mismo tipo de informa-
ciony la variable V1o vinculada a la determinacion correcta de un punto de inflexion,
igualmente, a partir de la informacion analitica. Asimismo, se observan las variables
asociadas a la interpretacion de la informacion analitica para determinar intervalos
(V24) y la capacidad de eshozar una gréafica a partir de ella (V26). También, esta en
este grupo, la variable asociada con la relacion directa entre derivabilidad y continui-
dad (V22).

e Grupo IB3. Este grupo de similitud presenta una conexion de similitud altamente
significativa y est4 conformado por las variables que indican relaciones directas/con-
trarias entre el signo de la primera derivada y la monotonia de la funcion. Especifi-
camente, se encuentran las variables V11 y Vi3 que conectan el signo de la primera

derivada con la monotonia de la funcion (f'>0— f estrictamente creciente y
f'<0— f estrictamente decreciente), y las variables que se relacionan con las im-

plicaciones contrarias, es decir, V1s y V17 que conectan la monotonia de la funcion

con el signo de la primera derivada ( f estrictamente creciente — f'>0Yy f es-
trictamente decreciente — f'<0).

e Grupo IB4. Este grupo de variables esta conformado por aquellas que no fueron uti-
lizadas, o bien, por las que se usaron incorrectamente. Lo anterior, solo puede con-

firmarse al contrastar la submatriz de datos del subnivel con las frecuencias de uso
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correcto proporcionadas por la Figura 41. Por tanto, estas variables proporcionan in-
formacion respecto a las dificultades inherentes de los estudiantes de este subnivel
de desarrollo.
Con el objeto de ver las relaciones entre las variables y no solo su comportamiento en tér-
minos de su similitud, en la Figura 43 se presenta el grafo implicativo general para este
subnivel de desarrollo.

Figura 43. Grafo implicativo completo al 85 % para el subnivel de desarrollo Inter B
El grafo de implicativo del subnivel Inter B tiene tres niveles de implicaciones y la variable

mas importante es la Vs, asociada a la conexion entre la convexidad en un intervalo y el

signo positivo de f " en dicho intervalo, de donde surgen cinco cadenas de implicaciones.

Ademas, en el primer nivel de implicacion se observa que la variable méas importante es la
Vs, la que esta asociada a la determinacion de méaximos locales a partir de la informacion

analitica, pues desde ella nacen cuatro cadenas de implicaciones.

Para perfilar de mejor forma la estructura subyacente a este subnivel de desarrollo se cons-
truyeron grafos implicativos parciales para los grupos IB1 e IB2, los cuales se muestran en
la Figura 44. Es importante puntualizar que el grafo implicativo para el subgrupo de similitud
IB3 no fue construido por la aplicacién (CHIC 6.0). Esto se debe a que las relaciones impli-
cativas al interior de este grupo de similitud eran menores al 50 %, valor que corresponde a
la cota inferior permitida para la construccion de los grafos. Ademas, dado que no todas las
variables utilizadas en la investigacion se visualizan en las relaciones implicativas superiores
al 85 % (color gris). Se decidio utilizar una de las opciones de software (CHIC 6.0) para

modificar la cota inferior de visualizacion en algunos casos.
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IB2 (85%)

IB1 (85%)
. v @

Figura 44. Grafos implicativos parciales para los grupos de similitud IB1 e 1B2 del subnivel de
desarrollo Inter B

Los grafos implicativos de los subgrupos I1B1 e IB2, muestran que las variables mas impor-

tantes en la generacién de cadenas implicativas son:

e la variable V23 que indica la capacidad de determinar intervalos para esbozar una
funcién a partir de la informacion gréfica.

e lavariable Vg que indica la determinacion de minimos locales a partir de informacion
analitica. Aqui, es importante recordar que en ninguna de las tareas del cuestionario
se solicitaba la determinacién de un minimo local a partir de informacion analitica.
Por tanto, se infiri6 su uso correcto a partir del trabajo realizado por cada estudiante
en la determinacion del minimo de la Tarea 3, que implicaba un cambio de modo
representacion.

e lavariable Vg que indica la capacidad para determinar puntos de inflexion a partir de
la informacion gréafica proporcionada.

Para finalizar el analisis del subnivel Inter B de desarrollo en la Tabla 18 se muestra un
resumen con las principales caracteristicas y variables subyacentes a este subnivel de desa-
rrollo.

Tabla 18. Caracteristicas y variables subyacentes del subnivel de desarrollo Inter B
Subnivel Inter B

Caracteristicas principales

Variables subyacentes a su estructura

Pueden coordinar algunos procesos globales,
sin embargo, presentan dificultades para
coordinar estos procesos con procesos pun-
tuales. Por tanto, solo en algunos casos pue-
den determinar valores extremos o puntos de
inflexion.

Presentan graves dificultades para construir
las reversiones de las coordinaciones de pro-
cesos que vinculan la monotonia y curvatura

La variable V23 asociada a la determinacion de
intervalos a partir de la informacion grafica
proporcionada.

La variable Vg asociada a la determinacion de
un minimo local a partir de la informacion
analitica (el uso correcto de esta variable fue
inferido a partir de la variable V7).
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de una funcioén con los signos de la primera y
segunda derivada. Por tanto, tienen problemas

La variable Vg asociada a la determinacion de
un punto de inflexion a partir de informacién

para interpretar la informacion proporcionada
en un contexto gréfico.

No utilizan correctamente las derivadas late-
rales, lo cual provoca gue tengan dificultades
con los puntos conflictivos. Ademas, no con-
sideran a la derivada como funcion.

Aln se presentan algunas dificultades para
utilizar correctamente la relacion entre deri-
vabilidad y continuidad (directa y contrarreci-
proca).

No pueden esbozar correctamente una fun-
cién a partir de la informacién gréfica propor-
cionada. Lo cual se debe a que no construyen
las reversiones de los procesos globales que
relacionan la informacién grafica con la ana-
litica.

No establecen relaciones entre la primera y
segunda derivada.

No han logrado la sintesis de los modos de re-
presentacion.

4.3.2. Subnivel Inter A

geométrica.

Al igual que como se realizo el andlisis y caracterizacion del subnivel Inter B determinado
por el claster. En los siguientes parrafos se desarrolla la misma estructura de analisis para

perfilar la caracterizacion del subnivel de desarrollo Inter A.

Se comienza con el analisis descriptivo del subnivel Inter A en términos de las frecuencias
de uso correcto e incorrecto de cada una de las variables, las cuales pueden observarse en la

Figura 45.

PORCENTAJE ACUMULADO

VIiOV2 V3 Ve WS WE VT VB V9 VI VI VIZ VI3 VI4 VIS VIE VAT VIB V19 V20 V21 VR V23 V24 V25 VI VT
VARIABLES

[I@ ovservada
Frecuencias porcentuales de uso correcto e incorrecto de las variables para el subnivel
de desarrollo Inter A

Il No observada

Figura 45.

En la Figura 45 se observa que entre las caracteristicas mas importantes de este subnivel de
desarrollo se encuentra el uso incorrecto o la no utilizacién de tres variables V3, V2o y V27.

En donde V3 estd asociada con la consideracion de la derivada como funcion, V2 con el
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tratamiento correcto de los puntos conflictivos y V27 con el establecimiento de relaciones
entre la primera y segunda derivada. Asimismo, se observa que los estudiantes pertenecien-
tes a este subnivel, en general, no presentan dificultades en la determinacion de valores ex-
tremos y puntos de inflexion (Vs, Vs, V7, Vg, Vo Y V10). Especificamente, no tienen dificul-
tades para determinar correctamente un maximo local a partir de informacién geométrica
(Vs) y tampoco para determinarlo a partir de informacion analitica (Ve), y 1o mismo ocurre
para el caso de la determinacion correcta de un minimo local (V7 y Vg) y para el caso de
establecimiento de la existencia de un punto de inflexion (V9 y V10). Igualmente, la Figura
45 muestra que los estudiantes de este subnivel establecen relaciones, tanto directas como
contrarias, entre la monotonia de la funcion y el signo de la primera derivada (V11, V13, V15
y V17), del mismo modo que lo hacian los estudiantes del subnivel de desarrollo Inter B, es

decir, que establecen relaciones entre el signo de la primera derivada ( f '>0— f estricta-
mente crecientey f'<0— f estrictamente decreciente) y, asimismo, establecen relaciones
entre el signo de la segunda derivada y la curvatura de la funcion (f "> 0— f esconvexay
f"<0— f esconcava). Ademas, se observa que tienen dificultades para relacionar la mo-

notonia de la funcidn con el signo de la primera derivada, es decir, que tienen porcentajes

bajos de uso correcto en las variables V12 y V14 ( f estrictamente creciente — f'>0y f
estrictamente decreciente — f '<0), Y lo mismo ocurre con las variables que conectan la

curvatura de la funcién con el signo de la segunda derivada, que corresponden a las variables
VieyVig (T esconvexa— f">0Yy f esconcava— f"<O0).

D S o= AU AT G\ D o0 QN D04 Q g
2P0 e P (PP e PP e e O N e PO

Y Y
1A1 1A2 IA3 1A4
Figura 46. Arbol de similitud Inter A
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Para refinar la primera caracterizacion realizada, en términos de las frecuencias porcentuales

de uso correcto de algunas de las variables, al igual que el caso del subnivel de desarrollo

Inter B, se llevd a cabo un andlisis de similitud general (ver Figura 46) para observar el

agrupamiento natural de las variables.

El &rbol de similitud Inter A determina la existencia de cuatro grupos de variables.

Grupo IAL. Este grupo presentan tres conexiones significativas de similitud. Ade-
mas, en él se observan algunas variables asociadas a la determinacion de valores
extremos (V7 y Vs). Especificamente, se encuentra la variable que indica la determi-
nacion correcta de un minimo local a partir de informacion geométrica (V7) y la va-
riable asociada a la determinacion de este, a partir de informacion analitica (Vs). Es
importante recordar que el uso correcto de la variable Vg se infiri6 a partir del uso
correcto de la variable V7. Igualmente, al interior de este grupo se conectan las va-
riables asociadas con la interpretacion de la informacion analitica para determinar
intervalos (V24) y capacidad para eshozar una gréfica a partir de esta informacion
(V26). Asimismo, se observa la variable asociada al uso de derivadas laterales (V19)
y la variable relacionada con la relacion contrarreciproca entre derivabilidad y con-
tinuidad (V22).

Grupo 1A2. En este grupo se destaca que existen dos conexiones de similitud alta-
mente significativas. Ademas, en el grupo se encuentran las variables que relacionan
la monotonia de la funcion con el signo de la primera derivada, es decir, las variables

V12 y Vs (£ estrictamente creciente — f'>0 y f estrictamente decreciente
— f '<0). Asimismo, también estan las variables que conectan la curvatura de una

funcién en un intervalo con el signo de la segunda derivada en dicho intervalo, es
decir, las variables Vie y Vi ( f esconvexa— f">0Yy f escéncava— f"<0
). También, al interior de grupo de similitud se encuentran las variables que indican
la capacidad de interpretar la informacion gréfica para determinar intervalos (V23) y
esbozar una funcidn a partir de esta informacion (Vazs).

Grupo 1A3. Este grupo presenta dos conexiones de similitud significativas, pero en
niveles demasiado altos. Ademas, se puede mencionar que aqui se agrupan las varia-
bles relacionadas con el establecimiento de vinculos entre el signo de la primera de-
rivada y la monotonia de la funcién en ambos sentidos. Especificamente, se encuen-

tran las variables que asocian el signo de la primera derivada con la monotonia de la
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funcion, es decir, las variables Vi1 y Vi3 (f'>0— f estrictamente creciente y
f'<0— f estrictamente decreciente). Asimismo, se observan las variables que aso-
cian la monotonia de la funcion en un intervalo con el signo de la primera derivada
en dicho intervalos, es decir, las variables Vis y V17 ( f estrictamente creciente
— f'>0Yy f estrictamente decreciente — f'<0).

e Grupo IA4. Este grupo esta conformado por las variables que fueron incorrectamente
usadas, o bien, no fueron utilizadas por los estudiantes.

Para establecer el orden entre las relaciones de subordinacion de las variables e identifi-

car la estructura general de los datos se construy6 un grafo implicativo general (ver Fi-

gura 47).

Figura 47. Grafo implicativo completo al 85 % para el subnivel de desarrollo Inter A
El grafo asociado a este subnivel de desarrollo presenta cuatro niveles de implicacion. Sin
embargo, las variables mas importantes son la V26 que se relaciona con la capacidad de es-
bozar una gréafica a partir de la informacion analitica proporciona y la variable V2 que implica
la comprensién de la derivada como limite del cociente incremental. Estas dos variables
indican dominio de modo de representacién analitico y desde ellas se originan tres cadenas
de implicaciones respectivamente. Ademas, también tienen un papel importante las variables
V4, V25 Y V1e, pues de cada una de ellas nacen dos cadenas de implicaciones. En particular,
la variable V4 estéa asociada a uso de la derivada como operador, la variable V25 se relaciona
con la capacidad de esbozar correctamente una grafica a partir de informacion analitica y la
variable, por su parte la variable V1 vincula la convexidad de la funcién en un intervalo con

el signo de la segunda derivada en él.
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Otra variable a destacar es la V22 que se encuentra en el segundo nivel de implicacion y esta
asociada al uso de la relacién contrarreciproca entre continuidad y derivabilidad. Esta varia-

ble genera tres cadenas de implicaciones.

Con el objeto de identificar mejor la importancia de las variables y su influencia en la es-
tructura subyacente que caracteriza a este subnivel de desarrollo, se construyeron diagramas

implicativos parciales (ver Figura 48) para los grupos 1AL, I1A2 e IA3.

IA1 (85%) IA2 (85%)

Vs

IA3 (60%)

Figura 48. Grafos implicativos parciales para los grupos de similitud 1A1, I1A2 e 1A3 del subnivel
de desarrollo Inter A

A partir de los grafos implicativos de la Figura 48, se puede indicar que las variables méas

importantes y que configuran la estructura subyacente del subnivel de desarrollo Inter A son:

e lavariable V26 que indica la capacidad de esbozar correctamente una gréfica a partir
de la informacion analitica.

e lavariable V22 que implica el establecimiento de la relacion contrarreciproca entre la
continuidad y la derivabilidad.

e lavariable Va5 que indica la capacidad de esbozar correctamente una gréfica a partir
de la informacion grafica.

e lavariable V16 que implica el uso correcto de la relacion entre la convexidad de una
funcién y el signo positivo de la segunda derivada.

Con relacion al grafo implicativo parcial del grupo 1A3, se puede mencionar que la variable

V2, asociada a la comprension analitica puntual de la derivada, es la mas importante. Sin
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embargo, es necesario tener presente que el nivel de implicacion de esta variable con las

otras solo alcanza el 60 %.

Para finalizar el analisis del subnivel Inter A de desarrollo en la Tabla 19 se presenta un

resumen con las principales caracteristicas y variables subyacentes a este subnivel de desa-

rrollo.

Tabla 19. Caracteristicas y variables subyacentes del subnivel de desarrollo Inter A

Subnivel Inter A

Caracteristicas principales

Variables subyacentes a su estructura

Pueden construir coordinaciones entre proce-
sos globales y puntuales. Esto le permite de-
terminar casi sin dificultades valores extre-
mos Yy puntos de inflexion.

Presentan dificultades en la construccion de la
reversion de la coordinacion de procesos que
asocian la monotonia y curvatura de la fun-
cion con el signo de la primera y la segunda
derivada.

Tienen dificultades con el tratamiento de los
puntos conflictivos y no consideran a la deri-
vada como funcién.

Tienen dificultades para utilizar correcta-
mente la relacion entre derivabilidad y conti-

La variable V2 asociada la habilidad para es-
bozar correctamente la grafica de una funcion
a partir de la informacion analitica proporcio-
nada.

La variable V2, asociada al uso correcto de la
relacion contrarreciproca entre derivabilidad y
continuidad.

La variable Vs asociada la habilidad para es-
bozar correctamente la grafica de una funcion
a partir de la informacién grafica proporcio-
nada.

La variable Vs asociada a la relacion entre la
convexidad de una funcion en un intervalo y
el signo de la segunda derivada de la funcion

nuidad (directa y contrarreciproca). en dicho intervalo.
Tienen algunas dificultades para esbozar co-
rrectamente una funcién a partir de la infor-
macién grafica proporcionada. Lo cual se
debe a que no construyen correctamente las
reversiones de los procesos globales que rela-
cionan la informacion gréfica con la analitica.
No establecen relaciones entre la primera y
segunda derivada.

No ha logrado la sintesis de los modos de re-
presentacion.

4.4.3. Contrastando los subniveles Inter

En los subniveles de desarrollo Inter, se observa que los estudiantes son capaces de coordi-
nar el proceso que asocia el signo de la primera derivada en un intervalo con el proceso que
determina la monotonia de la funcion en dicho intervalo, es decir, utilizan correctamente las
variables V11 y Vi3 ( f'>0— f estrictamente crecientey f'<0— f estrictamente decre-
ciente). Sin embargo, los estudiantes de los dos subniveles presentan dificultades para esta-
blecer la reversion de la coordinacion de estos procesos, que corresponden a las variables

V12 y Vs ( T estrictamente creciente — f'>0 Yy f estrictamente decreciente — f'<0

). Del mismo modo, estos estudiantes coordinan el proceso que conecta el signo de la se-

gunda derivada con el proceso que define la curvatura de la funcién, es decir, que utilizan
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generalmente de forma correcta las variables Vis y Viz (f">0— f es convexa y
f"<0— f es concava), pero presentan dificultades en construir la reversion correspon-
diente a estos procesos, que corresponden a las variables Visy V17 ( f esconvexa— f">0

y f esconcava—s f"<0).

Por otra parte, los estudiantes de estos subniveles de desarrollo no han encapsulado la coor-
dinacién de procesos puntuales/globales que conectan la funcién con su primera y segunda

derivada (relaciones entre el par f —f'yelpar f—f"), lo cual influye en que no puedan

establecer relaciones entre este par de derivadas (V27), no vean a la derivada como funcion
(V3) y, como consecuencia, no consideren que la diferenciacion es un operador generalizable
(V4). Ademas, los estudiantes de ambos subniveles tienen problemas cuando se enfrentan al
tratamiento de puntos conflictivos (V20). Esto indica que tienen dificultades para coordinar
los procesos globales y puntuales asociados a las propiedades de la funcion en ambos modos
de representacion, pues el tratamiento de estos puntos requiere de la coordinacién de ele-
mentos globales en el entorno del punto, ademas, del uso correcto de las relaciones entre

derivabilidad y continuidad.

Esta dificultad asociada a la coordinacion de procesos es muy evidente en el subnivel Inter
B, en donde los estudiantes no pueden coordinar correctamente los procesos globales que
conectan la monotonia (V11, V12, V13 Y V14, variables asociadas al elemento matematico 5
de la Tabla 13) y la curvatura de la funcion, con los procesos puntuales asociados a la com-
prension del concepto de derivada en un punto (V1 y Vo, variables asociadas al elemento
matematico 1 de la Tabla 13). Esto causa que ellos no sean capaces de determinar correcta-
mente los valores extremos (Vs y V7) y puntos de inflexion (Vo) cuando la informaciéon es
proporcionada graficamente. Todo lo anterior, repercute en que los estudiantes de este sub-
nivel de desarrollo no puedan esbozar correctamente una funcion a partir del conocimiento
de sus propiedades graficas (V2s5). Del mismo modo, los estudiantes subnivel de desarrollo
Inter A también presentan dificultades en la coordinacion de estos procesos, pero estas son
menos recurrentes. Los estudiantes del subnivel Intra A, en general, si pueden coordinar los
procesos globales y puntuales que permiten determinar valores extremos y puntos de infle-
xion (Vs, Ve, V7, Vg, VoY V1o, variables asociadas a los elementos matematicos 3y 4 de la

Tabla 13) en ambos modos de representacion.

Los estudiantes de ambos subniveles Inter A e Inter B ain no logran la sintesis entre los

modos de representacion analitico y gréfico.

129



4. Andlisis y Resultados Claudio Fuentealba Aquilera

Con relacidn a las variables que determinan la estructura subyacente del subnivel de desa-
rrollo Inter A, se puede indicar que las mas importantes son la Vs y la V2, ambas variables
estan asociadas al modo de representacion analitico y desde ellas surgen la mayor cantidad
de cadenas implicativas. En particular, la variable Vg esté asociada a esbozar correctamente
la gréfica de una funcion a partir de informacion analitica y la variable V> esta asociada a la
comprension de la derivada como limite del cociente incremental. También, la variable Vs,
asociada con la relacién entre la convexidad de una funcion y el signo de su segunda deri-
vada, y la variable V25, asociada con la capacidad de esbozar una grafica a partir de infor-
macion gréfica, son importantes en el sentido que ambas implican implicitamente la conver-

sion de informacion desde el modo de representacion grafico al analitico.

Por otra parte, la variable subyacente méas importante que conforma la estructura del subnivel
de desarrollo Inter B es la V23, que se relaciona con la capacidad de determinar los intervalos
para esbozar una funcion a partir de la informacion gréafica proporcionada. Asimismo, otras
variables importantes son la V, asociada a la capacidad para establecer puntos de inflexién
a partir de informacion grafica, y la Vs vinculada a la determinacion de un minimo local a
partir de la informacidn analitica. Se debe recordar que el uso correcto de la variable Vs fue
inferido a partir del uso de la informacidn grafica por medio de la variable V7, asociada a la

determinacion de un minimo local a partir de la informacion gréfica.
4.3.4. Subnivel Trans B

Al igual que para los dos subniveles de desarrollo Inter. Se inicia el analisis del subnivel
Trans B mostrando los porcentajes de uso correcto e incorrecto de cada una de las 27 varia-

bles. Estos porcentajes de uso correcto e incorrecto se presentan en la Figura 49.

PORCENTAJE ACUMULADO

Vi VZ V3 V4 VS VE VT VB VB VI0 Vi1 VI2Z VI3 VI VIS VIE VIT VI8 V19 V20 V21 V2 V23 VM V25 V% VT
VARIABLES

g Observada  [J] No Observada

Figura 49. Frecuencias porcentuales de uso correcto e incorrecto de las variables para el subnivel
de desarrollo Trans B
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En particular, en la Figura 49 se observa que los menores porcentajes de uso correcto de las

variables estéan en:

e lavariable V3 asociada a la consideracion de la derivada como funcion.

e lavariable V27 asociada al establecimiento de relaciones entre la primera y la segunda
derivada

e la variable V26 que indica la capacidad de graficar correctamente al partir de uso de
informacion analitica.

e las variables V16 y V1g que asocian la curvatura de la funcion con el signo de la se-

gunda derivada ( f esconvexa— f">0Yy f esconcava— f"<0).

e lavariable V19 que implica el tratamiento correcto de puntos conflictivos.

e lavariable Vo asociada al uso de derivadas laterales.
Igualmente, se destaca que los estudiantes del subnivel de desarrollo Trans B no presentan
mayores dificultades para determinar valores extremos (Vs, Vs, V7 y Vs asociadas al ele-
mento matematico 3 de la Tabla 13) y puntos de inflexion (Vg y V1o asociadas al elemento
matematico 5 de la Tabla 13). Asimismo, no tienen problemas con el establecimiento de
relaciones directas entre derivabilidad y continuidad (V21), y tampoco, con el uso de la rela-
cion contrarreciproca (V22). También, se observa que no presentan dificultades en establecer
intervalos para esbozar graficas independiente del modo de representacion de la informacién
proporcionada (V23 y V24). Sin embargo, la gran mayoria de ellos solo logran graficar co-
rrectamente a partir de informacion grafica (V2s) y presentan dificultades para esbozar una
gréafica a partir de informacion analitica (V26). Esto ultimo, puede ser consecuencia de las
contradicciones presentes en la Tarea 1 que era la Gnica en que se presentaban las propieda-

des de la funcion, por medio de las condiciones analiticas.

A Qo N D O 9 J > 0 2 Qo N oA Le
Lo e P ES PP e (e ¢ $TP e (O (PO

i

Y Y Y
TB1 TB2 TB3

Figura 50. Arbol de similitud Trans B
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Para ahondar en la caracterizacion de este subnivel de desarrollo se construy6 el arbol de

similitud (ver Figura 50).

El arbol de similitud del subnivel de desarrollo Trans B presenta tres grupos:

El grupo TB1. Este grupo tiene tres conexiones de similitud altamente significativos,
pero solo uno de ellos se ubica en los primeros niveles. En particular, se destaca que
la conexion méas importante de este grupo se produce en el quinto nivel, en donde se
conecta la variable asociada con la consideracion de la derivada como operador (V4)
con las variable que indica el establecimiento de relaciones entre la primera y se-
gunda derivada (V27). Asimismo, se observa que las variables asociadas a la com-
prension puntual de la derivada (V1 y V2) poseen un valor alto de similitud y se co-
nectan en el tercer nivel. También, al interior de este grupo se encuentran las varia-
bles asociadas a tratamiento de puntos conflictivos (V20) y la variable asociada a la
relacion directa entre derivabilidad y continuidad (V21). Igualmente, se observan las
variables que indican la capacidad de graficar a partir de informacion proporcionada

en ambos modos de representacion (Vs y Vas).

El grupo TB2. Este grupo presenta dos conexiones de similitud altamente significa-
tivas, ademas, se observa que en su interior se encuentra la conexion méas importante
y significativa de este subnivel de desarrollo, la cual se produce en el primer nivel
conectando las variables V12 y V14 que estan asociadas a la relacion entre la monoto-

nia de una funcién y el signo de la primera derivada ( f estrictamente creciente
— f'>0Yy f estrictamente decreciente — f'<0). Ademas, en este contiene a

las variables V16 ¥ V18 que asocian la curvatura de una funcion con el signo de la

segunda derivada ( f es convexa— f">0 y f es concava— f"<0). lgual-

mente, se observa que en este grupo se asocian las variables relacionadas con el es-

tablecimiento de valores extremos en el modo de representacion grafico (Vs y V7).

El grupo TB3. Este grupo no contiene niveles de similitud significativos. Sin em-
bargo, se destaca que en su interior estan conectadas las variables asociadas a las
implicaciones contrarias a las contenidas en el grupo TB2. Especificamente, se en-
cuentran las variables V11 y V13 que asocian el signo de la primera derivada con la

monotonia de la funcién ( f '>0— f estrictamente crecientey f'<0— f estricta-

mente decreciente), y las variables V15 y V17 que conectan el signo de la segunda
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derivada con la curvatura de las funcion (f">0— f esconvexay f"<0— f €S

concava). Ademas, se observan las variables relacionadas con la determinacion de

valores extremos en el modo de representacion analitico (Vs y Vs).

Por otra parte, para observar las relaciones implicativas entre las variables al interior de este
subnivel de desarrollo, se construy6 el grafo implicativo general que se muestra en la Figura
51.

Figura 51. Grafo implicativo completo al 85 % para el subnivel de desarrollo Trans B
El grafo implicativo del subnivel de desarrollo Trans B tiene tres niveles de implicacion. La
variable mas importante es la estructura implicativa es la V16 asociada a la relacién entre la
convexidad de una funcion en un intervalo y el signo de la segunda derivada. Asimismo, en
el primer nivel de implicaciones aparece la variable V1g asociada a la relacion entre la con-
cavidad de la funcion y el signo de la segunda derivada. Tanto la variable V1 como la Vg
son las variables en donde mas cadenas de implicaciones se generan. Ademas, ambas varia-
bles estan asociadas con el establecimiento de la relacion entre la curvatura de la funcion y
el signo de la segunda derivada. También, se destaca la variable asociada a esbozar la grafica
de una funcion a partir de sus propiedades (V2¢), la cual genera dos cadenas de implicaciones
en el primer y en el segundo nivel. Asimismo, la variable asociada al establecimiento de
relaciones entre la primera y segunda derivada (V27) desempefia un papel importante, pues
a partir de ella se generan tres cadenas de implicaciones. Otras variables importantes en el
primer nivel de implicacion, son las variables V12 y V14 asociadas al establecimiento de re-

laciones entre la monotonia de la funcidn y el signo de la primera derivada ( f estrictamente
creciente — f'>0 Yy f estrictamente decreciente — f'<0), de las que se generan tres

cadenas de implicaciones respectivamente.
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Por otra parte, para observar la estructura subyacente de este subnivel de desarrollo determi-
nada por sus grupos de similitud (TB1, TB2 y TB3), se elaboraron diagramas implicativos

parciales para cada uno de ellos. Estos diagramas se muestran la Figura 52.
TB1 (85%) TB2 (80%)

Figura 52. Grafos implicativos parciales para cada uno de los grupos de similitud del subnivel de
desarrollo Trans B

Los grafos implicativos de los grupos de similitud del subnivel de desarrollo Trans B permi-
ten indicar que las variables méas importantes en la estructura subyacente de este subnivel

son:

e lavariable V7 asociada al establecimiento de relaciones entre la primera y segunda
derivada.
e la variable V16 que asocia la convexidad de una funcion con el signo positivo de la
segunda derivada.
También, en el grafo implicativo del grupo TB3 se observan tres variables (Ves, V1o Y V19)
gue forma 5 cadenas de implicaciones cada una. Sin embargo, dichas implicaciones no son

altamente significativas y solo alcanzan el 60 %.

Para finalizar el analisis del subnivel Trans B de desarrollo, en la Tabla 20 se muestra un
resumen con las principales caracteristicas y variables subyacentes a este subnivel de desa-
rrollo.

Tabla 20. Caracteristicas y variables subyacentes del subnivel de desarrollo Trans B
Subnivel Trans B

Caracteristicas principales Variables subyacentes a su estructura

Pueden construir coordinaciones entre proce- La variable V7 asociada al establecimiento de

sos globales y puntuales. Por tanto, puede de- relaciones entre la primera y segunda deri-

terminar sin dificultad valores extremos y vada.

puntos de inflexion. La V16 asociada a la relacién entre la convexi-
dad de una funcién en un intervalo y el signo
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Tienen algunas dificultades en la construccion  de la segunda derivada de la funcion en dicho
de la reversion de las coordinaciones entre la intervalo.
monotonia y curvatura de la funcién con el

signo de la primera y la segunda derivada. Uti-

lizan sin problemas las relaciones (directa y
contrarreciproca) entre derivabilidad y conti-

nuidad.

Tienen dificultades para conectar la primera

derivada con la segunda.

No consideran la derivada como una funcion.

Se muestran esbozos de sintesis de los modos

de representacién, pero aln se observan difi-

cultades asociadas a la interpretacion de la in-

formacion gréfica.

4.3.5. Subnivel Trans A

Del mismo modo que con el subnivel Trans B, para conocer la estructura general del subnivel
Trans Ay perfilar los primeros indicios de una posible caracterizacion se realiz6 un analisis
descriptivo de las variables en términos de las frecuencias de uso correcto e incorrecto ob-

servadas que se muestran en la Figura 53.
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Figura 53. Frecuencias porcentuales de uso correcto e incorrecto de las variables para el subnivel
de desarrollo Trans A

Como se observa en la Figura 53 los estudiantes pertenecientes al subnivel de desarrollo
Trans A presentan un uso correcto de las variables superior al 85 % en 23 de las 27 variables,
y solo se observan 4 de las 27 variables cuyos porcentajes de uso correcto son menores a
este valor, pero superiores al 55 %. Por tanto, se infirié que los estudiantes del subnivel de
desarrollo Trans A no presentaron mayores dificultades al momento de responder a la tareas
del cuestionario. Sin embargo, se observaron algunos casos excepcionales, de estos estu-
diantes, que aun podrian presentar pequefas dificultades para ver la derivada como: funcién
(V3), operador (V4) y limite del cociente incremental (V2). Asimismo, algunos de ellos tienen
dificultades para establecer relaciones entre la primera y la segunda derivada (V27).
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Para ahondar en la caracterizacion de este subnivel de desarrollo, al igual que con los demas

subniveles, se realiz6 un andlisis de similitud de todas las variables (ver Figura 54) con el

objeto de observar las agrupaciones naturales que se presentan en la estructura de los datos.
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TA1 TA2 TA3

Figura 54. Arbol de similitud Trans A

El arbol de similitud obtenido para el subnivel de desarrollo Trans A muestra tres grupos o

clases claramente definidos:

El grupo TAL. Este grupo no presenta conexiones de similitud altamente significati-
vas en ninguno de sus niveles. Sin embargo, se destaca que en este grupo se conectan
las variables V11 y V13 que relacionan el signo de la primera derivada con la mono-
tonia de la funcion (f'>0— f estrictamente crecientey f'<0— f estrictamente
decreciente). Asimismo, se conectan las variables V12 y V13 que corresponden a las
implicaciones contrarias y que conectan la monotonia de la funcion con el signo de
la primera derivada ( f estrictamente creciente — f'>0 Yy f estrictamente de-
creciente — f'<0). Ademas, se observa que en este grupo existe una subagrupa-
cion donde se conectan las variables asociadas al establecimiento de intervalos sobre
la grafica de una funcion a partir de informacion analitica (V24) y la capacidad de

esbozar una la funcién a partir de informacion grafica (V2s).

El grupo TA2. Este grupo presenta dos conexiones de similitud altamente significa-
tivas, ademas, en él se encuentra la variable V27 asociada al establecimiento de rela-
ciones entre la primera y segunda derivada, la cual corresponde a la de mayor impor-
tancia conectandose en un primer nivel con la variable V3 asociada a la consideracion
de la derivada como funcion. Otra conexion significativa y que probablemente podria

establecerse a priori, es la que conecta en el nivel 13 la variable V23 asociada con la
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relacion contrarreciproca entre derivabilidad/continuidad con la variable V23 que in-
dica la determinacion de intervalos a partir de la informacion gréfica proporcionada.
Ademas, se destacan dos agrupaciones, una que conecta el uso del significado del
operador derivada (V4) con el esbozo de la gréafica de una funcion a partir de infor-
macion analitica (V2s), Y otra que conecta las variables V16 y V1g asociadas a la rela-

cién entre la curvatura de la funcién y el signo de la segunda derivada ( f es convexa

— f">0y f esconcava— f"<0).

e El grupo TAS3. Este grupo presenta tres conexiones de similitud significativas, pero
todas se encuentran en niveles superiores al trece. Sin embargo, es importante pun-
tualizar que en este grupo se conectan la variables Vs, V7 y Vg gque se relacionan con
la determinacion correcta de valores extremos y puntos de inflexion a partir de la
informacion gréfica, ademés, también se observa la variable Vg asociada a la deter-
minacion de un minimo local a partir de la informacion analitica, pero como ya ser
menciono su uso correcto fue inferido a partir de uso de la variable V7. Ademas, se
observan las variables relacionadas con la relacion directa entre derivabilidad y con-
tinuidad (V21), tales como el uso de derivadas laterales (V19) y el tratamiento de pun-

tos conflictivos (V2o).

Como ya se menciond, el analisis de similitud solo proporciona informacion sobre qué tan
parecida fue la utilizacion de las variables, por parte de los estudiantes, en la resolucion del
cuestionario. Por tanto, para poder perfilar, adecuadamente, las caracteristicas de este sub-
nivel es necesario construir grafos de implicacion, tanto completos como parciales, que per-
mitan determinar la subordinacion e importancia de cada una de las variables en la estructura
subyacente de este subnivel. En la Figura 55 se presenta el grafo implicativo completo co-

rrespondiente a este subnivel de desarrollo.

Vi1 V3 iz
SEEBVFIONNCS

Figura 55. Grafo implicativo completo al 90 % para el subnivel de desarrollo Trans A
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Como se observa en el grafo implicativo completo del subnivel Trans A, al igual que como
sucedio con otros grafos implicativos, no aparecen todas las variables. Esto se debe a que se
selecciond en la aplicacién (CHIC 6.0), la opcién de mostrar solo implicaciones cuyo por-
centaje minimo fuese del 90 % que corresponden a las variables mas importantes y que con-

forman la estructura de los datos de este subnivel de desarrollo.

El grafo implicativo de este subnivel posee solo dos niveles de implicacion, ademas, se puede
observar que la variable mas importante en la generacion de implicaciones es la asociada al
establecimiento de relaciones entre la primera y segunda derivada (V27), pues desde ella
surgen siete cadenas de implicaciones. Por su parte, en el primer nivel de implicacion la
variable mas influyente en la estructura de implicaciones es la asociada con el estableci-
miento de la relacién directa entre derivabilidad y la continuidad (V21), pues desde esta va-
riable se originan cuatro cadenas de implicaciones. Ademas, es importante destacar que esta
variable estd implicada por la variable asociada al tratamiento correcto de los puntos con-
flictivos (V2o0).

Para facilitar la interpretacion de las cadenas de implicaciones, al igual que como se hizo
con el andlisis de los demas subniveles de desarrollo, se seleccionaron los grupos proporcio-
nados por el analisis de similitud para obtener grafos implicativos parciales. Sin embargo,
dado que no todas las variables utilizadas se visualizaban, se decidio utilizar una de las op-
ciones de la aplicacion (CHIC 6.0) y modificar la cota inferior de visualizacion en algunos
casos. De esta forma, se pudo observar otras cadenas de implicaciones que no se visualizan
en el grafo implicativo completo, como se observa en la Figura 56.

TA1 (65% gris)

TA2 (65% gris y 90%o verde)
TA3 (65% gris y 90% verde)

Figura 56. Grafos implicativos parciales para cada uno de los grupos de similitud del subnivel de
desarrollo Trans A
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Los grafos implicativos de cada uno de los grupos de similitud (TA1, TA2, y TA3) permiten
determinar que las variables méas importantes, por su nivel de significancia estadistica, en las

estructuras subyacentes del subnivel de desarrollo Trans A, son dos:

e la variable V27 relacionada con el establecimiento de conexiones entre la primera y

segunda derivada.

e lavariable Vo asociada con el tratamiento correcto de los puntos conflictivos.
También, se podria indicar que la variable asociada la interpretacion geométrica puntual de
la derivada (V2) desempefia un papel importante, sin embargo, las implicaciones son mucho
mas débiles que las que surgen de las variables V27 y V.

Para finalizar el analisis del subnivel Trans A de desarrollo en la Tabla 21 se presenta un
resumen con las principales caracteristicas y variables subyacentes a este subnivel de desa-
rrollo.

Tabla 21. Caracteristicas y variables subyacentes del subnivel de desarrollo Trans A
Subnivel Trans A

Caracteristicas principales

Variables subyacentes a su estructura

Pueden establecer coordinaciones entre los
procesos globales y puntuales que conectan la
primera con la segunda derivada.

Pueden construir la coordinacién de dos 0 mas
procesos y también su correspondiente rever-

La variable V27 asociada al establecimiento de
relaciones entre la primera y la segunda deri-
vada.

La variable V5 asociada al tratamiento co-
rrecto de puntos conflictivos.

sion.

Han logrado la sintesis de los modos de repre-
sentacion.

Pueden conectar la primera derivada con la se-
gunda.

Utilizan correctamente las relaciones que vin-
culan la derivabilidad con la continuidad.

4.3.6. Contrastando los subniveles Trans

Combinando la informacion proporcionada por las frecuencias de uso correcto e incorrecto
de cada una de las variables, los arboles de similitud y los grafos implicativos tanto globales
como parciales, se puede establecer algunas similitudes y diferencias entre ambos subniveles
de desarrollo Trans en términos de la teoria APOE. Por ejemplo, los estudiantes de ambos
subniveles de desarrollo son capaces de coordinar el proceso que asocia el signo de la pri-
mera derivada en un intervalo con el proceso que determina la monotonia de la funcién en

dicho intervalo, es decir, que utilizan correctamente las variables Vi1 y Vi3 (f'>0— f
estrictamente creciente y f'<0— f estrictamente decreciente). Sin embargo, solo los es-

tudiantes del subnivel Trans A son capaces de establecer, sin dificultades, la reversion de
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esta coordinacion, es decir, que los estudiantes del subnivel Trans B tienen dificultades con

las variables V12 y V4 ( f estrictamente creciente — f'>0Yy f estrictamente decreciente
— f'<0). Del mismo modo, los estudiantes de ambos subniveles coordinan el proceso

que conecta el signo de la segunda derivada con el proceso que define la curvatura de la

funcion, es decir, que utilizan correctamente las variables Vis y V17 (f ">0— f es convexa
y f"<0— f esconcava), pero igual que en el caso de la coordinacion de procesos anterior,

solo los estudiantes del subnivel Trans A no presentan dificultades al realizar la reversion de
dicha coordinacidn, por tanto, los estudiantes del subnivel Trans B cometen errores al utili-

zar las variables Vigy Vig ( f esconvexa— f">0Yy f esconcava— f"<0). Lo ante-

rior causa que algunos de los estudiantes del subnivel Trans B presenten dificultades en el
tratamiento de puntos conflictivos (V2o), pues para enfrentarse a su anélisis es necesario
coordinar procesos globales y puntuales, asociados con derivadas laterales (V19) y con la

relacion entre derivabilidad y continuidad (V21 y V22) en el entorno del punto.

Igualmente, los estudiantes de ambos subniveles coordinan los procesos globales asociados
a las variables V11, V12, V13 y V14 (variables asociadas al elemento matematico 5 de la Tabla
13), con los procesos puntuales vinculados a las variables V1 y V2 (variables asociadas al
elementos matematico 1 de la Tabla 13), de esta forma, pueden determinar valores extremos
y puntos de inflexién de las funciones en ambos modos de representacion (Vs, Ve, V7, Vs,

Vo Y V1o, variables asociadas a los elementos matematicos 3 y 4 de la Tabla 13).

Por otra parte, los estudiantes del subnivel Trans A han encapsulado en un objeto la coordi-
nacion de procesos puntuales/globales que conectan la funcion y con su primera derivada,
lo cual indica que consideran a la derivada como una funcién (V3). Ademas, son conscientes
de que esta coordinacion también puede establecerse en un segundo nivel, es decir, entre la
primera y segunda derivada (V27). De esta forma, estos estudiantes dan indicios de que con-
sideran a la derivada como un operador lineal que podria ser generalizado (V4). Ademas,
esta coordinacion entre los procesos globales y puntuales, les permite a los estudiantes del
subnivel Trans A enfrentarse, sin dificultades, al tratamiento de puntos conflictivos (V2o) y
les facilita establecer las conexiones, tanto directa como contrarreciproca, entre derivabili-

dad y continuidad (V21 y V22), lo cual no ocurre con los estudiantes del subnivel Trans B.

Con relacion al subnivel de desarrollo Trans A, se puede indicar que el elemento mas im-
portante en la estructura subyacente de este subnivel, obtenido directamente del analisis im-

plicativo general, es la variable V27 que se relaciona con las conexiones entre la primera y
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segunda derivada. Ademas, en dicha estructura estan anidadas otras variables, muy impor-
tantes, como son el tratamiento de puntos conflictivos (V2o) y el establecimiento de relacio-

nes directas entre derivabilidad y continuidad (V21).

Por su parte, en el subnivel de desarrollo Trans B su estructura subyacente también esta
determinada por la variable V27, sin embargo, no es la de mayor importancia, pues en este
caso, ese puesto corresponde a la estructura formada Ve, la que es a su vez sustentada por
otras variables anidadas como V12, V14 ¥ V1s, todas ellas asociadas a la implicaciones que
conectan la monotonia y la curvatura de la funcién con los signos de las correspondientes

derivadas ( f estrictamente creciente — f'>0 Yy f estrictamente decreciente — f'<0
; f esconvexa— f">0Yy f esconcava— f"<0). Esta cuaterna de variables indica

que los estudiantes que hacen uso correcto de ellas, haran uso correcto de todas las demas,
asimismo, la conexion de estas variables reafirma la dificultad de estos estudiantes para
construir la reversion de la coordinacion de los procesos que vinculan la monotonia y cur-

vatura de la funcién con los correspondientes signos de la primera y la segunda derivada.

4.4. La tematizacion del esquema de la derivada

Con el objeto de caracterizar la tematizacion del esquema de la derivada, se realizaron cinco
entrevistas clinicas con la idea de profundizar en el proceso de resolucion de las tareas re-
sueltas por los estudiantes seleccionados e indagar en sus respuestas a las modificaciones
planteadas y a las nuevas preguntas realizadas (Tabla 9).

Los cinco estudiantes entrevistados se encontraban en el subnivel Trans A del desarrollo del
esquema. Por tanto, estos estudiantes segun Asiala et al. (1996) podian haber tematizado el
esquema de la derivada. Los estudiantes que participaron en las entrevistas fueron etiqueta-
dos como Ej, E2, E3, E11 Y E17 con el objeto de mantener en el anonimato y sus identidades.
Estas etiquetas también se corresponden con las asignadas a cada uno de los protocolos de
resolucion del cuestionario. Asimismo, las intervenciones del entrevistador fueron simboli-

zadas con la letra I.

Como primer paso, se analizaron los protocolos de resolucion de los 5 estudiantes obser-
vando si ellos eran capaces de: (1) establecer relaciones entre la primera y segunda derivada,
lo cual, segun Sanchez-Matamoros (2004) y Garcia et al. (2011) es un indicador de la tema-
tizacion del esquema, o bien, (2) coordinar todas las propiedades de la funcion a través de

todos los intervalos, lo cual, segun Cooley et al. (2007) corresponde a una evidencia de la
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tematizacion. Para ilustrar que los estudiantes asignados al subnivel de desarrollo Trans A,
pueden establecer este tipo de relaciones y, por tanto, podrian haber tematizado el esquema,
en los siguientes parrafos se ejemplifica dicha utilizacion, con base en las relaciones esta-
blecidas por el estudiante E; en su protocolo de resolucion del cuestionario y en algunas de

sus respuestas a la entrevista.

En un primer momento, las respuestas del estudiante E; se centran en la contradiccion pre-
sente en la Tarea 1 entre las propiedades analiticas proporcionadas en el enunciado (condi-
ciones ¢, f, g, h e i analizado en la subseccién 3.4.1.1 del Capitulo 3). Para poder observar
dicha incongruencia, era necesario desencapsular la coordinacion de los procesos (desem-
paquetar objetos en sus procesos que son el resultado de la coordinacion previa de los pro-
cesos globales que asocian el signo de la segunda derivada con la monotonia de la primera

derivada) que relacionan el par f'-f". Especificamente, la contradiccion se evidenciaba al
comparar (aplicar la accion de comparar) los procesos obtenidos del desencapsulamiento de
la coordinacion del proceso asociado al signo de f "con el proceso asociado al crecimiento
de f'. No todos los estudiantes son capaces de encapsular procesos en un objeto, y mucho
menos son capaces de desencapsular dichos objetos en los procesos o coordinacion de pro-
cesos que le dieron origen. En la Figura 57 se presenta la argumentacion de la contradiccién
del estudiante E;.
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Figura 57. Primer fragmento del protocolo de resolucion del estudiante Ei en la Tarea 1

Como se observa el estudiante E; coordina los procesos globales y puntuales necesarios para
la resolucion de la Tarea 1 (Figura 17). Especificamente, este estudiante coordina los pro-
cesos globales que relacionan el signo de la segunda derivada con la monotonia de la primera
derivada en el entorno del punto x=3. Lo anterior le permitié apreciar la contradiccion

presente en las condiciones analiticas de la tarea.
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Continuando con su proceso de resolucién, el estudiante toma una decision en relacion con

el punto que le causaba conflicto con las demas condiciones y establece que f '(3)=0. Di-

cha decision se muestra en la Figura 58.
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Figura 58. Segundo fragmento del protocolo de resolucion del estudiante E; en la Tarea 1
Esté decision del estudiante E1 muestra su consciencia sobre la coordinacién de los procesos
globales y puntuales en general. Asimismo, permite ver que el esquema que ha construido
es flexible, pues es capaz de redefinir las propiedades de la funcion con el objeto de que

todos los elementos (condiciones analiticas proporcionadas) se relacionen correctamente.

A partir de decision adoptada por el estudiante E: de que f '(3)= 0, €l continla con el desa-

rrollo de la tarea coordinando todos los procesos globales y puntuales asociados a las con-
diciones restantes presentadas en el enunciado. Su proceso de resolucion se presenta en la
Figura 59.
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Figura 59. Tercer fragmento del protocolo de resolucion del estudiante E; en la Tarea 1

Como es posible apreciar, el estudiante E1 coordina los procesos globales asociados al cam-
bio de monotonia de la funcidn con el proceso puntual relacionado con cero de la funcion
derivada para establecer que en el punto de abscisa x=5 se alcanza un maximo para la

funcién f . Con respecto a la coordinacién de procesos que vinculan el signo de f" con la
convexidad/concavidad de f , solo indica que la segunda derivada entrega los cambios de

concavidad, quizas no se atrevio a decir que en (3, f (3)) existe un punto de inflexion debido
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a que justificd la contradiccion que dicho punto producia con las demas condiciones de la

tarea.

Figura 60. Gréafica del estudiante E; en la Tarea 1

Finalmente, con respecto a la grafica de f (Figura 60), el estudiante realiza un esbozo co-
rrecto que muestra todos los elementos esenciales, una vez que establecié que f'(3)=0.

Por lo tanto, se puede indicar que el estudiante E: es capaz de trasladar las condiciones ana-
liticas entregadas al modo de representacion grafico. Asimismo, a partir de su representacion
grafica se infiere que hace uso correcto de la coordinacion de procesos que asocian el signo
de la primera derivada con la monotonia de la funcién y de la coordinacion de procesos que

asocia el signo de la segunda derivada con la curvatura de la funcion.

Con respecto a la segunda tarea del cuestionario, el estudiante muestra un dominio de algu-
nos de los elementos matematicos involucrados en la tarea, ya que no los utiliza todos, dado
que algunos aportan la misma informacién redundante, si se consideran algunas condiciones
entregadas. En la Figura 61 se muestra el valor estimado de la derivada establecido por el

estudiante en los puntos de abscisas X=3y X=7.
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Figura 61. Primer fragmento del protocolo de resolucién del estudiante Ei en la Tarea 2
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Como se observa, en el fragmento presentado en la Figura 61, el estudiante evidencia que
maneja la interpretacién geométrica de la derivada de forma puntual justificando claramente
sus calculos, estableciendo la relacion entre la derivada en punto y la pendiente de recta

tangente en dicho punto.
En el fragmento presentado en la Figura 62, se observa la argumentacion del estudiante Ex
respecto a la no existencia de la derivada en los puntos de abscisas x=10 y x=14.

T e 4 ’
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AL .m0 SRR oV ItNVA v 10

NE.h £ TG GRM VAN

L (aq)  vampalo BEXLITE ®opave

L" }\ ()) k LM } (!.)
2:3107 AT
Figura 62. Segundo fragmento del protocolo de resolucidn del estudiante E; en la Tarea 2

El estudiante utiliza la relacion contrarreciproca para vincular la derivabilidad con la conti-
nuidad y asi justificar que f '(10) no existe. Por otro lado, hace uso de los limites laterales
de f'en x=14 para establecer que la funcién no es derivable en dicho punto (anguloso).
De esta forma, manifiesta que tiene la idea de derivada como limite de cociente incremental.

Continuando con su resolucion, el estudiante estima un valor para la derivada de la funcién

en el punto de abscisa X =15, como se observa en la Figura 63.
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Figura 63. Tercer fragmento del protocolo de resolucién del estudiante E; en la Tarea 2
Al estimar el valor de la derivada en x =15, el estudiante pone de manifiesto que tiene cons-
truidos los significados de la derivada como pendiente de la recta tangente en el punto (geo-

métrico) al estimar que es menor que cero y como limite del cociente incremental (analitico),
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al aproximar un valor para la derivada, a partir de la tasa de variacion media. Lo anterior, es
un primer indicio de sintesis de los modos de representacion para la derivada en un punto.

Continuando con el apartado “b” de la tarea, en el cual se solicitaba construir la grafica f ',
a partir de la informacion proporcionada por la gréafica de f, el estudiante simplifica el

problema, al darse cuenta de que las ramas de la funcion corresponden a parabolas como se

muestra en la Figura 64.
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Figura 64. Cuarto fragmento del protocolo de resolucion del estudiante E; en la Tarea 2
Como se observa, el estudiante establece que la derivada de una parabola es una recta, por
lo cual la grafica de f ' debe estar formada por rectas. Por otro lado, es posible apreciar que
establece coordinaciones entre los procesos que asocian el signo de f' con el creci-
miento/decrecimiento de la funcién y el maximo de f con el punto de corte de f' con el

eje x. De esta forma, se puede establecer que el estudiante E; tiene construidas algunas de
las reversiones de los procesos de la primera tarea, lo que es un indicio de que tiene cons-
truidas algunas relaciones del tipo “equivalencia logica” entre los elementos que vinculan
f con f ', tanto a nivel global como puntual. Asimismo, lo anterior es un indicio de sintesis
de los modos de representacion, ya que, ambas tareas estaban presentadas en distintos mo-

dos.

Finalmente, para la construccion del grafico, el estudiante utiliza la coordinacion del proceso
que asocia la derivada de una parabola con una recta, ademas, coordina esto con los elemen-
tos puntuales obtenidos en el apartado “a”, de esta forma, logra construir un grafico correcto

de f', en él que ademas, se puede inferir la utilizacion de la coordinacion de procesos que

vinculan la convexidad/concavidad de f con el crecimiento/decrecimiento de f ', por lo
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cual, se puede establecer que el estudiante tiene construidas las coordinaciones de procesos

globales que vinculan f con f". La gréafica del estudiante E1 se muestra en la Figura 65.

i
2%

Figura 65. Gréafica del estudiante E; en la Tarea 2
Con respecto a la tercera tarea, el estudiante hace uso de variadas coordinaciones entre pro-
cesos asociados a los elementos matematicos involucrados en la resolucion, como se observa

en la Figura 66.
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Figura 66. Primer fragmento del protocolo de resolucion del estudiante Eien la Tarea 3
En particular, el estudiante E1 indica “el crecimiento o decrecimiento de la derivada me
indica la concavidad de la funcion”, esto es un indicador de que coordina los procesos aso-

ciados a lamonotoniade f ' con los procesos vinculados a la curvaturade f . Ademas, esto
ultimo indica que el estudiante consideraa f' como funciony f" como su derivada. Por
otro lado, establece coordinaciones entre los procesos que vinculan el signo de f ' con los
procesos asociados a lamonotoniade f . Asimismo, es importante destacar que el estudiante

E:1 reconoce implicitamente que existen infinitas funciones que satisfacen las condiciones

proporcionadas, por este motivo, se autoasigna una imagen particular de f para esbozar la

funcion.
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Con respecto a los valores extremos y puntos de inflexion, el estudiante no hace ningun
comentario, sin embargo, logra establecerlos con claridad al construir la grafica de la funcién
correctamente, coordinando todos los procesos globales puntuales a través de los distintos

intervalos como puede observarse en la tabla que construye bajo su grafica en la Figura 67.
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Figura 67. Segundo fragmento del protocolo de resolucién del estudiante E; en la Tarea 3

A partir de analisis de protocolo de resolucién del estudiante E; se observa que él puede
construir coordinaciones y reversiones de todos los procesos globales y puntuales que aso-
cian f, f'y f".

Posteriormente, durante las entrevistas clinicas se realizaron algunas preguntas a los estu-

diantes que permitieron ratificar que ellos si eran capaces de establecer relaciones entre f ,
f'y f",yportanto, podian coordinar los procesos que relacionan f con f', f con "
y f'con f".Porejemplo, retomando el desarrollo realizado por el estudiante E1, en la

Tarea 1, se observa que él muestra explicitamente la construccién de coordinaciones de pro-

cesos asociados al par f'— f ", como puede observarse en el siguiente extracto de entrevista.

I: ¢Qué es creciente parax <3?
Ei: La derivada primera. Es creciente para x <3 porgue la derivada segunda es estricta-
mente positiva. Es estrictamente creciente. Es positiva por aqui (indicando a la iz-

quierda de X =3) tiene un méaximo en el tres, que estara por aqui (indicando en X =3)
I: ¢Quién tiene un maximo en el punto de abscisa X=3?

Ei: La derivada primera tiene un maximo en x=3.
I: Ah, vale.
Ei Porque la derivada segunda cambia de signo, de positivo a negativo. Por lo tanto, pasa

de crecer a decrecer.
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I: ¢ Y este es el argumento que ta utilizas para decir que no puede ser cero la derivada en
tres?

Ei: Si porque, por aqui es positiva y va creciendo (indicando a la izquierda de tres). Por
lo tanto, no puede cortar aqui, o sea, no es posible.

En particular, el estudiante para deducir el crecimiento de f ' se fija en el signo de f"
proporcionado por la condicion i): “La derivada primera. Es creciente por X <3 porque la
derivada segunda es estrictamente positiva”. Esto le permite concluir que f '(3) =0 Yy, por
tanto, es imposible que f'(3) =0, condicion proporcionada en c): “Es positiva por aqui

(indicando a la izquierda de X =3) tiene un madximo en el tres”.

Otra evidencia de que el estudiante E; realiza este tipo de coordinaciones, puede observarse
en la respuesta de este estudiante al consultarle en relacion con su proceso de resolucion de
la Tarea 2:

I: ¢Y como determinaste el crecimiento y decrecimiento de f'?

Ei: ¢ Crecimiento y decrecimiento de...?
l: ¢COmo determinaste esto? (indicando la grafica construida)

A

Ei: Ah, si, a partir de la concavidad de la parabola.
I: ¢/A partir de la concavidad de la parabola?
Ei: De la concavidad de la parabola, la concavidad de la pardbola me determina la deri-

vada segunda. Si la pardbola tiene concavidad hacia arriba, o0 sea, es convexa entonces
la derivada segunda es positiva. Si la derivada segunda es positiva entonces la derivada
primera es creciente. Porque la derivada segunda es la derivada de la derivada primera.

El estudiante E; muestra claramente que considera f ' como una funciény f" como su
derivada, al coordinar el proceso asociado a la monotonia de f' con el proceso asociado a
la curvatura de f (signo de f"): “Si la derivada segunda es positiva entonces la derivada
primera es creciente. Porque la derivada segunda es la derivada de la derivada primera”.

Un aspecto relevante para ahondar en la tematizacion del esquema manifestado por el estu-
diante E; es el tratamiento de los puntos angulosos de la funcion por las relaciones que se

establecen entre las estructuras que configuran el esquema. Un ejemplo de ello, se pone de
manifiesto en la respuesta del estudiante a la modificacion de la Tarea 3 (Tabla 9). En la
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entrevista al preguntar al estudiante E; por la gréfica de la funcion en x=2, considera que
hay un méximo local de la funcion f e indica que es un punto anguloso por tratarse de un
punto donde la funcion f no es derivable al tener f ' unaasintota vertical izquierda: “habria
un punto de no derivabilidad, en el punto x=2. O sea, habria un punto de maximo en el
punto X=2 (...) Yo le decia punto anguloso... O sea, que por la izquierda llegaria como
linea recta (indicando recta tangente vertical) y por la derecha bajaria (indicando tangente
horizontal)”. Se destaca que el estudiante al argumentar la existencia de un punto anguloso
en X =2 consideraque f escontinua pero no derivable. La tendencia es que los estudiantes
hagan uso incorrecto de esta relacion de contrarreciproco al considerar que si f no es deri-
vable en punto de abscisa x =2 entonces f no es continua en dicho punto. Igualmente, de
forma implicita, el estudiante considera que la grafica de f tiene un méaximo local en x=2
con un cambio de curvatura, al referirse a las pendientes de las rectas tangentes en el entorno

del punto puntualizando que “O sea que por la izquierda llegaria como linea recta (indi-

cando recta tangente vertical) y por la derecha bajaria”.

l: Esta grafica la cambiamos y ahora es esta que esta aqui, y te preguntamos: ¢qué suce-
deria con la gréfica de la funcién f ?...en x=2 que es ese que esta ahi (indicando la

grafica f'), si sabemos que la funcién es continua.

Eu Vale espera,... El x=2 lo tengo que meditar un segundo.
(...)

Ei: ... Entonces la funcion no es derivable en x =2,y ahora un segundo que me lo pienso
como funciona en x=2. ;Aqui tiende a infinito no? (indicando en x =2 por la iz-
quierda)

I: Si, tiende a infinito.

Ei: Y la funcién no es derivable en x =2, ah, vale... pues seria... creo que tendriamos uno

por aqui... bueno... subiria casi, casi hasta volverse una recta vertical y luego, en el
punto x =2 bajaria, habria un punto de no derivabilidad, en el punto x=2. O sea,
habria un punto de maximo en el punto x=2. Seria...

I: ¢Un punto de que...?

Eu: De no derivabilidad.

l: Pero dijiste algo mas.

Ei: Es méaximo.

I: ¢Y como seria la funcidn en ese punto méaximo?

Eu Yo le decia punto anguloso...

l: ¢Anguloso?

E. O sea, que por laizquierda llegaria como linea recta (indicando recta tangente vertical)

y por la derecha bajaria (indicando tangente horizontal).

De todo lo descrito anteriormente, es decir, del analisis del protocolo de resolucion y sus
respuestas en la entrevista, se deduce que el estudiante E; situado en el subnivel Trans A,

puede establecer coordinaciones de procesos para vincular f, f'y f",yen particular,
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puede relacionar f'y f", por tanto, segin S&nchez-Matamoros (2004), Cooley et al.

(2007) y Garcia et al. (2011) este estudiante ha tematizado el esquema de la derivada.

Posteriormente, a estos estudiantes que habian mostrado evidencia de haber encapsulado las

coordinaciones de los procesos que configuran el par f'—f", se les realizaron las preguntas

(ver Tabla 9) asociadas al tratamiento de puntos conflictivos (tangente vertical, punto angu-
loso y punto cuspide) en derivadas de distintos ordenes, lo cual permitié profundizar en la
tematizacion del esquema por medio de la observacion de la capacidad de estos estudiantes

para generalizar la coordinacion de estos procesos.

La informacion obtenida a partir de las entrevistas clinicas mostré que los estudiantes del
subnivel de desarrollo Trans A muestran, generalmente, consistencia y flexibilidad a la hora
de responder a las preguntas planteadas en el cuestionario y pudieron, casi en todos los casos,
discutir correctamente los cambios en las condiciones de las tareas, asi como, responder a
las nuevas interrogantes. Sin embargo, se aprecian diferencias en sus repuestas a las pregun-
tas que incluyen el andlisis de puntos caracteristicos de una funcién en derivadas de orden
superior a dos. Estas diferencias han permitido inferir tres tipos relaciones entre derivadas
sucesivas y de ahi, poder considerar diferentes matices en la tematizacion del esquema de la
derivada. Dos de estas tres relaciones, las que se han etiquetado en términos de estructuras
propias de la teoria APOE, debido a la cualidad fractal de esta (Meel, 2003). En la Tabla 21
se presentan el tipo de relaciones entre derivadas sucesivas identificadas en el analisis de las
entrevistas.

Tabla 21. Relaciones entre derivadas sucesivas de una funcion
Relacion  Descripcién Estudiante
Inicial Establece relacionesentre f, f'y ", E>

Totalidad  Establece relacionesentre f, f', f" yescapaz de extrapolar estas  Es

relaciones a cualquier par de derivadas sucesivas f "% - f® ytili-
zando funciones auxiliares.
Objeto Establece relaciones directasentre f, f', ", f" .. fODy ™ Ei, Eu By

En las subsecciones 4.5.1, 4.5.2 y 4.5.3 se describen cada uno de estos tipos de relaciones

enfatizando como los estudiantes coordinan los pares de derivadas sucesivas.
4.5.1. Relacion inicial

El estudiante E> establece relaciones iniciales pues de forma explicita es capaz de coordinar

todos los procesos globales y puntuales que relacionan f, f'y f". Un ejemplo de estas
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coordinaciones puede observarse en el analisis grafico que este estudiante hace en la Tarea

g

3 del cuestionario, como puede observarse en la Figura 68.

Mousin ' Mhim
-

Figura 68. Analisis grafico realizado pof el estudiante Exen la Tarea 3
En la Figura 68, se observa que el estudiante E;coordina el proceso asociado a la monotonia

de f' con el proceso vinculado a la curvatura de la funcion f , en el entorno de los puntos

x =1y x=3. El establecimiento de esta coordinacién implica, a su vez, la coordinacion del

proceso asociado con la monotonia de la funcion f ' con el proceso vinculado al signo de
f ", lo cual, pone de manifiesto que este estudiante establece relaciones de relaciones entre
f, f'y f".Sin embargo, estas coordinaciones no las traslada, explicitamente a f™ ni a

derivadas de otros ordenes. El estudiante E2 en la entrevista, muestra dudas cuando en la

modificacion de la Tarea 3 se le pregunta por el punto de abscisa x,, punto de inflexion de
f'. Al referirse a la tercera derivada con un cambio de signo producido por el cambio de

curvatura: “primero es concava después convexa, cambia de sentido, cambia de... no sé
cuanto, no estoy muy segura de esto, tercera derivada... estd muy lejos”. Esta evidencia pone

de manifiesto que el estudiante aunque logra relacionar el punto de inflexion x, de f' con
f ™, no explicita en sus argumentos, cuél es el comportamiento de f™ en el entorno de X, .

Asimismo, muestra que este estudiante no logra trasladar la coordinacion de procesos que
conectan la existencia de un punto de inflexion de una funcion con el cambio signo de su
segunda derivada. Lo anterior, es un indicador que este estudiante no es capaz de generalizar
la coordinacion entre los procesos globales y puntuales que conectan la funcion con sus dos

primeras derivadas.

I: El signo o el valor numérico, si puedes establecerlo.

E: A ver, en uno, la primera derivada es cero claramente, la segunda derivada va ser un
valor negativo porque es como la pendiente de esta funcion y no lo sé, para saberlo...

I: Bueno pero ¢qué signo tendria la segunda derivada en uno?

E2: Negativo
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I: ¢Por qué?

Ez: Decrece entonces es negativo.

I: 2 Y la tercera derivada en uno?

Ea: Tercera derivada en uno, a ver si mi punto de inflexion esté en el uno, entonces claro

aqui hay un cambio de pasar de creciente a decreciente con lo que la tercera sera cero,
supongo. Tenemos un cambio de sentido de la segunda (indicando cambio de signo).
l: JY en tres?
Ez: En el tres pasa lo mismo, porque tenemos un..., primero es concava después convexa,
cambia de sentido, cambia de... no sé cuanto, no estoy muy segura de esto, tercera
derivada... esta muy lejos.

La coordinacion de todos los procesos globales y puntuales, asi como la toma de consciencia
de que estas coordinaciones son reversibles y pueden generalizarse, son aspectos caracteris-

ticos de los estudiantes del subnivel de desarrollo Trans A.

Los datos de las entrevistas muestran que solo algunos estudiantes, que se muestran en las
dos subsecciones 4.5.2 y 4.5.3, del subnivel Trans A de desarrollo del esquema de la derivada

pueden extrapolar dichas coordinaciones para relacionar otros pares de derivadas sucesivas.
4.5.2. Tematizacion como totalidad

Un ejemplo de estudiante que puede extrapolar la coordinacion de procesos globales y pun-
tuales a cualquier par de derivadas sucesivas es el estudiante Ez que logra establecer las re-

lacionesentre f', f" y otras derivadas sucesivas considerando una nueva funcion F . Esto

indica que este estudiante para poder hacer uso de las coordinaciones de procesos que con-

figuran el par f "—f ™ ha necesitado utilizar una funcion auxiliar F que se corresponda con
f '. En efecto, considera que F" se corresponde con f ™ y, por tanto, el analisis del punto
de inflexion de f' lo realiza a través de F", no resuelve el problema directamente, sino

solo por medio de esta relacion de recurrencia entre derivadas. Esta evidencia corresponde a
una manifestacion de una estructura similar a la Totalidad (Arnon et al., 2014; Dubinsky et
al., 2013), que en este caso, se manifiesta por medio de la capacidad del estudiante para
generalizar las coordinaciones entre los procesos que conectan las derivadas, utilizando para
ello una comparacion de dichas derivadas por medio de una igualdad. Esta accion de com-
paracion, indica que el esquema de la derivada ha sido tematizado, pues el estudiante consi-
dera a las derivadas como objetos (funciones derivadas) siendo capaz de relacionarlas y uti-
lizando la informacion inferida, a partir de esta comparacion, para solucionar una nueva ta-
rea. Este estudiante, apoyandose en la funcion auxiliar, puede dar argumentos para afirmar

que el valor de f™ en x, es cero. A continuacion, se muestra el extracto de entrevista de

este estudiante donde se evidencia este hecho:
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Esl

Es:

Esl

Es:

E3:

Ese punto X, que esta ahi que corresponderia a punto de inflexion de la primera deri-
vada, porque estaria cambiando de concavidad, no es cierto ;Qué cosas podrias decir
sobre este punto x, con respecto a la segunda derivada o la tercera derivada?

Ah, si cogemos la funcidn esta como la funcion normal digamos...
O sea ¢como es eso de la funcidén normal? Estas tomando que esta...

Siesoes F yanoes f',lellamo F.

La estas llamando F, ok.

Porque puedo Ilamarla asi, basicamente. Con lo cual ahora, yo estoy hablando de un
punto de inflexion normal, en la funcion primitiva, simplemente es un punto de infle-
xion. Me indica que la segunda derivada sera cero.

(Pero ti segunda derivada seria...?
La tercera derivada.

¢;Seria la tercera derivada?
Si, si yo digo que F, digamos f' lallamo F,conlo cual f™ =F™® me voy ahi,y

yo trabajo con la funcion que estoy acostumbrado y no cambio funciones, me es mas
facil asi.

-1)

Del mismo modo que en el extracto de entrevista anterior, el estudiante Ez pone de mani-

fiesto, nuevamente, el uso de esta estructura de recurrencia para conectar la coordinacion de

procesos globales y puntuales que vinculan f, f'y f" en otros pares de derivadas suce-

sivas. En particular, al preguntarle por el comportamientode "y f®en x=a, cuando se

le ha proporcionado la graficade f ™ en el entorno de este punto de tangencia vertical (Tabla

9), el estudiante menciona: “Haciendo lo mismo que antes, ahora (™ = F(2  entonces

mi tercera derivada en x =a seria la primera derivada de F , por tanto, la segunda seria

la funcion y la cuarta la segunda derivada y, luego trabajo con lo que yo sé”. Esta evidencia

pone de manifiesto que el estudiante es capaz de establecer sin dificultades este tipo de rela-

ciones de recurrencia entre funciones derivadas.

Es:

Si consideramos la gréafica de la derivada de orden 3 de una funcién f en el entorno
del punto x=a como la que se muestra en la siguiente figura (indicando la figura)
¢Qué sucede con las derivadas "y f® enel entornode x=a?

Haciendo lo mismo que antes, ahora f (™ =F ("2 entonces mi tercera derivada en

x = a seria la primera derivada de F, por tanto, la segunda seria la funcion y la cuarta
la segunda derivada y, luego trabajo con lo que yo sé.

Entonces ¢qué sucederia "y f* enelentornode x=a?

Pues F' tiene una tangente vertical alli, ademas, podria ser cero y cambiar de signo
¢el eje de coordenadas corta en el punto de tangencia?

No necesariamente.

Ah, vale, o0 sea, no se puede determinar porque dependera de la posicion de esta por-
cion de grafica, pero en el caso mas sencillo, o sea... si corta en punto de tangencia
habra un minimo local en la funcion.
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I: ¢En qué funcién?
Es: De mi funcion F, que en este caso seriala f".

Es importante destacar que este estudiante logra destematizar su esquema para utilizar las
componentes asociadas y las interrelaciones que lo conforman, principalmente en términos
de coordinacion de procesos globales y puntuales. Especificamente, este estudiante coor-

dina los procesos que relacionan el signo de la derivada F' (F' que se corresponde con f"
) con la monotonia de la funcion F (F que se corresponde con f ") suponiendo que la tan-
gente vertical estaen x=0, es decir, que F'(0) =0 de esta forma, determina que F tendra

un minimo local en x=0. Asimismo, se puede inferir que el esquema tematizado, por el
estudiante Es, esta conformado por todas las estructuras mentales (acciones, procesos, obje-

tos y esquemas) que vinculana f, f'y f". Por tanto, para responder a las interrogantes

que involucran otras derivadas sucesivas él hace uso de estas relaciones de recurrencia
(igualdades de derivadas), las cuales le permiten utilizar las componentes de su esquema de

la derivada tematizado.
4.5.2. Tematizacion como objeto

Por ultimo, el resto de estudiantes entrevistados (E1, E11 Y E17) muestran consistencia y fle-
xibilidad al responder a todas las preguntas relativas tratamiento de puntos conflictivos (tan-
gente vertical, punto cuspide y punto anguloso) y otras interrogantes, en derivadas sucesivas,
y no necesitan utilizar funciones auxiliares para vincular las derivadas.

Por ejemplo, el estudiante E11, en el caso concreto de justificar que el valor de f™ en x, es
cero, explicitamente argumenta que f™ se anula porque hay un punto de cambio de conca-
vidad en f'. Con esta argumentacion, el estudiante manifiesta que directamente traslada las
coordinaciones de procesos globales y puntuales que vinculan f, f'y f ", aotras deriva-

das de orden superior a dos.

I: Y en ese X, que corresponderia a un punto de inflexion

Ei1: Vale, al ser un punto de inflexion
I: Vale, pero ¢qué signo tendriaen f' primero?
E1: Ah, en f' esto es positivo, f" también positiva por ser creciente la funcién en ese

puntoy f™ escero

I: ¢Por qué es cero?

Ei: Por ser punto de inflexion, o sea, es decir, por pasar en principio de cdncavo a convexo.
O sea, esta cambiando la monotoniade f".
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Especificamente, el estudiante E11 coordina el proceso que asocia la existencia de un punto

inflexion en f ' con el proceso asociado al cambio de signo de f™, lo cual implica una

traslacion directa de las relaciones entre f y f " al siguiente nivel.

Por otra parte, el estudiante E17 pone de manifiesto la consistencia y flexibilidad al trasladar

directamente las coordinaciones de procesos globales y puntuales que vinculan f, f'y "
a otras derivadas de orden superior al responder a todas las preguntas relativas a tangentes
de tipo vertical. Un ejemplo de ello, se observa en la respuesta de este estudiante, E17, al
consultarle en relacién con el comportamiento de la segunda y cuarta derivada, referente a
la tercera que posee una tangente de tipo vertical, mostrando un claro dominio de las rela-
ciones e implicaciones que conectan estos pares de derivadas sucesivas desde el punto de
vista geométrico como puede observarse en el siguiente extracto de entrevista.

l: Si consideramos la grafica de la derivada de orden 3, esto es f ™ de una funcién f

en el entorno de x =a ¢qué sucede con la segunda derivada y la cuarta derivada en el
entorno de este punto?

Eiz: Vale, en la cuarta..., empezamos con la cuarta que es mas facil, tiene una asintota hacia
mas infinito.

I: ¢Por qué?

Eir: Porqué la recta tangente aqui es vertical.

I: ¢ Y por qué es hacia mas infinito?

Eur: Porqué es creciente. Y la segunda, bueno depende si esto es positivo o negativo. O

sea, depende de qué valor tiene aqui la funcion esta, o sea, si tiene un valor positivo
sera creciente, si tiene un valor negativo sera decreciente.
I: O sea ¢depende del signo? Si esto esta...

Eiz: Encima o debajo.
I: ¢Si esta sobre el eje 0 bajo el eje x?
Ei7. Exacto.

El estudiante E17 establece correctamente relaciones entre "y f@ (f"— f®), ademas,

indica que es més facil, lo cual se debe a que tradicionalmente en la ensefianza universitaria

tiende a trabajarse con relaciones directas entre derivadas  sucesivas
f>f'>f">f"> % .y, principalmente, solo se establecen relaciones entre una

funcién y sus dos primeras derivadas. Ademas, E17 muestra que ha encapsulado el proceso

que relaciona la derivabilidad con la continuidad de una funcién, lo cual le permite establecer
que ™ es discontinua en x=a y que tendra una asintota vertical hacia mas infinito en

dicho punto. Para llegar a esto, el estudiante coordina el proceso asociado al crecimiento de

f "en el entorno de x =a con el proceso asociado la existencia de una derivada infinita, de

esta forma, establece que ¥ tendré una asintota hacia més infinito en x =a. Asimismo,
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con respecto al valor de f" en x=a, argumenta que existen varios casos, 1o que es un
indicador de coherencia de su esquema. Por otra parte, al analizar el comportamiento de la
segunda derivada, el estudiante destematiza su esquema para establecer relaciones entre los
procesos que asocian f™ con f". Sin embargo, indica que se trata de un problema abierto
argumentando que dependera de la posicion relativa de la funcion f™ con respecto al eje x
en el entorno de x =a. Por tanto, solo se atreve a entregar una respuesta parcial para los dos
casos mas sencillos. Para ello, coordina el proceso que asocia el signo de f™ con el proceso
correspondiente a la monotonia de f ", asi establece que f " es creciente en el entorno de

x=a si f" estasobreeleje x (f™ espositiva) y viceversa.

Anélogamente a los estudiantes E1 y E17, el estudiante E11 no presenta dificultades para esta-
blecer conexiones entre las derivadas sucesivas de una funcion. En particular, muestra la
coherencia y flexibilidad de su esquema para tratar los tres puntos conflictivos involucrados
en la resolucion de la Gltima interrogante de la entrevista (ver Tabla 9), como puede verse

en el siguiente fragmento de entrevista.

l: ¢Quésucedeen f'y f™ enlospuntos x=0,x=4y x=9? piénsalo con tranquili-

dad.

Ei: En x=0, la segunda derivada es cero por lo tanto tenemos 0 un maximo, o un mi-
nimo, o un punto de inflexién y, como pasa de positivo a negativo es un maximo
(...)

Ei: Si, y la tercera derivada es negativa y muy negativa, yo creo que es asintota... seguro

que es negativa y, ademas, hace una asintota, no sé si hace una asintota, pero lo parece,
pero bueno en todo caso es negativa seguro.
I: En este punto x =0 estamos suponiendo que hay una recta tangente vertical.

B Ah, vale, entonces es asintota hacia el menos infinito.
(...)
I: JYen x=47
Ei: Si la primera derivada tiende a infinito, lo que le pasa... ademas, a +oo, la funcidn tiene

un, o sea... lo mismo que le pasa en el x=0a la segunda le pasa a esta en la primera,
es decir, que tiene una recta tangente vertical, pero ademas al ser discontinua lo que le
pasa es que aqui hay un punto de estos de pincho y luego decrece la funcién porque la
segunda derivada es negativa

(...)
I: Y en el dltimo punto x =9.
Eii: La tercera derivada no esté definida.
I: ¢Por qué no esté definida?
Eu: Pues porque en este punto pasan infinitas rectas tangentes y en la primera derivada,

vale eh..., la primera derivada es negativa... no...O sea, tiene recta tangente negativa
por lo tanto es decreciente y seguiré siendo decreciente (indicando en la vecindad del
x=9), por lo tanto, es un punto de inflexion (...)
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Los argumentos expuestos por el estudiante E11 dan evidencia de que coordina el proceso
asociado al signo de f " con el proceso correspondiente a la monotoniade f ' en el entorno
de x=0, logrando establecer que f' posee un maximo local en dicho punto. Del mismo
modo, al considerar que f 'continua en X =4, menciona que se tratard de un maximo local,
pues cambia la monotonia de decreciente a decreciente, sin especificar que se trata de un
punto anguloso de f ' sino que dice que es un “pincho”. Asimismo, con relacion al anélisis
del entorno del punto de abscisa x =9, el estudiante argumenta correctamente el comporta-
miento en la vecindad del punto para las funciones f'y f™. Paraello utiliza el hecho de
que f™ eslaprimeraderivadade f".De estaforma, coordina el proceso asociado al signo
de las aproximaciones de las derivadas laterales con el proceso asociado a la monotonia de
f " determinando asi, que f™ posee una discontinuidad de salto finito en x=9. En relacion
con el comportamiento de f'en x=9, el estudiante indica que existe un cambio de curva-

tura (convexidad/concavidad), indicando que se trata de un punto de inflexion. Para ello,

coordina el proceso asociado al signode f " con el proceso asociado a la monotoniade f"

(cambio de signo f™ indica cambio de curvaturaen f').

Finalmente, todas las argumentaciones de estos tres estudiantes permiten indicar que han
tematizado el esquema de la derivada, es decir, que es un objeto cognitivo en su estructura
mental, lo cual les permite desempaquetarlo por medio del mecanismo de destematizacion
para operar con las estructuras que lo componen, como por ejemplo las coordinaciones de

los procesos puntuales/globales que relacionan f, f'y f". Sin embargo, se destaca que la

caracteristica mas importante de estos estudiantes es su capacidad para identificar que los
vinculos entre una funcion y sus derivadas, son invariantes, es decir, que estas relaciones se

presentan en cualquier par de derivadas sucesivas, independiente de su orden.
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Capitulo 5. Discusion y Conclusiones

En este quinto y ultimo capitulo de la memoria de tesis doctoral, se ha organizado en 6
secciones. Las dos primeras secciones estan alineadas en términos de los objetivos especifi-
cos planteados de esta investigacion, es decir, se comenta sobre tematizacion del esquema
de la derivada alcanzada por algunos estudiantes del subniveles de desarrollo Trans A. A
continuacion, se desarrolla una subseccion en relacion con los diferentes subniveles de desa-
rrollo del esquema de derivada. En la tercera seccidn, se discute sobre la eleccion del disefio
metodoldgico, especificamente el anélisis del cluster, como posible camino para investigar
el desarrollo de esquemas y la tematizacién de distintos conceptos matematicos. Posterior-
mente, en la cuarta seccion, se plantea una modificacion en la construccién ndmero diez de
la DG de Font et al. (2016) referente a la tematizacion del esquema de la derivada. Luego,
en la quinta seccidn, se reflexiona sobre las limitaciones de esta investigacion y las posibles
rutas que se abren para el desarrollo de futuros trabajos. Finalmente, en la sexta seccién, se

listan algunos trabajos derivados de la realizacion de esta tesis doctoral.
5.1. La tematizacion del esquema de la derivada

Se destaca que diversos estudios sefialan que existe una gran dificultad asociada a la com-
prension del concepto de derivada, la cual, segin estas investigaciones que toman como
marco de referencia la teoria APOE, se relaciona con la complejidad asociada a los meca-
nismos de encapsulacion y tematizacion (Asiala et al., 1997; Sanchez-Matamoros, 2004;
Cooley et al., 2007; Garcia et al., 2011; Font et al., 2016).

Con relacion a la tematizacién del esquema de la derivada, algunas investigaciones que in-
dagan sobre ello (Sanchez-Matamoros, 2004; Cooley et al., 2007; Garcia et al., 2011) indi-
can que la tematizacion del esquema, por parte de un estudiante, se evidencia en el uso fle-
xible y coherente de las estructuras matematicas que componen el esquema y de las relacio-
nes entre ellas. Este hecho ha sido corroborado en nuestra investigacion, pues se ha obser-
vado que los estudiantes que muestran haber tematizado el esquema son capaces de coordi-
nar los procesos puntuales y globales que conectan la funcidn con la primera y segunda

derivada como objetos, tanto en las relaciones directas como contrarias y, ademas, pueden
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utilizar la estructura subyacente a estas coordinaciones para conectar pares de derivadas de
orden superior a dos.

Asimismo, el hecho de incluir modificaciones y nuevas tareas que implicaban, el uso de
derivadas sucesivas (coordinaciones de procesos que vinculan f, f', ", f"y @)y

puntos conflictivos han permitido observar que los estudiantes que han tematizado el es-
guema de derivada muestran diferencias en la forma en que se pone de manifiesto la cons-
truccion de dichas coordinaciones. Por un lado, existe un estudiante que requiere de funcio-
nes auxiliares que le permiten establecer relaciones de recurrencias entre derivadas sucesi-
vas, con lo cual es capaz de trasladar el problema, o tarea, a una situaciéon mas comoda y
conocida para él, como es la construccién de coordinaciones entre los procesos globales y

puntuales que vinculan f , f'y f". De esta forma, resuelve los problemas estableciendo
las coordinaciones entre f , f'y f",yluego por medio de la recurrencia construida tras-

lada sus respuestas a la situacion original. Esto puede ser una evidencia de la existencia,
dentro de la estructura del esquema tematizado, de un estado intermedio entre las estructuras
mentales de proceso y objeto. Dubinsky et al. (2013) y Arnon et al. (2014) han denominado
a esta estructura intermedia como totalidad, considerandola como una estructura distinta y,
no como un nivel dentro de la estructura objeto, porque se aprecia en €l un cambio en el
pensamiento del estudiante sobre un concepto matematico viéndolo como un todo, pero con
la limitacion de no poder realizar acciones y procesos directamente sobre ese todo. Estos
autores sefialan que esta construccion se pone de manifiesto por la dificultad que exhiben los
estudiantes en la progresion desde una estructura de proceso a la estructura objeto. En este
caso, el estudiante que usa funciones auxiliares podria ser una evidencia de gue su construc-
cion puede caracterizarse como una totalidad (totality en inglés) porque para hacer uso del
objeto funcion derivada requiere siempre de una funcion auxiliar ( F ) sobre la que puede

aplicar acciones y coordinaciones entre los procesos que vinculan sus derivadas sucesivas.
Por otro lado, hay estudiantes que construyen y reconstruyen directamente las relaciones

entre f, f', ", f"y f® . Segin Arnon et al. (2014), estos estudiantes ponen de mani-

fiesto que poseen una estructura mental de objeto de la derivada, es decir, que han tematizado
el esquema, pues pueden aplicar directamente acciones y procesos sobre los elementos ma-

tematicos globales y puntuales que conectan las derivadas sucesivas.
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Ademaés, hay estudiantes que muestran no haber tematizado el esquema, pues solo establecen
las relaciones hasta la segunda derivada, lo que les permite encontrar la contradiccion de la
Tarea 1 y resolver correctamente todas las tareas del cuestionario. Sin embargo, al no ser
capaz de justificar las modificaciones de tareas y no responder a las nuevas preguntas, du-
rante la entrevista, permite inferir que lo Unico que puede hacer son coordinaciones entre
procesos globales y puntuales, pero el conjunto de estas coordinaciones ain no ha sido en-

capsulada y por tanto, no ha alcanzado la tematizacion del esquema (Arnon et al., 2014).

Igualmente, se puntualiza que en esta investigacion no se obtuvo evidencia sobre la hipdtesis
planteada en la investigacion de Cooley et al., (2007), la cual indica que un estudiante que
ha tematizado el esquema muestra coherencia y flexibilidad, siendo capaz de coordinar to-
das las propiedades de la funcién en todos los intervalos. Sin embargo, en nuestro estudio
observamos a un estudiante que era capaz de hacer todas estas coordinaciones para relacio-

nar f, f'y f", pero al preguntérsele por derivadas de orden superior a dos no fue capaz

de trasladar dichas coordinaciones a las nuevas situaciones, mostrando asi que su esquema
no era flexible. Asimismo, el andlisis de los datos muestra que el establecimiento correcto

de las coordinaciones entre procesos que vinculan f'y f", no es suficiente para indicar

que el esquema de derivada ha sido tematizado, pues como se menciono, existen estudiantes
que vinculan correctamente este par de derivadas, pero no son capaces de generalizar estas
coordinaciones a otros pares de derivadas sucesivas. Lo anterior, es un elemento que refuta
la hipétesis planteada por Sanchez-Matamoros (2004) y Garcia et al. (2011) quienes indican

que un estudiante que logra establecer todas las relaciones entre f'y f " ha tematizado el

esquema de derivada, y ademas es capaz de transferir todas las relaciones e implicaciones

que han construido y organizado para el par ( f, f')al par (', f"), y asi, sucesivamente.

Otro aspecto asociado a la tematizacion del esquema de derivada se relaciona con la encap-
sulacion de la coordinacion de los procesos que relacionan la continuidad y la derivabilidad.
Esto es un elemento primordial en el analisis de los puntos conflictivos, pues es necesario
que los estudiantes puedan establecer que la continuidad de una funcion en punto es una
condicion necesaria para la existencia de la derivada. Sin embargo, no es una condicion su-
ficiente, pues la derivada existira dependiendo de comportamiento en el entorno del punto
(derivadas laterales). Por otra parte, establecer relaciones entre una funcion y sus distintas
derivadas supone un reto y, requiere como minimo de un nivel de desarrollo Trans del es-

guema (para las dos primeras derivadas), o bien, de un esquema tematizado del concepto de
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derivada (para todos los pares de derivadas). Esto queda de manifiesto, especialmente,
cuando se trata de tareas que involucran el uso del modo de representacion grafico, pues
comunmente el curriculo de Calculo tiende a centrarse en el trabajo desde el modo de repre-
sentacion analitico, que es como tradicionalmente se definen los conceptos en matematicas.
Dar prioridad a este trabajo analitico, limita a los estudiantes y los lleva a una comprension
parcial e instrumental del concepto de derivada, operando mecanicamente, sin ser muy cons-
cientes de lo que hacen. El uso de la representacion grafica, no solo de funciones, sino que

también de sus funciones derivadas, puede favorecer la tematizacion del esquema.

Con el andlisis realizado de cada uno de los puntos conflictivos y de la evidencia recogida
de los estudiantes que han tematizado el esquema, es posible establecer algunas caracteristi-
cas generales que pueden facilitar la construccion de tareas, por parte de los profesores, que
involucren el tratamiento de este tipo de puntos y favorezcan asi la tematizacion. En parti-
cular, coincidimos con Gonzélez (1998), Valero (2000), Baker et al. (2000) y Sdnchez-Ma-
tamoros et al. (2008) que indican que para favorecer la compresién del concepto de derivada
es necesario enfrentar a los estudiantes a situaciones que favorezcan el transito entre deriva-
das de distintos 6rdenes utilizando elementos matematicos como: valores extremos y puntos
de inflexion. Complementamos esta idea y proponemos la utilizacion del analisis de puntos
conflictivos, trabajados en esta investigacion, como vehiculo para el transito entre derivadas
sucesivas, especialmente, desde el modo de representacion geométrico, pues para su trata-
miento se requiere de la comparacion de objetos obtenidos como resultado de la encapsula-
cion de una coordinacion de procesos asociados a elementos matematicos tanto puntuales
como globales, tanto en el sentido directo, que tradicionalmente son utilizados en el aula
(f=>f =>f">f"..>fM), como en el sentido inverso (f « f' « f" « f"" ...«

£™), cuya utilizacion es mucho menos frecuente.

Finalmente, queremos indicar que cuando un estudiante tematiza el esquema de un concepto
en un objeto puede realizar acciones y procesos sobre él, pero también sobre los elementos
matematicos que configuran el esquema gracias a destematizacion del mismo. Lo anterior,
es observable claramente en los argumentos que proporcionan los estudiantes entrevistados
a la hora de responder a las modificaciones y las nuevas preguntas. Ademas, se observa que
son conscientes de sus respuestas y muestran coherencia en sus argumentaciones. Asimismo,
para ellos la derivada no solo es una expresion analitica 0 una representacion geométrica,

sino que corresponde a un objeto (funcién derivada) que se puede transformar/relacionar con
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otros objetos de naturaleza similar (derivadas de ordenes superiores) y, que ademas, estan
vinculados entre si por relaciones invariantes entre elementos matematicos, como sucede en

el caso de pares de derivadas sucesivas.
5.2.Sobre los subniveles de desarrollo del esquema de la derivada

Con el proposito de determinar los subniveles de desarrollo del esquema de la derivada,
consideramos los planteamientos de Piaget y Garcia (1983) en cuanto a que en el interior de
cada nivel de desarrollo (Intra, Inter y Trans) coexisten 3 subniveles, los cuales siguen el
mismo orden y que solo se puede pasar a otro subnivel cuando se ha alcanzado el previo.
Esta idea, ya habia sido abordada en el trabajo de Sdnchez-Matamoros (2004) en el cual se
identificaron 2 subniveles de desarrollo tanto para el nivel Intra como para Inter. Ademas,
esta investigadora concluye que existe una progresion, entre estos subniveles, la cual esta
caracterizada por la incorporacion de un mayor niumero de elementos matematicos y rela-

ciones, asi como, una paulatina sintesis de los modos de representacion.

Nuestros datos confirman lo planteado por Sanchez-Matamoros (2004) en cuanto a la exis-
tencia de subniveles de desarrollo anidados en los diferentes niveles de desarrollo del es-
qguema (Intra, Inter y Tras). Asimismo, coincidimos en que el paso de un subnivel de desa-
rrollo a otro, para los subniveles, esta caracterizado por el uso de un mayor nimero de ele-
mentos matematicos, sus relaciones (coordinacién de procesos globales y puntuales) y la

coordinacion de los dos modos de representacion involucrados en las tareas propuestas.

Por otra parte, se destaca que dada las caracteristicas de los estudiantes participantes en esta
investigacion, no fue posible caracterizar los 2 subniveles de desarrollo Intra identificados
por el analisis de cluster. Sin embargo, si aportamos una caracterizacion para los 3 subniveles
de desarrollo Trans, de los que en la investigacion de Sanchez-Matamoros (2004), solo se

habia descrito el nivel Trans y la tematizacion observada en dicho nivel.

En particular, la investigacion de Sanchez-Matamoros (2004), concluye que en el nivel de
desarrollo Trans, los estudiantes pueden establecer relaciones de diferentes tipos conjuncion
I6gica, contrarreciproco y “equivalencia logica” y, ademas, han logrado la sintesis de los
modos de representacion. Los datos de esta investigacion dan indicios que solo los estudian-
tes asignados por el claster al subnivel de desarrollo Trans A muestran este tipo de caracte-

risticas, pues ellos logran establecer todas las coordinaciones de procesos globales y pun-
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tuales, independiente del modo de representacion en el cual se ha proporcionado la informa-
cién (tarea). Ademas, estos estudiantes logran establecer coordinaciones, sin dificultades,
entre los procesos globales y puntuales que asocian la primera derivada con la segunda de-

rivada, es decir, que establecen relaciones entre f'y f ". Es mas, esta capacidad para rela-

cionar f'con f" esuno de los elementos caracteristicos de este subnivel de desarrollo, lo

cual, les permitio a los estudiantes identificar la contradiccion entre las condiciones analiti-

cas proporcionadas en la Tarea 1.

Igualmente, otro aspecto caracteristico de este subnivel de desarrollo Trans A, es el trata-
miento correcto de los puntos angulosos presentes en las Tareas 2 (en x=14)y 3 (en x=2
). Esto ultimo, pone de manifiesto la capacidad de los estudiantes, de este subnivel, para
coordinar procesos globales (comportamiento en la vecindad del punto y derivadas laterales)
con procesos puntuales (relacion entre derivabilidad y continuidad en un punto) (Sanchez-
Matamoros, 2004; Sanchez-Matamoros et al., 2006). La generalizacion de esta capacidad
para coordinar este tipo de procesos en puntos conflictivos, es justamente, la que pusimos a
prueba en la entrevista con el objeto de observar la posible tematizacion del esquema (Baker
et al., 2000; Garcia et al., 2011; Sdnchez-Matamoros, 2004), en términos de la habilidad de
estos estudiantes para trasladar este tipo de coordinaciones a pares de derivadas de orden

superior.

Por su parte, el andlisis de la tematizacion del esquema de la derivada permitié establecer 2
manifestaciones o matices distintos de esta. Por tanto, con base en estos matices es posible
inferir la existencia de 2 subniveles claramente diferenciados al interior del subnivel de desa-
rrollo Trans A. El primero corresponderia al subnivel asociado a la tematizacion del esquema
como una totalidad y el segundo, a la tematizacién del esquema como un objeto. De esta
forma, esta investigacion da cuenta de la existencia de 3 subniveles de desarrollo asociados
al nivel Trans, los cuales, finalmente, se han caracterizado como Trans C (relacion inicial de
la Tabla 21, etiquetado anteriormente como Trans A), Trans B (asociado con la tematizacion
como totalidad) y finalmente Trans A (asociado a la tematizacion como objeto).

Por otro lado, los estudiantes del subnivel de desarrollo Trans B, aln presentan algunas di-
ficultades para establecer las coordinaciones contrarias (la reversion de los procesos) que

relacionan el signo de la primera derivada son la monotonia de la funcion (si f es estricta-
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mente creciente — f '>0 ysi f esestrictamente decreciente — f'<0). Este mismo feno-

meno se observa al construir la reversion de los procesos globales que asocian el signo de la

segunda derivada con la curvatura de la funcion (si f es convexa — f">0 ysi f es
concava— f "< 0 ). Lo anterior, por un parte muestra que los estudiantes de este subnivel

de desarrollo aun no son capaces de establecer relaciones del tipo “equivalencia logica” vy,
por otra, confirma que ellos aln estan construyendo la sintesis de los modos de representa-
cion (Sanchez-Matamoros, 2004), pues la construccion de ambas reversiones de procesos
globales implica una conversion de informacién geométrica a analitica. Ademas, estas difi-
cultades asociadas a la construccion de las reversiones de estos procesos provocan que los
estudiantes de este subnivel de desarrollo, a diferencia de los del subnivel Trans A, aun pre-
senten algunos problemas en el tratamiento de puntos conflictivos, ya que el analisis de este
tipo de puntos requiere, como ya se menciono, de la coordinacion de procesos globales y
puntuales en su entorno, pero ademas, necesita del correcto uso de la relacion entre deriva-

bilidad y continuidad, lo cual si logran hacer.

Asimismo, se observa que la caracterizacion realizada, en esta investigacion, para el subnivel
de desarrollo Trans B es equivalente a la del subnivel Inter (Inter de la Tabla 5) descrita en
la investigacion de Sanchez-Matamoros (2004), pero a diferencia de esta ultima en este tra-
bajo se afiade, a dicha caracterizacion, la capacidad de los estudiantes del subnivel Trans B
para usar correctamente las relaciones entre derivabilidad y continuidad (relaciones directa
y contrarreciproca), y no solo al contrarreciproco como se puntualizaba en el trabajo men-
cionado. Por tanto, el subnivel Trans B, aqui descrito, puede ser caracterizado como un sub-
nivel Inter Avanzando que se encuentra en transicion hacia el Trans C (descrito anterior-
mente y que correspondia al Trans A del cluster). Este subnivel Inter Avanzado se ha deno-
minado como subnivel Inter A y su caracterizacion es equivalente a la de Sdnchez-Matamo-
ros (2004), pero se afiade a dicha caracterizacion el uso correcto de la relacion directa entre
derivabilidad y continuidad.

En cuanto a los subniveles de desarrollo Inter, la investigacion de Sanchez-Matamoros
(2004) reportd la existencia de 2 subniveles de desarrollo, los cuales fueron nombrados como
‘Inter 1’ e ‘Inter’, pero como ya se menciono el subnivel denominado Trans B en el analisis
claster de esta investigacion se corresponde con el Inter avanzado de la investigacion de
Sanchez-matamoros y hemos pasado a denominarlo Inter A. Por tanto, los 2 subniveles que

el cluster identifico como pertenecientes al nivel de desarrollo Inter, nombrados inicialmente
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como Inter A e Inter B, realmente corresponderian a los otros 2 subniveles del nivel Inter,
Inter B e Inter C respectivamente. Por tanto, estos dos subniveles y unidos al subnivel Inter
A (inicialmente nombrado como Trans B en el cluster) forman los 3 subniveles de desarrollo
del nivel Inter que, segun Piaget y Garcia (1983) deben existir en interior de cada nivel. Es
mas, la caracterizacion del subnivel de desarrollo Inter B de esta investigacion es equivalente
a la planteada por Sanchez-Matamoros (2004) para el subnivel de desarrollo denominado

Inter 1 en dicho estudio.

En particular, Sdnchez- Matamoros (2004) caracterizo el subnivel Inter 1 en términos de la
capacidad de los estudiantes para establecer relaciones del tipo “y logica” entre elementos
matematicos analiticos o gréficos, puntuales o globales, en donde estas relaciones, se esta-
blecian, generalmente, en un modo de representacion. El anlisis de nuestros datos confirma
esta afirmacion para el caso del subnivel de desarrollo Inter B, pues lo estudiantes de este
subnivel pueden establecer coordinaciones entre los procesos globales que asocian el signo

de la primera derivada con la monotonia de la funcién ( f '>0— f estrictamente creciente
y f'<0— f estrictamente decreciente) y, del mismo modo, entre los procesos globales
que asocian el signo de la segunda derivada con la curvatura de la funcion ( f">0— f es
convexay f"<0— f esclncava). Sin embargo, tienen problemas para coordinar estos

procesos con la informacién puntual, lo cual repercute en que presenten dificultades a la
hora de determinar valores extremos y puntos de inflexién, especialmente cuando la infor-
macidn es proporcionada de forma grafica. Esto ultimo, es un indicador de que el estableci-
miento de relaciones del tipo “y ldgica” (Sanchez-Matamoros, 2004), que a pesar de ser
posibles de establecer, aiin no son relaciones que se observen con regularidad en este subni-
vel desarrollo, lo cual, también es observable en la dificultad de estos estudiantes para com-
binar toda la informacidn y esbozar correctamente una funcién a partir de la informacién
gréfica proporcionada. Lo que lleva a considerar, el subnivel Inter 1 de la Investigacion de
Sanchez-matamoros (2004), como un primer subnivel Inter C (nombrado inicialmente como

Inter B) de esta investigacion.

Por tanto, a partir de lo descrito en los parrafos anteriores, se puede indicar que la presente
investigacion también ha contribuido a encontrar los 3 subniveles de desarrollo asociados al
nivel de desarrollo Inter y ha refinado la caracterizacion de los subniveles Inter planteados
en la investigacion de Sdnchez-Matamoros (2004). Ademas, el analisis cualitativo realizado

a las entrevistas que se le hicieron a los estudiantes situados en el nivel Trans A, ha permitido

166



5. Discusion y Conclusiones Claudio Fuentealba Aguilera

determinar los tres subniveles asociados al nivel Trans. Este hecho nos corrobora la poten-
cialidad de las metodologias mixtas en este tipo de investigaciones. En la Tabla 22 se mues-
tra la caracterizacion final de los 3 subniveles de desarrollo Inter y Trans determinados en

esta investigacion.

Tabla 22. Caracterizacion final de los subniveles de desarrollo Inter y Trans

Inter

Trans

Pueden coordinar algunos procesos globales, sin embargo,
presentan dificultades para coordinar estos procesos con
procesos puntuales. Por tanto, solo en algunos casos pueden
determinar valores extremos o puntos de inflexion.
Presentan graves dificultades para construir las reversiones
de las coordinaciones de procesos que vinculan la monoto-
nia y curvatura de una funcién con los signos de la primera
y segunda derivada. Por tanto, tienen problemas para inter-
pretar la informacién proporcionada en un contexto gra-
fico.

No utilizan correctamente las derivadas laterales, lo cual
provoca que tengan dificultades con los puntos conflicti-
vos. Ademas, no consideran a la derivada como funcion.
AUn se presentan algunas dificultades para utilizar correc-
tamente la relacién entre derivabilidad y continuidad (di-
recta y contrarreciproca).

No pueden esbozar correctamente una funcion a partir de
la informacion grafica proporcionada. Lo cual se debe a
gue no construyen las reversiones de los procesos globales
que relacionan la informacidn gréfica con la analitica.

No establecen relaciones entre la primera y segunda deri-
vada.

No han logrado la sintesis de los modos de representacion.

Pueden establecer coordina-
ciones entre los procesos glo-
bales y puntuales que conectan
la primera con la segunda de-
rivada.

Pueden construir la coordina-
cion de dos 0 mas procesos y
también su correspondiente
reversion.

Utilizan correctamente las re-
laciones que vinculan la deri-
vabilidad con la continuidad.
Se enfrentan sin dificultades a
los puntos conflictivos.

Han logrado la sintesis de los
modos de representacion.

Pueden construir coordinaciones entre procesos globales y
puntuales. Esto le permite determinar casi sin dificultades
valores extremos y puntos de inflexion.

Presentan dificultades en la construccion de la reversion de
la coordinacion de procesos que asocian la monotonia y
curvatura de la funcion con el signo de la primera y la se-
gunda derivada.

Tienen dificultades con el tratamiento de los puntos con-
flictivos y no consideran a la derivada como funcién.
Presentan dificultades para utilizar correctamente la rela-
cion entre derivabilidad y continuidad (directa y contrarre-
ciproca).

AUn se observan algunas dificultades para esbozar correc-
tamente una funcidn a partir de la informacién gréfica pro-
porcionada. Lo cual se debe a que no construyen correcta-
mente las reversiones de los procesos globales que relacio-
nan la informacion gréfica con la analitica.

No establecen relaciones entre la primera y segunda deri-
vada.

No ha logrado la sintesis de los modos de representacion.

Las mismas caracteristicas que
el Trans C, pero tematizan el
esguema con una totalidad.
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A Pueden construir coordinaciones entre procesos globales y puntua-  Las mismas caracteris-
les. Por tanto, puede determinar sin dificultad valores extremos y ticas que el Trans C,
puntos de inflexidn. pero tematizan el es-
Tienen algunas dificultades en la construccion de la reversion de guema con un objeto.
las coordinaciones entre la monotonia y curvatura de la funcion
con el signo de la primera y la segunda derivada.

Utilizan sin problemas las relaciones (directa y contrarreciproca)
entre derivabilidad y continuidad.

Tienen dificultades para conectar la primera derivada con la se-
gunda.

No consideran la derivada como una funcion.

Se muestran esbozos de sintesis de los modos de representacion,
pero aun se observan dificultades asociadas a la interpretacion de
la informacion gréfica.

Otro aspecto importante, observable en la caracterizacion de los subniveles de desarrollo
presentada en la Tabla 22, se relaciona con la progresion de un subnivel a otro, en cuanto al
tipo y numero de relaciones gue se establecen. Esto ya habia sido descrito en el trabajo de
Sanchez-Matamoros (2004) y en el libro de Piaget y Garcia (1983). Igualmente, se puntua-
liza que el trabajo de Sdnchez-Matamoros (2004) se basa en identificacion y caracterizacion
del desarrollo del esquema de derivada en términos de 3 tipos de las relaciones Idgicas “y
logica”, “contrarreciproco” y “equivalencia logica” (que conlleva la doble implicacion), que
los estudiantes establecen entre los elementos matematicos analiticos o graficos, puntuales
o0 globales, a la hora de resolver tareas. En la investigacion de Sanchez-Matamoros (2004)
se considera que la relacion contrarreciproca entre derivabilidad y continuidad es un indica-
dor del desarrollo del esquema de derivada en estudiantes del nivel Inter y Trans. En esta
investigacion hemos podido corroborar esto, observando que el uso de este tipo de relacion
comienza en los subniveles Inter y se concreta en los subniveles Trans, sin embargo, se ob-
servé que la relacion directa (si f derivable en x=a entonces f continuaen x=a) tam-
bién es importante, especialmente cuando el estudiante debe enfrentarse al tratamiento de
puntos conflictivos que requieren de la encapsulacion de esta relacién entre derivabilidad y

continuidad.

Finalmente, se destaca que coincidimos con Sanchez-Matamoros (2004) en cuanto a que la
estructura subyacente mas importante que configura en esquema de derivada es aquella que
contiene todas las relaciones que pueden establecerseen f'y f ", tal y como lo muestra el
grafo implicativo general correspondiente al subnivel de desarrollo Trans A (Figura 55),
pues es a partir de la construccion de este tipo de relaciones y su posterior generalizacion
que es posible tematizar el esquema, en un principio como una totalidad y posteriormente,

como un objeto.
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5.3. La eleccion del diseiio metodologico

Si bien en los objetivos de investigacion, no se plantea desarrollar una metodologia para
abordar la identificacion de los subniveles de desarrollo del esquema de la derivada. Las

circunstancias que se presentaron, durante su desarrollo nos llevaron a generar una.

En particular, la recoleccion de datos fue dificultosa pues solo se logro obtener una cantidad
significativa de cuestionarios, luego de 2 cursos académicos (2014/2015 y 2015/2016). Ade-
mas, solo 5 estudiantes de los 103 estudiantes accedieron a participar de la entrevista clinica.
Una vez que se tuvieron a disposicion todos los datos surgio la necesidad de establecer un
disefio que nos permitiera la consecucion de los objetivos de investigacion. Se realiz6 una
revision de la literatura, en busca de estrategias que dieran luces sobre un posible camino a
seguir, sin embargo, en todos los trabajos que abordaban el desarrollo de esquemas desde el
marco de la teoria APOE, siempre se dispuso de una cantidad suficiente de entrevistas para
caracterizar los niveles de desarrollo del concepto en estudio. Por tanto, dado que el primer
objetivo especifico buscaba la identificacion y la posterior caracterizacion de los subniveles
de desarrollo del esquema de derivada, se observd que el primer y principal problema era la
identificacion de subniveles. Una vez identificada la limitacion, se pensé que una posible
solucion era la utilizacién de cluster o conglomerados, pero para realizar un andlisis de este
tipo se requiere de vectores y solo se disponia de los protocolos de resolucion de los cues-

tionarios y algunas entrevistas clinicas.

A partir, de ese panorama surgio la idea de discretizar los protocolos de resolucion de los
estudiantes con el objeto de construir un vector para cada cuestionario (estudiante). Sin em-
bargo, se requeria de variables, las cuales, se obtuvieron de estudios previos (Sanchez-Ma-
tamoros, 2004; Trigueros y Escandon, 2008) y se describieron en funcion de los elementos
matematicos, y los modos de representacion presentes en las tareas del cuestionario (Tabla
10). Con estos vectores, se realizo el andlisis de clUster que permitid, por una parte, identifi-
car los subniveles de desarrollo del esquema de derivada y, por otra, dividir la matriz gene-
rada, a partir de los vectores, con el objeto de realizar anélisis estadisticos tanto descriptivos
como implicativos para caracterizar los subniveles. El desarrollo de esta metodologia puede
observarse en las secciones 3.5.1 y 3.5.2 del Capitulo 3, y su aplicacion en la seccién 4.2 del
Capitulo 4.
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Asimismo, es importante sefialar que existen trabajos que abordan el estudio del desarrollo
de un esquema utilizando la teoria APOE y el Andlisis Estadistico Implicativo (Trigueros y
Escandon, 2008; Bodi, 2009; Pons, 2014). Sin embargo, en estos estudios no se aborda la
particion de la matriz de datos, por medio de un Analisis de Cluster, en niveles y mucho
menos en subniveles, por tanto, enfocan principalmente su anlisis en los arboles de simila-
ridad y grafos implicativos obtenidos del Analisis Implicativo para la totalidad de su mues-

tra.

Finalmente, se puntualiza que la estrategia metodologica desarrollada y aplicada en esta in-
vestigacion para dividir la matriz de datos por medio del Anélisis de Cluster, puede ser de
utilidad en futuros estudios que tengan entre uno de sus objetivos identificar y caracterizar,
tanto niveles como subniveles de desarrollo de distintos conceptos matematicos bajo el

marco de la teoria APOE, o bien, para dividir la matriz de datos con otros fines.
5.4. Complementando una descomposicion genética

La investigacion que se desarrollo, tampoco tenia como objetivo el planteamiento de una
nueva DG para el concepto de derivada. Sin embargo, la revision de la literatura y la carac-
terizacion que se ha obtenido para la tematizacion del esquema y los subniveles permite
plantear algunas modificaciones a la DG propuesta por Font et al. (2016). En particular, las
modificaciones que se sugieren deben realizarse en las construcciones 3c y 10 de la DG de

Font et al. (2016), las cuales indican:

[...] 3c. Coordinacién de los procesos de las partes 2a 'y 2b en un nuevo proceso donde la tasa de
variacién instantanea en un punto se considera como el mismo objeto independientemente de la

representacion utilizada. [...]

[...] 10. Tematizacion del esquema de derivada cuando las acciones necesitan ser aplicadas al
esquema a considerar. Por ejemplo, la integral de una funcién derivada en cualquier representa-
cion. (Font et al., 2016, p.115)

La modificacion de la construccion 3c se debe a una incongruencia en su enunciado referente
a la construccion “objeto” utilizada en lugar de “proceso” en la redaccion, por tanto, la cons-

truccion 3c queda establecida de la siguiente forma:

[...] 3c. Coordinacion de los procesos de las partes 2a y 2b en un nuevo proceso donde la tasa de
variacion instantdnea en un punto se considera como el mismo proceso independientemente de la

representacion utilizada. [...]
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Por otra parte, en esta investigacion se identificaron 2 manifestaciones distintas de tematiza-
cién del esquema de derivada, una como una totalidad y otra como objeto. Por tanto, se cree
que ambas manifestaciones deben estar incluidas en el punto nimero diez de la DG de Font
et al. (2016). Es por ello, que se propone la siguiente division de la construccion 10 en las 2

partes que se describen a continuacion:

10. Tematizacion del esquema de la derivada:
10a. Coordinar procesos para conectar funciones derivadas sucesivas por medio de
la utilizacion de funciones auxiliares y sus ecuaciones de recurrencia correspondien-
tes (tematizacion como totalidad).
10b. Encapsular la coordinacion de procesos descritos en la parte 10a para lograr el
establecimiento de relaciones directas pares de derivadas sucesivas de cualquier or-

den (tematizacién como objeto).

Las nuevas construcciones descritas al interior de la tematizacion se basan en lo que se ha
observado en los datos, en donde la construccion 10b corresponderia a la tematizacion como
unatotalidad y la 10b a lo que hemos denominado tematizacion como objeto. Es importante,
aclarar aqui que cuando un esquema se tematiza se transforma en un nuevo objeto cognitivo,
es decir, que pueden volver aplicarse todos los mecanismos mentales de la teoria APOE
sobre él. En este sentido, Meel (2003) indica que el desarrollo de un esquema y su tematiza-
cién es lo que dota a la teoria APOE de su cualidad fractal, pues los esquemas por medio de
la tematizacion pueden ser tratados como nuevos objetos que entran a ser parte de otros
esquemas permitiendo hacer multiples conexiones entre los elementos previos y los nuevos
conceptos que un individuo busca integrar a sus estructuras. Tomando en cuenta lo planteado
por Meel (2003), quizas los 2 matices de tematizacion que describimos en esta investigacion
correspondan a construcciones mentales pertenecientes a otros esquemas mas complejos que
el de la derivada y que podria ser, por ejemplo, el esquema del operador derivada generali-

zado.

Finalmente, se plantea una posible modificacion a la construccion 4 de la DG de Asiala et
al. (1997), la cual indica:

4. Interiorizacion de los procesos de los puntos 2a 'y 2b en general para producir la definicion de
la derivada de una funcion en un punto como el limite del cociente incremental en ese punto.
(Asiala et al., 1997; p. 426-427).
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La modificacion sugerida para la construccion 4, se debe a una incongruencia en su enun-
ciado referente al mecanismo “interiorizacion” utilizado en lugar de “coordinacion”, por

tanto, la construccion 4 queda establecida de la siguiente forma:

4. Coordinacién de los procesos de los puntos 2a y 2b en general para producir la definicion de

la derivada de una funcion en un punto como el limite del cociente incremental en ese punto.
5.5. Limitaciones de la investigacion y posibles rutas a seguir

Existe consciencia de que la investigacion que se ha llevado a cabo, sobre el desarrollo del
esquema de la derivada, ha contribuido confirmando algunas conclusiones de estudios pre-
vios (Sanchez-Matamoros et al., 2004; Garcia et al., 2011). Ademas, ha permitido comple-
mentar y contrastar otros aspectos que no habian sido abordados, o bien, no se habian con-
siderado anteriormente como, por ejemplo, la existencia de matices en la tematizacion de un
esquema. Asimismo, la problemética presente en la recoleccion de datos, llevé a desarrollar,
una parte del disefio metodoldgico de forma novedosa y diferente, en comparacion con los
trabajos previos realizados bajo el marco de la teoria APOE, los cuales, si bien han utilizado
métodos cuantitativos como el Analisis Estadistico Implicativo (Trigueros y Escandon,
2008, Bodi, 2009, Pons, 2014), no habian utilizado clUsteres para dividir su analisis en sub-
niveles de desarrollo como se realizé en esta investigacion. Aun quedan algunas cuestiones
abiertas que podrian dar pie al desarrollo de nuevas investigaciones o la continuidad de este

estudio:

e En este estudio se realiz6 un analisis de los subniveles de desarrollo y la posible
tematizacion del esquema de la derivada en términos de las construcciones mentales
propuestas por la teoria APOE, basandose principalmente en las coordinaciones en-
tre procesos globales y puntuales que permiten conectar pares de derivadas. Esta idea
se desarroll6 considerando el esquema de la derivada como un todo. Lo anterior,
Ileva a preguntarse ¢ Cémo se puede desarrollar una investigacion de similares carac-
teristicas que involucre la interaccion del esquema de derivada con otros esquemas,
como por ejemplo, el de integral? o ;coOmo se pueden caracterizar de los subniveles
de desarrollo cuando existe evidencia de esta interaccion de 2 o méas esquemas?

e Este trabajo identifico, por medio del analisis de cluster, 2 subniveles de desarrollo
asociados a cada nivel (Intra, Inter y Trans), sin embargo, dadas las caracteristicas
de la muestra, no se pudo caracterizar los subniveles de desarrollo Intra. Ademas, se

infirio a partir de las entrevistas clinicas y los matices de tematizacion, la existencia

172



5. Discusion y Conclusiones Claudio Fuentealba Aguilera

de 2 subniveles asociados al nivel de desarrollo Trans del esquema. Asimismo, se
pudo asociar el subnivel de desarrollo Trans A con un subnivel Inter Avanzado (Inter
A), por tanto, se logro identificar los 3 subniveles de desarrollo para los niveles Inter
y Trans, los cuales, segun Piaget y Garcia (1983) deben existir. Lo anterior, lleva a
preguntarse ¢Qué caracteristicas debe tener la muestra (participantes) de la investi-
gacion para obtener directamente los 3 subniveles de desarrollo por medio del anali-
sis de cluster?, ;como debe ser la muestra para identificar y caracterizar los subnive-
les de desarrollo Intra?, ;existe otra metodologia que pueda ayudar a la identificacion
de los subniveles (subgrupos) cuando no se cuenta con las entrevistas suficientes para
realizar el andlisis en términos cualitativos?

e El andlisis de los datos se realiz6 considerando veintisiete variables, las cuales por
su gran namero, en algunos momentos, dificultaron la caracterizacién de los subni-
veles de desarrollo. Considerando que las relaciones entre las variables en estudio no
son simétricas, es decir, que no es posible utilizar correlaciones o estadisticos de
prueba como el chi-cuadrado ;Como se puede reducir el nimero de variables en es-
tudio sin perder informacion?, ¢ sera posible disminuir el nimero de variables a priori
con base en la experiencia de los investigadores?

e Ladiscretizacion de los protocolos de resolucion de este estudio se efectu6 por medio
de una escala de tipo dicotdmica (1: uso correcto, 0: no se observa 0 uso incorrecto).
Lo anterior, lleva a preguntarse ¢Sera la escala utilizada la mas adecuada para el
logro de los objetivos?, ;,como se modificaria la caracterizacion de los subniveles de
desarrollo si se utiliza otra escala, por ejemplo una métrica de tipo fuzzy, o bien, una
escala con valores intermedios?, ¢la eleccion de otro de tipo de escala para la discre-
tizacion de los protocolos de resolucion permitiria determinar los 3 subniveles de
desarrollo para cada nivel?

e Estainvestigacion determing la existencia de matices en la tematizacion de esquema
de la derivada por medio de la modificacion de tareas y la realizacion de nuevas
preguntas durante las entrevistas clinicas. Esto lleva a preguntarse ¢Existen matices
en la tematizacién de esquemas de otros conceptos matematicos? o ¢la metodologia
utilizada para analizar la posible tematizacion del esquema es aplicable a otros estu-

dios?
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5.5. Trabajos y aportaciones derivadas de la tesis

En la dltima seccidn, de esta memoria de tesis doctoral, se presentan los trabajos derivados

del desarrollo de ella, los cuales constituyen el aporte que se ha realizado hasta ahora al &rea

de investigacion en Didactica de la Matematica. A continuacion, se presentan cada uno de

estos trabajos por tipo de aporte y en orden cronoldgico descendente:

Articulos

Fuentealba, C., Sdnchez-Matamoros, G., Badillo, E., y Trigueros, M. (2017). The-
matization of derivative schema in university students: nuances in constructing rela-
tions between a function's successive derivatives. International Journal of Mathe-
matical ~ Education in  Science and Technology, 48(3), 374-392.
http://dx.doi.org/10.1080/0020739X.2016.1248508

Fuentealba, C., Badillo, E., y Sdnchez-Matamoros, G. (2017). Los puntos de no de-
rivabilidad de una funcién y su importancia en la comprension del concepto de deri-
vada. Educacdo e Pesquisa. En revision.

Fuentealba, C., Sanchez-Matamoros, G., y Badillo, E. (2016). Analisis de tareas que
pueden promover el desarrollo de la comprension de la derivada. Uno: Revista de
didactica de las matematicas, 71, 72-78. ISSN 1133-9853

Capitulo de libro

Fuentealba, C., Badillo, E., y Sdnchez-Matamoros, G. (2016). Las conexiones entre
las derivadas sucesivas de una funcién: un estudio exploratorio sobre la existencia de
matices en la tematizacion del esquema de la derivada. En A. Rosas (Ed.). Avances
en Matematica Educativa Teorias y Enfoques N°3 (pp. 47-59). Ciudad de México,
México: Editorial Lectorum S. A. ISBN: 978-607-457-580-4.

Trabajos en congresos nacionales e internacionales

Fuentealba, C., Badillo, E., Sdnchez-Matamoros, G., y Trigueros, M. (2017). Iden-
tification and characterization of the sub-levels of development of derivative schema:
an exploratory approach using cluster analysis. En B. Kaur, W. K., Ho, T.L., Toh y
B. H. Choy (Eds.). Proceedings of the 41 Annual Meeting of the International
Group for the Psychology of Mathematics Education (p. 193). Singapur, Singapur:
PME-41.
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e Fuentealba, C., Badillo, E., y Sanchez-Matamoros, G. (2017). Identificacion y ca-
racterizacion de los subniveles de desarrollo del esquema de derivada. Libro de re-
sumenes VI Congreso Iberoamericano de Educacion Matematica (p. 352). Madrid,
Espana.

e Fuentealba, C., Badillo, E., Sdnchez-Matamoros, G., y Trigueros, M. (2016). The
derivative in university math: Tasks that allow observation of high levels of under-
standing. En G. Kaiser (Ed.). Proceedings 13th International Congress on Mathe-
matical Education (Topic Study Groups ICME-13). Hamburg, Germany.

e Fuentealba, C., Badillo, E., y S&nchez-Matamoros, G. (2015). Matices en la tema-
tizacion del esquema de la derivada. En M. Parraguez, H. Rivas, C. Vasquez, N.
Pincheira, H. Solar, F. Rojas y E. Chandia (Eds.). XIX Jornadas Nacionales de Edu-
cacion Matematica (pp. 440-444). Villarrica, Chile.

o Fuentealba, C., Badillo, E., y Sdnchez-Matamoros, G. (2015). Fases en la tematiza-
cion del esquema de la derivada: Comprension en alumnos universitarios. En C. Fer-
nandez, M. Molinay N. Planas (Eds.). Actas del XIX Simposio de la SEIEM (pp. 259-
268). Alicante, Espana.

e Fuentealba, C., Badillo, E., Sanchez-Matamoros, G. (2015). El esquema de la deri-
vada y su tematizacion. Libro de resumenes del XXII Congreso Internacional de
Educacidén y Aprendizaje (p. 74). Madrid, Espafia.
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