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Appendix A

Resum en catali

A.1 Introduccié

L’objectiu d’aquesta memoria és 'estudi de les propietats aritmétiques de les
diagonals d’una algebra de Rees 0, des d’un punt de vista, geometric, dels anells
de coordenades homogenis d’immersions d’explosions de varietats projectives
al llarg d’una subvarietat. En primer lloc, anem a introduir el tema i els
principals problemes que tractarem. A continuacié, exposarem els resultats
coneguts sobre aquests problemes i finalment farem un resum dels resultats

obtinguts en aquesta memoria.

Sigui A una algebra graduada noetheriana generada sobre un cos k per e-
lements de grau 1, és a dir, A admet una presentacid A = k[ X, ... y Xn]/K =
klz1,...,2,), on K és un ideal homogeni de I’anell de polinomis kX1, ..., X))
Donat un ideal homogeni I de A, considerem la varietat projectiva, X obtin-
guda explotant 'esquema projectiu ¥ = Proj (A) al llarg del feix d'ideals
T =1 ¢ a dir, X = Proj(@,5¢I"). Per a ¢ e Z, denotem per I, la
component homogenia de grau ¢ de I. Si I és un ideal generat per formes
de grau menor o igual a d, es prova que per a c,e enters positius tals que
¢ 2> de+ 1, (I°), correspon a un sistema lineal complet molt ample en X que
déna una immersié de X en un espai projectiu: X = Proj (k[(1°).]) C Pyt
on IV = dimy (7). [CH, Lemma 1.1].

El nostre proposit principal és Iestudi de les propietats aritmeétiques de
les k-algebres k[(1%).], on c,e sén enters positius i I és un ideal homogeni
de A. Aquest problema té el seu origen en els treballs d’A. Gimigliano [Gi],
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A. Geramita i A. Gimigliano [GG], i A. Geramita, A. Gimigliano i B. Har-
bourne [GGH], on s’estudien les superficies projectives racionals obtingudes

per immersions d’explosions del pla projectiu en un conjunt de punts diferents.

Sigui k un cos algebraicament tancat i s = (d;rl), d > 2. En [Gi] s’estudia
el cas particular de 'explosié de ]P’% al llarg de s punts diferents Pp,..., P
que no estan en cap corba de grau d — 1 i de manera que no hi ha cap sub-
conjunt de d punts alineats si d > 3. En aquest cas, l'ideal de definicié I del
conjunt de punts ve generat per formes de grau d i les aplicacions racionals
definides pels sistemes lineals I, donen immersions de I'explosié per a ¢ > d.
En el cas ¢ = d la superficie obtinguda s’anomena superficie de White, i per
a ¢ = d+ 1 superficie de Room. Respecte a les superficies de White, es
prova que sén superficies a ]P’,‘i de grau (g), amb ideal de definicié generat
pels menors maximals d’una matriu 3 x d de formes lineals. En particular,
k[I] é¢s Cohen-Macaulay i té una resolucié que prové del complex d’Eagon-
Northcott [Gi, Proposition 1.1]. D’altra banda, les superficies de Room sén
aritmeéticament Cohen-Macaulay [GG, Theorem B] i tenen ideal de definicié

generat per quadriques [GG, Theorem 1.2].

Aquest estudi detallat de les superficies de White i les superficies de Room
permet posteriorment considerar el segiient cas més general. Siguin P, ..., F;
punts diferents del pla ]P’%, amb k un cos algebraicament tancat, i sigui I
el seu ideal de definicié i d = reg(I) la regularitat de I. Suposant que els
punts no estan en cap corba de grau d — 1 i que no hi ha cap subconjunt
de d punts alineats, els sistemes lineals I, per a ¢ > d donen immersions de
Iexplosié de ]P’i en aquest conjunt de punts. Les superficies que s’obtenen sén
aritmeticament Cohen-Macaulay [GG, Theorem B] i tenen ideal de definicié
generat per quadriques si ¢ > d + 1 [GG, Theorem 2.1].

Més en general, A. Geramita, A. Gimigliano i Y. Pitteloud [GGP] con-
sideren explosié de P} al llarg d’un ideal de fat points, amb &k un cos al-
gebraicament tancat de caracteristica zero. Per a Pi,..., Py € P, siguin
Piy...,Ps C k[Xo,...,Xn] els seus ideals de definicié, i prenem ideals de la
forma I = P{"* N...NPPs, amb my,...,my € Z>1. Aleshores estudiem les
varietats projectives obtingudes per immersions de 'explosié de Py al llarg
de Z via els sistemes lineals corresponents a peces graduades de I, quan a-
quests sistemes lineals sén molt amples. Sigui d = reg (I), i suposem que no
hi ha d punts alineats. Llavors els sistemes lineals I, sén molt amples per

a ¢ > d, 1 les varietats obtingudes per les immersions associades sén projec-
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tivament normals [GGP, Proposition 2.2] i artitmeéticament Cohen-Macaulay
[GGP, Theorem 2.4].

Un nou punt de vista per tractar aquestes questions és introduit per A.
Simis, N.V. Trung i G. Valla en [STV], i continuat posteriorment per A. Conca,
J. Herzog, N.V. Trungi G. Valla en [CHTV] per atacar el problema més general
de I'explosié d’un espai projectiu al llarg d’una subvarietat. Si I és un ideal
homogeni de A, considerem I’algebra de Rees Ra(l) = @50 I" = A[It]) C Alt]
de I amb la bigraduacié natural donada per B

Ra(D) ) = (I7);.

L’observacié fonamental és que totes les algebres E[(I°).] sén de forma natural
subalgebres de I’algebra de Rees. Per a descriure la relacié entre Palgebra de
Rees i les algebres k[(7%).] necessitem introduir el functor diagonal.

Per a ¢, e enters positius, es defineix la (c, e)-diagonal de 2 com el conjunt
A= {(cs,es) | s € 7).

Donada una algebra bigraduada S = @(i,j)ez2 S(s,5)» es defineix la subdlgebra
diagonal de S al llarg de A com 'algebra graduada

Sa = EB S(cs’es).

SEZ

Analogament, per a un S-modul bigraduat L podem definir la diagonal de L
al llarg de A com el Sa-modul

Lp = @ L(cs,es)'

SEZ

Tenim aixi definit el functor diagonal com el functor exacte
()a: M*(S) = M*(Sa),
on M?(S) i M'(Sa) denoten les categories de S-moduls bigraduats i Sa-

moduls graduats respectivament.

Ara podem descriure els anells k[(I¢),] com a diagonals de lalgebra de
Rees de la forma segiient: considerant A la (¢, e)-diagonal de Z2, tenim que

Ra(D)a = PU)es = B[(I°)c].

520
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Aquesta observacié permet una aproximacié algebraica a l’estudi dels anells
k[(1¢)c] via les diagonals de R4(I). Aquest és el punt de partida en [STV]
per a estudiar el cas d’ideals homogenis de I’anell de polinomis generats per
formes del mateix grau, i més tard en [CHTV] per a estudiar ideals homogenis
arbitraris de I’anell de polinomis. D’altra banda, les diagonals d’una algebra
bigraduada estandard definida sobre un anell local han estat també estudiades
per E. Hyry [Hy] usant alhora eines algebraiques i geometriques. Finalment,
S5.D. Cutkosky i J. Herzog [CH] estudien les diagonals de I'Algebra de Rees
d’un ideal homogeni en una k-algebra graduada general.

A continuacié anem a exposar els resultats principals d’aquests treballs.

L’aportacié fonamental del treball d’A. Simis et al.[STV] és 'aproximacié
algebraica als problemes considerats per A. Geramita et al. via estudi de la
diagonal d’una algebra bigraduada, una nocié que generalitza el producte de
Segre d’algebres graduades. Pera V. C PP~ W C P} ! varietats algebraiques
amb anells de coordenades R;, Ry, la imatge de V x W C IP’Z—1 X ]P’;;_l per la
immersid de Segre

A Y
és una varietat amb anell de coordenades el producte de Segre de R; i Ry:
Ri@Ry; = @(Rl)u O (RQ)u' l
u€EN
Donada B = @, v)en? B(uw) una k-dlgebra bigraduada estandard, la diagonal
R ve definida per Ra = @ ey Ruw) (68 a dir, la (1, 1)-diagonal). Observem
que considerant el producte tensorial R = R; ® Ry de Ry i Ry bigraduat en la,
forma R,y = (R1)u ®k (R2)y, tenim que Rp = Ri®R;. Classicament, R és
I’anell de coordenades bihomogeni d’una subvarietat projectiva de IP’Z_]L X [F’Z_l,
mentre que Ra ¢és P'anell de coordenades homogeni de la seva imatge per la

immersié de Segre.

En la primera part del treball de [STV], es relacionen les presentacions, les
dimensions i les multiplicitats d’una k-algebra bigraduada estandard R ila seva
diagonal Ra. L’eina principal per a provar aquests resultats és 'existéncia del
polinomi de Hilbert d’una k-algebra bigraduada estandard i la caracteritzacid
del seu grau, resultats deguts a D. Katz et al. [KMV] i M. Herrmann et al.
[HHRT] entre d’altres. Analogament al cas graduat, es poden definir en aquest
cas I'ideal irrelevant, els primers irrelevants i ’esquema biprojectiu associat a

una k-algebra bigraduada estandard.
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A continuacié fan un estudi del comportament de la normalitat i la propie-
tat Cohen-Macaulay per pas a diagonals. L’existéncia d’un operador de
Reynolds de R a Rp implica que la normalitat de R serd heretada, per la
seva diagonal Ra. Respecte a la propietat Cohen-Macaulay, Pestratégia és
reduir el problema a una situacié especial on la subalgebra diagonal esdevé un
producte de Segre, cas en qué es coneixien criteris per a la propietat Cohen-
Macaulay.

Aquests resultats s’apliquen a Pestudi de algebra de Rees R4 (I) d'un
ideal homogeni I C A = k[X;,... » Xn] generat per formes del mateix grau
d (ideals equigenerats). En aquest cas, I’algebra de Rees es pot bigraduar de
forma que sigui estandard definint

Ra(D)i ) = (I)iraj,

1 aleshores R4(I)a = k[I441]. S'estudien principalment dues families d’ideals
en detall: per a ideals interseccié completa generats per una successié regular
de r formes de grau d es prova que k[l411] és Cohen-Macaulay si (r — )d < n,
mentre que k[Z411] no és Cohen-Macaulay si (r—1)d > n [STV, Theorem 3.7;
per a ideals I straightening closed sota certes restriccions es prova que k[;41]
és Cohen-Macaulay [STV, Theorem 3.13]. Aquesta segona familia d’ideals
inclou per exemple els ideals determinantals generats pels menors maximals

d’una matriu geneérica.

Com a continuacié natural del treball anterior, A. Conca et al. estudien
en [CHTV] les diagonals Rx d’una k-algebra bigraduada R, amb A = (c,e)
per a ¢,e > 0 arbitraris. El problema, principal que es planteja aquf és trobar
condicions en R per a que certes propietats algebraiques de R siguin here-
tades per alguna diagonal Ra, sobretot per a les propietats Cohen-Macaulay
i Koszul. Els resultats es volen aplicar al cas d'una k-algebra bigraduada
estandard o a lalgebra de Rees d'un ideal homogeni I de 4 = k[X,, ... , Xn].
En el primer cas, R admet una presentacié com a quocient d’un anell de
polinomis S = k[Xl,‘..,Xn,Yl,...,Y;] amb la graduacié determinada per
deg(X;) = (1,0), deg(Y;) = (0,1). Per a lalgebra de Rees, si I esta, generat
per formes f1,..., f, de graus di, ..., d, respectivament, tenim un epimorfisme

natural
Szk[Xl,...,Xn,Yl,...,Y,,] - R

X; — Xi
Y; = fit
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on deg(X;) = (1,0), deg(Y;) = (d;,1). Treballant doncs en la categoria de
S-moduls bigraduats, per S = k[X1,...,X,,Y1,...,Y,] Panell de polinomis
amb deg(X;) = (1,0), deg(Y;) = (d;,1), d1,...,d, > 0, estudiem alhora els
dos casos. Notem per M i m = Ma els maximals homogenis de S i Sa
respectivament, i d = max{di,...,d;}. Considerarem diagonals A = (c,e)
amb ¢ > de + 1.

Les propietats aritmetiques d’un modul sovint poden ser caracteritzades
mitjancant la seva cohomologia local, d’aqui 'interés per a estudiar la coho-
mologia local de les diagonals La d’un S-modul bigraduat finitament generat
L. Aquest estudi és dut a terme a partir d'una analisi de la resolucié liure

bigraduada minimal de L sobre S. Sigui
0—=D;—=...>Dy—->L—0,

amb Dp = B, )eq, 9(a,b), la resolucid lliure bigraduada minimal de L sobre

S. Prenent diagonals, obtenim una resolucié graduada de L
0— (DZ)A—>...-—>(D0)A—)LA—>O,

amb (Dp)a = Dap)en, S{a,b)a. El primer pas és llavors el calcul de la
cohomologia local dels moduls S(a,b)a, que es fa a partir d’un estudi més
general referent a la cohomologia local del producte de Segre de dues k-algebres
bigraduades. S'obté en particular un criteri per a la propietat Cohen-Macaulay
de S(a,b)a en funcié de a, bi A. Diem que la resolucié de L és bona si per a
tot p > 0, (Dp)a és Cohen-Macaulay per a diagonals A prou grans. A partir

d’aquest estudi, s’enuncia el segiient teorema:

Teorema [CHTV, Theorem 3.6, Lemma 3.8] Suposem n > r. Donat un S-

modul bigraduat finitament generat L, existeiz un morfisme canonic
@, - Hy(Da) =~ HiG (L)a,¥g 2 0
tal que
(i) 1 és un isomorfisme per a g > n.
(1) % és un quasi-isomorfisme per a ¢ > 0.

(iii) Si la resolucid de L és bona, ¢l és un isomorfisme per a diagonals prou

grans.
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Com a conseqiiéncia, s’obtenen condicions necessaries i suficients per a que
existeixin diagonals L de I que siguin Cohen-Macaulay o Buchsbaum en
funcié de les peces graduades de la cohomologia local de L.

Per a una k-algebra bigraduada estindard R, es defineixen les k-
subalgebres graduades Ry = Dien Ry, R2 = DjenRo,)- En funcis
d’aquestes subalgebres, donen el segient criteri per a la propietat Cohen-
Macaulay de les diagonals de R:

Teorema [CHTV, Theorem 3.11] Sigui R una k-dlgebra bigraduada estandard
Cohen-Macaulay. Si els shifts en les resolucions de Ry i Ro son més grans
que —n 1 —r respectivament, llavors Ry és Cohen-Macaulay per a diagonals

A prou grans.
En particular, obtenen el segiient corol.lari:

Corol.lari [CHTV, Corollary 3.12] Sigui R una k-dalgebra bigraduada
estandard Cohen-Macaulay.  Si Ri, Ry sén anells Cohen-Macaulay amb
a(R1),a(R2) < 0, llavors Rp és Cohen-Macaulay per o diagonals A prou

grans.

Aquest resultat aplicat a algebres de Rees d’ideals equigenerats déna un
criteri per a la propietat Cohen-Macaulay de les seves diagonals.

També es completa estudi de les diagonals de 'algebra de Rees d’un ideal
interseccié completa iniciat a [STV], i s’estén a qualsevol ideal interseccid
completa i a qualsevol diagonal. En aquest cas es determinen exactament les
diagonals de 1'Algebra de Rees amb la propietat Cohen-Macaulay, i és I'tnic
en que es consideren ideals no equigenerats.

Teorema [CHTV, Theorem 4.6] Sigui I ¢ A = k[ X1,..., X, un ideal generat
per una successio reqular de r formes de graus dy, ..., d, respectivament. Sigusi
u=3%_1d;j. Perac>de+1, k[(I°)c] és Cohen-Macaulay si i només si
c>dle—1)+u—n.
Sobre la propietat Cohen-Macaulay de les diagonals d’una algebra de Rees,
es conjectura:
Conjectura Sigui I C A = k[X1,...,X,]) un ideal homogeni. Si Ra(I) és
Cohen-Macaulay, existeiz una diagonal A tal que R4(I)a és Cohen-Macaulay.
Referent a la propietat Gorenstein, I"inic resultat que es prova fa referéncia,

a les diagonals de I’Algebra de Rees d’un ideal generat per una succesié regular
de longitud 2.
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Proposicié [CHTV, Corollary 4.7] Sigui I C A = k[Xy,...,X,] un ideal
generat per una successio reqular fi, fo de formes de graus dy < dy. Sin >

dy + 1, k[I,,] és Gorenstein amb a-invariant —1.

Finalment, es prova que les diagonals prou grans de I’algebra de Rees sén

sempre Koszul:

Teorema [CHTV, Corollary 6.9] Sigui I C A = k[X1,..., X,,] un ideal generat
per formes de grau < d. Aleshores existeizen enters a,b tals que k[(I¢)qyqe] és
Koszul per a tot ¢ > a, e > b.

En un context diferent, E. Hyry [Hy] estudia la relacié entre la propie-
tat Cohen-Macaulay de l'algebra de biRees R4(I,J) i la propietat Cohen-
Macaulay de I’algebra de Rees Ra(IJ), on I, J C A sén ideals d’alcada positiva
en un anell local. Amb aquest objectiu, estudia la diagonal A = (1,1) d’un
anell bigraduat estandard definit sobre un anell local. El resultat principal
[Hy, Theorem 2.5] déna condicions necessaries i suficients per a la propietat
Cohen-Macaulay d’un anell bigraduat estandard R amb a-invariants negatius
en funcié de la cohomologia local de les diagonals R(p,0)a i R(0,p)a, per a
p € N. En particular, obté condicions suficients en R per tal que la propietat

Cohen-Macaulay passi de R a Ra:

Teorema Sigui R un anell bigraduat estindard definit sobre un anell local.
Suposem. que dimRy,dimRy < dim R i a'(R),a*(R) < 0. Si R és Cohen-
Macaulay, Ra també ho és per a A = (1,1).

Sigui ara A una k-algebra graduada noetheriana generadaen grau 117 C A
un ideal homogeni. S.D. Cutkosky i J. Herzog [CH] tracten el cas general
de les immersions de 'explosié X = Proj(é,,~qZ") de I'esquema projectiu
Y = Proj (A) al llarg del feix d’ideals T =T definides per les peces graduades
de I. EI problema plantejat és 'existéncia d’un enter f que compleixi que
k[(I°).] és Cohen-Macaulay per a tot e > 0 i c > ef. El cas més senzill
correspon a l'explosié d’una varietat projectiva ¥ no singular al llarg d’un
ideal regular en un cos de caracteristica zero, on el Teorema d’Anul.lacié de

Kodaira pot ser emprat per provar:

Teorema [CH, Theorem 1.6] Suposem que k té caracteristica zero, A és
Cohen-Macaulay, Y és no singular, I és equidimensional i Proj (A/I) és no
singular.  Aleshores existeiz un enter positiu f tal que k[(I¢).] ¢és Cohen-
Macaulay per a e >0, ¢ > ef.
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Sigui 7 : X' — Y el morfisme natural, £ = Proj(D,>0 L™ /I, i wg el
seu feix dualitzant. El resultat fonamental és el segiient criteri general:

Teorema [CIH, Theorem 4.1] Sigui I € A un ideal homogeni tal que I ¢ p,
Vp € Ass(A), A és Cohen-Macaulay i X és un esquema Cohen-Macaulay.
Suposem que m,Op(m) = I™ /T per m, > 0, R'm,Op(m)=0 per i > 0,
m > 0, Rime(m) =0 peri >0, m > 2. Aleshores, existeiz un enter positiu
J tal que k[(I°).] és Cohen-Macaulay per a e > 0, c>ef.

Aquest resultat s’aplica a les seglients families d’ideals:

Corol.lari [CH, Corollary 4.2] Sigui I C A un ideal homogeni tal que I ¢ p,
Vp € Ass(A), A és Cohen-Macaulay i I, és interseccié completa per a tot
p € Proj (A). Aleshores, ezisteiz un enter positiu I tal que k[(1°).] és Cohen-

Macaulay per a e > 04 ¢ > ef. '

Corol.lari [CH, Corollary 4.4] Sigui I C A un ideal homogeni tal que I ¢ p,
Vp € Ass (4), A és Cohen-Macaulay i Iy és fortament Cohen-Macaulay amb
1(Ipy) < ht(p) per a tot ideal primer p € Proj (4) que conté I. Aleshores,
existeiz un enter positiu f tal que k[(1°);] és Cohen-Macaulay per a e > 0 i
c>ef.

Les tecniques emprades en estudi de les diagonals d’una algebra de Rees
també permeten estudiar la regularitat de les potencies d’ideals homogenis
aixi com les seves propietats asimptotiques. Aquests problemes havien estat
considerats préviament usant altres métodes. Sigui A = k[X1,... , Xn] Panell
de polinomis en n variables, i sigui I un ideal homogeni de A. 1. Swanson [Swa]
ha provat que existeix un enter B tal que reg (I°) < Be, Ye. El problema, és
determinar aquest B. En alguns casos particulars aquest B ja era conegut.
A. Geramita, A. Gimigliano i Y. Pitteloud [GGP] i K. Chandler [Cha] havien
demostrat que per a ideals amb dim(A/I) = 1, reg (I°) < reg (I)e. Per altra
banda, R. Sjégren [Sjo] havia donat un altre tipus de fita: si I és un ideal
generat per formes de grau < d amb dim(4/I) < 1, reg (1°) < (n — 1)de.
També A. Bertram, L. Ein i R. Lazarsfeld [BEL] han donat una fita per a la
regularitat de les poténcies d’un ideal en termes dels graus dels seus generadors:
si 1 és I'ideal d’una subvarietat complexa no singular X de PZ! de codimensié
¢ generada per formes de graus d; > ds > ...2>d, , aleshores

HY (PELIE) =0, Vi>1,VE > edy +dy+ ...+ de — (n —1).
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Referent a les propietats asimptotiques de les poténcies d’ideals, expliquem
a continuacié alguns dels resultats coneguts. Sigui (A, m, k) un anell local i
sigui I C A un ideal. M. P. Brodmann [Bro] prova que depth A/I7 pren un
valor asimptotic constant ¢ pera 7 >>0,1iamés C < dimA — [(I). Aquest
valor C' va ser determinat per D. Eisenbud i C. Huneke [EH] per a ideals
amb certes restriccions: si I és un ideal d’alcada positiva i G 4(I) és Cohen-
Macaulay, inf{depth A/I’} = dim A—1I(I), i si depth A/I® = inf{depth A/I7},
llavors depth A/I*T! = depth A/I°. Finalment, V. Kodiyalam [Kol] ha
provat que per qualsevol p > 0 i1 7 prou gran, el nombre de Betti ,B]f(fj ) =
dimy, Tor (17, k) i el nombre de Bass ufy (I7) = dimy, Ext% (k, I7) sén polinomis
en j de grau < I(J) — 1.

&

A.2 Objectius

A continuacidé, anem a motivar i situar els problemes considerats en aquesta

memoria.

La restriccié d’A. Simis et al. [STV] al cas d’algebres de Rees d’ideals
equigenerats es deu principalment al fet que en aquest cas ’algebra de Rees
es pot bigraduar de forma que sigui estandard. Per a algebres bigraduades
estandard tenim definit el seu esquema biprojectiu (veure [STV], [Hy]) i es
coneixen resultats sobre el seu polinomi de Hilbert (veure [HHRT], [KMV]). Si
I és un ideal generat per formes fi,..., f, de graus dy, ..., d, respectivament,
Palgebra de Rees de I admet una presentacié com a quocient de ’anell de poli-
nomis S = k[X1,...,X,, Y1,..., Y] bigraduat mitjancant deg(X;) = (1,0),
deg(Yj) = (d;,1). Un dels primers problemes que considerarem a la memoria
és l'extensié de definicions i resultats coneguts per a moduls bigraduats definits
sobre k-algebres bigraduades estdndard a la categoria de moduls bigraduats
definits sobre S.

L’estudi de les propietats aritmetiques d’un anell tals com la propietat
Cohen-Macaulay 1 la propietat Gorenstein es poden caracteritzar en funcié
de la seva cohomologia local. Aquesta és la raé per la qual ens interessa
estudiar quan la cohomologia local i el functor diagonal commuten, cas en
que podem concloure que certes propietats aritmetiques de I’Algebra de Rees
sén heretades per les seves diagonals. En aquesta commutacié hi tenen un

paper important els shifts (a,b) que apareixen en la resolucié lliure bigraduada,
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minimal de R4(I) sobre S. El segiient problema que tractarem és 'estudi i
afitacié d’aquests shifts relacionant-los amb la cohomologia local de Palgebra
de Rees. A continuacid, estudiarem les obstruccions per a la commutativitat

de la cohomologia local i el functor diagonal.

Fets aquests preambuls, passarem ja a aprofundir en I'estudi de la propietat
Cohen-Macaulay dels anells k[(7¢),]. Considerarem diferents qtiestions com
ara lexisténcia i determinacié de les diagonals (c,e) per a les quals k[(1 el
és Cohen-Macaulay, problemes tractats en [STV], [CHTV] i [CH]. El segiient
objectiu serd 'estudi de la propietat Gorenstein de les k-algebres k[(I1°).], que
només ha estat estudiada en un cas molt particular en [CHTV].

Alguns dels criteris que obtindrem per a la propietat Cohen-Macaulay dels
anells k[(1¢).] venen donats en funcié dels moduls de cohomologia local de
les poténcies de I'ideal 1. Aixo ens portard a estudi dels a-invariants de les
potencies d'un ideal. A la part final de la meméria veurem com la, bigraduacid
que hem definit en I’Algebra de Rees pot ser utilitzada per a l'estudi dels
a-invariants i les propietats asimptotiques de les poténcies d’un ideal.

Resumint, els principals problemes considerats en la memoria, sén:

(1) Estendre les definicions i resultats sobre I'esquema, biprojectiu i el poli-
nomi de Hilbert de moduls bigraduats finitament generats definits sobre
k-algebres bigraduades estandard a moduls bigraduats finitament gen-
erats sobre S, amb § = E[X1,..., X0, Y1,...,Y,] Panell de polinomis
bigraduat mitjancant deg(X;) = (1,0), deg(Y;) = (d;, 1), dy,...,d, > 0.

(2) Relacionar els shifts que apareixen en la resolucié lliure bigraduada
minimal d’un S-modul bigraduat finitament generat amb els seus a-

invariants.

(3) Estudiar els moduls de cohomologia local de les diagonals d’un modul

bigraduat finitament generat sobre S.

4) Estudiar la propietat Cohen-Macaulay dels anells E[(1¢)c].

(

(5) Estudiar la propietat Gorenstein dels anells k[(1¢).].

(5) Estudiar els a-invariants de les poténcies d’un ideal homogeni.
(

6) Estudiar les propietats asimptotiques de les poténcies d’un ideal ho-

mogeni.
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A.3 Conclusions

A continuacid, anem a descriure els resultats obtinguts en la memoria.

En el Capitol 1 introduim les notacions i definicions que necessitarem
al llarg de la memoria. Comencem el capitol definint la categoria de
moduls multigraduats sobre un anell multigraduat, i recordant alguns resultats
coneguts referents a la cohomologia local multigraduada i el mddul canodnic
seguint M. Herrmann, E. Hyry i J. Ribbe [HHR] i S. Goto i K. Watanabe
[GW1] basicament. A continuacid, definim els a-invariants multigraduats d’un
modul i estudiem la relacié que hi ha entre aquests a-invariants i els shifts que
apareixen en la séva resolucio minimal. Obtindrem una férmula que estén
[BH1, Example 3.6.15], on va ser provada en el cas graduat i només per a
moduls Cohen-Macaulay. Aquest resultat serd una eina molt itil que usarem
al llarg de tota la memoria. A fi de precisar-ho, notem per S una k-algebra
Cohen-Macaulay N -graduada de dimensié d amb maximal homogeni M, i per
M un S-modul r-graduat finitament generat de dimensié m i profunditat p.
Per a: =0,...,m, lligat al modul de cohomologia local i-ésim de M definim
I’a;-invariant multigraduat de M com a;(M) = (a}(M),...,al(M)), on

)

&l (M) = max{n|3In= (ny,...,n,) ﬂﬁ\,l(M)n #0,n; =n}

M) # 0ia(M) = —co en cas contrari. Notarem per a(M) =

)

yooya" (M) = a,,(M). Finalment, 'a,-invariant multigraduat de M
és a, (M) = (al(M),...,al(M)), on al(M) = maxi—, n{al(M)}.

Considerem d’altra banda la resolucié lliure minimal r-graduada de M
sobre S, i suposem que és finita. Escrivim-la

0—-D;—...> Dy —-Dyg—M—=Q0,

amb D, = @, S(azl,q, vy lpg)- Perap€{0,...,1},j € {1,...,7}, denotem per
(M) = maxg{—a},},
t1(M) = max, ¢{—al,} = max, t](M),
6, (M) = (EL(M), .., (M),

A més, donada una permutacié o del conjunt {1,..,r}, considerem
<, lordre en Z" definit per: (u1,...,u;) <, (v1,..,0,) si 1 només si

(Us(1)y s Uo(r)) Stew (Vg(1)s-sVo(r))s OB Sjey €8 Lordre lexicografic. Sigui
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M7 = max<_{ ( —a},q, -y =Gpq) }. Aleshores podem provar la segient férmula,

que relaciona els shifts i els a-invariants de M.

Teorema 1 [Theorem 1.3.4] Per a j=1,... )T
(i) afi_p(M) < H(M) +a?(S), per ap = d—m,...,d— p.

(i) Suposem que per algun p emisteiz o tal que o(1) = 7 4 M7 >, M7,
Llavors afl_p(M) = tJ(M) + a?(S).

(iti) al(M) = t1(M) + ai(S). Bs a dir, a,(M) = t.(M) + a(S).

A continuaci6, estenem la definicié i alguns dels resultats sobre I'esquema
multiprojectiu associat a un anell r-graduat estindard fets en [Hy] i [HHRT)
a anells amb un tipus de graduacié més general que inclouran també 1’Algebra
de Rees d’un ideal homogeni amb la bigraduacié definida anteriorment. Sigui

S un anell N'-graduat noetheri generat sobre Sy per elements homogenis

L1y Blhyy 5 Brly oo, Trg, de graus deg (z;;) = (dilj, . ,dfj_l, 1,0,...,0),
amb déj > 0. Peraj=1,...,r, sigui I; 'ideal de S generat per les components
homogenies de S de graun = (ny,...,n,) tal que n; >0,nj4q =...=n, =0.

L’ideal irrelevant de S és S, = I, ---I.. Associem a S I'esquema r-projectiu
Proj "(5), que com a conjunt esta format per tots els ideals primers homogenis
de S que no contenen S . La dimensié relevant de S ve definida, per

r—1 si Proj "(S) = ¢

rel.dim S = {max{ dimS/P | P € Proj "(S)} s Proj "(S) #0

Es prova que dimProj "(S) = rel.dim S — r estenent [Hy, Lemma 1.2)
on el cas r-graduat estandard va ser considerat. Aquest calcul, juntament
amb els isomorfismes d’esquemes Proj "(S) = Proj (Sa) que tenim per a una
famflia de diagonals ens permet llavors calcular la dimensié de Sa sempre
que Sy sigui artinia, estenent [STV, Proposition 2.3] on aquesta dimensié fou
calculada per a la diagonal (1,1) d’una k-algebra bigraduada estandard per

metodes diferents.

Aixi mateix, també estendrem a la categoria de moduls r-graduats definits
sobre les k-algebres r-graduades que acabem d’introduir els resultats basics
referents a funcions de Hilbert i polinomis de Hilbert. Alguns d’aquests resul-
tats han estat demostrats en [HHRT] i [KMV] en el cas r-graduat estandard.

En el Capitol 2 estudiem el functor diagonal a la categoria de
moduls bigraduats definits sobre S, on S és l'anell de polinomis § =
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E[Xy,...,Xn,Y1,...,Y,] amb la bigraduacié determinada definint deg X; =
(1,0), degY; = (d;,1), per a di,...,d, > 0. En la primera seccid, com-
parem els moduls de cohomologia local d’un S-modul bigraduat finitament
generat L amb els moduls de cohomologia local de les seves diagonals. En
particular, recuperarem els principals resultats provats en [CHTV] per una
aproximacié diferent inspirada en tecniques que han estat usades per E. Hyry
[Hy]. A més, aquesta aproximacié ens donard informacié més detallada so-
bre els problemes relacionats amb el comportament de la cohomologia lo-
cal quan prenem diagonals. Sigui d = max{d,...,d,}, i sigui A = (¢, e)
una diagonal amb ¢ > de + 1. Considerem les segiients subalgebres de S:
S1 o= k[X1,...,Xu], S2 = k[Y1,...,Y;], amb ideals maximals homogenis
m; = (X1,..,X,) img = (V5,...,Y,). Notem My, M, els ideals de S gen-
erats per mj, mg respectivament, i sigui M I'ideal maximal homogeni de S.

Aleshores:

Proposicié 2 [Proposition 2.1.3] Sigui L un S-modul bigraduat finitament

generat. Bristeir una successid exacta natural

q
o= H,(L)a — Hi, (L)a ® Hiy, (L)a — HY, (La) i, H{HL)a — ...

La resta de la seccié estd dedicada a estudiar les obsfruccions per a que ¢f
sigui un isomorfisme. Aquest problema el relacionarem primer amb 1’anul.]acié
de la cohomologia local respecte els ideals M i My dels moduls S(a,b) que
apareixen en la resolucié lliure bigraduada minimal de L sobre S. Aixd ens
permet com ja hem dit recuperar els resultats de [CHTV]. Després, estudiarem
directament P'anul.lacié dels moduls de cohomologia local de L respecte els
ideals M1 1 Ms.

En la Seccié 2.2 estudiem el cas particular de les k-Algebres bigraduades
estandard. Donada una k-algebra bigraduada estdndard R, considerem les
subalgebres graduades Ry = P,y R0y, Ro = @,en Ro,j)- Usant el Teorema
1, podem obtenir una caracteritzacié de resolucié bona per a R en funcié dels
as-invariants de Rp 1 R, que en particular déna un criteri per a la propietat
Cohen-Macaulay de les seves diagonals. També donem condicions necessiries i
suficients sobre la cohomologia local de Ry i Ry per a lexisténcia de diagonals
Cohen-Macaulay d’una k-algebra bigraduada estindard Cohen-Macaulay R.
Aquest resultat estén [CHTV, Corollary 3.12).
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Proposicié 3 [Proposition 2.2.7] Sigui R una k-dlgebra bigraduada estandard
Cohen-Macaulay de dimensié relevant 6. Aleshores, existeiz A tal que Ra
(R1)o = HY

mg

és Cohen-Macaulay si i només si H9 (R2)o = 0 per qualsevol

mi
g<d-—1.

Considerem ara un anell bigraduat estandard R definit sobre un anell local
amb al(R),a2(R) < 0. En [Hy, Theorem 2.5] es prova que si R és Cohen-
Macaulay lavors la diagonal A = (1,1) de R també ho és. Aquest resultat
pot ser estés a qualsevol diagonal duna, k-algebra bigraduada estandard:

Proposicié 4 [Proposition 2.2.6] Sigui R una k-dlgebra bigraduada estandard
Cohen-Macaulay amb a'(R),a*(R) < 0. Liavors Rp és Cohen-Macaulay per

a qualsevol diagonal A.

Al final del capitol, els resultats anteriors sobre k-algebres bigraduades
s’apliquen a I’estudi de ’algebra de Rees d’un ideal homogeni. Introduim ara
la notacié que farem servir. Sigui A una k-algebra graduada noetheriana de
dimensié 7@ generada per elements de grau 1 i sigui m I'ideal homogeni maximal
de A. Donat un ideal homogeni I de A, I’algebra de Rees R — Ra(I) de I
esta bigraduada per Rip = (I);. SiI ve generat per formes de grau < d,
per a qualsevol diagonal A = (¢,e) amb ¢ > de + 1 tenim:

Ra(I)a = k[(1%)).

Les diagonals k[(I°).] sén k-algebres graduades de dimensié 7 si no hi ha
primers associats a A que continguin I. D’ara en endavant sempre suposarem
aquesta hipotesi. Els resultats obtinguts fins ara ens permeten relacionar la
cohomologia local de les k-algebres k[(1%)c] i la de les potencies de I’ideal T,

Proposicié 5 [Corollary 235 Perac>de+1, e > a2(R), s > 0, tenim
180morfismes
H (K[(1%)c])s = HL(I%) e, Vg > 0,

En el cas 4 = k[Xy,..., X,], A. Conca et al. [CHTV] conjecturen que si
Palgebra de Rees d’un ideal homogeni I de A és Cohen-Macaulay, aleshores
existeix alguna diagonal amb aquesta propietat. Els resultats provats per a
k-algebres bigraduades estandard donen una resposta afirmativa per a ideals
equigenerats. De fet, podem provar-la també en el cas general.

Teorema 6 [Theorem 2.3.12] Sigui I un ideal homogeni de I’anell de polinomis
A =Ek[Xy,...,X,]. Si Ra(I) és un anell Cohen-Macaulay, aleshores R4(I)
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té una resolucid bona. En particular, k[(1¢).] és Cohen-Macaulay per a ¢ >
e > 0.

A més, obtenim condicions necessaries i suficients sobre I’anell 4 per a
Pexisténcia de diagonals Cohen-Macaulay d’una algebra de Rees R4 (I) amb
aquesta propietat.

Teorema 7 [Theorem 2.3.13] Si Ra(I) és Cohen-Macaulay, sén equivalents:
(i) Ezisteizen c,e tals que k[(1°).] és Cohen-Macaulay.
(i3) H' (A)o =0 per a i < 7.
En el Capftdl 3 ens proposem estudiar en detall la propietat Cohen-
Macaulay dels anells &£[(I¢).], primer la seva existéncia i a continuacié la de-

terminacié de les diagonals (c,e) per a les quals k[(7¢).] és Cohen-Macaulay.

Els segiients isomorfismes d’esquemes tindran un paper important:

Proposicié 8 [Proposition 3.1.2] Sigui X [’ezplosié de Proj (A) al llarg de
7= f, on I és un ideal homogeni de A generat per formes de grau < d. Per

a c > de+ 1, tenim isomorfismes d’esquemes

X & Proj 2(Ra(I)) = Proj (k[(I°).]).

Primer aquests isomorfismes ens permetran donar un criteri per a
Pexisténcia de diagonals k[(I¢).] que siguin moduls Cohen-Macaulay genera-
litzats, provant aixi una conjectura plantejada en [CHTV].

Proposicié 9 [Proposition 3.2.6] Sén equivalents:
(i) Hj\,,(RA(I))(p,q) =0 per a1 <M+ 1, p <0 relativ a ¢ < 0.
(i) k[(I°)c] és un modul Cohen-Macaulay generalitzat per a ¢ > e > 0.
(111) Existeizen c,e tals que k[(I¢).] és Cohen-Macaulay generalitzat.
(iv) k[(I®)¢] és un anell Buchsbaum per a ¢ > e > 0.
(v) Ezisteizen c,e tals que k[(I°)¢] és un anell Buchsbaum.

(vi) Ezisteizen enters qo, t tals que Hj'w(RA(I))(p,q) =0perai <m+1,
q<gqo, p<dq+t.
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Després, la Proposicié 8 és usada per a donar condicions necessiries i
suficients sobre I’Algebra de Rees per a que tingui diagonals amb la propietat
Cohen-Macaulay.

Teorema 10 [Theorem 3.2.3, Corollary 3.2.5] S6n equivalents:
(i) Ezisteizen c,e tals que k[(1°)] és Cohen-Macaulay.

(it) (1) Ezisteiven qo,t € Z tals que Hj\/,(RA(I))(pyq) =0perai<m+1,
g <qo, p<dg+t.

(2) H%AUH(RA(I))(O,O) =0 per ai <7,

(ii) (1) X és Cohen-Macaulay.
(2) I'(X,0x) =k, H(X,0x) =0 per a 0 <i<7 1.

Bn aquest cas, k[(I°).] és Cohen-Macaulay per a ¢ > e > 0.

Aquest teorema ens permet mostrar situacions molt generals en qué podem
assegurar l'existéncia d’anells de coordenades Cohen-Macaulay per a X. Per

exemple,

Proposicié 11 [Proposition 3.3.3] Sigui X Vezplosid de PR~ al llarg d'un
subesquema tancat, on k té caracteristica zero. Suposem que X és no singular o

amb singularitats racionals. Aleshores X és aritméticament Cohen-Macaulay.

El segiient problema que tractarem en el capitol és la determinacié de les
diagonals amb la propietat Cohen-Macaulay una vegada en podem assegurar
la seva existéncia. Aquest és un problema dificil, que només ha, estat comple-
tament solventat en el cas d’ideals interseccié completa de I’anell de polinomis
[CHTV, Theorem 4.6). En el cas equigenerat, només amb la hipotesi que
I’algebra de Rees és Cohen-Macaulay podem donar un criteri per a la propie-
tat Cohen-Macaulay de les diagonals en funcié de la cohomologia local de les
potencies de 'ideal. Tenim:

Proposicié 12 [Proposition 3.4.1] Sigui I C A un ideal generat per formes
de grau d amb dlgebra de Rees Cohen-Macaulay. Per a ¢ > de+ 1, E[(1°).] és
Cohen-Macaulay si i només si

(i) Hi(A)o =0, per a i < 7.

(i) HE(I%) s =0, per ai < m, s > 0.
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Sense la restriccié que 'ideal sigui equigenerat, veurem que si I’algebra de
Rees és Cohen-Macaulay la propietat Cohen-Macaulay d'una diagonal pot ser
caracteritzada via la cohomologia local de les poténcies de I’ideal i la coho-
mologia local de les peces graduades del modul canonic de I'algebra de Rees.
Notem per K = Kp, (1) = D5 K, el modul canonic de Palgebra de Rees,
1 per cada e € Z, considerem I’ A-modul graduat K¢ = @, K(ie). Aleshores:

Teorema 13 [Theorem 3.4.3] Sigui I un ideal homogeni d’A generat per
Jormes de grau < d amb dlgebra de Rees Cohen-Macaulay. Per a ¢ > de + 1,

k[(I¢).] és Cohen-Macaulay si, i només s,
(i) H:(A) = Qéper ai<m.
(i) HE(I%)es =0 per ai<m, s > 0.
(i45) HI LK)y =0per a1l <i<m, s > 0.

Aquest criteri es pot expressar només en funcié de la cohomologia local de

les poténcies de I'ideal en el cas en que el graduat associat és quasi-Gorenstein.

Teorema 14 [Corollary 3.4.4] Sigui I un ideal homogeni de A generat per
formes de grau < d. Suposem que R(I) és Cohen-Macaulay i Ga(I) és
quasi-Gorenstein. Sigui a = —a?(Ga(I)), b = —a(A). Per a ¢ > de + 1,

k[(I¢).] és Cohen-Macaulay si, i només si,

(i) H:(A)g =0 per ai < 7.

(1) HL(I%)es =0 per ai <@, s > 0.

(i5i) HE (1% %) sy =0peral<i<m, s>0.

Es pot usar el Teorema 14 per a determinar exactament les diagonals
Cohen-Macaulay de I’dlgebra de Rees d’un ideal interseccié completa en qual-
sevol anell Cohen-Macaulay. En particular, aixd ens déna una nova prova de
[CHTV, Theorem 4.6}, on el cas A = k[X},..., X,] va ser estudiat.

Aquests criteris també seran aplicats en el Capitol 5, una vegada haguem
estudiat la cohomologia local de les poténcies dels ideals de diferents families,
com els ideals equimiiltiples o els ideals fortament Cohen-Macaulay.

A més, els resultats i técniques emprades fins ara també ens permeten
mostrar el comportament de l'a.-invariant de les poténcies d’un ideal ho-
mogeni. Aquest fet ha estat obtingut independentment per S.D. Cutkosky,
J. Herzog 1 N. V. Trung [CHT] i V. Kodiyalam [Ko2] per meétodes diferents.
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Teorema 15 [Theorem 3.4.6] Sigui L un S-modul bigraduat finitament ge-

nerat. Aleshores existeiz o tal que per a qualsevol e

a« (L) < de + a.

A continuacié, en el cas en que Ialgebra de Rees és Cohen-Macaulay, i
gracies a Dafitacié dels shifts de la resolucié lliure bigraduada minimal de
Palgebra de Rees que ens déna el Teorema 1, podem donar una, familia de
diagonals que conserven aquesta propietat.

Teorema 16 [Theorem 3.4.12] Sigui I un ideal homogeni de A generat per r
formes de graus dy < ... < dr = d. Suposem que H]’;\(A)o =0 per a1 < 7.
Sigui u = Z§:1 dj. Si Uilgebra de Rees és Cohen-Macaulay, aleshores

(i) k[(I°)] és Cohen-Macaulay per a ¢ > max{d(e — 1) + u + a(A4), d(e —
1) + U — dl('f‘ - 1)}

(it) Si I és equigenerat per formes de grau d, k[(I°)c] és Cohen-Macaulay
per ac>d(e —141(I)) +a(A).

Els nostres resultats es poden aplicar també a l'estudi de les immersions de
Pexplosié d’un espai projectiu al llarg d’un ideal I de fat points mitjancant els
sistemes lineals (1), sempre que aquests siguin molt amples, estenent [GGP,
Theorem 2.4] on només els sistemes lineals I van ser considerats.

Teorema 17 [Theorem 3.4.15] Sigui I ¢ A = kX1, .., Xp) un ideal de fat

points, amb k un cos de caracteristica (. Aleshores

(i) k[(I°)c] és Cohen-Macaulay si i només si HL(I%)s = 0 per a s > 0,
1< n.

(i) Per a c > reg(I)e, k[(1°)c] és Cohen-Macaulay amb a(k[(1¢):]) < 0. En
particular, reg (k[(19)]) < n — 1.

El capitol acaba amb Destudi de condicions suficients per a Dexisténcia
d’una constant f tal que els anells K[(1¢).] siguin Cohen-Macaulay per a ¢ > ef
i e >0, problema considerat per S.D. Cutkosky i J. Herzog [CH]. El resultat
principal, que recobreix i millora Corol.laris 4.2,43144en [CHJ, és el segiient:

Teorema 18 [Theorem 3.5.3] Suposem que H:(A)o = 0 per a i < 7. Sigui
I un ideal homogeni de A tal que Ry (I,) és Cohen-Macaulay per a tot pE
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Proj (A). Aleshores existeiz un enter o tal que k[(I°).] és Cohen-Macaulay
per a ¢ > de+aie>0.

En el Capitol 4 estudiem la propietat Gorenstein de les k-algebres k[(1¢)].
Per a la propietat Cohen-Macaulay, véiem en el capitol anterior que Pexistencia
d’una diagonal amb aquesta propietat implicava que infinites diagonals ho
eren. Veurem que la propietat Gorenstein es comporta totalment diferent.
Per exemple, per a Panell de polinomis S = k[Xi,...,X,,Y1,...,Y;] amb
deg X; = (1,0), degV; = (d;,1), di,...,dr > 0, sabem que Sa és Cohen-
Macaulay per a qualsevol diagonal A. Veiem en canvi que només un nombre

finit de diagonals sén Gorenstein:

Proposicié 19 [I%roposition 4.1.1] Sa €s Gorenstein si, 1 només si, 7 = =
1 € 7. Aleshores a(Sa) = —l.

Per a determinar els anells k[(1¢).] amb la propietat Gorenstein, ens inter-
essa relacionar el modul candnic de I'algebra de Rees i els moduls canonics de
les seves diagonals. Per a ideals interseccié completa de anell de polinomis, va
ser provat en [CHTV, Proposition 4.5] la commutacié entre el modul canonic

i la diagonal. Aquest resultat pot ser estés a situacions més generals.

Proposicié 20 [Proposition 4.1.4, Remark 4.1.5] Sigui A = k[X1,..., Xy],
ambn > 2, i I un ideal homogeni de A amb p(I) > 2.

(Z) Si M(I) <n, KRA = (KR)A'

(i) Si I és equigenerat i R és Cohen-Macaulay, Kr, = (KR)a-

Tot 1 que aquest isomorfisme també es pot estendre a anells més generals,
nosaltres ens restringirem a aquests dos casos que ja ens permetran estudiar les

superficies obtingudes per explosi6 del pla projectiu en un conjunt de punts.

Primerament, considerarem el problema d’estudiar com la propietat Goren-
stein de I’algebra de Rees es comporta per pas a les diagonals. Si P’algebra de
Rees és Gorenstein sabem que el graduat és Gorenstein. Amb aquesta hipotesi

sobre el graduat molt menys restrictiva, provem:

Teorema 21 [Theorem 4.1.9] Sigui I C A = k[X1,...,Xn] un ideal ho-
mogeni amb 1 < ht(I) < n i graduat associat G4(I) Gorenstein. Sigui
= —a?(GA(I)). Aleshores, k[(I¢).] és quasi-Gorenstein si i només si
=21 =y € Z. En aquest cas, a(k[(I%)]) = —lo-

)

o3
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En el cas d’ideals I no principals amb ht (1) = 1, ’anell k[(I¢).] no és mai
Gorenstein. En el cas ht (I) = n, les condicions del teorema sén suficients perd
no necessaries. Com a corol.lari podem resoldre completament el problema,
de la determinacié de les diagonals de lalgebra de Rees amb la propietat
Gorenstein en el cas dels ideals interseccié completa i el cas d’ideals generats

per menors maximals de matrius genériques.

Corol.lari 22 [Corollary 4.1.12] Sigui I C A = k[X,, ... y Xn] un ideal inter-
seccid completa generat minimalment per r formes de grausdy < ... < d, =d,
amb r < n. Per ac > de+ 1, k[(I®),] és Gorenstein si i només si
L =12l =y € Z. En aquest cas, a(k[(1%)]) = —lg.

& €
Corol.lari 28 [Example 4.1.13] Sigui X = (X;;) una matriu genérica, amb
I1<i<n, 1<j<mim<n. Considerem ] C A = k[X] Uideal generat pels

menors mazimals de X, on k és un cos. Aleshores:

(i) Sim < n, aleshores k[(I¢).] és Gorenstein si i només si Mho=0-t e 7,

(i) Sim =n, la dnica diagonal Gorenstein és A = (n(n+1),1).

Sota la hipotesi que el graduat és Gorenstein, hem vist que només un
nombre finit de diagonals sén quasi-Gorenstein. Es pot provar que aquest fet
val sota les hipotesis generals del capitol:

Proposicié 24 [Proposition 4.2.1] Ezisteizen com a molt un nombre finit de

diagonals A = (c,e) tals que k[(I¢),] és quasi-Gorenstein.

Suposant que 1’Algebra de Rees és Cohen-Macaulay, també podem afitar
les diagonals A = (¢, e) que satisfaran que k[(1¢).] és Gorenstein.

Proposicié 25 [Proposition 4.2.2] Sigui I un ideal homogeni amb ht (1) >2
tal que Ra(I) és Cohen-Macaulay. Sigui a = —a*(Ga(D). Si k[(I¢).] és
quasi-Gorenstein, llavors e < a—1,¢<n. A més, s1 dim(A/I) > 0 lavors
[¢] —1=2=1€Z. En particular, si a = 1 no ezisteizen diagonals (c,e) tals

c
que k[(I%)] és quasi-Gorenstein.

Finalment, mostrem que en certs casos I'existencia d’una diagonal (¢, e)
tal que k[(1°).] és quasi-Gorenstein forca anell graduat a ser Gorenstein. Per

aquests casos, pot ser vist com un reciproc del Teorema, 21.

Teorema 26 [Theorem 4.2.3] Sigui I un ideal equigenerat amb ht (1) > 2,
I(I) <n. Suposem que Ra(I) és Cohen-Macaulay. Si existeiz alguna diagonal
k[(19)c] quasi-Gorenstein, llavors G 4(I) és Gorenstein.
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Acabem el capitol aplicant els resultats anteriors a 'estudi de les superficies
de Room, provant que la tnica superficie de Room que és Gorenstein és la

Del Pezzo sestic surface a PS.

En el Capitol 5 estudiem la-invariant i la regularitat d’un modul
bigraduat finitament generat L definit sobre lanell de polinomis S =
K[ X1,...,Xn, Y1,...,Y;] amb deg X; = (1,0), degY; = (0,1). Aquesta classe

de moduls compreén tota k-algebra bigraduada estandard R.

Per a un S-modul bigraduat finitament generat L, considerem la seva re-

solucié lliure bigraduada minimal sobre S
0—-D;y— ... Dy~ L—0,

amb D, = @(a,b)eﬂp S{a,b). La regularitat de L és reg(L) = (reg1L,regoL),
amb
rog 1L = max{~a—p | (a,b) € Oy},

regol = m;ix{—b —p| (a,b) € Qp}.

Per a cada e € Z, definim el S1-modul graduat L® = @jeqz Lie) 1 €l S2-
modul graduat Le = @jez Lie,j)- Bl primer resultat déna una nova descripcid
de Vay-invariant a, (L) de L i la regularitat reg(L) de L en funcié dels a,-

invariants i les regularitats dels moduls graduats L° i Le.
Teorema 27 [Theorem 5.1.1, Theorem 5.1.2] Sigui L un S-modul bigraduat
finitament generat. Aleshores:
(i) aX(L) = max.{a.(L¢)} = max.{a.(L°) | e < aZ(L) +r}.
(i) a?(L) = maxe{a.(Le)} = max.{a.«(Le) | e < al(L) +n}.
(iii) reg1L = max.{reg (L)} = max.{reg (L¢) | e < a2(L) +r}.

(w) regoL = max.{reg (L)} = max.{reg (L) | e < al(L) + n}.

Aquest teorema serd usat per a estudiar l'a.-invariant i la regularitat de
les poténcies d’un ideal I de V'anell de polinomis A = k[X;,...,X,]. Pel
Teorema, 15, ja sabfem que existeix un enter « tal que a.(I¢) < de + «, Ve.
El primer proposit és determinar aquest a explicitament i aixd ho farem per
a qualsevol ideal equigenerat en funcié d’un a-invariant adequat de 1’algebra
de Rees. Per a un ideal I, notem per B, G i F l'algebra de Rees de I, el
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garduat associat i el fiber cone respectivament. Si I és un ideal generat per
formes de grau d, notem R¥ I'dlgebra de Rees bigraduada estandard mitjancant
[R¥)(i 5y = (I?)iyq;. Aleshores tenim:

Teorema 28 [Theorem 5.2.1] Sigui I un ideal homogeni de A generat per
formes de grau d amb dispersid analitica [. Aleshores

(1) al(R¥) = maxe{ a,(1¢) — de} = max { a,(1¢) — de | e < a2(R) + l}.
(i1) reg1(R?) = max,{reg (I¢) — de} = max {reg (I¢) —de | e < a2(R) +1}.
Per tant, ens cal estudiar ol (R?) per aconseguir fites concretes per a Pa,-

invariant de les poténcies d’algunes families d’ideals. Aixi, si I'Algebra de Rees

és Cohen-Macaulay provem:

Proposicié 29 [Proposition 5.2.5] Sigui I un ideal generat per formes de grau
d amb dlgebra de Rees Cohen-Macaulay. Sigui | = I(I). Aleshores:

d(~a*(G) — 1) = n < al(R®) < d(I - 1) —n.

Aquestes desigualtats s’assoleixen per a un ideal interseccid completa, i
veurem que poden millorar-se per a altres families d’ideals. Per exemple, per
als ideals equimultiples:

Proposicié 30 [Proposition 5.2.8] Sigui I un ideal equimiltiple generat en
grau d i sigui b = ht(I). Suposant que Palgebra de Rees és Cohen-Macaulay,

(1) a{I°/I**") = de + a(A/I). En particular, a'(G®) = a(A/I).
(i) an_n1(I%) =d(e — 1) + a(A/I). En particular, a'(R®) = a(A/I) — d.

Per a ideals amb graduat associat Gorenstein també podem provar que la
fita inferior de la Proposicié 29 s’assoleix:

Proposicié 31 [Proposition 5.2.9] Sigui I un ideal equigenerat en grau d amb
graduat associat Gorenstein. Sigui | = I(I). Aleshores:

(i) o' (R?) = d(—a®(Q) — 1) —n.

(i) Per a e > o®(G) - a(F), depth(A/I°) =n — ] j ax(1¢) = an_y(A)I¢) =
dle — a*(G) - 1) - n.
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Aquest resultat el podem aplicar per exemple a ideals determinantals ge-
nerats pels menors maximals de matrius genériques i ideals fortament Cohen-

Macaulay complint la condicié (Fy).

El coneixement de l'a.-invariant de les poténcies d’aquestes families
d’ideals ens permetra precisar les diagonals de I’algebra de Rees amb la propie-

tat Cohen-Macaulay. Per a ideals equimiltiples tenim:

Proposicié 32 [Proposition 5.2.20] Sigui I un ideal equimailtiple de A generat
en grau d amb dlgebra de Rees Cohen-Macaulay. Per a ¢ > de+1, k[(I¢).] és
Cohen-Macaulay si, 1 només si, ¢ > d(e — 1) + a(A/I).

Per a ideals fortament Cohen-Macaulay tenim:

Proposicié 33 [Proposition 5.2.21] Sigui I un ideal fortament Cohen-
Muacaulay tal que p(I,) < ht(p) per a tot ideal primer p D I. Suposem que
I estd generat minimalment per formes de graus d = dy > ... > d;, @ sigui
h=ht(I). Perac>d(e—1)+di+...+dy—n, k[(I°)] és Cohen-Macaulay.

Sil’algebra de Rees és Cohen-Macaulay, sabem pel Teorema 16 que existeix
un enter « tal que k[(I¢).] és Cohen-Macaulay per a ¢ > de + a. Per a ideals
equigenerats tenfem « = d({ — 1) com a fita superior. Anem ara a determinar

el minim c.

Proposicié 34 [Proposition 5.2.15, Corollary 5.2.16] 'Sigui I un ideal de
A =Ek[Xy,...,X,) generat per formes de grau d amb dlgebra de Rees Cohen-
Macaulay. Sigui | =1(I). Per a o >0, son equivalents

(i) Per a ¢ >de+ «, k[(I°)c] és CM.
(11) a;(1¢) < de + «, Vi, Ve.
(111) a;(I¢) < de+a, Vi, Ve <1 —1.
(i) HfY(Ra(I)) g =0, Vp>dg+a, ésa dir, a > a'(R?).

(v) La resolucid lliure bigraduada minimal de Ra(I) és bona per a diagonals
A = (c,e) amb ¢ > de+ .

Si el graduat associat és Gorenstein, aquestes condicions son equivalents a

(vi) o> d(—a2(Ga(I)) — 1) —n.
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En la dltima seccié, usarem el Teorema 27 per a provar una versié bigra-
duada del Teorema de Bayer-Stillman que ens caracteritza la regularitat d’un
ideal homogeni de S per mitjd de formes homogenies genériques. A conti-
nuacié, de manera analoga al cas graduat, definirem Pideal inicial generic
gin [ d’un ideal homogeni I de § i establim les seves propietats basiques. En
particular, podrem usar la versié bigraduada del teorema de Bayer-Stillman
per a calcular la regularitat d’un ideal Borel-fix en el cas que la caracteristica de
k sigul zero, resultat que ha estat també provat per A. Aramova et al. [ACD].
Per a j = 1,2, denotem per §;(I) el maxim de les components j-ésimes dels

graus en un sistema minimal de generadors de I. Aleshores tenim:

Proposicié 35 [Proposition 5.3.10] Sigui I un ideal Borel-fiz de S. 8i el cos

k té caracteristica zero, aleshores
reg1(I) = 61(1),

reg Q(I) = 52([)

En el cas graduat, D. Bayer i M. Stillman [BaSt] van provar Pexisténcia
d’un ordre en lanell de polinomis A = k[X1,...,X,] de forma que per a
qualsevol ideal homogeni I de 4, reg ] = reg (ginl). Acabem el capitol provant
que el corresponent resultat bigraduat deixa de ser cert, perque trobem un
ideal homogeni I de S per al que, en qualsevol ordre, reg(I) # reg(ginI).

En el Capitol 6 estudiem les propietats asimptotiques de les poténcies
d’un ideal homogeni I en I’anell de polinomis A = k[X7, ... , Xn). Lestructura
bigraduada de I’algebra de Rees de I ens donara informacié sobre els polinomis
de Hilbert, les séries de Hilbert i les resolucions Iliures graduades minimals de
les poténcies de I. Aquesta bigraduacié serd usada també per a estudiar les
multiplicitats mixtes de I’algebra de Rees i I’anell graduat d’un ideal equige-

nerat.

Teorema 36 [Theorem 6.1.1] Sigui I un ideal homogeni de A, h = ht (I),
¢ = a?(Ra(I)). Aleshores existeizen polinomis eo(5),...,en—n_1(j) a valors
enters tals que per a 5 > c+ 1

n—h—1
Papri(s) = 3 (1) "1k, ) 1(h) <S Z k)

k=0

A més, degen_p1-k(j) <n—k—1 for all k.
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Aquest resultat mostra en particular que un nombre finit dels polinomis de
Hilbert de les poténcies d’un ideal ens permet calcular-ne la resta, aixi com el
polinomi de Hilbert de la seva algebra de Rees i Panell graduat sense necessitat

de tenir-ne una presentacié explicita.

Corol.lari 37 [Corollary 6.1.8] Sigui I C A un ideal homogeni, h = ht (I),
¢ = a2(Rua(I)). Aleshores els polinomis de Hilbert de IV per a c+1 < j < c+n

determinen
(a) Els polinomis en_p—1-x(j) per ak=0,...,n—h—1.
(b) Els polinomis de Hilbert de A/IV for j > c+n.
(c) Els polz’nomz’sﬁde Hilbert de Ra(I) i Ga(I).

(d) Si I és equigenerat i no m-primari, les multiplicitats miztes de Ru(I) 4

G all).

Un resultat similar pot ser provat per a les series de Hilbert de les potencies
de Videal I:

Proposicié 38 [Theorem 6.2.1, Proposition 6.2.7] Sigui I C A un ideal ho-
mogeni. Notem = pu(I), 1 =1(I), ¢ = aZ(Ra(I)). Aleshores:

(i) Les séries de Hilbert de IV per a j < c+r determinen les séries de Hilbert
de I’ peraj>c+r.

(ii) Si I és equigenerat, les seéries de Hilbert de Iperac+tl1<j<c+lja

determinen les séries de Hilbert de I/ per a j > c+1.

A continuacié estudiem el comportament de la dimensié projectiva de les
poténcies d’un ideal o, equivalentment, de la seva profunditat. En aquest
estudi, recuperem el resultat classic de M. P. Brodmann [Bro] que mostra que
aquestes dimensions projectives sén asimptoticament constants, aixi com un
resultat de D. Eisenbud i C. Huneke [EH] que precisa aquest valor asimptotic
sota certes restriccions. A més, per a ideals amb anell graduat Gorenstein
determinarem exactament les poténcies de l'ideal amb dimensié projectiva
asimptotica.

Proposicié 39 [Proposition 6.3.2] Sigui I un ideal homogeni de A amb dis-
persié anlitica [. Si G és Gorenstein, proj.dim4(I7) < 1 —1 per a tot j, i
proj.dim 47 =1~ 1 si i només si j > a*(G) — a(F).
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Finalment, provem que les resolucions lliures graduades minimals de les
potencies d’un ideal també tenen un comportament uniforme. En el cas
equigenerat, es prova que els shifts que apareixen en les resolucions lliures
graduades minimals de les poténcies sén funcions lineals asimptoticament i els

seus nombres de Betti sén polinomis asimptoticament.

Proposicié 40 [Proposition 6.3.6] Sigui I un ideal homogeni generat per
formes de grau d, | = I(I), s = n — depthy,, gy (R). Aleshores existeiz un
congunt finit d’enters {oy; |0 < p <s,1 <4 < kyp} i un conjunt de polinomis
{Qa,; () :0<p<s,1<i< kp} de grau <1 ~1 tals que la resolucid lliure
graduada minimal de I7 per a j > 0 és

0=Di—...»Dl >0,

amb DJ = @; A(—ap; — dj)Po g Bl = Qu,, (5)-

Notem que d’aquest resultat deduim que un nombre finit de resolucions
lliures graduades minimals de les potencies determinen la resta. Aquest con-
junt finit de resolucions ha estat determinat per a families d’ideals amb un

comportament molt especial. Per exemple,

Proposicié 41 [Proposition 6.3.10] Sigui I un ideal equigenerat, i b =
aZ(Ra(D)) +U(I). Siles resolucions lliures graduades minimals de I,1?,... I®
son lineals, aleshores també ho sén les de IV per a qualsevol j. A més, les
resolucions lliures graduades minimals de LI%. . I determinen les de les

altres poténcies.
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