Capitol 2

Taxa d’informacio

La taxa d’informacié, com a parametre que mesura l’eficiencia de I'esquema
per a compartir secrets, ha estat ampliament estudiat en les dues vessants
segiients:

e caracteritzacio de les estructures ideals
e fitacio de la taxa d’informacié optima

La qiiesti6 de caracteritzar les estructures ideals és un problema encara
obert. Hem fet un breu resum en el Capitol 1 dels resultats que relacionen les
estructures ideals i els matroides. Alguns resultats s’han donat per a families
particulars d’estructures d’accés.

Pel que fa a la qiiestio de fitar la taxa d’informacio, s’han trobat resultats
per families d’estructures, com sén les estructures definides per grafs, que ja
hem comentat al Capitol 1. També existeixen resultats valids per a qualsevol
estructura d’accés, com és la fita inferior de la taxa d’informacié optima donada
per ’esquema circuital.

Nosaltres hem estudiat families d’estructures d’accés que responen a situa-
cions bastant reals, o si més no, sén families bastant amplies: les estruc-
tures definides amb pesos i llindar, les estructures bipartites, el cas particular
d’estructura bipartita definida per dos pesos i llindar, i les estructures ho-
mogenies. La nostra analisi ha anat dirigida cap el calcul de fites superiors
i inferiors després de fer un estudi de l'estructura d’accés com a estructura
combinatoria. També ens hem ocupat de la caracteritzacié de les estructures
ideals a la familia de les estructures bipartites.
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2.1 Estructures definides per pesos i llindar

A Tarticle fundacional de la teoria dels esquemes per a compartir secrets [83],
Shamir proposa com a estructura més complexa que una estructura de llindar
els esquemes definits amb pesos i llindar. Curiosament després d’aquesta
definicié no s’ha fet cap proposta ni estudi al voltant d’aquestes estructures.
Aquestes estructures sén una generalitzacié de les estructures de llindar. En
aquest tipus d’estructures d’accés hi ha una jerarquia entre els participants
donada per un pes assignat a cadascun d’ells, de forma que un subconjunt és
autoritzat quan la suma dels pesos dels seus participants és almenys el llindar.
Es en aquest treball on es fa una primera proposta d’esquema per aquest tipus
d’estructura: a partir d’'un esquema de llindar, s’assigna a cada participant
tants fragments com pes tingui. Tot aixo en la suposicié de tenir pesos natu-
rals. Nosaltres hem estudiat les estructures definides amb pesos i llindar en
general, trobant que sén definibles sempre per pesos i llindar naturals. Pel cas
definible mitjancant un graf aconseguim caracteritzar-les trobant els pesos i
llindar minims que la defineixen. Per a aquestes trobem una fita inferior per a
la taxa d’informacié optima. També trobem una amplia familia d’estructures
definides per pesos i llindar que no sén representables per un graf perd que
el seu dual si, de forma que determinem els pesos i llindar minims que la
defineixen.

Donat un conjunt de n participants P, un llindar ¢ > 0 i una funcié w : P —
R que assigna un pes w(p) > 0 per a cada participant, la (¢, n,w)-estructura
d’accés definida per pesos i llindar consisteix en tots els subconjunts A C P
tals que w(A) = Zw(p) > t.

peEA

Evidentment hi ha estructures d’accés que no es poden definir mitjangant
pesos i llindar. Per exemple, en el conjunt P = {A, B,C, D}, lestructura
d’accés I amb base I'y, = {{A, B}, {B,C},{C,D}} no és definible per pesos
i llindar. En efecte, com que {A,B} € I', pero {D,B} ¢ I' obtenim que
w(A) > w(D). De la mateixa manera w(D) > w(A) ja que {C,D} € I' i
{A,C} ¢ T, afirmaci6 contradictoria amb I’anterior.

Les estructures d’accés definides per pesos i llindar han estat definides amb
t,w(p) € R. A la proposici6 segiient, provem que qualsevol estructura d’accés
definida per pesos i llindar pot ser definida amb pesos i llindar naturals.

Proposicié 2.1.1 Per a qualsevol (t,n,w)-estructura d’accés definida per pe-
sos i llindar, existeizen t' € N ¢ &' : P — N tals que l'estructura d’accés
definida per t i w €s igual a la definida per t' i w'.
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Demostracio: Sigui I' = {A C P|w(A) > t} l'estructura d’accés definida
per t i w. Considerem ¢ = min{t — w(A)|A ¢ I'} > 0. Considerem també
te Qtal quet —¢€/2 <t <tiperaqualsevol p € P, W(p) € Q tal que
w(p) <w(p) < w(p) + €/(2n). No és dificil veure que

I={AcC P|5(A)>7T

D’aquesta manera obtenim un llindar ¢’ i pesos w'(p) els quals sén nombres
naturals amb I' = {A C P|w/(A4) > '} multiplicant ¢ i @(p) pel minim comi
multiple dels seus denominadors.[]

Les estructures d’accés definides per pesos i llindars van ser considerades
per primera vegada per Shamir [83] com a generalitzacié del seu esquema
de llindar. El (¢,n,w)-esquema definit per pesos i llindar, amb ¢, w(p) € N,
proposat per Shamir s’obté d’un esquema de llindar (¢,m), on m = w(P) =
> pepw(p). Cada participant p € P rep w(p) fragments diferents corresponent
a w(p) participants del (¢, m)-esquema de llindar. Si hem utilitzat un esquema
de llindar (¢,m) ideal, la taxa d’informacié del (¢,n,w)-esquema de llindar
definit per pesos i llindar construit d’aquesta manera té p = 1/W, on W =

max{w(p) |p € P}.

2.1.1 Caracteritzacio de les estructures d’accés definides
per pesos i llindar de rang dos

En aquest apartat trobarem la forma de totes les estructures d’accés definides
per pesos i llindar de rang dos, és a dir, que es poden expressar mitjancant
grafs.

El pes de qualsevol participant d’'una estructura d’accés definida per pesos
i llindar que individualment forma un subconjunt autoritzat minimal pot ser
agafat igual al llindar. D’altra banda, podem posar w(p) = 0 per a qualsevol
participant que no pertany a cap subconjunt autoritzat minimal. Consider-
arem només estructures d’accés sense aquestes dues classes de participants,
perque el seu paper no és rellevant.

Per tant nosaltres ens hem concentrat en I'estudi de les estructures d’accés
de rang dos homogenies i connectades. Com hem dit abans, una estructura
d’accés d’aquest tipus pot ser representada per un graf sense vertexs aillats.
Recordem que el significat d’estructura connectada és el d'una estructura tal
que tots els participants estan en algun minimal, concepte diferent del d’una
estructura definida per un graf connectat. El conjunt de vertexs d’aquest graf
és P ila base I';, és el conjunt d’arestes.
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Sigui t > 0 un llindar i w : P — N una funcié de pesos que defineix una
estructura d’accés I' homogenia i connectada de rang dos. Sigui G el graf que
representa I'. No és dificil veure que un vertex de G amb pes maxim és ad-
jacent cap a qualsevol altre vertex. Per tant el graf G és un graf connectat.
En general, existeix un conjunt C' C P de vertexs adjacents cap a qualsevol
altre vertex. De fet, C és el centre del graf G i els vertexs de C' sén anomenats
centrals. Es clar que el pes d’un vértex central és més gran que el pes de qual-
sevol vertex no central. D’altra banda, si C' # P i eliminem els vertexs centrals
de (G, apareixera un conjunt de vertexs aillats, A C P. Aquest conjunt A de
vertexs aillats és no buit ja que almenys conté el vertex de pes minim. Aixo
darrer és cert perque tots els vertexs adjacents a un de pes minim sén centrals.
Aquests vertexs, els quals sén adjacents només amb els vertexs centrals, els
anomenarem subordinats. El pes dels vertexs de A és més petit que el pes dels
altres vertexs.

En el subgraf de G induit per P’ = P — (C'U A) no hi ha vertexs aillats. Si
P’ # (), larestriccié de Pestructura d’accés T'a P/, T = {B C P'|w(B) > t}, és
connectada. Aix0 és, obtenim una nova estructura d’accés definida per pesos
i llindar, connectada, homogenia de rang dos després d’esborrar els vertexs
centrals i els subordinats.

Teorema 2.1.2 Sigui G un graf que representa una estructura d’accés I definida
per pesos i llindar connectada i homogeénia de rang dos. Aleshores, existeix una
unica particio dels vértexs de G,

P=CiUA UCyUAy---UC, U Ay,

onC;#£Dperi=1,....k Ai#D0sii=1,....k—10b A, =0i|Cx] >20
bé |Ax| > 2, tal que el conjunt d’arestes de G és

k
Ly = {{u, v} |u,v € UCi, uF v U{{v,p}|lveC,pecA;, 1 <i<j<k}

i=1
Demostracio: Els conjunts C; i A; es troben amb ’algorisme segiient:
1. Posaizl,PlzP,FlzfiGlzG.

2. Esborra de P; el conjunt C; de vertexs centrals de I';. Si B — C; = 0,
posa k =1, A, = () i acaba.

3. Esborra de P,—C; el conjunt A; de vertexs subordinats de I';. Els vertexs
de A; son els vertexs aillats en el subgraf de G; induit per P, — C;. Si
P, — (C; U A;) =0, posa k =i i acaba.
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4. Posa P,1 = P, — (C; U 4A;), sigui G el subgraf de G; induit per P,
i sigui I';,; lestructura d’accés en P,,; definida pel graf G;,;. Posa
1 =144+ 11anar a 2.

Aquest algorisme funciona perque en cada pas s’obté una estructura d’accés
definida per pesos i llindar connectada homogenia de rang dos. S’observa que
si Ay = 0, l'algorisme ha acabat perque P, — C), = 0 i, llavors, C, = B} ha
de tenir almenys dos elements, perque no hi ha vertexs aillats en el graf Gj.
D’altra banda, si Ay # 0, P, = C, U Ai. Si Ay = {p}, tots els vertexs de Cj,
serien adjacents amb p i, aleshores p seria un vertex central de G, la qual cosa
no és possible. Per tant |A;| > 2. A partir de la construccié dels conjunts C;
i A;, no és dificil comprovar les adjacencies del graf G.[J
A la Figura 3.1 es pot observar 'estructura general d’aquests grafs.

Figura 2.1: Estructura d’accés homogenia de rang 2 definida per pesos i llindar.

El reciproc del Teorema 3.1.2 és també cert, com esta provat en el teo-
rema segiient. Després d’aixo, els grafs que representen una estructura d’accés
definida per pesos i llindar de rang dos estaran completament caracteritzats.

Teorema 2.1.3 Sigui G un graf pel qual hi ha una particio dels seus vertexs
it un conjunt d’arestes I, com en el Teorema 3.1.2. Llavors, existeir un enter

t > 0 ¢ una funcio pes w : P — N tal que el graf G representa l'estructura
d’accés ' ={B C P|w(B) > t}.

Demostracio: Per tal de construir la funcié pes w : P — N que busquem,
podem asumir que tots els participants de A; tenen el mateix pes, aixo és,
w(p) = a; per a tot p € A;. Igualment, suposem que w(v) = ¢; per a tot
participant v € C;.
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Considerem, per a qualsevol i = 1,... k, n; = |4 1 B; = Uj.zl A;. Els
participants de A; han de tenir el pes minim. Per tant posem a; = 1. Per a
qualsevol i > 2, i per a qualsevol v € Cj, el conjunt {v} U B; 1 no és autoritzat
i, aleshores, ¢; + w(B;_1) < t. D’altra banda, com que {v,p} € I, per a
qualsevol v € C;, p € A;, tenim que ¢; + a; > t. D’aqui deduim que a; ha de
ser més gran que w(B;—1). El minim valor possible per a;, 1 < i < k, ve donat
recursivament per a; = lia; =w(B;) +1si1<i<k—1pelcas Ay Z0 i
sil<i<k-—2pelcas A, = . S’observa que

aiv1 = w(Bi) +1=w(A;) +w(Bi—1) + 1 = na; + a; = (ni + 1)a,.

Per tant, a;,; = H(n] +1).
j=1
Si Ay, # 0, hem de tenir en compte que By ¢ I'. Llavors, el minim valor
possible pel llindar és

k
t=w(B)+1=]](n;+1).
j=1
Finalment, per a qualsevol i = 1,...,k, posem ¢; =t — a;.

Si Ay, = (0, utilitzem el fet que per a qualsevol v € Cj, {v} U Bx_1 no és un
conjunt autoritzat, i llavors ¢, +w(Bg_1) < t. Ja que Cj, té almenys 2 elements
i sén adjacents, 2¢; > t. Per tant ¢ > w(Bg_1). Prenem els valors minims per
Cr 1t:

k—1
Cr = a)(Bkjfl) +1= H(nj + 1),

j=1
t=cp+ W(kal) + 1 = 2¢.

Finalment, per a1 <: <k — 1, posem ¢; =t — a;.

La demostracié s’acaba comprovant que lestructura d’accés I' = {A C
P|w(A) > t}, ontiw sén el llindar i la funcié pes que hem construit, repre-
senta el graf G.0J

S’observa que el llindar i els pesos donats a la demostracié del Teorema 3.1.3
son, per construccid, minims. Per tant aquesta demostracié ens déna un algo-
risme per trobar llindar i pesos minims per a una estructura d’accés definida
per pesos i llindar de rang dos.

Fem un breu resum dels valors que hem trobat per pesos i llindar:
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Calcul de pesos i llindar minims
Anomenem n; = |4;|, per a tot p € A;,w(p) = a;
i per a tot p € C;, w(p) =c¢;.

o Si Ay #0

t:H;?:l(.nj‘i‘l), ap=1perl<i<k-—1,
ai+1:H;:1(nj+1), icg=t—a;perl<i<k.
e SiA, =0

t=2[1 (nj+1), aa=1per1<i<k—2,
a1 = [[;o(nj+1), ci=t—a;, per 1<i<k—1,
icrp =TI (n;+1).

Els grafs que representen estructures d’accés definides per pesos i llindar con-
nectades, homogenies de rang dos, estan completament caracteritzats pels Teo-
remes 3.1.2 1 3.1.3. Anomenarem aquests tipus de grafs k-grafs amb pesos, on
k és el parametre que apareix en el Teorema 3.1.2. La representacié grafica
d’aquests grafs s’ha donat a la Figura 3.1.

La caracteritzacio dels k-grafs esta feta amb un algorisme descrit a la de-
mostracio del Teorema 3.1.2 que consisteix en determinar a cada pas el conjunt
de vertexs centrals, el conjunt de vertexs subordinats i anar-los eliminant. Per
determinar els vertexs centrals i subordinats es pot fer servir el grau dels
vertexs de forma que obtenim una caracteritzacié d’aquests grafs en funcié
només dels graus dels vertexs.

Aquesta nova formulacié es basa en el fet que si un vertex c és central
aleshores el seu grau és deg(c) = |P| — 1. El reciproc també és cert: si ¢ és un
vertex amb deg(c) = |P|—1 llavors esta connectat amb la resta de participants.
Diem ' al conjunt de vertexs centrals. Els vertexs subordinats v € P sén
els que només estan connectats amb els vertexs centrals, per tant han de tenir
deg(v) = |C1]. Reciprocament si un vertexs té grau deg(c) = |Cy| vol dir que
només esta connectat amb els vertexs de C, ja que els de C] ho estan amb
tots. Aixi podem determinar el conjunt de centrals i de subordinats com

Cy ={c € P|deg(c) = |P| -1}, A; = {v € P|deg(v) = |C1]}

Podria ser que A; = ) i P = C; amb la qual cosa tindriem que k¥ = 1 i
ja hauriem trobat que l'estructura és un 1-graf. Si no s’ha acabat el procés
hauriem de procedir a eliminar els vertexs de C; U A; de l'estructura i hauriem
de repetir el procés. S’observa que no cal fer cap eliminacié i que només cal
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consultar els graus. Aixi doncs, pel segon pas caldria determinar els centrals i
subordinats del segon nivell amb

Cy ={ce Pldeg(c) = |[P| =1 —|Ai]}, Ay ={v € P|deg(v) = |C1| + |Cal}

Aquest procés s’ha d’anar iterant de forma que 1’algorisme que determina si un
graf és un k-graf i que en cas afirmatiu retorna els parametres que el defineixen
és

1i=1+1
C; :={ce€ P|deg(c) = |P|— 1— Ay —...—|Ai1|}
A; :={c € P|deg(c) = |C1|+ ...+ |Ci|}
finsque C;=0o0A; =0
si P=CiUA U...,C;UA; llavors
siC; #10) llavors Es un k-graf amb k := i
si no Es un k-graf amb k:=1—1
si no No és un k-graf.

D’aquesta manera hem demostrat que els parametres que defineixen un k-
graf queden determinats pels graus dels vertexs del graf i que es poden obtenir
sense fer cap manipulacié sobre el graf, només observant els valors del graus.
El reciproc també és cert.

2.1.2 Fites en la taxa d’informacié optima

Sigui I' = {A C P|w(A) > t} una estructura d’accés connectada definida per
pesos i llindar, representada per un graf G. A partir d'un (¢, m)-esquema de
llindar ideal, on m = w(P), considerem ’esquema amb estructura d’accés I'
obtingut a assignant a cada participant tants fragments com el seu pes. Aquest
és ’esquema, que Shamir a [83] proposa per una estructura definida per pesos
i llindar. La taxa d’informacié d’aquest esquema és p = 1/W, on W és el pes
maxim. A partir del Teorema 3.1.3, el pes maxim possible és W =¢; =1t — 1,

k k—1
ont= H(nj +1)obét=2 H(n] + 1). Llavors la taxa d’informacié optima
j=1 =1

de lestructura d’accés I" satisfa p*(I') > 1/W, quantitat que és de 'ordre de
1/2% en el millor dels casos. Tot seguit trobarem una fita de I’ordre de 1/log k.
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L’objectiu d’aquesta seccio és trobar millors fites per a la taxa d’informacio6
optima de les estructures d’accés de rang dos definides per pesos i llindar.
Algunes tecniques per fitar la taxa d’informacié optima d’estructures d’accés
donades per grafs presentades a [18] es poden trobar a la Seccié 2.7. Utilitzarem
els recobriments multipartits complets pel nostre objectiu.

Denotarem per K (A) el graf complet amb conjunt de vertexs A i K (A, B)
denotara el graf bipartit complet amb conjunts de la partici6 A i B. Més en
general denotarem per K(Ay, ..., A,) el graf r-partit complet amb conjunts de
la particié Al,..., A,.

Proposicié 2.1.4 Per a qualsevol ¢ > 1, sigui G, un k-graf amb pesos amb
k = 27— 1 tal que Ay, # (0. Aleshores, existeix un recobriment multipartit
complet 11, de G, amb R(II,) < q.

Demostracio: La demostracié és per induccié sobre g. Si ¢ = 1, llavors k =1
i G és un graf multipartit complet com es pot observar a la Figura 3.2. En
aquest cas, II; = {G;} verificant R(II;) < 1.

=

C,
GO

Figura 2.2: El 1-graf és un graf multipartit complet.

Sigui ara g > 2, i suposem que existeix un recobriment multipartit complet
II,_1 de G4, tal que R, < g — 1 per a tot vertex v. Sigui G((II) el subgraf de
G, induit per

29—1 1
U @ua)

j=1
i G((f) el subgraf de G, induit per

29-1

U ©uay).

j:24—1+1
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Ambdos Gél) i G,(f) sén isomorfs a un G,_;. Considerem

I, = {Hyo, Hy ULV, I

-1

amb (veure Figura 3.3)

29—1_1 29—1 29-—-1
Hyo=K(|J CjCour, |J CU |J A)iHp=K(Co)
=1 j=20-141 j=20-1
on H((Iill, 1 = 1,2, és la familia de subgrafs que sén recobriment multipartits

@@

Figura 2.3: Graf multipartit complet H, .

complets de Géi).

No és dificil veure que II, és un recobriment multipartit complet de G,.
Qualsevol vertex p de G, pot apareixer a H,, a H,; i a com a maxim ¢ — 1
grafs de H,(Jljl U H,(i)l. Per la construccié de H o, Hy1, H,(Jljl,
R(Il,) < ¢.0

Héa)l tenim que

Teorema 2.1.5 Sigui I' = {A C P|w(A) > t} una estructura d’accés repre-
sentada per un k-graf amb pesos, G. Llavors,

1

0 2 T DT

Demostracio: Sigui ¢ el minim enter tal que k < 29 — 1, aix0 és, ¢ = [log,(k +
1)]. Aleshores, G és un subgraf induit d’un graf G, en les condicions de la
Proposicié 3.1.4. A més, la restriccié del recobriment multipartit complet II,
de G és un recobriment multipartit complet de G amb R < gq. Per tant,

1 1

Ay R T
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O

Per k = 1 'estructura és un graf multipartit complet i per tant ideal. Per
k = 2 aquesta fita pot ser millorada utilitzant més d’un recobriment multipartit
complet de la manera descrita a [18]. Amb el resultat d’utilitzar aquesta tecnica
i les anteriors fites obtenim la taula resum:

k=1 prf=1
K=2| p =2/3

* T
k=2 0" 2 mommr

L’estudi i implementacié dels algorismes per decidir quan una estructura
de rang 2 esta definida per pesos i llindar, ha estat recollit en el Projecte
Final de Carrera [97] realitzat a 1'Escola Técnica Superior d’Enginyeria de
Telecomunicacions de Barcelona. En aquest s’ha creat tot un entorn amigable
per la introduccié de les estructures d’accés i el seu estudi, aixi com per a la
reparticié i recuperacié dels secrets en k-grafs.

2.1.3 Estructura dual d’una estructura definida per pe-
sos i llindar

Veurem ara que ’estructura dual d’una estructura d’accés definida per pesos
i llindar és una altra estructura d’accés definida per pesos i llindar.

Proposicié 2.1.6 Sigui ' una estructura definida per pesos i llindar. Aleshores
Uestructura dual T és una estructura definida per pesos i llindar.

Demostracio: Si T és una estructura definida per pesos i llindar podem trobar
uns nous pesos naturals w : P — N i un llindar natural ¢ € N de forma
que defineixen la mateixa estructura, com vam provar a la Proposicié 3.1.1.
Demostrem que l'estructura dual I'™ és una estructura definida pels pesos
w*(p) = w(p) per a tot p € P i llindar t* = w(P) —t + 1. Farem servir la
Proposicié 2.4.1 que afirma

I' = cl({P — M|M és un no autoritzat maximal de I'})

Per tal de demostrar la proposicié anomenem I" a I'estructura definida per
w*(p) = w(p) per a tot p € P illindar t* = w(P) —t + 1. Volem veure que
I =T", per a la qual cosa provarem les dues inclusions.

Veiem en primer lloc que I'* C I”. Sigui A € T'*, aleshores existeix un
M ¢ T maximal tal que P — M C A. Tenim que w(M) < t = w(P) —t* + 1,
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per la qual cosa w(P — M) > t* — 1, per tant w(P — M) > t*, és a dir,
P—MeTl”illavors A € I".

Veiem ara que I'" C T'™*. Sigui A € I, aleshores w(A) > t* = w(P) —t + 1,
per la qual cosa w(P—A) < t—1, per tant P— A ¢ I'. Llavors per cert M ¢ T'
maximal es verifica P— A C M i d’aqui P — M C A, per la qual cosa A € T'™*.
O

S’observa que si I' esta definida per pesos w : P — N i llindar ¢ € N,
aleshores l'estructura dual I'* és una estructura definida pels pesos w*(p) =
w(p) per a tot p € P illindar t* = w(P) —t + 1.

Les estructures definides per pesos i llindar de rang 2 han quedat carac-
teritzades a la Subseccié 3.1.1. Fent s de la proposicié anterior 1'estructura
dual d’'una de rang 2 també esta definida per pesos i llindar. Pero, quina forma
tenen aquestes es‘guctures?

Denotem per S, I'expressié com a forma booleana del subconjunt S C P,
aixd és, S = Ilpcsp. També per a una estructura I' C 27 hem convingut
denotar per I:ZL = D el S , la conjuncié de les féormules determinades per
tots els subconjunts autoritzats minimals. Aquestes notacions simplifiquen el
calcul del dual d’una estructura. Abans de calcular el dual d’una estructura
de pesos i llindar homogenia de rang 2 justificarem el lema segiient que ens
ajudara en els calculs.

Lema 2.1.7 Sigui A C P amb |A| =t > 2 i K(A) el graf complet dels vértexs
A. Aleshores
K(A)" =Pi_1(4)

amb Pi_1(A) la colleccié de subconjunts de A amb t — 1 elements.

Demostracio: Fem un raonament per induccié sobre ¢, el cardinal de A.
Per t = 2 és cert ja que per A = {p1,p2} tenim K(A) = {{p1,p2}} 1 llavors

—~——

K(A) = p1pa, per la qual cosa K(A) = p; + po, 1 per tant

K(A)* = {{Pl}a {Pz}}

Suposem ara que el lema és cert per t i volem veure que és cert per t+1. Per
A={pye pra} tenim K(A) = K({pr,-..pe}) U {{prpesi}li = Lot}

1
—_—

lavors K(A) = K({p1,...,p:}) + Sr_, Pibes1, i per tant

—~—% —_——

K(A) =Pial{pr, - pe DI (pitpes1) = Peci({p1, - ) (01 - - - DeAprsn) =

—_—— —_——

PP+ Pea{prs - o )P = Pe{prs - - P })-
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O

S’observa que en el cas que A = P, es pot afirmar que el dual d'un graf
complet és una estructura de (¢t — 1,¢)-llindar, i a l'inrevés, és a dir, el dual
d’una estructura de (¢ — 1,¢)-llindar és un graf complet. Es pot demostrar que
el dual d’una estructura de (t,n)-llindar és una estructura de (n — t + 1,n)-
llindar.

La proposici6 segiient, que és una mena de proposicié dual del Teorema 3.1.2,
ens déna quina forma tenen les estructures definides per pesos i llindar que
son dual d’una definida per pesos i llindar de rang 2.

Proposicié 2.1.8 Sigui I' una estructura d’accés definida per pesos i llindar

tal que I'* és homogénia de rang 2. Aleshores, ezisteix una unica particio
P201UA1UCQUA2"'UC/€UA/€, amb CYz #(Z)peri: 1,...,k/’, Az 7&(2) st
1=1,...,k—1 tal que

L, = {C1U.. .UCL}U{A;U. . UALUC U. . UC,—{c}| peri=1,...,k, c€ C;}
si |Ax| > 214, o bé
r,, = {C1 U...UC,_1UC, — {C}|C € Ck}U

{AU...UA, 1 UCLU...UC, —{c}| peri=1,....k—1, ce C;}

Demostracio: Sabem per hipotesi que I'* és una estructura de rang 2 definida
per pesos i llindar. Llavors existira pel Teorema 3.1.2 una partici6 P = C; U
A1UCQUA2'--UCkUAk,ambCi 75 (Z)peri = 1,...,]{2, Az #@Sl’l = 1,...,]{2—1.

De les dues possibilitats considerem ara la primera, és a dir que |Ag| > 2.
En aquest cas podem escriure

—~——

Tw =0 Y. p+ Y p+K(C)+
peCy pEAIU... Ay peCaU...UCY
(o0 Y v+ Y K@)+ (X (Y p) +K(C)
peCs PpEALU...UA peC3U...UCk peCl PEAL

Demostrem que és cert el resultat enunciat per induccié sobre k. Per k = 1

tenim
=) _p>_p+K(C)

peC1 pEA;
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Fent 1s del Lema 3.1.7
L= (Ci+A)- Y Ci—{c}=Ci+ > AC {0}
ceCy ceCq

quedant provat el primer pas de la induccié. Suposem que és cert pel cas k i
veiem que és cert per k + 1. A partir de

L= nC Y p+ Y p+EC)+

p601 peAlu...Ak+1 pECQU...UCk+1
OopC > v+ D pFKC)+ .+ > (> p)+E(Crn)
peCy pGAQU...UAk+1 pECgU...UCk+1 pECk+1 peAk+1

obtenim pel Lema 3.1.7 i per la hipotesi d’induccié

Fo= @+ A G G- (3 G )

ceCy
(CQ...C].C+1+ Z AZAk+1CQCZ—{C}Ck+1):
1=2;c€C}
(Cit Y A A G~ {e) G G
ceC
N o k+1 N o o o
(CQ Ck+1+ Z Al ..Ak+1C2...Ci—{C}...Ck_H) =
1=2;c€C}
_ o k+1 _ o o o
Cl...ck+1—|— Z AZAk+1cch—{C}Ck+1+
1=2;c€C}
> A A G —{) Gy O =
ceCq
N o k+1 . o o o
Cl...ck+1—|— Z Ai---Ak+1C1---Ci_{C}---Ck+1
i=1;ceC}

i aixi queda justificat el resultat pel cas |Ag| > 2.
Pel cas en el qual Ay, = () i |Cy| > 2 tenim provat el resultat per k =1 ja
que es redueix al Lema 3.1.7. Quan k£ > 2 podem expressar

~——

O =T+ 0 Y, p)+K(G)

pGCk pEClu...UCk,l
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amb IV un (k — 1)-graf amb els conjunts de subordinats amb més de dos
elements. Fent servir el que tenim ja provat per induccio:

k—1
L =(Cr...Coat Y A AaCro. . Co—{c} ... Coy)(CrtCy .. Cry)-
i=1;ceC;
(> Ci—{eh) =
ceCl
. o k—1 . o — o
(C’l...Ck_1+ Z AlAk_lClCZ - {C}...Ck_l)'
i=1;ceC}
o+ 3G GG~ -
ceCl

k—1
Cr..Cot Y Ci.CooaCh—{ct+ Y A . A4iCr...Ci—{c}...Cpt

ceCl i=1;ceC;
E Ak,lcl N Ck,lck — {C} =
ceCl

k—1
ZCl...Ck,le—{c}—{— Z AzAk,lClcl—{c}Ck

ceClk i=1;ceC}

com es volia provar. []

A les Figures 3.4 1 3.5 es poden observar els subconjunts minimals d’aquestes
estructures en les seves dues variants.

S’observa que el rang[™ = |P| — 1. Aquesta proposicié6 ’hem obtingut
per dualitzacié de la proposicié que ens déna la forma de totes les estructures
homogenies de rang 2. Podriem pensar que tota estructura de rang |P| — 1
definida per pesos i llindar hagi de ser d’aquesta forma, pero desgracidament no
és cert. Un contraexemple de que no tota estructura definida per pesos i llindar
de rang |P| — 1 és dual d’una definida per pesos i llindar homogenia de rang
2 és el seglient: I' definida a P = {py, pa, p3, 04} pels pesos w(p;) = w(py) =
L,w(ps) = 2,w(ps) = 3 1iel llindar t = 4 determinen el conjunt de minimals
Lo = {{p1,p2,p3}, {1, pa}, {p2, pa}, {p3, pa}}, per tant rangl' = 3 = |P| — L.
L’estructura dual esta definida pels pesos w*(p) = w(p) per a tot p € P i
t* =7—4+1 = 4, per la qual cosa és una estructura autodual, aixo és,
['* =T, pero no té rang 2.

Ara podem enunciar el dual del Teorema 3.1.3:
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g @ @ &

Figura 2.4: Minimals del dual d’una estructura de rang 2 homogenia amb
| Akl > 2

Proposicié 2.1.9 Sigui I’ una estructura d’accés de la forma especificada a la
Proposicio 3.1.8. Llavors, existeix un enter t € N ¢ una funcio pes w: P — N
tal que Uestructura T’ coincideiz amb T' = {B C P|w(B) > t}. A més aquesta
assignacio de pesos 1 llindar és minima entre tots els pesos 1 llindars que

defineizen I'.

Demostracio: Com que I'* és de rang 2 definida per pesos i llindar, llavors
tenim una assignacié de pesos i llindar w,, i t,, minims que defineixen I'*
trobada al Teorema 3.1.3. Per la Proposicié 3.1.6 sabem que I' esta definida
per w =wy, it =w(P) —t,+ 1.

Veiem que els pesos w = wy, illindar ¢ = w(P)—t,,+1 sén els minims valors
enters amb els quals es pot definir I'. En efecte, si w’' i ¢/ sén pesos i llindar
enters que defineixen I' aleshores «' i w'(P) — t' 4+ 1 definirien I'*, perd sabem
que per a tot participant p € P tenim wy,(p) < w'(p), per tant w(p) < &'(p), és
a dir, els pesos w sén minims. Per justificar que el llindar és minim observem
que pel Teorema 3.1.3, si a € Ay, ¢ € Cy llavors w(a) + w(c) = t,, i per tant
w(P —{a,c}) = w(P) —t,, =t —1. Perdo com que P — {a,c} ¢ I" aleshores
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Figura 2.5: Minimals del dual d’una estructura de rang 2 homogenia amb

t—1=w(P —{a,c}) < (P—{a,c}) <t, perlaqual cosat <t. [

Amb aquests resultats hem caracteritzat una nova familia d’estructures
d’accés definides per pesos i llindar, i hem trobat el valor minim de pesos i
llindar. Veiem ara que d’aquestes dues families d’estructures podem derivar
dues families més d’estructures, completament caracteritzades i amb pesos i
llindar minims coneguts.

Ja vam comentar a la Subseccié 3.1.1 que la determinacié de I'estructura
definida per pesos i llindar per estructures de rang 2 no només abarca el cas
homogeni. També es poden considerar minimals de cardinal 1 dels quals podem
suposar que tenen pes w(p) = t. Que passa amb els elements que ells sols s6n
autoritzats quan es fa el dual? Veiem-ho per a qualsevol estructura d’accés:
sigui I, la base d’una estructura a P de tal manera que {p} € T, per a
tot p € Cp C P, llavors existeix [ base d'una estructura en P — Cj de

forma que I, = I, U {{p}p € Co}. Aixi T,, = I + Y pec, D> Der tant

—~ %

r, = I:Z*Hpegop, per la qual cosa podem afirmar que els participants que sén
autoritzats en solitari corresponen a participants que estan a tots els minimals
de l'estructura dual. I reciprocament.
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Si apliquem aquest fet a una estructura definida per pesos i llindar obtenim
el resultat segiient:

Proposicié 2.1.10 Sigui I' definida per pesos w : P — N ¢ llindar t € N.
Sigui Cy un subconjunt de participants disjunt amb P, aizo és Co N P = .
Llestructura T = {Cy U A|A € T'} definida a P = P U Cy esta definida per
pesos W' i llindar t' donats per

W' (p) = { ZE]])D)) a1 zzgg go , ' =|Col(w(P)—t+1)+t
Demostracio: Com hem comentat I'V* = I'' U {{p}|p € Cy}. Sabem per la
Proposicié 3.1.6 que si I' esta definida per w i t, llavors I'* ve donada per
w*(p) = w(p), per p € Pit* = w(P)—t+1. D’aqui tenim que I"* esta definida
pels mateixos pesos, llindar i per w*(p) = t* per p € Cy. Tornant a aplicar la
Proposicié 3.1.6 obtenim w'(p) = w*(p) = w(p) per p € P, u'(p) = w*(p) =
t* =w(P)—t+1perpe Ciel llindar t' = |Coy|(w(P) —t + 1) + w(P) —
(wWP)—t+1)+1=|Col(w(P)—t+1)+t. O

S’observa que si els pesos w i el llindar ¢ sén els minims que defineixen I,
llavors w’ i ¢’ sén els minims que defineixen IV. També s’observa que d’aquesta
manera obtenim una altre familia, més extensa encara, d’estructures que tenen
rang |Co| + 2, definides per pesos i llindar que corresponen al resultat d’afegir
a cada aresta del k-graf el subconjunt Cy. Aquestes estructures les podem
identificar i podem calcular els pesos i llindar minims. El mateix resultat és
cert si ara combinem amb les duals de les definides per pesos i llindar de rang
2. Hem representat els minimals d’aquesta nova familia d’estructures a la
Figura 3.6 i a la Figura 3.7.

Pel que fa a la taxa d’informacié podem assegurar que les fites que tenim
per les estructures definides per pesos i llindar de rang 2 sén també valides per
les seves duals. Aquestes fites inferiors s’han obtingut amb construccions que
son 1-descomposicions formades amb estructures d’espai vectorial classiques
(grafs multipartits complets). Fent servir el Teorema 3.1.5 i la Proposicié 2.4.2
obtenim que pel cas d’estructures definides per pesos i llindar que sén duals
d’un k-graf es verifica:

Proposicié 2.1.11 Sigui I" una estructura d’accés definida per pesos i llindar
tal que T* és un k-graf. Aleshores si k = 1 llavors p* = 1, si k = 2 tenim
p* =2/3 i perk > 2 es verifica
p = —
[log,(k 4 1)]
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CAD
‘o
L

C - C'_

Figura 2.6: Minimals del dual d’una estructura de rang 2 no homogenia amb
| Ax| > 2.

2.2 Estructures d’accés bipartites

Les estructures definides per pesos i llindar proporcionen una simetria al con-
junt de participants. Aquesta consisteix en que els participants d’un mateix
pes sén intercanviables a tot arreu. Aquest fet ens ha portat a plantejar
I’estudi d’estructures amb una certa simetria entre els participants, que ara
mateix precisem. Considerarem el cas de tenir els participants subdividits en
dos subconjunts, de forma que un subconjunt és autoritzat si i només si només
depén de quants elements de la primera part i de la segona part conté, pero
no pas de quins sén en concret. Aquest plantejament engloba el cas de les
estructures definides per dos pesos i llindar, pero és més general. Per a aque-
sts tipus d’estructures, que anomenarem bipartites, determinarem quines sén
ideals, trobant que sén exactament les d’espai vectorial. També veurem que
sén les que la seva taxa d’informacié optima és més gran que 2/3. Per les
estructures que no soén ideals determinarem fites inferiors i superiors de la taxa
d’informacié optima.
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Figura 2.7: Minimals del dual d'una estructura de rang 2 no homogenia amb
A, =01 |Cy| > 2.

Sigui I' una estructura d’accés en un conjunt de participants P dividit
en dues parts, P = X UY. Direm que I' és una (X,Y)-estructura d’accés
bipartita si o(I') = T’ per a qualsevol permutacié o de P amb o(X) = X i
o(Y) =Y. Una (Ny, No)-estructura d’accés bipartita és una (X, Y )-estructura
d’accés bipartita amb | X | = N; 1 |Y | = Ns.

Donada una particio6 P = X UY del conjunt P, per a qualsevol subconjunt
A C P, considerem el punt m(A) = (z(A),y(A)) € ZxZ,on z(A) = | ANX | i
y(A) = | ANY |. Donada una (X, Y)-estructura d’accés bipartita I', considerem
la regio

(L) ={r(A)|AecT} CZxZ.

Es facil veure que A € T si i només si m(A) € n(T'). Per tant, T esti determi-
nada per la regié 7(I') C Z x Z.

A més, si Iy és la familia dels subconjunts minimals autoritzats de T,
considerem

o = 7(To) = {(z1,11), (22, 42), - -, (Tr, yr) }-

Evidentment, I' esta determinada pels punts de Ily, perque A € I' si i només
si, peraalguni=1,...,7, (A4) > z; i y(A) > y;. Els elements de II; els ano-
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menarem punts minimals de I'. Podem suposar que 0 < 27 < 29 < --- < 2, 1,
en aquesta situacié, no és dificil veure que y; > yo > --- >y, > 0. D’ara enda-
vant, ordenarem el conjunt de punts minimals de qualsevol estructura d’accés
bipartita d’aquesta manera. Anomenarem punts consecutius de Iy a un sub-
conjunt de punts de Iy de la forma (z;, v;), (Tiz1, Yis1), (Tiz2, Yiro), - - - (Titvs, Yirs)
amb1<i<i+s<r.

2.2.1 Estructures d’accés bipartites ideals

En aquesta seccid, caracteritzem les estructures d’accés bipartites que admeten
un esquema ideal. Provem que una estructura d’accés bipartita és ideal si
i només si és una estructura d’accés d’espai vectorial. A més provem que
p*(I') < 2/3 per a qualsevol estructura d’accés bipartita no ideal T

Sigui P = X UY una partici6 del conjunt de participants amb | X | = N; i
|Y | = Ny. Siguin n,ny,ny enters tal que 0 < n; < N; in; < n < ny+ ny, per
i = 1,2. Una estructura d’accés I en P s’anomena (X,Y')-estructura d’accés
bipartita de quasi llindar si T = Q;(n,n1,ns) C 27 per a algun j = 1,2,3,4,
amb (veure Figura 3.8)

e A€ Qi(n,ny,ny) siinoméssi| Al >n,obéxz(A) > ny, obéy(A) > ns.

o Aec Qy(n,ny,ny)siinoméssi|A| >niy(A) >n—ng, obéy(A)

)
)
)
)

v

no.
e Ae Q3(n,ni,ny) siinoméssi| Al >niz(A)>n—ny, obéx(A)>n.
o Aec Qun,ny,ny)siinoméssi|A|>n,iz(A) >n—ng, iy(A) >n—n;.

La principal aportacié d’aquesta secci6 és provar que una estructura d’accés
bipartita I' és ideal si i només si és una estructura d’accés bipartita de quasi
llindar.

Provarem primer que qualsevol estructura d’accés bipartita de quasi llindar
és una estructura d’accés d’espai vectorial.

Teorema 2.2.1 Sigui P = XUY wuna particio del conjunt de participants amb
| X | =Ny i|Y| = Ny. Siguin n,nq,ng, N1, Ny enters tals que 0 < n; < N; 1
n; <n < ny+ng, peri =1,2. Llavors, per a tot j = 1,...,4, existeix un enter
positiu M = M (j,n,nqy,ny, N1, No) tal que, si q és una poténcia de primer amb
q > M i E és un espai vectorial n-dimensional sobre el cos finit GF(q), ezisteix
una aplicacio ¥ : PU{D} — E que defineix a P la (X,Y)-estructura d’accés
bipartita 2;(n,ny,ny) com a estructura d’espai vectorial.
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A A
N, N,
n, n, -
x +x
\\/) Ql ‘L\\/) Qz
n-n,
> >
n, N, n, N,
A A
N, N,
n, n,
+x +x
‘P\\O Q3 ‘}\\O Q4
n-n,
. >
n-n, n, N, > n-n, n, N,

Figura 2.8: (X,Y)-estructures d’accés bipartites de quasi llindar €2;(n, ny, ny)

La demostracié completa es troba després d’introduir alguna notacié i
provar uns lemes tecnics. La idea de la demostracio és la segiient: considerem
dos subespais Fy, By C E amb dim(E;) = ny, dim(Es) = ne i By + Ey = E.
Per exemple per 4(n,ni,ns) per ¢ suficientment gran, és possible definir-
la per una aplicacié ¢ : PU{D} — E amb ¢(X) C Ey, ¥(Y) C Ey i
Y(D) € E — (E1 U Ey). Per tal de fer-ho hem de trobar N; vectors de Ej i
N5 vectors de 5 en “posicié general”. Es a dir, de tal manera que qualsevol
conjunt de n d’aquests vectors amb almenys n — ng vectors de E; i n —n; vec-
tors de Ej és una base de E. A més, el vector (D) no ha d’apareixer en cap
subespai generat per n—1 d’aquests vectors. L’estructura d’accés 2;(n, ny, ng)
per 7 = 1,2,3 pot ser definida per una aplicacié semblant. L’'tinica diferencia
és la posicié del vector ¢ (D):

e si j =1, llavors escollim (D) € Ey N Es,
e si j =2, llavors escollim (D) € Ey — Ej,
e si j = 3, llavors escollim (D) € Ey — Es,

Fem ara la introduccié d’alguna notacié que ens sera d’utilitat per provar
uns lemes técnics. Donat un cos finit GF(g), un enter positiu n i a € GF(q),
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denotarem V, () = (1,a,a2,...,a" 1) € GF(¢)". Es ben conegut que, si
aq, ..., a, sén n elements diferents de GF(q), aleshores {V,,(aq),..., Vi(an)}
és una base de GF'(q)".

Sigui n, ny, ng enters amb 0 < ny,ny < n < ny+ny. Sigui F un espai vecto-
rial n-dimensional sobre un cos finit GF(q) i siguin E, E; C E dos subespais
amb dim(F;) = ny, dim(Es) = ny i By + By = E. S’observa que r = dim(FE; N
E;) = ny + ny — n. Considerem r elements diferents Ay,..., A, de GF(q) i
dos isomorfismes, ¢; : GF(q)™ — E;, on i = 1,2, tals que ¢1(V,,,(N\;)) =
®2(Va, (X)) per a qualsevol j =1,... 7. Aixi, {¢1(Va, () }i<j<r és una base
de E; N E,. Considerem les aplicacions v : GF(q) - Eyiw : GF(q) — E
definides per v(a) = ¢1(Vo, (a)) i w(a) = ¢2(V,, (). S'observa que v(};) =
w(\;) € Ey N E, per a qualsevol j = 1,...,7. Denotarem A = {\;,..., A\ }.

Lema 2.2.2 Siguin A, B dos subconjunts de GF(q) — A tals que | A| =ny i
|B|=n—nqy, 0 bé | Al =n—ny i|B|=mny. Llavors, v(A)Uw(B) és un base
de E.

Demostracié: Suposem que | A| = ny i |B| = n — ny. L’altre cas es prova
analogament. S’observa que w(A), w(A) Uw(B) i v(.A) sén, respectivament,
base de E1 N Esy, Ey ide Ey.L]

Lema 2.2.3 Siguin A, B dos subconjunts de GF(q) — A tals que | A| =k —1
i|Bl=n—k, onn—ny+1<k<ny,ielsubespai F C E de dimensid n—1,
generat per v(A) Uw(B). Aleshores, dim(F' N (E; N Ey)) =r — 1.

Demostracio: S’observa que k—1 > n—ngiquen—k > n—ny. Prenem A’ C A
iB' C Btalsque | A'| =n—nyi|B'| = n—ny. Llavors, v(A)Uv(A’) és una base
de Ey i v(A)Uw(B') és una base de Es. Per tant, v(A)Uv(A)Uw(B’) és una
base de E. Aleshores, a partir del teorema de Steinitz, hi ha un vector v(};) €
v(A) tal que {v()\;)}Uv(A)Uw(B) és una base de E. Com que dim(F) =n—1
i es verifica que (E) N Ey) + F = E, tenim que dim(F N (Ey N Ey)) =r — 1.0

Lema 2.2.4 Per a qualsevol parell d’enters N1, Ny amb N; > n —ng i Ny >
ny, existeix un enter positiu L = L(n,nq,ny, N1, No) tal que, per a qualsevol
poténcia de primer q > L, existeizen dos subconjunts X,Y C GF(q) — A, amb
| X | = Ny i|Y| = Ny, tals que per a qualsevol k = n — ngy, ..., min{Ny,n;}
i per a qualsevol A C X i B C Y amb |A| =k i |B| =n—k, el conjunt
v(A) Uw(B) és una base de E.
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Demostracio: Utilitzant induccié sobre Ny, provarem que, si q és suficientment
gran, per a qualsevol Y C GF(q) — A amb | Y| = N, existeix X C GF(q) — A
amb | X' | = N, verificant les condicions requerides.

Si N; = n — nsy, podem prendre qualsevol subconjunt X C GF(q) — A amb
| X | = Ny, perque, pel Lema 3.2.2, per a qualsevol B C Y amb |B| = ny, el
conjunt v(&X') Uw(B) és una base de E. En aquest cas, ¢ ha de ser més gran
que L(n,ni,ng,n —ng, Ny) = max{n — ng, No}.

Si N7 > n — ny + 1, per hipotesi d’induccié, existeix un enter L; =
L(n,ni,ne, Ny — 1, Ny) tal que, si ¢ > L;, existeix X’ C GF(q) — A amb
| X" | = Ny — 1 verificant que per a qualsevol k =n — ny, ..., min{N; — 1,n;}
i per a qualsevol A C X’ 1 B C Y amb |A| = ki |B| =n—k, el con-
junt v(A) U w(B) és una base de E. Pel Lema 3.2.3, per a qualsevol k =
n—ng+1,...,min{Ny,n;} i per a qualsevol AC X' iBC Yamb | A|=k—1
i|B|=n—k,si Fup C E és el subespai generat per v(A) U w(B), llavors,
dim(F 45N Ey) = ny; — 1. Per tant, existeixen com a maxim n; — k elements
diferents o € GF(q) — (AU X’) tals que v(a) € F45 N Ey. Aleshores, si

min{Ny,n1} N 1 N
1= 2
q> Ly = Z (k—l)(n—k)(nl_k“—]\h—l

k=n—mo+1

existeix an, € GF(q) —(AUX’) tal que v(an,) ¢ Fa per a qualsevol A C &7,
BCcYamb|A|l=k—1,|B|=n—k onn—ny+1<k<min{N—1,n}.
Per tant, si ¢ > L(n,nq,ng, N1, No) = max{Li, Ly} existeix X = X’ U{an, } C
GF(q)—A, amb | X | = Ny, tal que per a qualsevol k = n—ng, ..., min{ Ny, n; }
i per a qualsevol A C X 1 B C Y amb | A| = ki |B| =n—k, el conjunt
v(A) Uw(B) és una base de E.[J

Demostracio del Teorema 3.2.1: Prenem una potencia d'un primer q >
L = L(n,ny,n9, N1, Ny) i considerem els subconjunts X',y C GF(q) — A, amb
|X| = Ny i|Y| = Ny, lexistencia dels quals vé donada pel Lema 3.2.4.
Considerem dues aplicacions bijectives ¥y : X — v(X) i ¢y : Y — w(Y).

Prenem un isomorfisme ¢ : GF(q)" — E; N E, i Paplicacié u : GF(q) —
E; N E, definida per u(A) = ¢(V,.(A)). Pel Lema 3.2.3, per a qualsevol k =
n—mny+1,...,ny i per qualsevol A C X 1 B C Y amb |A| = k—-11
|B| =n—k,si Fap C E és el subespai generat per v(A) U w(B), llavors
dim(F a5 N (E; N Ey)) =1 — 1. Aleshores, hi ha com a maxim r — 1 elements
diferents A € GF(q) tals que u(\) € F4 5. Per tant, si

0> M= Y (ﬂj)(ﬂg)v-w

k=n—mo+1
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existeix \g € GF(q) tal que per a qualsevol k = n —ny + 1,...,ny i per a

qualsevol A C X iBC Yamb |A| =k —11i|B|=n—k, el subespai F4p5

no conté el vector u(\g). Per tant, per a qualsevol ¢ > M(1,ny,n2, N1, Np) =

max{L, M}, Destructura d’accés Q;(n,n;,ny) és estructura d’accés d’espai

vectorial donada per l'aplicacié ¢; : P U {D} — E, definida per 1(p) =

Yx(p) € Ersip € X, ¥1(q) =¢v(q) € Easiq € Y iyh(D) =u(X) € E1NEy.
Analogament, podem veure que si

q>Mi= Z (ﬂﬁ)(ﬂ@)(n—n

k=n—no

existeix un vector uy € E tal que per a qualsevol k =n —ng,...,n; + 11 per
a qualsevol A C Xi B C Y amb |A| =k —11|B| =n —k, el subespai
Fap C E generat per v(A) U w(B) no conté ug. Per tant, per a qualsevol
q > M(4,n1,n9, N7, Ny) = max{L, M,}, lestructura d’accés Q4(n,ny,ny) és
I'estructura d’accés d’espai vectorial donada per I'aplicaci6 ¢, : PU{D} — E,
definida per 4(p) = ¥x(p) € E1sip € X, Yu(q) = ¥y(q) € Exsige Y i
¢4(D) =u € F— (E1 U EQ)

Donada una potencia de primer g > L(n,nq, ny, N1, No+1), considerem els
subconjunts X, C GF(q) — A, amb |X | = Ny i |Y| = N, + 1, lexisténcia
dels quals vé donada pel Lema 3.2.4. Considerem ’aplicacié ¢, : PU{D} —
E definida a partir de dues aplicacions bijectives ¥x : X — v(X) 1 ¢y :
Y U{D} — w()). No és dificil veure que v, defineix l'estructura d’accés
QQ(TL, ni, TLQ). Per tant, M(2, n,ni,na, Nl, NQ) = L(TL, ni, na, Nl, N2 + ].)

Simetricament, si g > M(3,n,n1,n9, N1, Ny) = L(n,ny,ny, N1 + 1, Ny),
podem trobar una aplicacié ¢ : P U {D} — E que determina l'estructura
d’accés Q3(n,ni,ne). O

El lema segiient, el qual no és dificil de comprovar, s’utilitza per provar el
reciproc del Teorema 3.2.1.

Lema 2.2.5 Sigui I' una estructura d’accés bipartita amb conjunt de punts
minimals

H0 = {((L‘l, yl): (mZ, y2)7 BRI (mﬂ yr)}

Si I no és una estructura d’accés bipartita de quasi llindar, aleshores estem
en una de les situacions segiients:

1. 131:0’iy27éy1—1,0.

2.y, =04z, 1#x.—1,0.
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3. Per a algun = 1727"'7T_ 1; T 7& 07 Yit1 7& 01 (zi+1ayi+1) 7& ($z+

Teorema 2.2.6 Sigui ' una estructura d’accés bipartita que no és de quasi
llindar. Llavors, p*(I') < 2/3.

Demostracio: Pel Lema 3.2.5, podem distingir tres casos.

Cas 1: 21 =01y, # y1 —1,0. Si (x9,y92) = (1,1), considerem By, By C P
tal que By C By, m(By) = (0,1) i m(B2) = (0,y; — 1). Considerem p € X
iqg e Y tal que ¢ ¢ B,. Aleshores, si prenem X; = {p} i Xo = {q}, la
successié By C By és independent. Com que A = {p,q} € ' fa B; C B, C Bj
independent, p*(I') < |A|/(m + 1) = 2/3. Si (z2,y2) # (1,1), considerem la
successi6 By C By C Bs tal que (By) = (22 — 1,y — 1), m(B2) = (22 — 1, 4)
i m(B3) = (x2 — 1,y1 — 1). Considerem p € X i ¢ € Y tal que p,q ¢ Bs
i els subconjunts X7 = {p,q}, Xo = {p} i X3 = {¢}. Llavors, la successi6
By C By C Bj és independent. Per tant A = {p,q} ¢ " fa B C By C Bs
independent i obtenim p*(I') < | A|/m = 2/3.

Cas 2: y. =0, z,_ 1 # x, — 1,0. Aquest cas és simetric al Cas 1.

Cas 3: peraalgun i = 1,2,...,r — 1, 2; # 0, yix1 # 01 (Tiy1,9i11) #
(x; + 1,y; — 1). Siyi1 # y1 — 1, sigui una successié B; C By C Bs tal que
m(B1) = (Tis1— 1L, yip1 — 1), 7(Ba) = (@ip1 — L, yi1) i 7(Bs) = (zi31—1,4:—1).
Prenem X; = {p,q}, Xo = {p}, Xs ={¢}, onp € X, ¢ €Y ipq¢ Bs.
Aleshores, A = {p,q} ¢ I fa independent la successié By C By C Bs. Per
tant p*(I") < |A|/m = 2/3. Si x;41 # x; + 1, podem trobar analogament una
successi6 independent que prova que p*(I") < 2/3.00

El teorema segiient resumeix els resultats d’aquesta secci6. Observi’s el
parallelisme d’aquest teorema amb el Teorema 2.6.3. Només cal intercanviar
bipartita per representable per un graf i bipartita de quasi llindar per repre-
sentable per un graf multipartit complet.

Teorema 2.2.7 Sigui I' una estructura d’accés bipartita. Llavors, les afirma-
cions sequents son equivalents:

1. T' és una estructura d’accés bipartita de quasi llindar.
2. T' és una estructura d’accés d’espai vectorial.

3. T' és una estructura d’accés ideal.

4. p*(T) > 2/3.
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Observi’s que no existeix cap estructura d’accés bipartita la taxa d’infor-
maci6 optima de la qual estigui a I'interval (2/3,1). Presentem a la Secci6 3.2.2
una estructura d’accés bipartita que assoleix la maxima taxa d’informacié per
a una estructura d’accés bipartita no ideal, és a dir, amb p*(I") = 2/3.

2.2.2 Fites de la taxa d’informacié optima

Presentem en aquesta seccié dues tecniques per a trobar esquemes per a
compartir secrets per estructures d’accés bipartites. Amb aquestes construc-
cions trobarem fites inferiors de la taxa d’informacié optima d’aquest tipus
d’estructura d’accés. Provem que aquestes fites son ajustades en el sentit que
podem trobar una estructura d’accés bipartita, la taxa d’informacié optima de
la qual és arbitrariament propera a la fita inferior. Per tal de fer aixo, utilitzem
fites superiors calculades a partir del Teorema 2.8.6.

La primera tecnica és una tecnica de recobriment: busquem estructures
d’accés bipartites ideals que puguin ser combinades per tal d’obtenir 'estructura
donada. Per exemple, considerem l’estructura d’accés I' definida per pe-
sos i llindar amb un llindar ¢ = 40 i una funcié de pesos w : P — RT
tal que, per a qualsevol p € P, w(p) = 4 o bé w(p) = 5, illustrada a
la Figura 3.9. Aleshores, P = X UY, on X = w!(4) 1Y = w (5 i

(10,0)

Figura 2.9: Estructura d’accés I' definida per pesos 4 1 5 i per llindar ¢t = 40
amb |w1(4)] > 101 |w(5)| > 8.

[ és la (X,Y)-estructura d’accés bipartita definida per n(I') = {(z,y) €
Z x Z|4x + by > 40}. El conjunt de punts minimals de I' és IIo(I") =
{(0,8),(2,7), (3,6), (4,5), (5,4),(7,3),(8,2),(9,1), (10,0)}. Observem que I' =
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'y U, on I'; és lestructura d’accés bipartita amb conjunt de punts minimals
I (1) = {(0,8),(2,7),(3,6),(4,5),(5,4)} i 'y és la (¢, N)-estructura de llindar
amb t = 10. Com que ambdues I'; i I'y sén estructures d’accés ideals, podem
trobar un esquema per a compartir secrets realitzant I' amb taxa d’informacio
igual a 1/2. Per tant, p*(I") > 1/2.

En general, com que qualsevol estructura d’accés bipartita amb només un
punt minimal pot ser realitzada per un esquema ideal, una estructura d’accés
bipartita I' amb r punts minimals té taxa d’informacié optima p*(I') > 1/r,
perque és la unié de r estructures d’accés ideals.

La segona tecnica que farem servir per trobar fites inferiors de la taxa
d’informacio optima esta basada en la proposicié segiient.

Proposicié 2.2.8 Siguin a, b enters positius i sigui I'" una (aNy, bN;)-estructura
d’accés bipartita ideal. Sigui T una (Ny, Ny)-estructura d’accés bipartita tal que
(z,y) € m(I") si i només si (ax,by) € n(I"). Llavors, p*(I') > min{1/a,1/b}.

Demostracio: Siguin PP = X' UY’' 1 P = X UY respectivament el conjunt de
participants de l'estructura d’accés IV i I'. Per tal de definir un esquema per a
compartir secrets X en I', identifiquem cada participant p; € X, on 1 <17 < Ny,
amb un subconjunt S; C X’ amb a elements de tal manera que X’ = UM S;.
Igualment, cada participant ¢; € Y, on 1 < 57 < Nj, és identificat amb un
subconjunt 7; C Y’ de b elements i, com abans, Y’ = U;-leTj. Sigui ¥’ un
esquema ideal amb estructura d’accés I i conjunt de secrets K. L’esquema
Y. esta definit de la manera segiient: donat un secret k € I, el fragment
d’un participant p; € X esta format pels a fragments que corresponen als
participants del conjunt S, C X' per l'esquema ideal 3’ i el fragment d’un
participant g; € Y consisteix en els b fragments dels participants de 7; C Y.

No és dificil veure que ¥ és un esquema per a compartir secrets per I' amb
taxa d’informacié p(%, I, ) = min{1/a, 1/b}.00

Aquesta proposicié pot ser utilitzada, per exemple, per trobar fites inferiors
per la taxa d’informacié optima d’una estructura d’accés definida per dos pesos
i llindar. Aquestes sén estructures d’accés bipartites tal que (z,y) € n(T") si i
només si ax + by > t, on a, b, t sén enters positius. Podem suposar que a < b.
En aquest cas, podem aplicar la Proposici6 3.2.8 essent IV la (t,aN; + bNy)-
estructura de llindar. Aleshores, p*(I') > 1/b.

Per tal de provar que les fites inferiors obtingudes amb aquestes dues
tecniques sén en alguns casos ajustades, considerem, per a qualssevol enters
positius r, b, 'estructura d’accés de pesos i llindar I',; definida per ’equacié
x+by >rb.
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Per la Proposicié 3.2.8, p*(I',5) > 1/b. D’altra banda, el conjunt de punts
minimals de T’ és (I, p) = {(kb,r — k) € Z x Z|0 < k < r}. Sigui Iy
Pestructura d’accés bipartita, amb conjunt de punts minimals {(0,r), (rb,0)}.
Per a qualsevol k = 1,...,7 — 1, considerem Iy, tal que (kb,r — k) és el seu
unic punt minimal. Observi’s que per a qualsevol k = 0,1,...,r—1, I'; és una
estructura d’accés ideal i, a més, I';, = U};;%)Fk. Per tant, p*(I'y) > 1/7.

Per tal de trobar una fita superior de p*(I',;), considerem la successi6
B, C By C -+ C Byy1, on w(B;) = (4,0). Sigui X; tal que X; N B; =01
(X)) =b-1Lr—1)iXu,CX;,on0<k<r—1i0<s<b-1, tal
que Xyprs N Bipys =01 71(Xpprs) = (b— 8,7 —k—1). Llavors A= X; ¢ T fa
independent la successiéo By C By C - -+ C Byy_1. Per tant,

b+r—2

11 .
maxt gt < o) <

Aquesta fita inferior és ajustada perque per a qualsevol enter positiu r i

per a qualsevol € > 0, existeix un enter positiu b tal que

1 < p*(Trp) < E +e.

r r
D’altra banda, si fixem b, per a qualsevol € > 0 podem trobar un valor de r
tal que

E < p*(Thp) < E +

p = P rb) > b €.

Presentem una estructura d’accés bipartita I' tal que p*(I") = 2/3. Sigui

[' una (Ny, Ny)-estructura d’accés bipartita amb conjunt de punts minimals
Iy = {(0,3),(1,1)} representada a la Figura 3.10. Considerem la (2Nq, Ny)-
estructura d’accés bipartita ideal I = €4(3,2,3) amb conjunt de punts min-
imals II;, = {(0,3),(1,2),(2,1)}. Es clar que (z,y) € m(T) si i només si
(2z,y) € w(I"). Sigui ¥’ un esquema ideal per 'estructura d’accés I i con-
junt de secrets IC. Sigui ¥; I'esquema per a compartir secrets per I'estructura
d’accés I'1 1 conjunt de secrets IC construit a partir de ¥’ utilitzant la idea de la
demostracio de la Proposicié 3.2.8. Aleshores a I'esquema 33, cada participant
p € X rep com a fragment dos elements de I, que sén els fragments corre-
sponents a dos participants a I’esquema X', i els fragments pels participants
de Y s’agafen a K. D’altra banda, I' = I'; UT'5, on I'iinic punt minimal de I’y
és (0,3) i "dnic punt minimal de I'y és (1,1). Considerem l'esquema >, per I'
amb conjunt de secrets IC definit a partir d’esquemes ideals per I'; i I's. Com
que els participants de X no apareixen a I'; els seus fragments s’agafen de /.
Els fragments dels participants de Y s’agafen de K?. Per acabar considerem
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I'esquema ¥ per I' definit de la manera segiient: donat un secret (ki, k) € K2,
el distribuidor reparteix ki utilitzant Y, i ko utilitzant ¥,. Cada participant
rep un fragment de K3. Per tant, p*(I') > 2/3. A partir del Teorema 3.2.6
tenim p*(I") < 2/3. Llavors, p*(I") = 2/3.

03 1T 03 ¥ (0,3)

e

Figura 2.10: Estructures d’accés I', I, 'y i 'y

Presentem un algorisme que, per una estructura d’accés bipartita donada,
computa la millor fita superior de la taxa d’informacié optima que pot ser
trobada directament a partir del Teorema 2.8.6.

Lema 2.2.9 Sigui I' una estructura d’accés bipartita amb 1y la colleccio dels

seus punts minimals. Considerem qualsevol subconjunt (z1,v1), (T2,Y2), - - - (X5, Ys)

de punts consecutius de Ily. Anomenem b = y; — ys_1, a; = T; — Ti_1, per

2<i<s,ia =mx+1. Aleshores, per a qualsevol « =1, ... , max{as,...as},
a+b

*

<
Pr="07 S min{w,a;}

Demostracio: Siguin a; = min{«, a;} per 1 < i < s. Considerem la successio
de subconjunts

BHC"'CBlalCBmC"'CBQOQC"'C351C"'CBSQS_1

on m(Bj;) = (xi —o; + j,ysc1 — 1) per 1 < j<a si 1<i<s—11i
1<j<a,—1 si i=s. Sigui la successié

Xll)"'7X1a1>X217"'>X2a1>"'>Xsl7"'>Xsasfl
amb 7(Xi;) = (z3,4:) — m(By) = (& — J,yi —ys1+ 1) per 1 < j < oy

quan 1 < ¢ < s — 1 (veure Figura 3.11) i per i = s agafem X,; tal que
7(Xsj) = (s, ys—1 — 1) — m(Bsj) = (as — 7,0), per 1 < j < a, — 1.
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A
(X:¥ia)
{ ]
a
* (X.y)
Bil Bi2 Biu‘-lBiu‘
ys-l-l oo °o
>

O A
X~ +2 X-1

Figura 2.11: Successié {B;;}i; per @ # s.

Podem escollir B;; N X;; = 0 ja que |X| > x5, 1 |Y| > y1. Les dues
successions de subconjunts verifiquen X;; U B;; € T' perque m(X;; U B;;) és,
per construccid, el punt associat a un subconjunt autoritzat. Per j # 1 tenim
7(Xi; U Bjj—1) = (z; — 1,;), punt d’un subconjunt no autoritzat, per la qual
CoSa Xij UB@'j,1 Ql I Perj = 1 tenim 7T(XZ'1 UBiflai,l) = (.’17@;1 +o; — 1, Yi— 1),
punt d’un no autoritzat i per tant X;; U B; 14, , € . Si diem A = U” Xij,
tenim |A| = max; ;(a; — j) + max;(y; — ys—1) = max;(o; — 1) +y1 —ys 1+ 1=
a—14+b+1 = a+b Utilitzant el fet que la longitud de la successié és
ar+...+a;,—1=—-1+>7  min{a,a;}, el resultat queda provat. OJ

Anem a descriure un algorisme per trobar una fita superior de la taxa
d’informacié optima que es basa en el lema anterior. Segons aquest resultat
cal trobar el minim d’una funcié definida per a uns certs valors. Denotem per
A; < ... < A, els nombres aq, ..., as ordenats de forma que A; surt ~; vegades
amb vy > 1, 71+...+7 =sitambé 1 <r <s. Hem de trobar el minim de
la funcié

B a+b
pla) = —1+ > vimin{a, A;}

Suposem que A, # 1. De la funci6 ¢ ens interessa només els valors que pren so-
bre Z, pero nosaltres la considerarem sobre l'interval real [1, max{ay,...,as}] =
[1, A,], per facilitar-nos els raonaments. S’observa que (a) és una funcié
continua en aquest interval.
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Si A; # 1 tenim que a l'interval |1, A;[ la funcié és derivable amb

a+b , —1—bs
pla) = ——— @(a):m

- —1+4sa’
En el cas que A; = 1 llavors tenim que a U'interval |A;, As[ la funcié és derivable
amb

a+b —14+7mA —b(p+...+%)

p(a)

¢'(a) =

N ~1+7A+(p+...+%)a’ (—14+vmA1+ (4. +7)a)?

A Tinterval [A;, A; 1] amb ¢ > 1 la funci6 pren valors

B a+b
At v+ (it e

o(a)

Es derivable a l'interval JA;, Ai 1] amb derivada de signe constant

—1+7mA+ . %A =b(Yi . )
(—14+mA+ ...+ %A+ (Yiga + ..o+ 7)a)?

¢'(a) =

peri=1,...,7r—1. Elsignede 5; = =1+yA1+...+ %A —b(vig1+...+7)
peri=1,...,7 — 1 decideix quin és el valor minim d’aquesta funcié. Aquesta
successio és estrictament decreixent. L’algorisme per trobar el minim consisteix
en buscar el primer valor i pel qual 3; > 0 verificant-se llavors que p* < ¢(4;).
S’observa que trobar el primer ¢ pel qual §; > 0, és equivalent a dir que

Y1(A; +b) + ... +7(A; +b) > bs
i que llavors obtenim

*

g Ai+b
P = Aty + (it A

Cal assenyalar que aquest algorisme s’ha d’aplicar a qualsevol subconjunt
de punt consecutius de Ily aixi com al subconjunt resultat d’intercanviar la
primera i la segona coordenada dels punts. Aquest darrer subconjunt de punts
correspon a una estrategia consisten en agafar els subconjunt independents
amb primera coordenada fixada, simetrica a l'estrategia d’agafar la segona
coordenada fixa.

Podem resumir l’algorisme en el quadre:
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Algorisme per trobar una fita superior de p* per I' bipartita
Sigui una estructura d’accés bipartita I' amb Il la colleccié
dels seus punts minimals. Per un subconjunt de punts

(.%’1, yl)? ($27 y2)> T ($S7 yS)

de Iy denotem per:

b=y —¥Ys—1, a;=; — w1 per2<i<s,i a =z +1
Siguin A; < ... < A, els nombres ag,...,as ordenats

de forma que A; surt ~y; vegades.

Es determina el minim 7 tal que

V(A +b) + ...+ 7i(A; +b) > bs

i llavors podem afirmar

* < A;+b
p= —14+vi A+ vic 1 Ao+ () A

Repetir sobre tot subconjunt consecutiu de punts de Il; i sobre
el conjunt de punts resultat d’intercanviar la primera i la
segona coordenada.

Aquest algorisme ha estat estudiat i implementat en el Projecte Final de Car-
rera [86] realitzat a I’Escola Técnica Superior d’Enginyeria de Telecomunica-
ctons de Barcelona.

Un cas particular és quan considerem només dos punts minimals de la forma,
(x1,v1), (£1 + a,y1 — ¢) amb 1 > 0, y; > 1, a,c > 1 com queda illustrat a la
Figura 3.12.

A
(%.,y2)
C
I b4 (X1+a!y1'c)
D — >
a

Figura 2.12: Cas de dos minimals en una estructura bipartita.

Llavors s =2,b=y; —y1 =0, a1 =x1+1,a9 = x1 + a — ;7 = a. Ara hem
d’ordenar ai,as. Si a; # ag llavors obtindrem A; < Ay, r =21y =7 = 1.
La minima i que verifica la condicié és ¢ = 1 perque 1-(A; +0) > 0-2, per tant
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p* < A;/(—1+42A;). En el cas que a; = ay llavors obtindrem r =11, = 2.
La minima i que verifica la condici6 és també i = 1 perque 1-(A; +0) > 0-2
obtenint la mateixa fitacid. Resumint podem dir que

*

Ay
pr< ——
1424,

amb A; = min{x; + 1,a}.

2.2.3 Generalitzacié per estructures d’accés multipar-
tites

Les estructures bipartites les hem considerat a la Seccié 3.2 com a una genera-
litzaci6 de les estructures definides per dos pesos i llindar. Aquestes estructures
gaudeixen d’una simetria entre els participants de cadascuna de les parts X, Y
en que esta subdividit el conjunt de participants. Per aquest tipus d’estructures
d’accés hem caracteritzat les estructures ideals i hem donat metodes per a
determinar fites inferiors i superiors per a la taxa d’informacié optima.

Generalitzant aquest estudi considerarem el cas en el qual el conjunt de
participants estigui subdividit en ¢ parts de participants intercanviables dins
d’una mateixa part. Exemple immediat d’aquest tipus d’estructures son les
estructures definides per ¢ pesos diferents i un llindar.

Sigui I' una estructura d’accés en un conjunt de participants P dividit en
¢ parts, P = X; U...U X, disjuntes dos a dos, aixd és X; N X; = () per i # j.
Direm que I' és una (X3,..., Xy)-estructura d’accés multipartita si o(I') =T’
per a qualsevol permutacié o de P amb o(X;) = X; per a tota i.

Donada una partici6 P = X; U...U X, del conjunt P, per a qualsevol
subconjunt A C P, considerem el punt m(A) = (z1(A),...,z(4)) € Z on
zi(A) = | AN X;|. Donada una (Xj,...,Xy)-estructura d’accés multipartita
I', considerem la regio

7(D) = {n(4)|AeT} c Z¢.

Com en el cas de les bipartites és facil veure que A € IT" si i només si 7(A) €
7(T). Per tant ' esta determinada per la regié 7(T") C Z¢.

Podem considerar el conjunt Il = 7([y), els elements del qual els anome-
narem punts minimals de I'. Evidentment, I' esta determinada pels punts de
Ho.

Per tal de determinar una fita inferior de la taxa d’informacié optima uti-
litzarem una estructura multipartita ideal per a fer recobriments:
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Proposicié 2.2.10 Sigui P = X; U...U X, amb X; N X; = 0 peri # j

i nombres naturals ny,na, ..., ny tals que n; < |X;|. L'estructura d’accés
definida per
A€ siinomés sixi(A)>mny i ... i x(A) >ny

és una estructura ideal.

Demostracio: Es facil comprovar que la funcio

Y: PU{D} — GF(gm++m

Di — (1,Ii,...,$?1_1,...,0,0,...,0)SipiEXl
P; — (0,0,...,0,...,1,z,...,2 ) sip € Xy
D — (1,0,...,1,0,...,0)
amb x1,...,2, elements no nuls de GF(q) defineix l'estructura d’accés ;.

Aquesta distribuci6 de fragments correspon a un esquema polinomial de Shamir
modificat, en el qual el secret és k = p;(0) + ... + py(0) repartint fragments
amb p;(x) = aj + anT + apx® + ...+ @, 12" sip € X O

De la mateixa manera es demostra que una altra estructura d’accés multi-
partita ideal és:

Proposicié 2.2.11 Sigui P = X; U...U X, amb X; N X; = 0 per i # j

i nombres naturals ny,na, ..., ne tals que n; < |X;|. Llestructura d’accés
definida per
A€ Qy siinomés sizi(A)>ny o ... o xz(A) >ny

és una estructura ideal.

En aquest cas I'aplicacié que s’utilitza és la definida per

1,0(]91) = (1,1:1-,...,1:7.”_1,...,0,0,...,0) Slpl GXl

)

Y(p) = (1,0,...,0,...,0, 2 ...,z ") sip € Xy

)

i (D) = (1,0,...,0) que correspon a la distribucié amb un esquema poli-
nomial de Shamir modificat en el qual es calcula el fragment amb p;(z) =
k+ apx + aing + ...+ a?,;:,ll sip; € X;.

Trivialment recobrint una estructura multipartita per |IIy| estructures ide-
als del tipus €2; s’obté el resultat:
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Proposicié 2.2.12 Per a una estructura multipartita amb conjunt de punts

minimals 1y es verifica
1

o]

Per la fita superior es pot trobar un resultat semblant al donat pel Lema 3.2.9
i I’algorisme posterior.

[

2.3 Fites per les estructures de llindar amb
dos pesos

S’han estudiat les estructures d’accés de rang 2 definides per pesos i llindar
a la Seccié 3.1 trobant fites inferiors per la taxa d’informacié optima. En
aquesta Seccié estudiarem fonamentalment la taxa d’informacié per estructures
definides per dos pesos i llindar amb rang arbitrari. També ens hem plantejat
Pestudi a la Secci6 3.2 d’una familia més amplia que la definida per dos pesos i
llindar, la de les estructures bipartites. Per tant particularitzarem els resultats
de la Secci6 3.2 al nostre cas.

En primer lloc es troben fites inferiors de la taxa d’informacié optima amb
les tecniques per a estructures bipartites de la Seccié 3.2.2. A continuacio es
troben fites superiors fent servir els resultats de la Secci6 3.2.2 adaptats al cas
de dos pesos.

2.3.1 Fites inferiors de la taxa d’informacié optima per
dos pesos i llindar

Com que una familia particular de les estructures bipartites sén les estructures
definides per dos pesos i llindar, només caldra aplicar les tecniques ja estudiades
a la secci6 3.2.2.

Sigui una estructura I' definida per dos pesos wi,ws i el llindar ¢ amb
0 <w; <wy <t. Lestructura I' aixi definida és una (X, Y')-estructura d’accés
bipartita pel conjunt X = w™!(w;) dels participants de pes w; i pel conjunt
Y = w™(wy) dels participants de pes ws.

Recordem que per a un conjunt A C P denotarem per z(A) = |A N X]|,
y(A) = |ANY]1iper m(A) = (z(A),y(A)) € Z x Z. D’aquesta manera A € I’
si i només si m(A) € 7(I") amb 7(T') = {(z,y) € Z X Z|jwiz +wy >t, 0 <z <
|X|, 0 <y <|Y|}. Anomenarem IT = 7(I") i Il = mw(T'y).

La primera fita inferior que podem trobar és la que ens dona la Proposi-
ci6 3.2.8: p*(I') > 1/w,. Aquesta fita coincideix amb la que s’obté fent servir
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I'esquema que Shamir va proposar a [83]. En aquest esquema es lliura a cada
participant tants fragments com indiqui el seu pes. El participant que en rep
més és el de pes maxim, és a dir de pes wy, per la qual cosa la taxa d’informacio
és més gran que 1/ws.

La fita segiient per a la taxa d’informaci6é optima la obtindrem recobrint
la regi6 7(I') mitjangant estructures ideals.

Proposicié 2.3.1 Suposem que w(P) = {wi,ws2} amb wy < wy < t i |X| >

[t/wi], |Y| > [t/ws], llavors la taxa d’informacié optima per [’estructura
definida per w 1t verifica

L

wa

Demostracié: Podem recobrir la regié 7(I") de la manera segiient

—

pr=

W(F):{(:c,y)EZXZ]:cz [iw obé y> PHU

(‘(‘1 ("'2
w9

U {(m,y) €ZxZlz > F_c:ﬂ , yzk}

k=1

cadascuna d’aquestes subestructures és ideal segons hem provat al Teorema 3.2.1
i per tant p* > 1/ L%-‘ fent servir el fet que podem distribuir un fragment per

a cadascuna de les estructures ideals. [

Per tal de trobar fites inferiors de la taxa d’informacié optima quan |X| <
[t/wi] o bé quan |Y| < [t/wy]| definim Ty, (X, Ym) com el punt de Z x Z
verificant w1z + woy > ¢, 0 <z < | X[, 0 <y < |Y| amb suma de coordenades
minima.

Si|Y|=ny > L%-‘ aleshores

isi|Y]=ny< Li-‘ llavors

2
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Sigui Ths(zpr, yar) €l punt amb suma de coordenades maxima a la mateixa

regi6. Si | X| > Lﬂ aleshores

isi|X|=mn < Lil-‘ llavors

t — Wo ’thzﬂu-‘ t B
TM( 2 , [ wlnl-‘)

w1 %)

En termes de T,, i T); podem expressar, per exemple, rang ' = zp; 4+ yps 1
fent servir la mateixa idea que a la demostracié de la Proposicié 3.3.1 tenim

Proposicié 2.3.2 Suposem que w(P) = {w1,ws} amb wy < wy < t llavors la
taza d’informacio optima per ’estructura definida per w it verifica
S T
- Ym — Ym +1
No és aquesta "inica manera de recobrir tots els punts de II. Per exemple

si [wg/wi] = 2 llavors és millor (o igual) la taxa d’informacié que resulta de
fer servir les estructures ideals de la forma

{(z,9)ly >k, +y>k+{}

(estructures que sén de quasi llindar, en concret §4), perqué en molts ca-
sos s’abarquen dos punts minimals en una estructura. El recompte del nom-
bre d’estructures que calen ens porta a p* > 1([t/w;]| — [t/wq]) quan | X| >
[t/wi], |Y| > [t/w2] 0 més en general:
. 1
P>
xM_an+yM_ynL+1
que coincideix amb p* > 1/(d(T,,, Ty) + 1) amb d la distancia del tazista.

2.3.2 Fites superiors de la taxa d’informacié optima per
esquemes per dos pesos i llindar

Per trobar fites superiors de la taxa d’informacié optima a cada cas concret
farem servir ’algorisme que s’ha trobat a partir del Lema 3.2.9. De tota manera
donarem una fita superior per un cas particular d’aquest tipus d’estructures
bipartites:
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Proposicié 2.3.3 Suposem que w(P) = {wi,ws2} amb w1 < wy < t amb
lw H(wy)| > L’%W i w(wy)| > w%—‘ aleshores la tara d’informacid optima
per lestructura definida per w i t verifica

o wafer] + [tuwr] —2
P = anfwr] = 1) [t)n]

Demostracid: Apliquem el Lema 3.2.9 i s'obté s = [t/wy| + 1, b = [t/wq] — 1,
a; =1, a; = [wg/wi]| 0 bé [ws/wi]| — 1. La funcié que cal minimitzar és

a+b
p(a) = <

—1+ min{a, 1} + s; min{e, k—ﬂ} + so min{a, k—ﬂ —1}

a+b
—1+ min{a, z,, + 1} + (s — 1) min{«, k_ﬂ — 1}

essent s; el nimero de subindexos i # 1 tals que a; = [wy/wq] 1 s9 el niimero
de subindexos i # 1 tals que a; = [wo/wi1] — 1. Per tant el problema de
minimitzacié queda reduit a un altre amb s = [t/wy]| + 1, b = [t/wa] — 1,
a; =1, a; = [wy/w;| — 1. Aplicant ara l’algorisme tenim r =2, A; =1, v =
1, Ay = [wy/wi] — 1, 79 = s — 1. El valor minim de I'index ¢ no és 1 i per 2
ens déna la fitacié de I'enunciat. [

Per exemple si considerem pes w; = k i wy = n un pes molt més gran
amb llindar ¢ = kn, obtenim que la fita superior és aproximadament 1/k.
Aquesta fitaci6 junt amb la fita inferior que s’obté aplicant la Proposici6 3.3.2
a T,,(0,k), Tar(n,0) ens proporciona

1

—< *
k+1 "

IA

L k—1
k

1, k=1
ko k([n/k] —1)

2.3.3 Generalitzacié per fites de la taxa d’informacié
optima per més de dos pesos

En les seccions anteriors hem estudiat fites per la taxa d’informacié optima
d’estructures definides per pesos i llindar sota certes restriccions. Aixi les es-
tructures d’accés de rang 2 definides per pesos i llindar han estat tractades
a la Secci6 3.1 trobant fites inferiors per la taxa d’informacié optima. A la
Seccié 3.3 s’han estudiat fites superiors i inferiors pel cas de tenir un rang
arbitrari pero disposar només de dos pesos. Aquest segon cas s’ha plantejat
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com a cas particular d’estructura bipartita (Seccié 3.2). Ara considerarem es-
tructures definides per pesos i llindar sense cap restriccid, com a cas particular
d’estructura multipartita, estudiades a la Seccio 3.2.3.

Sigui I una estructura definida per pesos naturals w : P — N i un llindar
t € N. En primer lloc hem de recordar que tenim com a primera fita de la
taxa d’informacié optima la donada per ’esquema proposat per Shamir a [83].
Aquest consisteix en repartir el secret segons un esquema de llindar ideal entre
tants participants com pes té el conjunt P. A continuaci6 es reparteix a cada
participant tants fragments com indiqui el seu pes. Aquest esquema és un
esquema perfecte que realitza ’estructura definida per pesos i llindar amb
taxa d’informacié 1/W amb W el pes maxim d’un participant.

Podem particularitzar els resultats obtinguts per estructures multipartites
a estructures definides per pesos i llindar. L’aplicacié de la Proposicié 3.2.12
ens déna una fita inferior de la taxa d’informacié optima.

Proposicié 2.3.4 Suposem que w(P) = {wi,ws, ..., wi} ambw; < wy < ... <
wi < t verificant que |w™(w;)| > [t/wi] per a tot i = 1,...,k, aleshores la
taza d’informacio optima per ’estructura definida per w it verifica
P>
Nk(wl,WQ, e ,wk,t)

on Ni(wi,wa, ... ,wg,t) = ZEZS‘”] Ny_1(wi,wo, ..., w_1,t — wyi) sit >0,k >
3;Np(w1,wa, ... ,wi, t) =1 sit <04 No(wy,ws, t) = [t/wy] sit > 0.

Demostracio: Aplicant la Proposicié 3.2.12, només necessitarem calcular el
cardinal de IIj, el conjunt de punts minimals. Una fita del cardinal de I, ve
donada per Ng(wi,ws,...,w,t) definida a 'enunciat del teorema observant
que es pot recobrir d’una forma recursiva

{(z1,...,xp)|lwizr + ... Fwpzp > t, 0 < z; < ]w_l(wi)|} =

[t/wr]
U (@, memn)lwonzn 4+ A wpmazies > t—wid, 0 < @y < Jw™ (wi)]} x {i}
=0

O

Aquest resultat es pot generalitzar a estructures per les quals no tots els
pesos verifiquen |w ! (w;)| > [t/w;], de forma que la unié s’extén per i = 0 fins
m; = min{[t/wy], |w ! (wi)|}. Tot aixd provoca un canvi a I'index superior del
sumatori que defineix N, que va fins ¢ = min{[t/wy], |w™ (wi)|}, aix{ com les
diferents possibilitats per N, si ¢ > 0 a partir dels valors de T, i T),.
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Es pot trobar una fita més explicita observant que N, (w1, ..., wy,t) <
.+my, de forma que p* > 1/(mgy-...-m,). Pel cas que cada ]w‘l( )\ > [t / W
llavors podem dir p* > 1/([t/wa] - ... [t/wy]).

Pel cas de la fita superior es pot aplicar una técnica semblant a la utilitzada
en el cas de les estructures definides per dos pesos i llindar. Aquesta consisteix
en observar que la construccié d’una successiéo d’elements independent es pot
fer tenint en compte només elements de pesos w;,w; amb 1 < ¢ < j < ki
prenent 0 elements de pes diferent de w;,w;. D’aquesta manera es redueix la
construccié de la successié d’elements independents a la de dos pesos que es
pot fer, com ja hem comentat a la Seccié 3.3.2 amb 'algorisme determinat pel
Lema 3.2.9. Aixi doncs, podem afirmar

Proposicié 2.3.5 Suposem que I' és lestructura definida pels pesos donats

per w i el llindar t en el conjunt P amb w(P) = {wi,ws,...,wr} amb w; <

wy < oo < wg < tamb |wH(w)] > Lﬂ per a tot i. Per a cada 1 < i <

Jj < k anomenem I';; Uestructura definida pels pesos w;,w; i llindar t en el
conjunt de participants Py; = w™ (w;) Uw ™ (w;). En aquestes condicions la
taza d’informacié optima per I' verifica

[wj/wil + [t/w;] =2
([wj/wil = 1) [t/w;]

. )
P < minj<icj<i

2.4 Fites inferiors per les estructures homogenies

Dins del ventall d’estructures simples que s’han estudiat, cal destacar les
definides per grafs i les de llindar. En tots dos casos tenim estructures ho-
mogenies, la primera de les quals és una subestructura de l'estructura de
(2,n)-llindar. Com a generalitzacié d’aquests dos casos, sembla bastant nat-
ural plantejar-se I'estudi de les estructures homogenies de rang arbitrari. A
més tota estructura d’accés es pot posar com a reunié de subestructures ho-
mogenies.

Per totes aquestes raons hem buscat fites inferiors de la taxa d’informacié
optima per les estructures homogenies. No ens oblidem que en el fons també
busquem esquemes que realitzin 'estructura de la forma més raonable possi-
ble. L’estudi de la fita inferior de la taxa d’informacié optima per estructures
homogenies ja s’ha plantejat per altres autors i algunes propostes s’han fet.
Nosaltres hem proposat dues construccions amb les respectives fites inferiors.
Hem fet una comparacié de les fites entre elles i amb les que s’han proposat
fins ara.
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La clau pel calcul d’aquestes fites és la introduccié d’un nou parametre
associat a un participant en una estructura homogenia. Aquest parametre és
el grau d’un participant. Aquest parametre permet fins i tot millorar les fites
proposades anteriorment.

2.4.1 Primera construccio

Aquestes fites es calculen en termes d’un parametre de I'estructura d’accés.
El parametre és el k-grau d’un participant p, el qual és clarament una gene-
ralitzacié del mateix concepte per un graf. Aquest parametre, deg(k, p), és el
nombre de diferents k-subconjunts A C P tals que p ¢ A, 1 AU {p} C B per
a algun B € I'y. En altres paraules, és el nombre de k-subconjunts diferents
continguts en un subconjunt minimal autoritzat junt amb p. S’observa que en
un graf el grau d'un vertex v és deg(1,v).

En termes del grau podem expressar, per exemple, el subconjunt de par-
ticipants apareixent en almenys un subconjunt minimal autoritzat Py = P(Ty)
com Py = {p € P|deg(0,p) = 1} perque deg(0, p) = 1 siinomés si p apareix en
algun minimal i deg(0, p) = 0 quan no apareix en cap minimal. Una propietat
del grau d’un vertex en un graf que té la seva generalitzacié en una estructura
d’accés homogenia de rang r és

> deg(r —1,p) = r[To|

peEP

la qual és la generalitzacié del Lema de les mans encairades, que diu que la
suma dels graus dels vertexs en un graf dona el doble del niimero d’arestes.

Trobarem les primeres fites utilitzant la construccid per descomposicio de-
guda a D.R. Stinson [95] (veure Secci6 2.7). Definirem una A-descomposicié
per una estructura d’accés general I' de rang r. Aquesta A-descomposicié
és una colleccié d’estrelles generalitzades a partir de la idea d’estrella en un
graf [18, 92, 95, 27]. En una estructura d’accés homogenia de rang r, per a
cada B C P amb |B| = r — 1 tal que existeixi A € Ty, B C A, considerem
Iestrella des de un subconjunt B o estrella generalitzada com

Sp={C eIy|BcCC}

Aquesta subestructura de I' va ser considerada per primera vegada per D.R.
Stinson a [92]. Es facil veure que Sp és ideal. Anomenem

Q) ={BCP||B|=r—1iSs#0}.
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Serem capagos de trobar una fita inferior de la taxa d’informacié optima per
a una estructura general utilitzant aquesta descomposicid, com es pot veure a
la proposicié segiient.

Teorema 2.4.1 Sigui I' una estructura d’accés homogénia de rang r > 2
definida en un conjunt de N participants. Per a cada q > |Q(T")| poténcia d’un
primer, existeix un esquema per a compartir secrets que realitza T', repartint
secrets de K = (GF(q))" amb taza d’informacio

r
maXpEP(deg(r - 27p) + deg(r - 17p))

i taxa mitjana d’informacio
- riN
p1 =
r|To| + ZpGP deg(r — 2,p)

Demostracio: Per a cada B € Q(I") considerem 'estrella des del subconjunt B

Sp={CeTlyBCC}

una subestructura ideal de I' verificant que I'y = Upecqr)Sp. La colleccié
{SB}Bea(r) és una A-descomposicié de I'y amb A\ = minger, [{S5|A € Sp}|.
Sabem que A\ = r perque per un A € I'y fixat, només pertany a les r estrelles
Sp amb B C Ai|B| =r— 1. Ara haurfem de calcular en quantes estrelles
apareix un participant p € F,. Hi ha dos tipus d’estrelles diferents des del
punt p. En primer lloc les estrelles Sg per a B amb p € B en un nombre de
deg(r — 2, p) per definici6 de grau. En segon lloc les estrelles S amb p ¢ B en
un nombre de deg(r — 1,p). Aplicant el Corollari 3.1 de [95] es troba la taxa
d’informacio.

Per calcular la taxa mitjana d’informacié sabem que cada p, = 1 perque
Destrella és una estructura ideal. Hem de calcular > ), |P,|. Utilitzarem una
funcié ¢y, definida com ¢p,(p) = 1sip € P, 1 ¢p(p) = 0 altrament. El calcul és

com segueix:
Z | Pa| = ZZ%(P) = ZZ%(P)

h=1 peP pEP h=1
De fet > 7, pn(p) = deg(r — 1,p) + deg(r — 2, p), per a un p € P fixat, perque
és el nombre d’estrelles en les quals p apareix com hem provat anteriorment.
Aleshores la taxa mitjana d’informacié optima val
- rN rN

e > pep(deg(r — 1,p) + deg(r — 2,p)) Dol + > pepdeg(r —2,p)
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O

Aquesta construccié ens proporciona una fita de la taxa d’informaci6 optima
i una altra per la taxa d’informacié mitjana optima per una estructura ho-
mogenia de rang r. Per r = 2 recuperem la fita trobada per D.R. Stinson [95],
aixo és, la taxa d’informacié optima esta fitada inferiorment per 2/(1 + d), on
d és el grau maxim del graf. De fet aquesta fita inferior és ajustada com C.
Blundo, A. De Santis, R. De Simone i U. Vaccaro van provar a [20]. També
en el cas r = 2 amb la taxa mitjana recuperem, una altra vegada, el resultat
trobat per D.R. Stinson [95], és a dir, la taxa mitjana d’informacié Optima
esta fitada inferiorment per 2N/(2M + N), on M és el nombre d’arestes i N
el nombre de vertexs.

2.4.2 Segona construccié

La segona construcccid es tracta d’una millora de la A-descomposicié i esta
inspirada en el treball [85] de H.M. Sun i S.P. Shieh. Per fer-la demostrem
primer un parell de resultats tecnics, el primer dels quals ens indica que un
participant alie a la nostra estructura afegit a tots els subconjunts autoritzats
no modifica la taxa d’informacio.

Lema 2.4.2 Sigui I' una estructura d’accés en el conjunt P per a la qual
existeix un esquema per a compartir secrets que per secrets escollits en (GF(q))Z
reparteix fragments de (GF(q))™ amb ¢ < m. Donat un participant p ¢ P
existeir un esquema per a compartir secrets per lestructura I'" = {AU{p}|A €
I'} en el conjunt PU{p} que reparteiz secrets del mateix conjunt de secrets i que
manté les tazes d’informacié dels participants i pel nou participant p(p) = 1.

Demostracié: Sigui un secret k € (GF(q))* per repartir a lestructura V. A
partir de 7 € (GF(q))’ un vector aleatori, repartim a I' el secret k' = k —r
rebent cada participant un fragment a partir de ’esquema que sabem que
existeix. Pel participant p € P se li assigna en privat el fragment s, = r €
(GF(q))"

L’esquema aixi construit és un esquema per a compartir secrets perfecte
que verifica el que hem demanat. En efecte, si una colleccié de participants
autoritzats A € I ajunten els seus fragments podran deduir &' ja que A—{p} €
I' pero també coneixen s, = r, el fragment de p € A, i a partir d’aquests dos
valors podran recuperar el secret fent & = k' + r. Sigui una colleccié de
participants no autoritzats A € IV. Si p € A llavors A — {p} ¢ T" i per tant
tots els secrets k sén igualment probables a partir dels seus fragments, cosa
que també passara amb k + r. Pel cas en que p € A també tots els secrets
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son igualment probables a partir dels fragments dels quals es disposa ja que el
vector r s’ha agafat aleatoriament. [

El segon resultat tecnic que farem servir és una propietat important sobre
els graus, resumida en el lema segiient:

Lema 2.4.3 Sigui p un participant ¢ I', una estructura homogénia de rang r
definida per I'y = {A € Tg|p € A} en el conjunt P, = J s, A dels participants
que intervenen en algun minimal de T'y. Considerem ['estructura T, = {A C
Plp ¢ Ai AU {p} € I'v} homogenia de rang r — 1 definida a P, = UAeF;, A.

Llavors es verifica que

Z deg%(k:, q) = (k+1)deg(k+1,p)

qeP)

1 també

Z degr: (k,p) = (k + 1) deg(k + 1,p)

{qlpeP}}

on deg% (k,q) és el k-grau del participant q a lestructura T,

Demostracio: Per veure que és certa la primera igualtat diem d = deg(k+1, p),
llavors existira una collecci6é de d subconjunts diferents C = {Sy,..., S} que
verifiquen que per a tota j = 1,...,d, |S;| = k+1, p € S; i existeix S} € 'y tal
que S;U{p} C S}. Trobem aquesta colleccié C d'una altra manera. Considerem
q € B, iel seu grau d, = degrg(k:, q). Per tant existeixen Ag,..., A, C P,
amb |[Ay;| =k, ¢ € Ay; i verificant A; U{q} C A;; per cert A); € I per a tot
j=1,...,d,. Llavors By; = A,; U{q} verifica que |By;j| = k+1, p € By i que
B,jU{p} C A;; U{p} € I'y. Es a dir que aquests d, subconjunts diferents B;
sén de C. D’altra banda cada {q1,...,qri1} € C esta en les k + 1 colleccions

d d
{Bqu’}jq:lp Ty {qu+1j}j261+1

Per tant ) P dy = (k + 1)d, com es volia demostrar.

Per justificar la segona igualtat procedirem de la mateixa manera: sigui
d = deg(k + 1,p), llavors existira una colleccié6 de d subconjunts diferents
C = {S1,...,S4} que verifiquen que per a tota j = 1,....d, |S;| = k + 1,
p € Sj i existeix S; € I'y tal que S; U {p} C S}. Trobem aquesta colleccié
C d’una altra manera. Prenem un participant g tal que p € P, i anomenem
dy = degpg(k‘,p). Per tant existeixen Ag, ..., Agq, C Pyjamb [Ay| =k, p & Ay
i verificant Ag;U{p} C A; per cert A, € I', per atot j =1,...,d,. Aleshores
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B, = AgU{q} verifica que |Byj| = k+1, p € By; ique B,;U{p} C A,;U{q} €
To. Es a dir que aquests d, subconjunts diferents B,; sén de C. També sabem
que cada {qi,...,qxr1} € C esta en les k + 1 colleccions

d‘H

d
{Bq1j}j:17 R {quﬂj}j:cf_l

Per tant 3 cpy dg = (k + 1)d, com afirma la segona igualtat. [J
q
Ara farem la segona construccié d’un esquema per a compartir secrets per
una estructura d’accés homogenia.

Proposicié 2.4.4 Sigui ¢ > (r — 1)IN wuna poténcia de primer. Per a tota
estructura d’accés homogenia de rang r existeix un esquema per a compartir
secrets que reparteix secrets de KK = (GF(q))™ assignant fragments de longitud

r—1

logg » (r —1— k)k! deg(k, p)

k=0
a cada participant p € P.

Demostracio: Fem una demostracio per induccié sobre el rang r de I'estructura:
Cas r = 2: En aquest cas I'esquema trobat per D.R. Stinson donat
per la 2-descomposicié en estrelles d'un graf assigna fragments de longitud
log q(1!0! deg(0, p) + 0!1!deg(1,p)) = logq(1 + deg(p)) per secrets escollits en
(GF(q))?. Aquest esquema coincideix amb el de la primera construccié.

Cas r — 1 implica el cas r: Per demostrar aquesta part utilitzarem una
construccié semblant a la que es fa servir a la A-descomposici6. Sigui I' una
estructura homogenia de rang r en el conjunt P = {py,...,py} determinada
pel conjunt de minimals I'y. Considerem per a cada participant p; € P la
subestructura I'; = {A € T'g|p; € A} i a partir d’aquestes el recobriment

Ly, OO T Ty, N T, L Ty, DN Ty
que designarem per {Fg}§;;1>’N. Cada A € Ty pertany a A = r(r — 1) =
r! subestructures de la colleccié. Escollim Ly, ..., Lu_1yn € (GF(q))" tals
que agafats de 7! en r! siguin linealment independents. Donat un secret k €
(GF(q))" repartirem a cada subestructura I'} el secret k - L;. Agruparem els
secrets a repartir en les (r—1)! copies de l'estructura I'; de forma que repartirem
el secret (k-L1, ..., k-L(;_1y) fent ts del Lema 3.4.2 i de la hipotesi d’inducci.
Aquesta manera de procedir I'estendrem a totes les subestructures, rebent
cada participant p; un fragment de (r — 1)!logq bits (de les subestructures
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que sén copies de I';) i uns altres fragments de longitud longz;%(r -2 -

k)\k! degp (k, p;) per a cada subestructura I'; per la qual p; € P;, per la hipotesi
J

d’induccié. En total el seu fragment tindra longitud

r—2
(r—1)!ogq + Z loqu(r —2—k)k! degpg(k,pi) —

{ilpieP;} k=0

r—2

logg((r — 1) + Z(r —2—Fk)k! Z degrg_(k:,pi)) =
k=0 {lpieP;)

fent s del Lema 3.4.3 obtenim que la longitud és

r—2

logq((r — D!+ (r—2—k)kl(k + 1) deg(k + 1,p;)) =
k=0

r—2
log q((r — 1)!0! deg(0, p;) + (r—2—k)!(k+1)!deg(k +1,p;)) =
0

B
Il

r—1
loqu(r —1—k)!k!deg(k, p)
k=0
O
Amb aquest resultat tenim construit un esquema per una estructura ho-
mogenia de rang r qualsevol que ens proporciona fites per la taxa d’informacié
optima i per a la taxa mitjana d’informaci6 optima .

Teorema 2.4.5 Sigui q > (r — 1)!N una poténcia de primer i K = (GF(q))"
. Per a tota estructura d’accés homogenia de rang r en un conjunt de N par-
ticipants, existeir un esquema per a compartir secrets amb taxa d’informacio

r
P2 = r—1 de
—1 deg(k,p)
maxpep( o (r—’ )
i taxa mitjana d’informacio
riN

. Yo ((—11) 2 pep deg(k,p)) +7|To|
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Demostracio: Per a cada participant p € P tenim segons l’anterior proposicié

r!logq r

p) = - o
log ¢ > 2o(r — 1 — k)kldeg(k,p) 37,20 “ ™ deg(k, p)

r—1 deg(k,p)
k=0 (7“21)
i d’aqui el resultat enunciat de p,. Per la taxa mitjana tenim que
N N
p2 - 1 = r—1 deg(k,p) =
ZPGP m k=0 (’1‘211)7
peEP r
rIN rIN

Z};;é ﬁ ZpGP deg(k, p) ZZ;% (ﬁ ZpeP deg(k‘,p)) + 7|T

g

2.4.3 Comparacié entre les dues construccions

Per fer la comparacié entre els dos parells de fites p1, ps i p1, po trobades a la
seccid anterior, necessitarem un lema tecnic sobre els graus.

Lema 2.4.6 Sigui " una estructura homogénia de rangr > 2 i sigui 1 < k <r
aleshores per a tot p € P es verifica

1. deg(k,p) > = deg(k — 1,p)
(T—k-ﬁ-i—l
(3)
k4i
(S_,;l)
Demostracio: Per la primera desigualtat fem una demostracié per induccié

sobre el rang r.
Cas r = 2: Es evident ja que llavors o bé k = 1 en el qual cas sempre es
verifica deg(1,p) > (r — 1) deg(0,p) i 0 bé k = 2 pel qual també és evident.
Cas r — 1 implica el cas r: Sigui ¢ € P). Com que rang '), =r — 1, per
hipotesi d’induccié tenim

2. deg(k,p) > deg(k —i,p) perk—r+1<i<k

3. deg(k,p) < deg(k +i,p) peri <r—k

r—1— (k-
k1

1
degr (k—1,9) = ) degp, (k — 2,q)
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per a tota 2 < k < r — 1. Ara sumant totes aquestes desigualtats que resulten
de fer variar ¢ en P, obtenim

r—1—(k—-1
S degpy (k1.0 > 30 T g (2.
q€P) qeP!

1 fent 1s del Lema 3.4.3

r—k
k deg(k, p) > m(k — 1) deg(k —1,p)

i d’aqui s’obté el resultat per 2 < k < r —1. Elscasos k = 1ik = r sén
trivials.

La segona desigualtat s’obté aplicant la primera ¢ vegades. Per la tercera
es fa un canvi de k per k + ¢ a la segona. []

De la comparacié entre les taxes optimes per les dues construccions se’n
dedueix que la segona és millor que la primera. Més concretament es verifica
el segilient:

Proposicié 2.4.7 Les fites per a les taxes d’informacio optima verifiquen p; <
p2 < 5p1 perr > 2.

Demostracio: En primer lloc veiem que és millor la segona que la primera fent
Us de l'apartat 3 del Lema 3.4.6:

r—1

Zdegk‘p _ deg(r —1,p) +Zdegkp) <

=0 k=0 (k)

r—2 r—

2 de — 2,
+Z T Z(f e 1§(( —1) ) -
r—k—2 k
— 1
deg(r — 1,p) + deg(r — 2,p) — = deg(r —1,p) + deg(r — 2,p)
k=0
Prenent maxims tenim que p; < py;. Veiem ara quant millora la segona a la
primera. Per fer la comparacié entre aquestes dues fites haurem de considerar
primer el cas en el qual el maxim es pren sobre el mateix participant i després
considerar un segon cas en el qual el maxim es pren sobre participants diferents.
En el cas en el qual els dos maxims s’assoleixen en el mateix participant
anomenarem zj = deg(k,p) on p € P és 'esmentat participant. El quocient

de p1/p2 val

deg(r

P1 Tp—g + Tp—1

p2_1+ﬁ+ﬁ+...+ﬁ+ e M ]

1 2 7—3
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Per I'apartat 2 del Lema 3.4.6 obtenim que z; > (Tgl), o sigui xk/(rgl) >1
1 per tant
P1 < Typ_o + Tp_1

pr ~ T =2+ + T

Sabem pel apartat 1 del Lema 3.4.6 que x, 1 > x, o/(r — 1) i per tant z, 5 <
(r —1)z,_1. Es a dir que x,_» = ax,_; amb « € [0, — 1]. Aix{ tenim que:

PL_ QTr_ 1+ Tr_1 _ (+ 1Dz,
p2 T r =2+ 4wy v =24 (14252

a+1 _(r—l)(a+1)<(r—1)(r—1—|—1) r
1+ 25 r—1+a r—14r—1 2

En el cas en el qual els dos maxims s’assoleixen en punts diferents anomenem
x = deg(k,p) i z}, = deg(k,p’) amb p i p’ els participants on s’assoleixen els
maxims, és a dir:
Tp o+ Tp 1> o+ T
/ / /

x X, X T
o T e o AP IS SO

(") (s - (")

Aquest cas es redueix al primer observant que

Ty_3 Lp—2
ey T Tt

(r—3) r—1

ﬂ: Tr_g + Tp_1 <
A I S
7 (%) G

Typ_o + Tp_q <f

-2

1+ﬁ+%+...+ﬁ+ﬁ—*ﬁ+m,ﬂ_l
i per tant la desigualtat també és certa en aquest cas. [

La comparaci6 de les dues fites trobades per la taxa mitjana d’informacié
optima déna un resultat semblant:

Proposicié 2.4.8 Les fites per a les taxes mitjanes d’informacio optima d’una
estructura d’accés homogénia de rang r en un conjunt de N participants veri-
fiquen py < py < (r—1)py perr > 2.

Demostracio: Al comencament de I’anterior proposicié hem trobat que

r—1

deg(k
M S deg(T - lap) + deg(r - zap)

k=0 7;1)



2.4 Fites inferiors per les estructures homogenies 111

desigualtats que sumades sobre tots els participants p € P s’obté:

r—1

S 2B D)) S deg(r — 1,p) + des(r — 2.p)

peEP k=0 ( k ) peP

cosa que és equivalent a dir

r

<(# S deg(k, p)) + r|To| < 3 deg(r — 2,p) + r|T|

rfl)
k=0 k J pepP pEP

i per tant p;/ps > 1. D’altra banda si diem ¢ = |I'o|, a =} _pdeg(r —2,p) i
M = Z;;‘Z(ﬁ > pep deg(k, p)) llavors ens queda

01 a+re 1
~ = 1 < 1 :T_l
P2 aa—FT’C—FIM T

r—

O

Com que la millora amb la segona teécnica esta fitada i en canvi el conjunt
de claus per la segona técnica creix desmesuradament (en funcié de r!), en
algunes aplicacions practiques pot ser millor la primera construccioé per la seva
simplicitat.

2.4.4 Comparacié amb les fites per estructures homo-
genies de rang r
Fem ara la comparacié amb les fites conegudes fins ara per les taxes d’informacioé
en el cas d’estructures homogenies de rang r. D.R. Stinson amb un cas parti-
cular de la A\-descomposicio i fent servir coloracions d’arestes de grafs bipartits
obté a [92] la fita
r
(2r — 1)(")) + max,ep deg(r — 1, p)

p:

per la taxa d’informacié optima d’estructures homogenies de rang r en un
conjunt de N participants. Aquesta fita es pot millorar afinant els calculs fets
a [92] amb la introduccié del concepte de grau. La fita resultant d’aquesta
millora és

r
max,cp((2r — 1) deg(r — 2,p) + deg(r — 1,p))

Ps =
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En aquest treball també es dona una fita per la taxa mitjana d’informacié
optima:
rN

N@2r — 1) (")) + [Tyl

ﬁ =
la qual també és facil de millorar, obtenint

rIN
(2r —1) > cpdeg(r — 2,p) + 7|

Ps =

Aquestes fites van suposar la millora asimptotica de les fites conegudes fins
aquell moment en un factor de r. Aquestes fites anteriors eren les que van
trobar Benaloh i Leichter a [8] utilitzant un circuit boolea per a una forma
normal disjuntiva (veure Seccié 2.2) que també admeten una millora fent servir
el concepte de grau. La fita inferior per la taxa d’informacié optima, obtinguda
per aquesta construccio és

1
YN-T\
( r—1 )
que afinada amb el nostre grau déna:

1
maxycp deg(r — 1,p)

Les nostres fites milloren les fites de D.R. Stinson en un factor de 2r — 2 com
a maxim.

Proposicié 2.4.9 La fita inferior de la taxa d’informacio optima p; verifica
ps < p1 < (2r —2)ps.

Demostracio:

En el cas en el qual els dos maxims s’assoleixen en el mateix participant
anomenarem xj; = deg(k,p) on p € P és 'esmentat participant. El quocient
de p1/ps val

p_ (@2r =Dzt o > 1
Ps Typ_o + Tp_1 -

Per 'apartat 1 del Lema 3.4.6 tenim que 2,1 > x,_o/(r — 1), per tant x,_5 <
(r— 1z, idaqui z,_9 = ax,_1 amb « € [0,r — 1]. Aix{ tenim que:

pr  (2r—1Daz,_1+z1  (2r—1a+1 -

Ps aTr_1 + Tpq a+1 -
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2r—1)(r—-1)+1
r—1+4+1

2
=2r—34+-<2r—2
r

Quan el maxim no s’assoleixi en el mateix punt, si no que un s’assoleix en
p € Pilaltre en p’ € P, llavors dient x5, = deg(k,p) i z}, = deg(k,p’) tenim
que Tpo+Tp1 > @ o+ 1 2r =Dzl o+l > (2r — Dzpg + 201
Llavors

po_ (2r— 1zl ,+a. S (2r — D)ap_o + 21 .
Ps Tp—2 + Tp—1 - Tp_g + Tr_1 o

I també per les desigualtats anteriors tenim:

P (2r — D,y + x5y < (2r _ll)xi«—zl‘f’ Ty <2 —2
pPs Tr—2+ Tr1 Lr—9 + Lr_1

O

La comparacié de les fites per la taxa mitjana d’informacié optima doéna
un resultat semblant:

Proposicié 2.4.10 La fita inferior de la taxa mitjana dinformacio optima p;
verifica ps < p1 < (2r — 1)ps.

Demostracio: De la mateixa manera que abans tenim

b @) pdegtr—2p e
BT Lpepdegr—2.9) + 71T

O

La comparacié s’ha fet amb les fites de D.R. Stinson millorades. Si s’hagués
fet amb les fites originals es veuria que son molt pitjors. Ilustrem-ho amb un
exemple: anomenem cicle generalitzat de rang r i llargada N > 2r — 1 a
Iestructura d’accés definida en el conjunt de participants P = Zy que és la
clausura de

To={{i,i+1,...,i+r—1} C Pli € Zn}

S’observa que es tracta d’una estructura d’accés homogenia de rang r. Un
simple calcul ens porta a que el deg(r — 1,p) = r i que deg(r —2,p) = (r — 1)?
de forma que p; = r/(r* —r +1) i ps = r/(2r* — 5r2 + 5r — 1). El quocient
entre ambdues taxes val p;/ps = 2r — 3 +2/(r? — r + 1). Si el quocient es fa
amb la fita sense millorar el quocient val ((2r — 1)("_)) +7)/(r? =7 + 1) la
qual cosa prova que per a tot rang r aquest quocient tendeix a infinit quan N
tendeix a infinit.
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Més recentment H.M. Sun i S.P. Shieh a [85] han establert fites per estruc-
tures d’accés homogenies en general. El primer dels resultats d’aquest article
és una fita per a una estructura homogenia de rang r

) N-r+1
S1= "N
()

r

pitjor que la primera de les nostres ja que

maxep(deg(r — 2,p) + deg(r — 1,p)) < (N ) 1) * (N_ 1) B ( . >

r—2 r—1 r—1

i per tant p; > r/(ﬂl) =(N—-r+ 1)/(];]) = psi1.

2.4.5 Comparacié amb les fites per estructures homo-
genies de rang 3

En el treball [92] de D.R. Stinson es presenten unes fites per les taxes d’informacié
fent servir aquesta vegada sistemes de Steiner per construir la descomposicio.
El principal resultat al qual s’arriba per estructures homogenies amb rang

r =3 és:
6

PSTE =N —1)(N —2)

si N = 2,4(mod 6). Per altres valors de N I'autor indica el cami per derivar
fites a partir d’aquesta. D’aquest calcul surten les fites: psrp = 6/(N(N +1))
1)(N+2)) si N = 5(mod 6). Per exemple en el cicle generalitzat de rang r = 3
i N > 5 participants tenim que és millor la nostra fita p;. De fet d’aquesta
manera tenim una manera facil de generar una familia infinita d’estructures
que tenen una taxa d’informacié p; molt més gran que la taxa que ens donen
els sistemes de Steiner (quocient entre les dues fites tan gran com es vulgui).

La fita pgrg és pitjor que p; per N # 2,4(mod 6) com es pot veure trivial-
ment a partir de la fitacié grollera de p;

. 3 6
PN N D

1 2

Per tant només cal fer la comparacié en el cas que N = 2,4(mod6). La
conclusio en aquest cas és que és pitjor que p; per la majoria de les estructures
d’accés. Més exactament:
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Proposicié 2.4.11 Sigui I una estructura homogénia de rang 3 en un conjunt
de N participants amb N = 2,4(mod 6) llavors

1. Si per a tot participant p € P tenim que deg(l,p) < N — 1 llavors
P12 PSTE-

2. Si per tots els participant p € P pels quals deg(1,p) = N — 1 es verifica
deg(2,p) < (N — 1)(N —4)/2 llavors p1 > psrE.

Demostracié: Pel primer cas només cal observar que si diem k& = deg(1,p)
llavors deg(2,p) < (5) = (k*—k)/2 < (N—2)2—(N-2))/2 = (N?~5N+6) /2.

Llavors comparant amb pgrp = m,

(N - 1N - 2)

deg(1,p) + deg(2,p) — <
N?-5N+6 (N-1)(N-2)
2 2

per tant max,cp(deg(1,p) +deg(2,p)) < (N —1)(N —2)/2id’aqui p1 > psrE.
En el segon cas si el max,cp(deg(1, p)+deg(2, p)) s’assoleix en un punt amb

deg(1,p) < N — 1 pel mateix raonament fet al primer apartat tindrem provat

el resultat. Si el maxim s’assoleix en un punt en el qual deg(l,p) = N — 1

llavors per la hipotesi

N -2+ =0

max,ep(deg(l,p) + deg(2,p)) < N — 1+ (N — 1)2(N —4) _ (N — 1)2(]\[ —2)

O

Observi’s que sempre deg(1,p) < N — 1 i que només en el cas que hi hagi
un participant amb grau maxim podra ser la fita psrgp millor que p;. Pero
fins i tot en el cas que hi hagi un participant p amb el 1-grau maxim, només
si estructura d’accés conté gairebé tots els subconjunts que es poden formar
amb el participant p, sera millor psrp que p;.

En el cas que el maxim s’assoleixi en un participant amb 1-grau maxim, es
pot demostrar (fent servir la mateixa argumentacié que a la Proposicié 3.4.11)
el resultat segiient, que diu com poden ser les estructures amb py > psrE.

Proposicié 2.4.12 Sigui I' una estructura homogénia de rang 3 en un conjunt
de N participants amb N = 2,4(mod 6). Si per tots els participant p € P
pels quals deg(1,p) = N — 1 es verifica deg(2,p) < (N? — 4N + 1)/2 llavors
P2 2 PSTE-
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En el mateix treball [92] de D.R. Stinson, es presenta una fita per la taxa
mitjana d’informacié fent servir la mateixa tecnica:
o 24
PSTE = 5N —1)(N — 2)

si N = 2,4(mod 6). Aquesta fita és pitjor que la nostra fita p; ja que
_ 3N S 3N
30| + 2 ,cpdeg(l,p) ~ 3(3) + 3 ,cp N -1
3N 6

NNV DN 22 NV _1) N _1) -
per valors N > 10. Pels valors de N # 2,4(mod 6) es pot obtenir com abans
fites a partir de la primera: pgrp = 24/(5N(N +1)) si N = 0(mod6), psre =
24/(BN(N — 1)) si N = 1,3(mod6) i psrg = 24/(5(N + 1)(N +2)) si N =
5(mod 6). En aquests tres casos és facil comprovar que p; és millor.
En el treball de H.M. Sun i S.P. Shieh [85] es presenta una fita per la
taxa d’informacié d’una estructura homogenia de rang 3 en un conjunt de N

participants:

P1

6
P2 = N2 2N +3
de la qual es pot dir que és pitjor que p; per la majoria de les estructures
d’accés. La concreccio d’aquest fet i la seva demostracio és analoga als resultats
que ja hem enunciat anteriorment:

Proposicié 2.4.13 Sigui I' una estructura homogenia de rang 3 llavors

1. Si per a tot participant p € P tenim que deg(l,p) < N — 1 llavors
p1 = Ps2-

2. Si per tots els participant p € P pels quals deg(1,p) = N — 1 es verifica
deg(2,p) < (N? — 4N +5)/2 llavors p1 > psa.

N*l)
)

Si comparem pgy amb p, sempre és millor py ja que deg(1,p) < (7,

deg(2,p) < (Nz_l) i per tant

pPs2

%+ N;l + (Nfl)(foQ)/2 N2 _9N+3
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2.5 Fites superiors per les estructures homo-
genies de rang 3

Per trobar fites superiors de la taxa d’informacié optima per estructures ho-
mogenies de rang 3 seguirem un raonament semblant al que van fer servir
Blundo, De Santis, De Simone i Vaccaro a article [20] per estructures ho-
mogenies de rang 2. Aixo és, construirem una estructura homogenia de rang
3 de la qual podrem fitar superiorment la seva taxa d’informacié Optima.
Aquest resultat només provara que qualsevol fita inferior general per la taxa
d’informacié no podra ser més gran que la fita superior que determinarem
aplicada en aquesta estructura.

Sigui » = O0mod 3. Anomenarem cicle generalitzat de rang 3 i llargada n
a l'estructura d’accés definida en el conjunt de participants P = Z,, que és la
clausura de

%= {{i,i+1,i+2} C Pli € Z,}

S’observa que es tracta d’una estructura d’accés homogenia de rang 3. En
aquesta estructura es pot fer una particié P = SpUS;USs amb S; = {j € P|j =
imod 3} de tal manera que cada subconjunt minimal esta format exactament
per un element de cada part. Aquestes parts tenen igual cardinal.

Sigui ara una estructura d’accés homogenia de rang 3 en el conjunt P de
cardinal n = Omod 3 amb base I'. Suposem que passa com abans, aixo és,
existeix una partici6 P = Sy U S; U Sy en tres subconjunts d’igual cardinal
de tal manera que cada subconjunt minimal esta format exactament per un
element de cada part. Donat ¢ = O0mod 3 fem ¢ copies de I'estructura inicial
To,...,Ty 1 amb conjunts de participants F, ..., P, 1 i particions P; = Sj U
S} U Si. Definim una nova estructura d’accés en el conjunt P’ = PByU...UP, ;
amb base I' =ToU...UTl,_; UT on T esta definida de la manera segiient:

Identifiquem els elements de S;: amb 0,1,...,/—1ambn = 3/. Els elements
de I' s6n la colleccié de subconjunts de 3 elements seglients

e Per 0 < i < ¢— 3 construim els subconjunts formats per j € S, j € Sit*
ijesit?

e Per i = g — 2 construim el subconjunt format per j € S¢% j € 971
j—q/3 €S2 (observem que j — q/3 és un enter que agafarem modul /)

e Per i = ¢ — 1 construim el subconjunt format per j € ngl, j—q/3€S)
ij—q/3 €S, (amb el mateix comentari que hem fet abans)
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Figura 2.13: Exemple de construccié de I a partir d’'un cicle generalitzat de
n =9 elements amb ¢ = 6 copies.

A la Figura 3.13 hi ha la construccié de [ amb ¢ = 6 copies a partir del
cicle generalitzat I'° de n = 9 elements.

Comentem quines propietats té aquesta nova estructura. En primer lloc és
homogenia de rang 3. El nimero de participants és nq. Hi ha una particié
de PP = Sy US; US; en tres subconjunts So = SQUSE... U ST, S =
SOUSH. . uSI! S, =89U k... UST! d’igual cardinal de tal manera que
cada subconjunt minimal esta format exactament per un element de cada part.

A partir d’un cicle generalitzat de rang 3 i longitud n = 0 mod 3 podem fer
k vegades el procés anterior per ¢ = 0 mod 3 obtenint 'estructura que té per
base I'* en el conjunt de participants P* de ng® elements.

Per aquesta estructura que hem definit trobarem una fita superior per la
taxa d’informacié optima. Per tal de referir-nos més comodament a les propi-
etats de I’entropia i de la informacié mutua que utilitzarem, fem un breu resum
de les propietats més importants que ja s’ha referenciat a la Seccié 2.8 junt
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amb alguna altra que és conseqiiencia immediata de les anteriors:

Propietat 1 > H(X;))=H(X;...X,)+>  HXi; X1...X;1)

Propietat 2 H(XY)=H(X)+ H(Y) - I(X;Y)

Propietat 3 I(X;Y)=1(Y;X)

Propietat 4 I(X;Y) >0

Propietat 5 [(X;YZ) > I(X;Y)

Propietat 6 Si A fa independent la successié d’elements B aleshores
I(A;B) > |BI[HIK)si AeT
I(A;B) > (Bl -1)H(K) si A¢T

Propietat 7 Si Z fa independent la successi6é d’elements X aleshores
I(XY;Z)> (| X|+1)H(K)si Z €T
I(XY;2)>|X|HK)si Z¢T

Les propietats 1, 2, 3 i 4 han estat enunciades a la Seccié 2.8. La propietat
6 és el Corollari 2.8.5 en la seva versi6 inicial de [20], és a dir el Teorema 2.8.7.
Pel que fa a la propietat 7 es tracta de la propietat que afirma que I(XY; Z) =
I(X;Z)+ I(Y; Z|X) després d’aplicar la propietat 6 i el Lema 2.8.3.

Hem de destacar que denotarem ’entropia de AU B per H(AB) i no pas
H(A U B) i per 'entropia H(p) d’un participant p en lloc de H({p}). Tots
aquests abusos de llenguatge els farem també amb la informacié mutua.

Els resultats que venen ara sén lemes tecnics destinats a fitar superiorment
la taxa d’informacié de I'*. El primer lema és una fitacié de la suma de les
entropies dels elements del cicle generalitzat.

Lema 2.5.1 El cicle generalitzat T° de rang 3 i longitud n > 9 verifica

> H(p) > H(P®) + (n — 2)H(K)

pePo

Demostracio: Tenim que

S Hp) =S HG) =Y HG) - YD H) =
H(0123)+23:I(z’;01...i—1)+H(4...n—1)+§[(i;4...i—1)

aplicant la propietat 1 dues vegades. Fent servir la propietat 2 obtenim que
H(P°)=H(01l...n—1)=H(0123)+ H(4...n—1)—1(0123;4...n—1) i per
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tant,

3 n—1
> H(p)—H(P°) =) I(;01...i-1)+) I(i;4...i—1)+I(01...3;4...n—1)
pePo i=1 i=5

Ara bé, per la propietat 4 i la 3 deduim que S°0_ I(i;01...i—1) > I(3;012) =

I1(012;3) > H(K) essent la darrera desigualtat certa per la propietat 6 ja

que {0,1,2} € I fa independent {3} Fent un raonament identic obtenim

S (i 1) 2 S (i) = Y (A1) > S H(K) =
(n—=T)H(K). Aphcant la propietat 7 amb 0,3,2lasuccessiéo X,Y = {1}, Z =

{4,...,n—1} obtenim 1(0123;4...n—1) > 4H(K). Fent servir totes aquestes

afitacions parcials surt que

Y H(p)—HP) > (1+n-7+4)H(K) = (n—2)H(K)

O

El segon lema tecnic calcula una fita de la suma de les entropies dels blocs
de participants que es copien en la construccié de I'* .

Lema 2.5.2 L’estructura T*™! en el conjunt de participants P**! verifica

-1

=)

k

H(S5S75) = H(PH') + (g = 3+ (g — 2) H(K)

Il
=)

a;

Demostracio: Aplicant la propietat 1 dues vegades obtenim

-1

=)

H(S§S1Se) = H(SpS)SY ... S5S;S3)+

Il
=)

a;

3
D I(S5SySs; 80808 .. Sa SIS + H(S5SESy ... S¢S ST )+
a=1

q—1
S I(S5S598y; SASESE. .. Syislse Y
a=>

Ara per la propietat 2 I'entropia H (895959 ... S 'S7 1541 val

H(S089SY...835%83) + H(S4Siss ... 89189181 1)~



2.5 Fites superiors per les estructures homogenies de rang 3 121

1(S9898Y...835353. 5p5tss ... SI71e1 7t ga™hy

Llavors

T
L

H(S05055) — H(S95%S0. .. S35 171) =

i
(=)

3

> I(S§SyS5; 80808y . SeT ST S T+

a=1

q—1

> I(S§SySs; 5SS . SeT Sy TSy )+

a=5

1(S98959 ... 535383, Sistsy. 8IS tesh

Els dos primers sumatoris es poden afitar per la propietat 5

3
3 I(S505958; 595058 ... SaTLSETISe T+

a=1

qg—1

(855288, SiStst .. Selge-tge-ty >

ot

I(Sy8y 853 S9S1S2) + 1(SgS7S5; S5.5155)+
1(S35183; S5 28t 25y 25y sy sy )
a=2,3,6,...,q—1
Fent servir la propietat 7 i la propietat 4 amb X = S§, Y = S{5% i Z =
Sg2807285260=1 841 52=1 obtenim que és més gran que:

k

0+0+(%qk+1)(2—|—q—6)H(lC):(%+1)(q—4)H(IC)

D’altra banda per la propietat 5 i per la propietat 7 amb X = S%S3
Y =50595353 i Z = S4S1SE. .. SIS ST tenim

k
(S80S0 ... 538383, §484sh ... 841 ga 1 ga 1y > (27;‘1 +1)H(K)

En resum obtenim que

q—1
S H(S;StSg) — H(S)S9SE... 57 s sy ) >

a=0
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L 1) - )0 +

k

DH(K) = (q = 3+ ) H(K)

2nqg*
3

g

El lema segiient ens dona una fita de la suma de les entropies sobre cadascun
dels participants de P* en funcié de entropia H(P*).

Lema 2.5.3 L’estructura I'* en el conjunt de participants P* verifica per k >
1

1 k 2 —
S H(p) > HPY) + (¢ — L5 + 22— gt - L2 (i
— qg—1 3 3 qg—1

Demostracio: Raonem-ho per induccio sobre k. Per k = 0 és cert pel Lema 3.5.1.
Suposem que és cert per k i veiem que és cert per k + 1 fent servir la hipotesi
d’induccié i el Lema 3.5.2:

> Hip Z > H(p Z (S5.8eS5)+

pePk+1 a=0 pc Pk a=0
q(qk(n—%+%)—§knqk—l—‘qI:—i’)H(/C) > H(S§S9SS ... S¢S 8 )+
(- L By - By g 22 =
HP) + (g = T B - 20k gt - 1= ()

com voliem demostrar. [

Aquest darrer lema técnic ens déna una fita de la suma de les entropies de
tots els participants sense fer intervenir cap més entropia llevat de ’entropia
del conjunt de secrets.

Lema 2.5.4 L’estructura T'* en el conjunt de participants P* verifica per k >
1

+1 (k-1 9
q +( n

E:H@PNf@n—q_l )3

pePk
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Demostracio: Per k > 1 fent servir el Lema 3.5.3 tenim:

ZH(p)ZZ_: > Hp) >

pcEPk a=0 pepk-1
—1
— Q+1 (k_l)n 2(]{?—]_) - q_3 3 a Qa Qa
q(¢" l(n—q_1+ 3 )— 3 ng® 2—q_—1)H(’C)+ZH(505152)
a=0

Per la construccié de T* = Ty U ... UT, ; UT’, sabem que si S§S{Sy =
{p1,. . pog—1}, Peratot i =1,...,ng" ! existeix un tnic C; € I" tal que p; €
C;. Aixi tenim que S$S5¢SY fa independent la successié de ng"~! subconjunts
independents definida per:

B =(Ci —{p})U...(Ci — {pi})

A la Figura 3.14 s’illustra aquesta successié per n =9, k=11 ¢ = 6.
Per tant pel Corollari 2.8.5 obtenim

Y Hp)=)_ ) Hp>=>

pEPk a=0 pepk—l

(¢ I HE Do L3 () g+ ) HK) =
n — L 2D 2 gt 2

O
Ara ja podem enunciar una fita superior per a la taxa d’informacié optima
per I'*:

Proposicié 2.5.5 La taza d’informacié optima per Uestructura T'* en el con-
junt de participants P* verifica

n

+1 (k—1)n 2n(k—1) 2
-t T T Y

p*(ITF) <

Demostracio: Com que

> loglSy| =) log H(p) >

pcPk pEPk
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A
/\ A

657

32

3

l\@ /%

Figura 2.14: S§S5¢S¢ fa independent la successié By,...,Bg pern =9, k=1
iqg=06.

g+1 (k—1)n, 2

(¢ (20— L5+ B - 2= n ™+ ) og |
llavors gl
k ~ Tk ng-log
A <P = g, =
ng”
gk (2n — Z—f—} + @) — %(k: — Dngt-1 + 612_—‘11 -
n
R
L]

S’observa que els graus per aquesta estructura valen degpx(2,p) = k + 3,
degrx(1,p) = 2k + 4, la qual cosa ens déna una fita per a la taxa d’informacié



2.5 Fites superiors per les estructures homogenies de rang 3 125

p*(T*) > 3/(2k + 6) fent servir el Teorema 3.4.5. Podem fer una fitacié més
clara observant:
n

P*(Fk) < +1 , (k—)n  2n(k—1) 2 <
-t T T T e
n B 1
+1 (k—=)n  2n(k=1) = g—2 5 g+l 2
2"—3_—1+ 3 3q 3q k+(3 (qfl)n+3q)
Per exemple per ¢ = 3 obtenim:
3 3
<P < —r =
G BT
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