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Capitol 1

Plantejament del problema.

1.1 Introduccié al problema.

En alguns casos, quan un sistema hamiltonia integrable es pertorba amb un terme d’oscil-lacié
rapida no necessariament petit, el sistema resultant es comporta de manera propera a un inte-
grable en el sentit que les zones caotiques son molt petites. Un exemple classic on té lloc aquest
fenomen i que ha estat usat ja per diversos autors [Sa95, DGJS97, T97], és el del pendol amb
una pertorbacié periodica en el temps de periode molt petit:

{ Q=P (1.1)

p =sing — psingsin(t/e)

on 0 < e < 1ip>0sén dos parametres i (q,t) € R/21Z x R/2neZ. Aquest sistema és
hamiltonia amb funcié de Hamilton associada:

2

H,.(¢,p t/e) = % — 1+ cosq+ p(l —cosq)sin(t/e), (1.2)

que és analiticaen (q,p, t/e, 1), H,-(0,0,t/¢) = 01 pot considerar-se com a suma del hamiltonia
del sistema no pertorbat i d'una pertorbacié rapidament oscil-lant:

H,.(q:p,t/) = Ho(q,p) + nHi(q, p, t/€) (1.3)
amb )
Ho(q,p) = % — 1+ cosg, Hi(q,p,t/e) :== (1 — cosq)sin(t/e). (1.4)

Es important remarcar que l'estudi fet en aquesta memoria donara conclusions quan el
parametre pu < g, pero o pot ser qualsevol valor independent de 'altre parametre e, que si
sera petit. En particular, pot prendre valors grans.

El nostre estudi s’ha centrat en aquest cas, pero amb les hipotesis adequades, els metodes
emprats son generalitzables a pertorbacions periodiques generals de sistemes integrables al pla,
és a dir, hamiltonians del tipus (1.3) amb Hy(q,p) i Hi(q,p,t/e) qualssevol. Aixi doncs, s’ha
utilitzat ’exemple (1.1), on ja s’han fet estudis previs (vegi’s [T97], pero també [Sa95]), com
a test del metode proposat per tal d’obtenir resultats quan el parametre de la pertorbacié del
sistema és gran.
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Per a = 0, el camp és autonom i aleshores el retrat de fase, p

que és el resultat de la projeccié sobre un pla t = ty de les orbites
(q(t),p(t),t), ens déna una visi6 perfecta del comportament del
sistema. En el cas del pendol simple, la dinamica del sistema

és ben coneguda: identificant ¢ = 0 amb ¢ = 2m, I'espai de fase 0
esta format per orbites periodiques al voltant del punt d’equilibri
estable (,0), que representen oscil-lacions del péndol al voltant

del seu punt més baix, i per orbites periodiques lluny de (m,0),

que representen rotacions completes del pendol a més o menys
velocitat. Les varietats invariants estable i inestable del punt
d’equilibri hiperbolic (0,0) estan formades per solucions del sistema que tendeixen a (0,0) quan
el temps tendeix a +00 0 —oo respectivament. En el cas no pertorbat, aquestes dues varietats
coincideixen i corresponen a les solucions que satisfan Hy(q,p) = 0, és a dir,

©)

. q
{(q,p)]qER,p::I:QSmi}, (1.5)
i que, a més, fan de separacié entre els dos tipus de moviment del pendol, per la qual cosa
reben el nom de separatrius.

Escollint una de les dues branques, podem diferenciar la varietat estable de la inestable
tnicament distingint el domini de ¢ entre (0,47) i (—27,27), tal i com es pot veure a la Figura
1.1. També podem expressar les separatrius parametritzades per t € R:

p

-2 0 2 4

Figura 1.1: Separatriu del pendol simple, vq.

Yot — to) = (qo(t — t0), Go(t — to)) = (4arctane’", 2/ cosh(t — to)) € (0,2m) x (0,2], (1.6)

on amb t € (—o0,ty] veiem la varietat inestable corresponent a ¢ € (0,7] i amb ¢ € [ty,o0)
veiem l'estable corresponent a g € [, 27). L’eleccié del valor ¢y és tal que, per a temps t = ¢,
I'orbita passa per (m,2). Si posem qo(t — to) = 4arctane” ") la parametritzacié (1.6) seria
Yo(t—to) = (qo(t—to), qo(t—to)) € (0,27m) x[—2,0) i ens déna 'altra separatriu, que és totalment
simetrica respecte 'eix p = 0. Com que les separatrius estan formades per punts comuns a
les dues varietats invariants associades a un mateix punt hiperbolic, també s’anomenen orbites
homocliniques del sistema no pertorbat.

Si estenem el domini de ¢ a C, observem que les separatrius tenen singularitats als punts
to+1i% +inZ. El fet que la primera singularitat estigui a distancia 7/2 de l'eix real, apareixera
reflectit a les constants involucrades als resultats sobre la distancia entre les varietats estable i
inestable del punt hiperbolic en pertorbar el sistema.
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Quan p # 0, el camp ja no és autonom, pero pel fet que la pertorbacié sigui 2we-periodica
respecte t, una manera de visualitzar la dinamica del sistema és usant ’aplicacié de Poincaré
P que es defineix de la seglient manera: considerem X' = {(q, p, o), (¢,p) € R x R} la secci6
tranversal a temps to € R al flux de (1.1) i sigui (¢(t; o), p(¢; o)) una solucié del sistema tal que
(q(to;to), p(to;to))) = (qo,po) € X', aleshores P (qq, po) = (q(to + 27e; to), p(to + 27e; ty)), és a
dir, com es pot veure a la Figura 1.2, a cada punt (o, po) € X se li assigna el corresponent
pel flux a temps 27e.

t=t, t = to+ 2me
, P (qo, po)
(90, q) P (ap:20) (40, Po)
(OZO\)—/X/’ fto(07 ) .(0,0) = P™(0,0)

t =ty =ty + 2me

Figura 1.2: Aplicacié de Poincaré.

Una altra manera d’estudiar la dinamica del sistema (1.1) és considerant el flux autonom
assoclat:

q=7p
p = sing — psingsin(s/e) per a (gq,p,s) € [0,27] x R x [0, 27¢]
s=1

on, per a u = 0, (0,0,R/(QﬂeZ)) és una orbita periodica de periode 27e, que té varietats
estable i inestable, Wy i W, 2-dimensionals coincidents al llarg de la varietat homoclinica
W =W, = {n(t —ty) x R/(2reZ)}. Els punts fixos hiperbolics del sistema no pertorbat
donen lloc, quan p # 0, a orbites 2we-peridodiques en el sistema pertorbat, que per P es veuen
com a punts fixos. En el nostre cas concret, com que (0,0) es manté com un punt d’equilibri
del sistema pertorbat, tenim també l'orbita 2me-periodica hiperbolica (0,0,R/ (27T5Z)), pero
ara amb varietats invariants estable i inestable bidimensionals W¥ diferents, tot i que properes
a la varietat homoclinica tal i com es pot veure a la Figura 1.3, i que, degut a 'estructura
hamiltoniana, es tallen entre elles.

Figura 1.3: Trencament de separatrius.

A la Figura 1.4 s’ha representat com, per a P, la interseccié d’aquestes varietats bidi-
mensionals amb ¢ = ¢y déna corbes invariants que corresponen a les varietats unidimensionals
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estable 1 inestable de (0,0) punt fix de P. Aquestes corbes sén properes a 1’orbita homoclinica
Yo(t —tg) de la Figura 1.1 i s’intersequen en punts pertanyents a diverses orbites homocliniques
del sistema (1.1) amb u # 0.

W D

Figura 1.4: Trencament de separatrius.

Aquesta interseccié transversal de varietats invariants, que coincideixen en el problema no
pertorbat (trencament de separatrius), ja va ser donada per Poincaré [Po93] com a princi-
pal obstacle per a la integrabilitat d’equacions diferencials, doncs déna lloc a comportaments
complicats de les trajectories.

La distancia entre les corbes estable i inestable de P s’hauria de calcular, per exemple,
integrant les equacions variacionals associades a 1’orbita homoclinica, pero Poincaré va proposar
un metode pertorbatiu en el parametre de la pertorbacié i, que Melnikov [Me63] i Arnold [Ar64]
van desenvolupar més tard i que ara es coneix com a Metode de Poincaré-Melnikov-Arnold. El
metode déna, en primer ordre, el resultat d’aquesta integracié i, per tant, es va convertir en
la forma estandard d’estudiar el problema. La distancia entre les dues corbes es calcula sobre
la recta normal a la separatriu en el punt 7,(0) = (m,2) de la seccié X%, situacié indicada
graficament a la Figura 1.5 i que pot trobar-se detalladament explicada al capitol 4 del llibre
[GuH83|.

(8gHo(70(0)), 0, Ho(7(0)) o

71\70(0)
W™ Nk

wtnxte

Figura 1.5: Distancia entre les varietats invariants estable i inestable.

Si a®(t;t0) = (¢*(t;to), p* (£ t0)) s6n les orbites de W= tals que a*(to; t9) € X N {q = 7},
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la distancia que busquem és senzillament
d(to) = HZE—’_(t(), to) -z (to, t()) H = |p+(t0, to) - p_ (to, to)’ (17)
i la formula obtinguda per Melnikov és

| M (to)]

| (8yHo(76(0)), =8, Ho(70(0)) || +O(p), (1.8)

d(to) = p

on

Mt i= [ {Ho H) (ol ~to),t/2) dt = [ {Ho H) (o0, (0 + 0)/2) bt (19)

és 'anomenada funcié de Melnikov i {Hoy, H1} = 0,Ho0,H1 — 0,Ho0,H; és el parentesi de
Poisson. Sigui d el maxim d’aquestes distancies, aleshores,

1
apHo(’Vo(O))a —aqu(’Yo(O)) |

d= e [ M (1) + O(4?). (1.10)

Si M(t§) = 01t} és un zero simple, hom pot veure que z7(¢;ty) i ™ (¢;) intersequen a
YN {g=rm} peraunty=t;+ O(u). Aixi doncs, com que x* (tg;to) = 2~ (to; o) = 2" (to; t0),
la corresponent solucié z(t;ty) és una orbita homoclinica del sistema (1.1) per a g # 0. Un
cop obtingut tj tal que M(t§) = 0, la teoria de Melnikov també ens déna una aproximacio de
I'angle que les dues corbes invariants, W+ N X% i W~ N X%, fan en el moment d’intersecar-se
aq=m:
| M(15)]
[70(0)]]?

Per altra banda, si t§* és un zero consecutiu a t; de la funcié6 de Melnikov, aquesta teoria
permet provar que I'area del 1obul format per les interseccions de W N Xt i W~ N X% al pla
t = ty, ve aproximada per:

+ O(11?). (1.11)

sina =

A= u/t% M (to)| dto + O(42). (1.12)

*

0

En el nostre cas, segons (1.6), 70(0) = (go(0),po(0)) = (7,2) i aleshores

(8pH0(’YO(O))> —aqu(’Yo(O)) = (pO(O),sian(O)) = (2,0).

Pel que fa a la funcié de Melnikov,

M(ty) = /_OO po(t) sin go(t) sin ! —Zto dt = cos(to/e) /00 po(t) sin qo(t) sin(t/e) dt =

o0 —00

oo . ht oo . ht '
=cos(to/¢) / 4sm—h3t sin(t/e) dt = —4icos(to/¢) / sinht ). i,

3
oo S oo cosh” t

pero, usant que sinh ¢/ cosh® ¢ té un pol triple a i /2 iel Teorema dels Residus, pot comprovar-se
que

/ sinh¢ gitle gy _ T ' 1 ’
oo cOsh® ¢ €2 2sinh(e~17/2)
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per tant,
1

sinh(e~17/2)’
que, sabent (1.10), (1.11) i (1.12), ens porta a la conclusié que:

Mito) = i—z cos(to/)

T 1
d=pt - 2
He sinh(e=17/2) O,
. 1 9
DY sinh(e=17/2) O, (1.13)
4 1
A=p—r +O(2).

W sinh(e—17/2)

Poincaré ja va detectar els fenomens exponencialment petits en alguns sistemes dinamics, pero
no van ser estudiats metodicament fins molt més tard.

Aixi doncs, situacions com la nostra, en les quals un sistema integrable amb un punt fix
hiperbolic s’ha pertorbat amb un terme no regular en € (en concret era periodic en t/¢), provo-
quen que M (tg) sigui exponencialment petita respecte ¢ (vegi’s [Fo93]) i per tant, amb aquest
metode pertorbatiu classic la férmula (1.13) déna una bona mesura del trencament en primer

ordre de p només si
1 =
nw=o ) € 2 |,
€

condici6é que limita de manera extrema el rang de valors per al parametre p.

A la segiient seccié donarem un resum del progrés que ja s’ha fet en demostrar que, si u és
suficientment petit respecte ¢, el Metode de Melnikov continua essent valid. El nostre objectiu,
pero, va més en la linea de [T97, Sa95] i és veure que, si p és gran, es pot obtenir una férmula
aproximada de la distancia entre varietats invariants(i les altres quantitats relacionades) on la
formula de Melnikov ja no apareix com a terme dominant.

1.2 Estudis previs del problema.

El primers resultats sobre trencament exponencialment petit de separatrius van consistir
en fites superiors de 'angle d’escissid, tant per al cas d’aplicacions com per al de fluxos [Ne84,
Fo93, Si94, Fo95, FS96]. El calcul asimptotic d’aquest angle es va comengar a fer en exemples
concrets i un dels models més estudiats va ser el del pendol pertorbat periodicament:

¢ = sinq + psin(t/e), (1.14)

per al qual nombrosos treballs han donat resultats quan el parametre p és suficientment petit
respecte 'altre parametre e.

Amb pu = deP, on 0 és petit, estudi de (1.14) es va fer per primera vegada a [HoMSc88|
(i després a [Sc89]), obtenint-se que, si p > 8, el terme de Melnikov preveu correctament
la petitesa exponencial de l'escissio i I'angle de transversalitat, tot i que no pot aplicar-se
directament. Posteriorment, a [EKS93] es va arribar al mateix resultat perd ampliant els casos
ap>3.

Utilitzant un altre enfoc del problema fonamentalment diferent als anteriors, a [DS92, G93]
es va obtenir una expressié asimptotica per a 'angle. En el cas del segon article, i seguint la
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idea donada a [GLT91], s’hi déna el procés a seguir per a la construccié d'una aproximaci6
analitica de les varietats en els complexos, amb la qual podria arribar-se a un resultat valid
per a p > 5. La demostracié rigurosa, basada en l'existencia d’unes coordenades canoniques
adequades, anomenades Flow-Boz, que expressen les varietats invariants pertorbades d’una
forma senzilla, i un teorema d’extensi6 de les varietats invariants, pot trobar-se a [DS92], on
es va provar que l'expressié asimptotica era valida per a p > 0. Encara ara, la validesa de
I’expressié asimptotica no s’ha pogut establir per a valors inferiors de p. En qualsevol cas, el
treball [Fo93] prova que, per al sistema més general § = f(q) + Pg(t/e), una fita superior és
valida permetent valors p > —2.

Tots els resultats aportats fins ara usen la complexificacié de les varietats invariants com
a punt clau per arribar als resultats i, segons diferents aproximacions numeriques al problema
com s6n [Si90] i [BO91], sembla que —1 seria el limit inferior dels valors de p per als quals es
confirmaria I'expressié asimptotica donada per la férmula de Melnikov per a l'exemple (1.14)
amb p = deP. A [G97] es tracta el cas p = —2, on s’hi proposa una férmula amb el mateix factor
exponencial que el terme de Melnikov corresponent, perdo amb un coeficient diferent, doncs ja
no seria el terme dominant.

Aixi mateix, a [DS96] s’exposa, generalitzant les eines de [DS92], un metode per confirmar
Iexpressio exponencialment petita que dona la funcié de Melnikov per a sistemes hamiltonians
generals amb un grau i mig de llibertat i una dependencia en el temps rapidament oscil-latoria;
s’hi obté una acurada estimacié a priori de la mida permesa de la pertorbacié. En concret, s’hi
estudien sistemes de la forma

H(q,p, t/&‘) = HO(qap) + (Séle(q,p, t/&“)

i es prova que la prediccié donada per la funcié de Melnikov és valida si p > [ on [ es defineix
com l'ordre de la pertorbacié (per a més detalls, vegi’s el propi article). Per al cas del sistema
(1.14), I = 0 i aleshores el resultat déna la validesa del metode de Melnikov per a p > 0, que és
el que ja s’havia obtingut a [DS92].

Un altre problema que ha estat estudiat per diversos autors és com el tractat en aquesta
memoria:

G = sinq — psingsin(t/e), (1.15)
on p = deP. Segons els resultats de [DS96], en aquest cas | = 21 per tant tindriem que el metode
de Melnikov és valid per a p > 2. Per contra, a [T97] s’arriba a una férmula asimptotica diferent
de la que prediria la féormula de Poincaré-Melnikov per al cas p = 0; el metode proposat usa
una versié continua del procés de promitjos de [Ne84] aplicat a un pendol amb un punt de
suspensié rapidament oscil-lant.

El metode que seguirem nosaltres permetra demostrar que el terme de Melnikov proporciona
correctament el primer ordre de la distancia de varietats invariants en el sistema (1.15) per a
1 = eP amb qualsevol 0 < p < 2, pero quan ¢ és petit i p = 0, obtenim una férmula rigorosa
per a la distancia que ens indica que el terme dominant ja no és la funcié de Melnikov sin6
una altra funcié de p analitica i senar. Aquest metode es basa en el fet que les varietats
invariants estable i inestable poden expressar-se com a grafs de funcions que sén solucions de
I'Equacié de Hamilton-Jacobi. Aquest enfocament ja va ser usat a [Sa95, Sa01]; en el primer
treball s’estudiava un sistema del mateix tipus que (1.15), pero degut a la complexitat de les
formules se simplificava, el terme sin(t/c) deixant-lo a €™/¢, i en el segon treball s’estudiava el
Model Generalitzat d’Arnold amb d + 1 > 3 graus de llibertat i s’obtenien fites superiors de la
separacio de separatrius.
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Per a altres problemes d’escissio de separatrius en dimensio superior, ja sigui per sistemes
hamiltonians amb més graus de llibertat o per pertorbacions quasi-periodiques del pendol, s’han
donat resultats parcials a [Ga94, G95, DGJS97, RW98].

La petitesa exponencial de 'escissié de separatrius es presenta també en difeomorfismes
propers a la identitat, en el cas que els valors propis de la part lineal del difeomorfisme en
un punt fix hiperbolic tendeixin a 1. En aquesta linia, I’exemple tipic és el de ’anomenada
aplicacié estandard: si T2 = R?/(272)%, (X,Y) € T? — (X1,Y)) € T? en que

(1.16)

Xl =X+ Yl (mod 27T)
Y1 =Y +esin(X) (mod 27)

Si e = 0, la transformacio és integrable pero no té cap mena de dinamica, doncs consta de linies
paral-leles horitzontals que es transformen en elles mateixes amb un desplacament fixat. Quan
e # 0, a [GLS94] es veu com la transformacié té un punt fix el-liptic a (7, 0), un d’hiperbolic a

(0,0) i els valors propis de la part lineal en el (0,0) sén A = 14544/ + 5. Per obtenir resultats

sobre la interseccié de varietats, no es poden usar els metodes de la teoria pertorbativa, doncs
no hi ha una estructura inicial que doni, per pertorbacid, 'estructura de les varietats del punt

fix.

També podem classificar en aquest grup els difeomorfismes que Hénon va estudiar a [He76]:

F,p :R*—R?
(z,y) — (1 +y — az?, bx) (1.17)

El problema de ’escissio de separatrius per a aquest tipus d’aplicacions és significativament
més complicat que per a fluxos, perque tant I'aplicacié (1.16) com la (1.17), no poden ser
expressades com properes a una aplicaci6 integrable a tot el pla i, per tant, el seu estudi és més
delicat, vegi’s [L84].

El cas de sistemes hamiltonians amb dos graus de llibertat prop de ressonancies poden
ser estudiats via l’aplicacié de Poincaré, amb la qual obtenim families d’aplicacions que pre-
serven area i que també sén properes a la identitat. Per a aquest tipus de families d’aplica-
cions en el pla s’han obtingut fites superiors exponencialment petites de la distancia d’escissio,
[Ne84, FoSig0, Fo95, G96], mentre que una mesura eficient d’aquesta escissié només s’ha fet
en casos concrets d’aplicacions tipus estandard, [1.84, LScT89, GLT91, GLS94, T96]. Tot i
que a [GLS94] s’ha donat una férmula asimptotica per al cas de I'aplicacié estandard, queda
per veure una demostracié d'una férmula asimptotica general per a ’escissié de separatrius en
families d’aplicacions properes a la identitat.

Els primers passos en 'aplicacié estandard, per donar una expressio asimptotica de ’angle
entre separatrius sén a [L84]:

sina = %61’6_”2/\/5[1 + O(Y19)],
en que #; no depeén de ¢ i va ser calculada numericament amb posterioritat a [LScT89]. A [G99]
pot trobar-se la demostracié completa d’aquesta férmula asimptotica. Finalment, a [GLS94]
es va refinar aquesta formula, aconseguint posar una serie asimptotica en potencies de € en
lloc del factor 1 + O(c'/16). A [L84] ja es va veure la necessitat de passar al camp complex si
es volia tractar amb quantitats exponencialment petites, i d’aquesta idea han sorgit tots els
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metodes que han aconseguit anar més lluny. [FoSi90, Fo95] van aplicar aquesta idea a families
més generals, estudiant les varietats invariants a través de la forma normal de Birkhoff d’un
difeomorfisme prop d’un punt hiperbolic.

Si a 'aplicacié estandard es posa un polinomi o un polinomi trigonometric en el lloc de
sin(X), també s’han obtingut expressions asimptotiques de ’escissié de separatrius, [GLT91].

Una altra linia de recerca en aplicacions en el pla que presenten escissio de separatrius
és la utilitzada a [GIPB89, DR96, DR97, DR9S§], i que consisteix a desenvolupar la teoria de
Poincaré-Melnikov per a difeomorfismes propers a integrables que tenen un punt fix hiperbolic,
una orbita homoclinica i on, com en els fluxos, també hi ha un parametre regular i un de
singular.

Una aplicacié al pla s’anomena de tipus estandard si, per a alguna funcié g, té la forma
F(z,y) = (y,—z + g(x)). Quan g és entera, es va veure a [L88] que no té separatrius. Si
es relaxa una mica la condicié de regularitat de g, [Su89] va donar tres families d’aplicacions
tipus estandard integrables. La primera familia té un polinomi de grau quatre en x i y com a
integral primera, i és facil veure que les aplicacions d’aquesta familia que tenen una separatriu
associada a 'origen, després de diversos canvis de coordenades, poden posar-se de la forma:

©+ By )
1 —28y +y?

Si =0, és 'anomenada aplicacié de McMillan [McMT71], estudiada a [GIPB89], calculant-ne
explicitament la funcié de Melnikov per a l'aplicacié pertorbada F. = Fj + €F} sota pertorba-
cions lineals Fi(x,y) = (0, ax + by). La funcié de Melnikov per a aplicacions no és una integral,
siné una suma infinita i (a priori) incalculable analiticament. En general, el calcul d’aquest
tipus de séries demana passar al camp complex, i en aquest sentit [GIPB89] usa la férmula de
sumacié de Poincaré, la teoria dels residus i funcions el-liptiques.

Fo(z,y) = (y, —r+ 2y —l<p<l<yp. (1.18)

Si les singularitats que apareixen en el procés només sén pols, a [DR9I6] es desenvolupa,
per primera vegada, una teoria general per a families de difeomorfismes analitics per tal de
calcular la funcié de Melnikov, transformant-la en una suma finita equivalent, via la teoria dels
residus. A més, s’hi presenta un criteri de no-integrabilitat. La condicié sobre el tipus permes
de singularitats ja apareixia en el cas de fluxos i de moment és dificil obviar-la.

Els exemples tractats a [DR96] sén el problema de la “taula de billar convexa” [Bir27] i
la familia d’aplicacions (1.18) pertorbada: F. = Fy + ¢F; + O(g?) en que Fy és una polinomi
vectorial en x i y. En tots dos casos es comprova que compleixen les condicions dels teoremes
que estableixen per tal de calcular explicitament la funcié de Melnikov i poder estudiar-ne la
no integrabilitat. S’ha resolt doncs el cas regular, ¢ petit i p finit, per a la familia (1.18).

Tot aixd s’aplica a [DR9S8] al cas de 'aplicacié de McMillan pertorbada amb una funci6
entera i en que p = coshh ie = h” per a h > 0 petit i p > 0. En aquest treball es demostra
que, si p > 6, la funcié de Poincaré-Melnikov també preveu correctament aquest comportament
exponencialment petit de ’area de les illes entre varietats i se’'n déna una férmula asimptotica.
Per tant, també queda resolt parcialment el cas singular per a la familia (1.18), és a dir, el
cas que 1 e petits provoquen la petitesa exponencial. S’hi segueix la idea de [L84], que ja
van desenvolupar [DS92, DS96] per al cas de fluxos propers a integrables. El fet que una
aplicacio integrable aproximi a tot arreu l'aplicacié pertorbada, fa que es puguin traslladar les
idees principals de [DS92, DS96] a aplicacions, doncs els sistemes rapidament forgats que s’hi
tractaven tenien un comportament semblant, és a dir, eren propers a integrables. Queda doncs,
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en aquest cas, veure que passa si p < 6, usant per exemple metodes similars a 'utilitzat en
aquesta memoria.

1.3 Matching complex, resumacié de Borel i Ressurgencia.

Una altra linia de metodes amb la finalitat de calcular I'escissié de separatrius en el cas
exponencialment petit, ve de la ma de teécniques de matching en el pla complex i de la Teoria
de la Ressurgencia, [L91, KSe91, HM93, Su94, Sa95, BSaSV98|. Aquesta teoria permet, a més,
relacionar 'escissio de separatrius amb l'existencia de singularitats ramificades al pla complex,
que provoquen 'anomenat fenomen de Stokes.

La practica del matching diu que, per tal de veure propietats amagades d'una funcié definida
per una serie asimptotica, generalment de potencies respecte d'un parametre ¢, s’ha d’anar a
zones anomenades capes limit on aquestes series deixen de ser asimptotiques. Aquestes capes
limit poden trobar-se seguint dos metodes: el primer és usant informacié de la seva localitzacio
obtinguda a partir de metodes heuristics i el segon és buscant les singularitats dels termes de
la serie.

La situacié que normalment es presenta, és voler calcular la diferéncia entre dues fun-
cions diferents, que soén solucié de la mateixa equacié diferencial i que tenen la mateixa serie
asimptotica, anomenada série outer, o sigui que la diferencia és més enlla de tot ordre, és a dir,
és més petita que " per a qualsevol n € N; en realitat, en condicions d’analiticitat, és de la
forma e—constant/e" per a alguna k& € R i resulta “invisible” als metodes classics de pertorbacid.
Generalment, en els problemes d’escissié de separatrius, essent aquestes solucions ben definides
i fitades Vi € R, els termes d’aquesta serie no tenen singularitats a R i, per tant, s’ha d’anar
a buscar les capes limit a C. Aquest pas de considerar les variables dins el domini complex
permet que aquestes quantitats no detectades als reals resultin visibles i, per tant, calculables.

Un cop localitzada una singularitat dels termes de la serie asimptotica, un canvi de variables
adequat ens permetra estudiar I’equacié a prop seu, en I'anomenada zona inner. Amb aquest
canvi, l’equacio inicial té per solucié un nou desenvolupament asimptotic en €, que no és res
més que l'antiga serie reordenada. De fet, el primer terme d’aquest nou desenvolupament és la
solucié d'una equacié independent de €, anomenada Fquacio Inner, i és, en essencia, la “suma”
dels principals termes divergents del desenvolupament outer.

Per tal d’establir 'aproximacié de la diferéncia de solucions de 1’equacié inicial a la zona
inner, necessitarem utilitzar la informacié obtinguda previament a la zona outer i aixo sera pos-
sible considerant una zona intermitja (zona de matching) que permeti fer aquest transvasament
d’informacid. La tecnica del matching complex ja va ser emprada a [BSaSV98].

Centrant-nos a la zona inner, ens trobem amb l'existéncia de dues solucions de ’Equaci6
Inner asimptotiques a la mateixa serie divergent. La diferencia d’aquestes dues solucions pot
calcular-se amb el metode de la resumacio de Borel, que relaciona aquesta diferencia amb el
coeficient residual de la singularitat més propera a 1’eix real de la transformada de Borel de la
serie divergent. La justificacié rigorosa d’aquest fet la donara la Teoria de la Ressurgencia.

El calcul numeric d’aquest coeficient residual pot fer-se usant les tecniques de [LScT89,
KSe91, HM93], que el relacionen amb la serie divergent outer, o emprant alguna tecnica analitica
si 'equacid és senzilla, com es va fer a [BSaSV98].
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El que es feia a [HMO93] era calcular formalment l’escissié de separatrius de ’aplicaci6
estandard, i a [BSaSV98] es calculava un invariant adiabatic de l'oscil-lador harmonic que es
presentava exponencialment petit. Nosaltres pretenem calcular la diferencia entre separatrius
del problema (1.1) o equivalenment

G =sing — psingsin(t/e),

amb els parametres p i € independents. Creiem que un estudi més profund de 'Equacié Inner
associada a aquest sistema, podria relacionar els resultats que hem obtingut amb els donats a
[T97].

Per entendre com actua la Teoria de la Ressurgencia, iniciada per J. Ecalle, en 'estudi d’una
equacié diferencial, veurem un exemple molt senzill pero que il-lustra el que volem exposar:
I’Equacié d’Euler.

Considerem l'equacié diferencial

¢ (x) — o(x) = —1/x, x €0, +o0[ (1.19)

~ 1
de la qual en busquem una solucié formal a Uinfinit del tipus: ¢(x) = g Dy
xn
n>0

Per tal de deteminar els coeficients ¢,,, substituim la serie a I’equaci6 i obtenim que ¢y = 0,
¢n = (—1)""1(n — 1)!. Per tant, la solucié formal de (1.19) la podem expressar com

o(z) = Z(—n”n!xjﬂ, (1.20)

n>0

que és una serie divergent Vax € R pero Gevrey-1, és a dir, que existeixen dues constants
positives M i K tals que
|on] < MK"nl.

Veurem que, amb 'ajut de la resumacio de Borel, aquesta serie generara dues funcions ¢’Ti que
seran solucié de I'Equacié (1.19) i seran asimptotiques Gevrey-1 a la serie (1.20), és a dir, que
a cada subsector tancat S del domini de ng”i, existeixen dues constants positives M i K tals
que YN > 11iVx € S es compleix que

N—-1
7'l'i —n— —N—
) (a;)—§ Gpr " < MKNN|z|7V L

n=0

La transformada de Borel (que és la transformada inversa de Laplace) formal és un ope-
rador lineal de 'espai de series formals z7'C[[z7!]], Paccié del qual sobre una serie ¢(z) =
D nso Gn ™"t és transformar-la en

BIONO = 4(0) = Y bu' . (1.21)

per tant, la transformada de la serie (1.20) és

B(@)(¢) =Y (1) (1.22)

n>0
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Aquesta serie és convergent al disc D = {|¢| < 1} i defineix una funcié ¢(¢) = (1+¢)~', analitica
a D, prolongable analiticament en un entorn de R* i de creixement menor que I’exponencial a
Pinfinit. Observem que, com que B té la propietat B(9,¢) = —CB(¢), obtindriem igualment la
funcié ¢(¢) com a solucié de la transformada de VEquacié (1.19):

—(o(¢) —o(¢) = —1.

Podem doncs calcular la seva transformada de Laplace en la direccié R*:

+o0
0 _ —xz( ] d
¢ (x) /0 e " ¢(¢) dc,

que és una funci6 analitica a tot el seu domini de definicié, Re(x) > 0, i s’anomena resumada
de Borel de g% en la direccié RT. Pot comprovar-se, derivant sota el signe integral, que aquesta
funcié és la solucié de 'edo (1.19) que s’anul-la a U'infinit i que és asimptotica Gevrey-1 a la
serie formal ¢ al semipla Re(x) > 0,

La funcié ¢° esta definida a priori al semipla Re(z) > 0, perd podem prolongar-la analiticament
a altres zones de C simplement deformant el cami d’integracié dins del domini d’analiticitat de
qAﬁ, que és S = C — R™. Triem doncs una direccio dy de S i definim la transformada de Laplace
de gg en la direccio dy:

1

o0o(6) oo(6)
0 _ b _ —x( ] _ —x(
¢(I)—£¢(I)—/O e ¢(C)dC—/O € 1+<d

al semipla bisecat per la direccié conjugada Py = {z | Re(z-() >0 V(e dp} ={r| -0-F <
arg(z) < —0 + I} que veiem a la Figura 1.6. El procés de com s’ha passat de ¢ a ¢’ queda
reflectit en I'esquema de la Figura 1.7.

\P

4 dy

O
[~
[~
[~

d_g

Figura 1.6: Domini de definici6 de ¢?.

Movent dy des de R fins a R~ (sense arribar-hi, perque gg hi té una singularitat) en el sentit
positiu, pel teorema de Cauchy obtindrem que les funcions ¢’ i ¢° coincideixen a Py N Py, per
tant, ¢? és una continuacié analitica de ¢°. Quan arribem a R~ per dalt, la integral la farem
sobre el cami d,- definit com el de la Figura 1.8.

Aixi doncs, tenim la funcié ¢° prolongada analiticament per a z € C — iR*: al semipla
Re(z) > 0 ve donada per

o= [ () de
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Series formals ¢
‘ \B
¢ Germs analitics a 'origen amb
1 prolongacié analitica a un sector

o i amb creixement exponencial

Germs Sectorials ¢’

Figura 1.7: Esquema del pas del model multiplicatiu al convolutiu i al sectorial.

N e

1 @)

Figura 1.8: Cami d,-.

i al semipla Re(z) < 0 ve donada per

o (x) = / () d.

d

—

Si variem ara dy des de R™ fins a R~ en el sentit negatiu, amb una construccié analoga,
obtenim una prolongacié analitica per a « € C — iR™: al semipla Re(x) > 0 ve donada per

)= [ g de

i al semipla Re(z) < 0 ve donada per

o (2) = / () dC

™

on d.+ és el cami simetric de d,-.

Tenim doncs dues prolongacions, que coincideixen en un sector d’amplada estrictament
menor que 7 on sé6n asimptotiques Gevrey-1 a la mateixa serie. En aquesta situacid, un resultat
classic, que pot trobar-se per exemple a [B94], assegura que la seva diferencia no ha de ser
necessariament zero, pero ha de ser exponencialment petita. El Teorema del Residu ens en
déna la resposta exacta: sigui 7 el cami indicat a la Figura 1.9,

Figura 1.9: Cami d’integracio 7.

aleshores

o™ (2) — o™ (2) = / e () dC = —2miRes (¢ G(C); 1) = ~2mie”,

v
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valor que és exponencialment petit al semipla Re(z) < 0.

El fet que ¢™ () # ¢™ (x) és un exemple del fenomen de Stokes. Aquesta ambigiiitat esta
lligada a la presencia al pla complex de singularitats de la transformada de Borel, QAS(C ). En
aquest cas tan senzill en el qual es té quS de manera explicita i amb una unica singularitat, no ha
estat dificil arribar al resultat final, pero en general no sera aixi. Per als casos de les anomenades
funcions ressorgents simplement ramificades, en les quals la seva transformada de Borel té les
singularitats isolades a la superficie de Riemann del logaritme i aquestes singularitats només
s6n polars simples o logaritmiques, Jean Ecalle va proposar fer ’analisi final del fenomen de
Stokes mitjangant un calcul diferencial (el calcul diferencial estranger) dins I'algebra formada
per aquestes funcions.

Situant-nos en el nostre problema inner, les dues funcions buscades (corresponents a les vari-
etats estable i inestable) verificaran la mateixa equacié en derivades parcials i seran asimptotiques
a una mateixa série ¢ divergent, perd Gevrey-1 i que demostrarem que és una funcié ressorgent
simple. Tal i com hem fet en I’'Equacié d’Euler, trobarem aquestes dues funcions com a resultat
de fer la transformada de Laplace de é en dues direccions diferenciades de manera que entre
ambdues hi ha totes les singularitats de é La diferencia entre dues d’aquestes solucions ja
sabem que sera exponencialment petita i caldra calcular-ne les constants involucrades.

Val a dir que, en el cas estudiat en aquest treball, les dues solucions buscades sén funcions
de dues variables (z,7) pero periodiques en 7, per tant, la variable “ressorgent” sera z; aixi
doncs, tindrem una tnica serie de potencies en z asimptotica a ambdues funcions a l'estil de la
(1.20), pero ara amb coeficients periodics en 7.

La naturalesa de 'Equacié Inner que apareixia a [BSaSV98| permetia calcular el coeficient
del terme exponencialment petit exactament, perque 1'equacio tractada era de Ricatti i es podia
transformar en una lineal de segon ordre la transformada de la Borel de la qual es podia resoldre
explicitament. Aix0 no succeeix en la majoria de situacions (veure per exemple [HM93]) i no
es poden obtenir resultats quantitatius de forma analitica, perque la solucié de I’'Equacié Inner
no es coneix exactament. En aquestes situacions pot seguir-se l'estrategia de [HM93], que
consisteix a usar la informacié de la part dominant de I'’equacié per extreure conclusions de
I’equacié global.

Un primer pas és establir la relacié entre els coeficients de les solucions formals de les dues
equacions (la total i la lineal). Aquesta relacié és essencial per coneixer el comportament de la
transformada de Borel de la serie i transmetre’l a la seva resumada de Borel, que és en definitiva
la funci6é que es busca. Siguin

E a_,: (" la transformada de Borel de la solucié formal de I’'Equacié Inner,
n!
n>0

b

E —n' (" la transformada de Borel de la soluci6 formal de la seva part dominant
n!

n>0

i QAS, gZ;d les respectives prolongacions analitiques. Com que es coneix exactament di en tot el
pla complex, si es demostra que per a una certa K el terme $ - K q@d només contribueix a la
resumada ¢’ en termes d’ordre més alt, s’esta en condicions de coneixer, en primer ordre, el
coeficient del terme exponencialment petit. La contribucié de (;3 - K (/Bd a ¢ s’estudia usant
la Teoria de la Ressurgencia per localitzar les seves singularitats, el seu tipus i com afecten a
#’. En concret, a [HM93] el procés seguit és el segiient. Es demostra que el comportament
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asimptotic de b, és
(2n +1)!

b ~ Bw(—l)n7

en qué B és una constant; aquest creixement rapid dels coeficients els conveng (s’hauria de
justificar rigurosament usant la Teoria de la Ressurgencia) que la contribuci6 dels termes no
lineals a a,, és negligible quan n creix. Per tant, les a,, tenen el mateix tipus de creixement que
les b, excepte que la constant B queda canviada lleugerament per les primeres iteracions:
a, ~ kb, enque k, =K +d, i lim d,=0.
n—-+00

Aixi, resultaria que ¢¥ ~ K¢9, és a dir, que el primer pol de la solucié total seria el de la soluci6
dominant i contribuiria al resultat de la diferencia tot i que el residu quedaria multiplicat per K.
Val a dir que el comportament aproximat dels coeficients d’una serie no garanteix en general
el coneixement de la seva prolongacié analitica fora del disc de convergencia. Malgrat aixo,
en aquests casos, la Teoria de la Ressurgencia, que usa fortament que les series corresponen a
solucions d’equacions, justifica aquests resultats.

Aixi doncs, estudiant ’'Equacié Inner amb la Teoria de la Ressurgencia, es pot arribar a
calcular el coeficient del terme exponencialment petit dominant. Per a una lectura més detallada
d’aquesta teoria pot veure’s [Eca81, CNP93b, StSh96].

Un altre treball on s’han seguit aquestes tecniques és [L.91], on es demostra que les trans-
formades de Laplace d'una mateixa funcié pero sobre camins diferents, sén les varietats es-
table i inestable de I'aplicacié estandard. Com a resultat, la distancia entre separatrius pot
ser avaluada per una funcié exponencialment decreixent. Aquesta mateixa idea s’utilitza a
[Ch98] per calcular escissié de 'aplicacié d’Hénon expressada en la forma HM(X,Y) =
(X +Y +eX(1 - X),Y +eX(1 — X)), i més recentment, una justificacié de la Teoria de
la Ressurgencia emprada es déna a [GSa01].

L'inic treball en que s’ha calculat 1'escissié de separatrius basant-se només en la Teoria
de la Ressurgencia ha estat [Sa95], que estudia aquest fenomen en l'equacié del péndol amb
pertorbacié simplificada:

§=sing — psinge/s.
En aquest article es recupera la idea de Poincaré [Po93] de determinar les separatrius a partir
de dues solucions particulars Ti(q, t; i, €) de ’Equacié de Hamilton-Jacobi, obtingudes com a
desenvolupaments en potencies del parametre regular ;1. Aquestes solucions permeten expressar
les varietats invariants com a grafs de les seves derivades parcials en g:

W= p=0,T(q,t; 1, ¢),

per tant, la diferencia de les derivades parcials d’aquestes dues solucions doéna la distancia
d’escissio buscada. L’autor de [Sa95| utilitza 'anomenada Ressurgéncia paramétrica, que con-
sisteix a usar el parametre singular € com a variable en les transformades de Laplace per tal
de detectar el fenomen exponencialment petit en . Usant la idea de Poincaré, estudiant com-
pletament les dues solucions i interpretant la divergencia de les series en € amb la Teoria de
la Ressurgencia parametrica, retroba el resultat de [HoMSc88, G93, DS92| que fa referéncia a
que la funcié de Melnikov preveu correctament l’escissié de separatrius. Un resultat important
al qual arriba amb aquest metode, és que el parametre p del seu problema pot ser escollit de
I'ordre de 71, és a dir, no té perque ser petit. Recordem que la pertorbacié en el seu estudi és
un cas simplificat del (1.1).
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Nosaltres seguirem la idea de [Sa95] d’expressar les varietats invariants a partir de les
solucions de I’'Equaciéo de Hamilton-Jacobi que s’anul-len a l'infinit, perd expressarem aquestes
solucions en serie de potencies del parametre singular € i usarem la Ressurgencia Equacional

per a l'estudi de I'Equacié Inner. Unes primeres versions dels resultats poden trobar-se a [0S99]
i [OSaS01].

1.4 L’Equacié de Hamilton-Jacobi i el trencament de
separatrius.

Amb l'objectiu de posar en evidencia el paper del parametre €, apliquem el canvi 7 = t/e
al sistema (1.1), passant a tenir

¢ =ep
{ p =esing(l — psinT), (1.23)

on ’ vol dir la derivada respecte el nou temps. El Hamiltonia (1.2) passa a ser:

2

eH,.(¢,p,7) = 8% +e(—14 cosq) + pue(1 — cosq) sin 7. (1.24)

Dels dos parametres € i p, el primer s’anomena singular perque, si bé el sistema (1.1)
es podia considerar pertorbacié respecte p d'un integrable que n’aproximava la dinamica, el
sistema (1.23) no és pertorbacié d'un que tingui una dinamica propera al nostre per a valors
petits de € sin6 que és degenerat quan € = 0.

Recordem que les varietats invariants estable i inestable W* de I'drbita periddica hiperbolica
7 = (0,0) x R/(2meZ) estan formades per solucions del sistema que tendeixen a 7 quan el
temps tendeix a +00 0 —oo respectivament. Si pu = 0, la separatriu (1.5) podem expressar-la
com el graf de la diferencial de la funcié

To(q) = 4(1 — cos(q/2)).

Poincaré va establir a [Po93| que les varietats invariants es conserven sota pertorbacions petites,
mantenint-se prop de la separatriu, si estem prou a prop de 'origen. El flux del sistema preserva
la 2-forma simplectica dg A dp, la qual s’anul-la sobre 7, per tant, també s’anul-la sobre W=+,
que s6n varietats bidimensionals, és a dir, que W* sén varietats Lagrangianes (veure [LoMSa03]
per a més detalls). Tot aix0 permet assegurar que aquestes varietats poden escriure’s com el
graf de les diferencials d’unes certes funcions:

p=0,T*(q, 75 1. €), (1.25)
on T* sén les solucions en certs dominis de R x R/27Z de I'Equacié de Hamilton-Jacobi:
0;T+¢eH,(q,0,T, 7) =0 (1.26)
que, segons es pot veure a la Figura 1.3, verifiquen la condicié asimptotica

lim 0, T~ (¢, 731,€) =0, lim 9, T (g, 731, €) = 0. (1.27)
q— q—2T
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Pel fet que, tant l'equacié com les condicions, només involucren T+ a través de les seves
derivades, les solucions estan determinades excepte constants additives dependents de (ju,¢),
que podem prendre el conveni de considerar-les nul-les sense cap problema doncs, segons (1.25),
qui realment determinen les varietats invariants son 8qTi i no pas T*. La unicitat de solucié
en aquestes condicions és conseqiiencia immediata de la unicitat de les varietats invariants, en
cas contrari, obtindriem les varietats invariants estable i inestable com a grafs de dues funcions
diferents, fet totalment absurd.

Per tot aixo, l'estudi del possible trencament de separatrius es deriva en l'estudi de la
diferéncia entre dues solucions particulars de I'Equacié en derivades parcials (1.26).

El fet que H,.(q,p,7) = H,.(¢,—p, ™ — 7) ens déna la simetria del problema respecte
p = 01 ens permet centrar-nos només en, per exemple, p > 0. Per altra banda, observem que
H,.(¢,p,7) = H,.(2mr — q,p,m — 7), la qual cosa comporta que, si T (g, 7; u1,€) és solucié de
(1.26) amb la primera condici6 de (1.27), aleshores la funcié T (q, 7;p,e) = =T (2 — ¢, 7™ —
T; 1, €) en sigui també soluci6 perd amb la segona condicié de (1.27).

Teorema 1.1. Sigui g > 01 0 < Qo < 7 fizats. Aleshores existeix g > 0 tal que, per a
qualssevol 0 < p < py i 0 < € < eq, existeix una unica solucio T~ de (1.26) a (0,7 + Qo) x R
que satisfa la primera condicid de (1.27) (respectivament T a (7 —Qo,27) X R per a la segona
condicid de (1.27)).

Demostracié. Es fara el canvi
q(u) = darctane” < u(q) =In(tan(g/4)) (1.28)

per passar de les funcions T=(g, 7; i, €) a les T*(u, 73 p, &) = T=(q(u), 7; p, €), amb la qual cosa,
qualsevol 0 < )y < 7 fixara una ug > 0 tal que

g€ 0,1+ Q) <& ué€ (—oo,up).

Com que només volem resultats a R, en tenim prou amb la informacié del Corol-lari 2.2,
que estableix resultats per a 7% i ens déna directament la tesi de 'enunciat. [ |

Volem donar ara una expressié asimptotica per a
AT(q, 75 py) =T (g, 3 p,8) = T (g, 73 1),
on intervindra la funcié:

Folg, 7y p,e) = ([f] (n)e~ ™?2isin (t — e ' In(tan(q/4))), (1.29)

essent f(gi] (n) = —2mip + O(p?) analitica, factor del qual en parlarem més endavant, perd que
ja avancem sera el resultat de I'aplicacié de la Teoria de la Ressurgencia a I’Equacié Inner del
nostre problema.
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Teorema 1.2. Sigui g > 0 1 0 < Qo < 7 fizats. Aleshores existeiz g > 0 tal que, per
a qualssevol 0 < p < pg, 0 < ¢ <110 < e < gy, existeix una constant Cy > 0 tal que

V(g,7) € (m — Qo, ™+ Qo) X R,

2—c¢ 1 o
. B B . < -1 € T2
|AT(q, 73 p1,2) = Bls,€) = Fola, 73 1, )| < Coe <1n2<1/e>+“1n<1/e>>“’

CO B 62—5 1 oz
AT(q, 7 p1,2) — 0y Fo(q, 75 1, €)| < : )
|aq (annqu) aq O(q’T’/’L’ 8)’ - 2811’1((]/2) ¢ (11’12<1/5> +Mln(1/€)) c

C 52_C 1 s
aQAT . _ 82F ) < 0 -3 T2
|05AT(q, 75 p1,€) — 95 Folg, 75 ps€)| < 2sin?(q/2) (1n2(1/5) +“ln(1/e)) o

on B(u,e) = O(ue?) analitica.

Demostracié. Per simplificar, no posarem la dependencia en els parametres u,c de les
funcions. Observem primer que, si

F(u,T) = 5’1féi](u)67571”/22i sin(r — e )
el canvi (1.28) déna 'equivalencia:
Folg, ) = F(u(q), 7);

a més, pel canvi indicat, qualsevol @z > 0 es correspon amb una constant m + Qo € (7,27) i
—Uy amb ™ — Qg € (0, 7).

Recordant que T(q,7) = T'(u(q), 7), les tres desigualtats de 'enunciat es demostren a partir
del Teorema 6.4. Sigui B(u,¢) el terme donat per aquest Teorema, aleshores

|AT(q,7) = B(p,€) — Folg, 7)| =|AT (ulq), 7) — Blp,€) — F(ulg), 7)| <

<C’05‘1< i + 1 ! )e_%.
- In?(1/e) In(1/¢)

Per a 0,AT(q, 7), necessitem usar I'expressié v’ de (1.36):

10,AT (4, 7) = 0 Folq, 7)| =[w'(@)] - [0.AT (ulq), 7) — BuF (ulg), 7)| <

™

<! Coe™? o + L T2
— Coe e 2
“2sin(g/2) " \In¥(1/e)  "n(1/e)

i, finalment, recordant I'expressié de u” també de (1.36),

|8§AT(q, T) — 8§F0(q,7')| =|u"(q)| - |0.AT (u(q), ) — O F(ulq), 7)|+
+ (' (9)?] - 102AT (u(q), 7) — 02 F (u(q), 7)| <
cos(a/2)| ,_y [ & LYoz
S‘lSinz(q/2) Cos <1H2(1/€) " Mln(1/€)> "
1 -3
* 4sin?(q/2) Coe <1n2(1/5)

m

2-¢ ”

+ uln1(1/€)> e 2.

Considerant ara que
|cos(q/2)|e +1 < 2,
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obtindriem el resultat per a 92AT(q,7):

1 p2-¢ 1 Es
AT (q,7) — 2 Fo(q,7)| < 55— Coe™ e n
AT = R0 s O™ (o o)

Finalment el resultat del trencament de separatrius al qual arribem queda recollit en el
segiient corol-lari, on qualsevol de les tres magnituds (area, distancia o angle) que ens mesuren
el trencament de separatrius, es relacionara amb AT o amb una de les seves derivades.

Corol-lari 1.3. Fizat pg > 0, existeix g > 0 tal que, per a qualssevol 0 < p < g, 0 < ¢ <14
0 < e < ep, es verifiquen les segiients formules asimptotiques:

A=e"! (4|f$i] ()| + 0 (lni(z/l) + ”m(i/@)) e o,
d== (11 +0 <1n§;;;€2 i) ) (1.30)
sina =¢* (% 1w + 0 (lnj(lje) + ’uln(ll/a)>) 672%_67

essent f([)i] (1) = —2mip + O(p?) analitica.

Demostracio. El fet que les varietats invariants vinguin donades de manera tan senzilla
per (1.25), fa que la distancia (1.7) mesurada al pla ¥ N {g = 7} sigui simplement:

d(ty) = ‘OqTJr(?r,to/e) — aqT_(W,tQ/E)‘ , (1.31)
la qual cosa, ens permet arribar a I'expressié enunciada, doncs de la definicié de Fy(q, 7; u, €)
donada a (1.29):

I

m ify (w)e 2 cos (€' (to — In(tan(q/4)))), (1.32)

0,Fo(q,to/e) = —e2

per tant,
OgFo(m, to/e) = —i (EZ] (p)e 2™ 2 cos (to/e)

i usant el resultat del Teorema 1.2 per a J,AT:

4= i d(to) = &= (|féﬂ<m| e (1n<1/> b /5))) =1

Pel que fa a l'area que Melnikov donava amb la férmula (1.12), també ara tindra una
expressié senzilla relacionada amb les funcions T*. A partir de (1.25) podem considerar les
parametritzacions y4(q) = (q, 9, T=(q, o /8)) d’aquestes corbes, aleshores,

1

A= (1.33)

q1 q
[ T to/e) = T /] = [Tt/ Tt/

q0 q0

on ¢y i ¢; sén dos punts consecutius on les corbes 74 es tallen a . I pel Teorema 1.2,

2—¢

w7 “mﬁ/@} _) ' |

A=

Fo(qr; to/e) = Folgo, to/€) + O (51 l



20 Plantejament del problema.

Ara bé, també pel Teorema 1.2, el punts qg i ¢; sén solucions de:

QAT t/2) = 0 Filanta/e) + 0 (= | + iy % ) =0

pero segons 'expressié (1.32), aquests ¢o i ¢; fan que, amb un error exponencialment petit,
Fo(a,to/e) = Foldo, to/) = o' (n)die™"e 2,
doncs I'inica dependencia de Fy respecte g és a través de sin (7! (to — In(tan(g/4)))).

Aixi doncs, la formula de I’area queda com:

A= (o <1n§<21_/l> i) )

Finalment, partint de les mateixes parametritzacions pero usant el temps sobre 1’orbita
homoclinica no pertorbada (1.6) com a parametre, és a dir, el canvi (1.28), podem donar altres
parametritzacions de les varietats invariants de manera que, quan el parametre sigui 0, aquestes
passin per ¢ = T

Y (u) = (qo(u),8qTi(qo(u),t0/6)). (1.34)
Prenem ara t, = t§ com el valor segons el qual 9,T*(r,t%/c) = 0, T=(m,t}/e), és a dir, quan
es produeix una interseccié de les corbes W N X% i W~ N X% per a ¢ = m. Aleshores, 1'angle
entre aquestes corbes és:
"(0) A O?TH(m,th/e) — 0T~ (m,th /e
sina = hjé 7 0)| 9 o/ )2 ARG - (1.35)
PEOTTEOT ™ /i1 @ (ra/0) /1 1 @ (o 13/2)

El primer que podem veure és que 8§Ti(7r,t3 /e) = O(ue). Efectivament, el canvi u(q) =
In (tan(g/4)) tal que u(r) = 0, té derivades:

L eoslg)
2sin(q/2)’ (4) 4sin®*(q/2)’

aleshores u/(7) = 1/2 1 u”(7) = 0. Per tant, com que T(q,7) = T(u(q), ),

'(g) = (1.36)

8§Ti(7r, 7) = u"(m)0,T(u(r), 7) + (u'(ﬂ))gﬁgTi(u(w), T) =
i tornant a usar el Corol-lari 2.2, obtenim:

0T (g, )] < 7 (bo ™ 4 T (u(@)] + I3 (o), 7))
on

1 3sinh?0
cosh? 0 cosh? 0

sinh 0
73(0) = s <0, 0.7) =

) cosT = —4LCcos T.

Per arribar al resultat que preteniem:

1
’agTi(W,T” < Z bo M€2 + pe.
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Tornant a (1.35), segons el Teorema 1.2,

AT (m, t5/e) =0; Fo(m, 5 /e) + O (53 Lnf(l;g) + uln(i/a)} 6218) (1.37)

i de (1.32), sabem que

agFo(q, T) :5—2M 2if(gﬂ(u)e_% cos (7 — e ' In(tan(m/4))) —

4sin*(q/2)
1 i - .
- 6_3431112—((]/2) 2z'f£}(,u)e 2 sin (7 — &' In(tan(r/4))) ,
per tant,
1 . ot 3 - . *
Oy Fo(mty)e) = =7 i [ ()e3e 22 sin(t:/e). (1.38)

Pero, si el valor ¢ és tal que

0,AT(m,t}/e) =0,Fo(m,t)/e) + O (5—2 {11128(21_/55) +p (i/g)] e—%) _

gl se) e e i S L |eE) -
=—ify () cos(tp/e) e +0 (8 |:1n2(1/€) +M1n(1/5)} ) -

llavors hom pot veure de (1.37) i de (1.38) que:

O2AT(m, 1 )e) = (-% iffl ) +0 (IHE(Q;@ + - (i A )) e 2,

per tant, arribem al resultat de I’enunciat pel que fa a sin a que quedava per demostrar. [ ]

Observacié 1.4. Els resultats d’aquest Corol-lari son optims per a j gran. Si posem p = P
amb 0 < p < 2, veiem que les Formules (1.30) validen el terme dominant proposat pel métode

de Melnikov a les Formules (1.13). En els altres casos, la funcio f(gi] (1) analitica és la que
marca els resultats.

1.5 Mesura del trencament de separatrius.

En aquesta seccié detallarem el procés que hem seguit amb 1’objectiu de mesurar el tren-
cament de separatrius que acabem d’explicar. En aquests casos de pertorbacions singulars, les
varietats invariants estable i inestable tenen diferents aproximacions segons considerem diferents
regions del pla complex.

1.5.1 La serie outer.
En el cas p = 0, la solucié de ’Equacié (1.26):

1
0:To + €5 (9, To)> + (=14 cosq) =0
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ens ha de donar les separatrius (1.5) del pendol no pertorbat. El sistema no pertorbat és
autonom, per tant, sabem que Ty no dependra de 7 i aleshores només ens cal resoldre

(0, To)> = 2(1 — cos q).

La funcié Ty sera
To(q) = £4cos(q/2) + K,

que també podem considerar-la a (0,47) o a (—2m, 27) per diferenciar la varietat estable de la
inestable. Per mesurar el trencament de separatrius només ens cal tenir en compte les varietats
ap > 0,1prenent K =4 per motius que veurem més endavant, resulta

To(q) = 4(1 — cos(q/2)). (1.39)
Si p # 0, intentem buscar les funcions T* com a séries de potencies de ¢,

T (g, mipe) = Tolq) + Y Tulg, 75 p)e" (1.40)

n>1

els coeficients de les quals siguin funcions 27-periodiques en 7 i verifiquin les condicions (1.27).

Proposicié 1.5. Les solucions formals en poténcies de € de I’Equacid (1.26) son de la forma

To(a) + Y Tulg,mi 1)z

n>1

on Tolg) = 4(1 — cos(q/2)), Ti(q,7;p) = 2usin®(q/2)cosT i, per a n > 2, les funcions
T.(q, ;1) son, excepte signe i constant additiva dependent de p, les uniques solucions 2m-
periodiques en T de

1
0- T+ 0y Tody Tor + 5 > Oy T, 0y Ty = 0. (1.41)

nl—i-ng:n—l
ny,ng > 1

A més, son real-analitiques i 0, T, (0, 7; 1) = 0, T, (2w, 75 10) = 0

La demostracié d’aquesta proposicié pot trobar-se a I’Apendix A.1.

Aquest resultat indica que, per a qualsevol n, ens trobem amb la igualtat 0,T, (¢, 7; 1) =
8qT;L (g, T; ) i, per tant, amb aquesta estrategia no som capagos de diferenciar entre la varietat
estable i la inestable. Com que actualment se sap que en realitat les dues varietats no coin-
cideixen en el cas pertorbat, arribem a la conclusié que la serie trobada no pot ser convergent
en el domini on estan definides les dues funcions. De fet, el que succeeix és que les dues vari-
etats son asimptotiques Gevrey-1 en dominis diferents a la serie trobada, és a dir, existeixen
constants Qg € (0,7), M >01 K >0 talsque VN € N, Vr € R

-1

T (q,7; 1) ZT” q, 7 e | < MKNeNN!

Vg€ (0,74 Qo),

2

T (q, 7 0) — Tn(q,T;u)e" < MEMeVN!.

=0

Vg€ (m— Qo,2m),

3
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Aleshores, pot demostrar-se que la diferéencia entre varietats invariants a (7 — Qo, ™ + Qo) no
és que sigui menor que qualsevol poteéncia de ¢, siné que és d’ordre e~“/¢, resultat clarament
insuficient, doncs pretenem captar el coeficient d’aquesta exponencial. Per tal de trobar una
expressio asimptotica per a aquesta diferencia, haurem d’apropar-nos a una singularitat, perque
és d’esperar que, prop d’ella, els termes exponencialment petits invisibles a R, també hagin
augmentat i puguin ser detectats.

1.5.2 Parametritzacio i aproximacio de les varietats invariants.

Tal i com s’explicava a 'apartat 1.3, haurem doncs de recérrer a complexificar les variables
i cercar les singularitats dels termes de la serie outer (1.40). Abans pero, i amb la intencié de
comprendre millor la dinamica sobre les varietats, seguirem la idea que va proposar Poincaré
[P093] i que consistia a parametritzar les varietats invariants estable i inestable mitjancant
qo(u), que correspon a la parametritzacié temporal de la separatriu del pendol no pertorbat:

q = qo(u) = 4arctane*,

T(u,T;,u,g) = T(QO(;J’)vT;,u78)7 (142)
P .
Hy,e(QO(U)ap7 T) = 5 + 90<U>(/“L81n7— - 1)7
on s’ha definit la funcié 5

o(u) :==1—cosqy(u) = (1.43)

cosh?u’
Podem extendre el domini de la variable 7 a una banda complexa i aleshores usarem la

notacio
T,, = {7 € C/2m; |Sm 7| < 0¢}. (1.44)

Treballarem amb funcions enteres respecte 7 € C/27, per tant, en particular seran analitiques
a T,, per a qualsevol gy > 0.

Si considerem la variable u dins el domini complex, recordem que go(u) té només sin-
gularitats polars a {im/2 + inZ} i és 2mi-periodica, per tant, defineix una funcié analitica a

C\ {[%, 2] + 2miZ} amb les propietats:

lim go(u) =0, lim go(u) = 2.

e u——o00 Re u——+o00

Ara I'Equacié de Hamilton-Jacobi té 1'expressié:

coshu

0, T +eH,, (qo(u), o, T, 7') =0,

cosh? u

10, T + (0.7)* + o(u)(usinT —1) = 0 (1.45)

i les solucions 7 han de complir respectivament:

lim (coshud, T (u,7;p,e)) =0, lim (coshud,T"(u,7;pu,¢)) =0. (1.46)

Re u——oo Re u—-4-0o

Recordem que també imposem que 7F no tinguin terme independent de les variables u i 7.
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La nostra prioritat ha passat doncs a obtenir informacié de T (u, 7; u,€) — TH (u, 75 p, €),
de les derivades d’aquesta diferéncia i de 02T (u, 75, €).

La funcié Ty(q) trobada a (1.39) amb 'eleccié que es va fer de la seva constant, passara a

e 4
T =4 b Ty(u) = 1.47
o(w) coshu o) cosh® u (147)

i Ti(q,7; 1) pasara a
2
Ti(u, 75 p) == pp(u)cost = i 5— COST. (1.48)
cosh” u
Fent també el canvi a la recurrencia (1.41), obtenim la dels corresponents termes T),:
cosh? u

Or Ty = =0T — — > 0u T, 0T, (1.49)

ni+n,=n-—1
niy,ng > 1

Les propietats de T), provindran del tipus de recurrencia que compleixen i de la naturalesa de
p(u).

La complexificacié de la variable u ha introduit singularitats en els punts {ir/2 + inZ}
a les funcions T),(u, 7; u), observi’s per exemple les expressions de Ty i de 77 a (1.47) i (1.48)
respectivament. Donat el caracter de la recurrencia (1.49), totes les funcions T, (u, 7; 1) tindran
les mateixes singularitats que té T}, tot i que d’ordre superior, i inicament aquestes; en concret,
T, tindra pols d’ordre n + 1. Per tant, +i7/2 sén les singularitats més properes a R per a tots
els termes de la serie.

Una zona sectorial que quedi lluny dels punts +i7 /2 i que contingui un interval (—oo, ug| C
R amb ug > 0, s’anomena domini outer de la variable u per a la funcié T~. Respectivament,
amb la condicié que contingui [ug, 00) C R, es té el domini outer de la variable u per a la funci6
T+,

A partir de constants fixades a € (0,7/4), v € [0,1) 1 0 < g, per a € € (0,1) se’n deriven
Bo € (0,7/2) 1 uy > ug (veure Apéndix A.2), i definim el nostres dominis outer esquerre i dret
per a les funcions T~ i T respectivament com:

DY :={ueC| |arg(u—up)| > — Bo}U
U{ueC| |uztir/2|>as”, Reu < —ae”sin By, |arg(u — uy)| > 7 — Gy}  (1.50)
D; :={ueC| —ue D}

Al Capitol 2 es demostrara la bondat de I'aproximaci6 als respectius dominis outer de les
varietats invariants per Ty i Ty definides a (1.47) i (1.48) respectivament. Per la naturalesa
d’aquesta aproximacio, sera optim usar a DY x Ty, la norma de Fourier:

1hllo.oe =Y sup | cosh? u - A (w)[ elFloo

& ueDY

El resultat obtingut per a T~ es recull al Teorema 2.1, que reproduim a continuacio:
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Figura 1.10: Dominis outer DY i D3.

Teorema. Fuxisteix g > 0 tal que, per a qualssevol 0 < p < pp, 0 < v <110 < e < g, emisteir
T~ (u, 75 p1,€) real-analitica a DY x Ty, i solucié de (1.45) que satisfa la condicio (1.46). A més,
existeir una constant by, tal que ¥ (u,T) € DY x Ty, tenim que

HauT_ - T(; - EauT‘1H2,¢70 S bO M€2_2’ya
||812LT_ — Tél — 683T1||2700 S b() /,682_3W.

1.5.3 La serie inner i I’Equacié Inner.

El creixement desmesurat de T (u, 7;u,€) prop de les singularitats +im/2 ens permetra
captar els termes que sén exponencialment petits quan u € R i que no ens deixen calibrar amb
precisio la diferencia T~ —T". Haurem doncs de concentrar-nos en una zona propera a aquestes
singularitats.

Una zona que quedi prop dels punts +im/2, perd sempre a certa distancia per tal de
mantenir I'analiticitat de les funcions, s’anomena domini inner de la variable u. En el nostre
cas, demanarem una distancia maxima a +ir/2 de a&”, on de seguida posarem condicions a
la constant @. Per contra, imposarem allunyar-nos-en una distancia minima de celn(1/e) amb
0 < ¢ < 1 pero de manera que celn(1/g) < ae”, cosa que és possible per a qualssevol a i ¢
perque ¢/a < &7 'In"!(1/¢) — 400 si € és prou petit. A més, necessitem imposar una qiiestio
purament tecnica que ens limita el moviment per la dreta, en el cas de T, i per 'esquerra, en
el cas de T'.

Definim doncs el nostre domini inner per a 7~ com:
DI :=D; UD_, (1.51)
format per dues zones no connectades definides per:

D! i={ueC|lu—ir/2| <", Smu < 7/2 —cen(1/¢), |arg(u —in/2)| > 1}, (1.52)

D! ={ueC|lu+ir/2| <ae’, Imu > —7/2 + celn(1/¢), |arg(u +im/2)| > i }. (1.53)
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i celn(l_/i)
| ae
272
<~
NN
— \

Figura 1.11: Domini inner, D?.

La constant @ es pren de manera que es compleixi la situacié de la Figura 1.12, on
as” < 7/2 per tal de no canviar de semipla imaginari, i +izy € DY, per tal que tots els
punts de D, N{Reu <0, |uFir/2| =@} estiguin també al domini outer D} (possible tal i
com s’explica a I’Apeéndix A.3).

celn(l/e) L ;=
ag” 2
N \‘{-::;7:‘1\[.26,/

Figura 1.12: Relacid entre el domini outer DY i el domini inner DY .

El domini total on tindrem definida la funcié T~ és doncs:
D" = Dij u DY (1.54)

de manera que D*, tal i com ja haviem avancat, és un domini sectorial que conté R™.

Per a qualsevol domini D¥ de T~ (-, 7; i, €), es defineix el seu equivalent per a T (-, 7; u, €)
com

D} ={ueC| —-ueD}}

i aixi podem definir
D®:= DU D; (1.55)

de manera que D*® és un domini sectorial que conté R*.

Situant-nos a DY, com que T, tenia un pol d’ordre n + 1 a im /2, pot expressar-se segons
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el seu desenvolupament de Laurent com

To(u) = U_LW (1 + (u—im/2) + %(u —im/2)* + O((u — i7r/2)4)) :
eTy(u, Ty ) = Eﬂ% <1 — %(u —im/2)? + O((u — z'7r/2)4)> )

2 . 2 1 : 2 1 2 . 2 . 4
e“To(u, Ty 1) =€ a—in/2 (—4,usmT—u /3 — M (u—1im/2)° + O((u — im/2) )) :

L (an(rsp) + O((u— im/2)%))

Vn >3, ST (u,Tip) = &
n>3, T, (u,T;pn)=c¢ (=)

Aixi doncs,

S Tnrine =3 (=g ) (i) + O i),

u—im/2
n>0 n>0

i, fent els reescalats
z=c Hu—in/2) i @z, Tipe) =eT(ez+im/2,T; 1, €), (1.56)

arribem a ’anomenada série inner

n . n an(T; /’l’) 1
D onlzmimet =Y Tulez+in/2,mp)e" =) pr > sl COR
n>0 n>0 n>0 n>0

de manera que hem redistribuit els termes de la serie outer i retenim les seves parts dominants
al nou terme d’ordre zero en €, que sera, per tant, l'objecte del nostre estudi per tal de captar
el trencament de varietats invariants.

El reescalat (1.56) converteix I'Equacié de Hamilton-Jacobi (1.45) en:

cosh?(ez +im/2) 9 2e?
0,0 + 0,0)" + sint — 1) =0. 1.57
¢ 8e? (9:9) cosh?(ez + im/2) (psinT —1) ( )
Expressant ara tots els termes en potencies de e:
cosh?(ez + im/2 2 2
(ez+im/2) _ oz 1+(5z) ]
8e? 8 3
2¢? 2 i 2, n
e _—— — & s
cosh®(ez 4 i /2) 22 3

s’obté una equaci6 en derivades parcials lineal per a cada funci6 ¢, (z,7;u), n > 1:

2
Or o — % (@%)2 + %(1 —psint) = 0, (1.58)

22

87-(25n — Z 8Z¢08Z<;5n + A(Z,T, ¢0, e (bn,1> = 0 Vn Z 1,

essent la de ¢o(z, 7; ) anomenada Equacid Inneri'inica que no és lineal. Considerant (1.57)
com una pertorbaci6 de (1.58), podrem tenir aproximacions de les varietats invariants estable
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i inestable a partir de solucions particulars qboi de (1.58), que hauran de ser 27w-periodiques en
7 1 complir la condicié asimptotica

lim @5 (z,75u) =0 (1.59)

Re z—+o0

per tal que aproximin 7% quan ¢ — 0 i ez sigui petit. Finalment, estimarem la diferéncia
by — ¢¢ per a valors de z amb part imaginaria suficientment negativa, doncs la condicié del
domini inner Smu < 7/2 — celn(1/e) s’ha convertit en Im z < —cln(1/e).

A Tarticle [G97] també s’estudia I’escissié de separatrius, indicant quina és I’Equacié Inner
(equacié independent del parametre €) associada a diversos problemes. Aquesta equacid, que
en el cas estudiat és un sistema, és anomenada sistema de referéncia. La nostra Equacié Inner
(1.58) resulta ser I’Equacié de Hamilton-Jacobi

a‘r¢0 + HM(Z, az¢07 7—) =0

del sistema de referencia obtingut a [G97] per al nostre problema i que té funcié de Hamilton
associada H,(z,p,7) = —5 2°p* + 227%(1 — psin ).

1.5.4 Teoria de la Ressurgencia.

La soluci6 formal de 'Equacié (1.58) en potencies de z~! que verifiqui la condicié asimptotica
(1.59) ha de ser del tipus:
(z,7; 1) Zan (T )2 (1.60)

n>0

amb a,(7; 1) polinomis trigonometrics en 7. Aquesta solucié formal és essencialment tnica
pero no convergent i ’estudi de la seva divergencia entra dins el camp cobert per la Teoria de
la Ressurgencia, passant per la tranformada de Borel formal.

El problema s’ha transformat ara en obtenir solucions de (1.58) asimptotiques a la serie
(1.60), que aproximaran les varietats invariants estable i inestable, i estudiar-ne la seva diferéncia.
Aquestes solucions particulars s’obtindran, tal i com es va fer amb I’Equacié d’Euler a la Sec-
ci6 1.3, pel métode de resumacié de Borel a partir de la solucié formal ¢y i després de Pestudi
de les singularitats de la seva transformada de Borel (ﬁo:

+oo N
G (2,7 1) = /0 (¢, 7 1) dC.

Tot aix0 sera possible perque demostrarem que I'Equacié (1.58) té una solucié formal (1.60) de
tipus Gevrey-1, que és una funcid ressorgent simplement ramificada, és a dir, la seva transfor-
mada de Borel formal

Go(C,mip) = an(T; u

n>0

defineix, prop de l'origen, una funcié holomorfa de { que té continuacié analitica seguint qual-
sevol cami de C que comenci a l'origen i eviti els punts iZ*, on hi ha les seves singularitats,
que només seran de tipus polar o logaritmic. En realitat, no cal tota aquesta informacié més
enlla de la primera singularitat, pero s’obté gracies als conceptes d’Integral Formal i Equacio
del Pont, dels quals en parlarem extensament al Capitol 3.
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La divergencia de gzgo sera analitzada amb els operadors A, anomenats derivades estrangeres
d’indexr w i que mesuren les singularitats de les determinacions de ggo als punts w € iZ*. En
concret, el comportament de gzgo prop de i (analegament prop de —i), que és la seva singularitat
més propera a l’origen, sera

i ’ 1 . 1 )
doi+ ¢, m) = () € <m + x (¢, T; u)%) + germ regular a 'origen,

amb fo[i] (1) = —2mip + O(p®) 1 on x sera la transformada de Borel formal de ¥ = —1 + e,
essent per altra part S(z,7;p) = > oo Sn(T; )27 """ una serie divergent tal que la funcié

Y (z,7;p) = 2 — 7+ S(z,7; 1) és una solucié de 'equacié variacional de 'Equacié Inner (1.58):

1
(7TY - ZZQ@zQSOaZY =0.

El que realment ens interessa, pero, de les solucions gbat és una férmula asimptotica per a
la seva diferéncia per a valors de z amb part imaginaria suficientment negativa (recordem que
z = (u—1im/2)/¢), la qual cosa s’obtindra al Corol-lari 3.30 a partir de la informacié sobre les
singularitats de ¢y:

oy (2,75 10) — &g (2,75 1) ~ f{gi](u) eii(‘z*”g(z’”“)), quan Smz — —oo

uniformement per a p i Sm7 fitades. Si € és prou petit, aquesta férmula asimptotica ens
portara al final de tot el procés, a un resultat exponencialment petit per a la distancia entre
separatrius del nostre problema inicial (1.1).

1.5.5 Matching i aproximacié de les varietats al domini inner.

La propietat essencial dels dominis outer i inner definits per a T, i que els relaciona de
manera decisiva, és que tenen per interseccio a e u < 0 la indicada a la Figura 1.13, anomenada
zona de matching entre DY 1 D i que connecta la informacié que es té de T~ a la zona outer
amb la que es té a la zona inner. Per a un 0 < § < 1, usarem la notacié:

})i(s = :767_’_ UD’Y(S— (161)

amb

Yo ={u e Cl(1-0)as” < lu—in/2| < (1+d)ae”, Smu < 7/2—(1—-d)celn(1/e), Reu < 0}
(1.62)

Ve = {u e Cl(1-0)ac” < |utim/2| < (1+6)as”, Smu > —7/2+(1-0)ceIn(1/e), Reu < 0}.

Gracies a aquesta zona de matching, podrem usar la informaci6 de la funcié T~ (u, 7; p, €)
a DY x Ty, obtinguda al Capitol 2 i serem capagos de donar al Capitol 4 com a aproximacions
de les varietats invariants estable i inestable a la zona inner, les funcions ¢7 trobades al Capitol
3 1 que son solucions de 'Equacié (1.58). Si els dominis DY, D¥ + 1D, 4 son els respectius de
D¢, DY s i DY ;. pel canvi a variable inner z = e~ Yu —im/2), el resultat per a ¢~ esta recollit
al Teorema 4.1:
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Figura 1.13: Zona de matching, DY ;.

Teorema. Siguin g, 00 > 0 fizades. FExisteix €9 > 0 tal que, per a qualssevol 0 < o < oy,
0 <p < 1/3<v<1/2i0 < e < e, lasolucié de I'Equacié (1.57) ¢~ (z,T;p,e) =
€T~ (ez +im/2,7; p, €) ewisteir i és analitica a DZ, x T,.

A més, existeix una constant dy tal que

Haz(ﬁi - az(bal‘oo < dy 52,

82

20 — 20 || o < do—s——,
H z¢ z¢0 H — 01112(1/6)

on la norma s’ha pres al domini D¢, x T,

Naturalment, s’obté I'analeg per a ¢™.

1.5.6 Variables de redrecament del flux.

Als Capitols 5 1 6 veurem que AT (u, 7; p,e) := T (u, 75 p,e) =T~ (u, T; pu, ) verifica 'equa-
ci6 en derivades parcials lineal:

cosh? u

e 'O AT + (0.T* +0,T7) | 0.AT =0,

de la qual, per redrecament del flux, es demostra que les seves solucions fitades a una certa
banda vertical de C sén exponencialment petites a R.

El canvi de variables que redrecara el flux s’obtindra al Capitol 5 gracies als resultats
obtinguts als capitols anteriors i que fan referéncia a ’aproximacié de les varietats invariants
per diferents funcions, segons s’estigui en el domini outer o el domini inner, i a 'aproximaci6 de
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la diferencia entre varietats a la zona inner obtinguda per I'aplicacié dels metodes de la Teoria
de la Ressurgencia.

Finalment, ja al Capitol 6 i gracies al redrecament del flux, s’estableix el resultat final, que
relaciona AT (u, 7; j1,¢) amb F(u, 73, €) = 2if)(1)e==""/2sin(r — e~ u) i que podem trobar
al Teorema 6.4:

Teorema. Sigui g > 0 fixada. Fxisteix eg > 0 tal que, per a qualssevol 0 < p < g, 0 < ¢ <1
i 0 < e < ey, existeizen constants ts i Cy tals que V(u, T) € (—lg, Us) X R

|AT (u,7) — B(p, ) — F(u, )| < Coe™" <ln2€(1;5) - 'uln(ll/g)> 6_2%,

2—¢ 1 ™
_ < Cpe 2 — =
|0,AT (u, 7) — 0, F (u, 7)| < Coe <1n2(1 5 “1n<1/s)> ©

2-¢ 1 x
2 —9? < - ; o

on B(u,e) = O(ue?) analitica.

1.6 El sistema promitjat.

La mida d’una pertorbacié de freqiiéncia 1/¢ i mitjana 0 com la del sistema (1.23), és més
petita del que sembla inicialment. Fent un pas de promitjos s’evidencia ’autentica magnitud
de la pertorbacio i permet tractaments més curats del problema. Vegem quin sistema promitjat
tindriem en el cas del sistema (1.23).

Lema 1.6. Ezisteix un canvi canonic de variables (q¢,p) = (q,p + €G(q, ;1)) analitic i 2m-
periodic en T tal que transforma el sistema (1.23) que té associat el Hamiltonia (1.24) en el

7 =ep+elusingeosT
P =esing — e2upcos gcos T — 312 cos ¢ sin g cos? T
amb Hamiltonia associat

_ 52 27) — 1
eH,.(q,p,7) = 8% +e(—1+cosq) +e*usingeosTp — £3u2% cos® T. (1.63)

Demostracié. Inicialment, busquem un canvi

(a.p) = (4,9) + (¢91(q. P, 75 1), £92(T, P, 75 11)) (1.64)
que passi (1.23) a
¢ =eFi(q.p) + O(?)
P =eF3(q,p) + O(?).
La teoria dels promitjos assegura que el canvi existeix i, a més, que les funcions F; son:
1 2
F a.n = -— _d pu— o)
1(@p) = o /0 pdr =p,
1
o

2m
Fy(q,p) / sin (1 — psinT) dr = sin q.
0
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La condicié a imposar a les funcions g; és que ens permetin eliminar la dependencia en 7
del primer ordre de ¢ a les dues equacions del sistema. A la primera equacié ja no hi ha tal
dependencia, per tant, no ens cal una g;. Per tal de trobar g, mirem quin sistema tindriem a
partir del (1.23) amb les noves variables:

7 =q =ep+e’9(q,p,7; 1)
_ —/ — —/ — —
7 =0 —eq0;92(q,p, s 1) — €0 0592(q, b, T5 1) — €0792(q, P, T 1) =
= esing(l — psinT) — £q'0792(q, b, 75 1) — €0'0592(q, B, 75 1) — €0-92(q, P, T: 1),

pero, com que ¢,p’ = O(e), g només cal que sigui tal que 0,92(q, p, 7; 1) = —psingsin T, per
tant, g2(q,p, 7; ) = psingcos 7. Observem que Jz92 = 0, la qual cosa ens facilitara molt les
coses.

Aixi doncs, un pas de promitjos equival a fer el canvi

q=q
p=p+cpusingcost

que ens manté la mateixa part no pertorbada, anomenada sistema promitjat, i la contribucié
de la pertorbacié passa a ordre e2u:

g =ep+e’usingcosT
P =esing — e2pupcosgcosT — e u? cos gsin g cos? 7.

Sistema que també és hamiltonia amb funcié de Hamilton associada:

_ 52 27) — 1
eH,(q,p,T) = 8% +e(—1+cosq) + *pusingeosTp — 53;12% cos® T

on s’ha afegit el terme —e + 3% cos? 7/4 per tal de mantenir la propietat eH,, .(0,0,7) = 0.1
Per simplificar la notaciod, es tornaran a usar les variables ¢ i p en lloc de ¢ i p.

Les varietats estable i inestable de la solucié periodica (0,0) vindran donades per p =
aﬁi (q,7;p,€), on T sén solucions 2m-periodiques en 7 de I’'Equaciéo de Hamilton-Jacobi:

0. T+eH, (q,0,T, 7) = 0. (1.65)

Pot comprovar-se que hi ha una senzilla relacié entre les funcions generadores de les varietats
invariants en el sistema inicial i el sistema promitjat:

T(Q? T35y 6) = T(Q? Yz E) - ng (CL ) ”)7
on Ti(q, 7; ) = 2usin®(q/2) cos 7. Per tant, T també tenen, respectivament, condicié:

lir% 0,T (q,7;1,6) =0, lim 8QT+((],T;,u,5) = 0.
q—)

q—2T

Fent ara també el canvi (1.42):

2 h 1.66
P cos ucos¢p+52u2f(u,7), ( )
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on la funcié ¢(u) ja estava definida a (1.43) i ara s’ha definit

sinh? u

flu,7):= (14 cos(27)) = f1(u)(1 + cos(27)).

cosh* u

iy . . —
La corresponent Equacié de Hamilton-Jacobi per a T és:

— — h —
0T + eH,,(a0(w), —5—0,T,7) = 0,
.= cosh®u ,_ 2 ,. \cosh®u — 9 9
e 10, T + (0.T)" + epg! (u) cosTO,T — p(u) + e p’ f(u, 7) = 0

amb condicio respectiva

lim (coshu@uT_(u,T;u,€)> =01 lim (coshu8u7+(u,7;u,€)> =0.

e u——o0 e u——o0

La diferéncia entre 7% i T només és el terme €7} (u,7), definit a (1.48):

T (’LL, 5 K, 5) = Ti(”? By 8) - 5T1(“7 75 ,u)

(1.67)

(1.68)

(1.69)

(1.70)






Capitol 2

Existencia 1 aproximacio de les
varietats invariants a la zona outer.

2.1 Introduccid i resultats principals.

Recordem que les funcions Ti(q,T; i, €) ens permeten definir les varietats invariants del
sistema pertorbat (1.23) i apareixen explicitament a les férmules (1.31), (1.33) i (1.35), que
proporcionen una mesura del trencament de separatrius. En realitat, treballarem amb les
funcions T*(u, 7;p,e) = T (qo(u), T3, €), que ja vam definir a la Seccié 1.5.2. L’objectiu
d’aquest capitol és demostrar l'existencia d’aquestes funcions en els dominis outer DY X T,, i
D3 x Ty, definits a (1.50), i coneixer el pes que hi té el terme

e 2

2

T T : =4
o(u) +eTi(u, 75 1) coshu +8Mcosh »

COST.

Estudiarem només el cas inestable i analogament es faria ’estudi en el cas estable.

Totes les funcions que intervenen en el problema depenen d’algun dels parametres p i
€ o d’ambdés alhora, pero, per simplificar la notacid, a partir d’ara no indicarem aquesta
dependencia. En tot el que segueix considerarem fixades les constants a > 0, ug > 010y > 0 que
defineixen el domini DY X T,,. Qualsevol constant que es generi sota aquest domini evidenment
dependra de a, ug i 0g, tot i que no ho indicarem explicitament. També considerarem fixat un
cert valor pg, el qual determinara els possibles valors del parametre p en el sentit que 0 < pu < .

Podem treballar amb la norma del suprem usual:

[Pllc == sup  |A(u,7)]

(u,T)EDEXTe,

pero, pel fet que les funcions amb les quals tractem sén 27-periodiques en 7, es pot considerar
el seu desenvolupament de Fourier h(u,7) = Y, Al (u)e™™™ a D¥ x T,, i tractar amb la norma
de Fourier:

lloos = Y 1Rl ™o i (IR := sup [AF(w)].
k

ueDY

Per < h > denotarem la mitjana de la funcié h a [0, 27], és a dir,
1 2 0]
<h>=— h(u,t)dt = h :

35
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Per altra banda, busquem funcions que compleixin la condicié (1.46), o sigui,

lim (coshud, T~ (u,7)) =0, lim (coshud,T*(u,7)) =0.

Reu——o0 Re u——+o0

Aix{ doncs, per tal de copsar millor el comportament de 9, 7% (u, 7)—T}(u) —£d,T1 (u, T) respecte
la variable u, tant quan u esdevé fitada com quan s’acosta a les singularitats de Tp(u), usarem
la norma de Fourier lleugerament modificada:

V€N, ||hllng, = [[AH], e¥loo i [AH,, == sup lcosh™u - W (w)|,  (2.1)
L ue DY

HhHZ,aO = Hth,ao + Hauth,UO'

De fet, demostrarem que el producte cosh? u 9, T+ (u, T) esta fitat, o sigui, que la major part
de les vegades usarem aquesta norma amb n = 2. Pel que fa a la relacié entre || - oo 1] - |0
és molt senzill veure que:

[Plloe < lIAllscon 1 [l cosh™ - hllse < [|P]ln.o

i, si definim ¢,,_, = (7077 + 1)/(e7°77 — 1), també és facil demostrar usant la desigualtat de
Cauchy que:
VO<o <oy, [hlne<qop—ollcosh”u - h|so. (2.2)

El resultat al qual arribarem per a T*(u, 7) — Ty(u) — €T3 (u, 7) amb
e 2

— — 2.
coshu’ Ti(u,7) MCOShQUCOST (2:3)

T()(U) =4

esta recollit en el segiient teorema:

Teorema 2.1. Existeiz g > 0 tal que, per a qualssevol 0 < pu < pg, 0 < v <140 < e < g,
existeiz T~ (u, ) real-analitica a DY x Ty, i solucié de (1.45) que satisfa la condicié (1.46).

A més, existeix by > 0, tal que Y (u,T) € DY x Ty, tenim que

H@qu — Té — 5auT1H2’O.O < bo ILL62727,

(?QT_ — T” — 882T1 2.0, S bo [L{:‘Q_?W.
u 0 u ,00

El mateix resultat és cert per a T (u, 7) —To(u) — €71 (u, 7) a D3 x Ty, amb la corresponent
condicié de (1.46), essent la demostracié totalment analega.

Si només ens cal informacio per a u € R:

Corol-lari 2.2. Existeiz ¢g > 0 tal que, per a qualssevol 0 < pu < pg © 0 < € < gy, existeir
T (u,7) real-analitica a (—oo,ug) X Ty, @ solucid de (1.45) que satisfa la condicio (1.46).

A més, existeix by > 0, tal que ¥Y(u,T) € (—o0,uy) X Ty, tenim que

10,7 (u, 7) — Th(w) — €0, T1(u, 7)| < by pee®,
02T (u, 7) — Ty (u) — 02Ty (u, T)| < bo pue’e®™.
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El mateix resultat és cert per a T7(u,7) — To(u) — eT1(u, 7) a (—ug, +00) X Ty, amb la
corresponent condicié de (1.46) i haurfem de canviar el factor e** per e 2“.

Demostracié. Com que només ens interessen les fites a u € R, podem prendre v = 0.

Tenint en compte que, a partir de la definicié (2.1) de la norma || - ||2,4,,

|h| = ‘cosh_2 ul - |cosh2u ~h| < e B 17 l2,005

(e2u + ]_)
i com que e?“+1 > 1, posant el terme T~ — Ty — T en el lloc de h, arribem al resultat desitjat:
T~ (u, 7) — To(u) — Ty (u, 7)| < 4 by pe®.

Hauriem de modificar el coeficient perque ha aparegut un factor 4, pero amb redefinir by n’hi
hauria prou.

Analogament fariem per a qualsevol dels altres dos casos. [

Fixada una determinada constant U > 0, ens interessara coneixer més acuradament el
comportament de 9,7 (u,7) — T} (u) — €0,T1(u, 7) al domini {Reu < —U} x T,,. El resultat
obtingut esta recollit en el segiient teorema i es demostrara a la Seccid 2.3.

Teorema 2.3. Sigui U > 0 suficientment gran. FExisteix eg > 0 tal que, per a qualssevol
0<pu<pyi0<e<ey, lequacio diferencial

e (1) + 2f (1) + 2epcos T f(7) + uf(1)* + 2e cos T + % pcos’ T =0
té una unica solucid real-analitica fo(7) definida a Ty, @ oy tal que

I £2llo0 < g™

A més, es verifica que 3k tal que V(u,7) € {Reu < =U} x Ty,

cosh? u

4

< k1/JJ€2€2§Reu,

(9T (w.7) = Tj(w) = c0Ta(w.7) ) = 1)

2
, (% (8UT_(U, 7) — To(u) — €0, T (u, T)))’ < k1u5262%6“.

Com que en tot el procés es tractarda d’anar comparant T+ amb Ty + €7} (o bé comparant,
.t . R : .
les funcions 7" definides a (1.70) amb Tj), ens convidra definir noves funcions

QF(u,7) = p  (T*(u,7) — To(u) — eTi(u, 7)) = p* (Ti(u,T) - To(u)> (2.4)

i substituint 7' per Ty + uQ a (1.68):

B cosh? u cosh? u , cosh? u ,
0, Qo 7) 4 S (0,0, )20 0,0 ) Ty + SO (T () o)+
h2 2
+ ep? (u) ST W st 0,Q(u, 7) + epg’ (u) ST W os To(w) + %1 f(u, 7) = 0,
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pero tenint en compte que

cosh? u

8

¢'(u) = —4sinhu/ cosh®u, Tj(u) = 4/ cosh®u, (Th(u))? = p(u),

'equaci6 per a QF és
2

cosh” u

e'0.Q + S

(0.Q)° + 0,Q — eputanh ucos T 9,Q 4 e’ (u) cos T + 2 f(u, 7) = 0 (2.5)

amb condicions respectives

lim (coshuauQi(u,T)) =0, (2.6)

fe u—Foo

donades per les condicions (1.69) i el fet que 7} és la definida a (2.3).

El nostre objectiu és doncs, estudiar les solucions de ’'Equacié (2.5).

2.2 La separatriu com a aproximacio.

Aquesta seccio esta dedicada a la demostracié del Teorema 2.1, abans pero d’iniciar la

demostracié necessitem coneixer les propietats de la norma || - |2, 1 alguns lemes previs.
A partir de les normes || - |24, 1 || - ||5,,, definim els espais de funcions:
Er0y i = {(u,T) [h: Dy x Ty, — C, real-analitica, A2, < 400} (2.7)
DEs = {9(u,7) | g,0ug : DY X Ty, — C, real-analitiques, ||gl|5,, < +oc}. (2.8)

Fixat un radi » > 0, una bola a l'espai &, sera:

B(r) == {h(u,7) € &0 | |hll200 <7}

Pot comprovar-se que si <{h(u) |h: DY — C, real-analitica}, |- H) per a qualsevol norma

| - || és una algebra de Banach, aleshores
<{h(u,7) |h: DY x Tyy — C, real-analitica}, || - ||UO>

també ho és, on [[Bfle, = > [|hH[[e¥170 (vegi’s [Sa01])
k

Lema 2.4. Sigui U >0, v € [0,1) i 5y € (0,7/2) Uangle de la Figura 1.10.
Aleshores, 3C > 1 tal que Ve € (0,1) i Yu € DY

1. VReu < —U, |tanhu| < (tanh U) 7.

2. |tanhu| < Ce™7.
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—U
3. / |cosh ¢| ™" d( <

o0

1
n|sinh U[*

4./ |cosh¢|2d¢ < Ce.

cosh u
| . _ _|<c.
; vﬂ . [O ﬂ /2] /0 cosh u 2 df < C

Analogament, per a Reu > U > 0 i u € D; obtenim les maleizes fites, canviant quan calgui

les integrals per fjoo

La demostracio de tots els apartats d’aquest lema és llarga i s’ha cregut oportd posar-la a
I’Apendix A.4 per tal de no desviar I'atencié de la linia general de demostracié del Teorema
2.1.

Lema 2.5. Si totes les normes que apareizen en les segiients expressions estan ben definides,
aleshores:

1y - hallz.eo < hallcoo - 72l 2.00-

2. || cosh® uhy - hall2.ee < 112,00 - 112|200

3. Vo € (0,1), sigui {u € DY|d(u,0DY) > 0e"} x T,, el domini per a || - ||513.0, aleshores
36y € (0,1/3) tal que ||8,h]%), < 51~y” oo

4. he &y, = m=0,1, lim (cosh™u-h(u,7))=0 i / h(v, T)dv ezisteiz i és fitada

Re u——o00
u
a Dv'

— o0

Demostracié. Les dues primeres propietats surten facilment aplicant la definicié que
s’ha fet de la norma || - [|2,5,. La tercera propietat necessita una mica més de detall i és la que
demostrarem tot seguit. Derivant la funcié cosh®u - h¥l (u):

cosh? u - 9,hM (v) = 8, (cosh?®u - p Kl (u)) — 2sinhu coshu - A (u).

Per a una g € (0,1), si inicialment considerem el domini DY, usant la desigualtat de Cauchy
podem fitar 9, (cosh2 u - h¥ (u)) en un domini resultant de separar-nos una distancia de” de la
frontera:

[cosh®u - A ()]l [[AM]l,

2 [k]
‘3 (cosh u-h )| < = =

El segon apartat del Lema 2.4 assegura que a DY, |[tanhullc < Ce™ amb C' > 1. Per
tant,

| cosh? u - 9,h¥ (u)] < |0, (cosh?® u - hlk] ()] + |2sinhucosh u - Al (u)| <

h _ 1 2C
< B2k aocmpi, < (5 + 22 i



40 Existencia i aproximacio de les varietats invariants a la zona outer.

Sigui §y = (1/0 +2C)~! < 1/3, aleshores

1
| cosh? u - ﬁuh[k}(uﬂ < @Hh[k]H?'

Pel que fa a la norma || - ||{") 0y X0 implica que

1 1 oy (o) 1
I0uhlls gy = 315 'k'0<2 1AMz €170 = = llhll2

Finalment, si observem que
| cosh? u - h(u, 7)| < ||h|2.00,

ja tenim la primera part de 1'iltim apartat i la propietat 4 del Lema 2.4 ens déna la segona
part. [ |

Lema 2.6. Si h € &,,, aleshores

@u/ h(u—i—t,T)dt:/ Ouh(u+t,7)dt = h(u, ).

O [ hlu+t,m+et)dt= [ Ouh(u+t,T+e't)dt
R~ R—

Demostracié. Com que h € & ,,, ja sabem que les integrals

/h(u+t,7'+5_1t)dt i /h(u+t,7')dt

existeixen a DY X Ty, i que lim  h(u,7) = 0. Per poder permutar la derivacié amb el signe
€eU——00

integral, és suficient demostrar que la integral fR_ Ouyh(u + t,7) dt convergeix uniformement.

Derivant la funcié cosh®u - h(u, 7):
cosh® u - 9,h(u,7) = 8, (cosh®u - h(u, 7)) — 2sinhucoshu - h(u, 7).

Si inicialment considerem el domini D;‘ N {Reu < —c} amb una ¢ > ag”, podem fitar

O (cosh2u - h(u, T)) en un domini D, resultant de separar-nos una distancia c¢ de la frontera
(veure Figura 2.1):

| cosh® u - h(u, T) || oo < ”h”zoo.

c - c

|0 (Cosh2 u - h(u, T)) | <

El primer apartat del Lema 2.4, ens diu que, a {Reu < —2c¢}, | tanhu| < (tanh(2c¢))~!. Per
tant,

|cosh® u - yh(u,7)] < |0y (cosh®u - h(u,7)) |+ |2sinhucoshu - h(u, 7)| <

Al 1 _
H HZ 9 4 2| tanh(2c)|” 1||h||20_0 < (E+2|tanh(26)| 1) ||h||2,0'0 :AC||h||270'0'
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Figura 2.1: Domini reduit D..

Vu € DY N{Reu < —c} iVt < —c/sin By, pot comprovar-se que Re(u +t) < —2c¢ i podem
usar la fita que acabem de trobar per als punts u + ¢:

10uh(u+t,7)| < A|h|2.00] cosh(u +1)|72.
Pot comprovar-se que aquest procés és el mateix que el que es va fer a I’Apartat 3 del Lema 2.5,
pero voliem deixar constancia que per al resultat no cal que ¢ sigui petit.

De I’Apartat 4 del Lema 2.4 sabem que,

—c/ sin Bo Re u—c/ sin By
/ | cosh(u +t)|"2dt = / |coshv| 2 dv < Ce™7,

oo —00
per tant podem concloure que la integral

0
Ouh(u+t,7)dt + / Ouh(u+t,7)dt
—c/ sin Bo

—c/ sin By
Oyh(u+t,7)dt = /
R- —00

convergeix uniformement.

Tot aquest procés s’ha fet independentment del valor de la variable 7, només calia que
7 € Ty,. Com que V7 € Ty, iVt € R, 7+~ 't € T,,, obtenim la segona férmula de I'enunciat.

Finalment,

0 0
d
/ &Jz(u—i—t,r)dtz/ SRt 7 dt = b, 7) — Tim h(er) = he,7). W

—00

Lema 2.7. L’operador 0, definit com
O h(u, 1) = / h(u+t,7)dt (2.9)

va de Ey4y 0 DEsyy i 0,00 = Id. A més, 3C > 1 tal que

10, h(u, 7)| < [[hl200Ce
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Demostracié. Sih € & ,,, sabem que la integral

/ h(u+t,7)dt

existeix a DYy x T, i per tant I'operador 9, ! esta ben definit. Comprovarem ara que 9, 'h €

DEs o, -

Desenvolupant per Fourier, h(u,7) = Y, hl¥l(u) e aleshores

O h(u, ) = Za LhM (w) e on 8u1h[’“](u)—/ A (u 4 t) dt

Usant I’Apartat 6 del Lema 2.4, podem fitar la norma || - ||> dels coeficients 0 ' hl¥!

0
| cosh? w07 h¥ (u)] < ‘ / cosh? u b (v + 1) dt’ <

0 hu |2
< h? ) h¥] t _ coshu
S e
< ||h[k]||2/ ﬂ ’ dt < ||h[k]”2(j
- cosh(u + t) -

Per tant,

10, Pl = D 10, B [l €70 <N B ,C €M7 < h]|0,C = 0, € Engy.
k k

dt <

La identitat 9, o ;' = Id ens ve donada pel Lema 2.6, per tant, 9,0, 'h(u,7) = h(u,T) €
&0, 1 amb aixo queda demostrat que 0, h e DE; o, -
Finalment, usant I’Apartat 4 del Lema 2.4 amb la integral horitzontal,
0 0
10, h(u, 7)| < / |h(u+t,7)dt < ||h||27(,0/ | cosh(u + )| 72 dt < ||h||2.0,Ce . [ |
Considerem ara 'operador lineal definit sobre I'espai D€ 4,
L.g(u,7) = (710, + 0,) g(u, 7). (2.10)
El segiient lema ens donara el seu operador invers per la dreta.
Lema 2.8. L’operador
Go () (u, 7) ;:/ hu+t,7+ e 't) dt (2.11)

esta definit a 4, @ t€ les segiients propietats:

1. és lineal de &4, en DEs,, @ commuta amb loperador diferencial O,,.
2. L.oG°=1d.

3. Existeiz Ay > 0 tal que

a. [|G2(M)llzoe < Arllhll2.00, perd si < h>=0, [|G2(h)]|2.00 < Arel|ll200-

b. [[0.G2(M)l200 < Ax

|ll2.00-
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Demostracié. Esta clar que és lineal i la propietat commutativa ens la déna el Lema 2.6.
Si h € &4,, aleshores clarament G2(h) és real-analitica a DY x T,,. Sabem doncs que podem
escriure

g(u,m) = G2(h)(u,7) = Y g™ (u) ™ (2.12)

i directament de la definicié (2.11), amb h(u,7) = >, hi¥ (u) e*7:
0 o
g¥(u) = / A (u + t)etket dt, (2.13)

on sabiem que h[k}(u) — 0 de manera exponencial perque h € & ,,, per tant, era integrable.

Com que hl¥ és real-analitica i integrable a DY, podem fer canvis de camins d’integracio
sense cap problema sempre que ens mantinguem dins el domini. V¢ € R™, u + &eT¥h/2 ¢ Dy,
per tant, per a k > 0 farem el canvi t = £e~%%/2 i per a k < 0 farem t = £e'0/2:

0 .
giMl (u) = o Fibo/2 / Bl (u+ 5611'&0/2)6%6*1&*”0/2 dé.

— 00

Aleshores, per a k # 0, usant I’Apartat 5 del Lema 2.4 i integrant I’exponencial:

0
‘g[k](u) cosh® u| < | cosh u|? Hh[k]\b/ elFlET Esin(0/2) | cosh(u + £eFP0/2)| 72 d¢ =

2 CQ

coshu
dt < |WH)y—— ¢
< Il s (ao2)

cosh(u + eFih/2)

0
_ ||h[’ﬂ||2/ GJkle Esin(5o/2)

—00

El cas k = 0 s’ha de tractar diferent, usant I’Apartat 6 del Lema 2.4:

0 0
h
| 9% () cosh? u| / [P0 (u + t)| | cosh u|? dt < ||h[0}||2/ cosnd

2
————| dt < ||l),C.
_ oo |cosh(u + t) ‘ < 1P

—0o0

Tot aix0 ens indica que:

1G2(W)ll2.00 =llgll2.00 = leg[k]|l2€'k"”< 1AP2C + ——— 6/2 EZHh ||2|k, e <

oo k70 (2.14)
<l <40
i que, si < h >= hl%(u) =0, aleshores
o
1921, =3 15 < e Il e < bl (215)

k0

Per tal de fitar 0,G2(h)(u,7) = 0ug(u, T), tornarem a la férmula (2.13), i usarem el Lema
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2.6,

0
[k}] — t Zk& tdt
M (u) / L t)e

[e.e]

du

0
— / (—h[k]u—l—t ket ke hF (u 4 t)e Zkalt) dt —
—ike™? / hH (0 4 t)e* 't dt =

0 d - 0 .
/ = Mlu +t)e'*e t)dt—z’kelf WM (u + t)e* et dt =

A () — tli:En (h[k] (u+ t)eik5_1t> ike Lg® (u) = A (u) — ike 1 gl (u).

— 00

Per tant, Vk # 0:
‘% g™¥(u) cosh® u

02
< |pMH h? kle= Y g WPl < (14— ) |p¥..
< |h™(w) cosh® u| + |kle™ g™ (u) cosh®u| < +Sin(ﬁ0/2) 122

El cas k£ = 0 és més senzill:

d * d
— ¢ u) = / T O u + ) dt = hO%u) — Tim A% (u 4 t) = RO(u).

du t——o00

Finalment,

o d
10,020 s =10tz = 3 [ 5 8
k

W< (1 4 I
< (1 ) Sk

o (2.16)
(1 )

Aix{ doncs, hem comprovat que, si h € £ ,,, aleshores G2(h) € D€y, 1, a més, els resultats
(2.14), (2.15) i (2.16) ens demostren el tercer apartat de I’enunciat.

Per demostrar que L. o G2 = Id, usarem el resultat trobat segons el qual

d
LB ) = B () — ke ¥l
7o 9 () = 1 (u) — ike™ g (u).

d
o _ —1.7. [K] Bl [k:] zk'r _
(@) ) = 37 (kg + o)) 7 = ST < hwr). W
Ja vam veure a la Seccié 1.6 que la funcié
Q (u,7) = p (T (u,7) = To(u) — eTi(u, 7)) = (T (u,7) — Tp(u))
és solucio de 'equacié:

cosh?u
8

per tant, en interessa fer primer un estudi de les propietats de la seva part dreta.

L.Q(u,7)=—p (0,Q(u, 7))* + eptanh ucos T 0,Q(u, 7) — e’ (u) cos T — €2 f (u, T),
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Lema 2.9. Siguin ¢(u) = 2/cosh®u i f(u,7) = %(1 + cos(27)). Per a cada 0 < e <11
0 < p < o, Vh € E 4, la formula

cosh?u
8

defineix un operador que té les propietats:

Hy(h,u,7):=—p (h(u,7))* + eptanh wcos 7 h(u, 7) — e (u) cos T — 2 f (u, 7) (2.17)

1. Hi(h,-,") € Ep,-

2. Sigui G2 Uoperador definit a (2.11), aleshores 3by > 0 tal que

1
Haugg (Hl(07 ) )) ”2,0’0 é 5 b152_2’y.

3. dB; > 0, Vhl, hy € B([hgg_gy)’

||H1(h17 ) ) - Hl(h27 * ')Hz,oo < /LElﬂBthl - h2”2,ao-

Demostracié. Per alleugerir les expressions, usarem la notacié que ja vam suggerir a
(1.67):

sinh? u

f(u,7) = fi(u)(1 + cos(27)) amb  fi(u) =

cosh* u

Primer obtindrem les fites que necessitarem de les funcions que intervenen a la definici6 de
H,. La propietat basica que farem servir és I’Apartat 2 del Lema 2.4:

|| tanh w cos T||co.0p = || tanh ul[oce”® < Ce™7e
| (u) cosh® u| = | — 4sinhu cosh™ u cosh® u| < 4| tanhul|o < 4Ce™"
= / o = / [o0) < 40 -y 0'0.
H(p C2OST||27 0 ng ||2e — € € (218)
2 sinh” u 2 2 2_—2
|f1(u) cosh u‘ = — cosh”u| < | tanh” ul < C%e™7
cosh™ u
= [ fllz00 = Iall2 (1+€*7) < C%7 (1 +€*).
Si h € &4, aleshores, usant les propietats de la norma || - ||2,», recollides al Lema 2.5 i les

fites (2.18),

1
HHl(h, . ~)||2’C,0 < gMHhHg,Uo + 6M|| tanhUCOSTHOCWO||h||2,00 + €||g0’ cos 7‘”2,00 + 62/1’Hf||2,00 <

IN

1
gﬂHhHg,ao + 5ﬂ05_’y€UOHhH27UO +e4Ce 7% + 52,“025_27(1 + 6200) _
1
- §/“L||h”§’00 + 1Ce™e || h||g.0p + 4Ce%e ™7 + uC?(1 + €27°)e* 27 < +o0.

D’on Hl(h7 5 ) € 52700 i? a més, HH1(07 ) ')”2,00 < (40600 + NJCQ(l + €2UO)>51_7'

Per calcular una fita de ||0,G° (H1(0,-,)) ||2.0, podriem usar el resultat del Lema 2.8 i la
fita que acabem de trobar:

10.G2 (H1(0, -, ) [l2,00 < A1[[H1(0,+, ) [|2,00 < A1 (4C€™ + pC?(1 + €*7))e' 7,
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pero, com que tenim 0,G2H;(0,-,-) de manera explicita, podem fer-ne un estudi més detallat
per tal de tenir una fita millor. Per la linealitat de 'operador G2,

0,G° (H1(0,u,7)) = —€0,G° (¢ (u) cos 7) — e2ud,G° (f(u, 7)), (2.19)

on ¢'(u)cosT té mitjana zero perd no f(u,7). Usant el primer apartat del Lema 2.8, sabem
que si h € D€,y C Es,0,, aleshores 0,G2(h) = G2(0,h). O sigui, que

0uG2 (¢’ (u) cos ) = G2 (¢" (u) cos T) (2.20)
i ara aplicarem 1’Apartat 3a del Lema 2.8:
1G2 (¢" cosT) [|2,00 < Asel9” cos |2,y = 2A1]/¢0"]| 267
Per al segon terme de (2.19) només podem aplicar I’Apartat 3b del Lema 2.8:

10,62 (f) 2,00 < A1ll fll2.00 = Aull frll2(1 + 2¢77°).

I usant I’Apartat 2 del Lema 2.4, podem fitar les normes ||¢” |2 1 || f1]|2:

" (u) cosh®u| = | (—4cosh™®u+ 12sinh® ucosh™ u) cosh® u| = | — 4 + 12tanh® u| <
< 44 12| tanh? ulle < A+ 12CHe™ = ||¢"]]2 < (4 + 120%™,

i del principi de la demostracié, a (2.18), || fi]l2 < C?e™?7. Aix{ doncs,

10.G2 (' cos 7) ll2, = [1G2 (0" €08 T) [|2.0y < 2A1€7(4 + 12C%)e'™2,

10,62 (1) o < A1 4 2620) 220
Amb (2.21) completem la fita de expressié (2.19): per a u < po, 3b; tal que
10uG2 (H1(0, )55, < €ll0uG2 (¢ €08 T) [l2.0 + 1*0uGE (f) ll2.00 < %bﬁ?z”.
Siguin hy, hy € B(bie?~%7), usant les propietats de la norma || - ||2,4, recollides al Lema 2.5

i la primera fita de (2.18),

1
|Hi(hy, -, -) — Hi(ho, - )|l2.00 < gMH cosh® u(hy + ha)(hy — ha)l|2.00 +
+epll tanh ucos 7(hy — ha)ll2.0, <

IN

1
[+ el + el cos Tl | 1 Pl <
1
S M |:Zb152_27 + 060081_7:| ||h1 — hg”gﬁo.
Per tant, si anomenem B; = %bl + Ce°,
| Hi(ha, ) — Hi(ha, ", )|l2,00 < ' " Billhi — hall2,0- n

Tenim ara totes les eines necessaries per poder demostrar el Teorema 2.1 que haviem enun-
ciat al principi del capitol.
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Demostracié del Teorema 2.1. Recordem que usarem la funcid
Q =p ' (T--Ty—ch) =p (T —Tp)

definida a (2.4). Per a un cert § € (0,1), ens interessara separar-nos una distancia 67 de la
frontera de DY per poder tenir la fita de 9, (0,Q~) a partir de la que trobarem per a 9,Q~,
per tant, el que farem és comencar amb el domini DY ampliat de” i aixi, al final, els resultats
seran tots valids a D7; el domini resultant per 'ampliaci6 pot escriure’s de la mateixa manera
que D7 pero canviant alguns parametres: de DY passem a

Dt = {ueClu=iay+te? V3 e0,5)itc R }U
U{u € Clu=1a +teFP V3 €[0,3)it e R, Reu < —ac” sin By, |u % ir/2| > a7},

e
sin Bo

definint a = a — 9, @y = ug + 1y =up + A la Figura 2.2 es pot veure el resultat de

I’ampliacio.

oe
sin Bp *

Figura 2.2: Domini ampliat l/)vg

Notarem per g’gm i b\/g270—0 els espais &, 1 D€y, respectivament, pero canviant el domini
DY pel D¥. Tots els resultats obtinguts fins ara seran aplicats al domini DY i als espais &3 4, 1

Dy
Usant els operadors L. i H; definits a (2.10) i (2.17) respectivament, ’Equacié de Q~
trobada a (2.5) pot expressar-se com:
LaQ(uaT) = Hl(auQau>7-) (222)
amb condicié per a @~ donada a (2.6):

lim  (coshud,Q (u,7)) = 0. (2.23)

Reu——o0

Afegint la condicié que ()~ no tingui termes independents de les variables u i 7, ja vam
justificar a la Secci6 1.4 que aquest problema té una tnica solucié.

Per resoldre (2.22), primer resoldrem h(u,7) = 0,G°(Hy(h,u, 7)) trobant un punt fix de
I'operador:
F(h)(u, ) = 0,G2(H1(h,u,T)) (2.24)
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i veurem que els punts fixos de F es correspondran amb les derivades respecte u de les solucions
de 'Equacié (2.22).

Gracies a la propietat 1 del Lema 2.9, Vh € 52700, sabem que Hi(h,-,-) € gg,(,g, aleshores,
el Lema 2.8 ens assegura que 0,G°Hi(h,-,-) € E4,. Aixi doncs, 'operador F esta definit de
&5, en ell mateix.

Comprovant que, per a un cert radi r, F(0) € B(r) i que F és una contracci6é a B(r),
aplicarem el Teorema del Punt Fix.

Per la propietat 2 del Lema 2.9, 9b; > 0 tal que

o 1 —
H‘T_-(O)H?,Uo = Haugs (HI(O’ 5 '))H?,Uo < §b152 27'

Siguin hy, hy € B(b1e>727), pel Lema 2.8 i la propietat 3 del Lema 2.9, 3A;, B; > 0 tals
que,
|F(h1) = F(ho)llzoo = 10uG2(Hi(ha, -, +)) — 0uGE (Hi(ha, -, 0))|l2.00 =
= ||aug§ (Hl(h17'7'> _Hl(h27'7'>) ||2,0'0 S
< A|Hy(h1,+, ) — Hi(ha, 20y < Arpe' 7 By||hy — hall2.0-

Si uel=7A; By < 1/2, aleshores || F(h) — F(ha)|l20, < 2 ||h1 — hall2.0,- La qual cosa, per a
h € B(bie*~?7), ens porta a:

1 1
IF(W)ll2.00 < 17 (R) = F(O)la.00 + IF(O)l|200 < S l1Alla.00 + 5018”7 < bae™™,

Per tant, si ue'™ és suficientment petit, F és una contraccié de B(be*~27) C 52700 en ella
mateixa i el Teorema del Punt Fix ens assegura que existeix una tinica h™ € B(b1e27") C &4,

tal que
h™(u,7) = 0,G2(H1(h™,u,T)). (2.25)

A partir d’aquesta funcié h~, definim
Q_(u’ 7_) = gg(Hl(h_7 u, 7-))

i, per (2.25), tenim que h~ = 0,Q~, per la qual cosa Q~ (u,7) = G2(H(0,Q ,u, 7)) i usant
que L. 0 G2 =1d,
LSQ_ (u, 7-) = H,; (auQ_y u, 7_)'

A més, com que 9,Q = h~ € gz,go, aleshores . lim (coshu . &LQ’(u,T)) = 0. Aix{ doncs
hem resolt el problema (2.22)-(2.23).
Pel que fa a la fita de 9,Q~, arribem immediatament al resultat que voliem:
10.Q7 ll2.00 = (117 [l2,00 < 11877
Ara, a partir de 0,(~ 1 usant la Propietat 3 de || - ||2,5, recollida al Lema 2.5, si fem una
reducci6 &7 del domini DY, aleshores 3, € (0,1/3) tal que podem trobar una fita de 9;Q~ al

domini reduit: 10,01 b2
2 — (1) & 12,00 1e”
||a’u,Q (u7 T) ||2,0’0 S 5087 S (5057

= Gy lbye? .
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Pero una reduccié de mida de? de 5771 ens porta a DY, per tant, prenent com a by el maxim
dels coeficients de les tres fites, obtenim els resultats enunciats per a 7'~ [ ]

Observi’s que, per la definicié que hem fet de ()~ i les propietats de 'operador G2, podem
obtenir també una fita de Q= al domini DY xT,,. Vegem de quin termes consta G2(Hy(h™,u, 7))

Q™ (u,7) = G2(H(h™,u, 7)) = G2(H(0,u,7)) + (G (W u,7) = G(H(0,u,7)) ) =
=G2(H1(0,u, 7)) + gg(Hl(h—, u,7) — Hq(0,u, 7'))
Ara bé, de la definici6 (2.17) de l'operador Hy,
Hi(0,u,7) =  —e¢'(u)cosT — e2pfi(u) — e?ufi(u) cos(27), (2.26)
Hi(h™,u,7) — Hi(0,u,7) = —picosh’u(h~(u,7))? + eptanhucosTh™(u, 7).  (2.27)

Per al cas (2.26), la linealitat del G2, I’Apartat 3a del Lema 2.8 quan hi ha mitjana nul-la i les
fites trobades a (2.18), ens porten a:

1G2(H1 (0., ) ll2.oo <€G2(¢"+ cO8T)lloy + €l G (fi) 200 + €2 lIGE (f1 - €08(27)) (2.0 <
<edig]|¢' - cosTlag, + e ullGE (1) |20 + 2°pdiell fi - c08(27) |20 <
<44,Ce”e®7 + )| G2 (fi)l|2.00 + pALCTe 0T

El terme ||G2(f1)|l2,0, cal estudiar-lo especialment per poder tenir una fita el més acurada
possible:

I o )
el = | g el = [ ety s
i els Apartats 21 6 del Lema 2.4 ens donen:
1G2(f1)ll2,00 < CP7.
Per tant, 3 k¢ > 0 tal que
1G2(H1(0,+,))|2.00 < (4A1Ce” + pC? + pA1C%ee' ™ 7)e* 7 < koe? 7. (2.28)

Pel que fa a (2.27), la linealitat del G2, la primera part de I’Apartat 3a del Lema 2.8 i les
propietats de la norma || - ||2,, recollides al Lema 2.5, ens permeten reduir aquesta expressié a:

IG2(H1 (01 = H0.) e < w1 14+l tanb ucos s )
on usarem que h~ € B(b1e??7) i la fita trobada a (2.18): 3k, > 0 tal que
G2 (Hi(h™, ) = H(0, ) ll2.00 < pAsb1e®™™ (é bie?™ 2 + sCa’Ye"O) =
=1 A1b 373 <% biel™ + C’e”o) < e,

Aquest resultat, junt amb (2.28), ens porta a:
1Q7 Nl2,00 < ke + k1™

i, si volguéssim fer servir que Q~ fos d’ordre €277, caldria demanar que y < 1/2.
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2.3 Demostracié del Teorema 2.3.

Hem de demostrar primer que existeix una tnica solucié fo(7) 2m-periodica de I'equacié de
I’enunciat. Per poder-ho fer, vegem primer un lema tecnic.

Lema 2.10. Siguin p > 0110 <e < 1. V7 €T,, definim les funcions:

I(t) = / e**h(s)ds, amb h(s) real-analitica i 2r-periodica,
0

2 4¢?
e e (25 cos T + sin 7') EEEwEL

Li(r) = 25/ €% cos s ds =
0

e(1+ 2¢?)

e (14 + € cos(27) + esin(27)) — p 0+

L(r) = 82,u/ €2€SCOSZSdS:,um
0

Aleshores tenim les segiients propietats:

1. I(t+2m) = I(27) + eI (7).

4e?
1+ 4e2

4e? :
2. 11(271') = m(64wa — 1) 1

Li(r)+ < Geooge2EReT,

S i (1 + 2620'0) 5628%67.

e(1+ 2¢?)

3. 12(271') = um (647T8 o 1) i 5(1 + 2¢ )

IQ(T) + ,U«m

Demostracié. FEn el primer apartat farem un canvi del cami d’integracio, fent primer de
0 a 27 i després de 27 a 7 4+ 27. La periodicitat de h sera fonamental:

T2 2m T2
I(t+2m) = / e***h(s) ds = / e***h(s) ds + / e***h(s) ds =
0 0 2

™

= 1(27r)+/ U2 (t 4 27) dt =
0

= I(27) + '™ / e*'h(t) dt = I(27) + '™ (7).
0

La primera propietat dels dos ultims apartats es demostra senzillament substituint 7 per
2m. Pel que fa a les altres propietats, farem servir que 0 < pu < pp, que 0 < e < 11ique, a T,,,
|eik'r| S ek:a():

462 2e 2e Re T o o 25(2€+1) 00 2eReT o 2eRe T
Il(T)+1—|—482 S 1+4€2€ (2€€O+€O)§W6065 §6€O€€E s
(1 +2¢%) € 2 R 2 2 2 2
I ST R __& Emer() 00 4 o200} <
2(T)+u4(1+€2) M) (14 + %0 4 e*) <
2
€ 2eRe T e+ ¢ 20 1 20 2e ReT
< ,uzes (1"—@6 O)SNZ(l—i‘Qe 0)666 . [ |
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Lema 2.11. Existeix g > 0 tal que, per a qualssevol 0 < p < po 10 < ¢ < gg, lequacio
diferencial

e (1) + 2f (1) + 2epcos T f(7) + uf(1)* + 2e cos T + % cos’ T =0 (2.29)
té una unica solucid real-analitica fo(7) definida a Ty, i, a més, oy tal que

I £2llo0 < ™.

Demostracié. Si definim la funcié
F(7,2) :=2epcos Tz + pz* + 2c cos T + e*prcos® 7,

que és real-analitica en les dues variables i 2m-periodica en 7, 'Equacié (2.29) pot escriure’s
com:

fi(r) = —2ef(7) —eF (7, f(7)). (2.30)
Pot comprovar-se facilment que f(7) és una solucié de (2.30) si i només si
f(r)=e 7 [—el(7) + cl (2.31)

on ¢y és una constant arbitraria i hem usat la notacié del lema anterior per a I(7) amb
h(s) = F(s, f(s)), que és 2m-periodica sempre que ho sigui f(s). En imposar la 2m-periodicitat
de la solucid, i usant la primera propietat del Lema 2.10, la constant ¢y quedara totalment
determinada:

fr+2m) = e 202 [c[(1 4 271) + ¢g) = e 774" [—el(2m) —ee*™I(7) + co| =
= e [—ee ™ I(2n) —el(1) + e 0] = f(T) &
1

<~ 002_864775—1

I(27).

Aixi doncs, per trobar la solucié 27-periodica de (2.29), aplicarem el Teorema del Punt Fix
sobre B(r) una bola tancada de radi r de 'espai de Banach

X :={f(r)|f:T,, — C real-analitica, || f||c < +0o0}

i usant l'operador definit com la part dreta de (2.31) amb la ¢y trobada:
T 1 2
F(f)(1) = —ee™*7 [/ e**F(s, f(s))ds + prre— / e**F(s, f(s))ds| . (2.32)
0 —1Jo

Esta clar que si f és real-analitica i 2m-periodica, F(f) també ho és. Per la continuitat de
e**$F (s, f(s)) a [0,27] x i[—00,00] i la 27-periodicitat de F(f), podem deduir que |F(f)(7)]
esta fitat a tot el domini T,,. Per tant, 'operador F esta definit de X en ell mateix. Cal
demostrar ara que és una contraccié a B(r) per a una r adequada.
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Com que F(s,0) = 2 cos s + &2 cos? s, podem expressar F(0)(7) en termes de les funcions
I,(7) i I5(7) del Lema 2.10 i usar-ne les seves propietats:

IFO)(7)] = ee >R\ (1) + Iy(1) +

g (L(2m) + ]2(27r))‘ =

4e? e(1 + 2¢?)
3 TH 2
1+4e 4(1+¢€?)

1 1
S 86—26%67’ (66006626%67+M01 (1 +26200> 6626%67’) — (6600 +#OZ (1+26200)> 62.

—2eReT

= ce <

Il<7') + IQ(T) +

1
O sigui, que da; = 1270 + fo3; (1 + 26200) tal que
Ly
|F O] < 5 e

Siguin f(7), f(7) € B(aye?) C X i volem fitar F(f)() — F(f)(r). Cal fer doncs un estudi
de la integral de e**(F (s, f(s)) — F(s, f(s))). L’analiticitat d’aquesta funcié ens permet fer la
integral seguint el cami format pel segment s = i€ per a & € [0, Sm 7] i el segment s = {+i Sm T
per a ¢ € [0, Re7]:

/ e (F(s, f(s)) — F(s, f(s))) ds Zi/ e (F( () = F( [ () (€) dé+

0 0 (2.33)

Re T
b [ I P ) < FFOD)(E + i Smr) e

0

Pero, com que

F(s, f(s) = F(s, f(s)) = 2epcoss - (f(s) = f(5)) + u(f(s) + F(5))(f(s) = f(s))
i f, f € B(ai€?), aleshores

[F(s, f(s)) = F(s, [ (5))] 2epe™ | f = Flloo + p200?|[f = flloo <

<
< pe2(e” +an) | = fll-

Tornant amb aquesta informaci6 a (2.33),

/OT o268 (F(S, f(s)) — F(S77(s))) ds| <

/0ng 1d€‘ N /0%67'6255 df') _

lof T 1 eRert
— e+ an)lf =l (19m 7]+ o %7 - 1]).

< 42 (e 4 a) uf—ﬂ\oo(

Recordem que |Sm 7| < 0y i que, per la periodicitat de F(f)(r) — F(f)(7), només cal

considerar 0 < e 7 < 27. Aleshores, la primera integral de F(f)(7) — F(f)(7) podem fitar-la
per:

_ 1 _
pe2(e + anlf = il (o0 ool = 1)) = e 4 ) (2200 + 57 = 1) = Pl
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i la segona integral per:
— 1 _
1e2(e” + an)|f = Flloogz (€7 = 1) = p(e” + 1) (€™ = DIf = flloo-

A partir d’aquests dos resultats, i recordant que et > 0,
1F(f) = F(Dllw <
1 _
< 56—263?67#(600 + al) (250'0 + 62&%67’ — 14+ - ; (647ra o 1)) ||f _ f”oo —
e e

= cp(e™ + an) (2e00e T + 1) || f = Flloo < epule™ + 1) 200 + 1) |f = Fllo-

Si ep és suficientment petit, ep(e” + aq) (209 + 1) < 1/2 i podem demostrar que, Va €
B(a,e?), F(a) € Blaie?):

1 1
I7(@)lloe < (@) = F(O0)loo + I7(0)l|oc < 5lla = Ollc + 5 c18” < ™

Aix{ doncs, F és una contracci6 de B(a;e?) en ella mateixa i, en aquesta situacio, el Teorema
del Punt Fix ens assegura que:

3' f2 c B(Oé1€2) tal que f2 = .;C(fQ)
1 hem arribat al resultat de ’enunciat. [ |

Un cop conegudes les propietats de fy(7), per tal d’acabar de demostrar el Teorema 2.3,
ens anira bé definir una nova norma de Fourier:

17|40 = Zuh[k]Jh elkloo amb [Lh[k}ﬂgt = sup |e_4“ A (u)‘
% ue{Reu<—-U}

i, fixada una constant U > 0, I'algebra de Banach
Y i={h(u,7) |h: {Reu < U} x Ty, — C real-analitica, ||h]|s, < +00}, (2.34)

4700

on una bola de radi r > 0 sera:
B(r):={h(u,1) € Sg[fo | P46y <7}

No és una norma multiplicativa, pero té les propietats recollides en el segiient lema:

Lema 2.12. Si totes les normes que apareizen en les seqgiients expressions estan ben definides,
aleshores

1L gllace < 1 flloollgllaoo-

2. le=*f - gllaoo < [Lflaoollgllaco-

8 S - gllase < e YIS aoollgllaoo-

4. he &l = V0<s <4, lim e *“h(u,7) = 0 i la integral ffoo h(v,7)dv existeiz.

4,0
70 e u——o0

En particular, lim ¥ (u) = 0.

Reu——o00
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Demostracié. La demostracié és molt senzilla: només cal usar la definicié que s’ha fet
de la norma |- ||4,0,- |

En aquest nou espai tenim resultats analegs als Lemes 2.6, 2.7 1 2.8.

Lema 2.13. Si h € £, , aleshores

Ou / h(u+t,7)dt = Ouh(u+t,7)dt = h(u, ).
_ R
Ou [ h(u+t,7+et)dt = Ouh(u+t, 7+ e ') dt.
R- R-
Demostraciéo. Analoga a la del Lema 2.6. [ ]

Lema 2.14. L’operador 9, definit a (2.9) com
O h(u, ) = / h(u +t,7) dt

va de &Y, a &, i 0,00, = Id.

Demostracié. Analoga a la del Lema 2.7. |

Lema 2.15. L’operador G° definit a (2.11) com
Go(h) (u,7) = / bt dt
té les segiients propietats:
1. Es lineal de EY, en £V, .
2. L. 0 G° = Id, on recordem que L. =&~ *0; + 0,.

3. Existeix Ay > 0 tal que

a. Si<h>= O, I_ng(h)ﬂzl’go < A2€uhﬂ4’go.
b. uaug§<h)ﬂ47oo < AQ |.|.hJ_|4,00'

Demostracié. Esta clar que G2 és lineal i que, si h € Sfao,

aleshores G2(h) és real-
analitica a {Reu < —U} x T,,. Queda comprovar que G2(h) € Egao.

Treballarem com en el Lema 2.8: amb els harmonics i fent canvis de camins a les integrals.

g(u, ) = G°(h)(u,7) = Y, g¥l(u) e* amb h(u,7) =3, hi¥(u) ™", aleshores:

0
¥l (u) = / AWM ()™= dt. (2.35)
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Pera k # 0,

0
|g[k] (U)6_4u‘ < uh[k]ﬂ4/ elkle™ ¢ sin(Bo/2) ,4€ cos(Bo/2) d¢ <

1 1

(K] |k|5’1§sm (Bo/2) [¥]
< [P / C=V G m e

El cas k = 0 s’ha de tractar diferent:
0 0
1
P = | [ 0 ettt < O [ etar < 4 10

Com que 0 < 3y/2 < /4,
1 1
< V2< —— <sinY(By/2
1 aleshores
€6|k|r < uhﬂ400

. 1 (0] [k} ;
1G2() oy < LR + ;Uh in(Bo/2) [k

Resultat que també ens dona la demostracié de I’Apartat 3a.
El segon apartat ja el tenfem al Lema 2.8. Ens queda doncs només demostrar 1’Apartat 3b.
Tornant a la féormula (2.35), i usant el Lema 2.13,
d 0 q -
[k — el h[k} ket g
T = [ e

0 d _— _—
= / (d_ WM (u 4 t)e® et ik Al (y 4 t)ethe t) dt —

Uu

0
—ike™! / W (w4 t)e* 't dt =

0 d oo 0 L
= / 7 (W )™ dt — ike™! / B (4 t)e*s " dt =

—00 —00

= hM(y) — lim (hw(uﬂ)ei“‘lt) — ke g (w) = A (u) — ike g (u)

t——o0

Per tant, Vk # 0:

d
[k] —4u
2 9 (e

b
sin(Go/2)

< W (w)e=] + ke~ gH (w)e "] < (1 ; ) LA ],

El cas k£ = 0 és més senzill:

du u t——o00

0
d — g ) _/ dih[ol(u +t)dt = %) — lim A%u+t) = A0 ).

Finalment,

190G 0 e = Ul < (14 g ) SR = (14 s ) Wil
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Lema 2.16. Sigui U > 0 suficientment gran. Fxisteix €9 > 0 tal que, per a qualssevol 0 < p <
o 10 <e<egy, Vh e Egoo la formula

Hy(hyu,7) = u% (h(u, 7‘)) + eptanh wcos T h(u, 7) — pd cosh® u fo(1) €2“h(u, 7)
— 11 (32 cosh® we** — 8e*) f2 (7) + eul6 (tanhw + 1) cos T fo(7) €
—e (¢ (u) — 16e2*) cos 7 — &2 (f (u, 7) — 8 cos? T €2¥)
(2.36)
on fo(7) és la funcio donada pel Lema 2.11, o(u) = 2/ cosh®u i f(u,7) = zg;ﬁﬂ(l + cos(27)),
defineix un operador que té les propietats segiients:

1 HQ( ') 6540.0

2. Sigui G2 Uoperador definit a (2.11), aleshores 3by > 0 tal que

10,62 (Ho(0, ) Jar, < 5 b

3. 3By > 0 tal que Vhy, hy € B(bye?),
| Ha(hi,-, ) — Ha(ha, -, ) a0 < peBa|lh1 — halla.0,-

Demostracié. Sih € Egao, usant les propietats de la norma |- ||4.5,s

1
LHs(hy ) 4o < Mgllcoshzue4“|loouhﬂi,ao+€#||tanhu0087|looLLhJJ4,ao+

4114 cosh® u f, ezuHoothM a0
41132 cosh® u e** 862“JJ400Hf2H2 + epl6[ (tanh u + 1) €**||400 [ cOST folloo +
+e|l¢" — 1662uJ_|4700|| oS T||oo + % |Lf — 8cos® T €% 4.0, -

Estudiarem cadascun dels termes per trobar-ne una fita i poder concloure que Hs(h,-,-) €
EY,,- Sovint es fara ts del fet que || foll < a1€? 1 que, a {Reu < —U}, podem trobar una
constant ¢; tal que |(1+ €)™ < 1+ cie7?Y.

Dels termes que porten el factor ||h]|4,,, només ens interessa saber si els seus coeficients
estan fitats, 1 aixi és:

| cosh? u e**|| o
|| tanh % cos 7| s
| cosh® u fy €2%|| 0o

2 max]| (e 4 1)2e? < I(e7?V 4+ 1)%e 2V,
e’ (tanh U)—, (2.37)
%1 max| (e 2 + 1) < aye?i(e™V +1)%

IAIA

Pel que fa als altres termes, observem que corresponen a Hs(0,-,-), a qui més endavant
haurem d’aplicar 'operador G2, per tant, a part de comprovar que estan fitats, ens interessara
conservar-ne la fita en funcié de u, a excepcié dels termes on apareix ¢’ i f que, en ser explicits,
se’n fara un procés més acurat per millorar-ne la fita.

1
|32 cosh? u e** — 8e?"| = |32—(62“ +1)2e — 8| < 8(2 + e W)etfen =
= ||32 cosh? u e — 8e** ||4.4, < 8(2 +e72Y)
|(tanhu+ 1) 2u| o | . (1 . 6 )(1 —|—62u) + 1’62§Reu S 2(1 + cle—QU)€4§Reu = (238)
= ||(tanhu 4 1) |40, < 2(1 4 c1e72Y)

cos T f: < a;e%0¢?
2{lo0 = &1
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¢’ (u) — 16e*"| |4 tanhucosh ™ u + 16e”*| < 16e*™*|(e™ — 1)(e* + 1) + 1| <

< 16e" (4 + 3¢ + e ) (1 + cle_QU)3 = [|¢ — 16€*||4,4, < 00
|f(u,7) —8cos®Te*| = |2tanh®wucosh™®wucos®T — 8cos® T 62”\ <

< A1+ 2e20)e? e (e — 1) (e + 1) P -1 <

< 4142805+ 207 + e ) (14 cre 2U)3 =

= |If —8cos® T e |44, < 00.

Amb tots aquests resultats, arribem a la conclusié que

si h € E,,, aleshores Hy(h,-,-) € £, .

Sabent que

Hy(0,u,7) = — pu (32 cosh® ue™ — 8¢**) f2( ) + epl6 (tanh u + 1) cos T fo(7) €2
—¢ ((p/(u) — 1662u) cosT — &2 L (f(% T) — 8 cos? T e2u> ’

hem de calcular ara una fita de [[0,G°(H>(0,-, ")) ls.0,. Calcul que farem de manera diferent
per als termes que sabem tenen mitjana zero, que per als que o no la tenen o no ho sabem. Per
als segons, senzillament usarem la Propietat 1 del Lema 2.12 i I’Apartat 3b del Lema 2.15:

10.G2 ((32cosh® we™ — 8e**) f3) lla00 < Aa|[32cosh® ue™ — 8e* |4 4| fol 2,

10.G? ([tanh u+ 1]62“ CcoS T f2)ﬂ470-0 < As||[tanh u + 1]62“Jj4700 || cos T fal] oo,
10.G2 (f — 8cos® T 62“)ﬂ4,00 < Al f—38 cos® T 62“ﬂ4,(,0.

Per als dos primers casos, usem les fites que s’han trobat a (2.38):

10.G¢ ((32 cosh? u e — 8@2“)f22)ﬂ4700 < Ag8(2 4 e )a2et,

2.39
10.G2 ([tanhu + 1]e* cos T fo) [lagy < A22(1 + cre”?)are®. (2:39)

[ per al tercer cas, seguint la notacié que ja vam suggerir a (1.67):

sinh? u
fu,7) = f1(u)(1 + cos(27)) amb  fi(u) = ——5—
cosh™ u
tenim que

f(u,7) —8cos® T e* = (fi(u) — 4€*) (1 + cos(27))
i aleshores, si Re u és suficientment negatiu, 3 dy tal que
fi(u)—4e* = e*(—6+0(e*")) = || f —8cos® 7€ [Jag, = [f1—4e”" [Ja(1+26*°) < do(1+2€27°).

Per tant,
[0.G2 (f — 8cos? 7€) |apy < Aado(1 + 26) (2.40)

Per a I'inic terme que té mitjana zero, recordem primer que, gracies al Lema 2.13 que
permet entrar la derivaci6 dins la integral,

9uG2( (¢ (u) — 16€**) cosT) = G2( (" (u) — 32e**) cosT)
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a qui aplicarem 1’Apartat 3a del Lema 2.15:
ugg( (go” = 3262”) coS T)J_I4,UO < Aﬁﬂ(gp” — 3262“) cOS T)JJMO
pero, per a Reu suficientment negatiu, 3d; tal que

¢"(u) —32e* = —4cosh™?u + 12sinh? u cosh™ u — 32e** = e*(—256 + O(e*")) =
= |l¢” — 32e* |, < dy = [L(go” — 3262“) cos T)JJMO < 2de%°.

Per tant,
uaugg( (go’ — 1662“) cos T)ﬂ4700 < Ay2d,e%%¢

Amb aixo, (2.39) i (2.40) completem la fita de ||0,G2 (H2(0, -, )) 4,0,

10.G° (Ho(0, -, ) |Ja < uAs8(2 + e 2Y)ate + epul6452(1 + cre V) e?+
+ 8A22d1600€ + €2MA2d0(1 + 26200).

Per tant, si p < pg, 305 tal que

1
I.Lﬁugg (H2(07 ) ))Hél S 5 b2€2-

Vhy, hy € B(bye?), usant les propietats de la norma ||-]|4,, 1 les fites de la (2.37), existeix
una constant By tal que:
1
L2 (R, o) = Ha(ha ) laee < pgll cosh? we™||oo|[hr + Pz llago Lh1 = Tiz]lage +

+ep| tanh w cos 7 |oo| | h1 — P2 |40, +
+pud|| cosh® u fo €| 0|1 — halla.0y <

1
pe?— (e 4 1)2e by | hy — holsey +

< -
- 16
—|—,U,€600(1 -+ 672U)<1 + 61672U)[Ul1 — h2ﬂ4700 +
1
—1—,1152041521(6_2(] + 12| b1 — hollao, <
< peBs|lh1 — ha|a,0,- u

Finalment, demostrarem la segiient proposicié, la qual ens permetra demostrar el Teorema
2.3 com a un simple corol-lari seu.

Proposicié 2.17. Sigur U > 0 suficientment gran. Fuxisteiz ¢g > 0 tal que, per a qualssevol
0<pu<pyi0<e<e, a{Reu< —-U} x Ty, definim la funcio

P (u,7) = p (T (u,7) — To(u) — eTi(u, 7)) — 8fa(7) €, (2.41)

on fo(T) €és la funcid donada pel Lema 2.11.

Aleshores, by > 0 tal que

lauP_(u,TM < bye2etPen, (2.42)
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Demostracié. Tornant a usar la notacié Q~ (u,7) = p= (T~ (u,7) — To(u) — €T (u, 7)),
la relacié entre Q~ i P~ és

Q (u,7) = P (u, ) + 8fa(7) e**,
i substituint a ’Equacié de @~ (2.5), trobem la que compleix P~:

h2
COS8 “ (8up)2 — pd cosh®u fo(7) €20, P + eptanh u cos 7 9, P

—e718f5(T) €2 — 16 fo(7) €2 — u32 cosh® u f2(7) e* + epul6tanh ucos T fo(1) €
—e¢'(u) cosT — 2 uf(u, 7).

e9.P+0,P = —pu

Sabem que f>(7) és una solucié de (2.29), per tant, multiplicant aquesta equacié per —8e*“:
—8c L fhe* — 16 f2e*" = p8f2e*™ + eplbcosT foe® 4 €16 cos Te*" + 28 cos® T e
i substituint-ho a I'equacié de P~:

h2
R R =

— 4 (32 cosh? u e?v — 862“) f2(7) + epl6 (tanhu + 1) cos 7 fo(1) e*

u) — 16e**) cosT — ep (f(u, 7) — 8 cos® 7€) .

(6?UP)2 — pd cosh® u fo(1) €0, P 4 ey tanh u cos 7 0, P

—e (#'(
Segons la definici6 de Hy a (2.36), podem escriure aquesta equacié de la segiient manera:
L.P = Hy(0,P,u,T). (2.43)
i P~ és una solucio 2m-periodica en 7 que compleix la condicio

lim coshud, P~ (u,7) = _lim (coshud,Q (u,7) —4fa(T)e"(e* +1)) =0.  (2.44)

Re u——o0 Re u——o0
Afegint la condicié6 que P~ no tingui termes independents de les variables u i 7, ja vam
justificar a la Secci6 1.4 que aquest problema té una tnica solucié.

A partir de la definicié de G2 del Lema 2.15, que és 'operador invers per la dreta de L.,
definim un nou operador:

0
() 7) = 0,62 (Hah ) = 0, [ Halhut b+ 0y e
i veurem que els punts fixos de H coincideixen amb les derivades de les solucions de (2.43), és

a dir, que 9, P~ és soluci6 de h = H(h).

Vhe Sgao, el Lema 2.16 diu que Hs(h,-,-) € &i{go i la tercera propietat del Lema 2.15 ens
assegura que aleshores H esta definit de £, en ell mateix.

Demostrarem que, per a una certa r > 0, H és una contraccié de B(r) C Sggo en ella
mateixa i, per tant, hi té un tnic punt fix.

Pel Lema 2.16, si U és suficientment gran,

LHO, ) oo = [0uG° (Ha(0, ) s < ;b
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Siguin hy, hy € B (bye?), aleshores, usant els Lemes 2.15 i 2.16,
HH<h1> - H<h2)J_|4,00 = “_augg (HQ(hh ) ) - H2(h27 ) '))J_|4,0'0 < A2M€B2th - h2“oo

Des d’on, si pueAsBy < 1/2, Vh € B (bse?) obtenim que H(h) € B (boe?):

[ s < ) = HO) i, + IO s < 30— 0l + 5 tae? = b

Aleshores, el Teorema del Punt Fix ens indica que
h™ € B(be®) tal que h~ = H(h™) = 8,62 (Ha(h™, -, "))
i, usant 'operador del Lema 2.14, aix0 ens porta a
O, h ™ (u,7) = G2(Ha(h™,u, 7)) amb  [[h™ [lag < boe?,

des d’on, usant la relacié L. 0 G° = Id, s’obté que 9, 'h~ és solucié de (2.43) i pot comprovar-se
facilment que compleix la condicié (2.44). Per unicitat de soluci6 del problema, P~ = 9, 'h™ i
pel Lema 2.14, 9,P~ = h™—, amb la qual cosa:

‘aup—(u7 ,7_)‘ S ||auP—€—4u||ooe4§Reu S uh—ﬂ470064§}€eu S b2€264§Reu
i arribem al resultat (2.42) que voliem. |
Demostracio del Teorema 2.3. La Proposicié 2.17 ens permet fer aquesta demostracio

de manera gairebé directa. Fixem-nos primer en la relaci6 entre el resultat al qual volem arribar
ila funcié P~:

COSZQU (%T‘(u, 7) — To(u) — 6(%T1(u,7)> — pfa(7)| = COSZQU pOQ™ (u, ) = pfa(7)| <
2
< cosh pOy (Qf(u,r) - 8f2(7)e2u> + |cosh? udpfo(T)e™ — pufa(r)] <
2
< cosh u,uﬁuP_(u,T) n |(€2u i 1)2 _ 1} pfa(T))|.

I com que cosh®u = (e + 1)%e72%, (e 4+ 1)2 — 1 = 2e® + ™ i fo(7) = O (£?), si Reu <

-U=-U+1,

cosh? u 1
4 16

|(62u + 1)2 _ 1} . |Mf2(7)| < (2 + 6—20)62§Reuﬂa15262§)‘teu.

(efZU + 1)2672 Re uﬂb2€264§)‘ieu7

O P~ (u, 7)| <

Amb la qual cosa arribariem al primer resultat del Teorema 2.3: Jk; tal que

cosh? u
4

2Rewu

((%T’(u, 7) — To(u) — €0, Ty (u, 7')) — pfo(T)| < kyue’e

La segona part del Teorema 2.3, s’obtindria reduint el domini a {Reu < —U} x Ty, i usant la
desigualtat de Cauchy. |



Capitol 3

Estudi de ’Equacié Inner amb la
Teoria de la Ressurgencia.

Per tal d’assolir 'objectiu final de la mesura del trencament de separatrius del problema
(1.1), es necessita calibrar la diferencia entre les varietats invariants estable i inestable prop
de les singularitats +im/2 de 'orbita homoclinica del problema no pertorbat. Hem doncs de
traslladar-nos al domini inner (3.1) tal i com ja vam explicar a la Seccié 1.5.3 i estudiar la
diferéncia entre dues solucions especials de 'Equacié Inner (3.3), solucions que estaran rela-
cionades amb les varietas invariants estable i inestable.

Usant la Teoria de la Ressurgencia, de la qual en donem les nocions basiques a les Sub-
seccions 3.2.4 i 3.2.5, obtenim els resultats recollits a la Seccié 3.2 i que aplicarem al nostre
problema a la Secci6 3.3. A més, 1'is de I’anomenada Equacié del Pont que hem fet a la Seccio
3.4, ens permet obtenir un altre resultat destacable que constata I'existencia de solucions ressor-
gents de 'Equacié Inner (1.58); la importancia d’aquest estudi ve del fet que mai abans s’havia
obtingut un resultat aixi per a una equacié en derivades parcials nolineal. Aquest capitol es
basa en l'article [OSaS03].

Aquest capitol és autocontingut, en el sentit que podria llegir-se independentment de la
resta del document. L’tnic resultat necessari per al desenvolupament dels altres capitols és el
recollit al Corol-lari 3.30, del qual en donem una breu descripcié en la segiient seccio.

3.1 L’Equacié Inner i la Teoria de la Ressurgencia.

Ja vam justificar a la Seccié 1.5.3 que haviem de fer un estudi de les varietats invariants
prop de +im/2. Farem només el cas im/2, essent 'altre totalment analeg. Ja tenfem definit
'anomenat domini inner a (1.52):

D! i={ueC|lu—ir/2| <", Smu < 7/2 —celn(1/¢), |arg(u —in/2)| > 1},  (3.1)
i els reescalats
z=eu—in/2) 1 ¢(z,75p6) =eT(ez+im/2, 75 p,€),
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transformaven I’Equacié de Hamilton-Jacobi (1.45) en:

2e2

cosh?(ez +in/2)

cosh®(ez +im/2)

o (0-0)* +

0,6+

(usint —1) =0 (3.2)
i el domini DY, en
DI, ={2€C; |z| < ac’t, Smz < —cln(1/e), |arg(z)| > B}

Al Capitol 4 veurem que, sempre que z € D?, i considerant 'Equacié (3.2) com a pertor-
bacié de I’'Equacié Inner

2

0.0 — = (0:00)* + %(1 ~ psing) = 0, (3.3)

que a la vegada té un parametre p complex, les solucions de (3.2) representants de les varietats
invariants estable i inestable poden aproximar-se per solucions d)oi de I'Equacié Inner amb
condicions asimptotiques respectives:

lim  6f(2,7ip) = 0 (3.4)

Re z—+o0

i amb la restriccié de ser 2m-periodiques en 7. En el capitol present, l'objectiu sera l'estudi
d’aquestes solucions especials de 'Equacié Inner, on farem s de les tecniques de la Teoria de
la Ressurgencia. Aquest estudi es fara en un domini molt més ampli que el D? ,, en concret,
obtindrem resultats a un domini com el de la Figura 3.1.

A

1IN

AN\

Figura 3.1: Obtindrem ¢j — ¢, a la part que mostrem ratllada.

El primer pas és obtenir una solucié formal ¢y de 'Equacié Inner que verifiqui la condicié
asimptotica indicada:

Go(z,7ip) =Y an(rip)z " (3.5)

n>0

amb a,(7; 1) polinomis trigonometrics en 7. Aquesta solucié formal és essencialment tnica i se'n
donen els detalls al Lema 3.4, pero és divergent i s’estudiara amb la Teoria de la Ressurgencia,
passant per la tranformada de Borel formal.

Pel metode de resumacié de Borel obtindrem dues solucions particulars:

+oo R
%i(zmu):/o e do(¢, 75 ) dC,
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de les quals n’estudiarem la seva diferencia per a valors de z amb part imaginaria suficientment
negativa (no oblidem que z = (u—i7/2)/e i necessitem resultats per a Smu < 7/2). Aix0 sera
possible a partir de la detallada informacié que ens donara el calcul diferencial estranger aplicat
a ¢ 1 que pot trobar-se al Teorema 3.28: el comportament de ¢0 prop de i (analegament prop
de —i), que és la seva singularitat més propera a 'origen, sera

1
2miC

R : ‘ R ] ,
¢o<¢+c,w>=f£]<u>e”< +x<<,7;u>ﬁ)+ germ regular a Iorigen,  (3.6)

2mi

amb f(gi] (1) = —2mip + O(p?) i on X serad la transformada de Borel formal de y = —1 + et
essent per altra part S(z,7;u) = >, 50 S (7; )27~ una serie divergent amb propietats molt
semblants a ¢y 1 que ja detallarem. Aquesta informacié ens permetra provar al Corol-lari

3.30 una férmula asimptotica per a ¢ — ¢y . A continuacié donem un breu extracte d’aquest
Corol-lari:

Corol-lari. Les funcions ¢g (z,7; 1) sén solucions de I’Equacid (3.3) i satisfan la condicié (3.4).

La seva diferéncia €s exponencialment petita quan Smz — —oo i uniformement per a
| Sm 7| < 00 i |pl < po:

68 i) = i (2,750 = S0 (140 ([27) ) + O (jukenr>™)

on ay €s qualsevol constant de l'interval (1,2).

Amb aquesta formula asimptotica n’hi haura suficient per resoldre el nostre problema de
trencament de separatrius, perd només hem fet servir una minima part de la potencia de la
Teoria de la Ressurgencia. Podem anar més enlla i obtenir el comportament de $0 a qualsevol
de les seves singularitats.

Si de 'Equacié (3.3) busquem una solucié formal més general, anomenada Integral Formal,
obtenim

Oz, 7, b5 0) = > V" Gu(2,7 1), (3.7)

n>0

on ¢g ser (3.5), (/51(2, i) =z — 7+ S(z,7; 1) i la resta de termes seran la suma d’una part
polinomica i d’'una série formal en 2!, amb tots els coeficients periddics respecte 7. Trobarem
una equacié que estableix un pont entre la derivacié usual i 'anomenada derivacié estrangera,
per la qual cosa rep el nom d’FEquacio del Pont:

e APz, 7, b; ) = fM(b; ) exp(—wdy &(z, 7, b ), (3.8)

on fll(b;p) = ano Jﬂ(,u)b”. En termes de ¢,, aixd vol dir que disposem d’unes relacions,
conegudes com a equacions de ressurgéncia, entre la derivada estrangera de gz~5n d’index w € iZ*
i les series ¢1, @g, ..., Ppr1 que sén del tipus:

Dudo = foleres, (3.9)
Audy = Al ( e O ) e’ e_“’g(z’”“), n>1.

Aix0 permet tenir un mapa de les singularitats de les continuacions analitiques de les
seves transformades de Borel, perque podrem calcular les derivades estrangeres successives
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Ay A, .. Awl(;ﬁn en termes d’aquests coeficients f#} i de les propies series ¢,. De fet, la
propietat que els germs én(g ,T; i) reapareguin (és a dir, ressorgeixin) en les singularitats de
les seves continuacions analitiques, és 1'origen del nom que J. Ecalle va escollir per a la seva
teoria [Eca81]. Per a més detalls d’aquesta teoria pot llegir-se [Eca92a, Eca93] o [CNP93a,
CNP93b).

Observacié 3.1. L’Equacid (3.3) pot escriure’s com 0;¢ — £2%(9.¢)* + z72P,(7) = 0, amb
P,(1)=2(1 — psinT).

Termes pertorbatius més generals P, no suposarien grans canvis en el nostre metode. La
simetria P,(m — 7) = P,(T) no és essencial, pero fa l'andlisi més simple (com veurem a la
demostracié del Lema 3.26 i a I’Observacié 3.36 per exemple). Pertorbacions no simetriques
afecten la transformada de Borel ngSO convertint les seves singularitats en més complicades (no
“stimplement ramificades” segons la terminologia que usarem a la Seccid 3.4).

3.2 Estudi de la transformada de Borel ggo de la solucié
formal.

En aquesta seccié demostrarem P'existéncia d'una soluci6 formal ¢, de I'Equacié (3.3) i ens
interessara establir la convergencia i la continuacié analitica de la seva transformada de Borel
(ZSO = By respecte la variable ¢, tant al full principal de la seva superficie de Riemann com als
mig-fulls propers.

Finalment, 'objecte del nostre estudi sera el comportament de (;30 prop de la seva primera
singularitat w = 1.

3.2.1 Espais de definicié i la superficie de Riemann R.

Els objectes formals amb els quals treballarem sén séries en poteéncies de 271, els coeficients
de les quals seran de l'espai P = C[[e'™, ¢~"]] dels polinomis trigonometrics de 7, per tant,
parlarem de l'espai P[[z7!]]. El subconjunt de les series en poteéncies negatives de z, és a dir,
series formals sense terme z-independent sera indicat amb z~'P[[z7!]]. Finalment, necessitarem
un espai formal més gran, que notarem per P[z][[z!]] i que consistira en les series de Laurent
formals en z amb una quantitat finita de potencies de z, on els coeficients també seran polinomis
trigonometrics de 7. Aixi doncs, totes les series formals amb les quals treballarem podran ser
expressades de dues maneres diferents segons ens interessi posar de relleu la seva dependencia

en zoen T:
A= Y ) = 3 e
n>ngo kEZ

on ng és un nombre enter (no negatiu si volem indicar un element de z7'P[[z!]] o negatiu per
a un element de P[z][[z7']]) i ¢, € P, mentre que cada B* pot escriure’s a la vegada com

Z (p[k]

n>ng
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amb coeficients escalars gogf I A més, les nostres series dependran del parametre complex p, de
fet ho faran de manera analitica.

A (1.21) de la Secci6 1.3 ja vam definir I'accié de la transformada de Borel formal B com
a operador lineal sobre I'espai 2~ 'C[[z7!]]:

” A e
BE)(©) = Q) = D >

n>ng

i ara tenim la corresponent accié sobre I'espai 2~ 'P[[z7!]]:

BT = () = Y pulr)

n>ngo

Si és necessari, I'acci6 de B pot estendre’s a C[z][[z~!]] o P[2][[z~]] usant § i les seves derivades:
2+ 06U si j > 0 (per a més detalls pot llegir-se [Eca81, CNP93a)).

D’aquest operador B ens interessaran en especial tres propietats: la primera és que 0, es
correspon amb un nou operador 0, 'efecte del qual és el producte amb el factor —(, és a dir,

B(0.¢) = 0B(¢) = —(B(¢);

la segona és que el producte per z es correspon amb 'operador O,

B(2¢) = 9:B(¢)

i la tercera és que 'operacio producte es correspon amb el producte convolutiu, definit com

A ¢, R
G+ d)(C.7) = /0 (e )(C — Cr) dGr, (3.10)

és a dir, o S o
B(¢pv) = B(¢) * B(y) = ¢ * 1.
L’algebra de convolucié obtinguda no és unitaria, doncs s’hauria de verificar que

B(1) ¢ =,

pero no existeix un tal germ analitic a 'origen que ho compleixi. Per solventar aquest inconve-
nient, es defineix abstractament 1’element unitat mitjancant J, la delta de Dirac a 0, de manera
que

B)=6, sxp=¢ i 95=0.

L’operador B envia una série formal amb radi de convergencia no nul a una série de potencies
convergent que defineix una funci6é entera amb creixement exponencial com a molt d’ordre 1
(Jep,cp > 0 tals que V(¢,7) € C x Ty, |@(¢,7)] < cre2l6). Nosaltres treballarem amb series
formals ¢y com la (3.5) 2m-periodiques en 7, la transformada de les quals és de 1'espai P{(}
dels germs analitics a ’origen, és a dir, convergeix prop de l'origen pero té radi de convergencia
finit, per tant, ¢o sera divergent, en concret, sera Gevrey-1, que, com ja vam indicar a la Secci
1.3, vol dir que podem trobar dues constants positives M i K tals que

VT € Ty, |an(T)] < MK™nl. (3.11)
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Figura 3.2: Exemples de punts dels subconjunts R;O) i Rg) de R.

Les singularitats respecte ¢ de la seva transformada de Borel ng poden ser considerades com
les responsables de la seva divergencia i, per tant, és important el seu estudi.

Quan a l'espai P[z][[z7!]] la part de les poténcies negatives formin una serie de classe
Gevrey-1, ho indicarem amb la notacié P[z][[z7]].

Veurem que les tiniques possibles singularitats de la continuaci6 analitica de ngﬁo estaran a iZ.
Aquesta propietat pot ser expressada com que ¢q és holomorfa a la superficie de Riemann R
consistent en totes les classes d’homotopia dels camins amb origen a 0 i que es mantenen a C\iZ,

excepte per al seu origen. Notarem per ( € R — ( € (C\iZ) U {0} la projeccié natural, la
qual és localment biholomorfa en un entorn de cada punt (només l'origen es projecta sobre 0 i
aquesta és ["inica diferéncia entre R i el recobriment universal de C \ iZ).

La continuacié analitica de qgo a tota la superficie de Riemann només sera necessaria a
Iestudi de les components ¢,, de la Integral Formal que farem a la Seccié 3.4. De moment, ens
restringirem a subconjunts de R.

El full principal R® de R s’obté com el subconjunt de punts ¢ de R que poden ser repre-
sentats pel segment rectilini [0, &], observi’s que R és isomorf al pla tallat C\ (&i[1, +00)).
Per a qualsevol p € ]0, 1], definim R com:

Rgo) = { ¢ € R representat per [0,(] € C\ D(=i,p) }, (3.12)

on D(=+i, p) indiquen els discs oberts de radi p centrats a +i (vegi’s la Figura 3.2). Usant la

identificacié entre ¢ i  per als punts de R(?), podem reescriure (3.12) com
0 _ .
RW ={ceC|Vel0,q, [¢+i>p}. (3.13)

Considerant p arbitrariament petit, provarem I’analiticitat de gzgo a RO,

Si seguim explorant R, des del full principal passem a un nou “mig-full proper” cada vegada
que travessem l’eix imaginari entremig de dos punts singulars consecutius mi i (m + 1)i, o bé
—(m+1)ii—mi, amb m > 1. Notarem per R la unié de R i tots els seus mig-fulls propers,
és a dir, el subconjunt de R format per les classes d’homotopia dels camins amb origen a 0,
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que es mantenen a C\ iZ i que creuen l'eix imaginari com a molt una vegada. Analogament als

subconjunts RE,O), definim els Rg) seguint la definicié donada a [GSa01] per a un cas semblant,

la uni6 dels quals recobreix R i, per tant, ens hi permetran provar qualsevol propietat de ¢.

Si usem la notacié D,,, = D(mi, |m|p), podem dir, de manera rapida, que els punts de Rgl) sén
. 0 . . . .

els representats per camins de R,” o per camins que passen entremig dels discs Dy, i D4 (1)

amb 1 < m < M, travessant ’eix imaginari com a molt una vegada (vegi’s la Figura 3.2),

essent

per tal que els discs no se solapin. A més, la condicié M > 1 fa que ara es requereixi p < 1/3.

. ey , . 1 .
Per a una definicié més rigorosa de R,(, ), ens cal definir

R, =C\ ( U D).

—-M—-1<m<M+1
m #0

Definicié 3.2. Anomenarem RE,I) al subconjunt de R format per tots els punts ( els quals poden

(]
ser representats per un cami contingut a R, 1 tal que ¢, els més curt d’aquests camins, €s

1. o un segment rectilini;

2. 0 la unidé d’un segment rectilint amb inici a l'origen i tangent a D,,,, amb —M —1 < m <
M+1im#0, 1 dun arc de la circumferéncia 0D,, amb final a (; en aquesta situacio
€s necessari que aquest arc sigui més petit que mitja circumferéncia i que la tangent a .

en el punt é estigui sempre a 7.€p;

3. 0 la unio d’un segment rectilini amb inici a l’origen i tangent a algun D,,, amb —M —1 <
m<M+1im#0, dun arc de la circumferéncia 0D, i d’un segment rectilini S(()
tangent a D,, amb final a é’ ; també ara és necessari que l'arc sigut més petit que mitja
circumferéncia i que la linia que continua S(¢) cap endarrere des de C estigui sempre

a 7.3,,. Vegi’s la part esquerra de la Figura 3.5.

La idea de la definici6 d’aquest conjunt Rf,l) és cobrir R quan p tendeix a 0 i controlar
els camins simetricament contractils I'¢ associats als . per tal de garantir 'estabilitat sota
convolucié de la propietat de ser holomorfa a Rg). Efectivament, quan intentem seguir la
continuacié analitica d’una convolucié al llarg del cami ~, per a un punt fixat ¢ de Rf,l), es
necessita introduir el cami I'c definit com:

e en el cas 1 anterior, I'¢ és el propi v¢;

e en el cas 3, sim > 1, I'c és la unié de segments rectilinis i arcs de cercle obtinguts com
el cami més curt que s’inicia a 'origen, meandreja entre els discs ( — D,,, Dy,...,( —
Dp—t, Dy, ..., — Dy, Dy, (en aquest ordre) i acaba a ¢ (si m < —1, s’ha de substi-
tuir Dy, per Dyyr i Diyq per Dy a la frase anterior) (vegi’s la part dreta de la
Figura 3.3);
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o
) P

> 0

Figura 3.3: Els camins 7¢ i I'¢ defineixen el mateix punt ¢ € RE}) CR.

e en el cas 2, la descripcio és la mateixa excepte que, per causa de les tangencies, no hi ha
segments rectilinis des de Dy a { — D,y (0 < k < m).

Aquest cami I'¢ esta contingut a RE}) i és homotop a ¢, és a dir, defineix el mateix punt ¢
de la superficie de Riemann. A més, I'¢ és simetricament contractil, és a dir, és simetric respecte
el seu punt mitja (/2 i pot ser deformat continuament al cami trivial {0} usant només camins

simetrics amb origen a 0 i continguts a RS).

. . A A ., ” 1 oy
Aixi doncs, quan dues funcions A i B tenen extensié analitica a 722 ), la seva convoluci6
. . . 1) . ,
també s’estén analiticament a Rﬁ, )i ve donada per la férmula

AxB(C) = / A(C)B(G) de.,

on (, és el punt simetric de ¢; respecte el punt (/2 de I'¢.

Aquesta féormula ens permet tenir fites per a les convolucions a R,(,l). El segiient lema és
una reproduccié del corresponent a [GSa01] (Lema 9, p. 538):

Lema 3.3. Per a qualsevol ¢ € RE,I), sigui £(C) la mida del cami T'¢. Si A i B son funcions
holomortfes a Rgl) tals que

A

veeRY, JAQI < A(Q) i B < B(UQ)),

on A i B sén funcions continues no decreizents a R™, aleshores la seva convolucid és holomorfa
a Rf}) i satisfa
vCe Ry, A% B(Q)| < AxB(U(Q)).
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La demostracié usa de manera determinant que cada ¢; de I'¢ té una abscissa sobre la corba
no més petita que £(¢;); la qual cosa pot comprovar-se a partir de la definicié que s’ha fet de I'¢,

gracies a la limitacié imposada als camins 7, quan es va definir RE}).

3.2.2 Solucions formals de ’Equaci6 Inner.

Lema 3.4. Per a cada pn € C, les solucions a P[z][[z7"]] de I’Equacid Inner (3.3) sén de la
forma

04"‘(50(277';,“) 0 CY"‘(%()(—Z,T;,U/),

on « és un nombre complex arbitrari i la série

Gol(z,mi i) = an(rip)z " (3.14)

n>0

1

esta determinada com ["inica solucié a 2~ P[[z7]] amb terme inicial 4z=1. Els seus coeficients

s’obtenen segons una formula recursiva: ay =4, a; = =2 cosT i per a n > 2

1
ny+ne=n
ni,ng > 1

1
Oray, = 3 Z (n1 + 1)ay, (n2 + 1)ap,, (3.16)
ny+ne=n-—1
ni,n2 >0

on < . > denota el valor mitja del polinomi trigonometric.

Demostracié. La demostracié d’aquest lema es fa senzillament substituint la serie (3.14)
a 'Equacié (3.3). Observi’s que la part dreta de (3.16) té valor mitja zero, perque per a n = 2

< Z (n1 4+ 1)ay, (n2 + 1)ay, >=2 < —8ucost >=0
ni+no=1

ni,ng >0

iperan > 3,

Z (ny + Day, (ng + Vay,, = 4na,—1 + Z (n1 + D)ay, (ng + 1)ay,,

ny+ne=n-—1 ny+ne=n-—1
ni,ng >0 ni,ng > 1

que té mitjana zero gracies a la condicié (3.15) aplicada a n — 1. Per tant (3.15) i (3.16)
defineixen un tnic polinomi trigonometric a, (el qual depén polinomialment de ).

La possibilitat d’afegir la constant additiva o ve donada pel fet que 'Equacié (3.3) només
involucra les derivades parcials de la funcié incognita.

El signe del davant de la z és aportat per la simetria de I'equacié respecte la subtitucio
z — —z. Aix0 només vol dir que en el problema pertorbat, podem estudiar el trencament de
la separatriu superior o inferior (p > 0 0 p < 0 en la notacié inicial). [ |
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Aixi doncs,

- - + ; + 0(x)

22 23 24

~ 4 20 cosT ApsinT + £ 12pcos T + 2p?sin(27)
dolz,T5p) = -

i triarem el signe positiu per a tot el que segueix.

Lema 3.5. La solucid formal ¢y de 'Equacid (3.3) és antimétrica respecte la involucid
(z,7) — (—z,m—7T):

Q;O(_Zvﬂ- - T;:u) = _&0(277—;”)‘

Demostracié. La demostraci6 és immediata per la simetria de 'Equacié (3.3) respecte la
substitucié 7 — m — 7 (gracies a la pertorbaci6 que s’havia posat al problema), i per la unicitat
establerta al Lema 3.4. [ |

Observacié 3.6. El fet que —psint = psin(r + 7) fa que també tinguem una simetria re-
specte p:

Go(z, 75 —p) = $0(277+7T§M)- (3.17)

3.2.3 Analiticitat de ¢, a RW.

D’acord amb les propietats de la transformada de Borel donades a la Secci6 3.2.1,

B(¢d) =B(¢) xBW) i B(z0.00) = —0:(Co), (3.18)

per la qual cosa 'Equacié (3.3) es transforma en
~ 1/~ A\ *2
0160 — 5 (b0 +C0cdo)  +2¢(1 — psinT) = 0. (3.19)

Per tal d’estudiar les solucions d’aquesta equacio, ens interessara fer algun canvi que ens
la transformi en una més addient per aplicar el metode de les majorants. A partir de ¢y €

2z7'P[[z7']] (donada al Lema 3.4) que té primer terme 4z~!, s’obté una nova serie formal F
segons

F(z, 1) =p~ (1+—z@z¢027,u ZF (ryp)277 71 =
720 (3.20)

1
=(cosT)z ' + (3sinT + 4;L) 24 0(z7%)

i que sovint ens interessara caracteritzar amb la féormula:
1 5, - .
17 0,00 =1—pF (3.21)

0 bé 3 3
—D.0 = 4272 — 4pz"°F, (3.22)

expressiéo que ens permet donar comodament una relacié entre les transformades de Borel
formals, usant les propietats (3.18):

CPo(Cmip) = 4C — 4p(C* F(C,Tiw) = do(C,mip) =4 —4uC  (C+ F(C, ). (3.23)
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Lema 3.7. La série formal F definida per (3.23) és, per a cada p € C, 'inica solucid a PI[C]]
de l’equacio

F= @gé‘(%gsin T) + %u(é‘”({ « F*2) 428" (1% F*2) + E(F*Q)), (3.24)

on Uoperador € de P[[C]] esta definit usant desenvolupaments de Fourier X = ZkeZX[k] ek,

Y = D ez Yk gikr (compte que X, VI e C[[<]]): X = EY sii només si
¢

XW = >y kel 2
i &', E" estan definits analogament per
) o 2k o
(E'Y)H = —my[ L&) = my[ I kez

Demostracié. El canvi de series
bo =42+ 407G, G e 2Pz

(on es considera 9, com a operador invertible z 'P[[z7]] — z7?P[[z7!]]) transforma I'E-
quacié (3.3) en

(0, +0.)G = —23sinT + % 10, ((2G)?).

Corresponentment, al pla de Borel, (ﬁo =4 —4u¢ _lé, i podem buscar G com I'tinica solucié
formal a (*P[[¢]] de I'equacié

N 1 1 a
CH¢-0,)G = CsinT+ o 1w(0:.G)*2. (3.26)
L’invers de l'operador lineal que apareix a la part esquerra no és res més que el &:
CCHC—0)X =Y & X =EY
(fixem-nos que X% = Y. Per tant, 'Equaci6 (3.26) pot reescriure’s com
A 1 . 1 A\ %2
G=¢ ECsmT + 5#5((&(;) ).
Usant ara la propietat 07 o & = " + 2" 0 O¢ + £ 0 0, derivem dues vegades per arribar a:
A 1 . 1 ¥ * A1 * ¥ *
02G = o€ (5 Csin T> +5h [5” ((8<G) 2) Py (ag(@G) 2)) L& (ag((acc;) 2))} .

Pero de (3.22), G € ¢*P[[¢]] pot escriure’s com G = ¢ * I, amb la qual cosa 9:G = 1% F i
arribem a les relacions:

(0:G)? = (1% F)x (1% F)=(xF?
0 ((0:G)%) = 1xF2  92((0.G)?) = F*,
que ens porten a 'Equacié (3.24), que té per tnica solucié a P[[¢]] la F' definida a (3.23). W

Podem ara establir el resultat principal d’aquesta seccio.
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Teorema 3.8. Les transformades de Borel formals ng(C,T ) i F(C, T; |t) son convergents per
a ¢ prop de lorigen (uniformement en T i ). Les funczons holomorfes resultants de variables (,
T i (per a les quals mantindrem la notacio o i F) admeten una continuacio analztzca a RW x

(C/27Z) x C. A més, per a cada p € }0, % [, existeix una funcio continua ¢ a Rp tal que

V() € RS) X (C/27Z) x C, |F(¢,7;p)| < 2073 cosh(Sm 1) e4O), (3.27)
B TN _92 1/31 .
on ¢ = 24p~*max {p || cosh(Sm 7), (|| cosh(Sm)) } i

IC| < 0(¢) < @m+ D[C] +12m(m + 1), (3.28)

on Uenter m indica sobre quin full de R esta el punt (: m = 0 si ( € RO, i si no és el
cas, m esta determinat per la necessitat de travessar [mi,(m + 1)i] o [—=mi, —(m + 1)i] per tal
de representar ¢ (necessariament 1 <m < 1(p™' —1)).

Finalment, per a (¢, 7,1) € RY x (C/27Z) x C,

~ _ Vi 2
0\NSHy /s = 3 . .
o (C, 73 10)] < 4 + 4| p|p~2 cosh(Sm 1) 4Y9= 4O (3.29)

Observacié 3.9. La funcio ¢ és la que s’ha definit al Lema 3.3. Usant aquest Lema, de la
desigualtat (3.27) s’obté directament la (3.29).

Observacié 3.10. No estem particularment interessats en valors de T complexes, pero, com
que treballem amb desenvolupaments de Fourier, no cal fer distincions i si ens interessa, al
final, podem concretar els resultats per al cas que T prengui valors reals.

La demostracié del Teorema 3.8 pot separar-se clarament en dues parts, les quals donarem
sota els titols Analiticitat al full principal i Continuacié analitica als mig-fulls propers.

Analiticitat al full principal.

La strie formal F' € P[[¢]] establerta al Lema 3.7 és la transformada de Borel formal
de F definida a (3.20), per tant, pot escriure’s com > 50 Fi(131)¢7 /!, on Fj sén polinomis
trigonometrics en 7, els quals depenen polinomicament de p. Demostrarem la convergencia
d’aquesta serie i I’holomorfia a R©® x (C/2nZ) x C de la funci6 analitica resultant; aixo
obviament implica resultats analegs per a ¢g. Sigui p € |0, 1] fixat.

Proposicié 3.11. Per a cada 7 i p, la série de poténcies F té mdz de convergencia positiu
respecte C i la funcio analitica resultant s’estén analiticament a Rp x (C/277Z) x C on satisfa
la desigualtat (3.27) amb €(¢) = [(].
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Per demostrar aquesta proposicié ens interessara buscar F' de la forma Y >0 u"ﬁn(c ,T),
per tant desenvolupem 1'Equacié (3.24) en potencies de p i obtenim

o 92 l . _ Z —T Z T
F0—8<5(2Csm7')— —Q(C—i—i)?’e +—2(<_i)3e : (3.30)
P :% ST (ENCx By 5 Fry) 428 (15 By 5 By) +E(Fuy x B)), n=1. (331)

nit+no=n—1

C] kit

X U (kgD
F, € ("P[[<]]- Observi’s que aix0 correspon al fet que els coeficients F;(7; p1) siguin polinomis
de p de, com a molt, grau j. Aix{ doncs, per a cada p € C, la serie > o pu"F,(C, 7) convergeix

fomalment cap a F € P[[¢]].

Com que i els operadors &,&’,E” no decreixen el grau en (, obtenim que

Com que F} és meromorfa i Panaliticitat a R(© es preserva sota 'efecte dels operadors £, &, £”
i la convolucié, per induccié sobre n es demostra que les series F, sén convergents i les fun-
cions resultants sén holomorfes a R(®) x (C/27Z). De fet, les convolucions consecutives sén les
responsables de 'aparicié de singularitats més complicades a +i[l, co[: per una banda, creen
harmonics d’ordre més alt i 'accié dels operadors &,&’,E"” déna pols a tots els punts de iZ*;
per altra banda, provoquen ramificacions en aquests punts singulars.

Per a la demostracio de la Proposicio 3.11, n’hi ha prou doncs amb demostrar la convergencia
uniforme de la seérie de funcions holomorfes Z 1" F,, perqué 'holomorfia a R x (C/277Z) de
les F), es transmetra aleshores a F.

Definicié 3.12. Serie de Fourier majorant a R®): direm que A< A si

o A= A(C, T) = ez A[kl(g) e* on cada AM és analitica a RE,());

e A= A7) = > okez AF(O) e* | on cada AW és continua o RY i la série de Fouri-
er S AF(C) €% és convergent per a T € C/2rZ (uniformement per a  en qualsevol
compacte de R );

o VkeZ, V¢ eRY, AR ()] < AW ([¢]).

En el nostre cas, les series de Fourier majorants A((, 7) sempre seran polinomis trigonometrics.

Una conclusié immediata d’aquesta definicié és que podem obtenir una majoracié estandard
per a A((,7):

A< A = YeRY, vrecC/2nz, |A(,T)| < A(¢],iSmT). (3.32)
A les Equacions (3.31) apareixen convolucions i els operadors £,&', ", per tant, per tal

d’aplicar el metode de les funcions majorants al nostre problema, ens interessa establir les
majorants dels resultats d’aquests operadors.

Lema 3.13. Si A< A i B < B,

~ A~

AxB< AxB, EA<(1+pHA, EA<p?A E"A<2p3A
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Demostracié. L’analiticitat a R (0) o5 preserva sota convolucié perque aquest conjunt és
en forma d’estrella respecte ( = 0. Per a la primera desigualtat nomes cal aplicar la definicié
de convolucid; per a les altres, observi’s que, pera k € Z i ( € Rp , |¢C —ik| > p|k|, per tant

ik
(¢ —ik)?

:‘1+ ‘<1+p_1 ‘

g—@'k; C—ik <0 ’((—k B

Lema 3.14. Siguin
.7:"0 = p’?’ COST,

F, = Z (p3C % Fpy 5 Foy +p 215 Fu s Fruy + p " Fny 5 Fy),s n>1,

ni+ns=n—1
aleshores, per an > 0, E, < F,.
A més, Fo(C, 1) = 4"p=3=2P, () cos™ 7 on P, sén polinomis que satisfan

V(X >0, Y X"P(¢) < 2p7t et amb K(X) = p~'max {6X, (6X)"/*}.  (3.33)

n>0

Demostracié. Per les férmules recursives (3.30) i (3.31) i el Lema 3.13 (usant que p~' >
1), esta clar que les F,, son series de Fourier majorants per a les F),. Les seves transformades
de Laplace formals F,(z,7) sén facils de calcular perque la série generatriu F = Y >0 u"F,
satisfa I’equacié quadratica N

F=F+ plp™ 4+ p 2 + p_?’z_Q)J’:"Z7 Fo=p 32 cos,

per tant R
F=p2z (cosT)R(4pp?(p 27" + p_2z_2 +p%27%) cos 7), (3.34)
on R(z) = 227(1 — (1 — 2)"/?). Perd com que R(z Zrnzx with 0 < r, < 1, arribem al
n>0
resultat

n

Fo= g 2B, () cos™ r, amb Ba(2) = (p2) " ((p2) "+ (p2) 2 + (p2) )",

i la corresponent férmula per a F, involucra el polinomi Pn(C ) =BP,(¢) = p 1% (p +p 2+

P A

Fn = 4"Tnp_3”_2f:’n(g) cos™ 1 7.

. J
Tenint en compte que P, (¢) = Z Pn,j%, podem escriure

>0
Y OXPU) =D Qi(X)>,  amb Qi(X) =) P X"
n>0 7>0 n>0
Ara bé,
=Y Q)T =3 X B=) = ()Y (X () (p2) P+ (02)70)) =
J=0 n>0 n>0
(p2)~"

L= X((p2) T () 2+ (09) )
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és convergent si [pz|™! < min{(6X)!, (6X)"'/3} per a qualsevol X >0 i

i 1
X)| < |pz] ! '
R ey cwveey (o ey o

Pero pot comprovar-se que
1
lpz| 7t < min{(6X)7!, (6X)7 1/} = max{|pz\*l, |pz]*3} < X

per tant, B
|Q(z, X)| < 2]pz|

i transmetent la fita de @(z, X) als seus coeficients mitjangant les desigualtats de Cauchy:
Q;(X) < 207 (XY,
s’arriba al resultat (3.33). |
Utilitzant (3.32), el Lema 3.14 implica que, per a cada n,
V(¢ € REJO), Vr e C/2nZ, |F,(¢,7)] < 4"p 2P, (|¢]) cosh™ (Sm 7). (3.35)

Amb (3.33), deduim la convergencia uniforme de laserie ) - - p"F, (¢, 7) de funcions analitiques

a Rf,o) i aixd ens porta a l'analiticitat de F' a RE,O) per a tot 7 1y, i obtenim la fita (3.27) (amb
£(¢) = [¢]):

|F(¢C, )] < p2 cosh(SmT) Z(4p‘3|u| cosh(Sm T))nlf’n(|C|) < p~2cosh(Sm 7)2p~ L e XNl

n>0
amb X = 4p3|u| cosh(Sm 7).

Acabada la demostracié de la Proposici6 3.11 per a p €]0, 1], tenim el mateix resultat al
full principal R(®) considerant p arbitrariament petit.

Continuacié analitica als mig-fulls propers.

Ja vam veure a la Seccié 3.2.1 que a Rgl) haviem de fer la restriccié p € ]0,1/3[. Per

tal d’obtenir ara I'analiticitat de F' a Rf)l) i la desigualtat (3.27) amb la funci6 ¢ definida al
Lema 3.3 de la Seccié 3.2.1, només haurem d’adaptar la demostracié feta a la seccié anterior.

Definicié 3.15. Serie de Fourier majorant a RW: direm que A<y A si
e A=A(¢(,T) = Y kez AM(Q)e* on cada AW és analitica a REP;

o A= A7) = Y ke AM(C) e*7 | on cada AM és continua i no decreizent a RY, i la
serie de Fourier Y AW (C) e és convergent per a 7 € C/2nZ (uniformement per a  en
qualsevol compacte de RT );

o« VkeZ, V¢ e R, JAM(Q] < AR (¢(¢)).
La propietat (3.32) s’ha de reemplacar per la
A<t A = v¢ceRD, vreC/2nz, |AC,T) < A(UC),iSmT). (3.36)

També tenim una adaptacié obvia del Lema 3.13, el qual incorpora el Lema 3.3. Amb totes
aquestes eines, arribem a l’analeg del Lema 3.14:
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Lema 3.16. Per a qualsevol n > 0, E,<1 F,, amb les mateizes majorants F,, del Lema 3.14.

Obtindriem doncs que, per a ( € RE}), T€C/2nZ, n >0,
(6, 7)] < p2cosh(Smr) XM B (6C)), X = 4p~ cosh(Sm 7).

i arribem a la maeixa conclusié que abans usant (3.33).

Per acabar la demostracié del Teorema 3.8, només queda comprovar la validesa de (3.28)
per a qualsevol punt ¢ of Rg). Només tindrem en compte el Cas 3 de la Definicié 3.2 de I';
quan m > 1 (per als altres casos I'adaptaci6 és senzilla): cadascun dels m+ 1 segments entre Dy,
i(— Dy (0<k<m)témida < |{ — mi| + mp, cadascun dels m segments entre ( — Dy,

i Dpir (0<k<m—1) té mida < ]é — (m+ 1)i| + (m + 1)p, els arcs de circumferéncia tenen
mida total < 2(1+ 2+ ...+ m)2mp, per tant,

00) < (2m+ )¢+ 2m(m+1)(1+p) +2m(m+ 1)pr < (2m+1)|¢| +dm(m+1) + 8m(m +1).

3.2.4 Majors de singularitats.

Seguint [Eca92b] i [CNP93b], en aquesta seccié descriurem les nocions basiques relacionades
amb les singularitats de funcions holomorfes. Es suficient tractar les singularitats a l'origen de
la superficie de Riemann del logaritme C = {¢ =re? 0 R, r> 0}, perque en qualsevol

altre cas ens hi podem referir amb una translacié adequada. Donats dos nombres reals 6; < 6s,
notarem per S, g, el sector de € definit per 6, < arg( < 0.

Definicié 3.17. Siguin 8 € R i « > 0. Considerem [’espai dels germs de funcions holomor-
fes 9(C) per a ¢ € Sy_o_onora 1 |C| suficientment petit. El seu quocient per C{(} és, per defini-
ci0, l'espai SINGy , de les singularitats en la direccio 6 amb obertura 2ce. Un germ ¢ s’anomena
. J) . . Voo . Vv v
magor, la seva classe a SINGy,, s’anomena la singularitat de ¢ i la notarem amb sing(p) o @.

A qualsevol singularitat @, podem associar el seu menor ¢, el qual s’obté a partir de qualsevol
magjor ¢ segons la formula: ‘
P(¢) = @(Q) — p(Ce™™).

Es per tant, un germ de funcié holomorfa a Sp_q g+a-

Una singularitat i el seu menor també s’anomenen, respectivament, “microfuncio” i la se-
va “variacio”. Els exemples més senzills de singularitats sén la singularitat de Dirac o =
. , . . —1)"*n! . .
sing (ﬁ), o més en general les seves derivades 6™ = sing (émg)nﬁ) amb n € N, i la sin-

gularitat logaritmica sing (3(¢ )%) per a qualsevol ¢ € C{(} (la determinaci6 del logaritme

escollida no és important); tots sén elements de SINGy ,, per a qualssevol 6 i . La singularitat
logaritmica és un cas particular d'una “singularitat integrable”.

Definicié 3.18. Una singularitat s’anomena integrable si admet un major ¢ tal que (p(¢) — 0
int

uniformement quan ¢ — 0 a qualsevol subsector de Sp_q—2r0+a. Notarem per SINGGA l’espat
de les singularitats integrables en la direccio 6 amb obertura 2.
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7N

2

Figura 3.4: Domini d’un element de SINGy, amb 6§ = 7/2 1 a € (0, 27).

Definicié 3.19. Un menor integrable és un germ de funcio holomorfa ¢ a Sp_qp+a, €l qual
admet una primitiva ¢ tal que Y(¢) — 0 quan ¢ — 0 uniformement en un subsector de Sp_q p+a-
Notarem per ANAgjf1 el corresponent espai de germs.

Les singularitats integrables també s’anomenen “petites microfuncions” i el segiient lema
les caracteritza a traves dels menors integrables.

Lema 3.20. L aplicacid lineal ¢ — ¢ indueiz una bijeccid de SINGYY, a ANAYY,. S'usa ¢ — "¢
per indicar la seva aplicacio inversa.

La demostracié d’aquest lema es faria, per una part, integrant un representant de la singula-
ritat al voltant de 'origen, i per altra part, usant la formula integral de Cauchy (vegi’s [CNP93b,
p. 159-160]). Un exemple molt senzill és quan ¢ € C{¢}, que aleshores *p = sing (@({)%).

21

La convoluci6 definida a (3.10) dota ANA};}; d’una estructura d’algebra, pero es pot estendre
la convolucié als majors de les singularitats, resultat que recollim en el segiient lema, tot i que
no en donarem la demostracié.

Lema 3.21. Siguin ¢ i 271 els majors de les singularitats ¢ i 12 de SINGy,, @ sigut n €
So—a—2r0+a suficientment proper a lorigen. El germ definit per

() = / HC)(C—G)dG,  argy— 7 <argC <argn, |C| suficientment petit

In¢
on I, és el segment rectilini [n,ne”"™ + (], s’estén analiticament a Sg_a—2zp0+a (Per a ||
suficientment petit); la seva classe a SINGg, només depén de ¢ i @7} La definicio sing()v(n) =
© %1 dota SINGy o d’una estructura d’algebra commutativa, amb 6 com a unitat.

v v A~
Si a més ¢ i1 son singularitats integrables, també ho és p * 1) i podem escriure "p * " =

(P x1)).

Observi’s que el segment rectilini I, s’ha construit de manera que V(; € I, es té que
G=tn+ (1 —1t)(ne™™ + ) i aleshores

(—G=C—tn—(1—=t)(ne™™+¢) =L —tn+t(ne™+() € Ly,
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(=G

—iT
.

ne

) ne—iﬂ' +<‘
Figura 3.5: El segment I, ..

d’on, a més, es dedueix que els dos punts sén simetrics respecte el punt mig del segment (vegi’s
la Figura 3.5).

Per a qualsevol singularitat integrable ¢, es pot definir I’analeg convolutiu de I'exponencial:

v v 1 v v 1 v v v
exp*(go):5+gp+§g0*go+§g0*gp*gp+... (3.37)
La convergencia de la corresponent série de menors és obvia quan $(¢) € C{(}, doncs un major

de exp, (bcﬁ)) és

1 ~ dog(
2miC + e () 2mi

R 1 1

(vegi’s [CNP93b, p. 161-162] per al cas general).
La derivada d'una singularitat ¢ = sing(?) esta definida per la singularitat sing(J¢). Pero

I'operador J¢ no és una derivaci6 a 'algebra {SINGy ,, *} perque:

v v

Be( * ) = (e p) %4 = % (Dea);

per contra, 'operador
0 : sing($(0)) — sing(~CH(Q)), (339

si és una derivacid.

Observacié 3.22. Algunes singularitats poden ser desenvolupades en séries de monomis, €s
a dir, en singularitats elementals 8™ amb n € Z (definim 5™ =°(("~'/T(n)) if n > 1), o
sing(¢C771/((1 — e7*)[(0))) amb o € C\ Z, etc. Sobre elles es pot definir la tranformada de
Laplace formal a partir de la seva accid sobre cada monomi:

L:oW — P

de manera que la convolucio @ la multiplicacio s intercanvien. Recuperem aizi la transformada
de Borel formal definida a (1.21) com la seva aplicacio inversa (prenent els menors en el cas
de singularitats integrables).
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Definicié 3.23. S’anomenen singularitats simplement ramificades les que admeten un repre-
sentant de la forma:

log ¢

271

P(Q) = P(O) + #(Q)

on P és un germ meroform a 0 i ¢ un germ reqular, és a dir, que la singularitat @ pot

descomposar-se de manera unica com:

0<n<N n<—1

on les constants A, son els coeficients de la part polar i les B,, els coeficients d’un element de
Cy[[z7Y, les séries Gevrey-1. Segquint amb la notacid de la Seccid 3.2.1, 'operador L estableix
un isomorfisme entre l’algebra convolutiva de les singularitats simplement ramificades i l’algebra
multiplicativa Cy[2][[z7"].

3.2.5 Les derivades estrangeres primeres.

La Teoria de la Ressurgencia se centra sobre singularitats els menors de les quals tenen
bones propietats de continuacioé analitica.

La definicié que donem a continuacié esta adaptada a la nostra situacié en la qual el primer
punt singular que trobem quan sortim de l'origen en la direccié 6 és w (el nostre cas sera w = et
amb 0 = 7/2 0 31/2).

Definicié 3.24. Sigui 0 € R ¢ 3 > 0. Definim RES(% com Uespai de les ¢ € SINGy, per
algun a > 0 1 el menor del qual ¢ s’estén analiticament al llarg de |0,w| o sigui que el germ

Vv
P(C) = ¢(w+(), el qual esta definit per a arg ¢ prop de 0—m, s’estén analiticament a Sg_s_or 0+
(per a |C| suficientment petit).

Definim operador A, : RES% — SINGy 3 com A, = sing(z?;).

Vegem algunes de les propietats d’aquest operador.

Proposicié 3.25. 1. A, s’anul-la sobre una singularitat elemental 6™ :

A ™M =0 amb neZ. (3.40)

2. A, no commuta amb l'operador O definit a (3.39), sind que la seva relacié podem escriure-
la com:

[A,, 0] = —wA; (3.41)

3. Si 1,y € RESY), aleshores y x ¢y € RES[) i

Au(P1 % @y) = (Aupy) * Py + 01 % (D). (3.42)
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Demostracié. Com que el menor de 6™ és 0 sin > 0o bé (" "!/T'(—n) sin < —1, no
tenen singularitats a w i per tant A0 = 0.

El menor de la singularitat x = ¢ = —C¢ és

X(Q) = X(€) — X(Ce™™) = —(P(¢) + Ce™ P (Ce ™) = —((P(C) — P(Ce ™)) = —((C),
per tant,

AL0P =sing(X(w + ¢)) = sing(—(w + )@(w +¢)) = —(w + () sing((w +¢)) =
— (W+ OALP = —wA,P + OA,P.

Finalment, la terecera propietat necessita més detall i pot trobar-se la seva demostraci6 a
[CNP93b]. |

La tercera propietat, i per contraposici6 amb la derivacié natural J;, déna el nom de
derivada estrangera d’indexr w a l'operador A,. Una altra propietat, que no usarem fins la
Seccio 3.4 pero que també recorda la derivacié natural, és

Aw €XDP, (QVO) = €XDP, (&)) * Awgvo;

efectivament, només cal tenir en compte la regla de Leibnitz que acabem d’enunciar i que

A, 0 =0:

v \ 1 \% \% 1 v v v
A, exp, (#) ZAW(5+¢+§¢*¢+3—¢ © * 90+..-) =
1 1
=A 0+ A, (,0+2'2<,0*Aw90—|—3‘390*g0*Awg0+
1 v v
(5+30+2,90w+ )*Aw:exp*(@)*%s@-

Quan hi ha una replica formal, com la que indicavem a 1’Observacié 3.22, 'operador A,
pot considerar-se actuant sobre desenvolupaments formals en z:

Avp=> A" & Ap=) A" (3.43)

n<N n<N

Aix0 ens permet reformular-ho tot en el model formal, tot i que la interpretacié sigui al mod-
el convolutiu. Aleshores, recordant que I'operador d correspon al ‘Z en el model formal, la
relacié (3.41) pot expressar-se com la commutacié de —Z i la derivada estrangera puntejada

A, =e YA,
ALO0p = (0 —w)A o = Awaz = (% — w) A,p =
= Awgo =e “’ZAwaZ =e v (% — w) A,p = % (e_szng) = % Aw@.
I passant la convolucié al producte, també tenim la derivada d’una exponencial:

A, exp () = exp (@) Au. (3.44)

Per descomptat, totes les definicions sén aplicables al cas de majors que depenguin de
variables 7 € C/27Z i u € C, només cal tractar-les com a parametres. Cal indicar que, quan
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treballem amb singularitats que admeten majors analitics en 7 € C/27Z, els operadors a% i A,

commuten (igualment amb Aw)

A la Secci6 3.4 ampliarem aquests conceptes al cas d'una singularitat més llunyana w = me®
per tal de poder arribar als resultats desitjats, pero per a I'estudi de les dues properes seccions

en tenim prou amb el que hem definit fins ara.

3.2.6 Singularitat de ¢ a ¢ = i.

Tot i que ens centrarem en la singularitat a ¢ = 4, obviament els resultats son analegs per
a —1 usant 'antisimetria de ¢y que vam establir al Lema 3.5.

Com ja vam indicar a la férmula (3.6) de la introduccid, el comportament singular de (ﬁo
estara relacionat amb una serie formal .S, els coeficients de la qual poden calcular-se recursiva-
ment.

Lema 3.26. L’equacid lineal (la linearitzacid de I’Equacid (3.3) al voltant de ¢y)
d.Y — izzazéoazy =0 (3.45)
admet una unica solucio de la forma
Y=z—7+38, S ez P[] (3.46)

amb

S=25(z71p) = (—%l/f +psinT)z™!t —dp(cos )z 4+ O(27?).

Demostracié. L’equacié de S és
=~ 1o~ 15~
0.8 — =2°0,000,5 = =2°0,¢9 — 1
4 4
que, a partir de la relacié (3.21), podem escriure com
(8, +0.)S = uF + pnF 9.5,

Si busquem S = > j505i(T; 1) 27771 usant de (3.20) que F= > 50 Fj(13 )27 71, arribem al
sistema d’equacions
3TSO = ,UF(), (347)

0.8;=jSia+pFy—pn Y (a+1)F;S,,  j=1 (3.48)
Jitje=j—2

De (3.20) sabem que Fy(T; ) = cosT, per tant So(7; ) = psint+ < Sy >€ P. Com que
volem resoldre (3.48) a P, afegim la condicié

<8 >= ]% <=Fia+ Y. (h+DF,S,> >0, (3.49)
Jitje=j—1
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i pot comprovar-se facilment que el nostre sistema d’equacions admet una tnica solucié a P.
Efectivament, la condicié (3.49), a part de fixar la constant respecte 7, per exemple

1
<Sy>=pu<—F >= _Z’MZ’
permet que la banda dreta de 'Equaci6 (3.48) a rang j + 1 tingui mitjana zero i, per tant, es
pugui mantenir la 2m-periodicitat en 7 per a Sj;. [ ]

Observacié 3.27. Per ser z20.¢, simétric respecte la involucid (z,7) — (—z,m — T), Si
Y(z,7p1) = 2 — 74 S(z, ;1) satisfa (3.45), —m =Y (—z,m — i) = 2 — 7 — S(—2, 7 — T3 1)
també n’és solucio. Per tant, la série formal S és antisimétrica respecte aquesta involucid. A
més, a la Seccio 3.4 veurem que la seva transformada de Borel formal S serd convergent per
a ¢ prop de l'origen v s’estendra analiticament a R.

Teorema 3.28. Euxisteizen funcions A(T; ), 2,&((, T; 1) 1 7(C, 75 1), holomorfes per a ((, 7, 1) €
RO x (C/2rZ) x C, tals que

. Alr;
doli + ¢, 73 11) = ;;g‘)

- log¢ .
i
per a 1+ mantenint-se al full principal R(O) (és a dir, l’expressid anterior descriu la singularitat
a ¢ =1 de la determinacié principal de ¢o(C, T; 1) ).
A més, existeir una funcio entera senar f([f] (1) = —2mip + O(u?) tal que

AlTs 1) + (2 ms) = f () e e, (3.51)

on Y = 5*1@@.

Observacié 3.29. Per ser i la primera singularitat que trobem quan, sortint de [’origen, ens
movem per iRT, per la definicid 3.24 de derivada estrangera A; i la relacid (3.43), Uexpres-
16 (3.50) és equivalent a

Ny = A+ ). (3.52)

La relacio (3.9) anunciada al principi d’aquest capitol pot considerar-se com una formulacié
ressorgent de les expressions (3.50) i (3.51). Observi’s que A(T; ) €s en realitat

A(ri ) = f5 () €™

El caracter senar de f([)ﬂ és una caracteristica especial del nostre problema i s’obté de (3.17).

~ Demostracié. Seguint el llenguatge introduit a la Secci6 3.2.4, els germs regulars qgg(C )
i F'(¢) (considerant 7 i u com a parametres), dels quals vam establir I’existencia al Teorema 3.8,

v ~ v A~
poden mirar-se com a singularitats integrables: ¢, = *bo, F' ="F. Per exemple, si escollim la
direccié § = 7/2, Panaliticitat de ¢o a R ens permet considerar

)v('o = sing(qgo(z' +¢)) (3.53)
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Figura 3.6: Automorfisme entre una part de C i una part de R(®.

2 RW2; 2i 2 RO
/ SN ;\ zi 2m o

s \ s

T4 5—a— 2T

Figura 3.7: Correspondeéncies amb els punts de R(Y) accessibles des de R(?) travessant |7, 2i[ de
dreta a esquerra i d’esquerra a dreta respectivament.

com un element de SING 2, per a qualsevol @ < 7. Observi’s que aixo vol dir que considerem la
translacié ¢ — (" =i+ ¢ com un automorfisme entre la part de C amb 7/2 — 27 < arg ¢ < 7/2

i|¢] < 1ilapartde R® on ¢’ ¢ i[l,+o0[i |¢' —i| < 1 (vegi’s Figura 3.6), mentre que
els punts ¢’ del mig-full de R accessibles des de R travessant ]i,2i[ de dreta a esquerra
corresponen a w/2 < arg( < w/2 + « i els del mig-full accessible travessant d’esquerra a dreta
corresponen a /2 — a — 21w < arg( < w/2 — 2w (vegi’s Figura 3.7).

D’acord amb les propietats indicades al Teorema 3.8, sabem que (vbo € RESS/)M per a
qualsevol § < m, i la férmula (3.53) pot reescriure’s com

)V(O - Alﬂzo. (354)

En aquest entorn de singularitats, i recordant (3.37) i (3.38), el teorema que volem demostrar

propugna l'existéncia d’un escalar ([]i] () tal que

X = f(gi] (1) €' exp, (—ibé’). (3.55)

La idea principal és que Al commuta amb les dues derivades usuals, 9, i 0., per tant Aiql;()
satisfa la linearitzacié de I'Equaci6 (3.3) al voltant de ¢, és a dir, la mateixa Equacié (3.45)
que, segons el Lema 3.26, té solucié z — 7+ S:

1 _
0,Y — Zzzazqﬁo(z, ;) 0.Y =0,
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que, per la notacié de la serie formal Dy := 1 — pF = —izzﬁzgfgo(z, T; i), pot escriure’s com:
0.Y + Dy(z,7; 11)0.Y = 0; (3.56)

~ L[] ~
pero qualsevol solucié d’aquesta equacié ha de ser una funcié de z — 7+ 5 i, en el cas de A;¢q,

el requeriment de periodicitat respecte 7 i la naturalesa de la seva dependeéncia respecte z la

forcara a ser proporcional a e **=7+5),

Com que la transformada de Laplace formal de <VZ>0 és solucié de ’'Equacié (3.3), <Vb0 ha de

satisfer:

*2

Orpy — é5(2) % (06) ™ + 2601 — psinT) = 0.

Aplicant A; a aquesta equacid i usant les propietats (3.42), (3.40) i (3.41) de la derivada
estrangera, obtenim

v 1 v v v
0r iy — 5202 06y x (906 — 6 ) = 0.

que, segons la notacid lv)o =0— ,uZVW = —%L 5 « (85&0) i la indicada a (3.54), podem donar com:

87—)%0 + bo * 85(0 = ilv)o % )v((). (357)

Per altra banda, ja hem comentat que qualsevol funcié de z — 7+ S és solucio de 'Equacié
(3.56), per tant e~ "+ també la verificara. Aix{ doncs, la série formal Zy = e~ gatisfa
0:Zo + D0, Zy = —iDyZy. (3.58)

Com que la Proposicio 3.44 de la Secci6 3.4.4 demostrara que la transformada de Borel formal
de S convergeix, ara podem definir la singularitat Zy = e~ exp, (i S ) i aplicant la transformada

de Borel a ’'Equacié (3.58), es comprova que éo satisfa una equacié analoga a (3.57):
872) + bo * 8%0 = —ilv?o * éo.
Com a conseqiiencia, ¢ = )v(o * éo = e*”)v(o % exp, (1 bS’) satisfa
0.% + Do % 9 = 0. (3.59)
En efecte,
0,5 + Do % 0p =(0,Xo) * Zo + Xo % (8, Z0) + Do * 9(Xo % Zo) =
:(ilv)o * )v(o - lv)o * EDV(O) * éo + )v(o * (—ilv)o * éo - lv?o * 8%0) + lv)o * (‘3(5(0 * %0)
i gracies a la propietat commutativa de la convoluci6
8ngv+lv)0*8gz7: —lv)o*(?)vfo*%o—)v(o*lv)o*aéoqtbo*ﬁ()v(o*éo),

pero pot veure’s facilment que (’3(;(0 * %0) = 85(0 * %0 + )V(O * 8%0, per tant, 0,9 + bo % 0P = 0.

Pero ¢ admet un major ¢(¢, 7; 1) el qual és holomorf per a [¢| < 1, —57/2 < arg ¢ < 37/2,
i(7,u) € (C/27Z) x C (perque és el cas de )v(o pel Teorema 3.8 i de ”S per la Proposici6 3.44), i
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lv)o també admet un major lv?o (per exemple Zv)o((, T ) = 2m< —uF (¢, s 1)), Podem doncs

desenvolupar I'Equacié (3.59) en série de Fourier-Taylor respecte 7 1 p.

Usant la notacio

C ) M ZM Yn C T Z :U’n 6ik7¢n,k(<)7

n>0 n>0, kEZ
w:ZMngvpn) DUZ(S_ZM”+1Fn( )T)a
n>0 n>0

trobem les equacions:
a7':00 + 8&30 = 07
0fn+0py= > Fux0p,, n>L (3.60)

nit+no=n—1

La primera equaci6 ens porta a (ik — ()©0x(¢) € C{(} per a cada k € Z, la qual cosa
implica 'existéncia d'una Ay € C tal que

00(C) = C{¢t,

271

mentre que ©q;(¢) € C{C} per a k # 0. Arribem doncs a la conclusié que ¢, = Ay i, per tant,
8&70 == 0
Introduint aquesta informaci6 a (3.60) i amb els mateixos arguments, obtenim successiva-

ment que p; = A5, Py = Asb, ..., per a una certa col-leccié de nombres complexes Ay, Ao, . ..
i, com a conseqiiencia, 99, = 0, 8(702 =0,...

El desenvolupament de ¢ es redueix doncs a féi] (1)d, on la serie f(gi](,u) = D pso Antt”

defineix una funcié entera a causa del domini d’holomorfia del major gvo(C ,T; i) que haviem
trobat abans. Amb aquest resultat i per la definicié de ¢ que hem fet, obtenim:

sing (9o(i + Q) = Xo = Aiyy = €7 [ (1)  exp, (=i°S) = €7 fi (1) exp, (=i"S).

~

Ara bé, usant (3.38), un major de fL’(1)e'™ exp, (—i°5) és

[1] T
o (1)e fn log ¢
amic TG0

o . ) N 1 ~ - 1 ~ -~ 4
b wzf(gz]('u)ew (_is_55*5+i§5’*3*8+"'>’
| (3.61)
per tant, hem demostrat els resultats (3.50) i (3.51), llevat de Iexpressié de f(gl](,u).

La propietat (3.17) de simetria de ¢ respecte la involucié (7, p) — (7 4+, —p) es transmet
a S i, per tant, a 7@ = AZZSO % exp, (i bS'), d’on surt el caracter senar de f(gl] (). L’estimaci6

uniforme (3.29) implica que la funci6 f(gi] () és d’ordre 1 respecte p i el valor A; el calcularem
a partir de (3.23):

Go(C,7) =4 —A4p¢ T (Cx F(C 7)) = 4 — 4uC (Cx Fo(C, 7)) — 4p¢ (¢ x (F — Fy)(¢, 7)),

on Fj es va definir a (3.30) a traves de Poperador £ de (3.25):
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. 1 A 1
F0:§8?5(Csin7') = (*ngﬁé'({sinﬂ:

i sabem que ' — Fy = O(p).

1 CQ —iT 1 C2 T
———€¢ + = - €
40 +1 49 —1

Podem doncs escriure:
n % C —T H C
— 445
wCT) =4t TG TS

i com que /(¢ —1i) =141i/(¢ — i), posant al final tots els termes regulars en i coneguts:

e — 4pC T (CH (F = Fy)(¢, 7))

. 2mip -1 h [ S
—__“TP ity F—F 4 It it P ir
¢0<C7T) 271_2(@-_71)6 NC (C*( 0>(C7T>)+ + i C"‘Ze i €,
expressio que, comparant-la amb (3.61) i sabent que f(gi](u) és senar, ens déna que
0 (1) = —2mip+ O(i®). n

3.3 Aplicacié de les sumes de Borel-Laplace de ¢, al
problema del trencament de separatrius.

Els Teoremes 3.8 i 3.28 sén suficients per implementar el nostre metode a I'estudi de solu-
cions particulars analitiques de 'Equacié (3.3).

Quan es restringim a R,(OO) x (C/277Z) x C i identifiquem R(po) amb un subconjunt de C,
hem d’usar ¢(¢) = || a la fita (3.29); aquesta fita ens indica que ¢o((, 7; 1) té, com a molt,
creixement exponencial respecte ¢ de tipus no més gran que

¢ = c,(T; 1) = 24p *max <p’2\,u\ cosh(Sm 1), (\u\ cosh(Sm 7'))1/3> )

Per tant, per a qualsevol 0 € |—m /2,37 /2] tal que [O, ewoo[ estigui contingut a REJO), és a dir,
tal que

0 c I;’ = [—% + arcsin p, 5 — arcsin p] o Vel = [% + arcsin p, 3?” — arcsin p] ,

podem calcular la integral de Laplace de quﬁ, també anomenada resumada de Borel de ¢, en la

direccié 6: ,
00

L00(z, 75 1) = / e~ do(C, 5 ) dC

0
definida quan Re(z e”) > ¢ = ¢,(7; p). Pel Teorema de Cauchy, aquesta férmula defineix dues
funcions holomorfes ¢ i ¢, . Notarem per gzboi la que s’obté enganxant les funcions £%¢, amb

0 € I7. Per a cada p € 0,1[ les funcions ¢ estan definides i sén holomorfes a { (z,7;u) €
C x (C/2nZ) x C | z € Dy (t;p) }, on Dy (7; 1) és la unié dels semiplans Re(ze”) > ¢ per a
RS I;t, és a dir

Dpi(T;,u) = cp(T;,u)Ef, Epi ={zcC|VSecl£p 2], |Z|>1} (3.62)

(vegi’s la Figura 3.8). Per raons técniques, usarem dominis una mica més petits:

D (i) = (co(mip) +1)55,, i D(m5p) = (3c,(m5 1) +1) (55,1 35,
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Hte

Figura 3.8: Les direccions 0 € I,j determinen el domini D;F, el qual apareix a la part dreta com
el complementari de la part ratllada.

Corol-lari 3.30. Les funcions ¢y (z,7; 1) son solucions de U'Equacié (3.3) i satisfan la condi-
ci6é (8.4). De fet, admeten com a desenvolupament asimptotic la solucid formal ¢¢ definida al
Lema 3.4: per a cada p € }0, % [, o >0, 09 >0,

O (2,75 1) ~ Z an(T; )z quan z € D (ioo; o), (3.63)
n>0
uniformement per a |u| < po i | Sm7| < 0y.

La seva diferéncia és exponencialment petita quan ISmz — —oo: amb les notacions del
Teorema 3.28,

67 (2 ) — 65 (zmi ) ~ £l () e (o Stem) (3.64)
quan z € D (ioo; jo) N {Sm 2z < 0}, i uniformement per a |u| < po i [Im 7| < 0p.

En particular, tenim un equivalent asimptotic quan Im z — —oo 1 it — 0 independentment,
uniformement per a | Sm7| < 0y:

of (5.7 1) = 05 (2.7 0) = [ (e D (140 (12171) ) + O (Jule™ %), (365)

on ay és qualsevol constant de l'interval (1,2).

Observacié 3.31. Les varietats estable i inestable p = 0, T= estan relacionades amb les
derivades parcials respecte z de ¢f i ¢y . Tal i com vam explicitar a la demostracié del Corol-lari
1.8, la interseccid de les varietats es produeiz en els punts critics de T — T, la distancia entre
elles ve donada per 8,(T™—T7) i 'angle corresponent de separacidé ve mesurat per 92(T™—T7).
Aizi doncs, no només ens interessa la diferéncia entre ¢f i ¢y, aizo pero, no és un problema,
perqueé la formula asimptotica (3.64) pot diferenciar-se respecte z.

Demostracié. A partir de la solucié ¢ de (3.3) donada a (3.14), s’obtenen les funcions ¢
i ¢, pel procés que acabem d’indicar i que no és res més que la sumacié de Borel-Laplace en
direccions diferents, les propietats de la qual ens asseguren que admeten éo com a desenvolu-
pament asimptotic i que satisfan la mateixa equacié (vegi’s [B94]).
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La condici6 d’asimptoticitat uniforme (3.63) vol dir que, per a cada n > 0, la funcié

n—1

g (2 mip) = Y ag(ri )Y (3.66)

J=0

esta fitada a {(z,7;u) | 2z € Qf(iao;,uo), |Smr| < 00, || < po}. Per arribar a aquest
resultat, és suficient seguir la idea de [Mal95, Sec. 1.4.2], considerant 7 i 1 com a parametres
respecte els quals s’obté la uniformitat fixant p, pg, 0o. Efectivament, la desigualtat (3.29) ens
diu que

Ve e R, oo(¢, i) < (A+[ulBlc))e, (3.67)

amb A, B,C = c,(iog, ft0) > 0 depenent només de p, pig, 0o, si |p] < po i1 |Sm7| < 0p. Siz €
D (ioo, jug), es pot trobar 6 € Iy, tal que Re(ze) > C' + 1, i d’aqui la desigualtat (3.67) és
certa a la franja {dist(¢,e”R¥) < p} i l'estimacié asimptotica per a ¢f s’obté de la mateixa
manera que a [Mal95]. Per a ¢, el procés és analeg.

De fet, la funcié (3.66) esta fitada per const p~"(n + 1)!, per tant, si recordem (3.11), en
realitat I’asimpoticitat és de tipus Gevrey-1.

El nostre objectiu ara és demostrar la formula (3.64), la qual representa un desenvolupament
asimptotic dels mateix tipus que el que acabem de veure perd ara hi ha present un factor e=*
exponencialment petit a {Sm z < 0}.

Siguin p < 3, a1 € |14 p,2—2p[, po i o9 fixats i consideri’s (75 ) € (C/2nZ) x C tals
que |SmT| < 09 i |u| < po. Per a6 € ]0,Z — arcsin(2p)[ i 2 tal que Re(z¢€”) > 3C + 1,
Re(ze'™) > 3C 4+ 11 Smz < 0 (variant 6, cobrirfem tot D, N {Smz < 0}), calculem la

diferéncia:
€i9 oo

o omin) = dy (eomin) = [ (i) de (3.69)
e'\T=% oo

Aplicant el Teorema de Cauchy, podem moure el cami d’integracié tan amunt com volguem

fins que trobem 4. La continuacié analitica de &0 als mitjos-fulls propers de la superficie de

Riemann R ens permet deformar aquest cami, travessant l'eix imaginari entre els punts i

i 2¢ i anar a 'infinit i tornar abans de retornar al full principal (vegi’s la Figura 3.9). Amb

aquest canvi, la convergencia de la integral esta garantida per (3.29) amb m = 1, és a dir

0(¢) < 3|¢| + 24, la qual cosa ens déna

160G )] < (A+ |l BIEe N (3.69)

per als punts ¢ del nou cami.

Aixi doncs, la integral (3.68) pot descomposar-se en dues clarament diferenciades:

¢3(277;M)_¢6(z77’;/ﬁ):/éo((ﬁ;u)fzcdé—k/r ng(C,T;/UL)e_ZCdC
Y6

a,0

on la primera part és la contribucié de la singularitat a i. La segona part es tracta d’un terme
exponencialment petit: usant (3.69) i la condicié sobre Re(z ) i Re(z ™), aquest terme
esta fitat per |u|D e®S™% on D depen tinicament de p, o, jg i 1 < a; < 2 acabard essent tan
a prop com vulguem de 2.
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21 |
' ali
el(ﬂfe)oo

D

/

Figura 3.9: Deformaci6 del cami d’integracié a l'estudi de ¢f — ¢, .

Pel resultat (3.50), la integral sobre 4 pot escriure’s com:

el(m=0) oo
A e [ G e
0

i és, per tant, asimptotica a e~ (A(T; i) + IZJ(Z, T; ,u)) que, segons (3.51), es tracta del mateix

que f[gi](u) eii(zfﬂrg(z’ﬂ“)). En aquest cas, la uniformitat s’obté de les fites a RE,O) per a
= fél](,u) e (—iS — %5’*2 + %g*?’ +...), obtingudes a partir de les de S analogues a (3.29)
(vegi’s la desigualtat (3.89) de la Secci6 3.4.4). |

3.4 La Integral Formal i I’Equacié del Pont.

3.4.1 El Principi de Huygens.

En 'ambit de la Ressurgencia, és important no restringir-se a una soluci6 formal particular
del problema en quiesti6. Per a equacions diferencials ordinaries, per exemple, es pot usar el
concepte de “integral general formal”: una solucié formal que depéen d’un nombre adequat
de parametres i, quan sigui convergent, variant aquests parametres obtens localment totes les
possibles solucions. Per a una equacié en derivades parcials de primer ordre com la (3.3), hi ha el
concepte classic de “solucié completa” que pot trobar-se, per exemple a [Che|. Per a una equaci6

f (q, g—?, QS) = 0 en una regié de R?"*! on, com a minim una de les derivades parcials g—g_(q, D, $)

no s’anul-la, es pot definir una solucié completa (local) com una funcié ¢(q, a) sobre un obert

de R?" tal que

(q,0) = (q7 g—?(q, a), ¢(q, a))

és una parametritzacié (local) de la hipersuperficie f = 0 a l'espai R***!. EIl Principi de
Huygens assegura que, localment, qualsevol solucié de I’'equacié pot obtenir-se a partir de ¢.

En el nostre cas, 'equacio és

H(z,7,0.0,0:¢) =0, (3.70)
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amb una funcié de Hamilton H(z,7, B, F) = E — %2232 +227%(1 — psinT). Es pot comprovar
que, si ¢(z, T, b) resol 'equacié per a cada b (on b és un parametre unidimensional) i si

z — Opp(2,7,b)
és invertible per a cada 7 i b, la funci6 (z,7,b,a) — a + ¢(z,7,b) (on a és una nova variable
unidimensional) és una solucié completa.

Una manera de comprovar la validesa del principi de Huygens en el nostre cas és considerar
la transformacié simplectica generada per la funcié (z,7,b,e) — e + ¢(z,7,b), és a dir, la
definida implicitament per:

zZ= 8b¢(zv T, b)?
T=T,

B =0,¢(z,1,b),

E =e+ 0;¢(z,1,b).

De la segona relacié sabem que 7 = T i, com que 0y¢ és invertible respecte z per a cada 7 i
b, de la primera tenim que z = ¢g(Z,7,b) per a una certa funcié g. Aleshores, i gracies a que ¢
és solucié de 'Equacié (3.70), el Hamiltonia en les noves variables és:

H(g(z,7,b),7,0.0(9(Z,7,0),7.b),e + 0:6(9(2, 7,0), 7, 0)) =
1
=e+0;¢— ggQ . (@425)2 +2¢7%- (1 —pusin7) =e.
Per tant, la corresponent Equacié de Hamilton-Jacobi es pot resoldre trivialment; pero la relacio
entre les solucions en diferents sistemes de coordenades no és facil d’escriure.

Queda aixi explicat el per que podem restringir-nos a buscar una solucié formal com la que
indicavem a (3.7): Opp(2,7,b) = 2 — 7 + ... és formalment invertible.

De fet, per trobar la nostra Equacié del Pont, del principi de Huygens només farem servir
que les solucions de la linealitzacié de I'Equacié Inner (3.3) al voltant de la Integral For-
mal ¢(z, 7,b) sén funcions de 9,¢.

3.4.2 Les components qgn de la Integral Formal.

Sigui ggo(z, 7; p) la serie definida al Lema 3.4. Una serie

Oz, 7,b ) = Y 0" Gu(2,73 1)

n>0

és solucié formal de I’Equacié (3.3) si i només si

(0- + Dod.) 1 = 0, (3.71)
(0r + Dy0. )y, = %zQ > 0.00,0:0n,, n>2 (3.72)
ny+ne=n
niy,ng > 1

on
. 1 .
Do(z,751) =1 = (2,73 1) = = 50:00(2, 75 1), (3.73)
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Observi’s que I'Equaci6 (3.71) és exactament la mateixa que (3.45); com a o triem la solucié z—
7+ S definida al Lema 3.26. Determinarem ara una successié de series formals {¢,(z, 7; 1) }n>2
solucions de (3.72). -

Tecnicament, ens interessa considerar x = z + S(z,7; ) con un canvi de variables formal
que redreci el camp vectorial 0, + Dy(z, T; p1)0,.

Lema 3.32. Per a cada p € C, la relacio
v =248z, p) & z=1a+ R(z,7; 1) (3.74)
defineiz una série formal R € 2 YP[lx7Y]], la qual és Minica solucid en aquest espai de ’equacid
R(z,7;p) = =5(x + R(x, 75 1), 73 ). (3.75)

A més, la série R és antisimétrica respecte la involucid o : (z,7) — (—z,m — 7).

Observacié 3.33. L’Equacié (3.74) no vol dir res més que les dues transformacions formals
z=®(z,mu) = 24+ S(z, 75 0) i 2 = V(x, ;1) = x + R(x, ;1) sén mituament inverses. La
série R també es pot definir a partir de (3.77) i recuperar S, per a cada 1, com linica solucio
a z7'P[[z7Y] de equacid

S(z,mip) = —R(z + S(z, 73 ), 73 1) (3.76)

la qual no és res més que la condicio W o ® = Id.

A partir d’ara, i per tal de simplificar les notacions, a les demostracions no indicarem la
dependencia en p de les funcions.

Demostracié. Per veure 'equivalencia entre (3.74) i (3.75) (o (3.76)) només cal substituir
la part dreta de (3.74) a la part esquerra:

v =+ R(z,7;p) + S(w+ R, mi0),m30) & 0= R(a,m50) + Sz + R, 75 1), 75 o),

d’on és facil comprovar-ne 'existencia i unicitat de solucié R, la qual és antisimetrica per
ser-ho S. H

Lema 3.34. La serie formal R € 7 'P[[z~Y]] obtinguda al Lema 3.32 déna el canvi formal
z=u1x+ R(x, ;1) que conjuga ’operador

O0r + Do(Z,T;,u)az

amb el redregat 0, + 0., la qual cosa indica que també és [inica solucié a x 'P[lx~]] de
l’equacio

(07 + 0p)R(w, 75 1) = —pF (v + R(x, 75 1), 73 1) (3.77)
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Demostracié. Donada qualsevol série H(z,7), sigui H(z, 7) = H(z+R(x,7),7). Aleshores,

O.H(z,7) = 0.H(x+ R(x,7),7) - 0-R(x,7) + 0-H(x + R(x,7),7),
O H(x,7) = 0.H(x+ R(x,7),7) - (1 + (9&;}?(30,7')> :

Per tant, sumant les dues expressions i reagrupant termes,
O.H(x,7)+8,H(x,7) = 0,H(x+ R(z,7),7)+
+ [&R(az, )+ 1+ 8,R(x, T)] 0. H(x + R(x,7), 7).

Aixi doncs, si

14 0,R+ 0.R= Dy(x+ R, 7), (3.78)

aleshores H és solucid de

O-H + Do(z,7) -0, H=0
si i només si H és solucié de (9, + 8,)H = 0.

O sigui, que la conjugacio entre els camps vectorials és equivalent a demanar la condicié
(3.78).

Del Lema 3.26 s’obté: R .
(0r + Do(2,7)0.)(z —T7+5)=0

o escrit d’una altra manera,

1-9.8 = DO(Z,T) + Dy(z, 7)0.S,
pero, per (3.76), és analeg a:
14 0,R+0.R = Dy(z,7)(1 + 9, R) — Do(2,7)0,R = Do(z,7),
1+ 8,R(z,7) + 0-R(x,7) = Do(x + R(z,7),7),

amb la qual cosa hem acabat.

Finalment, per la relacié (3.73), la condicié (3.78) és el mateix que (3.77). |

Proposicié 3.35. Per a cada pn € C in > 2, existeiz una unica série ¢, a P[z][[z71]] el terme
constant de la qual (el coeficient de e*" 277 quan k = j = 0) s’anul-la, i qualsevol altra solucié
de I’Equacic (3.72) en aquest espai €s la suma de b i un nombre complex arbitrari. La série oy,
és antisimétrica respecte la involucid o : (z,7) — (—z,m — T) i pot escriure’s com

On(2,Ti 1) = Pu(z, 73 ) + Omy(2, 73 1), Pa € P[], Gy € 27 Pllz71], (3.79)
on P, té grau 2n — 1 en z.

La successio {dn yn>2 esta determinada recursivament per les formules (3.82), (3.83) i (3.84).
Afegint els dos primers termes ¢0 7 gbl z—71+8 com els donats als Lemes 3.4 i 3.26, tenim
la “Integral Formal” (o “solucié completa formal”)

&(z,7,b; 1) Zb"(bn 2,75 1) (3.80)

n>0
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Observacié 3.36. L’antisimetria, que recordem té el seu origen en [’eleccio de la pertorbacio
2(1 — psinT) a (3.3), és una caracteristica del nostre problema molt itil: garantira que l’equa-
ci6 (3.72) transformada pel canvi (3.74), tingui la part de la dreta amb residu de mitjana zero
(és a dir que el promig respecte T del seu residu en x, o el coeficient de e*"x I quan k =0 i
Jj =1, s’anul-li) i aizi admetra primitives respecte x de Plx][[xz™]].

Per a altres tipus de pertorbacions, potser caldria admetre mailtiples de logx: les compo-
nents o, (x + R(z,7),7) serien de Plz][[z~']] ® Clogz. Malgrat la no-linearitat de Uequacid,
aquests termes logaritmics no proliferarien, perqué la part de la dreta de (3.72) esta formada
per les derivades de les components i, per tant, encara és de Plx][[z™']].

Demostracié. Procedim a fer el canvi de variable (3.74) al sistema d’equacions (3.71) i
(3.72): segons el Lema 3.34, les equacions per a les noves incognites g, (x, 7) = ¢p(x+R(z,7),T)
son

Oy +0.) 51 = O, (3.81)
(0r 4 02) Gn B, n>2, (3.82)
amb )
- 1 1+ 2R
By(z,7) = —2* [ ——= DG O s - 3.83
(2,7) = g (1+E)mR) m;n;:n Gy Oing (3.83)

ny,n2 > 1
L’eleccié que hem fet de ¢y(2,7) = z — 7 + S(z,7), es transporta a
gz, 7)=x—71

com la soluci6 de (3.81). Observi’s que les tiniques solucions a P[z][[z!]] d’aquesta equacié
homogenia sén les constants. Per tant, el primer resultat que proposa l’enunciat equival a
I'existencia d’una unica soluci6 g, (z,7) de (3.82) a Plx][[z™']] amb terme constant zero per a
cada n > 2.

Donada B € Plx][[z7]], 'equacié (9, + 0,)A = B és pot estudiar facilment desenvolupant
ambdds costats, primer en series de Fourier i després en series de potencies de x. Per a cada
k € Z, trobem (ik + 0,)A" = B la qual admet obviament una tnica solucié C[x][[z~!]] si
k #0:

1 1.\
Al = — 1+ =9, B
ik \" ik
L’tnica possible obstruccié és el residu de Bl (coeficient de x71); quan aquest residu s’anul-la,
lequacié 9,A° = B admet una tnica solucié a C[z][[x!]] sense terme constant. A més,
la valoraci6 respecte ! és augmentada, com a molt, en 1 quan passem de B a A¥ per
conseqiient, la série de Fourier obtinguda >~ A¥l(z) e també és de P[z][[z~]].

Com que una serie simetrica respecte o ha de tenir el coeficient de Fourier d’index zero
parell respecte z, quan B és simetrica no hi ha obstruccio i aleshores la corresponent solucio és
antisimetrica.

Procedint per induccié sobre n > 2: essent la serie 0,G,,(z,T) simétrica respecte o per a
1 < m < n—11itenint una part polinomial en x de grau 2m — 2, la serie Bn (n > 2) és simetrica
i té una part polinomial de grau 2n — 2, aleshores la corresponent solucié g, és antisimetrica i
té una part polinomial de grau 2n — 1.
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Recuperem les solucions ¢, de 'Equaci6 (3.72) mitjancant
bn(2,7) = Gu(z+ S(2,7),7) (3.84)

i son antisimetriques respecte la involucio o, perque el nostre canvi formal de variable commuta

amb 0. A més, com que S € z~'P[[z71]], el grau de les parts polinomials de ¢,, i j, és el mateix.
|

3.4.3 Les propietats ressorgents de la Integral Formal.

Veurem que les transformades de Borel formals an(C ,T; i) de les series gg[n] introduides
a (3.79) sén convergents per a ¢ prop de l'origen, incloent-hi el cas de qB[I] = 5. Segons
’Observacié 3.22, podem considerar totes les components ¢, de la Integral Formal (peratipu
fixats) com les repliques formals de les singularitats

van = Fv}n + ngna (385)

v . .
on P, és una combinaci6 lineal de singularitats elementals ) = sing (;;gﬂ) amb 0 < j <

. v
2n — 1 corresponents als monomis z7 (per conveni Py = 0).

Per tal d’establir el nostre resultat sobre 'estructura analitica d’aquests germs ggn, donarem
els conceptes basics de la Teoria de la Ressurgencia que ja vam comengar a les Seccions 3.2.4
i 3.2.5. Seguint les definicions donades a [Sa95] o [GSa01], a continuaci6 introduim el concepte
de funcié ressorgent.

Definicié 3.37. Definim RES com Uespai de totes les ¢ de SINGy o per a algun 0, o i el menor

de les quals ¢ s’estén analiticament al recobriment universal de C\iZ. Aquestes O s’anomenen
funcions ressorgents (amb singularitats a iZ).

Els nostres menors ¢,, seran a més regulars a ’origen, o sigui, menors que sén analitics a la
superficie de Riemann R que vam definir a la Seccié 3.2.1, perd no imposem aquesta condicid
a la definicié perque no simplifica en cap moment 1’exposicio.

Definicié 3.38. Sigui w = me¥ € Camb 0 e 5 +nZim €N Definim un operador lineal
A, : RES — RES segons la formula

ALp = Z % Sing(@eh...,amfl(w + C)), (3.86)

E1yeeny 6771716{“!‘7_}

on p(e) i q(e) = m — 1 — p(e) indiquen el nimero de signes positius i de signes negatius
ae = (g1, .. 6m1), @ g (w + () indica el germ obtingut per a arg( prop de § —
sequint la continuacid analitica del menor ¢ al llarg de 10, w[ i circumvalant els punts singulars
intermitjos e per la dreta si e, = + i per l'esquerra si e, = —.

Aquest operador A, pot entendre’s com una mitjana de les diferents possibles determi-
nacions del menor ¢ prop de la singularitat w. Obviament, quan m = 1 aquesta definici6 és
consistent amb la 3.24.
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Proposicié 3.39. L’espai RES és una subalgebra de RES&)} per a qualssevol 0 € S+mZ i 3 > 0;
els operadors A,, satisfan la regla de Leibniz.

Amb la definicié que hem donat, els operadors A, i A,,.2r sén diferents (vegi’s [CNP93b],
p. 208-209), pero actuen igual sobre funcions ressorgents els menors de les quals sén regulars a
I'origen.

També ara, quan les funcions ressorgents admetin una replica formal, ens interessara mirar
. Vv
I'operador A, actuant en el model formal. Per exemple, si ¢ € RES admet una transformada de

Laplace formal ¢ € P[z][[z7']] (Ia qual cosa vol dir que pot descomposar-se com la gvbn a (3.85),
o equivalentment que el seu menor ¢ és regular a l'origen), dir que A, ... A, ¢ € Plz][[z7!]]
per a tots els wy,...,w;, equival a la propietat que totes les singularitats que es troba la
continuacié analitica de ¢ sén sumes de parts polars (és a dir, combinacions lineals de 5\
amb j > 0) i singularitats logaritmiques (singularitats integrables amb menors regulars). Una
funci6 ressorgent (¢ o ¢) d’aquest tipus s’anomena simplement ramificada i la seva derivada
estrangera pot escriure’s a l’espai de les singularitats com

Ayp = Ano™ 4o+ Ayd + 0,

per a certes constants A; i on ngﬁ és el menor de la singularitat A,p, que pot calcular-se al
segment [0, ¢?] d’acord amb la férmula

N | |
o= Y PME e ) - g (w1 Q).
€1,Em—1€{+,—}

Al model formal escriurem:

App = AnzN + -+ Ay + B 19

Igual que en el cas m = 1, les derivades estrangeres puntejades Aw = e ¥ A, commuten
amb 2.
0z

. v o, . ., . . . . .
Observi’s que A, ... A, ¢ és una combinacié de les singularitats de diverses determinacions
de ¢ al punt w; + ... + w,, 1 aixo és important perque si coneixem totes aquestes derivades
successives, podrem disposar del comportament singular de ¢ a tot arreu.

Teorema 3.40. Totes les components gzNSn (n > 0) de la Integral Formal definida a la Proposi-
ci0 3.35 son funcions ressorgents simplement ramificades que depenen analiticament de T €
C/27Z i € C, i els menors de les quals tenen creizement com a molt exponencial al llarg de
les semirectes no verticals contingudes a R.

Per a cada w € iZ*, existeir una successio de funcions enteres {f,[f] (1)}, <y (o f(gi] () és

la funcio donada al Teorema 3.28) tal que compleizen [’equacio:

App = fWlemead  fllpp) =37 el (3.87)

n>0
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anomenada “Equacio del Pont”. Aquesta equacio ha de ser entesa com un sistema d’infinites
[w] wT —wg

“relacions ressorgents” obtingudes desenvolupant en poténcies de b: Awgzzo = fo e ?
A q; _ f[w] + §n (_1)'rw'r § : f[w]q; T —wS
w¥n — n —T! NNy Jpy $Png - ¢n
r=1

no+ni+...+nr=n+r
no 20, ni,...,np 22

per an > 1.
Aix{ dones, la derivada estrangera de A, ¢, queda determinada per f(gw} (n),..., L] () iles
series ¢, . . ¢n+1 Les derivades estrangeres successives de ¢,, es calculen aplicant la derivada

estrangera puntejada a ambdds costats de I’Equacié del Pont i desenvolupant en potencies de b.
Per exemple, recordant (3.44):

Ao Bug = U ALem®® = —w flrlem0, A9
_ Wlf[wl] <w2f[w2]82¢ ) f w2 ) (w14w2)dpd

la qual cosa ens permet calcular les series AW Awl g%n, que quedaran en funcié de féwl], e f}fl],

fl R Gy e,

Observacié 3.41. Fizem-nos que sempre estem treballant amb (3.80) de manera formal re-
specte b. La causa €s que en cap moment hem establert la seva convergéncia.

D’aqui i fins al final del capitol ens dedicarem a la demostracié del Teorema 3.40.

3.4.4 Estudi de les transformades de Borel R i S

Comencarem demostrant 'analiticitat de les transformades de Borel formals S and R a
R la qual cosa farem seguint el metode de funcions majorants ja usat a la Seccié 3.2.3.

Abans pero, necesitem demostrar dos lemes que seran el punt de partida del metode de
series majorants que usarem per a ’estudi de RiS.

Lema 3.42. La transformada de Borel formal de R és R((,7) = > >0 R.(C,7), amb séries
formals R, € ¢"P[[¢]] definides per les férmules recurrents

RO = Mgoﬁa

: N : :

R, = pé&T,, Tn:Z . (C"F) * Z Ry *...xR, , n>1,
r=1 ni+...+nr=n—r

on F((, T) es va definir a (3.23) i l'operador &y es defineix usant desenvolupaments de Fourier:

~ 1

A=&B & (Vkez) AM(() = C_ZkB['fl(g) (3.88)

a condicié que B s’anul-li a ¢=0.
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Demostracié. Com que F satisfa la condici6 FIO1(0) = 0 (gracies a (3.30) i (3.31)), es pot
comprovar inductivament que, per a cada n, R,, esta ben definida i és de ("P[[(]]. L’operador &,
esta definit de manera que les transformades de Laplace corresponents satisfan

—(0- +0,)Ry = puF,

- - - "1 = -
—(0, 4+ 0,)R, = uTy, Tnzzﬁ(azF) >  Ry...R,, n>1
r=1

ni+...4+n,=n—r

la qual cosa porta a que la serie ) R, (x,7) (la qual és formalment convergent) satisfa equa-
ci6 (3.77), per aplicaci6 a F' de la férmula de Taylor. [ |

Lema 3.43. La transformada de Borel formal de S és S(¢,7) = > om0 S.(¢,7), amb séries
formals S, € C"Pl[C]] definides per les formules recurrents

~

Sy = -R,
~ T+1 ~ ~
S, = Z "R) Z Spy k.o %Sy, n>1.
r=1 ni+...+n=n—r
Demostracié. Senzillament s’ha d’aplicar la férmula de Taylor a (3.76). |

Vista 'existencia de R(C LT ) i S (¢, 7; 1) podem enunciar el resultat sobre la seva analitic-
itat 1 creixement exponencial.

Proposicié 3.44. La série formal R(z,7;p) € 27 Pllz™"]] definida al Lema 3.32 i la série
formal S(z,7; ) € 27 YP[z7Y] definida al Lema 3.26 admeten transformades de Borel formals
R(C, ;1) @ S(¢, ;1) les quals son convergents per a ¢ prop de l'origen (uniformement en T

i p). Les funcions resultants son holomorfes en les tres variables i s’estenen analiticament a
RW x (C/27Z) x C.

A més, per a cada p €]0,1/3[, existeiz una funcié no decreizent k i un nombre positiu K
tals que

R(C i)l 18(C7: )] < K| cosh(Sm 7) e (b eossmn o0 (3:89)
per a € R,(,l), T €C/21Z, p € C, i onl és la funcid definida al Lema 3.3.

La resta d’aquesta seccié esta dedicada a la demostracié d’aquesta proposicio.
Sigui p € ]0,1/3] fixat. La demostracié de I'analiticitat de R per a € R( ) sera similar a
Pestudi que ja vam fer de F' a la Secci6 3.2.3. Recordem que es va obtenir: F' = D nso M "EL(C,T)

amb, d’acord amb el Lema 3.16, E, < fn, on les series majorants F,, es van definir al Lema 3.14.
Ara ens interessara escriure:

F:FO"i‘ﬁ*; F*(<>T>:ZNHFH(C77)7

n>1

F0<<1ﬁ0:p_3COST, F*<<1ﬁ*, F<<1.7:—:ﬁo+ﬁ*,

definint F,(¢,7) amb els seus coeficients de Fourier ﬁi’“}(g ) =2 st | u|".7:—7[f](§ ). Aquests coe-

ficients ]—A',.[k] son funcions enteres de ( les quals s’anul-len a 0, i el desenvolupament de Taylor
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de les quals només té coeficients no negatius. Amb un raonament lleugerament millorat re-
specte el del Lema 3.14, es demostra que la serie de Fourier Y. Fi [k](C)eZ’” convergeix per a
7 € C/277Z uniformement per a ¢ en qualsevol compacte de C. La transformada de Laplace
formal de F(C,7) la tenim donada explicitament a (3.34) (substituint x per |p|).

Per la definicié de & i del Lema 3.3, les series R, donades al Lema 3.42 s6n convergents i
defineixen funcions analitiques a R (C /277Z). Es tracta ara de buscar-ne séries majorants R,
que ens permetin demostrar la convergencia de la seérie de funcions holomorfes >~ R,,.

Comencarem descomposant RO com u&)ﬁ’o + ué’oﬁ*, on
Eokv<y p 1 F

(perque ]E"(EO](C) =0i|(—ik|>pperak#0i(¢€ Rél)). La strie majorant per a &F, i la
resta de R,, es deduiran usant el segiient resultat.

Lema 3.45. Ezisteix o > 0, depenent només de p, tal que, st B<, B amb funcions enteres B
que s’anul-len a 0 i el desenvolupament de Taylor de les quals només involucra coeficients no
negatius, aleshores

A ~ A A A

A=B = A<<1A:a0<B.

Demostracio. El fet que les funcions BH ganullin a I'origen ens permet escriure A=
(71C amb C = EB<2p~'B seguint el Lema 3.13 adaptat a RS, A més, |[(|714(C) esta fitat
a R,(,l) (gracies a (3.28), usant \é\ = ((¢) al full principal i |é\ > p als altres), aixi doncs, per a
tot ke Z1i¢eRY,

BR(0(0)) < %BW (€(0),

per a algun a > 0.

Arribem al resultat enunciat comparant B (¢) = 3 i1 bgk]fj i 9. B8M(0) = 3 i1 jbg-k]fj_l
per a qualsevol £ € RT. [ |

Observaci6 3.46. Les transformades de Laplace formals de les seéries majorants estan rela-
cionades segons la formula A(z,7) = azB(z,7), i aizo implica que B(z,7) = O(272).

Corollari 3.47. Per a cada n, R,<1R, amb séries magjorants definides per les formules
recurrents:

Ro = |y (p‘lﬁoJra@cﬁ*)’

A A A 1 A A A
R, = |p|ladT,, 7T,= —(C"F) Z Ruy *... %Ry, n>1.
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Demostracié. Es pot comprovar per induccié sobre n que T.<1 ’];, gracies al compor-
tament de les series majorants respecte la convolucié a Rp que vam establir a la Seccié 3.2.3

(com que |C | < £(C), aleshores ("F'<y ¢"F), i per tant 7, esta en les hipdtesis del lema anterior.
|

Segons (3.36), només ens queda fitar els termes de la serie 3" R, (£(¢),iSm 7). Tal i com
vam fer a la demostracié del Lema 3.14, aix0 pot fer-se considerant la serie de les transfor-
mades de Laplace 7~2n(x,7), les quals sén series convergents de z i que estan determinades
recurrentment per les férmules:

Ro = |yl (ozx]:"(a:,T) — (ax — p_l)]:"o(x,T)> ,

. 1) - . .
R, = |plax Z%@;]—'(x,ﬂ Z Ry - R, n > 1.

r=1 ni+...4nr=n—r

En aquestes expressions s’hi pot entreveure el desenvolupament de Taylor d’una equaci6 im-
plicita: la serie generadora R(z,7,6) = > - Rn(x, 7)™ és solucié de

otz IR = |y ( (x —O6R,T) — (1 (apx)_l)ﬁo(x,7)> :

Substituint (3.34) perd posant R(z) =1+ 25(2), X = (pz)~' i v = |u|p~ cos 7, trobem
R(z,7.6) = v(pa) U ((px) ™, lulo™ cos 7,),
on U(X,v,6) =3, 5o Un(X,1)d" resol
U=1+av(l—pévX?U) " (pdXU + 4fS(4vX f)),
f=Ff(X,v,6,U)= (1 - psvX?U)™" + X(1 - povX?U)2 + X*(1 — psvX?U)~*

El Teorema de la Funcié Implicita conclou que, en aquesta situacio, existeix un nombre positiu C'
i una funcié no decreixent A (només depenent de p) tal que la funcié U és holomorfa i fitada
per C per a [§] < 21 |X| < A(Jy|)~". Per tant [2R,(z,7)| < 27"p*C|ucos 7| per a |27 <
pA(p~3|pcosT|)!, la qual cosa implica

ﬁn(Ca 7—) S 2_n_1K|ILL COS 7" @H(p73|MCOsTDC

amb K =2p~%C ik = p~!A.

Gracies a (3.36), obtenim el resultat buscat per aﬁ({, T) a R(l) x (C/27Z). Posant § = 1,
també tindrem que R<; R amb una serie majorant R = - R,((, 7) la qual satisfa

IR(C, )| < K|pcosT|exle lncosthe ¢ e RT 7 € C. (3.90)

La serie formal S del Lema 3.43 convergeix clarament per a ¢ prop de l'origen i s’estén
analiticament a Rp x (C/2n7Z). S'obté la majoracié S,<; S, definint:

Sy = R,
Sn = Zl Z Sm*...*gnr, n>1.
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La serie generadora S(z,7,8) = 3. ., Sn(2, 7)0" és solucié de

S=R(z-65,71),
i aribem a la mateixa conclusié que abans (augmentant K i k). Altra vegada prenent § = 1,
tenim que S<; § amb una série majorantque satisfa la mateixa desigualtat (3.90) que R.

Amb aixo acabem la demostraci6 de la Proposici6 3.44. Només indicar que 'analiticitat
de S també es podria deduir aplicant les idees de [Pha89] relacionades amb “funcions implicites
ressorgents”.

En vista a capitols segiients, ens interessa establir I'existencia de funcions analitiques obtin-
gudes com a resultat de la resumacié de Borel de les funcions ressorgents R i .S.

Corol'lari 3.48. Sigui D, el domini definit a (3.62). Existeir una solucié R~ 2m-periodica en
7 i analitica a D, x Ty, de lequacio

1
(0 + 0:)R(w, 75 p1) = =1 = - (¢ + R(x,73)) 0.y (2 + Rla, 75 p0), 73 1), (3.91)
és a dir, el canvi z = x + R~ (x,T) conjuga el camp
1 5,
a‘r - Z z az(bo (Za T M)az
amb el camp redrecat O, + 0,. També existeix una solucio S~ 2mw-periodica en T i analitica

a D, x Ty, de l'equacio
S(z,mip) = —R(2 + S(z,7; 1), 75 1), (3.92)

és a dir, que una €s la inversa de l’altra:
r=2z+S5(z,7;u) & z=x+ R (z,7; ). (3.93)
A més, compleixzen que

R (z,7;p) = Oz ) i S~ (z, ;1) = O(z71). (3.94)

Demostracié. Al Lema 3.32 es va establir existeéncia d’una tnica solucié formal R a
Pespai 2~ P[[z~']] de 'Equaci6 (3.91) amb ¢y i a la Proposicié 3.44 hem demostrat que la seva
transformada de Borel formal B és convergent prop de l'origen i s’estén analiticament a R
amb creixement, com a molt exponencial, per tant, podem calcular-ne la seva transformada
de Laplace en la direcci6 R™ i, pel Teorema de Cauchy, esta definida analiticament a D
Pot comprovar-se que aquesta funcié és solucié de (3.91). A més, és asimptotica Gevrey-1 a

R € z7'P[[z~Y]], per tant, R~ (z, ;1) = O(z~1).

Per a la S~ pot fer-se un raonament analeg. [ ]

3.4.5 Final de la demostracié del Teorema 3.40.

Tenim ara ja tots els resultats necessaris per poder demostrar el Teorema 3.40. Tornarem
a utilitzar les idees de la Secci6 3.2.6, pero ara d’'una manera més sistematica, per tal d’anar
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deduint les relacions de Ressurgencia i la propagacié de 'analiticitat d’un full de la superficie
de Riemann R al proper. Es tracta de demostrar 'analiticitat de cada gzgn(g‘ ,Tip) a R X
(C/27Z) x C (amb creixement com a molt exponencial en direccions no verticals de R), amb
només singularitats “simplement ramificades” les quals vénen donades en termes de la Integral
Formal i d’escalars £ ().

Comencarem demostrant I'analiticitat a R x (C/27Z) x C, i després la “propagarem”
d’un full a l'altre de R resolent equacions lineals per a les derivades estrangeres.

Analiticitat de ¢, a R

Proposicié 3.49. Les transformades de Borel formals an(C} T; 1) de les components de la Inte-
gral Formal tenen totes la propietat (A) de ser convergents per a ¢ prop de l'origen i definir una
funcid holomorfa a R x (C/2nZ) x C amb creizement com a molt exponencial en direccions
no verticals de RW.

Demostracié. La propietat (A) ja es va comprovar per a ¢ a la Seccié 3.2 i per a ¢; a
la seccié anterior, doncs recordem que, per definicid, ¢; = 5.

Per an > 2, usarem la férmula (3.84), descomposant g, en la suma d’un polinomi p,, € P[]
i una serie gp,) € 7 'P[[z71]], 1 després analegament p,(z+S(z,7),7) com la suma de P, € P|[z]
i de P,y € 27 'P[[z7']]. Seguint la notacié (3.79), tenim

Ot = o) (2,7) + Gy (2 + S (2, 7), 7). (3.95)

Per la Proposici6 3.44, la propietat (A) és immediata per a 15[”](4“ ,7) (desenvolupant cada
monomi (z + 5(z, T))J i usant P'estabilitat per convolucié d’aquesta propietat).

La transformada de Borel formal del segon terme de la dreta de (3.95) es pot esciure com:

n+z

r>1

) % S*7 (3.96)

i per tant, com a conseqiiéncia de (3.82),

on B[n] s'obté de B, eliminant la part polinomial.

Queda només demostrar que g, = Bgj, satisfan la propietat (A). En efecte,

By=a*(1+27'R)Y (-0, R)"

r>0

implica que B, satisfa la propietat (A), ates que es pot usar (3.89) per fitar (CR(C ,T))*T amb
K || cosh(Sm 7)% w0 aixi és que g = —EBs també la satisfa. Per induccié sobre n, el
mateix és cert per a les altres funcions B, i Jn = —&,B,

Veiem doncs que (3.96) és una serie convergent de funcions holomorfes per a cada n > 2
(per fitar S* susa (3.89)). |
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Corol-lari 3.50. Les singularitats an definides a (3.85) per a n > 0 son elements de [’es-
Pai RES&% per a qualssevol 0 € 5 +7Z i f < .

Demostracié. Per al cas de qbo gbo, aquest resultat ja el vam establir a la Secci6 3.2.6,
com a conseqiiencia del Teorema 3.8. La Proposicié 3.49 ens déna el resultat buscat per a la

\
resta de singularitats ¢,,, doncs es tracta de la mateixa propietat indicada a la Definicié 3.24
de l'espai RES%. [

Demostracié de I’Equacié del Pont per a w = +i.

De moment, només tenim les derivades estrangeres A; and A_; per ser aplicades a les

singularitats (jﬁn D’acord amb el Teorema 3.28 de la Seccid 3.2.6 i les explicacions donades alli,
ja sabem que

Ao = f(w)e'™ exp, (="(i9)),

v
i, per descomptat, una relacié similar per a A_;¢,; aquestes relacions poden escriure’s en el
model formal:

A¢0 fO ( ) 71&17 —z¢0 fO Z]( ) iq;l’

Proposicié 3.51. En realitat, féﬂ (n) = f(g_i] ().

Demostracié. Observem primer que es compleix la propietat ( Aiéo) 00 = — A_igzgo on
o és la involucié (t,7) — (—t, 7 — 7). Efectivament, per a qualsevol 55,
A_i(poo)((,T)= Sing(é oo(¢ —1, 7')) = sing(é(—( +i,7T— 7')) =
- Al¢(_C7 ™= T) - (Al¢) © O-(Cv T)'

Per tant,

A,z(é o0) = eiZA,i(é o0) = eiz(Ai@ oo = (eiizAZ(@ oo = ( Az(;) o

Pero, segons el Lema 3.5, (50 és antisimetrica respecte o, per tant, A_Z-(gzgo o0)=— A_i(gbo) i
arribem al primer resultat que voliem, d’on deduim que:

((Aido)00) (2.7) = —£ e,

Per altra banda, la Proposicié 3.35 ens diu que ¢ (z, 7) =2 -7+ S(z,7) on de S sabem
per ’Observacié 3.27 que és antisimetrica respecte 0. Com a conseqiiéncia,

<( Azq’go) o O') (Z,T) :f[z]< )e_id)l(—ZﬂT—T) _ f(g} (M>ez7re—z( Z+T+S( 2,m—T)) —
_f 1]( ) im 1 2—74+5(z2, ) _ f[gl] (Iu)eizzbl (z,‘r).
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Aixt dones, f3 () = f5 " (). u

Seguint els mateixos raonaments de la Seccid 3.2.6, podem derivar relacions analogues per a
% v v
les restants singularitats ¢,,. Perd és més eficient treballar amb la série generadora ¢ = > b"¢,,:
v v
sigui X = A, ¢, és a dir

X=3"t"X,, X,=A.0,€SINCyy,

n>0

__ 0 _m 3 _
peraw=¢" ambf =750 18=m.

En aquests moments, per a n > 1 encara desconeixem la naturalesa de la singularitat de

~ v
cada ¢, i no hi ha per tant una replica formal obvia per a les singularitats X,,. Pero les regles del
calcul estranger ens permeten obtenir les equacions lineals que satisfan aquestes singularitats,
unicament aplicant A, a (3.71) i (3.72); 'equaci6 corresponent per a la serie generadora és:

0.X+Dx0X =whxX, D= —4115@) % 9. (3.97)

Per altra banda, tal i com vam fer a la Secci6 3.2.6, es pot comprovar que la serie de

v %
singularitats Z = exp,(—wz + wd,@) satisfa

v v \

0,2+ D*07Z =-wDxZ. (3.98)

v
Usant el desenvolupament de ’exponencial, aquesta Z ha de ser entesa con una serie formal
v v N
Y b"Z, amb coeficients a SINGyg: Z, = e~wm+w"S ote. De fet, 'Equaci6 (3.98) és una
conseqiiencia de I'equacié

(0: + DO.)0ye = 0,
la qual és simplement la linearitzacié de 'Equacié Inner (3.3) al voltant de la Integral Formal ®.

Combinant les Equacions (3.97) i (3.98), obtenim

0,0+ Dxdp=0, $=Xx2,
la qual es resol desenvolupant en potencies de b i raonant com es va fer a la Seccié 3.2.6: tenim
090 + Do x 0y = 0, la qual és 'Equaci6 (3.59), per tant ¢, ha de ser proporcional a § amb el
factor f&w}(u), ¢, s’ha d’anullar i obtenim aix{ per induccié que cada ¢, és proporcional a §
algun factor f ().

Com a resultat tenim una successié de factors de proporcionalitat ( f#](u))n tal que

Awavﬁ = (Z b L] (u)) exp, (wz — w@bgﬁ), w = +i. (3.99)

n>0

Desenvolupant ara respecte b, veiem que cada A, ¢, admet una transformada de Laplace formal
a P[z][[z7!]]; 1a relacié corresponent a (3.99) i el seu desenvolupament en el model formal sén
precisament les relacions ressorgents indicades al Teorema 3.40 per al cas w = =:.
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Les derivades estrangeres i propagacié de I’analiticitat.

Sigui RES®W I'algebra formada per totes les singularitats de RES((;T)r peraf € 5 +7Zique
admeten un menor regular el qual s’estén analiticament a R(Y. Sabem pel Corol-ari 3.50 que
cada ¢, esta a RESW.

Quan desenvolupem respecte b, 'Equacié (3.99) indica que les singularitats gvén estan de
fet al subespai que podem notar amb RES®| format pels elements ¢ de RES™ les derivades
estrangeres dels quals Ay, estan a RESW.

Els arguments i les notacions RES™, RES® s6n essencialment els mateixos que a [GSa0l,

p. 588]. Si 721 = A4;, la determinacié de ¢ en qualsevol dels quatre mitjos-fulls accessibles
travessant l’eix imaginari entre ¢ i 2i, o entre —¢ i —2i, pot expressar-se en termes de les
determinacions principals de ¢, 1ﬂ+ i 1/;_. Aixi doncs, les derivades estrangeres actuen com una
eina d’exploracié de la superficie de Riemann R.

Aquest procés pot ser continuat perque Uespai RES® és una subalgebra sobre la qual no
només esta definida la primera derivada estrangera A.;, siné que també ho estan els operadors
Ai;0AL; 1 Aps. A (3.86) ja vam definir els operadors Ag; i A_y; i sabem que satisfan la regla
de Leibniz.

Podem doncs aplicar la derivacié estrangera a 'Equacié (3.99), després d’haver desenvolu-
pat, i repetir els mateixos arguments d’abans amb A_,;, obtenint aixi expressions de totes les
derivades estrangeres computables en termes de singularitats conegudes per estar a RES®.
Una vegada més, aquestes férmules poden interpretar-se com informacié de les determinacions
dels menors (;Bn sobre fulls llunyans de R, suficient per establir que:

6. € RES® = {» € RES® | Aid € RES® i Aop € RESD Y ete,

és a dir, que es pot construir una successié decreixent d’espais tals que tots contenen les
v

singularitats ¢,, i la interseccié del qual no és siné RES.

Amb aixo hem acabat la demostracié del Teorema 3.40.



Capitol 4

Existencia 1 aproximacio de les
varietats invariants a la zona inner.

4.1 Les solucions inner com a aproximacions.

L’objectiu d’aquest capitol és I'estudi de les varietats invariants estable i inestable a la zona
inner D = D, U D! _ definida a (1.51). Ens hem centrat en la varietat invariant inestable,
pero tot el procés es pot repetir analegament per a la varietat invariant estable.

Ens situarem prop de la singularitat im/2 de la varietat invariant amb el canvi
z = (u—in/2)/¢, que transforma el domini D? , en:

D!, :={z€C;|z|<ae" !, Smz < —cln(1/e), |arg(z)| > 1} (4.1)

cln(1/e) )
N ag’”

N

Figura 4.1: Domini D¢ | .

Analogament, el canvi z = (u + i7/2) /e ens situaria prop de la singularitat —im/2 i trans-
forma DY _ en:

D! :={z€C;|z| <@, Smz > cln(1/e), |arg(z)] > Bi}.

105
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Notarem el domini inner de la variable z per

D! =D, UD! .

En tot el que segueix considerarem fixades les constants @, 7, ¢, 41 1 09 que defineixen el
domini D! x T,,. També considerarem fixada py que ens limitara els valors del parametre .
Qualsevol constant que es generi sota aquest domini evidenment dependra d’aquests parametres,
tot 1 que no ho indicarem explicitament. També en aquest capitol, tot i que les funcions
depenguin d’algun dels parametres p i € o d’ambdds alhora, per simplificar la notacid, la
majoria de vegades no indicarem aquesta dependencia.

El resultat principal d’aquest capitol és l'aproximacié de la varietat invariant inestable
o (z,my,6) =T~ (ez +im/2,7; ) a DY per la funcié ¢, (z, 7; u), estudiada amb tot detall
al Capitol 3.

A Tesquerra del domini D* construirem una corona que ens servira d’enlla¢ per fer el
matching entre I'aproximacio de les varietats a la zona outer i ’aproximacié a la zona inner, en
el sentit que, per estudiar la varietat invariant inestable a DY, usarem la seva informaci6 a DY
donada pel Teorema 2.1 a través de la funcié T~ (u, 7; p, €).

Teorema 4.1. Existeix ey > 0 tal que, per a qualssevol 0 < o < 0¢, 0 < 1 < pg, 1/3 <y < 1/2
i 0 < e <e, la solucid de U'Equacid (1.57) ¢~ (z,m;pu,6) = €T~ (ez +im /2,7y p, €) existeix i és
analitica a DZ | x T,.

A més, existeix una constant dy tal que

H6z¢_ - 8z¢6”oo S dO 52a

82

D2~ — 02y ||oo < do—s——,
|| ZQS z¢0 || — 01n2<1/8)

on la norma s’ha pres al domini D¢, x T,

Farem només 'aproximaci6 a D, essent totalment analoga per a I'altra part del domini
Du

e

4.2 Dominis de treball.

Per tal d’aconseguir els resultats finals al domini D¢ |, inicialment haurem de treballar amb
un domini més gros, per tant, donats a > @ i ¢ < ¢, definim

D, i={2€C;|2| <as’!, Smz < —¢ln(1/e), |arg(2)] > 6} (4.2)

Entremig de D¢ | i f)g . necessitarem diversos dominis, que definirem amb ’ajuda de constants

DYV = {2 €C; |2l < (1 - h)ae"™, Smz < —(1+ hy)eln(1/e), |arg(z)] > 8} (4.3)
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. . . 0 ~ .
Per conveni, considerarem hg = 0 i aleshores DQQ = D¢, . Observem que, si h;_; < h;, els

corresponents dominis compleixen que Dg(fr) C Dg(fl), tal i com es veu a la Figura 4.2; pel que
fa a 'angle ﬁflil), s’haura de canviar per 'angle ﬁ;l) = ﬂyfl) + b on b sera tal que permeti la
situacio representada a la Figura 4.2, és a dir, per a certa w > 0, Vz € Dg&) es compleixi que

Bz(|z|€‘”) C Dgﬁ_l). El domini DY, sera Dg(i), de manera que tindrem la cadena:

m u(3 u(2 u(l u(0 ~NU
D, =D D! c D c DY =D,

Figura 4.2: Domini Dg(fr) C Dg(i_l).

De vegades, ens interessara destacar el tros de la frontera de I'esquerra de 756“ 4
I, ={2€C;lz]=a"", Rez <0, Smz < —¢ln(1/e)}; (4.4)

al seu voltant, considerarem la corona Dis ¢ d’amplada 20 a Destil de la definida a (1.61) i que
podem veure a la Figura 4.3:

Vs ={zeC (1=8)ae" < |z] < (1+d)ae” !, Rez <0, Smz < —(1—6)cIn(1/e)},
(4.5)
en la qual es fara el trasvas d’informacié de la zona outer a la zona inner, doncs és important
observar que, per l'eleccié que es va fer de a < @ < a, els punts z € Df 5, corresponen a
u = €z + im/2 encara al domini outer DY 1 és per aqui que farem el matching d’informacié
d’una zona a l'altra.

Si treballem amb Dg@, només haurem de canviar a per (1 — h;)a, ¢ per (1+ h;)é i 0 per §;
(4) 5 yuld)
iD

. . u
i tindrem els corresponents I, '/ 1 D5 .

4.3 Canvi de variables z =z + R (z, 7).

Ja vam comentar a la Seccié 1.6 que de vegades ens convindria treballar amb T = T — €T}
per tal de tenir explicites les propietats de T7. Després del canvi de variable i de funcions

z=(u—1ir/2)/e
O(z,7) =T (ez +im)2,7) = eT(ez +im/2,7) — 2 pp(ez + im/2) cos T (4.6)
F(z,7)= f(ez +in/2,7),
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~

—cIn(1/e)

Figura 4.3: Zona de matching, DY ..

. h2
on ja haviem definit p(u) = 2/cosh®u i f(u,7) = smh4u(1 + cos(27)), 'Equacié (1.68) pren
cosh”™ u
la forma:
— h? T/2) . — —
0.0+ o8 (682 :_ ir/2) (0.¢)? —eptanh (ez + im/2) cos 70, —%p (ez + im/2) +e* 1’ F(z,7) = 0.
£
(4.7)
El corresponent terme de ¢ d’ordre 0 en €, @, satisfa 'equacié:
— 1 — —
O0r¢y — §z2(8z¢0)2 — pcos Tz r0.py + 2272 — p*22  cos® 7 = 0, (4.8)
i pot comprovar-se que
Go(2,7) = ¢o(z,T) + 2ucosT 272, (4.9)

essent ¢g una solucié de I'Equacié Inner (3.3). Pel Corol-lari 3.30, ¢ (z,7) ~ éo(z,T) =
4271 —2ucosT 272 4+ O(273), per tant, la varietat invariant inestable estara caracteritzada per

¢, tal que:

0o (2,7) = ¢y (2,7) +2ucosTz > =27 (4+0(z7%))  V(z,7) € DL, x Ty, (4.10)

Per tal d’estudiar la diferéncia entre ¢ i ¢, definim la funcié

¢ (277_) = 5_(277) _55(277—> (4'11>

a(z,7)€ D¢, x Ty, Aquesta funcid és solucié de I'equacié que s’obté a partir de les Equacions
(4.7) i (4.8):

o) — (%2 0,00 (2,7) + pcostz +a (2, T)) 0.9 = b(2)(0:4)* + ¢ (z,7), (4.12)
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on s’han considerat les funcions:

1 2 _
a (z,7)=— <— cosh?(ez +im/2) + %) 0.9y + pcost(etanh(ez +ir/2) — 27,

4e2
b(z) = — % cosh®(ez +im/2),
Y A ST Wy (4.13)
¢ (z,7)=— gz ¢os (ez +im/ )+§ (0.0 )"+

+ peos T (etanh(ez +im/2) — 27) 0.4, +
+2p(ez +im/2) + 2272 — ' F (2, 7) — p*22 * cos? 7.

El segiient lema ens transformara ’Equaci6 (4.12) en una altra que ens permetra arribar
als resultats que volem.

Lema 4.2. FExisteix ¢g > 0 tal que, per a %ualssevol 0<pu<pg 0<y<1i10<e < e,
existeir un canvi de variables analitic a Dau(fr X Ty,

z2=x+ R (z,7) ( 0bé v=2+4+85 (z,7) analitic a Dz(fr_l) X TUO) (4.14)
tal que

1. la funcio

U (z,7) =7 (v+ R (z,7),7) (4.15)
és solucio de [’equacio
OV 4+ (1—A(2,7) 0,V = B (2,7)(0,¥)* + C (z,7) (4.16)

on les funcions A=, B~ i C'~ son analitiques a Dg&) X Toys

2.V (x,7) € D:,(fr) X Ty,, es té que z € D:,(f:l) (0 bé Y (2,7) € Dz(fr) X Ty,, es té€ que
T € Dz(fl));

u (i)
V565

)

3. N1TeT,, ze Fz(z es transforma en z € D i/ . C f?ng per a una certa 6;.

A més, existeizen constants Cy, C'y, C'4, Cp, Cg, C%, Co, Cf, CL tals que ¥ (z,7) € Dgﬁ) X Ty,

|A™(z,7)| < Cae®, 0. A™ (2, 7)] < Cet, |02A™ (z,7)| < CYe?,
|B™(z,7)| < Cplzf?, |0:B™ (2, 7)| < Cplz], 0B (x,7)| < C%,
|C~(z,7)] < Cee?, 10.C~ (x,7)| < CLe?|z| 72, |02C~(x,7)| < ClLe|z| 3.

(

)

Observaci6 4.3. De fet, per a cada 7 € T,,, la tmatge de F: 9 pel canvi €s una altra corba,

(@)

)

que €s arbitrariament propera a F;L perqué 0; pot ser tan petit com es vulgui.

Demostracié. La informaciéo que tenim del Corol-lari 3.48 és que el canvi de variable
(4.14) conjuga l'operador

22 P
0y — v .00 (2,7)0, = 0; — (Z 0.0, (2, T) + pcos TZ_l) 0,
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amb l'operador 0, + 0,. Aixi doncs, si a I'Equacié (4.12) li fem el canvi (4.14), es transforma
en (4.16) on s’ha usat la notacié:

1
14+ 0, R (x,7)’
1 (4.17)
(14 0,R(z,7))%
C (x,7) =c (x+ R (z,7),7T).

A" (z,7) =a" (x + R (x,7),7T)

B™(xz,7) =b(z + R (z,7))

A més, del Corol-lari 3.48 deduim que 3d > 0 tal que
V(z,7) € DXV x Ty, |R (x,7)| <dlz|™" <d(1+ k)" I~ (1/e). (4.18)
Si € és suficientment petit, existeix 0 < h;_1 < h; < 1 tal que
dlhi —hi_)) "1+ h) et <aem In(1/e) 1 d(h — hio) N1+ ) TRE < En?(1/e),
d’on podem obtenir:
|R™(2,7)| < (hy — hi_y)ae"™* i |R™(z,7)| < (h; — hi—1)¢In(1/e)

i usar-ho per demostrar que z € Dgﬁ_l):

|Z‘ S ’.ZC‘ —+ ‘R7<£C,T)‘ S (1 — hi)CNZS’yil -+ (hz — hifl)&e’f’yil = (1 — hi,1>(~l€’yil,
Smz < Sma+SmR (x,7) < —(1+h;)éln(1/e) + (h; — hi—1)¢In(1/e) =
—(1 + hz_l)EIIl(l/é)

Pot comprovar-se facilment que, per aquest canvi de variable, x € F:(i) es transforma en

z € D:(gi) L C 75;‘ . per a certa 0 < §; < 1. Efectivament,

j2|(1 = |R™ (2, 7)27]) < |2| < J2|(1+ R (2, 7)a™"))
i, com que |z| > (14 h;)cIn(1/e), de (4.18) tenim
(1= 6;) < |2 < |=[(1+6)

on s’ha pres §; = d(1 + hy)"2¢"2In"?(1/¢), que és menor que 1 si € és prou petit. D’aquestes
desigualtats s’obté, per una part, que

r+ R (z,7) = O(x), (4.19)

fet que sera utilitzat repetidament en el decurs d’aquesta demostracio, i per altra part, com
que |z| = (1 — hy)ae" !,

(1—h)ac" " (1—6&) <|2| < (A1 —h)ae" " (1+6)

u(i)

o sigui, que z € D%(Si#.
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Per tal d’obtenir les fites de ’enunciat, primer estudiarem les funcions que intervenen a les
definicions (4.13):

1 2 : I N S DRy 4
o cosh®(ez +im/2) = g~ < 1 3(£z) +0(ez)" ),
2p(ez +im/2) = 2 =z <—2 + 2(5,2)2 - 0(52)4) :
cosh?(ez + im/2) 3

etanh(ez +in/2) = 27! (1 + %(82)2 + O(az)4) :

2e?

cosh?(ez +in/2)
2
= z* (—2 - 5(52)2 + O(ez)4> cos® 7.

'F(z,7) = f(ez+in/2,7) = (e tanh(ez + in/2))* cos® T =

Aixi doncs, usant el resultat (4.10), que ez = O(£7) i que z~* = O(In"'(1/¢)), obtenim:

a(z7) = 2 (%(52)2 + 0(52)“) 272 (=4 +0(27?) + pcostz" (%(82’)2 + O(gz)4) -

= O(ez)?,
0.a” (z,7) = €0(ez),
O%a(z,7) = £*O(1).

b(z,7) = éz2 (1+0(e2)?),
0.b(z,7) = 32 (1 +0(e2)?)

Pb(z7) =+ (14 0(c2)?).

4
¢ (z,7) = %zg (%(52)2 + 0(52)4) 216+ 0(27%)) +

+pcosTz <é(ez)2 + 0(52)4) 22 (—44+0(z7%) +

e <§(€z)2 4 O(az)‘*) e (§(€Z)2 + O(ez)4> cos? T2 =

= 252 + O(e%(e2)?) + O(e*272) +

+pLcos T <—%l 2271+ O((e2)) + 0(5223)) +

—i—; g2+ 0(e*(e2)?) + (%5222 + 0(84)> cos® T = O(e?),

0.c (z2,7) = O(e*(e2)) + O(e?273) + pcos (% 2272+ 0 (54)) +0 (%(e2)) +

+ (—% 2273+ 0 (55(5z))) cos’ 7 = O (°277),
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z

O2c (z,7) = O(e*) +0(e*27*) + pcost (—g 2273+ 0 (65(82’))) +0 (') +
+ (452274 +0 (56)) cos’tp? =0 (522:’3) .

Finalment, usant que |1 + 0,R™(x,7)| > 1/2, la relacié (4.19), que ex = O(&7) i que
|z| > (1 + h;)éIn(1/¢), traslladem la informacié trobada per a a=, b~ i ¢ a les funcions (4.17).
Per a la funci6 A~ i les seves derivades,

1

— 2 A_ < 27.
o CE) = ATl < Cac™s

A (z,7)=a (x + R (z,7),7T)

O?R~(x,7)
1+ 0,R (x,7)?
=e0(ex) + O(E)|x + R (z,7)|*|z| 2 = O(e"™) = [0,A (z,7)] < Che'™;
O2A (x,7) =0%a" (z + R (z,7),7)(1 + 0, R (z,7))+
O?R~(x,7) N
1+ 0,R(z,7)
PR (x,7)(1+ 0. R (z,7)) — 2(0*R(z,7))?
(14905 (z,7))3
=0(*) + O(*)|x + R™(z,7)| - |2[ > + O(*) | + R (z, 1)’z =
=|02A" (2, 7)| < Che?

0, A (x,7) =00 (x + R (x,7),7)+a (v + R (z,7),7)

+0.a" (v + R (x,7),7)

+a (x+ R (z,7),7)

Seguirem el mateix procés per a B~ i les seves derivades:

B (z,7) = b(x+R_(:)3,T),T)<1 +8xR1(x e =0 (2°) = |B (z,7)| < Cplz|?,
B () = Oblat BT o b R (1;2222—87 3)3 -
= O(z]) + O(Jz))O(|z|7%) = [8.B™(x,7)| < Clal,

@%R_ (x,7)
(1+ 0, R (x,7))>
+2b(x + R~ (2, 7),7) O, R™(z,7)(1 1—1(?};0}(%%8’)7;)?(%]% (x,7)) _

= 0(1) + O(lzNO(|z7*) + O(lz)O(jz|™") = [92B~(z,7)| < C5.

823_(x, T) = 8§b(m + R (x,7),7) — 30,b(x + R (x,7),7)

T

C(x,7) = ¢ (z+R (z,7),7) = |C (z,7)] < Cee?,
0,C (x,7) = O0.c (x+ R (z,7),7)(1 4+ 0, R (z,7)) = 0,0 (z,7)| < CLe?|x|?,
2C (z,7) = O*c (x+R (2,7), 7)1+ 0, R (2,7)* + 0.c (x+ R (2,7),7)0’R (x,7) =
= £0(l2[7°) +20(|2[)0(|2]7°) = |9;C (x,7)| < Cgel=] . u

4.4 Condicions de matching.

Necessitarem informacié de ¥~ (x,7) i les seves derivades quan (z,7) € F:E}r) x T, i, per
tant, de ¢ (z,7) i de les seves derivades quan z = x+ R~ (x,7) € D:Sl) . C @ZJF, que es troba al
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domini outer. Pero, recordant que ¢~ (z,7) = T~ (ez+1imw /2, T), Uestudi previ de ¢, al Capitol
3 ila relaci6 (4.9), ens donaran aquesta informacié. El segiient lema en recull els resultats, que
seran usats com a condici6 inicial de les respectives equacions.

Lema 4.4. Existeix €9 > 0 tal que, per a qualssevol 0 < pu < pg, 0 < v <110 < e < g,
existeir cog > 0 tal que

|0, ¥~ (x,7)| < ¢ (52 + 64*47)

u(1)
V(z,7) €I} % TJO,{ 20 (2, 7)| < g (53 4 65—57).

Demostracié. Per definicié ¥~ (z,7) = ¢ (v + R~ (z,7),7) i en tot el procés tinguem
(1)

)

present que si (z,7) € I'7y’ x Ty, aleshores || = (1 — hy)ae’ ™" i, a més, existeix 0 < 0; < 1

1
tal que z € D:g .

(14 01)(1 — hy)ae.

la qual cosa vol dir que tenim la propietat (1 — d1)(1 — hy)ag? < |ez| <

Per fitar les funcions
0,0 (2,7) =4 (¢ + R (2,7),7)(1+ &R (x,7)) i
85\11_(33,7) = 6’3@7($+R_($,7’),T)(l—FazR_(x,T))2+8zwi($+R_(3},T),T)agR_(.T,T) (4.20)
previament necessitem fer un estudi de 9,40 i 0% .

Size D:((sll) ., aleshores ez +im/2 € DY i podem usar la informacié que tenim de la zona

outer donada al Teorema 2.1. Aproximarem doncs T per Ty i compararem ¢, amb el primer
terme del desenvolupament de Laurent en im/2 de £7:

P (277-) = 5_(2”7) _5(;(277_) - ET_(SZ —{—iﬂ'/Q,T) _6(;(277_) =
— - (T_(gz vin)2,7) — Tolez + m/2)) v eTy(er +im/2) — Gy (2,7) =

= ¢ <Ti(5z +im/2,7) — To(ez + iW/Q)) +

+eTy(ez +im/2) — 4271 — (55(2, T) — 4z_l> :

Aleshores, les seves derivades sén:
0,0 (z,7) = & (aj‘ (e2 +im/2,7) — Tl(ez +im /2)) n

+e¥ Ty (ez +im/2) + 4272 — (azag(z, T) + 4z_2) ,

O (2,7) = & (0T (e2+im/2,7) = T (2 + im/2)) +

+&¥TY (g2 +im/2) — 8273 — (025(; (z,7) — 82_3> :

Pel Teorema 2.1 sabem que, si ez +im/2 € DY i |ez +im/2| = O(g7), aleshores:

0T (ez+im/2,7) = Ty(ez +im/2) = O (),
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BT (ez+im/2,7) — Ty (ez +im/2) = O (277).

Per altra banda, com que Ty(u) = 4e*/ cosh u, podem desenvolupar-lo al voltant de im/2
obtenint:

+ 44 é(u —im/2) + O((U - Z'7T/2)2)’

hlw) == 3

per tant, per a z € ngl)’Jr, és a dir, ez petit

To(ez +im/2) = ;Z +4+ %sz + O((e2)?)

i llavors,

e Th(ez +im/2) + 4272 = O (%), T (ez +im/2) — 8272 = O (%) .

Finalment, de (4.10) sabem que:
@y (2,7) =427 =0(z%) = 0 ()

i per tant,
0.0q (2,7) +4272 =0 (1),

D2dy (2,7) =822 =0 (7).

Aixi dones, 0,9 (2,7) = 20 (e24) + O (e2) + O (¥,
O (z,7)=0(e>+*1). (4.21)
Per altra part, sempre que |z| = O(¢771), sabem del Corol-lari 3.48 que:
0. R (2,7) =0(e*?") i OPR™ (x,7) = O(e*7%), (4.22)
per tant, podem trobar una constant ¢y tal que

V(z,7) € T X Thp, 8,0 (2,7)] < ¢ (62 +171).

Pel que fa a 0%,

I (2,7) =0 () +0 (%) + 0 (7)),
que junt amb (4.21) i (4.22), podem posar-ho a 'expressié (4.20) i obtenir que existeix una

constant ¢q tal que

(z,7) € T4 X Ty, 820 (2,7)] < ¢ (€2 + 7). |
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4.5 Problema de Cauchy per a una equacié en derivades
parcials.

La dificultat de resoldre 'Equaci6é (4.16) ens porta a estudiar la que se'n deriva per a
O =0,

0, @+ (1— A (2,7) — 2B (2,7) @) 0,® = 0,A (2,7) ®+0,B (x,7) D*+0,C (z,7), (4.23)

que és una equacio en derivades parcials de primer ordre quasi-lineal. Amb la informacié de
0, VU~ (x, ), retornarem a I'Equacié (4.16) per tal d’obtenir resultats per a U~ (x, 7).

El segiient teorema estableix 'existencia de solucié analitica, sota certes condicions, d'una
equacié d’aquest tipus, resultat que farem servir al Teorema 4.9 per demostrar l’existencia
de solucié de 'Equacié (4.23) amb les condicions de matching donades al Lema 4.4. A més,
donarem una fita d’aquesta solucié.

Teorema 4.5. Sigui I' una corba representada parametricament per

r=[f(s), y=g(s), z=nh(s)

on f(s), g(s) i h(s) son funcions analitiques en un entorn de so € C. Siguin a(x,y, 2), b(z,y, z)
i c(z,y,2) funcions analitiques en un entorn a C* de (xg,vo,20) = (f(0), 9(50), h(s0)). Si

a(zo, Yo, 20)  f'(s0)
b(xo, Yo, 20)  9'(S0) # 0 (4.24)

aleshores ’equacio en derivades parcials
a(z,y, ®)0,®(x, y) + bz, y, ®)0,P(x,y) = c(z, y, D)

té una unica superficie integral analitica z = ®(x,y) tal que h(s) = ®(f(s), g(s)) per a valors
de s prop de sg.

Demostracié. La demostracié pot trobar-se a [J82] i es basa en el metode de les corbes
caracteristiques, que trasllada el problema a trobar funcions

x(t,s), y(t,s) i ®(t,s) (4.25)

solucié d’'un sistema d’equacions diferencials ordinaries de primer ordre

Oxr = a(x, y,@)
Dy = by, D) (4.26)
81‘,6 = C(xa ya 5)
amb condicions inicials
z(0,s) = f(s)
y(0,s) = g(s) (4.27)
®(0,s) = h(s)

En linies generals, aquesta demostracié utilitza la teoria existent sobre equacions diferen-
cials ordinaries, que porta a l’existencia i unicitat de solucié analitica al voltant del punt inicial
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(0, f(s),9(s),h(s)), que depen analiticament de s. També justifica, perque la condici6 (4.24)
permet aplicar el Teorema de la funcié implicita al sistema

{x—ﬂtQ:O

y—= y(ta S) =07
'existeéncia local al voltant del punt (0, sq, o, 30) de funcions
t=T(z,y) 1 s5=38(y)

solucions de
z=x(T(z,y),S(x,y), y=yT(z,y),S(x,y))

i, per tant, garantitza que localment (4.25) representa una superficie

2= 0(z,y) = (T (2,y),S(z,y)). u

Els segilients dos lemes recullen qiiestions tecniques que es faran servir més endavant.

Lema 4.6. Siguin ki, ko, w > 0 i e > 0 suficientment petit, aleshores V|y| < koe“ i Vx tal que
Smax < —kiIn(1/e)

|z +y|™ < 20z,

@ +y| < Jlel.

Demostracié. Observem primer que |z|(1 — |y||z|™") < |z +y| < |=](1 + |y||z|™) i que,
si e és suficientment petit, |y||z|™" < kye¥k; In""(1/e) < 1/2. Amb aixo n’hi ha prou per
arribar als resultats indicats. |

Lema 4.7. Ezisteiz €9 > 0 tal que per a qualssevol 0 < v < 1, B, € (0,7/2), ki, ke > 0, si
0 < e < ey, aleshores

Va* tal que Rex™ <0, Sma* < —kyIn(1/e) i || = ko™,

Vi€ [0, 7] ambT = min{—2Rea", —RNeax™ — Sma*}

tan 51

es compleix que
' Kt + 2" si n<-2;
/ e dr < Kin(lje),  si n——1: (4.28)
0 KetO=1 g n > 0.

uan n -2 —1, ae veqgaaes ens conviara que apareqgur el rerme + x| explicttament.
Q >—-1,d d dra el t t + a*| 7! eaplicit t

¢ _ _ :
ein Kin(1/e)em Ut + %7t si n=—1;
/0 |’I" +x | dr S { Kg(n+2)('yfl)|t + ZL‘*|71, si n Z 0. (429)

En qualsevol cas, K = K(n).
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Figura 4.4: Punts t 4+ 2* amb t € [0, 7.

Demostracié. Els punts ¢ + 2* compleixen que Sm(t + x*) = Smz* i amb la condicid
t < T ens assegurem que estan sempre a l'esquerra de la recta que passa per l'origen i té
pendent —tan 3;. A la Figura 4.4 poden veure’s les possibilitats per als punts ¢ + x*.

Fixem-nos que, si r € [0,T], Sm(r 4+ 2*) = Sma* i Re(r + 2*) < T + Rea* < — Rex™, per
tant,
kiln(1/e) < —Qma* < |r+ 2% < |2¥] = ke

Amb les idees del Lema 7.1 de [DS92] pot demostrar-se que 3C' > 0 tal que:

C sup |In|r+ z*||, sion=—1;
/t | N *|n dr < re(0,t] (4 30>
r+x r )
0 ~ | C sup |r+az*|", sion#—1.
rel0,t]
Per les caracteristiques de la funcié In, pot comprovar-se que
[In |r + 2*|] < max {|In (k; In(1/¢))], | In(kee” )| } . (4.31)

I per a un ¢ suficientment petit,

o 1 <kin(l/e) <kil/ei|lnk|/In(1/e) < 1, aleshores

| In kZ1|
In(1/e)

|In (k1 1n(1/¢))| < [Ink;| + In(1/e) = In(1/e) ( + 1) < 21In(1/e).

o |Inky|/In(1/e) <1 — i, per tant,

Ink
|In(koe” 1) < |Inky| +Ine” ' =1In(1/¢) <ﬁ +1-— ’Y) < 2In(1/e).

De (4.31), arribem doncs a la conclusié que
|In|r+2*|| < 2In(1/e)

i, per tant, al cas n = —1 de (4.28).



118 Existencia i aproximacio de les varietats invariants a la zona inner.

El cas n = 0 és molt senzill:

t
/ ldr =t < —2Rea* < 2|2 < 2ky7 L
0

Sin >0,
|’l“ +$*|n+1 S |$*|n+1 S k?;—&—lg(n—&-l)('y—l)

i ja haurfem arribat als resultats de (4.28) per a n > —1. També convindra un altre tipus de
fites, recollides a (4.29), i que s’obtenen de les ja trobades afegint el factor koe? |t + z*|71 > 1
(gracies al fet que [t + x| < koe? 7).

A la férmula (4.30), ens queden els casos n < —2, dels quals haurem de fer un estudi més
detallat del valor de |r + z*| per trobar-ne una fita inferior, doncs n 4+ 1 < 0.

El punts r + z* es mouen en una linia horitzontal a alcada Sm x*, per tant, el valor minim
de |r + z*| seria | Sm a*|, és a dir, r = — Re a*, perd voldriem una fita inferior relacionada amb
el factor |t 4+ z*|.

Figura 4.5: Trajectoria de r + z*.

Sit < —Rex*, javeiem a l'esquerra de la Figura 4.5 que els punts 7 + z* es mantenen amb
part real negativa i el modul minim l’assoleixen per al valor de r < ¢ tal que Re(r+x*) < 0 sigui
el més gran possible, és a dir, per a r = t. Podem dir doncs que, en aquest cas, |[r+z*| > [t+x*|.

Si —Rex* <t < T, veiem que el valor més petit de |r + z*| és | Im z*|, pero a la Figura
4.5 ja veiem que oy > 31 per tant,

| Sma*| = sinay|t + ™| > sin Gy|t + 2*].
En qualsevol cas,
lr + 27t < (sin By) 7t + 2|
i aixi, de (4.30) obtenim que 3 K tal que

¢
Vn > =2, / lr +2*"dr < K|t + 2",
0

amb la qual cosa acabem la demostracié de (4.28). |
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Fixada z* € Fx’(l) i una condicié inicial petita ¢*(7) que sigui 27m-periodica i analitica a Ty,
provarem 'existéncia d’una solucié de I’'Equacié (4.23) en una banda complexa continguda a la
zona inner al voltant de Sm x = Sm x*. Després, al Corol-lari 4.10, veurem que si g* és el valor
de &~ = 9,V en un punt z* de la zona matching, el Teorema 4.5 ens assegura que la solucié
que obtindrem al Teorema 4.9 és la continuacié analitica a la zona inner de &7, coneguda ja a

la zona outer.

Observacié 4.8. Per no complicar les formules de la demostracio, posarem condicio inicial
d’ordre només €2 tot i que el Lema 4.4 diu que la condicid inicial de 0, W~ és d’ordre €2 +&*=47,
Per aplicar-ho després a 0, ¥, imposarem que vy < 1/2, amb la qual cosa 4 — 4~y > 2 i estarem
en les hipotesis formulades.

Teorema 4.9. FEzisteiz g > 0 tal que, per a qualssevol 0 < o < gg, 0 < p < po, 1/3 <y < 1,
0<e<eya*e F:E}r) i g*(7) analitica a Ty, tal que |g*(7)| < coe?, existeir I~ una banda
horitzontal finita centrada a Smx = Sma* i d’amplada €371 tal que I'Equacid (4.23) té una
unica solucid 2m-periodica en T i analitica ®(x,7) definida a I« x T, i tal que ®(z*,7) = g* (7).
A més,

V(z,7) € I» x Ty, |®(x,7)] < 2¢g€?

DY U L-

w (1)
z el ¥

Demostraciéo. Recordem que 0 < 31 < BY) < m/21, per tant, en qualsevol moment farem
servir que sin 5@ > sin f3;.

Buscarem la solucié de ’'Equacié (4.23) a partir del metode de les corbes caracteristiques
que pot trobar-se, per exemple, a [J82]. Per a x* € F;‘(

)

2) fixat, busquem funcions
x(t,s), 7(t,s) i ®(t,s) (4.32)

2m-periodiques en s € T, 1 0 < t < T per a certa 7', solucions del sistema d’equacions
diferencials ordinaries:

Ox=1—A(z,7) — 2B (x,7)P
or =1 (4.33)
0P = 0,A (2, 7)® + 0, B (=, 7')62 + 0,C~ (z,7)

amb condicions inicials
7(0,s) = s (4.34)

on sabem que Vs € Ty, |g*(s)| < coe?. Directament, ja veiem que 7 =t + s.

Per tal de poder usar les fites del Lema 4.2, haurem de controlar el domini de ¢ a I'interval
[0, 7] on definim

T := min{—2Rex”, —Rez" — Sma*}. (4.35)

tan 61
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Fixada una s € C, la teoria d’equacions diferencials ordinaries ens assegura I’existencia local
i unicitat de solucions analitiques de (4.33) al voltant del punt (to, z, 7o, o) = (0, 2%, s, g*(s)).
La dependencia analitica respecte s de les condicions inicials també ens déna ’analiticitat de les
solucions respecte aquesta variable. Les solucions trobades poden anar continuant-se canviant
el punt inicial adequadament per tal de tenir-les definides a tot el domini desitjat. A més, pero,
ens interessa tenir fites de les solucions, per tant, les construirem com a limits de successions.

Per tal de facilitar els calculs, farem el canvi X (t,s) = z(t,s) —t —z* 1 V(t,s5) = ®(t,s) —
g*(s). No obstant el canvi fet a X (t,s), per a que les formules no quedin molt llargues, en el
arguments de les funcions seguirem usant x (¢, s). Aix{ doncs, el sistema a resoldre és:

X =—A" (v, t+s)—2B (x,t+s)(g"(s) + V)
OV = 0, A" (z,t + 8)(g*(s) + V) + 0. B (x,t + s)(g*(s) + V)* + 0,C~ (z,t + s)

amb condicions inicials

(4.36)

Resoldrem aquest sistema per iteracions. Introduim doncs l'espai de funcions de Banach
amb el qual treballarem

x={U=(X,V)|U:[0,T] x T,, — C* 27-periodica en s, analiticai |U]|. < co}  (4.37)

amb la norma
[Uls = max {[|X], [[V][}, (4.38)

on definirem les normes de X i de V' de manera adequada per tal d’equilibrar-les amb el mateix
pes 1 aprofitar al maxim les seves propietats. Aixi doncs, primer estudiarem com es comporten
XiV.

Prendrem I’aproximacié inicial com:

XO(t,s) =0(= 2%, s) =t + x¥)

t
VO(t,s) = / 0.C~(r+x*,r+s)dr (4.39)
0

i definim les corresponents iteracions com
t t
Xkt §) = — / A= (2%(r,s),r + s)dr — 2/ B~ (z"(r,s),r + ) (g7 (s) + VF(r,s)) dr,
0 0
t
VL s) :/ Oy A (2"(r,s), 7+ 5) (g"(5) + VF(r,s)) dr+
0

+/0 8xB(x'“(r,s),r—l—s)(g*(s)+V’“(r,s))2dr+/0 0,C~ (xF(r,5),r + s) dr,

(4.40)
on denotem z*(r,s) = r +z* + X*(r,s).
Si definim
]{]1 = (1 -+ hl)é i kg = (1 — hl)CNL,

* u(1)
fixem-nos que, per ser z* un punt de I, "7,

Rex* <0, Q[ma* < —kiIn(1/e), |o%] = ko',

per tant, V¢ € [0, 7], podrem fer servir el Lema 4.7. A més, tal i com ja es veia a la Figura 4.5,

comprovarem que Vr € [0,¢] els punts r + z* estan al domini Dgﬁ) C 15;1 . definit a (4.3):



4.5 Problema de Cauchy per a una equacié en derivades parcials. 121

I.reRiRex* < Re(r+2%) < —Reax* = |r+a¥| < |o¥| = ko7
2. Sm(r+az*) =Sma* < —kIn(1/e).
3. per altra banda, usant que

1
rgthg—Rex*——m%mx*
tan )

tenim que Sm x* < — tan 6@(7’ + Re z*) 1 per tant,
Sm(r+z%) =Smaz* < — tanﬁfl)(r + Rex*) = —tan ﬁfl) Re(r + x™).

Les condicions 1, 2 i 3 asseguren que Vr € [0,t], r + z* € Dz(i), aixi doncs, en aquests punts

podrem usar el Lema 4.2 posant 7 = 1.

De la definicié (4.39), usant la fita per a 9,C~ del Lema 4.2 i la férmula (4.28) del Lema
4.7 amb n = -2
VOt s)| < CLEPK |t + x|t < ey e[t + 2| (4.41)

on s’ha definit
¢ :=8CLK.

A més, com que r + z* € Dg(i), sabem que |r 4 z*|71 < k7 In"'(1/e) i, per tant, si e és prou
petit, podem considerar la fita

1% (5) + VO (r,s)| < coe® + cr&|r + 2*| 7! < 2¢pe”. (4.42)
Per a X'(t,s), de (4.40) i usant les corresponents fites del Lema 4.2 per a A~ i B™:
t t
X1, s)] < / |A™(r + 2,7+ s)|dr + 2/ |B~(r4a*, 7 +8)| - |g*(s) + VO (r,s)|dr <
0 0
¢ ¢
<Cue® / dr + 4030052/ Ir +2* 2 dr.
0 0

La formula del Lema 4.7 per a n = 0,2 ens permetra trobar el resultat final:
IX1(t,s)| < Cue®Ke'™ ' 4 4Cpce? K307 < (Cy 4+ 4Cgcy ) K171 < poe® !
on la constant py esta definida com:

Po = (CA —+ 9CBCO>K. (443)
Per a V1(t, s) seguirem el mateix procés, de (4.40):
t
Vi) < [0t )] 19 (s) + V)
0

t t
+/ |8xB_(r+x*,r+s)|-|g*(s)+V0(r,s)|2dr+/ |0,.C~(r+x*,r+s)|dr
’ ’ (4.44)
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i usant fites del Lema 4.2 per a 9,A~, 0,B~ 1 0,C~, i el resultat (4.42),
t t t
Vit s)| < / Chet™2co e dr + / Clr + 2*|(2co ) dr + / Coe|r +a*| 2 dr <
0 0 0

< 20" coe?et ™ /t dr + 4Ccie /t |r + 2*| dr + CLe? /t lr + 2|2 dr.
0 0 0
Ara la férmula del Lema 4.7 haurem d’usar-la ara per als valors n = —2,0, 1:
Vi(t,s)| <20"%ce?e K20 V|t + 2% |71 + 40,2t K30Vt + 2% 1+
+ CLEK |t + a7 =
_ (201’400 + 40;9cg> Ke12)t 4+ 2% + CLKEt + 2|
on, per ser v > 1/3, si € és prou petit,
VIt 5)] < gl a7+ Cuk i+ ]
i com que ¢; = 8CL K, podem dir que CLK < ¢;/2 i d’aqui finalment
Vit s)| < cre?|t +2*| 7L

Fixem-nos que, com que la tercera integral de (4.44) correspon precisament al que hem definit
com VO(t, s), d’aquests calculs també en deduim que

1
V(t,s) — VOt s)| < 5 cre®t + |7
resultat que usarem més endavant.

Vistes les mides dels primers iterats de les dues funcions, decidim usar les normes

X1 == sup |X(E,s), (V] := sup {lt+ 27|Vt 5)l}- (4.45)

te[0,T) t€[0,T]

Aix{ doncs, usant (4.41) i les fites per a X' i V! trobades, obtenim els resultats

X% =0, [V < sup {[t+a"|ePei®ft + a7} < e

te[0,7
XY = poe® ™, VY] < ts[lél?l“] {|t + 2" Pere®t + 2*| 7'} < e (4.46)
€0,
1 1
V=V < sup {|t + m*|537_3§ c1e?|t + x*|_1} < 5 c 871 (4.47)
t€[0,T]

Demostrarem ara per induccié que

X < pos® ™, IVE < et

)
De les hipotesis d’induccié, podem dir que | X*(r,s)| < poe® ™1 i que |[V¥(t,s)] < 12|t +
x*|71. La primera conseqiiéncia és que, si € és prou petit, podem considerar una fita com la

(4.42):

g (s) + VF(r, s)| < coe® + cre®|t + 2|7 < 2087 (4.48)
i la segona conseqiiencia és que,
|2%(r, 8)| = |r +2* + X"(r,s)| < |r + 2| + poe® "

d’on, pel fet que r + z* € D:V(i), podrem comprovar que x*(r, s) € Dgﬁ?) = f)g .
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1 |2%(r, 8)] < (1= hy)ae?’t + poe® L.

1

Si e és suficientment petit, poe®?™! = ppe?7e7"! < hyae?’ !, aleshores

2%(r, )| < (1 — hy)ae?™ + hae?’! = ae’ .

2. Sm (a%(r,s)) = Sma* + Sm(X*(r,s) < —(1 + hy)éIn(1/e) + poe® 1,

per tant, com abans, si € és suficientment petit, poe®’~! < hi¢ln(1/¢) i aleshores

Sm (z*(r,s)) < —¢In(1/e).

3. per a I"iltima condicié, recordem que només pretenem que z¥(r, s) estigui per sota la
recta que passa per l'origen i té pendent — tan ﬁ;l) amb 59) > [3;. Pero ja sabem que
r + x* esta per sota la recta que passa per 'origen i té pendent —tan 3y, i ara estem
suposant que |X*(r,s)| < poe®’~!, per tant, el nostre objectiu s’aconsegueix sempre que
€ sigui prou petit.

Podem doncs usar el Lema 4.2 per als punts 2*(r, s) = r + 2* + X*(r,s) € D"

¢ ¢
|Xk+1(t,s)| < /OAZ-Z%/CZT-FQ/ C’B|xk(r,s)|2 g*(s)+V’“(r,s)‘dr,
0

0

Com que Sm(r + %) < —k;In(1/e) i | X*(r,s)| < poe®’ !, usarem el Lema 4.6 per substituir
2"(r,s) a la segona integral: |2%(r,s)| = |r + 2% + X*(r,s)| < 2|r + z*[. A més, usant (4.48),

t t
9
| X5, 5)] < /OAe%de/ CBZ|r+x*|220052dr:
0 0
t t
= CA€27/ dr+9C’BcO£2/ |7‘—|—x*]2dr
0 0

i, per les férmules del Lema 4.7 amb n = 0, 2:

(Xt s)] < Cue®Ke'™' +9Cpc e Ke' ™% = (Ca 4+ 9Cpc) Ke¥ ™ < ppe® .

Seguirem el mateix procés per trobar ||[V*||. Per les fites del Lema 4.2 per a 9,A~, 9, B~ i
0,0 :

t
VLt 5)| S/ Che™ |g*(s) + Vk(r,s)‘ dr+
0

t t
+ / Crlz(r, s)| ‘g*(s) + VE(r, s)‘2 dr + / CLe*|ak(r, s)| 72 dr,
0 0

tornarem a utilitzar ara la fita (4.48) i, del Lema 4.6, a més d’usar que |z*(r,s)| < 3|r + 27|,
ens interessa també Daltra desigualtat, |z%(r, s)|7! < 2|r + 2% 71,

t t t
3
[VFL(t, 5)] SC’Q,)SH"’/ 20052d7“—|—01’9/ §|T+$*| (26082)2 dr+C”052/ 4lr + x| 2dr =
0 0

0

t t t
=2C" coe'T7e? / Ldr + 6Ccae / |r + 2*| dr + 4C%e? / lr +2*| "2 dr
0 0 0
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i, per les formules del Lema 4.7 amb n = —2,0, 1:
[VEFL(t, 5)| <2C%coe 2 K207 V|t + 2% |71 + 6C 2 K30 V|t 4+ 27|71
+ACLE K|t + o*| 7 =
=(2C"%co + 6Cxcg) Ke™ 12|t + o*| 7! + ACLKE?|t + o*| 7!
on, per ser v > 1/3, si € és prou petit,

1
VE(Es)] < 50152|t + 2|7+ ACLK Xt + |7

i com que ¢; = 8CL K, podem dir que 4CLK < ¢;/2 i d’aqui finalment

VEL ()| < et + 2|70 = [V < e e®h
Cal veure ara la convergencia d’aquestes iteracions. Usant la férmula (4.40) de la X*,

XFrt, s) — XE(t,s) = —/0 (A= (2"(r,s),r+s) — A= (2" (r,s),r +5)) dr—

t

—2 [ B (a"(r,s),r+5) (g°(s) + V*(r,s)) dr+

t

+2 [ B (2" (r,s),r+3) (¢"(s) + V¥ !(r,s)) dr =

(A= (2"(r,s),r +s) — A= (2" (r,s),r +5)) dr—

t

—2 [ (B (a"(r,s),r+s)— B (2" '(r,s),r +5)) (¢°(s) + VF(r,s)) dr+

t

+2

I
|
— S o — —

B~ (2" (r, s),r + 5) (Vk_l(r, s) — VFE(r, s)) dr,

on tornarem a fer servir la fita (4.48).

Sigui ~ #(r,s) = 7+ x* + pX*(r,s) + (1 — p)X*71(r,s) per a un cert p € (0, 1), aleshores
pel Teorema del Valor Mitja i les fites dels Lemes 4.2 i 4.6,

|A™ (2% (r,s),r +5) — A= (2" (r,8), 7 + 5)| <|0: A (2(r, 8), 7+ 5)| - | XF(r,s) — XF7 ' (r,5)| <
< Chet I X - XE

|B_(J}k(7‘, S),T‘—|— S) — B_("I;k_l(r7 S),T + 8)| §|axB_(Zi'(’f‘, S),T+ S)| . |Xk(7“, S) . Xk_l(T,S)l <
3
< Chla(r.s)| - X+ = X1 < Gl 7] X% = X471,

2
B=(*1(r, 5),7 + 5)| < Cale*1(r,8)|? < C (g]r t x*y) = Caglr+ '

Per altra banda, recordem que la definicié (4.45) de la norma per a V' ens permet assegurar

que:
|Vk’1(r, s) — VF(r, s)‘ < |WVE=VEY e 4 2T (4.49)
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Substituint a Pexpressié de X*+1(¢,s) — X*(¢, s) totes aquestes fites trobades,
t
|Xk+1(ta S) - Xk(ta 8)| S6’1/4814_’Y/ Ldr- ”Xk - Xk_1||+
0
"3
+ 201’9/ §|7’ + 2% 2coe? dr - || X* — XY |+
0
b9
+2C5 /0 Z|r + P+ 2| dr - ||VE - Vk_lH

i, usant els resultats del Lema 4.7 per a les integrals amb n = 0, 1,

| XFH(t, s) — XF(t,s)| < (C’ e K + 600 2 K20 - | XF — XFE| +
+§ CB€3—37K€27—2 . ||Vk o Vk—1|| S

9
< (C) +6CKeo ) Ke™ - || XF — X1 + 3 CpKe'™ - |VF = V.

Pel fet que 3v — 1 > 0, sabem que 2v > 1 — v i aleshores existeix una constant a; tal que

X4 = X < anet (X = XA VR - V). (150

Cal estudiar ara la diferencia V**! — V¥ Usant també el Teorema del Valor Mitja:
VLt s) — V’“(t s)| <
<[ AT 791K = X0 Vi

/|32 - s),r 4 s)| - | X (r,s) = X5 (r,9)] - |g"(s) + VE(r, s) P dr +
/ 0, B~ (2" (1, 8), 7+ 8)| - [297(s) + V*(r, s) + VET(rs)] - [VE(r s) = VI (e, s)| dr +

/ ]82 - r—i—s)|-]Xk(r,s)—Xk_l(r,s)]dr.

Pels resultats dels Lemes 4.2 1 4.6:
|02A7 (2(r, 8), 7 + 5)| < C4e?,

|0, A (2" (r,8), 7 + 8)| < O,
|02B~ (2(r,s),r + 5)| < C,

3
0.8 ("7} (r,8), 7 + 5)| < Cyla*™(r,5)] < Cpglr + a7,

102C~ (2(r, 8), 7+ 8)| < CLe?|(r, s)| 7% < CLe®8|r + x*| 7
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i tornant a usar que |g*(s) + V¥(r,s)| < coe® + 12|t + ¥ 7! < 2c0e? i (4.49),

[VEFL(L, 5) = V(L 5)| < /t Che?|| X" — XE Y[ 2¢0e® dr+
0

+ /t CLetTVE = VEY L 2|3 dr
0

* /t CRllX" = X 1[(2¢0e%)? dr+
0

+ /t C’jgg]r + 2* 4o ||[VE = VEY - |r 2|71 dr
0

+ /t CLe8|r + | 73| X% — X*1| dr.
0

Gracies al Lema 4.7 podem obtenir fites de les integrals implicades en aquesta expressié posant
n=-3,—1,0:
(VEFL(t, s) — VE(t, 8)| <2C%coe? | X* — XY K20Vt 4 2% 1+
+ CL e VE = VR K In(1/e)e? it + 2|7+
+4CHE XF — XEH K20V |t 4 277
+6Cpcoe” V||VF = VFH K20 V|t 4+ 277+
+8C%?| XF — XFY| K[t + 27|72,

finalment, usant |t 4 2*|7* < k' In"'(1/¢) a 11iltim terme i treient factor comi 2|t + 2*|~ a
tots els termes:

VLt 8) — VE(t, 5)] <
< (20200627 + 4Chc2e® + 8CLE  In (1 /5))1( | X% — X5 |2t 4+ 2|+
+ (C'yIn(1/e) 4+ 6Cxeo) K T||[VE = VEY 2t + ¥

Aixi doncs, existeix una constant ay tal que
[t |E VI s) = VR 5)] < aoe® T (IXF = XPTH VR = VET))

i per tant,
[VEF = VA < aae™ = (05 = X571 Vs = vt (+51)

Estem ara en condicions de demostrar la convergencia de UM (¢, s) = (X*1(¢, 5), VETL(¢, 5)).

Sigui by = max {pg, c1/2} i by = 2max {as, as}, aleshores per (4.46) i (4.47):

1
07 = 07 = i (X = VO = i s Gt | = s
Sigui £ = min{1 — ,3y — 1} > 0, aleshores per (4.50) i (4.51):
U = Ul = max { X = X||, [V = VE|[} <

1 _ . . -
< o ([[XF = XETH 4 [[VE = VETH) < boe||U — UM
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Per tant, la successié {U*} ey és convergent a l'espai i existeixen X i V analitiques tals
que
X = n]an’“, V = lim vk,

Tenim doncs demostrada 'existeéncia de les funcions (4.32) solucié analitica de les Equacions
(4.33):
x(t,s) =t +a" 4+ X(t,s) i ®t,s)=g"(s)+ V(t,s).

D’aqui, per (4.48), deduim que:
|D(t, 5)| < 2coe”.

Pel que fa a z(t,s), com que |X(t,s)| < ppe3’ 71,

| Sma(t,s) — Sma*| < pe®? ™!

és a dir, que existeix I~ una banda complexa centrada a Smx = Sma* i d’amplada pye®’~1
tal que x(t,s) € I+, i ja hem vist durant la demostracié que z*(t,s) € DY, . per tant, també

~ 8+’
x(t,s) € DY,

Observi’s que, si agafem la variable ¢ a I, una banda complexa d’amplada £, tot es
faria igual usant un lema analeg al 4.7 i aleshores tindriem definides les funcions z(¢, s) i ®(, s)
per a t a la banda complexa I,.

Per finalitzar la demostracié del teorema, cal veure que, fixat (z,7) € Dy +), podem obtenir
t="T(z,7)is=385(x,7) a partir de

x(t,s) =t +x"+ X(t,s) =x
T(t,s)=t+s=r71 '

De la segona equacio, sabem que s = 7 — t i ho posem a la primera equacio:
t+a"+ X(t,7—t) ==,

que podem escriure com:
t=x—a" —X(t, 7 —1)

i considerar el corresponent problema de punt fix. Després d'un procés iteratiu semblant al que
acabem de fer, arribarfem a la conclusi6 que existeix una solucié 7 (x, 7) analitica a D; (+) X Ty,
En aquest procés, es necessita comprovar la condici6é que 0, X (t,7 —t) — 0; X (t,7 — t) és petit,
pero X (t,s) = x(t,s) —t — z*, 'equacié de (4.33) per a z(t,s) i les fites del Lema 4.2 ens hi
ajudaran:

0,.X(t, 7 — 1) — X (t, 7 — t)| =|0x(t, 7 — ) — 1 — DX (t, 7 — t)| <

< |A (2t 7 =), )|+ 2B (x(t,7 = t),7)| - [®(t, 7 — )| + [0 X (¢, 7 — 1)] <
< Cue? 4203 ((1—h2)&57_1) 2c0” + |0, X (t, T —t)].

Ara bé, com que | X (¢, s)| < poe®’~!, per tenir una fita de 9, X emprarem el Teorema de Cauchy:

|0, X (t,s) < —— Po_ a1 , Vs €T, amb 0 < o < 0y
Og— O
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(fixem-nos que, com que X (¢, s) és 2m-periodica respecte s, només cal reduir el domini de Sm s).
Aixi doncs,

O:X (8,7 — 1) — ,X(t, 7 —1)| < (cAgl—v 4401 — he)2a% coe ™ + L)é’w-l,

Ogp— O
amb la qual cosa ja hem acabat.

Finalment, S(z,7) = 7 — 7 (x,7) i obtindriem la solucié ®(x,7) = ®(7 (z,7),S(x,7)) del

problema de Cauchy plantejat inicialment, que evidentment verifica la mateixa fita que . W

.. PN . 1% 2 sz
Estem ara en condicions de demostrar 'existencia de solucié a Dg}&) x T, de I'Equacio6

(4.16). A (4.15) vam definir la funcié

U (r,7)=% (x+ R (2,7),7) = (gzﬁ —55)@ + R (z,7),7),
on )

e =T~ /2, 7) — 2
¢ (z,7)=eT (ez+im/2,7) 5,uCOSh2(€Z+m/2)

COST

u(l)

i les seves derivades sabem que existeixen a la zona matching z € D, 5/

gracies al Teorema 2.1. Per altra banda,

per a qualsevol 7 € T,,

&0 (2,7) = ¢y (2,7) + 2ucos 7272

també existeix, junt amb els seves derivades, al mateix domini gracies al Corol-lari 3.30.

(

Qualsevol punt z* € T Y. pel canvi 2z = x + R~ (x,7) definit al Lema 4.2 passa a un

)

2*(1) € DZ’(;I)HF que esta al domini outer, per tant, coneixem U~ (2*,7) = ¢ (2*(7),7) i les seves
derivades a través del Teorema 2.1. A partir d’aquests x*, trobarem la continuacié analitica de

U~ (z,7) a tot ng(f).

Ja vam comentar a I’Observacié 4.8 que la condici6 v < 1/2 és, en aquest moment, purament
arbitraria.

Corol-lari 4.10. Euxisteiz €9 > 0 tal que, per a qualssevol 0 < 0 < g9, 0 < pu < po, 1/3 <
v<1/2i0<e<ey, la funcio YV~ (x,7) definida a (4.15) amb valors coneguts a F:,(Jlr) x T,, té

. ., ’y e wu(2 . -
continuacid analitica a DE,(—i-) X TU. A mes, €s complew: que

V(w,7) € DY x Ty, 10,9 (2,7)] < 2¢9€? (4.52)

Demostracié. Prop de qualsevol (z*,7) € Fgf}g x T,, el Teorema 4.5 ens assegura 1’exis-

teéncia i unicitat local de solucié 2m-periodica en 7 i analitica de I'equacié (4.23) amb condicié
inicial 0,V~ (z*,7) fixada. Pero, per a cada (z*,7) € F:Sl) x T,, el Lema 4.4 ens diu que,
si0 <~y < 1/2 0,9 té la propietat |0,¥~(z*,7)] < coe?, per tant, el Teorema 4.9 ens
dona l'existencia de solucié6 @~ (z,7) 2m-periodica en 7 i analitica de ’'Equacié (4.23) amb la
condicié inicial &~ (z*,7) = 9, ¥~ (2*, 7) 1 definida a tota una banda horitzontal finita centrada
a Sma = Yma*. Combinant aquests dos resultats i constatant que la funcié 0, ¥~ (z, 7) satisfa
I'Equacié (4.23), podem assegurar que aquesta funcié ®~(x,7) és la continuacié analitica de
0¥~ (z,7) a tot D:;(f).
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Per lanaliticitat de 9,¥~(x,7), podem recuperar la funcié W~ (z,7) a partir de la seva

derivada i d’un punt z* € F:S}L):

V(z,7) € DY x T, WCQT):ty(xﬂT)+¥/ 9,0 (y, 7 dy.

A més, segons el Teorema 4.9, sempre que 1/3 < v < 1,

V(z,7) € D! x T,, [8,¥ (z,7)| < 2¢e>. u

També ens interessard tenir informacié de 9?¥~(x, 7), funcié que satisfa 'equacié obtinguda
derivant I’'Equacié (4.23):

9,04+ (1—A(z,7) = 2B (2,7)0,97) 8,0 = (20,4 (x,7) + 40,B~(2,7) 0, ¥~ ) O+
+2B~(z,7) ©%*+
+O2A (2, 7) 8,0 + 2B~ (x,7) (8,97)* +
+02C (z,7).
(4.53)

Teorema 4.11. Ezisteiz g > 0 tal que, per a qualssevol 0 < o < 09, 0 < 1 < g, 1/3 <y <
1/2, 0 < e < e, a* € F:,(—lr) i g*(7) analitica a T,, tal que |g*(T)] < ¢ (83 + 55_57), existeix
I« una banda horitzontal finita centrada a Smx = Sma* i d’amplada €7~ tal que I’Equacio
(4.58) té una inica solucié 2m-periodica en T i analitica O(x, ) definida a I,» x T, i tal que
O(z*,7) = g*(1). A més,

2

g
v €L xTy, |O(z,7) <200—5—~
<x7 7—) X | ('17 7_)| CO 1112(1/8)

D% ¢ U -

u(1)
x*EF%Jr

Demostracié. Pel mateix procés que es va fer al Teorema 4.9, pot arribar-se al resultat
de I'enunciat. Donada 7" > 0, busquem funcions

x(t,s), 7(t,s) i O(t,s) (4.54)
2m-periodiques en s € T,,, 0 < ¢ < T i solucions del sistema d’equacions diferencials ordinaries:

Ox =1— A" (z,7) — 2B (2,7) 0,V (z,7)
atT =1

9,0 =(20,A (z,7) + 40,B™ (%,7) 0,¥ (2,7))O + 2B~ (z,7) o'+ (4.55)
+ 02A (2,7) 0,9 (2, 7) + 02B (x,7) (8, ¥ (=, 7'))2 +02C (v, 7)
amb condicions inicials
z(0,s) = z*
7(0,s) = (4.56)



130 Existéncia i aproximacié de les varietats invariants a la zona inner.

Les dues primeres equacions de (4.55) sén exactament les mateixes que (4.33) pero ara
coneixem 0,V (z, T) gracies al Teorema 4.9, per tant ja en sabem 'existéncia de solucions i les
seves propietats.

La tercera equacié és del mateix tipus que la tercera de (4.33) pero canvien els coeficients,
dels quals tenim informacié gracies al Lema 4.2 i al Teorema 4.9. Pel mateix procés que s’ha fet
al Teorema 4.9, trobariem que la norma infinit de la solucié d’aquesta equacio estaria dominada
per la primera iteracidé del procés, que seria:

g (1) + /0 PA(2,7) 0,V (z,7) + 2B (z,7) (0,9 (z, 7'))2 + 02C (z,7) dr

on s’ha de substituir (x, ) per (r + z*,r + s) dins la integral. Ja sabem que la condicié inicial
g* és d’ordre &3 4 5757, Per altra banda, el Lema 4.2 ens déna les fites de les funcions 92A~,

9?B~ i 9*C~ al domini Dg(f) X Ty, 1 de (4.52) sabem que per a 0 < 0 < o9 i V(z,7) €
D;{(f) x Ty, 0.9 (z,7)] < 2¢oe” Aixi doncs,

t t
/ O2A (z,7) 0,V (x,7) dr g/ Che*2cpe? dr < 20" coe2(1 — hy)as™ ™,
0 0

t t
/ 2B (z,7)(0, ¥ (x, T))2 dr §/ Ch(2c0e®)? dr < 4CHc3e*2(1 — hy)ae? ™t
0

0

¢ ¢
/ O2C (z,7)dr S/ Cge2|r—|—a:*|_3dr
0 0

i el Lema 4.7 ens proporciona la fita de I'altima integral:

t
/ D2C™ (z,7)dr| < CLE®K|t +2*| 2 < CLK (14 hy) 26 2In"?(1/e)e”.
0

Aleshores,

/0 OPA™ (2,7) 0,9 (2, 7)dr + /0 O:B (z,7) (&E\If’(x,r))Q dr = O(e*™)

/t O*C~(z,7)dr = O(e*In2(1/¢)).
0
Esta clar que e3t7 < &3 1, si e és prou petit, €3 < €2In"?(1/¢); aixi doncs,
V(z,7) € DZ(_E) X Ty, O(z,7)=0("") +0(*In"*(1/¢)),
perd v < 1/2 < 3/5, per tant, >~ < e2In"?(1/¢), per tant, arribem a la conclusié que:

82

u(2)
V(ZL’,T) - D{_:’Jr X TO—, |@($,7’)| S QCom. [ ]

Com abans, el que realment ens interessa és el segiient resultat:
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Corol-lari 4.12. Ezxisteix eq > 0 tal que, per a qualssevol 0 < 0 < 09, 0 < pp < pp, 1/3 <y <
1/2 10 < e < ey, la funcio V~(x,7) definida al Corol-lari 4.10 compleix que
2

u(2) — €
\V/(ZL’,T) € DE’JF X TO—, |3§\I/ (.T,T)| < QCOW.

(4.57)

Demostracié. La funcié 2%~ (x,7) és solucié de (4.53) i el Lema 4.4 ens déna la seva
condicié inicial V(z*,7) € szi) X Tyt |020 (2%, 7)| < ¢ (€3 +€°77). Aix{ doncs, per unicitat,
ha de coincidir amb les solucions trobades al Teorema 4.11 per a cada x* € F:,(}r). Per tant,
sempre que 1/3 <y < 1/2,

2

Viz,7) € DD x T,. 020 (2.7)| < 2c0—o-. W
(33 T) g+ ‘ x (.1' 7—)‘ — 001112(1/6)

4.6 Demostracido del Teorema 4.1.

Per (4.11) i (4.15), tenim que:
¢ (2,7) =g (2,7) =T (2 + 5 (2,7),7),
per tant, la relaci6 entre ¢~ — ¢y 1 ¥~ és:

¢ (2,7) — ¢y (2,7) =¢ (2,7) — by (2,7) + ez + im/2) cosT + 2ucos T2 2 =

=V (24 S (2,7),7) +?up(cz +im/2) cos T + 2ucos T 2>
on p(u) = 2/ cosh®u i, del Corol-lari 3.48, sabem que S~(z,7) = O(z7!). D’aqui obtenim:

0:(0~ — dy)(2,7) =0, (2 + S (2,7),7)(1 + 0.5 (2,7))+

+ 3 (e2 +im/2) cos T — dprcos T 273,

02(¢~ — ¢3)(2,7) =020~ (2 + S~ (z,7),7) (1 + 8.5 (2,7)) *+
+ 0,V (z+ 5 (2,7), 7')835_(2, )+

+ et (ez +im/2) cos T + 12pcos T 22,

Un cop coneixem les fites (4.52) i (4.57) de &2¥~ per a j = 1,2, podem passar aquesta
informacié a 9(¢~ — @y ) a través del canvi & = z 4+ S7(z,7) donat pel Lema 4.2. Aquest
mateix lema ens assegura que, si (z,7) € Dgff) X Ty, aleshores x = z+ S~ (2,7) € Dg,(f) i, per
tant, podem usar els resultats (4.52) i (4.57). Pero, si prenem a =a/(1 — h3) i ¢ =c/(1+ h3),
el domini Dz(f) és en realitat D .

Els resultats finals que propugna el Teorema 4.1 segueixen de la constatacié que sempre els

ultims termes juguen un paper secundari: Vz € DY

e2p(ez +im/2) cosT +2cosT 2 % = O(e?),
e3¢/ (ez +im/2) cosT — dcosT 272 = O(e%M7),

e'¢"(ez +im/2) cosT + 12cos T2~ = O(e?).






Capitol 5

Estudi de la diferéncia entre varietats.

Vam veure a la Seccié 1.4 que l'estudi de Tt — T~ és essencial per arribar a conclusions
sobre el trencament de separatrius. El tractament de 77 —T~ com a solucié d’una determinada
equacio ens donara la informacié que necessitem.

5.1 Variables de redrecament de flux.

El Teorema 2.1 ens va donar 'existéncia i analiticitat de les funcions T als respectius
dominis outer D3* de la variable u indicats a la Figura 5.1. Per altra banda, el Teorema 4.1

13

> \

Ug

/

[\

B

-

Figura 5.1: Dominis outer DY i D7.

v,
W

NI

ens va donar les continuacions analitiques de T* als respectius dominis inner D®*, dels quals
indiquem D? a la Figura 5.2, amb @ > a. De manera que, per a la variable u, tenim definida la
funcié 7 al domini connex D* = DY U D? (respectivament 7" a D), on s’ha triat @ tal que
el segment vertical i| — /2 + celn(1/e),m/2 — ceIn(1/e)[ estigui contingut a D*.

Com que pretenem fer un estudi de la diferéncia T+ — T, haurem de restringir el domini
de la variable u a la interseccié D* N D?.

133



134 Estudi de la diferéncia entre varietats.

i celn(l_/i)
| ae
272
<~
NN
— \

Figura 5.2: Domini inner, D¥.

La segiient proposicié ens diu de quina equacié és solucié la diferencia TF — T

Proposicié 5.1. Si T*(u,T) sén funcions analitiques als dominis respectius D%* x T,, i sén
solucio de I’Equacio (1.45), aleshores 'operador

L=l 4+ cosh? u

(0.TF +0,T7) | 0, (5.1)

té coeficients analitics en les variables (u,T) € (D“ N DS) X Ty, @ la funcio
AT :=T"-T" (5.2)

és solucio de
LAT = 0. (5.3)

Demostracié. Sabent que les funcions T (u, 7;p, ) sén solucié de 'Equacié (1.45),
només cal fer una resta:

h2
g 4 LY (8UT+)2 + p(u)(usinT — 1) =0
1 ~ cosh?u .2 .
e 0, T™ + (0.T7)" + @(u)(usinT —1) =0
1 cosh®u " _
e 0. AT + (8UT +0,T ) O,AT = 0.
Els Teoremes 2.1 i 4.1 ens donen l’analiticitat de les funcions T+ a D N D*. [ |

Tenint en compte que, per a u = 0, 9,T*(u,7) = Tj(u) = 4/ cosh®u i aleshores 1'oper-
ador L. és exactament £710, + 9,, l'objectiu és intentar redrecar £, per a u # 0 perd no
necessariament petit. El resultat principal d’aquest capitol esta recollit en el segiient Teorema,
que sera demostrat a la Seccié 5.4 després d’'una primera aproximacio trobada a la Seccid 5.3.

De fet, per a la variable © només ens caldra un domini que contingui el segment de 1'eix
imaginari i) — 7/2+ ceIn(1/e), 7/2 — ce In(1/¢)][, per tant podem reduir el D* N D?®, en concret,
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considerarem el domini rombe D C (D" N D*) que indiquem a la Figura 5.3 i que sovint ens
interessara separar-lo en la seva part outer D, C (D;” N Di) ila seva part inner D; C (D¥ N D?),
que a la vegada podem separar en la zona propera a im/2 i la propera a —im/2, D; y i D, _
respectivament.

as”

TezIn(1/e)
)

u2 | ',;’}’ uo

Figura 5.3: Domini D = D,UD; C (D*ND?*),on D; =D, ; UD, _.

Siguin DWW ¢ D ¢ D dominis amb la mateixa geometria que D pero amb els parametres
lleugerament canviats. Observem a la Figura 5.3 que D NR = (—uy, u), analogament definim
U9 1 Vg tals que Us < Vg < Ug 1 D(l) NR = (—112,712) iDNR= (-Ug,’l)g).

Teorema 5.2. Ezisteir g9 > 0 tal que, per a qualssevol 0 < o < o9, 0 < p < po, 1/3<vy<1/2
i 0 < e <ey, evisteir U(v, T; pu, €) real-analitica a D x Ty, tal que el canvi

(u,7) = (v +U(v, 73 p,8),7)
conjuga 'operador L. definit a (5.1) amb el redrecat

L.:=¢1'0, 4+ 0,.

A més, existeixen «a, 1 vy > 0 tals que

\V/(’U,T) G Do X To" (% +u(2), T,M, 8) G DO Z |aiu(v’7—,ﬂ’6)| S O{ugl-‘rV()_j'y7

Gracies a aquest canvi, la Proposicié 5.1 ens permet assegurar que AT (v+U (v, T; i, €), T; 11, €)
s’anul-la sota l'efecte de 'operador L., fet que sera el punt de partida del capitol segiient, on
veurem que, en aquesta situacié, AT (u, 7; u, €) esta determinada per la seva restriccié, pel que
fa a la variable u, a un interval vertical de Reu = 0.

També sera necessari coneixer el canvi invers del donat al Teorema 5.2, pero només ens

caldra tenir-lo a un interval de R, per tant, ens centrarem a la zona outer, en concret a un

domini f),()l) C D, del qual usarem més endavant que f)él) NR = (—ts, Uy).
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Teorema 5.3. Ezisteix g9 > 0 tal que, per a qualssevol 0 < o < 0¢, 0 < pu < pg, 1/3 <y < 1/2

i 0 <e < ey, existeix V(u, T; u, ) real-analitica a DY x T,, tal que

(v,7) = (u+V(u,7;p,€),7)

és el canvi invers del donat al Teorema 5.2.

A més, existeizen oy, i vy > 0 tals que

Y(u,7) € DY x Ty, u+V(u,Tip,6) € Dy i [V(u, 75, )| < et ™07,

Tot aquest capitol esta dedicat a la demostracié d’aquests dos teoremes.

Igual que ja vam fer al Capitol 2, quan ens convingui usarem les funcions
QF =p ' (T" - Ty —eTy)

definides a (2.4) en lloc de T¢. També cal recordar que no indicarem la dependeéncia de les
funcions respecte els parametres p i €.

5.2 Dominis de treball i lema de conjugacio.

Si ens interessa separar-nos una certa distancia suficientment petita de la frontera del
domini, podem considerar el nou domini expressat de la mateixa manera que l'inicial, pero
canviant alguns parametres. Aquesta operacié haurem de fer-la tant a la zona outer com a la
zona inner. Vegem quina notacié usarem i quina és la manera de passar d’'un domini a 'altre.

Al Teorema 5.2 arribarem a D després de diferents ampliacions, per tant, haurem de
comencar en un domini reduit D@. Considerem

u(2) u(1) uw(0) _ Pu
D3 c DI C DY = Dy, (5.4)

amb les mateixes constants ¢, 71 fp que DY pero fent els seglients canvis als parametres a, ug
i Up:

a = a" V4 (b —hi)a=(1+h)a pera 0<hi<h <1,

i i hi — hi_1)ag”

W) = g - (= heres
sin (3

i i hi — hi_1)ag”

W i - (= e
sin

Aquests canvis permeten assegurar que

vue DO, d (u, 0DV ) > (b~ hiy)as,
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Figura 5.4: Dominis Dx(i) C Dg("_l).

que també podem expressar com que

{ueCld (“’ D#‘i’) < (hi — hi_1)ag"} € DAOY.

| - || sera la notacié per a qualsevol norma || - || sobre funcions amb el domini Dij(” per a
la variable wu.

Tal i com acabem de fer per a DY, també ens interessara reduir inicialment el domini DY _ .

PY .
Definim ara per a la variable u els dominis D;ﬁ) pera0<h; <1:

DXV = {u € C; ju—in/2| < (1=h))ae", Smu < 7/2—(1+h;)ce In(1/e), | arg(u—in/2)| > B},

on recordem que, per passar de D;(fl) a Dgﬁ) amb un canvi e“-proper a la identitat (per

aw > 1), angle ﬁfi) s’autoregula de manera que 1'iltima condicié del domini es compleixi

automaticament. Observem que, si h;_1 < h;, aleshores D;"(Q C Dg(fl).

Si es pren a prou gran, els dominis D;‘(Z) i D;ﬁ) se segueixen solapant després d’un nombre

finit de reduccions.

El segilient lema ens caracteritza el tipus de canvi que estem buscant i sera usat en diverses
ocasions:

Lema 5.4. Per a qualsevol A(u,T), si la funcié g(v,T) és una solucidé de l'equacio
L.g(v,7) = A(g(v,7),7),
el canvi de variables u = g(v,T) conjuga ’operador
10, + A(u,7)0,

amb el redrecat L, = £710; + 0,,.
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Demostracié. Donada qualsevol funcié h(u, 1), sigui h(v,7) = h(g(v,7), 7). Aleshores,

5_18771(11,7) = 5_16uh(g(v, 7),7) - 0-g(v,T) + 5_187h(g(v, T),T),
8viL(U,T) = auh(g(va T>7T) : 8119(1},7')'

Per tant, sumant les dues expressions i reagrupant termes,

s_laT/Az(v, T) + avib(v, T) = 6_137}1(9(”,7'): T) +
+ [5’18Tg(v, 7') + (%g(v, 7—)] : auh(g<vv T)v T) =
= e '0h(g(v,7),7) + Alg(v,7),7) - Duh(g(v,7), 7).

Aixi dones, h és solucié de
e 10h+ A(u, 7)0,h =0

si i només si h és solucié de L.h = 0. [ |
Les funcions que faran el paper de A(u, ) seran analitiques i 2m-periodiques en 7.

5.3 Primera aproximacio del canvi U/.

L’operador L. pot separar-se en una primera part

Lo =70, + [COSZQ “ &LT‘} Da, (5.5)
on no intervé T i una segona part on només intervé la diferencia entre T 1 T~
[cos;ﬂu (T — auT)} 9,
o sigui que
Lo=L7+ {COShQ 20,7 - &LT)} O (5.6)

Per altra banda, usant la funcié )~ definida a (2.4), podem escriure:

4 tanh u
—c cosT + 0, Q™ (u, T
cosh® u H cosh® u HOQ (. 7)

0T (u,7) =Th(u) + €0, 11 (u, 7) + Q™ (u, 7) =

i aleshores l'operador £_ passa a

cosh? u

Lo =10, 4+ |1 —eptanhucosT +

£

10, Q| Oy. (5.7)
Pero, del Teorema 2.1 podem deduir que a DY X T,,

cosh? u

T H0.QT =1+ 0(pe')

1 —eptanhucost +

cosh®u (90,77 = 0,T7) = O(pe'™);
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per tant, de (5.7),
Lo =0, + 0, +O0(ue'")0,

€

ide (5.6),
o0 L.= L. +0(ue')0,.

Aix{ doncs, sembla logic fer un primer pas de £_ a L. = €710, + 9, a tot el domini Di
després usar-lo, com a primera aproximacio, per trobar a la Seccid 5.4 el canvi final de £, a L..
El primer canvi s’obté a les segiients dues subseccions i la notacié dels dominis esta I'explicada
a (5.4).

Segons el Lema 5.4, el canvi g(v, 7) que busquem és solucié de I’equacié en derivades parcials
(e7'0- +8,)g(v,7) = A(g(v,7),7),

amb A(u,7) = % 0T~ (u, 7). Si uséssim el metode de les corbes caracteristiques explicat
al Capitol 4, hauriem de buscar funcions

solucions del sistema d’equacions diferencials ordinaries:
o =1
or=¢et (5.9)
Org = A(g(r,s),7(r,s))

amb condicions inicials qualssevol

(0, s)
7(0,s)
§<07 S) = g<U07 S)

V)

Vo
S

Esta clar que v(r,s) = vg + 7 i que 7(r,s) = s + £~ 'r, per tant,
g(r,s) = glvg + 1,5+ ')
perd, invertint, també tenim que r = v — vy i s = 7 + £ (vy — v), la qual cosa porta a:
g(v,7) =g(v —vo, T+ vy —v)).
Finalment, de la tercera equacié de (5.9) obtindriem:

7r9) =3(0.5)+ [ A€ 9.5+,
o sigui que, en variables (v, 7) tenim:
g(v,7) = g(ve, 7) + /OU_UO A(g(vo + &7+ e (vo —v) +e71E), 7+ (vo — v) + 7€) dE,
i fent el canvi t = vg — v + &,

0
g(v,7) = g(ve, 7) + / A(g(v +t, 7+ 6_1t), T+ 5_175) dt. (5.10)

vo—v
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En el cas que aix0 tingui sentit, buscarem els canvis tals que lim g(v,7) = 0, per tant, la

V—>—00

férmula (5.10) quedara:
0
g(v,7) = / Alglvo +t, 7 +e ), 7+ 't)dt,
problema que interpretarem com la resolucié d’un punt fix.

Comencem situant-nos al domini ij(m per trobar, a la Proposicio 5.8, una primera expressié
analitica del canvi; després, a través de la zona matching, farem la seva continuacié analitica a
D*®) per acabar tenint-lo definit a tot D“? tal i com s’indicara al Teorema 5.14.

5.3.1 El canvi a la zona outer.

Ens interessa reduir el domini inicial DY a Dij(z) per tal que amb les dues ampliacions
necessaries pel procés ens quedem finalment a DZ. Definim ’algebra de Banach:

XD = {gy(w,7) | go: Dz(") x Ty, — C real-analitica i||gs||) < 0o}, (5.11)

a0

on la bola de radi r la notarem per B(r) := {g, € X tq [|g2]| % < r}.

Lema 5.5. Siguin ¢y > 0, fo(7) la funcié obtinguda al Lema 2.11, go = 1+ p < fo >€ R i
g1(7) tal que e} (7) = pfo(r) — u < fo > i < gy >= 0. Aleshores, 30 < hy < 1 i 3eg > 0
tals que, per a qualssevol 0 < p < g, 0 < v < 2/3, (w,7) € Dg(l), 92 € B(coue®™) C xL0
0 < e < eg, es compleir que

g(w,7) = gow + g1(7) + g2(w, 7) € DJ.

Demostracié. Per comprovar que si (w,7) € D" x Ty, i g2l < cope®27, aleshores
g(w,7) = gow + g1(7) + g2(w, 7) € DY, usarem l'expressié alternativa d'un domini del tipus DY
que es pot trobar a I’Apendix A.2:

DY ={w € C|[Imw| < tan Fy(ug — Rew) }U
U{w € C| Rew < —ag” sin fy, tan fy(ug — Rew) < | Smw| < tan Gy(u; — Rew),
|lw+ir /2] > ag?}.

Per a la primera part del domini, demostrarem
| Sm(g(w, 7)) < tan By (uo — Re(g(w,7))) (5.12)
i per a la segona part, només demostrarem
lg(w,T) £im/2| > ac”; (5.13)

la resta de condicions es demostrarien de manera similar a la (5.12).

Recordem que a la definici6 dels dominis (5.4) es va establir la relacié entre els parametres

dels dos dominis: ugl) = ug — hyag?/ sin fo.
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Segons les definicions de gy i g1(7), i pel Lema 2.11, si go € B(coue® ) i ue? és suficientment,
petit, llavors
go > 1 —aqpue® >1/2,
9ol S 1+p[ < fo>|=1-|g| > —aipe?
|90 - 1’ < 041#52,
|91(7) + go(w, 7)| < arpe® + coue®™ " < (o + co)pe® 2.

(5.14)

Usant aquestes desigualtats i que, si w € Dx(l) es compleix que
| Smw| <tanﬁ0(u(()1) — Rew) i |w £ im /2] > (1 + hy)ac?,
podem arribar a les condicions (5.12) i (5.13).
Comencem per la (5.12):

| Sm(g(w, )| < gol Smw|+|Im(g:(7) + g2(w, 7))| <

< gotan Bo(ul) — Rew) + (a1 + co)ue® =

= tan ﬁouél) + (go — 1) tan Bouél) — gotan By Rew + (ay + co)ue®™ ' <

hyae
Stw%(w ;ﬁ) + (g0 = 1) tan iy — tan o Re(gorw) +

0

+(a1 + co)ue®™? =

h &Y
+ (g0 — 1) tan foug” -
in o

— tan fy Re(g(w, )) + tan G Re(g1 (1) + ga(w, 7)) + (1 + co)pe®™

= tan fByug — tan ﬁo

i reagrupant termes,
| Sm(g(w, 1)) < tanﬁo (uo — Re(g(w, 7))) +
ae” a1+ ¢ _
+ tan 3 < ! 90 — l)uél) + %6(91(7') + gz(w, 7')) + ! 0,&82 27> <
tan 60
< tan 3 (uo—ﬁﬁfe g(w,7))) +
v 1
+ tan [ ( 1a€ + o ety M4 (a1 +co) (1 + ) IUEQ_%) <

tanﬁo
< tan fBy (ug — %9( (w,7))) +

hla 1 1
t vy [ 2y (1) 1 2—3v )
+ tan Bye < S0 + {oqe ug’ + (a1 +co) [ 1+ —c e

2—3y

Ara bé, si ue és prou petit per tal que

1 B hia

| Sm(g(w, 7))| < tan By (ug — Re(g(w, 1))) .

aleshores

Pel que fa a la condicié (5.13), farem servir de moment la 3a i 4a desigualtats de (5.14):
lg(w, 7) £ im /2| > |go| - lw £ im /2] — |go — 1|7 /2 — (1 + co) ™ >
> |gol(1 4+ hy)as” — ayue’n )2 — (aq + co)pue*™? =

=ag’ + {|90|h1 - (1 — Jgol + 222 / pe*" + OQTJFCO/%?_‘{”)] ag”
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i, si ue?=37 és prou petit per tal que, per exemple,

o pe? + —-= el / T4 OQT—’_CO;LE%?W < 1/4,

aleshores, per la la i 2a desigualtats de (5.14), existeix 1/2 < hy < 1 tal que

1 2 1
[P (1 — |g0] + _a17r/ puer™ + @t Co,u8237) <2— <My
|90] a a 4

i finalment,
lg(w, ) £im /2| > ac”. [

Lema 5.6. Sigui h(w,7) analitica a Dzm X Ty, @ tal que s > 0 amb ||h - e‘st(o? < o0.
L’operador G° definit a (2.11) com

G2, ) = [ bw+tr e
té les seguients propietats:

1. és lineal.
2. L.oG2 = Id

1 su(1> —sw
3 gL < < e e

4. sihe XY, Go(h) també ho és.

Demostracié. La demostracié del primer apartat és evident i la del segon analoga a la
del Lema 2.8. Pel que fa al tercer apartat,

0
G2(h)(w, )| = ‘/ h(w+t,7+e 1) - e st . st gi <
EOO
< / |h(w+t,7+e 1) e W] es(ewth) gy <
o ) 1
< Hh . esw"&)es%ew/ et dt < Hh . efstgj)es%ew_
—00 S

Siw e D“ , aleshores Rew < u(() )i arribem al resultat de Uenunciat.

Pel que fa a I"iltim apartat, només ens queda comprovar que G°(h) és real analitica. Usant
que les funcions reals-analitiques estan caracteritzades pel Principi de Reflexié en un domini
complex que contingui un interval de la recta real i que sigui simetric respecte 1’eix real, és
immediat veure que G°(h) ho compleix suposant-ho cert per a h. |



5.3 Primera aproximacié del canvi . 143

Lema 5.7. Siguin ¢g > 0, fo(7) la funcié obtinguda al Lema 2.11, go = 1+ p < fo >€ R i
g1(7) tal que e g (1) = pfo(T) —pu < fo > i < gy >= 0. Aleshores, existeiz g > 0 tal que, per
a qualssevol 0 < p < g, 0 <y <1/2 10 < e < g, loperador

1 9 _
G(g2,w,T) := 1 cosh” u pu0, Q™ (u, 7) — eptanhucos 7 — Mf2(7—){u=gow+gl(7)+g2(wﬂ')

definit ¥V gy € B(co,usQ*QV) C Xé;) iV (w,T) € Dg(l) X Ty, té les segiients propietats:

1. G(g% K ) S th;)

2. Sigui G2 Uoperador definit a (2.11), aleshores 3K, Ky tals que
a. [|G2(Glga, ) IS < 5 Kipe®.
b. [1G2(Gg2: ) = Glghs ))& < Kape') gy — g5

Demostracié. En el decurs de la demostracié usarem el Lema 5.5, que ens permet asse-
gurar que, sempre que go € B(coue? ) C Xé;) i(w, 7)€ Dg(l) X Ty,

g(w,7) = gow + g1(7) + g2(w, 7) € DY.
Si tornem a usar la notacid
pQ (u,7) =T (u,7) — To(u) — €Ty (u, 7),

els Teoremes 2.1 i 2.3 asseguren respectivament que, si pu'™7 és prou petit,

< = boue®™, (5.15)

1 =

1
V(u,7) € DY x Ty, ‘Z cosh? u 410, Q™ (u, 7)

i, si pue és prou petit,

1
V(u,7) € {Reu < =U} x T,,, ‘Zcosh2u,u8uQ(u,T) — pfa(T)| < kype?e?Fer (5.16)

on U > 0 prou gran.

Si gy € Xé;), tot el que intervé a la definicié de G(ga, w, T) és real-analitic i 2m-periodic en
7. El Lema 5.5 enuncia que si g» € B(coue??7), aleshores gow + ¢1(7) + g2(w, 7) € DY; podem
doncs usar la informacié del Lema 2.11 i I’Apartat 2 del Lema 2.4: si pue'~7 és prou petit,

V1 € oy, |pufo(T)] < proni?,
V(u,7) € DY x Ty, |eptanhucos7| < euCe™7e”;

que, juntament amb (5.15), permet arribar a ||G(ga, -, )||((>? < 0.

Per calcular
G2 (G(g2,w,7)) = G(ge,w+t, 7+ t)dt

R—
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més comodament, separem G(ga, w, 7) en dues parts més senzilles:

1
G1<g27w77> = ZCOSh2 (90w+91(7') +g?<w77—)> 'uaqu (g0w+gl(7-) +g2<w77—>77—) - ,Uf2(7)7
Go(go,w,7) := eptanh (gow + g1(7) + g2 (w, 7')) COST;

que treballarem de manera diferent per les seves particulars caracteristiques.

Segons les definicions de gy i g1(7), i pel Lema 2.11, si go € B(coue®™?7) i ue? és suficientment,
petit,
go > 1 —oqpue* > 1/2,
L 2w L e (1 4+ O(pe?)) < 2, (5.17)
240 240
lg1(T) + go(w, 7)| < aque® + coue®? < (ay + co)pe=27,

propietats que farem servir sovint en el decurs de la demostracié.

De cara a fitar 'operador G2, separarem la integral en dues parts: una primera on Re g(w, 7) <
—U ilaltra on Re g(w, 1) > —U.

Siw € D;‘(l) N{Rew < =3U} i 7 € T,,, aleshores g(w,7) € Dy N {Rew < —U}.
Efectivament: si € és prou petit,

(@1 + co)u€2_27/go —-U<0
i, per tant, usant la primera i terecera desigualtats de (5.17),
Re g(w, 7) =Re (gow) + Re (g1(7) + g2(w, 7)) < go Rew + (g + co)pe®>7 <
< go( —3U + (al + CO)M€2_27/‘90) < —290(] < —=U.

Aix{ doncs, gracies a (5.16), si w € D}Y‘(l) N{Rew < -3U}iTeT,,,

1
|G1(g2,w, T)| = ZCOSh2u,u8uQ_(U,T)|u —pfa(r)| < kl,usgeQ%Q(w’T),

:g(wﬂ—)
i com que, segons la tercera desigualtat de (5.17),

e?Rea(wr) — 200 Rew Re (gl(THg?(w’T)) = 200 e (1 + O(MEQ*QW))v (5.18)
aleshores, si w € Dg(l) N {Rew < —3U}, 3k, tal que

’Gl (927 w, 7')‘ S E1u526290 %ew'

Gracies a la tercera desigualtat de (5.17), si Re g(w, 7) > —U, aleshores
1< €2§Reg(w,7')+2U _ 6290 §Rew€§Re (91(T)+92(w,7')) €2U _ 6290 %ew(l + O<M€2—2V))€2U' (519>

Per altra banda, i sempre que g(w,7) € DY, la desigualtat (5.15) i el Lema 2.11 ens permeten
assegurar que dky tal que

1 _ 1 _ _
G192, 0,7)] < {180.Q oo + pl fllo <  bort=® ™7 + s < o=, (5.20)
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que segons (5.19), per al domini de w on Re g(w,7) > —U pot escriure’s com:

‘Gl <927 w, T)’ < E2u52*276290 %Ew.

Amb tota aquesta informacié, podem aplicar I’Apartat 3 del Lema 5.6 amb s = 2gy > 0,
les desigualtats de (5.17) i les fites de G1(go, -, -) trobades:

192 (G (g2, ) |1 2 Gy (g2, ) - € 20 () < 2620 max {Jy, Ko} pe® 2. (5.21)

Pel que fa a G5(go,w,7), com que el tenim de manera explicita, usarem el Teorema del
Valor Mitja:

1
cosh? (g(;(w, )

tanh (ggw + g1(7) + ga(w, 7')) = tanh (gow) -+

) (91(7) + g2(w, 7))

on gs(w, T) = gow+0g1(7)+0gs(w, 7) per aun cert 6 € (0,1). Aix{ doncs, tenim G2 (G2(g2, w, 7))
separada en dues parts. Per calcular-ne la primera:

G2 (epptanh(gow) cosT) = gu/ tanh (go(w + t)) cos(r + e~ 't) dt =
1 ) »
= 5#5/ tanh (g()(lU-f-t))( iTpieT it | it e t) dt

farem un canvi de camins d’integracié, passant de R~ a les semirrectes d’inclinacié F03,/2.
Tenint en compte les segiients propietats:

V1 eT,, |efT]<em,
pel Lema 2.4: Vu € DY, [tanhu| < Ce™,
‘eii67186¥ﬂ0/2 — e lssin(Bo/2)

)

i que, usant el Lema 5.5, go(w +t) € DY, arribem a

0 %0
(e toutl < e O e Lssin(B/2) g — 27, ¢ & 5.22
92 ewtanbtay) cos)]| < e [ =G )
Per al segon terme
e cosT |, 5.23
G ( K cosh? (95(w, 7)) 523

on la funcié cosh™wu I’haurem de tractar diferent segons estiguem prop o lluny del pol im/2.
Segons el Lema 5.5, gs(w + ¢, 7 + e7't) = go - (w+t) + O(ue?™) € D“ amb gy = 1+
O(ue?), d’'on podem assegurar que existeix un ¢ty < 0 tal que Yw € D“ iVt < tyes té
Re (g(;(w +t, 7+ s_lt)) < —U; per a algunes w, tindrem el cas que si Vt > t;, aleshores
Re (g(;(w +t, 7+ Eilt)) > —U. De les dues fites segiients, farem servir la que convingui a
u € DY segons sigui el cas:

. 2
si Reu < —U <0, |coshu|™ < S
1 —e2U

si —U < Reu < up, |coshu|™ < kylu—im/2|7" < kya'e™.
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Per als altres factors que intervenen a (5.23), també en tenim fites: com que 7+¢7t € T,,,
aleshores |cos(T +e7't)| < €%, i per a g1(7) + ga(w, 7) usarem la tercera desigualtat de (5.17).

Aixi doncs,

o (€Mgl<r> +gp(w,7) )

c cosh? (gs(w, 7))

to 4 3 0

< (041 + CO)M2€3727600 (/ mgQ?ﬁe (g(;(w+t,r+g 1t)) dt—"/t k§a72€72fy dt) )
0

(5.24)

Com que ja hem vist que Re (g(;(w +t,7+ 5*1t)) < —U per at < ty, la primera integral esta
fitada; per tant, la segona integral és la que marca la mida d’aquest terme, O(g3~%7), amb la
qual cosa, junt amb (5.22), podem establir la segiient férmula: si 0 < g < pg, per a una certa
constant Cf,

0
1
<eulay + co)us?=2e%° / dt
e 2 oo | cosh? (gg(w +t,7+ 5_1t))|

—00

162 (Ga(ga, -, NI < Crp(e*77 +7717). (5.25)

Aix{ doncs, segons el resultats (5.21) i (5.25) i que 0 <~ < 1/2, 3K, tal que:

1
Hgao (G<927 ) )) Hg)) < Hg::) (G1<927 ) )) Hg)) + Hgao(GQ(g% ) )) ng) <3z K1u5272’y'
2

Pel que fa a les diferencies G;(go, w,7) — G;i(gh, w, T), seguirem la mateixa estrategia que
per a G;(g2,w, T) 1 també usarem la notacié §(w, ) = gow + g1(7) + Go(w, 7).

Les derivades de GGy i G4 respecte la seva primera variable seran:

a1C7Y1(927 w, 7-) = ;l au (COSh2 u,uauQi(ua T) - /'LfZ(T)) | =

u=gow+g1 (1) +ga(w,7)
1 1
= - h h2 - - h2 21—
2 tanhu cosh™u 8, Q" (u, 7) + 4 cosh™u 49, Q" (u, T)|u:90w+g1(7)+92(w77)7
01Ga(ge, w,T) = epcosTcosh™? (gow + g1(7) + ga(w, 7')),
on podrem tornar a fer servir els Teoremes 2.1 i 2.3.
Segons el Teorema del Valor Mitja i el Teorema 2.3, si g(w,7) € DY N{Reu < —U} i pe és
prou petit:
1
‘G1<927w77_> _Gl(gé>w>’r)| S / ’61G1(92+t(92 _gé)awaTﬂdt ’92(?1)77_) _gé(waT)‘ S
0

1
< / oy re2e? ¥ (gowrtar (7) +g2(w.r) +1(g2-g5) (w.7) ) dt - |ga(w, 7) — gh(w, 7)]
0

on podem aplicar altra vegada la propietat (5.18):

1(g2, 0, 7) — Gi(gh, w, 7)| < kype?||ga — gyl (Ve e,
|G ( ) — G1(¢: )| < Kype?| || e ®

Per altra banda, el Teorema 2.1 i el Lema 2.4 ens permeten assegurar que:
|G1<927 w, T) - Gl(gév w, T)l < ||81G1(g2, *y )H(o? ’ |92<w7 T) - gé(wv T)l <

1 _ 1 _
< (Gltanh a0 e + 31020 e ) () — it 7] <

1 1
< (50 e 4 oo™ lalu7) = w7,
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I, altra vegada usant la propietat (5.19), si g(w, ) € D4 N {Reu > —U}, 3k] tal que
|G1(92’w77—) G1(927w 7')| < k’lue’:‘Q 37”92 — gé”g))e?goﬂ?ew.

Aixi doncs, podem assegurar que V (w, 7) € D”;(l) X Ty,

G1(g2, w, T) — G1(gh, w, 7)| < max {ki, ki } pe®||ga — gh||He0Rew,

L’Apartat 3 del Lema 5.6 amb s = 2gy > 0 ens permet arribar a 1’expressié:

/ 1 u / —2gow
Hgg(Gl(g% '7') - Gl(g2?'7 ))l (()i) = 2 290 O ||(G1<g27 7') - Gl(QZa 7)) e 29 H(o}))7

pero aplicant les desigualtats de (5.17) i la fita de G1(go, -, ) — G1(g5, -, -) trobada,
Hgg (Gl(gg, ) — Gi(gy, - || < 262“él>méx {El, k’l} p€2_3”’Hg ng(l) (5.26)

Per a la diferencia de Gy farem servir la propia definicié de 'operador G2 i el Teorema
del Valor Mitja, on la funcié g, sera go + d(gh — g2) per a un cert 6 € (0,1) i aleshores
f](w, T) = gow + gl(T) + 92(w7 7—):

0

|g§(G2<927 ) ) - GQ(gév i '))(U),T)‘ S/ ‘(GQ(Q% ) ) - GQ(géa ) ))(w +t,7+ 57175)‘ dt <

0
< / 101Gy w0+ .7+ 78] - [lgo — b1 dt <

0
< au/ |cosh (§(w +t,7 +e718)) |7 | cos(r + 1) dt - [lg2 — g5]ILY,

o0

i fent el mateix raonament que a (5.24), obtindriem la fita:
||g§(G2(927'7') G2 92’ )" )H < glueaoc«g—?ng? _g;Hc(;;)' (527)

Finalment, segons els resultats (5.26) i(5.27), 3K, tal que
1G2(G (92, +,-) — Glgn. ) I
< G2 (Gr(ge, -> = Gilga, ) 1%+ 1G2(Galg, ) = Galgh, ) I <
< 26 manx {Ku, K} e gz — g1 + Cpe' e g — ghl| Y <
< Kope' ™ ga — 5|
on s’ha suposat que 0 < v < 1. [

Tenim ara tota la informacié necessaria per poder demostrar el primer resultat pel que fa
al canvi de variables.

Proposicié 5.8. Ezxisteiz eg > 0 tal que, per a qualssevol 0 < pp < g, 0 <y <1/2i0 < e < &g,
ezisteizen 0 < hy <1 i C~(w, T) real-analitica a D;L@) X Ty, tals que el canviu =w—+C~ (w, T)
conjuga l'operador L definit a (5.7) amb el redregat L.

A més, existeix ag > 0 tal que
V(w,T) € Dz(z) X Toy, w+C (w,7) € DY i

IC™ (w,7)| < a2u52|w| + aoue®™, |0,C™ (w, T)] < aape®™, |85]C_(w,7)| < oo™,
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Demostracié. Sigui 0 < h; < 1la constant donada al Lema 5.5 i farem tota la demostracio
per a w € D’;(l). Sera només al final, per la restriccié d’aplicar la desigualtat de Cauchy, que

haurem de reduir el domini Dg(l) i tots els resultats seran valids per a w € D:@)_

En el cas de 'operador £_ definit a (5.7), la funcié A(u,7) del Lema 5.4 es correspondria
cosh® u

amb 'expressi6 1+ 10, Q (u, 7) —eptanh wcos 7. Aixi doncs, el canvi u = g(w, 7) que

conjuga £_ amb L. ha de complir I'equacié:

Leg(w, 7) =1+

%(wﬁ)) 10,Q (g(w, 7),7) — epptanh(g(w, 7)) cos 7. (5.28)

El Teorema 2.3 ens assegura que la funcié f, obtinguda al Lema 2.11 és tal que, si Reu <
—U, aleshores
cosh? u

4

1+ 10,Q (u,7) = 1+ pfa(7) + O(pe?),

per tant, i com que volem g(w,7) 27m-periodica en 7, proposem a tot el domini D;‘(l) X Ty, el
canvi

u = g(’(U,T) =w+ (90 - 1)’(1) + gl<7—> + g?<w7 7-)7 (529>
ongo=1+pu< fo>1ig(7) ésla funcié tal que e gy (7) = pfo(7) —p < fo > 1< gy >=0,
per la qual cosa, estarem sota les hipotesis del Lema 5.7. A més, recordem que, segons el Lema
2.11, go 1 g1(7) tenen les fites:

190 — 1] < paye?, lg1(7)] < peare? = ague®. (5.30)

Amb aquest canvi de variables proposat, 'Equacié (5.28) ens porta a una equacié per a la
funcié gs:

coshQ(g(w, 7))
4
cosh?(g(w, 7))
4
cosh?(g(w, 7))
4

L.(gow + g1 (7) + go(w, 7)) = 1+ 10, Q~ (g(w, 1), 7) — epptanh(g(w, 7)) cos T

9o+ (7) + Lega(w,7) = 1+ pu,Q™ (g(w,7),7) — eptanh(g(w, 7)) cos 7

L+ pfo(7) + Lega(w,7) = 1+ p0uQ~ (g(w, ), 7) — eptanh(g(w, 7)) cos 7

L€g2(w7 T) = G(927 w, T)

on GG és l'operador definit al Lema 5.7. Per resoldre aquesta equacié, usarem l'operador G
definit a (2.11) i resoldrem

92w, 7) = G2(G (g2, w, 7))

buscant un punt fix de 'operador:

Flg2) == G2(G(g2,-,-))- (5.31)
Vags € Xég), I’Apartat 2a del Lema 5.7 ens assegura que, F(gs) € 2453) i, a més, que

1 _
|FO)IY < 5 Kipe>
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Siguin gs, ¢} € B (K1pe2) € XLV, aleshores, tornant a usar el Lema 5.7,

1F(g2) = F(an) 1D = [|G2(Glgas -, ) — Glghs )| < Kope )| go — g5V

La qual cosa assegura que, si uel™?YK, < 1/2, F és una contraccié. Per tant, el Teorema del
Punt Fix ens indica que:

3lgy € B(Kipe®?) tal que g5 = Flg;) = G2 (Glga+-,-))
i, per ’Apartat 2 del Lema 5.6,
L.gy = L2 (G(gs 7)) = Glgz 7).
Per tant, existeix el canvi (5.29) i podem posar-lo de la forma
u=w+C (w,7) amb C (w,7) =pu < fo >w+ g (1) + g5 (w,7),
des d’on, com que gy € B(K;ue??) i (5.30), en trobem la fita que enunciava el Teorema:

C(w,n)| < pl < fo> |- fw[+ ]9 ()] + g5 (w, 7)] <

<
< oqpe|w| + oqpe® + Kipe*™® < aype?|w| + (aq + Kp)pe® ™.

[ usant les desigualtats de Cauchy per reducci6 del domini a, per exemple, D;‘@) també obtenim
els fites de les seves derivades. Pel fet que Dz(m C Dz(l), podem donar tots els resultats a D}Y”(Q)

Per ultim, que w 4+ C~ (w, 7) € D;‘(Q) ens ho assegura el Lema 5.5. [

5.3.2 El canvi a la zona inner.

A partir del resultat de la Proposicio 5.8, buscarem la continuacié analitica respecte w de
la funci6 C~ a D¢, i a D¢ _, resultat que pot trobar-se al Teorema 5.14. Farem només la
demostracié a D, essent totalment analoga per a D . També en aquest cas haurem de

reduir el domini inicial, situant-nos a Dgf) per tal d’obtenir els resultats finals a DY ..

Pretenem trobar a D¢, un canvi u = g(w, 7) tal que conjugui I'operador definit a (5.5):

cosh? u

Lo =e¢'0, + { 8UT‘} Ou, (5.32)

amb el redrecat L. = 10, + 0, o sigui, que segons els Lema 5.4 ha de ser solucié de

cosh?(g(w, T

Leglw,7) = I 5 g, 7),7)

i del qual, gracies a la Proposici6 5.8, en coneixem els seus valors a qualsevol w* € D;‘@). En
particular, als w* tals que |w* —im/2| = (1 — hg)ag”.

Farem ara el canvi de funcié T~ (u,7) = e ‘¢~ (¢} (u —im/2),7) i volem evidenciar I’apro-
ximaci6 a DY, de la funcié ¢~ per la ¢, estudiada al Capitol 3 com a solucié de I'Equacié
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Inner. El coeficient de 'operador £ pot escriure’s aleshores com:

cosh? u cosh? u

1 0T (u,7) = 12 (ngb_(e_l(u —i7)2),T) — Oy (e (u — i/2), 7‘)) +
cosh®>u  (u — im/2)?
( 4e? * 4e?
 (u—irm/2)?
4e?

) 0.0y (e Hu —in/2),7)— (5.33)
0.0y (e (u —im/2),7).

El Corol-lari 3.48 assegura que existeix una funci6 R~ tal que el canvi z = z + R~ (z, 1)
conjuga el camp

1
0y — ) zzﬁnga(z, 7)0,

amb el camp redregat 0, + 0,. Per altra banda, recordem que la variable inner z i la outer u
estaven lligades per z = e~ (u —i7/2) i, per tant, sembla natural relacionar la variable inner x
amb una variable outer, que anomenarem s, considerant x = ¢ '(s — i7/2). Aix{ doncs, farem
servir un primer canvi

s—u=s+eR (¢ (s —ir/2),T)

i el composarem amb un segon canvi
w—s=w+eR(w,71)

de manera que el canvi final
w—s=w+eR(w,7)—u=w+ Ry (w,7) + R~ <5_1(w + Ry(w,T) — z'7r/2),7'>

aconsegueixi el nostre objectiu de conjugar £_ amb L..

Cal definir l'espai de la funcié R; que busquem. V0 < o < o definim les algebres de
Banach:
VO = {Ry(w,7) | Ry : D;ﬁ) x T, — C real sobre els reals, C°° respecte w per

. (5.34)
linies horitzontals i ||R]|?) < oo},

on la bola de radi r la notarem per B(r) := {R; € Y tq HR1H£Q <r}.

Per tal que el canvi final sigui continuacié analitica del C~ trobat a Dx(z), caldra que
aquesta funcié R; compleixi una condicié inicial fixada. Amb el segiient lema veurem que aixo
és possible.

Lema 5.9. Ezisteiz €9 > 0 tal que, per a qualssevol 0 < p < g, 0 < v <1/2,0<e<¢gq i
YVw* tal que |w* —im /2| = (1—hg)ac?, ezisteiz Ry(w*,-) real-analitica a T,, solucid de l’equacid
implicita:

Ri(w*,7) =C (w*,7) —eR (e ' (w* + Ry (w*,T) —in/2),7), (5.35)
on C~ és la funcio donada per la Proposicio 5.8 i R~ la funcié donada pel Corol-lari 3.48.

A més, existeix co > 0 tal que

[R1(w”, ) loe < coe® 7.
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Demostracié. Definim primer I'espai de funcions on busquem solucions de I’'Equacio
(5.35):
R* ={Ry(w",-) : Ty, — C real-analitica i ||Ry(w",")|c < 00}.

Considerant 'operador F : R* — R* definit com:
JT(R1> = C_(w*7 ) - 5R_(6_1<w* + Rl(w*v ) - Zﬂ-/Z)v ')7

plantegem el problema com la resolucié d’un punt fix. De les funcions que hi intervenen tenim
la segiient informacio:

1. la Proposici6 5.8, assegura que J s tal que V(w,7) € D;‘@) X Ty,

IC™(w, 7)| < ague?|w| + apue*?7;

2. V(s,7) € Dg(i) x T,,, el Corol-lari 3.48 ens permet dir que 3d tal que la funcié R~
compleix:

R~ (e (s —im/2),7)| < dels —in /2|7t i |0.R (e (s —im/2),7)| < d&?|s —in/2|”?

Com que w* és tal que |w* —im/2] = (1 — hy)ae?, sabem per la construccié dels dominis
que vam fer, que w* € D;ﬁ), pero a més que w* € Dz(m. De manera analoga a com es fara
amb tot detall al Lema 5.10, pot demostrar-se que, si R;(w*,-) € 5(0062*27) CR*ivy<1/2
aleshores w* + Ry (w*,T) € DZ&), pero també w* + Ry(w*, 1) € D;‘@); amés, 362 € (0,1) tal
que (1 —hy)ae?(1—0q) < |w*+ Ry(w*, 7)| < (1 —he)ac? (1 +6d2). Podrem doncs aplicar les fites
de les funcions C~ i R~ que acabem d’indicar tant al punt w* com al w* + R;(w*, 7).

1F ()l <NC™ (", oo + el B (7 (w" — im/2), )]l <
< appue?|w| + appue® " + edelw* —in /2|7t <
<apue®((1 — ho)ae” + m/2) + aope® > +de® (1 — hy)'a ' =
=(op((1 — ho)ae” + 7/2)e* + app+d (1 — ho) '@ 'e)e* .
Per tant, ¢ tal que
1 _
IFO)e < 5 "

V Ry (w*,-), Ry(w*,-) € 8(0052_27) C R*, sigui Rl(w*, ) = (1—t)R;(w*,-) + tR}(w*,-) per
a una certa t € (0, 1), aleshores utilitzarem el Teorema del Valor Mitja:
1F(Ry) = F(RY) [l <ellR™ (7 (w" + Ra(w”, ) —im/2),) = R™ (e (w" + Ry(w", ) —im/2), )| <
<elloR (e (w" + Ri(w', ) = im/2), ) oo [ Ra(w”, ) = Ry(w, )l <
<de"(1 = ho)Pa (1= 02) | Ra(w, ) — Ry(w", ).

Aixi doncs, existeix una tnica funcié Ri(w*,-) € B(ce?™*) C R* tal que és solucié de
I'Equacié (5.35). |
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Lema 5.10. Siguin c¢o > 0, w > 1 ¢ R~ la funcié definida al Corol-lari 3.48. Aleshores,
40 < hy < hy < 1 4 degg > 0 tals ?ue, per a qualssevol 0 < p < po, 0 < v < 1,
(w,T) € D;(f) X Toy, R1 € B(coe®) C V10 <e<eqg, es compleir que

w+ Ry(w,T) € Dgﬁ),
u=w+eR (e (w+ Ri(w,7) —ir/2),7) + Ri(w,7) € D¥_.
A més, si |lw* —in/2| = (1 — he)ag?, aleshores per a cert 0 < dy < 1

(1 — h2)657(1 — (52) S |’U)* + Rl(w*, T)| S (]_ — hz)aéﬁ(]. + (52)

Demostracié. Usant la notacio
s=w+ Ry(w, 1), (5.36)
sis € DE -+ » el Corol-lari 3.48 ens permet dir que 3d tal que la funcié R~ compleix:

R~ (7Y (s —in/2),7)| < dels —im /2| <d (1 +hy) e (In(1/e))?

Com que 7 < 1 < w, és possible prendre h; tal que, si € és suficientment petit,

o [coe¥™ cpevt det= d
hy = <1/2
! max{ a cln(l/e) acln(1/e)’ 2 In(1/e) /

ihy = 2h1 < 1.
u(1)

V(w,T) € ng) x T,, podem comprovar facilment que s € D_

|s —im/2| < Jw —im /2| + |Ry(w, )| < (1 — he)ae? + cpe® = (1 — hy + €0 w- ’Y) ag’ <
(1 — hg + hl) as’ = (1 — hl)CLS’Y

Sm(s —in/2) < Sm(w —in/2) + Sm Ry(w, 7) < —(1 + ha)celn(1/e) + cpe” <

— (1 + hy — m) celn(1/e) < = (1 4+ hy — hy)celn(1l/e) =

— (1 4+ hy) celn(1/e).
Seguint amb la notacié (5.36), cal ara comprovar que u = s+eR™ (¢~ (s—ir/2),7) € D¥ :
lu —in/2| < |s —im/2| + e|R™ (e (s —im/2),7)| < (1 — hy)ae” + ed (1 + hy) e (In(1/e)) ! <

N
—dg as? <ag”?
acln(1/e)

< (1 h+
Sm(u—ir/2) = Sm(s —in/2) +eSm R (e (s —im/2),7) <
—(14 hy)eeln(1/e) +ed (1 +hy)te H(In(1/e)) ™t <

- (1 +hy — @m*ﬂ/@) celn(1/g) < —celn(1/e).

Queda només demostrar les propietats de w* + Ry (w*, 7), on usarem que si € és prou petit,

0y = (1—0—22)65(*)77 < 1:
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1.
w4+ Ry(w*,7) — i /2] < Jw* — im /2| + | Ry (w*, 7)] < (1 — ho)@e" + coe® =
1
= (1 — hg)ﬁé"y + (1 — hg)a€ﬂ/00€w(1_—h2)a e S
= (1 — hy)as” (1 + (1—C—Oh2)a gw—v) = (1 — hy)ae" (1 + d9).
2.

w* + Ry(w*, 1) —imw /2| > |w* —in /2| — |Ry(w*, 7)| > (1 — hy)ae” — cpe® =
| (w*, 1) —im/2[ > | /2| —| :

= (1 — hy)ae’ (1 —~ e‘“—”) = (1= hy)ae" (1 — 6,).

__ G
(1— ho)a

Lema 5.11. Sigui f € y},? 1 Yw € D;‘ff) sigui w* tal que Rew* < 0, Smw* = Smw 1
|w* —im /2| = (1 — hy)ae?. Aleshores, l'operador G definit com

G (w,7) = /O fw+t,7+e't)dt (5.37)
té les segiients propietats:
1. és lineal.
2. L.oGl = Id.
3. |GH NP < 201 — ho)ae|| £I12

4. Gi(f) e Y2,

Demostracié. El primer apartat és evident. Per al segon apartat, observem que, fixada
una algcada v, Vw tal que Smw = v, la corresponent w* és constant. Per tant

0
(871(97- + &U) / flw+t,7+et)dt =

710, +0u) f(w+t,T+e ) dt + f(w*, T+ e (W' —w)) =

Il
s\o

0
:/ —f (w+t, 7+ ) dt + f(w', 7 + e (" —w)) =

= (w77_ (w T+e l(w —w))+f(w*,7'+5_1(w*—w)):f(w,T)
i aixi queda demostrada. Pel que fa al tercer apartat, usarem que |w — im/2| < (1 — hg)ae? i

|w* —im /2| = (1 — hy)ae™:

0
G () (w,T)] < / flw+t,r+et)dt) < | fI2w* —w| < [IFI2(1 — he)as.

w* —w
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Finalment, per les caracteristiques de la funcié f i el resultat que acabem de veure, el quart
apartat és obvi. [ |

Les notacions

¢_(Z’T) Ing_(Z,T) - ¢5('Z’T)>

Y~ (u,7):= (0021612 Yy (v _42;/2) ) 0.0y (e (u—im/2),7), (5.38)
X (u, ) ::% 0.65 (=~ (u — im/2),7).

ens permeten escriure el coeficient de 'operador £_ d’'una manera molt més curta i practica
per manipular que la donada a (5.33):

cosh? u B cosh?u

0.0 (e (u—im/2),7) + Y (u,7) — X (u,7). (5.39)

Un cop expressat 'operador £- en la forma més adequada, podem treballar-hi amb més detall.

Lema 5.12. Siguin co > 0, w > 11 R~ la funcio definida al Corol-lari 3.48. Aleshores, 3¢y > 0
tal que, per a qualssevol 1/3 < v <1/2,0< pu < g, 0 <o <oy i0<e<eq, loperador

1
Fi(R =
1( lava) 1+8£R*(5*1(w—|—R1(w77-) —i7T/2),T)

2
) <—COSZ Y 0, T~ (u, 7‘) + X (u, T))

‘ u=w+eR~ (e~ (w+R1(w,7)—ir/2),7)+R1(w,T)

definit V (w, ) € Dz(f) X Tyy @V Ry € B(coe®) C VP 16 les seglients propietats:

1. F1<R1’ .’ ) c y§2).
2. dK3, K4 tal que
a. [|Fi(Ry,- )% < Ky,
b [F(Ry ) = AR} IR < Kae I (1/e)| Ry - RS

Demostracié. Quan convingui i per simplificar les férmules, usarem la notacié

s =w+ Ry(w,T), s =w+ Ri(w,T). (5.40)

Si Ry € y(?’, per les caracteristiques de les funcions que hi intervenen, Fi(Ry,-, ) és real
sobre els reals i 27-periodica en 7 i respecte w és C'° per linies horitzontals. Només queda
comprovar que té norma fitada.

Segons (5.39), usant la notacié (5.40), podem escriure

1
Fi (R = .
1(F, w,7) 1+8xR—(e—1(s—i7r/2),r)

: <C°Sh2 L0 (e (u— im/2),7) + Y (u, 7))

4e2

(5.41)

u=s+eR~ (e~ 1(s—im/2),T)
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Recordem que si s € Dg,(i), aleshores v = ¢ (s —im/2) € Dg,(i) i que, gracies al Corol-lari
3.48,V(z,7) € Dg’(i) x T, de la funci6 R~ sabem que
R (x,7) = O(z™). (5.42)
Aixi doncs podem considerar que el factor 1/ (1+ 9,R™ (7 (s —im/2), 7)) esta fitat.
Pel Lema 5.10, sabem que si (w,7) € Dz(f) x T, 1 Ry € B(cog“’), aleshores s = w +
Ry(w,T) € Dg(i) iu=s+eR (e (s—in/2),7) € D! ; amés, |u—ir/2] <ae”. Com que

cosh®u  (u—im/2)?

(=14 O((u—1im/2)?)),

4¢? 4e?
aleshores tenim )
cosh” u _0(e2)
4e? ’ (5.43)
cosh®u  (u —im/2)? L e
122 + 122 =0(e*(u —im/2)").

A més, si u € D!, aleshores z = ¢ '(u —i7w/2) € D¥, i al Corollari 3.30 podem trobar
informacié de la funcié ¢y

D.05 (2,7) =272 (44 0(z71)),
que podem traspassar a la funcié Y~ definida a (5.38):

Y~ (u,7) = O(e%(u —im/2)*) - O(e*(u — in/2)?) = O((u — in/2)?) = O(*). (5.44)

Per altra banda, (5.43) i el Teorema 4.1 ens permeten arribar a una fita del primer terme
de (5.41):
cosh? u

O 0 (e (u—im/2),7) = O(e¥2)0(e?) = O(e¥) (5.45)

4e?
Recollint els resultats (5.42), (5.44) i (5.45), 3 K3 tal que
[ (R, -, |2 < Ke™.
Aixi doncs, Fi(Ry,-,-) € V2 i tenim també demostrat I’Apartat 2a.

Pel que fa a I’Apartat 2b, usarem el Teorema del Valor Mitja a Fy(Ry,w, ) — Fy (R}, w, T):
1
Fi(Ry,w,7) — Fy(R},w,7) = / ONF (R +t(Ry — RY),w,7)dt- (Ri(w,7) — R (w, 7)),
0

per tant necessitarem una fita de 0y Fy(Ry,w, 7). Seguint amb la notacié de (5.41), estudiarem
per separat la derivada de cadascun dels termes, que de manera breu podem escriure usant la
variable intermitja s = w + Ry (w, 7) com:

1 cosh? u
Ry (R = 0, O + Y7
V(B w, 7) <1+8IR(51(5—2'7T/2),T)> < 4e? v )

u=s+eR~ (e~ 1(s—im/2),T)

N 1 (coshZu 5 w) N
14 aq:Ri (571(3 - Z7T/2)7 T) ’ 4e? ’ ‘u:s+sR— (e=1(s—im/2),T)
1

Y (s+eR (e (s —im/2),7),7).

TR (c1(s —in/2),7)
(5.46)
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El Corol-lari 3.48 ens déna la segiient informacié de la funcié R~ V (z,7) € Dg(i) x T, :
QR (z,7) = O0(z™?) =0(In"?*(1/e)), O2R (x,7)=0(z"%) =O0(In"*(1/e)).
Per tant,
1 e '92R s—1m/2
% (1 + 0, R (e (s — im/2), 7')) - (1+0,R~- (( _1((3 — 27??2)), 5)2 =0( ™ (1/e)),
i junt amb (5.44) i (5.45), arribem a la conclusié que el primer terme de 0y F)(Ry,w,T) és
O(e»'In%(1/e)).

Usant (5.43), que sinh(in/2) # 0 i el Teorema 4.1, tenim una fita del segon terme de
O Fy(Ry,w, T):

1 cosh® u
: S z - 2 i —
1+ 0,R (= '(s — in/2),7) 8( gz OV (w—in2), )lu:s+sR<el(sm/z),7>)
cosh v sinh u
= —ir/2
oz V(e Hu—inf2),7 )‘u:s+eR*(e*1(s—i7r/2),T)+
cosh?® u

122 el (e (u—im/2),7 )\u=s+sR—(s—1(s4w/2),f) -
= 0(e77?)0(*) + 0(e? ) '0(* In2(1/e)) = O(e7) + O(¥ ' In"?(1 /¢)) =
=0 1 In"*(1/¢)).

Finalment, I'iltim terme de 0y F;(Ry,w, T) és senzillament:
0.Y (s +eR (e (s —im/2),7),T)
i (5.44) ens diu que, per au = s+eR (¢! (s —in/2),7) € D¢,
0Y  (u,7) = O(u—in/2) = O(e7).
Recollint tota aquesta informacid, obtenim:
O F (Ri,w,7) =0(e* ' In"?(1/e)) + O(e* ' In"?(1/e)) + O(e7) =
=0 (82771 lnfz(l/e)).
Arribem doncs a la conclusié que 3 K, tal que

|Fi(Ry, ) — (R, - )||Q < Kye® P In?(1/e) | By — RY||2). u

Gracies a aquests resultats, podem demostrar la segiient proposicié.

Proposicié 5.13. Ezxisteix g > 0 tal que, per a qualssevol 0 < o < 09, 0 < pu < pip, 1/3 < v <
1/2 40 < e < e, existeizen 0 < hy < hy <1 i R] € yé” solucio de l’equacio

LsRl(w7 T) = F1<R17 w, T) (547>
amb la condicid inicial implicita Yw* tal que |w* —im/2| = (1 — hy)ae?:
Ri(w*,7) =C (w*,7) —eR (¢ ' (w* + Ry (w*,7) —in/2),T), (5.48)

on C~ és la funcio donada per la Proposicio 5.8 i R~ la funcio donada pel Corol-lari 3.48.

A més, existeix co > 0 tal que

1By 1) < eo (e +277).
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Demostracié. Siguin 0 < h; < hy < 1 les constants donades al Lema 5.10 i considerarem
sempre w € Dz(f).

En el decurs de tota la demostracié, w* = w*(w) en el sentit que Vw € Dg(f), considerem
w* com el punt tal que Smw* = Smw, Rew* < 01 |w* —in/2] = (1 — hy)ae?, la qual cosa
implica, per la propia construccio de Dz(f) que vam fer, que w* € D;‘(Q).

Per resoldre 'Equacié (5.47), usarem l'operador G! definit a (5.37) i bucarem un punt fix
de 'operador:

F(Ry)(w,7) :=GL(Fi(Ry,, ) (w,7) + C (w*, 7+ (w* — w))—

C R (e W+ Ru(wt,m 4+ e N — w)) — i )2), 7+ e — w). (5.49)

Per ’Apartat 1 del Lema 5.12 i el 4 del Lema 5.11, si Ry € yff), aleshores F(R;) € yc(?).
Comprovarem ara que podem aplicar el Teorema del Punt Fix a aquest operador F. Com que
I’Apartat 4 del Lema 5.11 ens permet dir que

IGE(F10, - DI < 2(1 = ho)ae||F1(0, -, )| 2,
aleshores, de (5.49), tenim que V (w,7) € DZ(E) x T,

[F(0)(w, )| <2(1 = ha)ae[|F1(0, -, )| + 1C7 (w", 7+ e7Hw* —w))|+
+e|R™(e7H(w* + Ry(w*, 7 + e H(w* —w)) —in/2), 7 + e (w* — w))],

on tenim una fita de cadascun dels tres termes:
1. per I'Apartat 2a del Lema 5.12, || F1(0, -, )||2) < Ky
2. com que w* € Dij(z) i7+e Y (w —w)€T,, per la Proposici6 5.8, sabem que
IC™ (w*, 7+ e (w* — w))| <ague?|w*| + &> <
<aop(e?((1 — ho)ag" + m/2) + 1)e*
3. el Lema 5.10 i les propietats de R~ que dona el Corol-lari 3.48 ens permeten dir que

R <5_1(w* + Ry(w*, 7+ e H(w* —w)) —in/2), 7+ Hw* — w)) = O(s').

Arribem doncs a la conclusié que:
[F(0)(w,T)| = O(e™) + O(e*77) + O(77),
o sigui, que d ¢y tal que

1
IFOI2 < 5 o™ +52).

Com que estem suposant que 1/3 < v < 1/2, aleshores 3y > 11 2 — 2y > 1, per tant,
VR, R € B(co (53”Y + 52*27)> podem usar els Lemes 5.11 1 5.12, arribant a:

1F(R) = F(R|IE <2(1 = ho)ae”||[Fi(R, -, ) = Fu(Ry, - )[|€) <
<2(1 — hy)aK,e»In~2(1/¢)||Ry — R}||2.
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La qual cosa assegura que, si 2(1—hy)aK,e3~1 < 1/2, F és una contracci6 de B (CQ (637%—52’27))

en ella mateixa. Per tant, el Teorema del Punt Fix ens indica que:
AR € B(co (e + 52_27)) tal que Ry = F(Ry)
i detallant la part de la dreta:
Ry (w,7) =G.(Fi(Ry,",))(w,7) +C (w*, 7+ (v —w))—
—eR™ (e M (w* + Ry (w*, 7+ e H(w" —w)) —in/2), 7 + e (w* — w)),

la qual cosa, i també gracies a la propia definicié de 1'operador G que té per conseqiiencia
GL(f)(w*,7) =0, ens porta a que Ry compleix la condicié (5.48) de I'enunciat.

Aplicant ara 'operador L. a R = F(R;) i segons la definicié (5.49) de F:
LRy (w,7) =LGL(Fi(Ry - ) (w,7) + LL™ (w*, 7 + & H(w" — w))—

—eL.R™ (5_1(w* + Ry (w*, 7+ e H(w* —w)) —in/2), 7+ (w* — w))

(5.50)
El Lema 5.11 assegura que L.G!((Fi(Ry,-,-)) = Fi(Ry,-,-), per tant, per tal que R; sigui
efectivament solucié de I'Equacié (5.47), només queda comprovar que els altres dos termes de
(5.50) s’anul-len, perd observem que donada f(7 + e~ !}(w* — w)) qualsevol,

(6710, +0u) fr+eH(w —w) = f(T+e (W —w)) —e ' f(T+ e (w —w)) =0.

Per tant, hem acabat la demostracio. [ |

Teorema 5.14. Sigui R~ la funcio definida al Corol-lari 3.48. Aleshores, deq > 0 tal que,
per a qualssevol 1/3 < v < 1/2, 0 < p < po, 0 < 0 <0910 < e < e, existeizen 0 < hy <
hy < hy <1 i C~(w,7) real-analitica a D*® x Ty, tal que el canviu = w + C~(w,T) conjuga
Uoperador L7 definit a (5.5) amb el redre¢at L. = 710, + 0.

A més, existeix as tal que

1. V(w,T) € Dx(S) X Tyy, w+C (w,7) € DY 4 [C(w,7)| < agpe®|w| + aspe* 7,
10,C~ (w, 7)| < asue®™, |02C~(w,7)| < azue*7.

2. V(U),T) S Dg(:i) xT,, w +C‘(w,r) S D;"i 7 ‘85)(}—(11)’7-” < Oég&l_j(ln(l/g))_l_j,

Demostracié. El canvi a D%‘(?’) x Ty, C fo(2) x Ty, ja el tenim per la Proposicié 5.8. A

D;‘(S) x T,, obtindrem el canvi a partir del C~(w, 7) trobat a la Proposicié 5.8 usant la tecnica
de matching: ja vam explicar que buscarem Ry (w,T) tal que

u=g(w,7)=w+eR (e (w+ Ry (w,7) Fin/2),7) + Ry (w, ) (5.51)
conjugui £_ amb L. a DY i compleixi la condicié
C™(w*,7) =eR™ (7' (w* + Ry (w*,7) Fir/2),7) + Ry (w*, 1)

. . 3) . 3 :
on els punts w* resultaran estar al domini outer. Farem només el cas D;(Jr) iel Dg’(_) es faria
analogament.
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Siguin 0 < h; < hy < 1 les constants donades al Lema 5.10 i farem tota la demostracié
per a w € Du(2 Sera només al final, per la restriccié d’aplicar la desigualtat de Cauchy, que

haurem de reduir al domini Dg(j’) i tots els resultats seran valids per a w € Dz(j:').
En el decurs de tota la demostraci(’), w* = w*(w) en el sentit que Yw € D;(f), considerem

w* com el punt tal que Smw* = Ymw, Rew* < 01 |w* —in/2] = (1 — hy)ae?, la qual cosa

)

implica, per la propia construccio de D que vam fer, que w* € D“( )

Quan convingui i per simplificar les formules, usarem la notacio

s=w+ Ry(w,7), 0;s=0.-Ri(w,7), 0ps=140,Ri(w,7).

Segons el Corol-lari 3.48,V (z,7) € Du(l) xT, lafuncié R~ (z, 7) és solucié de ’Equaci6 (3.91),
que podem escriure com

2

_ _ z _
O, R™ (z,7)+ 0, R (x,7)+ 1= 7 L &o (2, 7')|Z:HR_(IJ). (5.52)

El Lema 5.10 ens assegura que V (w,7) € D:fg) x T,, aleshores s = w + Ry(w,7) € sz’(i)
iu=s+ecR (7' (s —in/2),7) € D*, o, el que és el mateix, Vo = e '(s — in/2) € Dg,(i),
aleshores z = ¢! (u —in/2) = v + R~ (x,7) € D¥ . Substituint a 'Equacié (5.52) les variables
inner x i z per les seves variables outer s i u, obtenim:

O.R (e s —in/2),7) + O, R (e (s —in/2),7) + 1=
(u —im/2)?
— Yy, — /2
4e2 ¢0 ( (U, Zﬂ-/ ) )‘u=s+€R_ (e=1(s—im/2),7)

que, usant la notacié (5.38), podem reescriure com:

O-R™ (e (s—im/2),7)+ 0, R (e (s—im/2),7)+1 = =X (s+eR (¢ ' (s—in/2),7),7). (5.53)
Segons el Lema 5.4, hem de trobar el canvi (5.51) com a solucié de

1
L.g(w,T) = 1 cosh® w9, T~ (u, 7 (5.54)

) ‘u:g(w,f)
on, usant 'operador F} definit al Lema 5.12, la part dreta correspon a
(0:R™ (e (w + Ru(w,7) —im/2),7) + 1) - Fi(Ri,w,7) — X~ (g(w,T),7)

i la part esquerra és, segons (5.51) i usant I'Equacié (5.53) que verifica R™:

L.g(w,7) =(e7'0; + 0u) (w +eR (e Hw+ Ry (w,7) —in/2), 7')) + LRy (w,7) =
=0, R (e (s —im/2),7) - e 'O, R (w, ) + O-R™ (¢ ' (s —in/2),7)+
+14+0,R (e (s —in/2),7) - (1 + Ou Ry (w, 7)) +
+ LRy (w,T) =
= (0,R™ (e (s —im/2),7) + 1) LRy (w,7)+
+ 0, R (e (s —in/2),7) + O, R (e (s —in/2),7) + 1 =
= (0,R™ (e (s —im/2),7) + 1) LRy (w,7) = X~ (s +eR (¢7'(s —in/2),7),7) .
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Per tant, en realitat estem buscant una solucié de:
L.Ry(w,7) = Fi(Ry,w,T)
amb la condicié inicial implicita:
Ri(w*,7) =C (w*,7) —eR™ (e H(w* + Ry(w*,7) —in/2), 7).

Pero aquesta funcié és precisament I'obtinguda a la Proposicié 5.13.

A la Proposicié 5.8 vam trobar w+C~ (w, ) solucié6 de (5.54) analitica a Dz(Q) X T,, i ara hem
trobat g(w,7) = w+eR™ (e ' (w+ Ry (w,7) —im/2),7) + Ry (w, ) soluci6 de (5.54) continuacié
de w+C (w,7) a Dg@) X T, i que és C*° respecte w per linies horitzontals. Les dues sén doncs
solucié de la mateixa equacié en derivades parcials i la segona és la continuacio analitica de la

primera, per tant, en realitat tenim un unic canvi analitic w+C~(w, ) a (D}j@) U Dg(2)> X T,,

amb la caracteristica que
Y (w,7) € D*® x T,, C”(w,7) =R (¢ (w+ Ry (w,7) Fir/2),7) + Ry (w,T).
Queda només arribar a les fites enunciades. El Lema 5.10 assegura que si (w, 7) € Dg(f) xT,,

aleshores w + Ry (w,T) € Dg(i) i, per tant, |w + Ry (w,7) —iw/2] > (1 + hy)celn(1/¢), la qual
cosa, junt amb les propietats de la funcié R~ donades al Corol-lari 3.48, ens permet dir que:

R~ (= (w + Ry (w,7) — in/2),7)| <d ! !

ey e e T Iy ey UL

Per altra banda, la Proposicié 5.13 assegura que
IRy (w,7)] < (¥ +&77%) = coe (e +7)

on, pel fet que 1/3 < v < 1/2, tenim que 3y—1 > 01i1—2y > 0. A més, és molt facil demostrar
(com es veu a I’Apeéndix A.5) que Vr > 0, kg tal que Ve € (0,1)

e" < ko(In(1/e))~*

per tant, |R] (w,7)| < coeko(In(1/€))~!. Aix{ doncs, la fita per a C~ quan (w,T) € D”;ff) x T,
és

IC™(w,7)| < ed ! c(ln(l/s))_1 + cocko(In(1/e)) ! = (ﬁ + Coko) e(In(1/e))~t.

(1+h1) 1+h1

I usant les desigualtats de Cauchy per reduccié del domini a, per exemple, Dgﬁ) també obtenim

els fites de les seves derivades. Pel fet que Dz(f) C D:,(f) , els resultats podem donar-los tots a
u(3
DY)
Finalment, que w4+ R~ (¢ (w + Ry (w,7) — i /2),7) + Ry (w,7) € D¥_ ens ho assegura
el Lema 5.10. |
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5.4 Demostracido del Teorema 5.2.

A partir del canvi donat al Teorema 5.14 que conjuga £_ amb !9, +3,,, podrem demostrar
I'existéncia del canvi anunciat al Teorema 5.2 que conjugui £. amb 710, + 0,.

Recordem que l'operador L. definit a (5.1) podem separar-lo en dues parts:

cosh? u

L.=L]

3

(0T (u,7) — 0, T (u, T))] Oy.

on L esta definit a (5.5). Per tant, el canvi u = w + C~(w, 7) trobat al Teorema 5.14 i definit
a tot D*®) conjuga L. amb

e10, + Oy + H(w,7)0yp = 10, + (1 + H(w, 7)>8w, (5.55)

on s’ha considerat la funcié

1 h?
H(w, T) ) COS u

=i, (00 3 (0T (u,7) — &LT(u,T))] : (5.56)

u=w—+C~ (w,T)

Hem de buscar ara un nou canvi w = v + C(v,7) que conjugui 'operador (5.55) amb
7190, + 0,, per tant, segons el Lema 5.4, la funcié C haura de ser solucié de I’equacié:

(710, +0,)C(v,7) = H(v +C(v,7),7). (5.57)
El canvi final que conjugui £. amb 719, + 0, sera la composicié dels dos trobats, és a dir,

u=v+C,7)+C (v+C(v,7),7) =v+U(v,T).

Aixi doncs, el domini de v haura d’estar adequadament reduit en relacié al de u. A partir
dels dominis obtinguts al Teorema 5.14, definim D*(®) = D$(3) U Dg(i), I'analeg D*®) i el domini
D®) tindra la mateixa geometria que el D de la Figura 5.3 perd tal que D®) C (D“(3) N D5(3)).
Per a una hy tal que 0 < h3 < hy < 1, definim el domini

DW= pWuDp®

de manera que tingui la mateixa geometria que D de la Figura 5.3, perdo amb D® ¢ DG és
a dir, la unié dels dos indicats a la Figura 5.5 com la part ratllada. Basicament, les propietats
que ens interessaran d’ells son, en primer lloc, que D(()4) N D§4) # &, gracies a la condicié que
vam imposar a < @, i en segon lloc, la seva distancia als punts +im/2: amb 0 < hy < hy < 1

si v € DWW, aleshores [v & im /2| > (1 + hy)ag”,
si v e DY, aleshores [v + im/2| < (1 — hy)ag” i |v+im/2| > (14 hy)ceIn(1/e).

El canvi que busquem estara definit a D® x T, cal doncs definir ’espai adequat de funcions:
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(1— hyas"

(1 + hg)celn(1/e)

(1 + hy)celn(1/e)

Figura 5.5: Dominis D(()4) - D(()?’) cD, i DE4) c DY ¢ D;.

V0 < 0 < g9 definim les algebres de Banach:

Zc(é?a ={C(v,7) |C: DW x T, — C real-analitica i [|C||) < oo},

5.58
Zl(iz :={C(v,7) |C: DY x T, — C real-analitica i ||C||§4()T < o0}, (5:58)

on la norma || - |1, ja s’havia definit a (2.1) i la bola de radi r en qualsevol dels dos espais la
notarem per B(r) := {C € Z¥ tq |Ic||'"¥ < r}.

Lema 5.15. Siguin ¢ > 0, w > 1 ¢ C~ la funcio definida al Teorema 5.14. Aleshores,

J0 < hg < hgy < 1 ¢ deg > 0 tals que, per a qualssevol 0 < pu < pg, 0 < € < o 4
w (4) -

C e B(Cgé? ) C 2009, €S compleix que

(3)
D(4) T w:U+C(U,T)€D0 )
V(U7T>€ o X UO’{ u:v+C<U,T)+C_(U+C<Ua7-)77—)EDO’

3)
D(4) TU w =" +C</Ua7_) € DZ ’
V(U,T)E i X 0’{U_U—{—C(U,T)+C_(U+C(U7T)’T)eDi’

Demostracié. Prenem h3 com la constant obtinguda al Teorema 5.14, on se’ns assegura
que Vw = v + C(v,7) € D5 aleshores u = v + C(v,7) + C~ (v+C(v,7),7) € D,. O sigui, que
si demostrem que V (v, 7) € D[()4) x T,,, es compleix que w € D((f)’), haurem acabat.

Busquem ara hy tal que hy < hy < 11,si (v,7) € DY xT,,, aleshores w = v+C(v,T) € D).
L’existencia d’aquesta hy s’obté de manera analoga als Lemes 5.5 1 5.10.

El cas dels dominis inner D; és analeg. [

L’operador del lema segiient, aixi com l’estudi de les seves propietats ja es pot trobar al
treball [Sa01].
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Lema 5.16. Sigui p* = 7/2 — (1 + hy)ceIn(1/e). V f € Z , definim ["operador G*" usant la
série de Fourier de f:
(o

/ ek fW (Y at, sik <0

*

67 (f)¥(v) = / S dt, k0 (5.59)

aleshores GP* té les segiients propietats:
1. és lineal.
2. L.o G = Id, on recordem que L. =710, + 0,.
3. si € és prou petit, aleshores 3 As tal que ||Q§*(f)||<(;é),g0 < As|In (eln(1/e))] - ||f||1U0

4. GO (f) € 28

Demostracié. El primer apartat és evident. Per al segon apartat, observem que

LGE (f)(v,7) = (710, + 0,) G (f)(v,7) = Y _(e7 ik + 3,)GE" (f) M (v)e™,
P
perd segons la definicié (5.59), 0,62 (f)%(v) = fI%v) i per a k # 0, farem el cas k < 0 i l'altre
és analeg:

v

0,9 ()M (v) = / (—ike e ) (B () dt+ M (v) = —ike G2 (/)P () + fH(w).
Aixi doncs, Vk
(e ik + 0,)G2 (/)M (w) = fM(v),

amb la qual cosa queda demostrat que L. o G# = Id.

A Thora de calcular la integral, sempre considerarem com a cami d’integracié la recta que
uneix els dos punts donats com a limits d’integracid, ja que aixi es compleix que —k Sm(t—v) <
0 i podem deduir que:

Vk, ‘eika’l(t—v)’ _ e—ksfl Sm(t—v) <1.

Farem només el cas k < 01 els altres sén totalment analegs. Aixi doncs, el cami d’integracio

sera l'indicat a la Figura 5.6: la linia recta de —ip* a v.

G2 (f)F( |<‘/ |dt‘<|!f cosht||oo‘/

La funcié |cosht|™! té pols simples a +i7/2; aixd ens porta a separar la integral en dues
parts, segons si mt > 0 o si Smt < 0, posant en evidencia en cadascuna d’elles la part

]_nf

v 1 ‘
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(1 — h4)d€7

1—|— ha)ceIn(1/e)

™

Figura 5.6: Cami d’integracio.

principal de la funcié. Si Smov > 0, sigui tg el punt del cami d’integracié tal que Smty = 0 i
per les propietats (34) i (35) donades a I’Apeéndix A.4, podem assegurar que:

[ sl el [ e [l
< ko T T dt| <
_ip | cosht| _ipr [t HiT/2 o |t —1m/2] (5.60)
<K sup |ln|t+ir/2||+ K sup |In|t —im/2||
te[—ip*,to] te(to,v)

per a una certa constant K > 0. Si Smwv < 0, el procés sera el mateix pero només hi haura
una integral i és del mateix tipus que la primera.

El punt dels camins d’integracié més proper a —in/2 és —ip* i els més allunyats poden ser
els vertexs del rombe que estan a 'eix real (+x,0) amb x fitada per una certa xo > 0, per tant,

(14 hy)celn(1/e) < |t +im /2] < y/ak + 72/4

i el mateix s’obté per a [t — im/2|. Aixd vol dir que

sup |Inl|t +im/2||[+ sup |In|t —in/2|| = QméLX{{ln ((1+4 hy)ceIn(1/e))

te[—ip*,to] tE(to,v)

,ln\/xg+7r2/4}.

Aix{ doncs, arribem a la conclusié que, si e és prou petit, aleshores |In ((1+ hy)ceIn(1/e))
és prou gran per poder assegurar que 3Asz tal que

COi

‘/,) iht| dt‘ < As|In (cIn(1/e))].

Pel que fa a I'iltim apartat, el que acabem de demostrar ens déna una fita de ||G?" (f )HE,‘?U
i per a la real-analiticitat usarem que les funcions reals-analitiques estan caracteritzades pel
Principi de Reflexié:
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que, en el cas que f sigui periodica en y, la seva serie de Fourier ens permet expressar-ho com
VkeZ VreC, fHz) =M,
d’on podem observar que, Vs € (0,1) i Vv € C,

(v + s(ip* —v)) = fIN@ = s(ip” +70)). (5.61)

Cal demostrar doncs que Vv € C es compleix G2 (f)H (v) = G2 (f)I""(%). Ho farem només
per a k > 01 els altres casos serien analegs. A la integral (5.59) farem el canvi t = v+ s(ip* —v)
per tal de tenir el cami real i poder passar la conjugacié dins 'integrand:

- ip* 1
Ge (/)R (v) = — / etke1(t=0) fM(t) dt = —(ip* — v) / etke =) flbl(v + s(ip* — v)) ds =
v 0

1
=(v +ip") / e~ the s =) FR (y 4 s(ip* — v)) dis =
0
1
=(-+ip?) [T [ i ) s,
0
fent ara el canvi t =7 — s(ip* + ),

sk

() == [ e e a =g (p e, .

Lema 5.17. Siguin ¢ >0, w > 1 i H la funcid definida a (5.56). Aleshores, o > 0 tal que,
per a qualssevol 1/3 < v <1/2, 0 < pu < g, 0< 0 <09 i0<e<eg, loperador

F(C,v, 1) := H(w+C(v,7),7)

definit ¥V (v,7) € DWW x T, i VC € B(coe®) C Zc(é?g, té les segiients propietats:

1. K(C,-) e Z2Y.
2. dK5, K¢ i v9 > 0 tals que
a. |B(C, )L < %K5<52*27+53“’+51+Cln3(1/5)).

b. [|F5(C,-, ) — B(C,-, I\ < Kee2|C — |19

g

Demostracié. FEl primer apartat, quant a la periodicitat i la real-analiticitat, es basa en
les propietats de les funcions que intervenen a la definicié de F5 i quedara totalment demostrat
quan es vegi 'apartat 2a.

En el decurs d’aquesta demostracié usarem diverses caracteristiques de les funcions cosh v
i C~ que tot seguit detallem.

Segons les propietats (33), (34) i (35),
Vv e Dg(i), | cosho| < ky|v Fin/2| < k(1 — hy)as”,
Yo e Dg(i), |coshv|™ < kolv Fim /2|7 < kao(1+ k) tete tInTt(1/e), (5.62)
Yo e Dz(i), |coshv|™t < kylv+im/2|7t < k(14 hy) ta e,
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I per altra banda,

Vo tal que —wuy<Rev <wug, sabem que |sinhvl,|coshv| < e". (5.63)

Sovint, i per facilitar ’escriptura de les férmules, usarem la notacié
w=v+Cv,7) i u=w+C (w,7)=v+C(v,7)+C (v+C(v,T),T),

on veiem que, per les hipotesis sobre C i el Teorema 5.14, u és e-proper a v, per tant seria facil
demostrar que existeix una constant M; > 0 tal que

< M, (5.64)

relacié que farem servir en el decurs de la demostracié diverses vegades.
Per a la demostracié de I’Apartat 2a necessitem fitar I'expressio:
FCyv,1)=Hw+C(v,71),T) =
B 1 cosh? u
14 0,0 (w,7) 8

(0T — 0,7 (u, ﬂ}

u=w~+C~ (w,T) .
|

Usant el Teorema 5.14, |0,C~ (w, )| < In"2(1/e), per tant, podem assegurar que 3 M, tal

que
1

14 0,C(w,T)

Pel que fa al segon factor de F5(C, v, 7), haurem de diferenciar en quin domini esta la variable
u.

< M. (5.65)

wmﬂeD@xm,'

A D, separarem 0,T" — 0,7~ en dues parts, tenint en compte que sabem que la part
principal de T%(u, 1) és To(u) + Ty (u, 7):

oI = 0,7~ = (0,T* — Ty — ed,Th) — (0.1 — Ty — £0,T1) = 0.Q" —0,Q~.  (5.66)

Segons el Teorema 2.1, a D, x T,

[cosh® u (0, T = 0,T7) || . < [10u@ 200 + 10uQ Il200 < 2bopre™ >, (5.67)

per tant, com que segons el Lema 5.15 sempre que (v, 7) € D£4) x T, podem assegurar que
w=v+C(v,7) € DY iu=w+ C (w, 1) € D,, arribem al resultat:

1

® 4
1+0,C || 8

. 82b0,u52_27|| coshv|| &)

V(v,7) € D x T,, |F3(C,v,7)-coshov| < H

i ara, usant (5.63) i (5.65), a DS x T,

1
| F5(C, -, -) - cosho||&) < M2§2bgu52_27 e, (5.68)
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A D; = D,y UD;_, la diferéncia 9,7t — 9,7~ la separarem d’una altra manera: fent el
canvi T*(u, 7) = e '¢* (7 (u F iw/2),7) i sabent que la part principal de ¢* correspon a ¢
Només farem el cas de la part D; 4:

(0.TT = 0,17 ) (u,7) =e*(0.0" — 0,07 ) (e (u — im/2), T)—
0207 — 0u0p ) (€7 (u —im/2), T)+ (5.69)
+e (0205 — 0209 ) (€7 (u —im/2), 7).

Segons les fites (5.62) per a cosh® u, el Teorema 4.1 i el Corol-lari 3.30, a D; , x T,
leosh® u (8,7 = 0,77)||, < Kfa*ee ™ 2doe® 4 ki lu — i /2 e 2y S/,

’ . . .7 <% 2 N .
on és important observar que si m z < 0, la funcid |z[3¢¥™7 té el seu valor maxim en el punt
on Im z sigui el més gran possible; en el nostre cas, 2 = e~ ' (u — i7/2) i el valor més gran de
Sm z és —cln(1/e), per tant

—1cx

lu — im/2PPe 25 ST/ — o222 < e Ind(1/e)e”, (5.70)

la qual cosa ens permet dir que 3 M3 tal que a D;  x T,

[eosh® u (@, T — 8,77 || _ < Ka2doe™ + KPdie I (1/e) < My (a?ﬂ +eelnd(1 /g)>.
(5.71)

Per tant, com que segons el Lema 5.15 sempre que (v, 7) € Dgﬁ x T, podem assegurar que

w e D(Jz iu € Dy, aleshores

(4)

3)
1 1 coshv
(4) . " 1 ( 3y, 14cq.3 )
V(v,7) € D {xTy, |F5(C,v,7)-coshv| < H1+a oo M3 +e In°(1/¢) coshu
i ara, usant (5.62), (5.64) i (5.65),
1
YV (v,7) € DY) x T,, |F(C,,-) - coshv| < My My (537+51+Cln3(1/5)>M1. (5.72)

Per (5.68) i (5.72), si 0 < pu < g, podem assegurar finalment que: 3 M, tal que
| F5(C, -, ) - cosho||&) < M, (52’27 + 37 glte ln3(1/g)>,

que, tenint en compte la propietat (2.2), que déna la igualtat d’ordre entre les normes ||-cosh v|| s
i| -1, ens permet arribar al resultat de ’Apartat 2a: 3 K5 tal que

1
IB(C., IS < SH (72 + 67 4 e In(1/e) ).

Per demostrar I’Apartat 2b, usarem el Teorema del Valor Mitja: sigui C; = ¢C + (1 — t)C’
per a una certa t € (0, 1), llavors

(F2(Cyv,7) — F5(C',v,7)) - coshv = (H(v+C(v,7),7) — H(v + C'(v,7),7)) - coshv =

_ / OuH (v + Ci(v,7),7) dt - coshv - (C(v,7) — C'(0,7))
(5.73)
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amb ) 9
—0,C (w, 1) [cosh u _ }
8wH(w’ T) = w ’ 8UT+ — 8UT u, T +
ATET NarRo I A [T

sinh v cosh u . _

T(%T — 0,7 ) (u,) +

|u:w+C*(w,T)
2
[cosh u (02T — 82T (u, 7)] .
u=w~+C~ (w,T)

Considerarem cada terme per separat i estudiarem una fita de 9, H (v + Cy(v, T), T) - cosh v
segons el domini de v.

Comencarem primer situant-nos a la zona outer i, per tant, tenint en compte la separacié
(5.66). Sabem pel Lema 5.15 que Vv € DY, w = w, = v+ Ci(v,7) € D¥ iu=u =
w+ C~ (w,T) € D,; per tant, ho usarem en qualsevol moment.

Utilitzant (5.65), (5.67) i les fites de la derivada segona de C~ del Teorema 5.14:

cosh? u
8

—-02C (w, )
(14 0,C~(w,7))?

1 1
< a3u52_47M22§ Qboueg_% < Oég[l?MQQZ boet67.

(0,T* — 8,T7) (u, T)‘

u=w~+C~ (w,7)| —

Aixi, per fitar el primer terme de 0,H (w,T) - coshv només cal multiplicar aquesta fita que
acabem de trobar per e*0, segons indica (5.63).

Per al segon terme de 0, H(w,T) - coshv, usarem (5.63), (5.64) i el mateix resultat del
Teorema 2.1 d’abans:

sinh u cosh u

<
1 =

(3UT+ — 8UT_) (u,T) ‘u:wwi(wﬁ) - cosh v

sinh u
4

cosh v

< <
coshu u=w+C~ (w,T)

cosh® u(8, 7% — 9,17 (u, 7')‘

U

S Ml% 2b0/1/€272’y.

Pel que fa al tercer terme de 0, H(w, 7) - coshv, (5.63) i el Teorema 2.1 ens tornen a donar
el resultat:

cosh?u

- cosh
S coshv

1
(021" — 021 )/( < §2b0u62’376“°.

, T) |u:w+C*(w,T)

Aixi doncs, recollint aquests tres ultims resultats, arribem a la conclusié que 3 M5 tal que

V(v,7) € DV x Ty, |0pH(v+ Ci(v,7),7) - coshv| < Mze?™. (5.74)

Analitzem ara 0, H - coshv a D;; (un procés analeg es pot fer per a D;_) tenint en

compte que Y (v,7) € Dz@r x T,, sabem pel Lema 5.15 que w = wy; = v + Ci(v,7) € Dl(?’i i

u=u=w+C (w, 7)€ D,;.
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A (5.71) ja haviem demostrat que a D; 1 x T,:
| cosh® u(8, 7" — 8,77 ) ||loe < Ms <537 + glte ln3(1/5))

i aixo ens permet fitar el primer terme de 0, H - coshv, usant a més (5.64), (5.65) i la fita del
Teorema 5.14 per a 02C:

—02C~(w,7) cosh®u

T —0,T . coshv| =
(1 + 3wC_ (U), 7'))2 8 (au au ) (U, T) |u:w+C‘(w;r) coshv
1 h 2C-
B 16,C” (w, 7)] 5 cosh? u(auT+ — (9uT*)(u, T) - <
8 |coshu |1 —+ awc— (w’ T)l ‘u:w-i—C (w,T)

1

< 3 raze” in T (1/e) M3 Ms (537 + glte ln3(1/6)> <
1

< < Moy MMy (ai’w—l In—3(1/¢) + 50) .

(5.75)

Per al segon terme de 0, H - coshv, farem un raonament analeg al fet a (5.71), arribant al
resultat:

inh h
o U4COS - (auT+ o auT_) (U, T)lu:w+C7(w ) coshv =
|sinhu| |coshw cosh? u (0.7F — 0,77) (u, 7) < (5.76)
- 4 cosh u “ b ’ ’“’:ww*(w“) -

el

< 2y c1.,2 ]
=7 M1M3<€ +e°In (1/5))

Finalment, per al tercer terme de d,H - coshv, també fariem un raonament analeg al fet
a (5.71) pero ara intervindrien les fites de les derivades segones obtingudes al Teorema 4.1 i
al Corol-lari 3.30 i tindrfem en compte que O2T*(u,au) = e 30?¢* (e (u — i7/2),7); aixi, a
D i+ X Tm

2
|[cosh® u (07T — 0.77) ||, < Kja*e"e* 2d, S F3\u — i /233 dy et Smlu—in/2)

In?(1/e)

i, igual que a (5.70),
lu — im /2P 36T ST/ — |35 < B nd(1/e)e”.
Per tant, 4 Mg tal que
| cosh® u(B2T+ — 827 ) |l < Mg (537—1 In"2(1/¢) + (1 /5)),

per arribar a la fita definitiva per a aquest tercer terme:

cosh®u , o\ o
< (021t — 92T )(u’7)|u:w+c7(w,7)'COShU
1 |coshv
= W (02T — 92T~ < (5.77)
8 |coshu o8 u(@u % )(U’T)‘Uzw-‘rc_(wﬂ') -

1 f
< Sy Mg (g‘v—l In"2(1/¢) + “In’(1 /5)> .
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A partir de les fites (5.75), (5.76) i (5.77) trobades, podem ara arribar a una per a tota
Iexpressio 0, H - coshv: existeix una constant M, tal que

V(v,7) € ng‘i X Ty, |0wH(v+Cy(v,7),7) coshv| < M7(e*'In"?(1/e)+e°In’(1/¢)). (5.78)
Aixi doncs, tenim una fita de d,H (v + Ci(v,7),7) - coshv a tot el domini D® x T,: la

informacié de (5.74) i (5.78), ens permet assegurar existeix una constant Mg tal que V (v, 7) €
D® x T,,

0 H (v + Cy(v,7),7) - coshv| < Mg(e°7*7 + 7" In"?(1/e) + £ In’(1/e)),

per tant, com que 1/3 < v < 1/2, hi ha una v, > 0 tal que, simplificant aquesta fita, podem
donar-la com:
|0wH (v + Ci(v, T),T) - coshv| < Mge". (5.79)

Finalment, segons la propietat (2.2),
[F2(C.) = FalC'y Ity < ool (Fa(Coy) = Fo(C', ) - cosho ),
per tant, expressi6 (5.73) es converteix en:
IR2(C. ) = BalC, )l < dog-ollOuH (v 4 Culv,7), 7) - cosho]| &) - € — €|
i el resultat (5.79) ens porta al que voliem per a I’Apartat 2b. [

Amb els Lemes 5.15, 5.16 i 5.17 i el Teorema 5.14, tenim totes les eines necessaries per
demostrar el Teorema 5.2.

Demostracié del Teorema 5.2.  Per resoldre ’'Equacié (5.57), plantejarem un problema
de punt fix a partir dels operadors G~ definit al Lema 5.16 i Fy definit al Lema 5.17: definim
I'operador

i demostrarem que té un punt fix C € B(cpe”) C Zéﬁ?g per a una certa w > 1.

Els Lemes 5.16 i 5.17 ens permeten assegurar que existeix ¢ tal que
IF )15 <IFO)ILs = 192 (Fo(0, - NILs < AslIn (eIn(1/e))] - [[F2(0, -, )]

1 1
< A;lln (eIn(1/e))] - §K5< S N (1/5)) §cggm(5),

:—‘
)

on s’ha definit m(e) = |In (cIn(1/e))| - (51_27 + 37t 4 g 1113(1/5)) que, gracies al fet que
1/3 < v < 1/2 i la informacié de I’Apeéndix A.5, podem assegurar que esta fitada per una
potencia positiva de € d’exponent 1y on

0 < vy <min{l —2v,3y—1,c}; (5.80)
aix{ doncs e m(e) = O(gtt).
Veurem ara que F és una contraccié a B(age!™0): VC,C' € B(ape'™™)
IF(C) = FENL <IFEC) = FEL, = 162 (F(C, -, ) = Bo(C, ))||ooa <
< Ayl In (eIn(1/)| - [ F2(C, ) = Fo(C'-, ) <
< As|In (eln(1/2))|Kee™|IC — C'||D).
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Com que per a qualsevol vy > 0,
] v2 —
lim £ In (eln(1/e)) =0,

si € és suficientment petit, F és una contraccié d’una certa bola B(coe!™) C Zéi?g en ella

mateixa. Per tant, el Teorema del Punt Fix assegura que:
31C € B(coe't™) tal que F(C) =_C.
L’Apartat 2 del Lema 5.16 ens permet arribar a una solucié de (5.57) i, per tant, tenir el
canvi v = v +U(v, 7) amb
U(v,7) =C(v,7)+C (v +C(v,T),T).

Queda només calcular la fita de la funcié U; les de les seves derivades s’obtindran reduint el
domini i usant les desigualtats de Cauchy.

Segons el Lema 5.15, com que |C(v, )| < coet ™™,

(v,7) € DY x T,, = w=v+C(v,7) € DY C Dy

2—2y

i aleshores el Teorema 5.14 ens assegura que |C™(w, T)| < azue®|w| + azue? 7. Perd pel fet

que w € DS’), sabem que |w| esta fitada, per exemple per K, i aleshores:
V(v,7) € DY x Ty, [Uv, 7)| < coe™™ + ague® > (VK + 1),
pero, tenint en compte la relacié de 1 + 1y amb 2 — 2 donada per (5.80),

V(v,7) € DY x Ty, |U(v,7)| < (co+ azp(K + 1))e' .

Per altra banda, segons el Lema 5.15,
(v,7) € D§4) xT, = w=v+C(v,7T) € Dz@ C DY

i aleshores el Teorema 5.14 ens assegura que |C~(w, T)| < aze(In(1/€))~!. Per tant, arribem a
la conclusié que

V(v,7) € DY x Ty, U, 7)| < coe™ + aze(In(1/e)) " < (a3 + co)e(In(1 /)~

Per tal d’obtenir les fites de les derivades respecte v, reduim el domini a D® = DS U Dz@
tal i com s’ha fet abans, respectant que D& n D§5) # &, de manera que finalment ens quedem
en un domini D = DO U DZ- on Do = D((f’) i [)Z- — DY [ |

i
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5.5 Demostracidé del Teorema 5.3.

Pretenem que el canvi (v, 7) = (u+V(u, 7),7) sigui I'invers de (u,7) = (v+U(v,7),T), és
a dir, la imatge del punt (u + V(u,7),7) per Id + (U, 0) coincideixi amb (u, 7):

(Id + (U, O))(u +V(u,7),7) = (u,7) ©u+V(u,7)+Uu+V(u,T1),7) = u,
amb la qual cosa arribem a la condicié per a V:

V(u,7) = -U(u~+ V(u, 1), 7).

A partir del Teorema 5.2, demostrarem l’existencia de V com a punt fix d’un cert operador
funcional.

La funcié U esta definida a D, per tant, haurem de considerar u € DE}’ C D, per tal que

u+V(u,7) € D, per a V en una certa bola de Iespai
ZW = (V(u,7) |V: DY x T, — C real-analitica i |V||) < oo},

que V0 < 0 < 0y pot demostrar-se que és una algebra de Banach.

El Teorema 5.2 estableix I'existencia d’unes constants «,, > 01 v > 0, que farem servir per
fitar les possibles funcions V: per a qualsevol V € B (2a,e' ™) C 2" definim I'operador

f(V) = U o (Id +V, Id)'

Com que DY ¢ D, segons la informacié que tenim de la funcié U pel Teorema 5.2,
YV € B(auet) c 2, F(V) € 2, 1 a més,

IFOIL = UL < awe'™.

Siguin V, V' € B (2a,e' ™) iV, =V + 1V’ per a alguna t € (0,1), aleshores, tornant a usar
el Teorema 5.2 pel que fa a la fita de 9,U,
IFOV) = FO)Y =[td o (1d + V,1d) — U o (1d + V', 1d)||) <
<[[0U o (1d + V, 1) [V = VI < ane™ 077y = V|| Q).

La qual cosa assegura que, si a,e'™0~7 < 1/2, F és una contraccié. Per tant, el Teorema del
Punt Fix ens indica que:

NV € B(2a,e"™) € 2V tal que V = F(V) = —U o (Id + V,1d).

D’aquesta relacié entre les funcions U i V podem treure també les relacions entre les seves
derivades:

oV (u,7)==0U (u+V(u,7),7) - (1+9V(u,T)),
OV (u,7) = —0U (u+V(u,7),7) - (14, V(u, 7'))2 — U (u+V(u,7),7) - 02V(u,7)

des d’on
O (u+V(u, 1), 7)

1 +oU (u+V(u,7),7)’

oV (u, 1) =
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U (u+V(u,7),7) - (1+ 9,V (u, 7))’
1+ 0,U (u+V(u,7),7)
i les fites que tenim de I/ i les seves derivades ens permetran acabar la demostracié: si e és prou
petit per tal que a,e! ™0 < 1/2,

apV(u,7) =

14+vo—y
|5’UU ('U, + V(ua 7-)7 T) | < Qus < 20@6

<
’auv(ua 7_)’ -1 |&,Z/{ (u + V(U, 7_)’ 7.) | - 1= Oéu€1+1/0*’7 -

14+vo—7y
)

|83u (u + V(’LL, T)a T) | : ‘1 + 8uV(u, T)P < au51+l/0_274 < Sa €1+u0—2'y.
1—|0U (u+V(u,T),7)| 1 — ety T

|V (u, 7)| <






Capitol 6

Mesura de la separacié de separatrius.

6.1 Introduccio.

Aquest capitol esta dedicat a la demostracioé del Teorema 1.2, que es basa en I'aproximacio
de AT =T% — T~ per la funcié F(u,7;p) definida com:

F(u,m;p) = (gi](u)e_fl”ﬂ% sin(r — e tu) =

1 ld] ) [eive—z‘e*(u—mﬂ) B e—z‘Tez‘afl(u+z‘7r/2)] 7

6.1
=c " fo (u &)

essent féﬂ(,u) = —2mip+ O(p?) obtinguda al Teorema 3.28 gracies a l'estudi de 'Equacié Inner
des del punt de vista ressorgent.

L’eina basica per al nostre objectiu sera el segiient lema.

Lema 6.1. Sigui ¢ (v, 7) analitica a | —irg,iro[xT,, i solucio de l’equacio en derivades parcials
(710 +0,)¢ =0. (6.2)

Aleshores, 1 es pot estendre analiticament a {|Smuv| < 1o} X Ty, el seu valor mitja
27

<P >= % (v, T)dT no depen de v.
0
A més, sipera<r<ryil<o<o

Mr = max _ ‘agw(va)’

(v,7)E[—ir,ir]XTo
1€ €s prou petit, aleshores es verifica que:

|02 (v, T)] < 4MT6*5_1”,
V(v,7) €R x T,, 0,0 (v, 7)| < edMe= ',
(v, 7)— <> | < e24M,e < 7.

175
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Demostracié. Per la periodicitat de i respecte 7, podem treballar amb els seus coefi-
cients de Fourier respecte aquesta variable. La independencia respecte v de 9% =< /> ve
donada per la propia Equacié (6.2):

(7'0- + 0,) zkjw“ﬂ (v)e = zkj [(glik - dii Jol )| e =0 &

d d
oY -1 BaEp WALY = = =
k, (5 ik + v )@/} (v) =0 " PP (v) = 0.

Per ser 1) soluci6 de 'Equacié (6.2), sabem que existeix una funcié W(t) tal que
V(v,7) = V(1 — e ), (6.3)

de la qual cosa en deduim que W(t) = ¥(0,t) i, per tant, ¥ és analitica a |Smt| < o¢ i
2m-periodica, propietats que ens donen l'extensié de 'analiticitat de 1 a qualsevol v tal que
| Smu| < ro:

Vv, 7) = V(1 — e ' Rev —ie ! Imw) = (i Smou, T — e Rew),

perd (i Smuv, 7 — e ' Rewv) €] — irg, irg[xT,, i enunciat deia que v era analitica en aquest
domini.

De (6.3), si desenvolupem en serie de Fourier, en treiem la segiient relacio:
VkeZ, oFv)=wkek (6.4)
I per als coeficients de Fourier de les derivades respecte la variable v, com que

Ob(v,7) = —e W (1 —et) i (v, T) = 2V (1 — e )

tenim que:
d k I
VkEL, — PH () = —i- Pl g—ikeTto (6.5)
d> k> -
Vkez, — Y () = -5 Plklgmike™v (6.6)
i la segona férmula pot reescriure’s com:
82 7 —1 2
Vkez, U= -3 etke ”%w[’“](v). (6.7)

Per altra banda, els coeficients de Fourier de la funcié 9% (v, 7) poden calcular-se com:

o ) =0,
d2 . 1 2w ) .
) = 5= [ e e an k20

i per a qualsevol 0 < r < ryik # 0, tenint en compte que 92 (v, T) és analitica a | —irg, irg[X Ty,
i 2m-periodica en 7, podem canviar el cami d’integracié movent-lo a alcada +i0 amb 0 < o < g
(prendrem io si k < 01 —io si k> 0): Yo € [—ir,ir],

G
%l/) (v)

1 2 A A 1 o
e
21 Jo 2m Jo
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O sigui que, fixada 0 < r < 7y, obtenim una fita per a tots els coeficients de Fourier de 921

d2
Vk* € Z,Yv € [—ir,ir], 'd—w[kl (v)| < Me~Hle. (6.8)
v

Aix0 ens porta, amb la informacié de (6.7), a una fita per a W amb k # 0: si k > 0
considerarem v =irisik <0, v = —ir

2

* [k] € ke Sm(ir) & k] £? —|kle=tr —|k|o
VkeZ:, |V |:@6 %w (Lir) Sﬁe M,e (6.9)

que podem posar a (6.6) per obtenir: Vk € Z*

kle—1 _ ile—1 _ 1k S —
<e |kle ere |k|(7|6 ike vl :Mre |k|066 (kSmwv |k|7’)

i
%@/J (v)

Tenint en compte que, sigui qui sigui la variable x,
pera k>0, —k|Smz|<kSmaz <k|Smuz,
pera k<0, k|Smz| <kSQmz<—k|Smzl,
deduim que, en qualsevol cas, —|k| |Smz| < kEQma < |k||Smz|. Usant-ho per a la variable

(O

2
3—1#““](@) SMref|k|cr€|k|5*1(|<\‘ymv|fr).
v

I ara ho usarem per a la variable 7:

Yk e Z¥,

2
|33¢(U77')| < Z Z_w[k}@) e kM < MrZe—|k|06|k|€_1(|\<\ymv|fr) e kSmT <
jro | 4V k20
< Mrze\k\ogmﬂfa) 6|k|€_1(|$mv|fr) _ ZMTZ (6|$m7'|0+€_1(|$mv|r))k’
k20 k>0

serie que és convergent si | Sm 7| < o < 0pi|Smuv| <r < ry. Aixi doncs, hem trobat una fita
explicita per a 9% (v, 7):

SImr|—o+e | Smou|—r
e

|8’L2)¢(U7 T)' S QMT

1— €| Smr|—o+e ! (| %mv|—r> .
Pero, si 7 € T,, v € R i € és prou petit, observem que:

6\%m7—|—0 <1 i e|$m7’|fo'+5_1 (|\<‘9mv|fr) < e—g_lr < 1/2
i, mantenint al numerador el terme e~ ", arribem a la fita de I'enunciat:

V(v,7) eRxT,, |0%¢(v,7)|<4Me "

Finalment, si posem la fita (6.9) a les expressions (6.4) i (6.5), Vk € Z*,

[k] < i —|kler —|klo| ,—tke tv| _ 8_2 —|klo e 1 (k Smv—|k|r)

PH(v)| < 12 ¢ M,.e7 ™% e | 12 M,.e "% ,

i¢[k](v) <ﬁ6—|k|alere—ka|€—ika1v| _ ﬁMTe—k‘aeal(k%mv—Udr)‘
dv |k k
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i seguint el mateix procés del calcul de la serie de Fourier, obtindriem:

V(0,m) ERX Ty, [d(v,m)= <¢> | <SAMe™™ " 1 [0p(v,7)| SedMe™ 7. W

Aquesta és una versi6 del Lema 4.1 que es va donar a [Sa0l] i que era ja una versi6 dels
Lemes 3 1 4 de [DGJS97], on generalitzaven al cas quasiperiodic el donat a [L.84] sobre funcions
periodiques.

A partir de les aproximacions de les varietats invariants trobades als Teoremes 2.1 1 4.1 i
dels canvis de variables recollits als Teoremes 5.2 1 5.3, el Lema 6.1 ens permetra tenir a R una
fita de AT — F exponencialment petita respecte el parametre €.

Tornarem a obviar la dependencia de les funcions respecte els parametres i i € per simplificar
les féormules.

6.2 Aproximacio de la diferencia de varietats invariants.

Si usem la notacié:
Ago(z,7) = (65 — ¢5) (2, 7),
el Corol-lari 3.30 i un estudi analeg prop de —7/2, indiquen que els termes dominants de
Ao (e u—im/2),7) + & Ago (e (u+im/2),7)
sén €09 F(u,7), on F s’ha definit a (6.1).

Usant el canvi u = v + U (v, 7) donat pel Teorema 5.2, podem expressar AT — F' en funcid
de dos termes ben diferenciats:

(AT = F)(v+U(v,7),7) = 1 (v, T) + (v, T), (6.10)

on lestudi de les funcions

(v, 1) = AT (v +U(v,7),T) — F(v,T)
Yo(v,7) :=F(v,7) — Flo+U(v,7),7T)

ens portara als segiients resultats.

Proposicié 6.2. Sigut py > 0 firada. Fxisteiz ¢ > 0 tal que, per a qualssevol 0 < p < py
10 < e < eq, la funcid 1y és solucié de I’Equacio (6.2). A més, per a qualsevol 0 < ¢ < 1,
existeir una constant ay > 0 tal que <1p1>= O(ue?) iV (v,7) € R?,

g2-¢ 1 N
11 (v, 7)— <> | <elay < - +u1n(1/€)) e 2,

9 - 1 _m
Dutn(v,7)] <=~ (m o +”1n<1/5>) o

2 —3 —¢ ]_ 72&
10,1 (v, T)| <oy (ln (/2 +'uln(1/5)) e 2,




6.2 Aproximacié de la diferéncia de varietats invariants. 179

Postposem la seva demostracié a la segiient seccio.

A la funcié 1o només intervé la F' avaluada en dos punts diferents, aixi doncs, per arribar
al segiient resultat es tractara d’aplicar el Teorema del valor mitja.

Proposicié 6.3. Sigui pg > 0 fizada. FExisteiz e > 0 tal que, per a qualssevol 0 < p < pg 1
0 < e < ey, existeizen constants vy, ag i vy > 0 tals que ¥ (v, 7) € (—vg,v3) X R,

010, 7)| < e aal £ )0

on (Q” (n) = —2mip + O(u?®) analitica.

També deixem la seva demostracié per a més endavant, en concret per a la Seccid 6.4.

Per a (u,7) € (—1u2,u2) x R, amb el seglient teorema volem recollir el resultat principal
d’aquest capitol, que estableix que 8’ F(u, 7) domina U'expressié 02 AT (u, T).

Teorema 6.4. Sigui py > 0 fixada. Fuxisteix €9 > 0 tal que, per a qualssevol 0 < p < pyg,
0<é<1i0<e<e, existeizen constants iy i Cy tals que ¥(u,T) € (—1a, Uz) X R

|AT (u,7) — B(p, ) — F(u,7)] < Coe™* <1n2€(1_;5) + uln(i/a)) 6*2157

2-¢ 1 ki
_ < Coe? [ — =
0.8 07) = 0Pl < o™ (8 iy ) &

2—¢ 1 s
O2AT(u, ) — O2F < Cpe? [ — 3
| u (U,T) u (U,T)| — 0€ (1n2<1/5) +Mln(1/€)) e 2 )

on B(p,e) =< AT (v+U(v,T),7)>= O(ue?®) analitica.

Demostracio. Fixada op > 0, per a qualsevol 0 < o < o9, el Teorema 5.2 ens dona
I'existencia d'un canvi v = v +U (v, 7) a un domini (v,7) € D x T, tal que D NR = (—wy, v3).

Per altra banda, el Teorema 5.3 ens assegura que existeix un domini DM x T, tal que
DV NR = (—1s,Us) i on esta definit el canvi real-analitic per a u € D((,l), v=u+V(u,T), que
és invers del u = v +U(v,7) i que, V¥ (u,T) € (U9, U2) X R, es té que v € (—vq, v2). Per tant,
a partir de la informacié de les Proposicions 6.2 i 6.3, coneixerem 97 (AT (u,7) — F(u,T)) per

a (U,T) € (—112,712) X R.

Sigui B(u,e) :=< AT(v+U(v,T),T)> que, per la definici6é de ¥; que hem fet, és <>,
aleshores la primera desigualtat és gairebé immediata:

|AT (u, 7) — B(p,e) — F(u, 7)| = |1 (u+ V(u,7),7)— <tb1> +bo(u + V(u,7),7)| <

2-& . , .
< -1 —5 -1 [i] 05" 9
=e ;m (1n2(1/5) +Mln(1/5)) e+ ol (p)letter,

d’on, recordant que f(gi] (1) = —2mip + O(p®) analitica i considerant £ = o(In"'(1/¢)), podem
deduir que existeix una constant c¢; tal que

AT (u,7) — B, &) — Flu,7)| < e ey (111;‘(1;5) . “111(11/5)) i
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Per a la segona desigualtat, usarem la fita de 0,V (u,7) que establiem al Teorema 5.3:
11+ 0,V (u,7)| <1+ et 7 per tant,

|OAT (u, 7) — Oy F(u, 7)| =|0yt1 (u + V(u, 7),7) + Optha(u + V(u, 7),7)| - |1 + 0V (u, 7)| <

<< o (s + i) el ke e F e

, existeix una constant co tal que

i traient factor comt &2

2-¢ 1 Ll
_ <e? - o
0,87 (0.1 = 0uF ) < s (s o )

Finalment, per a la tercera desigualtat, incorporem 1'is de la fita de 9*V(u, 7) donada pel
Teorema 5.3: |02V (u, T)| < g™~ per tant,

|83AT<U, 7) — 02F(u, T)| = ‘8g¢1(u +V(u,7),7) + 0%y (u+ V(u, 7), 7')| 14 0V (u, TP+
+ 101 (u + V(u, 7),7) + Oyiha(u + V(U,T)ﬁ)\ 02V (u, 7)] <

v o (1(1/) i) ¢ QQ‘ffm”gw} o

3

i traient ara factor comu la potencia €72, existeix una constant cs tal que

2-¢é 1 s
2 _H? <g3 - o
|0RAT (u,7) = OGF (u,7)| < e Py (1n2<1/e>+“ 1n<1/e>>e 2

Definint Cy = max {cy, ¢, c3}, arribem a les expressions anunciades. [ |

6.3 Demostracié de la Proposici6 6.2.

Fixada o9 > 0, en tota la demostracié, o sera qualsevol valor de I'interval (0, o).

Prenem el domini D = D,U D; com el que pot veure’s a la Figura 6.1, on D, C (D“ N Ds)
i D; C (DN D2),iseguint amb la notacié del Capitol 5, prenem D un domini amb la mateixa
geometria que D tal que D C D i que també podem separar en la seva part outer D, C D, i
la seva part inner D; C D;. Fixem-nos que 1'inic que haurem de canviar sén els parametres a
i ¢ que passarien a @ = (1 —h)aié = (1+h)e per auna 0 < h < 1. Recordem que podiem
prendre qualsevol 0 < ¢ < 1 i, per tant, ¢ és qualsevol constant de I'interval (0,1).

Definim ro = 7/2 — éeIn(1/¢) i observi’s que (—irg,iro) C D.

Per la Proposicié 5.1 i el Teorema 5.2, si (v,7) € D x T,, aleshores AT (v +U(v,T),T) és
solucié de 'Equacié (6.2) i per tant, segons el Lema 6.1, el seu valor mitja és independent de
v. Si prenem v tal que v +U(v,7) € D, C DY amb v = 0, pel Teorema 2.1, sabem que

AT (v +U(v,7),7)| < 2bg pe?
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JezIn(1/e)
)

uy Yo

Figura 6.1: Domini D = D,UD;,on D, = D;  UD; _.

i, per tant,

1 27
< AT(w+U(v,T),T)>= 2—/ AT(v+U(v,7),7)dr = O(ue?).
T™Jo

Per altra banda, la funcié
F(u,7) =) (gz'] (1) [eire—iafl(v—m/z) _ e—wez‘efl(wm/g)]
té valor mitja zero i també és solucié de I'Equacié (6.2); efectivament, només cal observar que

0,F (v, 7) = E_lf(gi](u) [_ig—leire—iafl(v—m/z) _ ig—le—ife—z‘e*(wm/z)] _ —5_187F(v, 7).

Aixi doncs, la funcié ¢, (v, 7) = AT (v +U(v,7),T) — F(v,T) és solucié de 'Equacié (6.2) i
la seva mitjana verifica:

50] =< (v, 7)>=< AT (v +U(v,7),T) >= O(ue?).

A més, pel Teorema 5.2, ¥ esta definida i és analitica quan v € (—irg, iry) C D.

El Teorema 5.2 assegura que si v € D, aleshores v 4+ U(v,7) € D, C (Dg N D,SY); també
que si (v,7) € D; 1 x Ty, aleshores v +U(v,7) € D; y C (DX, N D). Aquests dos resultats
seran usats al llarg de tota la demostracid, encara que no se’n faci referencia explicitament.

Per tal de poder aplicar el Lema 6.1 a la funcié ¢, necessitem calcular una fita de 9%¢; al
segment (—irg,irg). Observi’s que:

Opth1(v,7) = O, AT (v +U (v, 7),7) - (1 + OU(v,T)) — O, F (v, T),

1 per tant,
Py (v,7) =02AT (v +U(v,7),7) - (14 U(v, 7)) +
+ 0, AT (v +U(v,7),7) - OU(v,T) — O2F (v, 7).
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O sigui, que també hi intervindran les fites de 9,U(v, ) i 9*U(v,T) donades pel Teorema 5.2:
existeixen «, i 1y > 0 tals que

a(v,7) €D, xT,, |8§L{(v,7)| < ettt (6.11)

1-j

2 (0,7) € Dos x Ty, 10U, 7)] < g .
(v.7) € Dix Ul < o

(6.12)

Dels capitols anteriors coneixem fites de
D(T* —Ty—€T7), (6" —¢5) 1 (o5 — ),
per tant, es tracta de posar 9,7, en funcié d’aquests termes segons el domini on estiguem.

Comencem suposant que v € D, i després ja ens ocuparem del cas v € D;. L’aproximacié
de T* en aquesta zona outer sera amb Tj + €77:

AT(w+ U, 7),7) =T (v +Uv,7),7) = To(v +U(v, 7)) —eTi(v +U(v,T),T)—
— (T_(U +U(v,7),7) = To(v+U(v,T)) — Ty (v +U(U,7'),7')) =
=Q v+ U, 7),7) = Q (v+U(v,T),T).

A més, que v € D,, implica que 0 < Smv < /2 —ae? 0 bé —71/2 + ae?” < Imov < 0, i
centrant-nos en el primer cas ('altre és totalment analeg):

—e 1 (Smu+7/2) = - 'Smuv—e 12 < —e /2 < —e 10 /2 <~ 10 /2,
e (Qmu —1/2) < —ag"?
per tant, si definim ap = min{a, 7/2} > 0,

6571 Sm(v—in/2) + 6_‘571 Sm(v+in/2) < 26—‘105771, (6.13)

fita que usarem en diverses ocasions.

Com que u = v +U(v,7) € D, C (D;J N ny), pels resultats obtinguts al Teorema 2.1 i
usant que cosh™ u té un zero simple a i7/2 (vegi’s 'expressié (34) de I’Apendix A.4), podem
assegurar que:

|0,AT (u, 7)| < 2boue®™ | coshu| ™2 < 2boue® 2 k3|u — in /2|72 < 2boukie®™* (6.14)

i analegament,
|O2AT (u, 7)| < 2boukse® ™. (6.15)
Per altra banda,

9 _3 0[] . 7iv—i7r/2 » Z,v+i7r/2
OoF (v, ) =e7f) (1) |—€eTe™ ¢ +e e e |,

on podem fer servir la fita (6.13) i obtenir:

|2 F (v, 7)| < e732| £ () ]e70e 0"
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Per tant, d’aquest resultat junt amb de les fites (6.15), (6.11) i (6.14), podem assegurar que:

0241 (v, 7)| < 2bppk3e® ™ (1 + e ™077) +

+ 2bouk§8274'yau€1+1/072'y 4 6732|f[ ( )’600 —age’ ™ 1.
Aix{ doncs, i recordant que f([f] (1) = O(p) analitica, existeix una constant M tal que:

Y (v,7) € (Doﬂ(—iro,z’ro)) X Ty, |02 (v, 7)] < e*Mip [é*ue*aw‘l}. (6.16)

Si, per contra, v € Di# (el cas v € [)i,, es faria analogament), usem l'escalat T (u, 1) =
e l¢t(e7Y(u —im/2),7) i expressem £¢); com:
ety (v,7) =A¢(e (v +Uv,T) —im/2),T) — Ago (e (v +U(v,T) —im/2),T)+
+ Ago(e (v +U(v,7) —im[2),T) —eF(v,7) =
=(¢" —og) (e (w+U(v,7) —in/2),7) — (¢~ — &y ) (e (v + U(v,T) —im/2),T)+
+ Ago (e (v +U(v,7) —im/2),T) — eF (v, 7T),

d’on traiem que:

3024, (v, 7) =02 (¢* )( (v —i—Z/{(v ) —im/2),7) - (1 + OU(v,7))* +
+ €0, gb+ o¢) (e v+ Uv,T) —im/2),7) - O2U(v, T)—
— %o — ¢p) (e wH+Uv, 7) —im/2),7) - (1 + dU(v, 7)) +
—e0.(¢” — ¢y ) (e v+ U(v,7) —im/2),7) - O2U(v, T)+
+ 02A¢o (e (v +U(v, 7) —im/2),7) - (1 + O U(v, ) — 302F (v, 1)+
+ 8(9ZA<;§0(5_1(U +U(v,T) —im/2), 7') 02U (v, T),

(6.17)

on cal fer un estudi detallat de cada terme.

Com que v +U(v,7) € D;y C (DX, ND:,), aleshores z = e (v 4+ U(v,T) — im/2) €
D¢, NDZ,, amb la qual cosa podem utilitzar el Teorema 4.1, que, juntament amb (6.12), ens
dona les primeres fites buscades:

52

‘3f(¢i _ Qﬁ) (5*1(1) +U(v,T) — m/2),7') (14 6’1,2/{(11,7'))‘ < dom(l +a,), (6.18)
+ N/ 1 . 9 9 1 B doa,e?
‘882<¢ —¢y) (e v+ U, T) —im/2),T) '81)1/{(1),7)! < edpe au51n3(1/s) ~ W31

(6.19)

Per a les dues ultimes linies de 'expressié (6.17), usant el Corol-lari 3.30, sabem que per a
qualssevol 0 < p < ppil <ay <2,

azA¢O(Z,7_) = - if(g]<u)€“-€_zz . (1 + O('z‘_Q)) + 0 (Mem gmz) :

| . (6.20)
Ao (2,7) = = [y (e e - (14 O(|2] %) + O (ne™ %) |

perd en aquest cas, [2|™' = O(In"'(1/€)) i Smz = e Sm (v + U(v,T) — im/2) < —Eln(1/e),

per tant, podem usar que

o~

1 Smz efaléln(l/z-:) — €a15. (621)
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Col-locant-ho tot al seu lloc,
02000 (e~ (v + U(v,7) —im/2),7) - (1 + U(v, 7))* = * 02 F (v, 7)

_ | ¢l ir —z‘—v%{(v’?_i”ﬂ -3 18 2
fo'(n)e'e (1+0(In~°(1/2)) + O (pe™) | (1 + U (v, 7))" +

i —ir _Z«U*iﬂ’/2 o udin)2
+ fo(n) {—e e’ =+ :

0 i 7iv7i7r/2 71,1/{(1),7—) 3 9
= fo (neTe " e e (1+0(n*(1/e)) (14 0U(v, 7)) =1 ) +

] o utim/2 -
+ f(@(:u)@*”el e +0 (Mealc) (14 0U(v, T))2 :

Ara bé, segons les fites (6.12), 9,U (v, 7) = O(In"?(1/¢)), o sigui que

(1 + O(ln_g(l/&?))) (1+ 0,U(v, 7'))2 =(1+9,U(v, 7'))2 +O0(n3(1/e)) (1 + 0, U(v, 7'))2
=1+0(n"?(1/e)),

1 per tant,
U(v,T) U(v,T)

M (14 00 (1/)) (1+ 0U(0, 1) — 1= 50 1 e £ 00 2(1/2),

perd del Teorema 5.2 es té que e 'U(v,7) = O(In"*(1/¢)), amb la qual cosa

(6.22)

U,T) 4
e e —1=0(In""(1/e)).

D’aqui,
2A¢o (s (v +Uv,T) —im/2),7) - (1 + OU(v,7))* — 302F (v, 7) =

v—im/2 _1 [ i iv+i7r/2 .
R0 (1/e) + 1P (e e IS 40 (e

—1

= f' (e
Pel que fa a les dues exponencials, senzillament usarem en quin domini tenim la variable v: que
v € D; ; implica les propietats 0 < Smv < m/2 — éeln(1/¢), per tant,

. Smou — /2
Re (—it=ri2) == T2 o em()e) i
o C 5 (6.23)
e (+_/) __Smutn/2 T
€ € - 2
O sigui, que
v—im/2 _ vtim/2 E
e e < egf i e e <e 2. (6.24)

Afegint a tot aixo que f([)ﬂ (u) és analitica d’ordre p i que a; > 1, arribem a la conclusié que

———+e 2

existeix una constant ky tal que
|2A¢0 (e (v +Uv, 7 —im/2),7) (1 + U (v, 7)) — 392F (v, 7)| < kop (ln(l/s) > ) .
(6.25)
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Seguint un procés totalment analeg al que acabem de fer i tenint en compte l'expressié
(6.20) i les fites (6.22), (6.24) i (6.12), obtindriem que existeix una constant k; tal que

¢

5
In®(1/e)

- klau

£0: A0 (=7 (v + U, 7) = im[2), 7) - OU(v, 7)] £ o 1n31‘1/;>

Posant aquesta ultima fita junt amb les (6.18), (6.19) i (6.25) a lexpressié (6.17), podem
52 c

assegurar que existeix M tal que:
. 5 Ed
v (v,7) € (Din (=ire,in) ) x Ty, |020n(0,7)] <&M, -5 ).
(v,7) € (—irg,irg) ) X |0591 (v, 7)| < e7° My 1n2(1/€)+,u 1n(1/5)+€
(6.26)
Aix{ doncs, dels resultats (6.16) i (6.26), existeix Mj tal que V (v, 7) € (—irg,irg) x Ty,

2

2 -3 £ 5—5y e —age 1
10,1 (v, 7)| < Mze [m+ﬂ<e +—1n(1/€)+e )}

Aplicant el Lema 6.1 a la funci6 ¥, a R x T, aquesta fita queda multiplicada pel factor
4¢=% 2¢, obtenint el resultat:

2—c

£
In?(1/e)

) 1 o o
’83%(”’7)“4%53[ G (855“+1n<1/8)+5cea05 ﬂe

que simplificant termes d’ordre més gran, queda com:

2—c¢ 1 T
2 < -3 |_¢ -3
V(v,7) € Rx Ty, [0501(v,7)] < e {lnz(l/g) +Mln(1/5)} e 2.

Conseqlientment,

2-¢ .

g +u ] e 2,
In*(1/¢) In(1/¢)

V(v,7) ERXT,, [0,01(v,7)| < are™? [

2-¢ -

+ ! ]e 2
(1/e) " "n(1/e)

V(v,7) ERXT,, [1(v,7)— <> < ae™? L 25
n

6.4 Demostracié de la Proposicio 6.3.

El Teorema 5.2 ens donara les fites que necessitem de la funcié U (v, ) per a qualsevol
(v,7) € (—v9,v9) X R: ' '
10U (v, T)| < et (6.27)

De la funcié F'(u, 7), com que la tenim definida de manera explicita a (6.1), podrem calcular
les seves derivades explicitament:

. B 1 [l o _,u7i7r/2 . utin/2
I F(u,m) =7 fy (1) |[(=1)eTe™ ¢ —e e =
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Si les avaluem a qualsevol u € R, usarem que

utin/2 Smu 7w E
€iz € —eT & e 2 —¢ 2
per arribar a:
V() € RS |OF(u,7)| < e ) 2eme . (6.28)

Comencem usant el Teorema del Valor Mitja per donar una expressi6 de s (v, 7):
w2(vv T) :F(vv T) - F(U + Z/[(U, T)v T) = auF(” + tZ/{(U, 7-)7 T) ’ U(U, T)a

expressié que només volem estudiar per a v € (—wvy,v9) C R i, en aquest cas, v + tU(v, 7) € R,
amb la qual cosa, usant (6.27) i (6.28),

(a0, 7)| < e FE () 26706 22 ™.

Pel que fa a les derivades de 15(v, 7), usarem el Teorema del Valor Mitja de manera analoga:
Optho(v,7) =0, F(v,7) — O F(v+U(v,7),7) - (1 + IU(v,T)) =
=0,F(v,7) — 0, F(v+U(v,T),7) — O F(v+Uv,T),T) - OUU(v,T) =
=02F (v +tU(v,7),7) - U, T) — O F(v+U(v,T),7) - OU(v,T)
i
02y (v,7) =02F(v,7) — O2F (v +U(v,7),7) - (1 + U (v, T))* — O F (v +U(v,7),7)0U (v, T) =
=02F(v,7) — O?F(v +U(v,T),T)—
—PF(v+Uv,7),7) (240U (v, 7)) OU(v, T) — O F (v +U(v,T), T)?U (v, T) =
=03F(v+tU(v,T),7) - U(v,T)—
—PF(v+Uv,7),7) (2 +0U v, 7)) OU (v, T)—
— Oy F (v +U(v,7), T)0U(v, T).

Usant les fites de (6.27) i (6.28) que pertoquen a aquestes expressions i recordant que vy < 1,
arribem a:

10yt (v, 7)| <e 3| ()26 2 - a0 + e 2| £ (1) [2e706 25 - e Y =
= (e e ) [f )26 2 - g™ < e 4e%0ay | f ()2 e,
1020 (v, 7)| < e (1) |2670€ 25 - et

)
+ 673‘](-02'}(”)’26006*215(2 + OéuglJruo*W) . OéuglJrVO*’Y_i_
(

[
4 672‘.]('[%7:} M)’2€00€_27r_5 X OéuglﬂLI/()fQ'y S
< (3 +e2(2 4 anet o) 72 [ £ ()] 2e70e 2 - e <

<e P4+ ozu)Qe”Oozu|féﬂ (u)|e_2le5”°.

Prenent ay = (4 + «v,)2¢”av,, s’obtenen els resultats enunciats.



Apendixs.

A.1 Demostracié de la Proposicio 1.5.

Quan es parli d’unicitat, s’entén que és llevat de signe i de constant additiva que pot
dependre del parametre p.

Substituint la serie Z T,(q, 7; 1)e™ a ’Equacié de Hamilton-Jacobi (1.26):

n>0

n 1 2 n 1 n
> 0. Te" + 5 (04To)” +0,To S0, T + 5 3 S 0T Tae™ " +
n>0 n>1 n>2 ny+ns =n
ny,ng > 1

+ e(—14cosq) +ep(l —cosq)sint = 0.

Fem el canvi ¢/2 = ¢ 1 T, (¢, 7, 1) = To(2¢, 7, 1) 1 igualem poteéncies de e:

aTTO - O
. 1 N2
0,11 = —3 (3<T0> + 1 —cos(2¢) — pu(1 — cos(2¢)) sinT
. 1 . .
0, Ty = ~1 OcTo0: Ty
~ 1. = ~ 1 ~ -
Vn Z 3, 8TTn = _Z 8CT08<TH,1 — g Z 8<Tn18CTn2.
n+n,=n-—1
ny,ng > 1

Cada equacié es pot resoldre en Tn, perque la banda dreta depen tunicament del conjunt
{TO,Tl, e ,Tn,l}, i quedara completament determinada imposant la condicié de periodici-
tat en 7 per a -T_n+1i

<0 Tpy1 >=0

on < f >= % fozﬂ f(¢, 1, n)dr 1, per tant, dependra de (¢, ) tot i que no ho indiquem ex-
plicitament.

La separatriu del péndol no pertorbat, -T'O(C ) = 4(1 —cos (), és I'inica funcié que satisfa les
equacions:

9. Ty =0,
5 1/ - \2
< &Tl >= —g (acT()) +1-— COS(QC) = 0.

187
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L’equacio de Tl també té una tnica solucié 27-periodica amb la condicidé < 871'2 >=0:
9, Ty = —p(l —cos(20))sint = Ty(¢,7,p) = 2usin® Ccos T+ < Ty > (C, )

on < T; > es tal que:

- 1.~ = d = d =
0, Ty >=< —=0;Ty0,T1 >= —sin(— < T; >=0 — <T;>=0.
< 2 >=< =7 0cTo0c Ty > stdC< 1> = dC< 1>

Pel que fa a T(¢,7), com que GC'T'D(C) =4sin( i 8§T1(C, 7) = 4psin( cos  cos T,
0. Ty = —dpusin®CcosCcosT = To(C, 7, 1) = —4psin® C cos CsinT+ < Ty > (¢, ),

on < T > la triem tal que < 0. Ty >= 0, per tant,

_ d - 1 _
<0, Tg> = —sincd—§<T2>—§<(8<T1)2>

d ~ 1
= —Sin(’d—C < Ty > —3 < 164 sin® ¢ cos* C cos®> 7 >=

d ~ d -
= —sinC— < Ty > —p?sin’Ccos’(=0=> — < Ty> () = —p*sin( cos® .

d¢ dg
Per a i = 1,2, definim els espais

Fi = {f({,7)|polinomis trigonometrics en 7 amb coeficients que sén polinomis

trigonometrics en ¢ amb factor comu sin’ (},

les funcions dels quals es pot comprovar facilment que compleixen les segiients propietats:

1. Sif,g € Fi,aleshores f+ge F;, 1 <f>eF 1 [[f((,n)dr—<[[f(( 1)dr >€ F;.
2. Si f,g € Fi, aleshores f - g € Fs.
3. Si f € F,, aleshores Ocf € F1 i f/sinC € F.

Observem que OC-T'O, 8{?1 i 641'2 son de Fi i demostrarem per induccié que 8§Tn també.
Amb aixo arribarem doncs a la conclusio que

O Tn(C,7,u) =0 pera (=0,

L’equaci6 de T,, és

- . - 1 -
0, Ty = —sin (O Ty — ¢ > T, 0Ty,

n1+n2:n—1
ny,ng > 1

que a la dreta només hi té una suma de productes de dos factors GCTm per am < n, suposats de
F1, per tant 0. Ty € Fo i d’aqui T,— <T,>€F. En conseqiiencia, O¢ (Tn— <T, >> € Fi.
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Per altra banda, s’imposa la condicio:

. 5 1 . .
<O Tpp >=—sin( <9 T, >—-< Y < 0T, 0Ty >=0,

8
ny+ne =n

ny,ng > 1

per tant, com que cada terme de la suma és < 841'711(941'”2 >c Fy, s'obté que

- 1 - -
< OT, >=— < 0T, 0T, >€ Fi,
C SSiHC Z C 1< 2 1
ny+ne=n
niy,ng > 1

amb la qual cosa arribem a:

84-];” = 8§ (:l;n_ < Tn >> + < 34;1'” >c Fi.

A.2 Dominis outer.

Al domini outer DY només volem considerar punts que ens permetin fer integrals impropies
per sobre de camins inclinats un cert angle sense passar per I'interior dels cercles |u£in /2| < ae?.

Siguin € € (0,1), a € (0,7/4), v € [0,1) i uy > 0 fixats. L’angle 5y € (0,7/2) és tal
que les rectes u = uy + tet siguin tangents, en un punt amb part real negativa, als cercles
|u £ im/2| = ag” respectivament. El parametre u; > wug es tria de manera que les rectes
u = up +tet passin pels punts —ae” Fim/2 respectivament. Tot seguit donem la relacié entre

totes aquestes constants.

El punt de tangencia és (—ae” sin 3y, £7/2 F ag” cos [5y). La recta que passa per (ug,0) i té

pendent F tan 3y té equacid
y = Ftan fo(z — ug)

i, si volem que passi pel punt de tangencia,

T
iE Fag’cosfy = Ftan Fy(—ae” sin Fy — ug)
T 1 cos? 3y
_Z + ag" = = —aeg’sinfy —u
2 tan 3 sin fo ’
T 1 cos? B3
uyg = —ag’sinfy+ — — ag’—
0 & 2 tan (g sin 3
T 1 - 1
0 2 tan 3y sin

Pel que fa al valor u;, pretenem que les rectes y = F tan fy(x — uq) passin per —ag? Fin/2,

per tant, s’han de complir les dues condicions segiients:

—aeg” =uy + tcos [y
—m/2 =tsin B
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finalment port r_ 1
ue Innaimen orten a U1 = —
d P ! 213&1150

En el domini DY volem considerar dos tipus de punts:

—ag’ > Ug.

o els u = ug+te*P V3 € [0,6) i t € R, o sigui, els marcats a la Figura 2, que també

\)/%
~.
1B =2

Ug

Bo

X
N
g

Figura 2: Primera part del domini D7.

poden donar-se com
{ueC| |arg(u—wuy)|>m—fFo}

{u=(z,y) € R*|z < up, tan By(z — up) < y < —tan fo(z — up)} =
{(z,y) € R| —tan By(up — 7) < y < tan Fo(ug — )} =
{(z.y) € R[[y| < tanFo(uo — x)}.

eeclsu=u +tet? V3 € [0,3) it € R, perdo amb les restriccions |u 4 ir/2| > ag?,
larg(u — up)] < 7 — Go 1 Reu < —ae”sinfy. Només estarfem afegint els marcats a la
Figura 3, i que poden escriure’s com

Figura 3: Segona part del domin DY.

{ueC| |utin/2| > ac?, Reu < —ag” sin [y, |arg(u—uy)| > 7—F, | arg(u—uo)| < 7—Fo}
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O

{u=(r,y) € R?*|x < —ae”sin By, tan Bo(ug—z) < |y| < tan Bo(u;—x), |u +in/2| > as?}.

A.3 Dominis inner.

A T’hora de construir la regié inner, voldrem que la interseccié de la recta arg(u—ug) = 71— (o
amb l’eix imaginari sigui un punt iz del cercle centrat a iw/2 i de radi ae?, tal i com es veu a
la Figura 4.

celn(l/e) L ;x
ag’ 2

ac” \ .
\\‘{:::;,\,‘,izb'

Figura 4: Relaci6 entre el domini inner i el domini outer.

La recta arg(u — ug) = m — By pot donar-se com y = — tan By(x — ug) si notem u = z + iy,
per tant, zg = tanfy - ug i sabem que zg > 0. Ara bé, segons l'expressié de ug trobada a
I’Apendix A.2,

T 1
0<zp=tanfFy ug = = — as” ,
2 cos By

per tant, si volem que zy > 7/2 — ae?, @ haura de complir que

a

cos (3

< a. (29)

A més, observem que, del fet que zy > 0 podem deduir que

a T
cos By < 27 (30)

També hem de tenir especial cura que la @ triada compleixi la condicié

T _ g d<
5 ac >0:>a<267 (31)

Les dues condicions (29) i (31) que tenim sobre @ sén compatibles gracies a (30).

Evidentment aribem a la mateixa conclusio si imposem que el punt —izy d’interseccio de la
recta arg(u — ug) = 7 + [y amb l'eix imaginari estigui dins els cercle centrat a —in/2 i de radi
ag”.
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A.4 Demostracio del Lema 2.4.

Les funcions |coshu| i |coshu|™! sén ir-periddiques, per tant, només cal estudiar-les a
la banda R x [0,7]. Considerem aquesta banda com a unié de dues parts: una part fitada,
[—v0, up) % [0, 7], 1 una de no fitada, (—oo, —vg] X [0, 7], amb una vy > 0 qualsevol, que nosaltres
considerarem lluny del punt i7/2 quan apliquem aquest lema posteriorment.

A (=00, —vg] x [0, 7], coshu és analitica i no hi té cap zero,

— 2w,
e +1 |coshu| < &=t emRen < emRew,
coshu = e

9 ]coshu\_l < 1_622§Reu €§Reu < 46%36’11'

(32)

iy 176721}0
Per la im-periodicitat, aquestes desigualtats son certes Vu tal que Reu < —uy.

La funcié coshu és analitica a [—vg, up] X [0, 7] 1 només hi té un zero simple a iw/2, per
tant,

h
dky > 0, Yu € [—vg, uo) x [0, 7], %’ <k, ésadir |coshu|<ki|lu—in/2|. (33)
u—im
u—im/2 , : 1 N
ko > 0, Yu € [—vg, up] X [0, 7], | ————| < ko, ésadir |coshu| ™ < kolu—im/2]7". (34)
coshu
Per la im-periodicitat,
Yu € [—vg, uo] x [—7,0], |coshu| < ky|u+im/2| i |coshu|™" < kylu +im/2| 7 . (35)

Podem ja tenir les desigualtats dels dos primers apartats. De (32), si Reu < —U < 0,

|sinhu| _ e2®ev 41 o 2 5 eV 41 i
tanhu| < < " < ———— = (tanh U) . 36
[tanhu} < | coshu| — 2 ‘ 1_ e =1_ew (tanh U) (36)

Per a la segona desigualtat, també combinarem les fites de sinhu i cosh w tal i com acabem
de fer en aquest tltim resultat, perd haurem de considerar dos casos diferenciats:

e quan u € [—00, —vg] X [0, 7], en que usarem directament (36) amb U = vy:

|tanh u| < (tanhwvg) ™! < (tanhvg) te ™

e quan u € [—vg,ug] X [0,7], en que usarem (34) i que |u — i /2|7t < a"le:

GQ%eu + 1

2uo
et +1
|tanh u| < — e %ukga_lg_V < —

e koa"te™
La conclusié és doncs que 3¢y = max {(tanh vo) 1, QQUOT“ eV0k2a_1} tal que Yu € DY
|tanh u| < coe™” (37)

Per a I’Apartat 3, de (32),

—U no p=U "
9 2 1 1
Wl du < nRew g (= )} ZmU__ —
/ | coshu| ™ du < <—1—62U) /oo € u (1_62U) n ¢ nsinh" U

[e.o]
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Passem ara a I’Apartat 4, on haurem de separar el domini DY en una part fitada, DY N
{—=vo < Reu < up}, on vy > 0 és tal que en aquest conjunt |Imu| < 7, i una part no fitada,
D¥N{u e C|Reu < —vp}. Farem només el cas 0 < Imu < 7 i analogament es faria el cas
—m < Smu < 0. Observem primer que 4K > 1 tal que a la part fitada s’hi compleix que
ag’ < Jutin/2| < K.

e SiReu < —vy,

in Reu —vo
/ \cosh(|_2dC:/ ]cosh(t+i%mu)|_2dt§/ | cosh(t + i Smu)| 2 dt

—00 —00

i ara podem usar el resultat de I’Apartat 3 amb U = vy > 0:

—vo
/ | cosh(t + i Smu)| > dt < ————.
oo 2 sinh” vy
e Si —yy < Reu < ugp, separarem la integral en una d’impropia, on usarem el resultat
anterior, i una altra integral, on usarem (34),

u —vg Reu
/ |cosh(|™2d¢ = / |cosh(t+i%mu)|2dt+/ | cosh(t + i Smu)|"2d¢ <

—00 00 —vp

1 Reu
—2+k§/ |t+i%mu—i7r/2|*2dt
2 sinh” vy —vo

Per a la integral que queda, usarem les expressions obtingudes a [DS92]:

Reu

/ t+iQmu—in/2]2dt <2 sup |[t+iSmu—ir/2|7' <2a7'e7,
—vo te[—vo,Re u]

la qual cosa ha estatpossible perque recordem que V¢ € [—vg, Re u] sempre s’hi complira

que ag? < |t+iSmu —in/2|.

Per tant,

“ 1
Vu € DY, / |cosh(|?d¢ < ———5— +ki2a e < (

+ k22071 ) e,
2 sinh? v 2 )

_ 2 sinh? v

Finalment, per a les ultimes desigualtats de I’enunciat també haurem de separar el domini.

Considerem £ € [0, 5o/2] i sabem que V& € R™, u + &7 € DY i Re(u + £e™7) < Rewu < uy.
coshu

cosh(u + £exiB)’ hem de discriminar segons Re u:

Pero per fitar

e si Reu < —wy, aleshores Re(u + ) < —vy, per tant, de (32)

coshu

2 +i8 2
. < e Reu eﬂ%e(u+§e ) < €£ cos,B.
cosh(u + getih)

- 1 — 6—2110 - 1= 6—21)0

Per a la desigualtat de I’Apartat 5, només ens cal usar que ¢£°*% < 1 (fixem-nos que
cos3>01i& <0)1iarribem a una constant. Per a la desigualtat integral,

’ ’ ’ 4 2 cos 3 4
d < - cos d —
/. S e T S e

coshu
cosh(u + £e*i9)
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i, com que 0 < 3 < f3y/2, cos 3 > cos(3y/2), amb la qual cosa
0
/.
si —vg < Reu < ug, farem només el cas 0 < Ymu < 7w i a [—m, 0] es fa analogament.

Alguns u + £e*% tindran part real a [—vp,ug) perd d’altres la tindran a (—oo, —vp) i els
hem de tractar diferent, en qualsevol cas pero recordem que |u — in/2| < K.

- si Re(u + Ee*P) < —wyp, de (33) 1 (32),

2

< 2
 cos(fo/2)(1 —e7?)>

coshu
cosh(u + e*h)

cosh u
cosh(u + £etif)

—2vg — 1 — 6—2110

2 ; 2) ;
’ < k1|u _ 2'7]./2|1— 6§Re(u+§ei B < le 6§Re(u+§ei 5)
— €

Com abans, per arribar a la desigualtat de I’Apartat 5, posem una fita de ’exponencial:

L €§Re(u+§eiiﬁ) < L e = — 1 .
1 —e 2w 1 —e 2w sinh vy

I per a la integral, aquest cas correspon als valors de £ tals que Reu + £ cos f < —vy, és
a dir, £ < —(vg + Rew)/ cos f = &:

%o cosh u 2 £o 99 4 o
eu+2€ cos 3
et v e € < [ ARG e % <
< kQKZ 4 2Reu s 2 cos B df <
— 1 (1 . 6721}0)2 € - € =
< k2K2 4 62 Reu 1 6250 cos 3 —
= P (1= em2w0)2 2cos 3
4 1
— k2K2 2Reu —2v9—2Reu
(1 — e2w)?2 2 cos 3 ‘ ’
per tant,
o coshu 2 1
— | d¢ < kIK? . 38
/_OO cosh(u + &etiP) Sk 2 cos(f/2)(sinh vg)? (38)

- si Re(u+ EeFP) € [—wp, ug), haurem de diferenciar els casos en qué Sm(u+E&e*”) > 0o
< 0. Per alasemirectar_g = {u+&e~%, V& € R™}, sabem que Sm(u+&e ) > Smu > 0
i, usant la notacio de la Figura 5,

lu+ e P —in /2| >d(r_p,in/2) = |u—ir/2|sina > |u—ir/2|sin(B, — B).  (39)

Com que B, — 8 > By — % _ D ; b + % > %, aleshores sin(3, — 3) > sin(3,/2). Per
tant, i usant (33) 1 (34),
cosh u lu —im/2] 1
—| < kik . < kiky—=——.
cosh(u+&e=7) | = " Jut €em —im/2] = " sin(B,/2)

En canvi, per a la semirecta 75 = {u + e’ V& € R™}, sabem que |u + e — ir/2| >
|u — 7 /2| pero hi ha punts amb part imaginaria negativa que haurem de comparar amb
—im /2.
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Si 0 < Sm(u+ &) < 7, usant (33) i (34),

coshu
cosh(u + &e?)

|u — im /2]
. < kko.
lu+ e —im/2] = 7

' < kiks

Si —7 < Sm(u + &eP) < 0, de (33) i (35),

coshu |u — im /2]
cosh(u+ &eB)| = P u+ £t + im /2|

pero per a —im/2 tenim una relacié analoga a (39) i, com que |[u—in/2| < K i |u+im/2| >
7 /2, aleshores,

coshu ‘ 1k v~ iﬂ/Q’_ < /{71]{72—2IE < kiky— 5( :
cosh(u + €eP) | — |u +im/2|sin(5,/2) — msin(fy/2) — sin(/3y/2)

Aixi doncs, tant pel cas r_z com per al rg,

K

> 2

sin(5,/2)

coshu
cosh(u + &e'?)

I pel que fa a la integral, aquest cas correspon als valors de £ tals que —vg < Reu +
Ecosf < up, és adir, § = —(vg + Reu)/cos B < & < (up — Rew)/cos 5. Com que en
aquests moments e u < ug, I'extrem superior és positiu i només ens interessen £ < 0:

/O
&o

coshu
cosh(u + £e*ih)

? 0 K? K?
21.2 — 2 2— _ _—
s /5 k1k2sin2(30/2) h k1k2sin2(ﬁo/2)< o)

212 K? v+ Reu
12 . 9,7
S (3o/2) <03

per tant,
coshu

K2(U0 —f- UO>
| dE < k2k2
cosh(u + e*h) =

" sin®(B,/2) cos(6o/2)

/0
o

as”

Figura 5: Camins inclinats angle 0 < 5 < /2.
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Aixi doncs, Vu € DY, Je; > 0 tal que

coshu <
. c1,
cosh(u + e8| =

i, de (38) i (40),

2

coshu de < e,

cosh(u + {e*h)

I.

+ k2227, Cl}, tenim tots els resultats que s’enunciaven.

Amb C' = max {co,

2 sinh? vq

A.5 Limits.

Aqui farem comparacions entre potencies, logaritmes i exponencials. S’entén que totes les
constants que hi intervenen séon qualssevol positives.

La demostracio de
lime®* In(1/e) =0

e—0
es fa senzillament aplicant la regla de L’Hopital:
Inz 1/x 1
lime*In(1/e) = lim 2z *°Ilnz = lim = lim / = lim =0
e—0 T——+00 r—-4o00 50 T—+00 501‘50*1 x—+00 S50

De manera analoga,
lir% e In (eln(1/e)) =0

In(—e¢lne =lne-1 g% g%
limgsoln(—eln&?):hmgzlim;m:hm< + ):0.
£50 e—0 g0 =0 —§pe™%0~ 1 e=0\—g55 —splne
Volem ara arribar al resultat:

lim e e 0 In(1/e) = 0.
e—
Caldra aplicar en aquest cas la regla de L’Hopital diverses vegades.
—s ) s ) Inz
lime e In(1/e) = lim e “"2*Ing = lim ——— =
e—0 T——+00 T——+00 eCac 1yr—so0
1/z %0
= lim / lim

z—+oo CT1 (Cslxsl—lx—so _ SOI_SO_I) - z—+oo eCT1 (0811381 _ SO) )
Fixem-nos que F(z) = e (Cs12°" — s9) amb lim, .o F(z) = oo té la propietat que
F'(z) = (F(z) 4+ $1)Cs12*1 7!, per tant,

lim & : so2*0 ! S0 s ot
1m = 1m .
T— 400 F(l') r——+00 (F(x) + 31)0311'81_1 CSl r——+00 F(Z’) + S1

Si so < s1, ja hem acabat i el limit déna 0. Si js; < so < (j + 1)s; per a certa j € N*, hem
de continuar aplicant L’Hopital i després de j vegades més,
250 _SO(SO _ 1) .. (SO _ ]) xso—(j+1)s1

li = . li — =0
tv0 F(2) (C'sy )i+t oo F(z) + 81
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