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ANEXO C

C.1

SISTEMAS TERMICOS Y CONSTANTES DE
TIEMPO.

TRANSMISION DEL CALOR. SISTEMAS CONTINUOS Y
DISCRETOS.

La resolucién de un sistema térmico, sometido a fenémenos de
transferencia de calor fundamentalmente por conduccion, se puede
abordar segun 2 planteamientos diferentes:

- El planteamiento analitico completo se efectla planteando la
ecuacion de difusion de Fourier, para cada uno de los elementos que
constituyen el sistema, considerando 3 dimensiones y las condiciones
en las fronteras. Como se supone que los dominios tienen
dimensiones infinitesimales dV, se puede asumir que la temperatura
permanece constante en el interior de cada elemento de volumen.

La resolucion de este sistema de ecuaciones, dependiendo de
la complejidad del sistema fisico, puede resultar dificultosa. La misma
se puede efectuar de manera analitica 0 por métodos numéricos. La
forma mas conveniente de resolucidn, por motivos de interpretacion y
entendimiento, es buscar una solucién semi-analitica.

La ecuacion de Fourier para 1 material y en 1 dimensién es en
forma general:

ATl ot = a &°T/ ox°

Dada una condicion T(x,t)= T(x,0), la solucién a la ecuacién es
de la forma de una sumatoria de exponenciales dependientes del
tiempo.

T(x,t) = Z exponenciales (t)

Carslaw & Jaeger (1959) discuten soluciones a la ecuacion de
difusién, para diferentes condiciones®.
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C.2.

- El planteamiento simplificado, a través de la analogia RC,
consiste en dividir el sistema en elementos finitos correspondientes a
N dominios “relevantes”, equiparandose el sistema real a un conjunto
de elementos con capacidades calorificas, relacionadas entre si y con
el medio de referencia, por coeficientes de acoplamiento
(conducciones térmicas).

Para la resolucion de un sistema calorimétrico, se puede
plantear para cada elemento un balance de potencias, aplicando la
ecuacion de Tian de 1 cuerpo o 1 elemento:

W = ¢ dT/dt + P (T - To)

donde:

t: tiempo (variable independiente).

W: potencia disipada por el elemento.

To: temperatura de referencia (constante).

T: temperatura del elemento considerado.

c: capacidad colorifica del elemento.

P: coeficiente de acoplamiento entre el elemento y el medio de
referencia.

En el interior de cada uno de estos dominios de volumen finito,
la temperatura ya no depende de la posicion, sino solo del tiempo.

Este método simplificado equivale a la formulacion de Fourier
y, una vez elegidos los N elementos de volumen macroscopico, el
modelo puede representar al sistema.

SOLUCION DE UN MODELO TERMICO DISCRETO
BASADO EN LA ANALOGIA RC.

En sistemas térmicos disipativos (tales como calorimetros de
conduccion), se puede utilizar la analogia RC como modelo térmico
discreto de capacidades calorificas y conducciones térmicas
(coeficientes de acoplamiento).

En este caso, se descompone el sistema en N dominios que se

consideren relevantes, de modo que sean capaces de representar del
modo mas aproximado posible al sistema®? (Fig. C.1.).
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Fig.C.1: Esquema del modelo de una red de capacidades calorificas y coeficientes de
acoplamiento.

Planteando la ecuacion de Tian (balance de potencias) para
cada uno de los N elementos, se obtiene un sistema de N ecuaciones
diferenciales lineales.

N
Wi(t) = ¢; dTi/dt + X Py (Ti-Ty) + Pio (Ti-To)
k=1

WL = coveeeeeeeeee e [C.1]

donde: t: tiempo (variable independiente).

Wi, potencia disipada por el elemento i.

To: temperatura de referencia (constante).

Ti: temperatura del elemento i.

Tk: temperatura del elemento k.

ci: capacidad colorifica del elemento i.

Pio: coeficiente de acoplamiento entre el elemento i
y el medio de referencia.

Pik: coeficiente de acoplamiento entre el elemento i
y el k (constante).

Para facilitar la resolucién, se transforma el anterior sistema de
ecuaciones a un sistema de ecuaciones algebraicas, aplicando la
transformada de Laplace. Definiendo: 6; = T; - T, y considerando las
condiciones iniciales:

0i (t=0) = 0,
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N
Wi(p) =cip Z+ zk_F;ik (F - %)+ Pio %

Wip)=(C1p+EZPw+Pw) A-Pi2B-PizFkB -Pud -PinA.

Wnp)= -Pvmi & -Pne % - PN B, -PNni ..

donde: i=1,...., N.
p: es la variable de Laplace (variable independiente).
Z (p): temperaturas transformadas (6;), son las incégnitas.

Resolviendo por determinantes, se obtiene un conjunto de
soluciones Z:

cip+ 2 Pk +Piyg -P1o ...l Wi - Pin
-P Wy i, - Pon
- Pn1 - Pn2 Wy +(cnp + 2Pk + Pro)
7 (p) =
cip+ X Pix +Pio -Piz2 e - Pin
-Po1r e e - Pon
- Pna -Pn2 e +( Cnp+2X Pnk + PNO)

Experimentalmente, se imponen las siguientes hipétesis
restrictivas:
-La disipacion se produce solo en 1 elemento:
W, # 0 Yy Wi = 0.
- La temperatura es homogénea en cada elemento.

Las incognitas % (p) quedan expresadas:

W; - (polinomio grado < N en p)

(polinomio grado N en p) [C.4]
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Mediante la anti-transformada de Laplace, se pueden obtener
las temperatura 6; , y con éstas T;, las temperaturas de los N
elementos en los que se descompuso el dominio.

Los polinomios se pueden expresar como productos de
binomios en p, donde intervienen sus respectivas soluciones, con lo
cual, la formula [C.4] se puede expresar también como:

M

IT (7* pt+l)
Wi(p)-S - = Z(p)
N
IT (7ip+l)
Wi (p) - IT (1j*p+1) =1/S - 11 (7ip+l) - Z(p) [C.5]

En el espacio temporal esta expresion corresponde a:
W(t) + a* dw/dt + b* d®w/dt + ......+ m* d"wr/dtwM =
1/S [ 6i(t) + a doj(t)/dt + d? oy(t) /dt® + ...... + nd" g0)/dt™]  [C.6]

donde:

nN=t11+1+..+1TN

FUNCION DE TRANSFERENCIA DEL SISTEMA.

La Funcién de Transferencia (T.F.) se define en el espacio de
Laplace, como el cociente entre la transformada de la funcion
“respuesta” del sistema, en el numerador, dividido la transformada de
la funcién “entrada” (W), en el denominador. A partir de lo anterior, la
T.F. se puede expresar como un cociente de polinomios en p, de
diferente grado:

P(p) polin.grado < N

T.F.(p) =
Q(p) polin.grado N
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Las soluciones del polinomio del numerador t* se denominan
ceros, mientras que las del polinomio denominador 7, se llaman
polos. Los polinomios se puede expresar como productos de
binomios en que intervienen los ceros y los polos:

M
IT (7% p+1)
TF.(pP)= S

N

IT (tip+l) [C.7]

donde: S es una constante, igual a la sensibilidad del sistema.
y M<N son los grados del polinomio del numerador y
del denominador, respectivamente.
Para un sistema térmico, t* € ® y t* >0
T e€eR y 1 >0

El cociente T.F. se puede descomponer en fracciones simples:
N a
TFpP=%2 — [C.8]
P+ o

donde: o = 1 /1, son los coeficientes de las fracciones
simples.

En el espacio temporal (habiendo aplicado la transformada
inversa de Laplace):

TFE@®)= 2 *[T.F(p)]

TEMH= = ae®'= 3 ae’
i=1 i=1 [Cg]
La T.F. en el espacio temporal estd formada por un conjunto

de exponenciales.
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