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INTRODUCCIO

INTRODUCCTI®O

Dins el mén del cdlcul d!'estructures, tant al
camp de 1'edificacié com al de 1'enginyeria, hi ha ha-
gut un tipus d'estructura que ha estat estudiat 1 con-
siderat baix molts punts de vista; aquest és el de 1l'es
tructura de barres.

I no tan sols perqué hi hagi molts tipus estruc
turals que formin una configuracié d'elements lineals
units pels seus extrems, (tal seria una veritable es-
tructura de barres), sind també perqué moltes vegades
s'assimilen a aquest tipus, estructures formades en rea-
litat per elements superficials o volumetrice; aix{ els
casos dels sostres reticulats on més aviat es tracta
d'una 1losa alleugerada que d'un conjunt de barres orto
gonals o bé el tractament d'una tela tensada, on ens ser
vim de cada un dl'uns fils ideals que formarien una xaré
xa assimilable a la tela en qllestié, en lloc de conside
rar-la com un conjunt superfiéial d!'elements finits.

Bé, de tot aixd podem deduir que els estudis fets
sobre aquest tema han estat molts 1 profunds. Al comen-
cament, davant la manca de mitjans de cdlcul potents, la
resolucid de les estructures de barres es realitzava
mitjancant mé&todes inventats per diferents tébrics que.
donaren el seu nom a cada un d'aquests métodes. De tots
aquests, el de Cross va ser un dels gque més utilitat ha

donat, atesa la seva senzillesa. Tanmateix tenia una sé-

4
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rie de restriccions i es tornava desmesuradament llarg
quan es tenien en compte els desplagaments dels nusos

de 1'estructura.

Ara bé, una vegada els calculadors electrdnics
van irrompre dins el camp de la t&cnica, els métodes de
cidlcul van canviar totalment. S'abandonaren els calculs
manualsambmétodes més o menys practics, exactes o rapids
i tothom va enfocar el problema sota un altre punt de
vista.

Els mdtodes matricials van copsar totalment
aquest tipus de cdlcul. La idea era tnica, i només els
tdcnics d!'informidtica s!escarrassaven per trobar algo-
ritmes més rapids a fi de resoldre els grans sistemes
d' equacions que es presentaven. Més o menys aixd ja s'ha
conseguit, i avui dia jo diria que és un problema re-
solt i acabat. Les fniques limitacions que trobem en el
camp del cilcul d'estructures de barres, rfgides, sén
el nombre de nusos o barres de la mateixa estructura, és
a dir, hi ha un problema de quantitat perd cap de difi-
cultat, per complexa, estranya, etc., que sigui 1l'estruc
tura.

Perd, i d'aquest perd neix 1'estudi que ara co-
menca, he dit qﬁe tot estd fet en el camp de les estruc
tures “rigides" de barres.

Qud passa, doncs, amb les estructures molt defor
mables ? Tal com argiia quan vaig fer la presentacid
del tema de la Tesi, aquestes estructures no es poden re
soldre pels métodes tradicionals © moderns amb ordimador
degut al fet de que desconeixem la forma de 1'estructura
una vegada en equilibri, i aquest és un factor imprescin

dible en el cilcul normal.
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Per aixd, aquesta Tesi vol emprendre un treball que
partint de zero intenti arribar a la solucib d'aquestes'
estructures a través d'un procés 1dgic des del principij;
sempre contemplant 1'equilibri de 1'estructura una vega
da aquesta estigui deformada i1 no abans. Ja veurem dque
aixd ens fard utilitzar mdtodes iteratius, ja que si no
fos aix{ seria impossible trobar la deformacid final ni
l'estat d'equilibri.

Podem cloure aquesta introduccib exposant 1l!'es-
quema de com es pensa dur endavant aquesta Tesi. Aquests
seran els passos a desenvolupar:

a) Estudi del material.

b) Estudi de 1'element basic: la barra.

c) Comportament d'una barra sota un estat de

deformacions.

d) Comportament d'un conjunt de barres al pla.

e) Comportament d'un conjunt de barres a 1l'espai.

£) Aplicacions.

Nota:

Sempre que en aquesta Tesl es parli 4'estructures
de barres, ens referirem a estructures "totalment articu-
lades". Bs a dir, no es contemplara en cap moment 1'exis-

td&ncia de moments flectors ni torsors.

T

O




HIPERELASTICITAT

cAaPITOL I

HIPERELASTICITAT

1.1 MATERIAL HIPERELASTIC

Tot estudi fet dins el camp de la fisica, es
preocupa sempre del comportament dels diferents elements
sobre elsquals es treballa. Sembla clar, i no cal capfi-
car-se gaire per a entendre que aquest comportament de -
'pén especialment del material o materials que formen
aquest element.

També és evident, que en funcid del tipus d'estu
di que estiguem realitzant, ens interessaran unes propie
tats dels materials més que les altres. Aix{, partirem
del coeficient de dilatacid per a fer estudis térmics,
del grau de descomposicid per a fer estudis de durabili-
tat, de la resistivitat per a estudis eléctrics, etc.

En el cas que ens ocupa, l'estudi d'estructures de barres
altament deformables, es evident que el comportament elds
tic, és a dir, la relacid tensib-deformacié del material
serd el coneixement prioritari que necessitem.

Amb aquesta relacid, podrem concretar, juntament
amb altres caracteristiques geométriques dels elements
estudiats, quin serd el comportament d'aquelles estructu-
res. Aquesta relacid ens sol venir donada mitjancant una
corba grafiada sobre un pla coordenat.

Si ens fixem en la fig. 1.1 podrem veure una cCor-
ba que ens és molt familiar dins el camp de la resisténcia

L
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de materials, &s la corba tensibé-deformacié corresponent

a l'acer. Comentem-la una mica.

En primer lloc podem veure
que la corba passa per l'ori
¢t gen de coordenades, és a dir
a tensié nul.la correspon
una deformacid nul.la. A par
tir de 1l'origen trobem un
tros recte on diem que el ma

terial té un comportament

— eldstic perqud la relacid

tensib-deformacid és lineal.

Després hi ha un perfode de

Fig. 1.1 relaxament on augmenta la de

formacié sense variar la ten
sid i a continuacib ens trobem en el perfode que anomenem
plastic, on ja no s lineal la deformaciéd respecte de la
tensid, i per fi la corba s'acaba en un punt que represen
ta la rotura del material.

E1 valor de la relacid tensibé-deformacié s'ha vist
que &s constant en el periode eldstic del material, en
aquest cas 1l'acer, i pren el nom de mddul d'elasticitat
del material. Aquesta relacié i aquest valor adquireixen

la seva importdncia mitjancant la famosa l1llei de Hooke:

L
S 2 —. © sempre que § < G
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una recta.

ticitat.

>

5

c._L ¢
£

Fig. 1.2

segueix sent el mateix: a més tensié més deformacibd.

rial ideal que compleixi les segllents caracteristiques:

dir, la corba tensibé-deformacid serd sempre

o de plasticitat ja no podem establir cap relacib lineal

entre la tensid i la deformacid, encara que el concepte

A fi d'evitar aquesta imprecisié anem a definir un mate-

1) Sigui un material completament eldstic. Es a

Es tracta, doncs, d'un material de corba tensié-

Si donem una mirada als materials existents, veurem Jue

I

Tanmateix, quan ens trobem en els perfodes de relaxament

2) Tingui, tant a traccié com a compressid, resis
‘t&ncia infinita. Bs a dir, no existeix el punt de

ruptura , ni periodes de relaxament ni de plas

deformacid rectilinia, la gqual veiem grafiada a la fig. 1.2

- i on sempre, sense excepcib, es compleix la llei de Hooke.

evidentment no nthi ha cap que compleixi aquestes premis-

J S —— e 4
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ses, ja que tots tenen una tensid de rotura i a més, sem-
pre abans d'aquest punt la corba tensib-deformacib deixa
de ser una recta.

Per qud, doncs, hem inventat aquest material ?

Molt senzill. Pretenem treballar amb una relacié
tensié-deformacid facil de calcular i naturalment la més
£3cil &s 1la lineal. Al mateix temps, atés que la majoria
de materials utilitzats en estructures deformables tenen
una gran part de la corba tensibé-deformacibé en periode
elistic, 1 que sotmesos a cArrega normal, les tensions
produides en ell es troben guasi sempre dins aquest lap~-
sus, no sembla cap disbarat suposar que el material té
un comportament absolutament i exclusivament eldstic.
Només caldrd que a través del disseny conseguim que les
tensions a les quals sotmetem el material estructural no
sobrepassin mai els 1limits eldstics d'ell mateix a fi 1
efecte de que els raonaments fets en aquesta Tesi siguin
correctes.

Naturalment, a aquest material 1i haurem de do-
nar algun nom, si ens volem entendre. Degut a aquest
comportament exageradament eldstic, el definim com mate-
rial "hipereldstic".

E1 valor constant de la relacid tensié-defofmacié
serd el Mddul Hipereldstic del material "EL" que, cCom ja
s'ha dit, es mantindra invariable per a tensions de qual-
sevol valor:

E1 fet d'haver desitjat un material d'unes carac-
ter{stiques tan singulars, també ha vingut condicionat
per la necessitat de treballar amb un model que serveixi
tant per a materials amb mdduls d'elasticitat molt baixos

tal &s el cas dels plastics, gomes, etcC.; altres amb uns

{ I &
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HIPERELASTICITAT

1
mdduls intermedis, com és la fusta, i d'altres amb uns
mdduls molt alts comparats amb els anteriors, tal seria
el cas de 1'acer, (cables).

El material hiperelldstic cobrira, doncs, els cas

sos esmentats.

1.2 BARRA HIPERELASTICA

Una vegada definit aquest material hiperelastic
ideal, passem a estudiar 1'element base del qual es com
pondran les estructures altament deformables que tracta
aquesta Tesi.

Definirem com barra hipereldstica aquell ent que
compleix les seglients condicions:

a) Estd constituit d'un sol material homogeni de

comportament hipereldstic.

b) Té una dimensid molt més gran que les altres

dues. A aquesta-dimensié 1'anomenem longitud: L.

c) L'area de la seccid transversal d!'aquesta ba-

rra és constant a tot el llarg de la longitud,

amb un <valor: A. La inércia és sempre nul.la.

1.3 CONSTANT HIPERELASTICA D'UNA BARRA

si acabem de dir que la seccib A és constant a
tot el llarg d'una barra hipereldstica, atés que aguesta
estld totalment formada de material hipereldstic, el pro-

ducte A.Eh , on Ep és el mddul hipereladstic del material,

T

1
t
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&s també& una constant. E1 seu valor K 1'anomenarem
nconstant hipereldstica® de la barra en gilestid.

Podrem concretar dient que una barra hiperelds—
tica ve definida fnicament per dues magnituds: la seva
longitud™ L {(due es mesura amb unitats de longitud) i
la seva constant hipereléstica E (que es mesura amb
unitats de forga).

Si apliquem la llei de Hooke a una barra hipere-
lastica sotmesa a una forca T actuant en la mateixa di
reccidé que la directriu de la barra, obtindrem la seglient
equacib:

S __T.L __T.L

A . Ep X

on é &s 1!'increment de longitud que ha sofert la barra
hipereldstica sota 1taccib de la forga T . Les demés va-
riables sén les constdnts a les que ens hem anat referint
al llarg d'aquest Capitol I.

En el cas en que T fos igual a K (recordem
que X ve donada en unitats de forca), la relacié T/K
valdrd la unitat i per tant:

T . L
5:———-;1———-—: L

Bs a dir, 1l'increment de longitud sofert per la
barra val igual que la longitud inicial de la mateixa.
D! aquesta manera, podem definir a la constant hiperelds-
tica d'una barra X com el valor que ha de tenir una

forca capag de produir un increment de longitud de 1l'eg

mentada barra igual al de la seva prdpia longitud.

-
n




HIPERELASTICITAT

3 .
T 1 T

1.4 NUSOS EXTREMS D'UNA BARRA

Si unim els centres de gravetat de les seccions
transversals extremes d!'una barra hipereldstica, obtin-
drem un segment al qual anomenarem directriu o eix de la
barra. Els punts extrems d'aquest segment seran els "nu
sos extrems" de la barra. D'una manera arbitraria, fig. 1.3
a un d'aquests punts 1i direm nus inicial win i a 1'al-
tre nus final "k". Cada un d'aquests punts vindrd defi
nit, naturalment, per les seves coordenades a l'espai:
Xi,» Yi» 2i Per al nus inicial i Xy, yx» 2x Per al nus
final. Bs obvi que si estem estudiant un problema al pla
els valors 2z i 2y no sén significatius i els po-

drem rebutjar.

Fig. 1.3

Pel fet de situar aquesta barra en un espai coor
denat, ens apareixen unes noves magnituds que ens seran
de gran utilitat. El segment i-k = L es pot descompon
dre en les seves projeccions sobre els eixos X,¥,2

obtenint-se aix{i els valors Lxs Ly L, respectivament.

Bs evident que:

2 5 >
12 = Lx" + Ly" + Lg
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1.5 RIGIDESA LINEAL I TRANSVERSAL D'UNA BARRA.

Sia una barra hipereldstica de longitud inicial
L a laqual correspongui una constant hipereldstica
K = Ey.A. Fixem un dels seus extrems, "i", a 1l'origen
d'un sistema d'eixos coordenats. L'altre extrem "k" el
fem coincidir amb un punt de coordenades Xy, Yy tal

que la nova longitud de la barra Lt sigui:

2
Lt =vxk2 + Yk

Degut al canvi de longitud, la barra hiperelastica queda

sotmesa a una forca, el valor de la qual, d'acord amb la

llei de Hooke serd:

L
-~ T =(__E__ ) . K (eq. 1.1)
L
Aquesta forca T es pot descompondre amb les seves COmpo-
nents Tx 1 Ty paral.leles als eixos coordenats. Atés

que en aquest cas concret Lx =xk 1 Ly =yx (Fig. 1.4)

= per tant Ty =
. L¢

|

+3
(0%

I

T = |e—— . = — . »
igualment: (eg. 1.2)
1 1
T = | m———— L] K . L eC!. l L)
% I “Z; X (eq 3)

17
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Fig. 1.4

Lx

o

Fem a continuacid que 1l'extrem k sofreixi un
desplacament vertical molt petit dy . Aix{ doncs, les
noves coordenades del punt Kkt seran (xk; Yy + dy) .
Tracem, ara, pel punt k (fig. 1.5) una perpendicular

a 1a directriu Lt de la barra. L'angle & format per

és el mateix que el format per la directriu Lt de 1la

barra abans de la deformacid i lteix x .
34\
!
A% ke
dy
R
\V¥ 1g . R
o = Fig 1.5
Le §
|
i x L
| x

Agquesta perpendicular ens divideix a la nova di-
rectriu de la barra hipereldstica en dos trossos. L'un
és prActicament igual a Ly , Ja que per a angles molt

petits la perpendicular a un costat es confon amb l'arc.

| \ ; L L
' * ;

aquesta perpendicular i la vertical paral:.lela a l'eix ¥y

I

(49
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L'altre serd, per tant, 1'increment dLy que ha sofert
la barra al passar de la primera posicié a la segona.

Si ens fixem en la fig. 1.6, que no és res més

que una ampliacié de la fig. 1.5, podrem veure que:

dL,= dy . sin(X ; i com que

sin X = ¥ s tindrem (eq. 1.4)
Lt
- Ly
dr, = dy . (eq. 1.5)
Lt
Fig. 1.6

Per una altra banda, en haver sofert la barra
hipereldstica un increment de longitud dL , resulta

que ha aparegut conseqiientment un increment de fercga

dT, de tal manera Que ara la barra estd sotmesa a una
forca T + 4T . Naturalment aguesta forga pot des -~
compondre's segons els eixos coordenats en Ty + dTx 1
Ty + dTy , sent Tx 1 Ty els valors trobats a les

equacions 1.2 1 1.3 , mentre dJue dry 1 dTy seran
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les variacions que han sofert aquests valors al passar
del punt k al punt k¢ . (fig 1.6).

Naturalment, en aquest nou punt d'equilibri

ky de coordenades (xy ; vk + dy) podrem establir les
mateixes equacions 1.2 1 1.3 que hem establert pel
punt k . Aixi:
T, 4 dry =( 1 1 . X . (Ly + dy) (eq. 1.6)

L Lt + dLt

1 1
Tx ¢+ dTx =[— — ——— - K . Lx (eq. 1.7)

L Lt + dLy

(recordem que Lx = Xy i Ly = Vi)

Si restem les equacions 1.2 1 1.3 a les

qﬁe ara acabem dtobtenir 1.6 i 1.7 , respectivament,

resulta:
1 1
dTy = ( i 1 ) K(Ly + dy) -(=—— — —).K.Ly
L Lt+dL¢ L L
. 1 1
L Lt+dL¢ L Lt
simplificant:
X.L X . L K.dy K.dy X.Ly X.L
L Lt+dL+t L Lt+dlt L Lt
1 1 1 1
de = K Y LX - —— +
L Lt+dLt L Lt

20
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1 1
L Ly+dLy Ly Letdly
( eq. 1.8)
1 1
dT = K . L ( - ) (eq. 1.9)
X . X . .
Lt Lt + st
veiem gque ambdues equacions presenten 1la fraccié —31
Lt + dbg
que intentarem transformar:
1 _ ( Ly = dLt) Lt - dbt
Lt + dLt (Ly 4 dLg).(Lt - dLg) L2 = dLy2
atds que pel fet d'estar treballant amb desplagaments
molt petits, st2 resulta ser un infinitéssim d'ordre
superior -i se'l pot despreciar, per tant:
Lt 4+ dL¢ L2
si substituim dL{ pel seu valor (egq. 1.5) queda:
1 _ 1 dy. Ly
Lt 4+ dLt Lt L't3
i si substituim ara aquesta igualtat a les equacions
(1.8) i (1.9) obtindrem:
1 dy.L 1 1 dy.L
oy = Koay(—— - = + Ty rry(— -+ Leod)
Lt Lt L. Lt L2

[
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Lt L Ly
2 2
dTy = K.dy.( 1 _ 1, , K.dy-.ly , XKoLy -dy (eq.1.10)
L Lt Ly3 L3
ATy = K . Lx o Ly . dy (eq. 1.11)
Lt3

de 1'equacié (1.10) podem despreciar el segon terme,
ja que hi apareix el valor dy2 que és un infinitessi-

mal d'ordre superior. Ens queda doncs la seglient equacié:

2
dTy = X . dy . ( i _ L3 LY;) (eq. 1.12)
Lt L¢

Si ara anomenem Rigidesa Lineal "Ri" 1 Rigidesa Trans-—

versal "Ry" als segllents valors:

2
1 1 L
Ry = ( - + y3 )} « X (eq. 1.13)
L L Lt
R = e ———- - K 1
‘t L_t3 (eq. 10;4)

ens queden les eguacions badsiques:

T
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Aquestes darreres equacions 1.15 i 1.16 po-

den explicar-se de la seglient manera:

"Donada una barra hipereldstica en equilibri,
sotmesa a un estat de forces determinat, en aplicar en
un extrem una deformacid molt petita, 1'augment de les
components de la tensid a la qual estd sotmesa la barra,
segons la directriu de la deformacibd i la seva perpendi-
cular, sén proporcionals al valor de la citada deforma-
cié. A les corresponents constants de proporcionalitat
les anomenem Rigidesa Lineal i Rigidesa Transversal res-—

pectivament, de la barra en giestid.”

De 1!observacié de les equacions 1.13 1 1.14
s'aprecia clarament que els valors de les rigideses
lineals i transversals d'una barra hipereldstica no
sén constants prdpies d'aquesta, sind que depenen de
la longitud real de la barra en cada moment i de 1'angle

que formin la directriu de la barra i la deformacié.

2 3
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ANEX A L'APARTAT "l.6"

Cara a conseguir una major operativitat en la
utilitzacid de les equacions que s'han desenvolupat en aquest
apartat, i pensant sobretot en la seva codificacié als pro-
grames en FORTRAN que s'inclouran en aquesta Tesi, aguest
Anex presenta unes formes alternatives d'una série d'aques-
tes equacions, formes que evidentment surten d'un procés
matemdtic de substitucié i igualacié i per tant no canvia en

res el significat d'aquestes equacions:

eq. 1.1 : T = ( Lt/L - 1) . K

eq. 1.1.1 T=(1/L - 1/Lt ) . X . Lt

eq. 1.1.2 v/t = ( 1/L - 1/Lt ). K

eq. 1.13 : Rl = (1/L - 1/1t + Ly2/Lt3 ) . K

eg. 1.13.1 Rl = (1/L - 1/Lt) . X + (Ly3/Lt2). K/Lt
eq. 1.13.2 Rl = T/ Lt + (Ly/Lt)® .x/ Lt

eq. 1.13.3 Rl = ( T4+ (Ly/rt)2. x ) / Lt

r3
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1.6 CASOS PARTICULARS

De tots els possibles casos estructurals que
se'ns poden presentar a 1'hora de buscar les rigideses
lineals i transversals d'una barra hiperelastica n'hi ha

uns que sén d'un interds especial. Veiem-los.

a) Suposem el cas on la barra hipereldstica i el
desplacament sofert per un dels seus extrems estan ali -

neats. (Fig. 1.7).

Lt dL

v

I-‘?
we

(Fig. 1.7)

En aquest cas Ly que és la projeccié de L
sobre la directriu del desplagament val L, , mentre que
Lx gque és la projeccibé de Lt sobre la perpendicular al

desplacament val zero.
Ly = Lt Ix =0

Substituint aquests valors a les equacions 1.13

i 1.14 tindrem:

1 Lt2 ) LK = X
L

25




HIPERELASTICITAT

16

| |
valors que ens sén ben coneguts a través de la llei de

Hooke.

b) Suposem ara que el desplagament és perpendi-

cular a la directriu de la barra hipereldstica. (Fig.1.8)

}m
— Lt , (Fig 1.8)
i k

En aquest cas, a través del mateix procés 1dgic

seguit a 1'apartat anterior, tindrem:
szLt Ly=o

Si substitulm aquests valors a les equacions

1.13 i 1.14 ens quedara:

Si la barra hipereldstica en equilibri no esti-

gués sotmesa a cap tensid previa, Ly =1L 1 per tant:
Rp =0

d'on arribarfem a la conclusié (absurd fisic) de que

aquesta barra no té cap tipus de rigidesa Jja que

Rl:tho
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Quan passi aixd, prendrem, a efectes d4'evitar
entrebancs matemdtics (dividir per zero), una Lg¢

diferent de la real, pero molt aproximada:

Lt = 1,001 . L

de tal manera que la rigidesa resulti molt petita, pe-

rd mai nul.la.

c) Suposem, per fi, una barra hipereldstica
comprimida en estat d'equilibri, a la qual se la sotmet
a un desplacament quasi perpendicular a la seva directriu
(fig 1.9). Tal com ja s'ha vist a 1'apartat anterior b)

en aquest cas: Ly % O i Lx o~ L¢

"’“’?f :
. Lt | (Fig. 1.9)
i

i

Atds que la barra estd comprimida, podem establir

les segllents desigualtats:

Le < L U
L L¢

S S £ O

L L

De tot aixd deduim que:

Ry = ( = - L1 - oy x < ©
L Lt L3

N
L. |
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Valor que presenta també un absurd fisic, ja que
mai pot ser negativa la relacié d'un augment de tensid
i el desplacament paral.lel i del mateix sentit que pro |
voca aquest augment.

Per a evitar aquest cas, prendrem sempre el valor
absolut de la rigidesa lineal, de tal manera que en els
casos normals aquest fet no representa cap modificacié i
en els casos especials que hem vist en aquest apartat
ens permet de tirar endavant el calcul matemdtic que se

segueixi.

1.7 PRECISI® ESTANDARD

Direm que dues quantitats sén iguals amb pre-
cisid estandard quan la diferéncia entre ambdues és
menor a 1/10000. de la unitat de mesura utilitzada per
aquestes magnituds.

Exemple:

0,1 mm. per a magnituds mesurades en metres.

0,1 kg. per a magnituds mesurades en tones.

etc.,etc.
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