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PRIMERA PART:
OPERADORS D’INDISTINGIBILITAT



Capitol 1.
Quasi-inverses de t-normes.

Sumari:

S’introdueix de forma breu les connectives més generalment acceptades en
el marc de la logica difusa, (t-normes, t-conormes, negacions i funcions
d’implicacid). S’estudia amb detall les quasi-inverses de t-normes (implicacié
residuada) pel protagonisme que prenen en capitols succesius. En especial es
tracta els aspectes de continuitat i algunes propietats relatives a la simplifi-
caci6 d’expressions que inclouen composicié de t-normes i quasi-inverses.

Aportacions d’aquesta memoria:

- Teorema de descomposicié de quasi-inverses (Teorema 1.2.25).

- Lemes de simplificacié i composicié per a quasi-inverses.

- Teorema 1.2.13 de caracteritzacié de t-normes continues per l’esquerra
respecte a les dues variables per separat.

La resta tracta de resultats que, en general, sén coneguts, pero aqui es pre-
senten sota hipotesis més febles.
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1.1 t-normes, t-conormes i funcions de
negacio

A continuacié es déna un breu resum de propietats elementals relatives a
t-normes, t-conormes i funcions de negacid, que es basa en [Godo, 90] [Ja-

cas, 87].
Es disposa de gran nombre de referéncies on es troben estudis més amplis
del tema, entre les que es destaca [Alsina et al., 83]. :

Definicié 1.1.1. Una operacié T : [0,1] x [0,1] — {0, 1] és una t-norma
si satisfa:

1.1.1.1. Associativa: T'(z,T(y, 2)) = T(T(z,y), 2)

1.1.1.2. Commutativa: T(z,y) = T(y, )

1.1.1.3. Monotonia: si z < z' Havors T(z,y) < T(z',y)
si y < y' llavors T(z,y) < T{z,y")

1.1.1.4. Condicions de contorn: T'(1,z) =z
T(0,7) = 0

Definicié 1.1.2. Una operacié S : [0,1] x [0, 1] — [0, 1] és una t-conorma

si satisfa:
1.1.2.1. Associativa: S(z,S(y, 2)) = S(S(z,y), z)

1.1.2.2. Commutativa: S(z,y) = S(y,z)

1.1.2.3. Monotonia: si z < 2’ llavors S(z,y) < S(z',y)
si y < ¢ llavors S(z,y) < S(z,v")

1.1.2.4. Condicions de contorn: S(1,z) =1
S50,z) =z

Les t-normes i les t-conormes extenen a context multivaluat les connectives
conjuncioé i disjuncio classiques respectivament. :

——
—————
—
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Els elements idempotents respecte les operacions T i S es defineixen com
és habitual:

Definicié 1.1.3.

ET) = {z€[0,1]/T(z,2) ==},
E(S) = {z€[0,1]/S(z,z) =z} (idempotents)
NIL(T) = {z€[0,1]/3n €N tal que T"(z) = 0}
NIL(S) = {z€[0,1]/3n €N tal que S*(z) =1} (nilpotents)

on T" i S" es defineixen de forma recurrent per T*z) = =,

T(z) = T(T""Y(),2), §'(z) = z, S"(z) = S(5""*(=), ).

Definicié 1.1.4. Una t-norma T continua és arquimediana si E(T) = {0,1}

Una t-conorma S continua és arquimediana si E(S) = {0, 1}

Les t-normes i t-conormes arquimedianes venen caracteritzades pels
segients teoremes de representacio.

Teorema 1.1.5.(Ling) Una t-norma T és arquimediana si, i només si, exis-
teix una funcié continua i estrictament decreixent f : [0,1] — [0, +00] amb
f(1) =0 tal que

T(z,y) = f7U(f(2) + f(y)).

Aqui f0-1 indica la pseudo-inversa de f, definida per -

1, siz <0
fH(z) = { fYz), sizel0f(0)]

0, en altre cas.

NOTA. No s’exclou el cas que f(0) = +o0.

'La funcié f es coneix com a generador additiu de T.
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Figura 1.1.

En cert sentit, el teorema precedent estableix que les t-normes arquimedianes
sén operacions molt semblants, des d’un punt de vista algebric i topologic,
a la suma (f(0) = o) o a la suma acotada (f(0) < 00) de nombres reals

positius.
Es disposa també del corresponent teorema de Representacié per
t-conormes. '

Teorema 1.1.5.bis (Ling) Una t-conorma S és arquimediana si, i només si,
existeix una funcié continua i estrictament creixent g : [0,1] — [0,00] amb
g(0) = 0 tal que

S(z,y) = ¢ (g(z) + 9(¥))
Com abans, la funci g és el generador additiu de S, i i~ esta definida
per la pseudo-inversa de g

1 siz> f(1)
gl(z)=q g7'(z) siz€[0,f(1)]
0 en altre cas.

Els generadors additius sén tnics llevat de constants multiplicatives i el fet
que siguin o no acotats estd estretament relacionat amb els elements nilpo-
tents.

Teorema 1.1.6. Sigui T t-norma arquimediana, i f un generador additiu
f(0) < 00 si, i només si, NIL(T) = [0,1).
En cas contrari, NIL(T) = {0}. M |
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Teorema 1.1.6.bis Sigui S t-conorma arquimediana, i g un generador ad-
ditiu

g(1) < oo si, 1 només si, NIL(S) = (0, 1]
En cas contrari, NIL(S) = {1}. &

Els teoremes precedents justifiquen les segiients definicions:

Definicié 1.1.7. Unat-norma T arquimediana és estrictasi NIL(T) = {0}.

Definicié 1.1.7.bis Una t-conorma S arquimediana és estricta si

NIL(S) = {1}.

Definicié 1.1.8. Una t-norma T arquimediana és no estricta (o nilpo-
tent) si NIL(T") = [0,1).

Definicié 1.1.8.bis Una t-conorma S arquimediana és no estricta (o
nilpotent) si NIL(S) = (0, 1}.

La importancia de les t-normes (respectivament t-conormes) arquimedianes
és que qualsevol t-norma (respectivament t-conorma) continua pot obtenir-se
a partir d’una familia de t-normes (respectivament t-conormes) arquimedia-
nes.

Teorema 1.1.9. [Schweizer & Sklar, 83] Sigui T una t-norma continua.
Llavors [0, 1]— E(T) = Uier(as, b;), 1 existeix una familia de funcions continues
i estrictament decreixents f; : [a;, 4] — [0,+00] amb f;(b;)) = 0, i € I, tal
que:

@) + fiw), st (z,9) € (@i, bi) X (i, bi)

MIN{z, v}, en altre cas.

T(z,y) =

Aqui, fi[— U ve definida per:

b, siz<0
@) =< fYz), size(0,f(a))

a; en altre cas.
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NOTA. No s’exclou el cas fi(a;) = +o0.

\ 4
v

Figura 1.2.

En la situacié del teorema 1.1.9, direm que la t-norma T s’ha descompost en
suma ordinal. (Veure [Schweizer & Sklar, 83] per una definicié general de
suma ordinal).

Lema 1.1.10. En les hipotesis del Teorema 1.1.9, es té: T(z,y) € [a;, bi] si,
i només si, MIN{z, y} € [a;, bi].

A la practica, aquesta propietat estableix que I'interval unitat descompon en
subintervals [a;,b], (1 € I), de manera que ¢; = T, €s una operacié de
[as, bs] associativa, commutativa, amb neutre b;, satisfent Ti(a;,z) = a; per
tot z € [a;, b;] i arquimediana. Podem considerar

ti(z,y) si (z,y) € [a;, b] X [, 4]
T, =
MIN{z,y} en altre cas

Com que MIN> T, per qualsevol t-norma T (veure exemple 1.1.12) llavors
T; > T per tot 1 € I, d’on resulta:

~ Corol-lari 1.1.11. En la situaci6 del Teorema 1.1.9i les notacions anteriors,'

T = INFie;T;

Com sempre, es disposa de resultats analegs per t-conormes.
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Teorema 1.1.9.bis Sigui S una t-conorma continua. Llavors

[0,1)— E(S) = U (ai, b:), i existeix una familia de funcions continues i estric-
i€l

tament creixents g; : [a;, b;] — [0, +00] amb fi(a;) =0, i € I tal que:

[-1] . ‘
_ 9 " (gi(z) + 9:(y)) si(z,y) € (ai, b) X (ai, b)
Slw:y) = { lg\/[AX{:L‘,y} en altre cas. i

(g,[_ll es defineix de forma analoga a com s’ha fet amb fi[‘ll).

. . . CQ s,-(:t:, y) si (IE, y) € [a,,b,] X ‘[a,-,b.-]
Sidefinim s; = ), ,,15; = { MAX{z,y} en altre cas. com
que MAXX S per qualsevol t-norma S (veure exemple 1.1.12) llavors S; < S

per tot ¢ € I, d’on resulta:

Corol-lari 1.1.11.bis En la situacié del Teorema 1.1.9.bis i les notacions
anteriors,

S = SUPie]Si.
' n

Els seglients sén exemples de t-normes i t-conormes. Es costum presentar-los
en parelles degut a la relaci6 existent entre unes i altres via les funcions de
negacid, que s’exposara més endavant.

Exemple 1.1.12.
T(z,y) = MIN{z,y},  S(z,y) = MAX{z,y}

Sén, respectivament, la t-norma més gran 1 la t-conorma més petita

(i.e. MIN{z,y} > T(x,y) per tota t-norma T, i per tots z,y € [0, 1],
MAX{z,y} < S(z,y) per tota t-conorma S, i per tots z,y € [0, 1]).

No sén arquimedianes, atés que MIN{z,z} = z i MAX{z,z} = z, per tot.

z € [0,1], i per tant, E(T) = E(S) = [0,1].

- Exemple 1.1.13.

0 siz#liy#1
T(z,y)=Z(z,y)=q = siy=1
y siz=1
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1 siz#liy#1
S(z,y)=2Z'(z,y)=¢ = siy=0
y siz=0

No sén continues, NIL(T") =NIL(S) = [0, 1).

Sén, respectivament, la t-norma més petita i la t-conorma més gran.

Exemple 1.1.14. (Lukasiewicz) .
T(z,5) = L(z,5) = MAX{z +y~1,0} S(z,5) = L'(z,) = MIN{z + 3,1}

Sén arquimedianes no estrictes. Els seus generadors additius:

f:[0,1] —[0,1] g:[0,1] —[0,1]

z 11—z T 2T

Exemple 1.1.15.(Producte)
T(z,y)=z-y Sxy)=z+ty—-z-y
Sén arquimedianes estrictes. Els seus generadors additius:

f:00,1] — [0, +o0] g:[0,1] — [0,+0c0)
z +— —Inz z +— —In(l-2z)

Si les t-normes i t-conormes representen la conjuncié i disjuncié en el cas
multivaluat, les funcions de negacié extenen la connectiva negacié classica.

Definicié 1.1.16 Una funcié de negacié n : [0, 1] — [0, 1] és una funcié
decreixent tal que n(0) = 11in(l) = 0. Si n(n(z)) < z per a tot z € [0,1],
es diu que n és una funcié de negacié ordinaria, i si n(n(z)) > z per a tot
z € [0,1], es diu que n és feble. Finalment, si n és ordinaria i feble alhora
(i.e. n(n(z)) = = Vz € (0,1)), s’anomena negacié forta.

En [Trillas, 79] es caracterizen les negacions fortes.

Teorema 1.1.17. n : [0,1] — [0,1] és una funcié de negaci6 forta si, i
només si, existeix una funcié continua i estrictament creixent g : [0,1] — R*
amb ¢(0) = 0 tal que

n(z) = g7} (g(1) - g(z)), pertot z €[0,1]
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Teorema 1.1.18. n : [0,1] — [0,1] és una funcié de negacié forta si, i
només si, existeix una funcié continua i estrictament creixent f : {0,1} — R™*
amb f(1) =0 tal que -

n(z) = F(f(0) - f(z)), per tot z € [0,1].

Sigui 7 una funcié de negacié forta, i T 1 S una t-norma i una t-conorma
respectivament. Llavors (T, S,n) s’anomena terna de De Morgan. T'i §
sén n-duals en el sentit de la segiient definicio:

Definicié 1.1.19. T'i S sén n-duals si

T=noSo(nxn) &,equivalentment, S=noT o(n xn)

El generador additiu f d’una t-norma i la funcié de negacié proporcionen el
generador additiu g de la t-conorma S n-dual de T, g = fon, (i reciprocament

f=gon)
Els exemples precedents (Exemples 1.1.11-1.1.14) s6n ternes de De Morgan
respecte la negacié forta n(z) = 1 — =z.

1.2 Quasi-inverses de t-normes:
algunes propietats

A [Valverde, 82] es déna un conjunt minim de propietats que una funcié I
ha de satisfer per a ser considerada com una extensié al cas multivaluat de
la connectiva implicacio: b

Definicié 1.2.1. Una funcié d’implicacié és una funcié
I:]0,1] x [0,1] — [0,1) tal que:

1.2.1.1. Si z < z' llavors I(z,y) > I(z',y)

1.2.1.2. Si y <y llavors I(z,y) < I(z,y)

1.2.1.3. 1{(0,0) = 1 (Principi de Falsedat)

1.2.14. I(1,z) = = (Principi de Neutralitat)

1.2.1.5. I(z,I(y,2)) = I(y, I(z, 2)) (Principi d’Intercanvi)
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De fet, a [Valverde, 82] s’exigeix també la continuitat de I. Aquesta condicié
és, perd, massa restrictiva, ja que deixa fora funcions d’implicacié molt usa-
des, i, en particular, les implicacions residuades de les que s’ocupa aquest
capitol.

Hi ha dos grans grups de funcions d’implicacié (no sén els unics!), segons
que aquestes provinguin del formalisme boolea —p V g {implicacions fortes o
S-implicacions) o del intuicionista (implicacié residuada o R-implicacid). Les
S-implicacions s’obtenen de forma natural extenent —pV q al cas multivaluat
a través d’una funcié de negacié forta i una t-conorma S:

I(z,y) = S(n(z),y)

Les R-implicacions es defineixen per residuacié respecte a una conjuncié
(t-norma) T,

I(z,y) = T(z|y) = sup{a € [0,1] / T(a,z) < 3}

Definicié 1.2.2. T(z|y) s’anomena la quasi-inversa de T.

En la literatura és freqiient notar T per ® i T(zly) per £ ®y o, simplement,
z —y.

Les R-implicacions satisfan I(z,z) = 11, tal com es veura, aquesta propietat
és basica per treballar amb equivaléncies difuses, ates que permet assegurar
que si z = y, llavors E(z,y) = T(I(z,y), I{y,z)) = 1. En general, la quasi-
inversa d’una t-norma no és una funcié d’implicacid, siné només una quasi-
implicacié. '

Definicié 1.2.3. [Godo, 90] Una quasi-impliéacié és una funcié
Q :[0,1} x {0,1] — [0,1] tal que:

1.2.3.1. Si z < &', llavors I(z,y) > I(z,y)
1.2.3.2. Siy < ¢/, lavors I(z,y) < I(z,y')
1.2.3.3. I(0,0) = 1 (Principi de Falsedat)

1.2.3.4. I(1,z) = z (Principi de Neutralitat).
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O sigui, les quasi-implicacions sén implicacions sobre les quals no es té garan-
tit el principi d’intercanvi (1.2.1.5) i, per tant, constitueixen una classe més
general de funcions que les implicacions en sentit estricte.

Proposicié 1.2.4.
(a) SiT ésunat-norma, llavors 7" (la seva quasi-inversa) és quasi-implicacid.

(b) Si T és una t-norma continua per ’esquerra respecte les dues variables
per separat, llavors T' és una implicacié.

NOTA. En [Godo, 90] aquesta proposicié s’enuncia per una classe més
general de funcions que les t-normes: les anomenades funcions generadores

de Modus Ponens.

Qe A _Jy siz=1
Exemple 1.2.5. Si T = Z, llavors T'(zly) = { 1 en altre cas.
Convé notar que en aquest cas, T és una funcié d’implicacié encara que T'
no sigui continua per 1’esquerra respecte les seves variables per separat. Aixo
proporciona un.contraexemple al reciproc de ’apartat b) de la proposicié
anterior.

Exemple 1.2.6. Si T =MIN, llavors T'(z|y) = { L S <y
Yy, siz>y

siz <y

Exemple 1.2.7. Si T = L, llavors T(z]y) = { 1’__ sty Siz>y

‘ e A _J 1, siz<y
Exemple 1.2.8. Ser =prod, llavors T'(z|y) = { v osiz>y

L’estudi de les funcions d’implicacié com a connectors de la logica multi-
“valuada, és un tema profusament tractat a la literatura, amb excel-lents
referéncies (veure, per exemple, [Trillas & Valverde, 84b], [Alsina et al. 95]).
L’objectiu d’aquest capitol és proporcionar algunes propietats i lemes re-
latius a la quasi-inversa T', d’una t-norma T, que seran d’interés en les de-
mostracions que apareixen en els capitols seglients. Si bé moltes d’elles sén
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conegudes, i apareixen parcial o globalment en diversos treballs, ho fan so-

vint sota la hipdtesi de continuitat de 7. Aqui s’ha intentat, fins alla on |
ha estat possible, de no fer is del Teorema de Representacié de Ling en les
demostracions d’aquests lemes, basant-les només en les propietats elementals

de les t-normes. Aixo fa que alguns d’ells tinguin un ambit de validesa molt

general, que s’extén fins i tot al cas no continu i, inclis, més enlla de les

t-normes, al no commutatiu.

Comencem amb algunes propietats elementals.

Proposicié 1.2.9. Per una t-norma T qualsevol, es té:

a) Siz <y, llavors T(z]y) = 1.

b) Si T(z,z) < y, lavors T'(z|y) > z.
¢) Si T < T, Navors T > T".

d) T(z|T(y,2)) > y.

e) Si T(T(z|y), z) >y, llavors z > y.
f) T(y,z) > INF{a/T(z|a) > y}.

Demostracié, Trivial. R

Encara que les t-normes no sén, en general, operacions simetritzables, (les {
trajectories no sén injectives [Lang, 71}, la quasi-inversa juga, en cert sentit,

el paper d’operaci6 inversa de la t-norma. Seguint aquesta idea, s’estudien

algunes propietats relatives a la simplificaci6é d’expressions que inclouen com-

posicié de t-normes i quasi-inverses. La idea general és que es mantenen

moltes de les propietats vilides en grups canviant, perd, les igualtats per
desigualtats.

Lema 1.2.10. (Primer de simplificacié) Per una t-norma T qualsevol
es té:

T(T(z, 2)|T(y, 2)) > T(zly)-

Demostracié. (a) Considerem

A = {Of € [01 1]/ T(Ol,iE) < y}
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Ay = {a€l0,1)/ T(e,T(z,2) < T(y,2)}

Sia € Ay, e té T(a,T(z,2)) = T(T(e,2),2) < T(y,z), per qualsevol,
z€ (0,1}, d’on a € A,.

Aixi, A, C A, T(zly) = SUP A, < SUP Ay = T(T(z]2)|T(y|z)). W

Lema 1.2.11. Si T és una t-norma qualsevol, llavors T(z}y) és mondtona
creixent i continua per la dreta respecte la segona variable y.

Demostracié. monotonia: trivial.
continuitat:

Donats z,y € [0, 1] considerem una successié {yn}nen C [0,1] monodtona de-
creixent, de limit y. Notem A, = {a € [0,1]/T(e,z) < wa.},
A={a€[0,1]/T(a,z) < y}.

Es evident que A C () A,. Ddaltra banda si a € () A,, serd

neN neN
T(a,z) <y, Yn € N i, per tant, T(a,z) < INFreny, =y, d'on a € A.

Aixi {Ap}nen és una successié decreixent de conjunts tal que
| An = A. Per tant, SUP{A4,} — SUPA ie. T(zly,) — T(zly) .

neN

Lema 1.2.12. Si T'(z,y) és continua per 'esquerra respecte la segona varia-
ble y, llavors T'(z}y) és mondtona decreixent i continua per ’esquerra respecte
la variable primera z. =

Demostracié. monotonia: trivial.
continuitat:

Donats z,y € [0,1] considerem {Z,}nen € [0,1] mondtona creixent, de
limit z. Notem A, = {a € [0,1] / T(a,z,) < y}1 A = {a € [0,1] /
T(a,z) < y}.

Esﬂ evident que AC (] A,. Améssia€ [ Ay, sera T(a,z,) Ly Vn € Nj,

neN neN .

per la continuitat de T, y > SUP,enT(a,z,) = T(a,SUPyen ) = T(a, x),
don'a € A. Aixi {An}nen és una successié decreixent de conjunts tal que
N An = A, iper tant, SUP{A4,} — SUP Aie. T(z,ly) — T(zly). N

neN
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NOTA. La condicié és essencial. Contraexemple: T = Z.

La condicié de continuitat per l’esquerra respecte les dues variables per se-
parat, resulta essencial a ’hora d’obtenir moltes de les propietats elementals
sobre quasi-inverses.

La segilient proposicié caracteritza les t-normes que satisfan aquesta condicio.

Teorema 1.2.13. Per una t-norma T" qualsevol, son equivalents:

(a) T és continua per ’esquerra respecte la variable z (i.e.
SUPier T(zi,y) = T(SUPier zi, )

(b) T(T'(yl2), T(z|y)) < T(x|2) (T transitivitat)
(c) T(T(zly),z) < y (Modus Ponens)
(d) T(z,y) < z si, i només si, z < T(y|2)

(e) INF{a/T(z|a) > y} = T(z, ).

Demostracié. (a) = (b) Trivial a partir de la definicié de quasi-inversa.

(b) = (c) Prenent z = 1 en (b), s’obté:
T(T(yl2),y) < =
(c) = (d) Suposem z < T(y|z). Aplicant (c), s’obté: -

T(z,y) < T(T(yl2),y) < =

(d) = (2) En general, SUP T'(z;,y) < T(SUP z;,y). Per veure Daltre de-
sigualtat, notem z = SUP;¢; z;, 2 = SUP;¢; T(z4,y)- '

Per tot i € I, T(zi,y) < z i, per tant, SUP,_ic;z; < SUP{a/T(e,y) <
.z} = T(y|z) d’on aplicant (d) resulta T'(z,y) < z, i.e. T(SUPierzi,y) <
SUP T'(z;,y).

(d) = (e)

T(z,y) < INF{o/T'(z|a) > y} per qualsevol t-norma T.

e
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A més, suposant (d), resulta T(zla) > y © T(y,z) < @, d'on T(z,y) =
INF{e/T(z|a) < y}-

(@ = () A A A
T(z,T(ylz)) = INF{a/T(zla) > T(aly)} < v.

A més, sota la hipotesi de continuitat de T es pot demostrar
T(T(z|y),z) = y si, i només si, z > y [Valverde, 82].

NOTA. A partir d’ara, ens referirem al fet que una t-norma sigui continua
per ’esquerra respecte les dues variables per separat dient simplement que
és continua per ’esquerra.

En particular, la propietat (e) estableix que, dintre de la classe de les t-normes
continues per l’esquerra, t-normes diferents generen quasi-inverses diferents
[Godo, 90]. Aixo no és cert per a t-normes qualssevol.

Exemple 1.2.14. Considerem les t-normes:

MIN{z,3} si (z,9) € [5,1) x [3,1)

Ti(z,y) = s s? y=1
Y, siz=1
0, en altre cas.
Ti(z,y) si(z,y) # {33
T2($3 y) . 11
Oa 51 (IL‘, y) =\l3n -

Es una simple comprovaci6 veure que Ty =T,. B

Teorema 1.2.15. Siguin T i T, t-normes tals que Ty = Ty. Llavors les
seccions de T} i T, per x constant i y constant coincideixen, llevat dels punts
on aquestes seccions presenten discontinuitat de salt.

Demostracié. Evident a partir de la definicié de quasi-inversa. W

Lemé 1.2.16. (D’Intercanvi) Si T és continua per ’esquerra, llavors
T(z,T(ylz)) < T(Y|T(z,2))
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Demostracié. Notem A = {a/T(a,y) < 2}

T(T(z,T(y|2)),y) = T(T(z,SUPA),y) =
= SUPT(s,T(e,y)) < SUPT(z,2) = T(a, 2),

i, per tant, T(z,T(yl2)) < T(y(T(z,2)). ®

NOTA. Ellema d’intercanvi no és equivalent a la continuitat per I’esquerra.
Exemple: T = Z.

Lema 1.2.17.(Segon de simplificacidé) Si T és continua per ’esquerra, es
té:
(a) T (T(lo)T(2ly) ) = T(zly)

®) T (Tl (l2)) 2 T(sly)

Demostracié. Es conseqiiéncia immediata del Teorema 1.2.13b. H

Per aplicacié reiterada del lema anterior s’obté:

Corol-lari 1.2.18. Donats z,y, 21,... ,2, € [0,1], es té:

(8) T (T(-F(@rlz)lzm)la) | T (L (al)l.2)ly) ) > laly)

e et N’ T
n

n

P T | T(zly) sin parell
T(...T(ylzl)l...lzn))z{ A( ly) sin pare

(b) T(T(...T(z|z1)|...|2n) T(ylz) sin senar

NOTA. Ellema 1.2.18. no caracteritza les t-normes continues per 'esquerra.
Contraexemple: T = Z.

Lema 1.2.19. (Primer de composicié) [Pultr, 84] [Godo, 90] Si T és
continua per 'esquerra:

T(x|T(yl2)) = T(T(z,y)|2)-
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Demostracié. Considerem A = {a € [0,1] / T(a,z) < T(y|2)} i
B={a€[0,1] / T(a,T(z,y)) < 2}.

Sia€ A, T(a,T(z,y)) = T(T(a,z),y) < T(T(y|2),y) < z (lema 1.2.13),
d’on o € B.

Reciprocament, si @ € B, T(T(a,z),y) = T(e,T(z,y)) < 2 i, per tant,
T(a,z) < T(y|z), d’on a € A, i per tant, A = B.

Aixi, T(x|T(y|z)) = SUP A = SUP B = T(T(z,y)|z). ®

NOTA. Ellema 1.2.19 no caracteritza les t-normes continues per ’esquerra.
Contraexemple T = Z.

Per aplicacié reiterada del lema anterior s’obté:
Corol-lari 1.2.20.
T(@|T(zol ... [T(@n-1]zn)) -..) = T(T(... T(Z1,%2),-. . Tn-1)|Zn), 7 >4

Lema 1.2.21. (Segon de composicié) Si T és continua per 1’esquerra,

T(T(zly)lz) > T(=z, T(yl2))-

Demostracid. -

T(T(z, T(yl2)), T(zly)) = T(z, T(T(zly), T(yl2))) < T(z,T(z}z)) <z W

Per aplicacié reiterada del lema anterior, s’obté:
Corol-lari 1.2.22.

T( ca T(T(.’Ellmz),j"(xa]xd) cee )aT(xn—l|xn))
o ) si n > 4 parell
T(T(...T(1|zs)]. . . |za) > ) A |

T( Tz |T(zo)x3)) - - - ) ) T(-'En—1|-'17n))

si n > 4 senar
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NOTA. Z també satisfa el lema 1.2.21 i, per tant, aquest no caracteritza
les t-normes continues per ’esquerra.

Lema 1.2.23. Si T és continua per lesquerra, T(z|ly) = SUP{a /
T(ely) 2 =}.

Demostracié. Considerem A = {a/T{a,z) <y} i B = {a/T(aly) > z}.

Clarament A C B, i per la continuitat per ’esquerra de T, també B C A.
|

NOTA. Ellema 1.2.23 no caracteritza les t-normes continues per ’esquerra.

Contraexemple:

( MIN si(z,y) € (3,1) x (3,1)

(N1

s ) = (1)
T(z,y) =<¢ x siy =1,

Y siz=1,

0 - en altre cas.

"Dl

Per acabar es consideren algunes propietats elementals sobre quasi-inverses
que es basen en la representacié per generadors additius i sumes ordinals de
t-normes. Aixi, d’ara endavant assumirem que la t-norma T és continua.

Proposicié 1.2.24. [Valverde, 82] Si T és arquimediana de generador addi-
tiu f, lavors T(zly) = fU(f(y) - f(z)). W

Teorema 1.2.25. Una funcié 7" : [0,1] x [0, 1] — {0, 1] és la quasi-inversa
d’'una t-norma T continua si, i només si, existeix una familia {(a:,b;)}ier
d’intervals oberts disjunts de [0,1] i una familia de funcions
fi : lai,b] — [0, fi(a:)] continues, mondtones decreixents amb fi(b;) = 0
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tal que
. [ 1, siz<y
T(zly) = ¢ fTU(Siy) - filz), si(z,9) € las, b) X [ai, b)
Y, en altre cas.
NOTES:

(a) Per tant: T és la quasi-inversa del minim, o bé fi_”( fi(y) = fi(z)),
depenent de (z,y).

(b) No s’exclou el cas I = § (T =MIN)

(¢) No s’exclou el cas f;{a;) = +o0.

Demostracié. =>) Per ser T continua, admet descomposicié com a suma
ordinal. Siguin {(ai,b)}icr 1 fi : [ai, 6] — {0, fi{a;)] la familia d’intervals i
funcions corresponents a aquesta descomposicio.

Donats z,y € [0, 1], suposem © > y (si z < y, T'(x|y) = 1). Considerem dos
Casos:

e Si(z,y) & (a;, b; )x(d,, b;) per cap i € I, llavors T'(e, z) = MIN{e, 7} =
a per tot @ < y. Per tant, T'(zly) = SUP{a € [0, 1]/T(a z) <y} =
SUP{a € [0,1}/a <y} =v.

e Si existeix i € I tal que (z,y9) € (a;,b:) % (a;,b;), llavors
T(z|y) = SUP{a € [0 1]/T(e,z) <y} =
SUP{a € (ar,b)/fi ) (filz) + fi(0) < v} = FV(fily) — fila) =

<= ) Es considera la t-norma T continua obtinguda com a suma ordinal
d’aquesta familia d’intervals i generadors. W

Sota hipotesi de continuitat de T, algunes desigualtats en els lemes anteriors
es transformen en igualtats.

-Corol'lari 1.2.26. Sigui T una t-norma continua i z,y,z € [0,1] tal que
z < y < z. Llavors T(T'(z]y)|T(y|2)) = T(z|2).

Demostracié. La demostraci6 es basa en el Teorema 1.2.14. Si T = ®Bie1T;
és la descomposicié de T en suma ordinal, es pot donar un dels segiients casos:
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(1) 2,9,z € (ai, bi). Llavors T(T(zly)|T(yl2)) =

= AR - £E@) + AU @ - £@)) =
= U@ - £i(z) = T(zl2).

(2) y,2 € (a;,b;) per algun i € I, perdo x ¢ (a;,b;). En aquest cas, T(zly) =
yiT(z]2) = z, i aixi T(T(m]y)lT(a:|z)) T(y|2).

(3) v,z € (ai,b) per algun i € I, perd z ¢ (a;,b). Llavors
T(T(zly)|T(yl2)) = T(T(zly)lz) = z = T(ylz).
(4) En qualsevol altre cas, T(:J:Iy) MIN{z,y} = y i T(z|z) = MIN{z, z},
don T(T(aly)[T(zlz)) = T(yl2). »
|

Corol-lari 1.2.27. Sigui T una t-norma continua i z,y,2 € [0,1] tal que
z <y < z. Llavors T(T'(z|y)|T(z|2)) = T(y|2).

Demostracié. Analoga a la del corol-lari 1.2.26. W

Curibsament, en les mateixes hipotesis del Corol-lari 1.2.27 es té que
T (T(ylz)lT(mlz)) > T(y|z), perd en general no val la igualtat (T =MIN).

NOTA FINAL. Donada una t-conorma S, la seva quasi-inversa es defineix
com S(zly) = INF{a € [0,1]/S(a,z) > y}. Per la dualitat existent entre
t-normes i t-conormes, totes les propietats enunciades valen també, invertint
les desigualtats de forma convenient, per quasi-inverses de t-conormes.

Veure [Jacas, 93] per alguns exemples d’aplicacions d’aquestes propietats en
el camp de les S-metriques.






