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Capitol 2
Operadors de T-indistingibilitat

Sumari:

Després d’una breu introduccié dels conceptes fonamentals (veure també la
Introduccid) s’estudia I’estructura reticular del conjunt Hg dels generadors
d’un operador de T-indistingibilitat E. Resulta conegut que Hg €s el conjunt
dels punts fixos de ’operador de clausura difusa ¢z [Jacas, 87]. Aixd permet
aplicar el Teorema del Punt Fix de Tarski [Tarski, 55], i obtenir aixi una nova
demostraci6 del fet que Hg és un subreticle complet de [0,1}* amb ’ordre
puntual. Seguidament s’introdueix un nou operador g, que és en cert sentit
el simetric de ¢ respecte a l'ordre puntual (g proporciona fites inferiors
dintre de Hg per difusos arbitraris, mentre que ¢ en proporciona de supe-
riors). El conjunt de punts fixos de ¥g és també Hg. Finalment s’introdueix
la nocié de base i dimensid, i s’estén el seu estudi al cas en que el cardi-
nal del conjunt és infinit. Es generalitza el Teorema de Caracteritzacié de
T-indistingibilitats unidimensionals [Jacas, 87] i s’enuncia el corresponent
per a n-dimensionals.

Aportacions d’aquesta memoria:

Llevat de’apartat 2.1 (Generalitats), els resultats d’aquest capitol sén, essen-
cialment, nous. En destaquen:
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- Teorema de descomposicié d’'un operador de T-indistingibilitat com
a suprem d’operadors de T;-indistingibilitat (Teorema 2.1.7.) quan
T = ®e;T; (suma ordinal).

- L’operador 9 : Hg — Hpg, definicié i propietats. Caracteritzacié dels
generadors com a punts fixos de ¥g. (Teorema 2.2.10).

- Nova demostracié del fet que Hg és un reticle complet, com a aplicacid
del Teorema del Punt Fix de Tarski. (Teorema 2.2.6).

- Teorema de caracteritzacié d’operadors de T-indistingibilitat n-dimen-
sional (Teorema 2.3.14) i extensié del Teorema de caracteritzacié d'uni-
dimensionals. (Teorema 2.3.5).
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2.1 Generalitats.

En tot aquest capitol T notara una t-norma.

Una relacié difusa en un conjunt X és una aplicacié R : X x X — [0, 1]. Es,
per tant, un subconjunt difis de X x X, (R € [0, 1])X*¥X).

Definicié 2.1.1. Una relacié difusa E en un conjunt X és un operador de
T-indistingibilitat (o, simplement, una T-indistingibilitat) si satisfa:

(a) E(z,z) =1Vz € X (Reflexiva)
(b) E(z,y) = E(y,z) Vz,y € X (Simétrica)
(c) T(E(z,y), E(y, 2)) < E(z,2) Vz,y,z € X (T-transitiva).

Notacié: Si convé especificar el domini de definicié d’E, ho farem di-
ent que (X, FE) é un operador de T-indistingibilitat, (o0 simplement una
T-indistingibilitat). Si també es vol especificar la t-norma 7', ho notarem

per (X, E,T).
Definicié 2.1.2. Un operador de T-indistingibilitat és separador si satisfa:

E(z,y) = 1si, i només si, z = y.

Com ja s’ha explicat a la Introduccid, les T-indistingibilitats extenen a-con-
text difids el concepte de relacié d’equivaléncia, basant-se en una nocié de
proximitat meétrica (convé adonar-se de la semblanga entre la definicié d’ope-
rador de T-indistingibilitat i la de distancia).

Els operadors de T-indistingibilitat reben noms diferents a la literatura de-
penent de la t-norma T emprada per modelitzar la transitivitat difusa:

Si T =MIN, E s’anomena similitud (similarity) [Zadeh, 71].
'Si T =L, E s’anomena semblanga (likeness) [Ruspini, 77].
Si T =Prod, E s’anomena relacié probabilistica [Menger, 51].

També s’anomenen igualtats difuses (fuzzy equality relations), o relacions
d’equivaléncia difuses (fuzzy equivalence relations).
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Per la relaci6 existent entre t-normes i t-conormes es pot definir el concepte
de S-métrica (S t-conorma) que és, en cert sentit, el dual de I’operador de
T-indistingibilitat.

Definicié 2.1.3. Donada una t-conorma .S, direm que una relacié difusa M
en un conjunt X és una S-meétrica si satisfa:

(a) M(z,z) =1, Vz € X (Reflexiva).
(b) M(z,y) = M(y,z) Vz,y € X (Simétrica).
(c) S(M(=z,y), M(y,2)) > M(z,z) Vz,y,z € X (S-transitiva o triangular).

Les S-meétriques sén espais meétrics generalitzats en el sentit de [Trillas &
Alsina, 78]. Tots els resultats que s'obtindran en aquest capitol sobre
T-indistingibilitats sén valids també, mutatis mutandi, per S-métriques.

Si la t-norma T és continua, la descomposicid T = @ierl; = INFicrT; en
suma ordinal de t-normes elementals T; [Teorema 1.1.9, Corol-lari 1.1.11]
indueix una descomposicié d’E com a suprem de T;-indistingibilitats.

Siguin [a;-1,b;-1] i [a;, b;] dos intervals consecutius en la descomposicié de
T, ie. 0 < iy < bisy € a; < b £ 1), 1 no existeix j € I tal que
b;-1 < aj < bj £ a;). Considerem la funcié

fi:[0,1] — [0,1]
1, siz=1
bi, s bi <z< 1
T — fi(z)= T, sib1<z<
0, si0<z<bi;.

ai-] bl-l ai bl 1

Figura 2.1.
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Lema 2.1.4 f; divideix [0, 1] en 4 zones:
Ay =[0,bi1), A= [bis1,b:), As=[b,1), As={1}

de manera que:

(a) filz) e Ay &z € A, Vk=1,2,3,4.
(b) Ti(z,y) € Ax & T(z,y) € As.

A més, si Ti(z,y) € Aq, llavors T(z,y) = Ti(z,y).

Demostracid.

(a) Trivial
(b) Procedim per casos. Donats z,y € [0,1], pot passar que:

CAS 1. z & Ulej,b;) 6 v ¢ Ulaj,b;)
jer

jel

CAS 2. z ¢ Ui[aj,bj) 1y € U [aj,bj).

jer jeI
CAS 1: T(z,y) = Ti(z,y) = MIN{z, y}.
CAS 2: Siguin = € [am,bm) 1 Y € [an, by).
Si m # n, llavors T = T; = MIN.
Si m = n =i, lavors T(z,y) = Ti(z,¥).

Si m = n # 1, lavors an < T(z,y) = Tn(z,y) < Ti(z,y) = MIN(z,y) < bn,
i per tant, T(z,y) € [am,bm) i Ti(2,y) € [am,bm) 1, en particular, sén del
mateix A, (k=1,2,3). A

Lema 2.1.5. f; satisfa:
(@) fioT = fioT;

(b) Ti(fil=), fily)) = fu(Ti(z,y)).

Demostracid.
(a) Conseqiiéncia del lema 2.1.4.b.
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(b) Procedim per casos: (suposem z < ¥, i per tant, fi(z) < fi(y))

CAS 1: fi(z) =zi fily) = y.

Llavors z,y € A, i també Ti(z,y) € A;. Per tant: Ti(fi(z), fi(y)) =
Ti(z,y) = fi(Ti(=,y)).

CAS 2: fi(z)=0.

Llavors z € Ay, i Ti(fi(z), fi(y)) = T:(0, fi(y)) = 0 = fi(Ti(z, ).

CAS 3: fi(y) = b;.

Llavorsy € As, 1 Ti(fi(z), fi(y)) = MIN(fi(z),b:) = fi(z) = fi(MIN{z,y}) =
fi(ﬂ(x) y))

CAS 4: fi(y) =1.

Llavors y € Ay(= 1), i Ti(fil=), fily) = Ti(fi(=z), 1) = filz) = fi(Ti(=,1)) =
f(Tdz,y)). W

Proposicié 2.1.6. Amb les notacions i hipotesis precedents, considerem per
cadai € I, E{(z,y) = fi(E(z,)).

(a) E;<E, Viel

(b) E; és operador de T;-indistingibilitat en X.

(c) E =SUPy; E;.

Demostracid.
(a) Trivial (fi(z) < z, Vz € [0,1]).

(b) Reflexiva i Simétrica: trivial.

Ti:-transitivitat:

Ti(Ei(xay)’ Ei(y, Z)) T;(f,(E'(.'L', y))aft(E(ya 2))) =
fi(n(E(may)’ E(y1 Z)) = ft(T(E(Zay)a E(yv z))

< 7{B(z,2)) = Bz, 2).

(c) Donat E(z,y) # 1, existeix ¢ € I tal que E(z,y) € [bi—1,b:), i, per tant,
" E(x,y) = Ei(z,y). (Si E(z,y) =1, llavors F(z,y) = Ei(z,y) Vi € I).
n
Com a conseqiiéncia de la proposicié anterior, podem enunciar el segﬁeﬁt
teorema:
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Teorema 2.1.7. (de descomposicié). Sigui T continua, i T = @;crT;
la seva descomposicié com a suma ordinal. Llavors, si £ és operador de
T-indistingibilitat, existeix una familia {E;};c; d’operadors de T;-indistingi-
bilitat en X tal que E = SUP;¢; E;.

Demostracié. Trivial,. B

Sota la hipotesi de continuitat per ’esquerra respecte les dues variables per
separat de la t-norma T es pot obtenir alguns exemples i resultats fonamen-
tals.

Exemple 2.1.8. Sigui X = [0,1] i T continua per ’esquerra. Llavors:
Er(z,y) = MIN{T'(z|y), T (y|z)} = T(MAX{z,y}| MIN{z,y}) €és operador
de T-indistingibilitat.

Demostracié. Reflexivitat i Simetria: trivial.

T-transitivitat: Teorema 1.2.13. W .

Lema 2.1.9. Si E és una T-indistingibilitat en X (T qualsevol) llavors:
a) T(E(z,)|E(z,2)) 2 E(y,2)
b) ET(E(xa y)a E(y’ Z)) .>_ E(yv Z).

Demostracié. Trivial a partir de 2.1.1.c (T-transitivitat). ®

Er és la T-indistingibilitat que indueix T en [0,1] de forma natural. Com
es veura més endavant, és I'operador de T-indistingibilitat basic a partir del
qual es construeix tots els altres. En general Er no és continua, pero presenta
una conducta for¢a regular per pas al limit:

Lema 2.1.10. Sigui {y,}nen una successié convergent de [0,1], y = lim y,,
n—oo
iz € [0,1] qualsevol. Si T és continua per I'esquerra i lirg Er(z,y,) existeix,
ne

lavors
Er(z,y) = ET(x,lier% Yn) > lierg Er(z,y.).

Demostracié. Qualsevol successid convergent té alguna parcial monotona
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convergent i de mateix limit. Per tant, n’hi ha prou amb demostrar el lema
per successions monotones. Procedint per casos:

(1) {yn}nen monotona creixent, limyenyn =y < .

e (nlimen) = 7 (#150Pw) 2 SUP Piot) =
= SUP ET($|yn) = lim Br(z, yn)-

(2) {yn}nen mondtona decreixent, limpenyn =y < .

B (nimon) = 7 (+11F) = INE ol =

= }gergT-(men) =Q£Er(x,yn) '

(3) {yn}nen monodtona creixent, limpenyn =y > .

A

B (ien) = 7 (sUpwle) 5 INEPlnle) =
= gg}qT(y"‘x) = EGIPV ET(yna IB)
La igualtat (*) requereix de la continuitat per ’esquerra de T respecte

la primera variable, condicid que s’obté de la continuitat per ’esquerra
de T respecte les dues variables per separat (Lema 1.2.12).

(4) {yn}nen monodtona decreixent, limpenyn =y > .

~

Er (%}gﬁ%) - T(gggynlx) > SUP T (ynle) =
= gg,T(ynlx)=g;§ET(z,yn)
[ |

NOTA. De la demostracié es desprén que si lim, oy, < z, llavors el
resultat és cert per a qualsevol t-norma T'. En aquest cas (i també en el lema

- 2.1.9) no es pot assegurar, perd, que Er sigui T-indistingibilitat.

Exemple 2.1.11. Sigui T continua per lesquerra, X conjunt i
h : X — [0,1] una aplicacié. Llavors Ex(z,y) = Er(h(z), h(y)) és opera-
dor de T-indistingibilitat.
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Demostracié. Reflexivitat i Simetria: trivial.

T-transitivitat: Lema 1.2.13. K.

Exemple 2.1.12. Sigui T una t-norma qualsevol, X conjunt i {E;}ics una
familia de T-indistingibilitats en X. Llavors E = |INF, E; és
T-indistingibilitat.

Demostracié. Reflexivitat i Simetria: trivial.

T-transitivitat:

T(E(z,y), E(y, 2))

I

T( INF Ey(z,y), INF Ei(y, z))
INFT(Ei(z, ), INF E(y, )
S HEFT(Et(I) y)'»Ei(y’ Z)) S

< HEFE:‘(!B, z) = F(z,2). B

<
<

IA

La importancia dels exemples anteriors rau en el fet que, segons el Teorema
de Representacié [Valverde, 82] qualsevol operador de T-indistingibilitat es
pot obtenir a partir d’ells.

En general, el Teorema de Representaci6 s’enuncia i demostra per t-normes
continues. La versié que aqui es presenta estableix la seva validesa al cas de
t-normes continues per ’esquerra.

Teorema 2.1.13. (de Representacié). Sigui E una relacié difusa en X,
i T t-norma continua per l'esquerra. E és operador de T-indistingibilitat
si, i només si, existeix una familia {h;};c; de subconjunts difusos de X,
(hi : X — [0,1], Vi € I) satisfent E(z,y) = INFies Ep (z,y).

Demostracié. El reciproc és conseqiiéncia directa dels exemples anteriors.

Pel directe, considerem {h;}zex on

hy: X — [0,1]
u +— hg(u) = E(u,z)

Segohs el lema 2.1.8, Er(h.(u), hy(v)) = Er(E(u,z), E(u,v)) > E(u,v), per
tots z,y,v € X, d’on INF,ex Er(he(u), hz(v)) > E(u,v) per tots u,v € X.
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A més, com que h,(u) = 1, INF,ex Er(he(uw), he(v)) = E(u,v), per tots
u,veX. B

Aquesta demostracié és la mateixa que es proposa a [Valverde, 82]. Linica
raé d’incloure-la aqui és posar de manifest que la condicié de continuitat de
la t-norma T en I'enunciat original del teorema es pot afeblir.

Definicié 2.1.14. Donada una T-indistingibilitat £ en X, una familia
d’aplicacions en la situacié del Teorema de Representacio es dira que és una
familia generadora o un sistema de generadors de E.

Definicié 2.1.15. Direm que un subconjunt difis A : X — [0,1] és un
generador de F si forma part d’alguna familia generadora.

Hg notara el conjunt de generadors d’E. Clarament,
HE = {h’ : X — [Oa 1] / ET(h(m)a h’(y)) 2 E(xay)$ per tots T,y € X}

Definicié 2.1.16. Les aplicacions h, : X — [0,1] definides per
h(z) = E(u,z) s’anomenen columnes d’E.

El nom de columnes prové de la notacié matricial de les relacions difuses
definides en un conjunt X de cardinal finit:

E(z1,71) - E(z1,75) -+ E(z1,%0)
E(zj,z1) --- E(zi,z) -+ E(zi,z0)
E(mn,ml) e e ves E(xn,’xn)

De la demostracié del Teorema de Representacié es desprén que les columnes
d’E sén sempre generadors d’F, i que {h,}zex és un sistema generador.

2.2 Estructura dels generadors

L’estudi dels operadors de T-indistingibilitat passa necessariament per l'estu-
di del conjunt Hg dels seus generadors. Els resultats principals s’obtenen en
relacié a dues estructures matematiques: els reticles i les topologies difuses.
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Les topologies difuses i la seva incidencia en Hg han estat ampliament trac-

tats en [Jacas, 87|, [Recasens, 95] i el tema escapa als objectius d’aquesta

memoria. En aquesta seccié només es veuran propietats relatives a I’estructura
reticular.

Recordem que per reticle s’entén un conjunt H dotat d’una relacié d’ordre
parcial <, (i.e. reflexiva, antisimétrica i transitiva), de manera que per cada
parella d’elements h,g € H existeix la més petita de les cotes superiors (el
seu suprem h V g) i la més gran de les inferiors (el seu infim h A g).

A més, el reticle és complet si el suprem \/,; by i Vinfim A, h; existeixen
també per families arbitraries d’elements {h;}ic; [Gratzer, 78].

En aquest cas, existirad primer i ultim elements: 1 =\/ H, 0 = A H.
Definicié 2.2.1. La relacié d’ordre puntual en [0, 1} es defineix com:
h<xg si, inoméssi, h(z) < g(z) pertotze X (h,g € [0,1]%).

L’ordre puntual defineix un ordre parcial en [0,1}%, i ([0,1]*,<x) és un
reticle complet. '

Si no hi ha ambigiiitat respecte €l conjunt X, notarem simplement A < g.

En [Jacas, 87] es caracteritza els generadors d’un operador E de T-indistin-
gibilitat com els punts fixos de 'operador ¢g, definit per:

¢E:[0’1]X - [O’I]X
b du(h), ¢s(h)(a) = SUPT(B(z, ), hiu)

Proposicié 2.2.2.

(a) ¢e(h) 2 h

(b) Sih < k' llavors ¢p(h) < ¢e(h') (i.e. pg és mondtona creixent respecte
Pordre puntual).

(¢) ¢(ha V ha) = ¢p(h1) V ¢p(ho).

(d) ¢e(h) € Hg, per tot h € [0, 1}X.
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Teorema 2.2.3. (Primer de caracteritzacié dels generadors).
h € Hg si, i només si, ¢g(h) = h.

Corol-lari 2.2.4. ¢% = ¢5.
En particular, podem aplicar a ¢ el seglient teorema del punt fix [Tarski, 55]:

Teorema 2.2.5. (Tarski) El conjunt de punts fixos d’una aplicacié monotona
d’un reticle complet en si mateix és un subreticle complet.

Aixi s’obté una elegant prova alternativa d’un fet conegut:
Proposicié 2.2.6. Hg és un subreticle complet de [0, 1]*.

A més, es disposa d’una interpretacié intuitiva que explica ’acci6é de I’'operador:
¢ (h) és el més petit dels generadors més grans que h, i, per tant, proporciona
de forma efectiva una cota superior optima.

Proposicié 2.2.7. Per tot h € [0,1]%, ¢g(h) = A{h' € Hg / ' > h}.

Demostracié. Si k' € Hg satisfa h' > h, llavors segons les proposicions
anteriors, b’ = ¢g(h') 2 ¢g(h), don A{h' € Hg | W 2 h} > ¢5(h).

D’altra banda, com que ¢g(h) > h i ¢g(h) € Hg, també
A € He [ K2 h) < g(h). W

Arribat aquest punt i considerant la simetria del reticle [0, 1]X, sembla del
tot natural preguntar-se per ’existéncia d’una cota inferior optima i'd’una
forma efectiva per al seu calcul. Amb aquesta finalitat s’introdueix un nou
operador: '

wE : {01 HX - [071]X
h — g(h)
“on Yg(h)(z) = INFyex T (E(z, v)|h(w)).

Els seglients teoremes i proposicions estableixen que 1z és 'operador “simeétric”
de ¢ ¢ per sota, i que aquests dos operadors es comporten d’una manera molt
semblant. :
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Proposicio 2.2.8.

(2) ¥e(h) < h.

(b) Sih < h'llavors ¥g(h) < Ye(h') (i.e. Yg és mondtona creixent respecte
I’ordre puntual).

(c) Ye(hi A hg) = e(hi) ANYEe(hs). .

Demostracié. (b) i (c) sén conseqiiéncia immediata de la monotonia de T
respecte la segona variable.
(a) es despreén del fet que T (E(z,z)|h(z)) = h(z). W

Teorema 2.2.9. yz(h) € Hg per tot h € {0,1]%.

Demostracié. S’ha de veure que Er (¥g(h)(z), ¥e(h)(y)) = E(z,y), per
tots z,y € X, Vh € [0, 1}X. : |

T (e @vs(M) = T (INFT(EE w)lh(w) | INET(EQ ) | hw)) =

= DT (NFA(E o) | T | Aw) >

(+) ueX

2 INFT (T (B () | T (Bl | hw)) 2
2 NPT (B | Bww)
(2) INF E(z,y) = E(z,y)-

Les igualtats i desigualtats precedents segueixen dels segients fets:

(*) T és continua per la dreta respecte la segona variable.
(**) T' és decreixent respecte la primera variable.

(***) Lema 1.2.17.

(****) Les columnes sén un sistema de generadors.
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De forma totalment analoga s’obtindria T (¥£(h)(y) | ¥&(h)(z)) > E(z,y),
i d’ambdues desigualtats, Br (¥(h)(c), $=(h)¥) > E(z,y). W

Teorema 2.2.10. (Segon de caracteritzacié dels generadors).
Ye(h) = h si, i només si, h € Hg.

Demostracié. Si yg(h) = h, llavors h € Hp com a conseqiiéncia del
Teorema 2.2.9. ‘

Si h € Hg, només cal veure que ¥g(h) > h) (atés que ¥g(h) < h sempre,
segons proposicié 2.2.8.b).

Per ser h generador, T(h(z) | My)) > E(z,y), i per tant, (Lema 1.2.23)
T(E(z,y) | hMy)) 2 h(z). |

Donada D'arbitrarietat de z,y € X, INF,ex T (E(z,9) | A(y)) = ¥e(h)(z) >
hiz). ®

Corollari 2.2.11. % = 9.

Demostracié. Conseqiiéncia dels teoremes 2.2.912.2.10. B

Naturalment, també a g podem aplicar-li el Teorema del Punt Fix de Tarski
(Teorema 2.2.5.) i obtenir el resultat que Hg és un subreticle complet de
[0,1])%, tal i com ja s’ha fet amb ¢g.

La necessitat d’establir una fita inferior ha portat en alguns casos (Rough
Sets, Fuzzy Modal Logic,...) a definir-la com no¢gonoh, on n és una funcié
de negaci6 forta.

El problema és que, en general, per aquest procediment s’obté una fita inferior
de h, perd no un generador. En [Boixader et al., 97] s’estudia aquest problema
i es demostra el segiient teorema:

Teorema 2.2.12. Sigui E un operador de T-indistingibilitat (T" continua)
i n una funcié de negacié forta. Llavors ¥g(h) = n o ¢z o n(h) Vh € [0,1]¥
si, 1 només si, T és una t-norma arquimediana no estricta que admet com
a generador additiu el generador de n, o bé E és una relacié d’equivaléncia
classica. W '

També en [Boixader et al., 97] s’estudia la relacié entre els operadors ¢g i Y5
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i la possibilitat i necessitat (respectivament) en el marc de la logica modal i
dels rough sets, estudi que escapa als objectius d’aquesta memoria.

2.3 Dimensié d’un operador de
T-indistingibilitat

Fins ara s’ha considerat €l conjunt Hg de tots els generadors d’un operador
de T-indistingibilitat, i se n’ha estudiat algunes propietats estructurals. Hg
és, des del punt de vista del Teorema de Representacid, el més gran sistema
generador possible perqué conté qualsevol altre sistema generador.

A Daltre extrem, les families generadores formades amb el minim nombre
possible de generadors, proporcionen una gama de problemes i propietats
estructurals de caire ben diferent. Sén els problemes de bases i dimensions.

Aquests dos conceptes es formulen per primera vegada a {Jacas, 87], on es
déna un algorisme pel calcul efectiu d’una base pel cas | X| < oo (| X]| denota
el cardinal de X) i T =MIN. Més endavant, en [Recasens, 95] es resol el
problema de trobar una base per |X| < o0 i T arquimediana, i es posa de
manifest la naturalesa métrica del tema, relacionant dimensions amb “be-
twennes” métriques [Schweizer & Sklar, 83].

La investigacié que aqui s’exposa obre 1’estudi del cas | X| = oo, fins ara no
abordat. S’abandona la via dels algorismes de calcul i es busca un concepte
general que permeti caracteritzar la dimensié d’una T-indistingibilitat, amb
independéncia del cardinal de X i de la t-norma T.

En tota aquesta secci6 suposarem que la t-norma T és continua, encara que
alguns resultats sén valids per t-normes només continues per P’esquerra re-
specte les dues variables per separat. '

Definicié 2.3.1. Direm que S = {h;}ic; (h; € Hg, per tot i € I) és un
sistema generador minimal de F si:

1. S és sistema generador,

2. per tot §' ¢ S, S’ no és sistema generador.

O sigui, és un sistema generador minimal respecte la inclusié de conjunts.
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Definicié 2.3.2. Direm que un sistema generador minimal B és una base
de E si, per qualsevol altre sistema generador S, |B| < |S].

Aixi, les bases sén sistemes generadors amb el nombre minim possible d’ele-
ments.

~ Definicié 2.3.3. La dimensié d'E (dim E) és el cardinal d’una base d’E.

Des d’un punt de vista computacional, una base és la forma-6ptima d’emma-
gatzemar un operador de T-indistingibilitat, perqué és el minim nombre pos-
sible de difusos que permeten generar-la via el Teorema de Representacio.

Des d’un punt de vista estructural, la dimensié mesura la complexitat de
I’operador respecte de la t-norma T'. Aixi, els més simples sén els unidimen-
sionals, (dim E = 1), que poden ser generats per un sol difis.

En {Jacas, 87| es caracteritza les T-indistingibilitats unidimensionals, sepa-
radores per T arquimediana estricta, no estrictai T =MIN en el cas | X]| < oo.
El segilient teorema generalitza aquests resultats.

Definicié 2.3.4. Direm que (X,E,T) ésunaextensiéde (X, E,T)si X C X
i B(z,y) = E(z,y) Vz,y € X.

Per preordre s’entén una relacié reflexiva i transitiva. Si a més és anti-
simétrica es parla d’un ordre. En ambdos cassos, es diu que la relacié (ordre
o preordre) és total si dos elements qualsevols estan sempre relacionats (i.e.
si com és habitual notem per z < y el fet que z esta relacionat amb y, llavors
donats dos elements z i y qualssevol, es té que z.< y o y < ).

Teorema 2.3.5. (Caracteritzacié de les T-ihdistingibilitats unidimen-
sionals). '
Sigui T una t-norma continua i (X, E) un operador de T-indistingibilitat.
Sén equivalents: :
(a) (X, E) és unidimensional.
(b) Existeix una ampliacié (X, E) de (X, E) amb X = X U {a}, satisfent:

(1) Hi ha un preorde total < en X tal que _
u<v<w=T(E(u,v) | E(u,w) = E(v,w) per tots u,v,w € X.

(2) a < z per tot z € X (i.e. a és primer element)
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(c) Hi ha un preordre total < en X tal que

(1) z <y < z=T(E(z,y) | B(z,2)) = E(y,2)
(2) T(INF,<, E(z,y) | INF.<, E(z,2)) = E(y,2) siy < 2.

Demostracio.

(a) = (b)

Sigui @ = INFyex h(z) on {h} és una base. Si existeix'a € X tal que
h(a) = o, prenem X = X U {a} = X.

Si per tot € X, h(z) > a, considerem X = X U {a}, (a ¢ X), i definim

=y _f h{u) siu#a(ie u€X)
h(u) = { e Gun a(;.e. u ¢ X)

h indueix de forma natural un preordre total en X:
u < v & h(u) > h(v), per tots u,v € X.

En particular, a < z, per tot € X i, per tant, a és primer element (b)(2).
Definim E via k, i.e. E(u,v) = Er(h(u), h{v)), per tots u,v € X. Clarament
E extén E. A més, E satisfa:

T(E(u,v) | E(u,w)) = E(v,w) siu < v < w.
En efecte, si a < u, llavors T(E(u,v) | E(u,w)) = T(E(u,v) | E(u,w)) =
E(v,w) = E(v,w).
Suposem a = u. Si @ = v = w, trivial.
Si a = v < w, lavors T(E(a,v) | E(a,v)) = T(1 | E(a,w)) = E(v, w)
Sia < v =w, llavors T(E(a,v) | E(a,w)) =1 = E(u, w).
Finalment, si a < v < w, llavors T(E(a v) | E(a,w)) = ‘
P(E(R(a) [R(v) | T(R(a) lh(w» T(h(v) h(w)) = T(h(v) | h(w)) =
. E(v,w) = E(v,w).
(*) segueix del Lema 1.2.17.

(b) = (o)
(¢)(1) es desprén de (b)(1)
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En quant a (c)(2), INF,<, E(z,y) = E(a,y), i INF., E(z,2) = E(a z), i,
per tant, siy < 2z, T (INF,<, E(z,y) | INF.c. E(x 2)) = T(— (,9) | E(a, z))
E(y,z) = E(y,2).

(c) = (a)
Definim

h:X — [0,1]-
z — h(z)= II\<IF E(z,q)
alz

per tots z,y, = < y, T(h(z), h(y)) = (IN Fa<y E(y,a) | INFoc, E(y, a)) =
E(z,y) -
Per tant, {h} és una base. W

OBSERVACIONS:

1) Si F és separadora, aleshores el preordre total esdevé ordre total.

2) Si T és arquimediana, la condicié (b)(1) (o (c)(1)) és equivalent a
T(E(z,y), E(y,z)) = E(x,2), sempre que E(z,z) > 0. En general,
perd, només val (b)(1) = T(E(z,y), E(y,2)) = E(z,2), (respectiva-
ment (c)(1))

Exemple 2.3.6.
Definim en R 'operador: E(z,y) = MAX{0,1 - |z — y|}.
E é&s T-indistingibilitat (separadora) per T' = L.

Notem que en aquest cas, (T' = L), se satisfa que: T(alp) =0 =
a=1ib=0,iqueT(a|0)=1—-a.

Considerem X = {Z1,...;Tn,Tn+1} C R tal que 0 = z; < z5... <z =
1 <Zpyp i E, = EIX

Considerem també Y = [0,1+¢] C R, (¢ > 0) i E; = Ej,,. Llavors:
(a) L’ordre habitual en R satisfa:

z <y <z=T(E(z,9),E(y,2)) = E(z, 2)

(b) dim E1 =2
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(¢) dim Ey = o0

La demostracid, (concretament de (b) i (c)) es basa en el seglient lema:

Lema 2.3.7. Sigui (X, E,L) definit a dalt, i suposem que existeix
h : X — [0,1] generador tal que 0 = E(z,z) = T (h(z)|k(z)). (En
particular, A(z) = 11 A(2) = 0) on [z — 2| > 1). Llavors, per tot y € X
tal que £ # y # 2, h no pot generar E(z,y) i E(y, z) alhora (i.e. no
pot ser que E(z,y) = Ex(z,y) i E(y, 2) = Ex(y, 2) alhora).

Demostracié. (Lema 2.3.7) Considerem 1'ordenacié induida per h en
X, (le. u<pv e h(u) > h(v), (per tots u,v € X). Si h(z) = h(y) o
h(y) = h(2) ja hem acabat.

En cas contrari, donat y, podem trobar 3 casos:
r<py<pz (a)

T<pz<py (b)
Y<phT<pz (C)

Cas (a): Com que h(z) > h(y) > h(z) llavors

T | T(h(z) | h(y)) | T(A(z) | h(2)) | = T(h(y) | A(2))-
=0
T
Aixi, T(h(y) [(2)) = T(h(z) |h(y)), d'on h(y) = 3.
Si h genera ambdues, E(y, 2) i E(z,y), llavors E(y, 2z) = E(z,y) = %
Perd E(y,2) = E(z,y) > 0iaixi, E(y,z2) =1-|y—2|=1—-|z—y| =

E(z,y) d’on |y — 2| = |z — y|, i "inica possibilitat és y = ZE£, aixi
E(z,y)=1- Iﬁgjl < %, en contradiccié amb E(z,y) = %
Cas (b):

0 = E(z,2)=T(h(z) | b(2)) = 0="T(h(z) | h(y))

1= P(0j0) =7 (T(h(a) | h(z)) [T(h(z) | A)))

= T(h(2) | h(y))

Cas (c): |
0 = E(z,2) = T(h(z) | b(z)) = 0="T(h(y) | h())
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T (T(h@) 1@)|T() | b)) = T(h(z) | hz)) =0
= T(h(y) |h(z)) = 1.
n
Demostracié. (Exemple 2.3.6).
(a) Clarament E(z,y) =0« |z —y| > 1. A partir d’aqui, és un estudi
per casos trivial.
(b) (dim E = 2)
Segons el lema anterior, no pot existir una base formada per un sol
element. Perdo h; = E(0,.) i hy = E(Tp41,-) s6n sistema generador
(trivial). :
(¢) (dim E = )
Considerem la successi6 €, = £, n > 0.
Si un generador h genera E(ep,,1 + €,), no pot generar E(em,1 + &)
per tot m > n. Com que E(e,, 1+ €,) = 0, si h genera es té:
h(e,) =0, h(l+e)=1 (1)
o bé
| M(14¢€,)=0ih{e)=1 (2)
Suposem (1) ((2) es fa igual))
Suposem que h genera també E(€pm,1 + €n) =0 {m > n).
Si h(em)h(1+€m) = 1, Navors T (R(1 + €,) | h(em)) =0 < E(1464,€,).
Si h(em) = 1, h(1 + €m) = 0, llavors T' (A(em | h(en)) =0 < E(emien) -
Per tant, qualsevol conjunt finit de generadors no podra ser base.
| =
3) Si T és arquimediana, i F(x,y) > 0 per tots z,y € X, la preordenaci

total < es pot substituir per la seva simétrica <. (z <. y si, i només
si, y < z) en (b)(1). No és aixi en general, tal i com mostra el segiient
exemple:

Exemple 2.3.8. T =MIN, X = {z;,2,,z3}

E(z;,25) = 0.6
E($1,I’3) =0.3
E(.’L‘Q,.'E3) =03
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4)

5)

71 < 72 L 73.

T (E(z1,%2) | E(z1,23)) = 0.3 = E(z2, T3)

Si, en canvi, es considera z3 < z < 73,

T(E(x3,z2)_| E(z3,z,)) =T(0.3]03) =1> E(z,z,). W

De la demostracié del teorema anterior es desprén que el preordre par-
cial que apareix a (b)(1) és el mateix que el definit mitjangant el gene-
rador h (i.e. £ <; ¥ si, 1 només si, h(z) > h(y)).

La condicié d’existéncia d’un primer element, satisfent la condicio
(b), ja sigui en el propi X ja en una ampliacié X (ola oond101o equiva-
lent (c)), és essencial.

Exemple 2.3.9.
(10,00}, E,T) amb T(z,y) = z -y, ((z,9) € [0,1] x [0,1])
T(xly) = £ siz > y (1 en cas contrari)

E(z,y) =MIN{2, 2}

Considerem X = [0, M], i Ep = E,,.
Llavors:

(a) dim Ejs = 1, per tot M > 0.

(b) dim E = oo.

Demostracié. (a) ha(z) = 4 és base. (evident) -

La demostracié de (b) es basa en el segiient lema:

Lema 2.3. 10 Si h és generador de E (ie. E(z,y) < En(z,y) =

MIN { ") hd
i {yn}nen satisfent:

(I)VneN,0<y <em"<e" <y
(2) E(xm yn) - Eh(xm yn)'

}) no existeix cap parella de successions de R* {z,, }nen.

'Demostracié (Lema 2.3.10).

Siguin {Zp }neN 1 {¥n }nen satisfent (1) 1 (2)
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(i) Suposem que existeix n, tal que per tot n > ng, E(Tn,yn) =
Eh(zns yn) =
MIN {hszn! hgyn)} — h(yn)

hyn)? h(zn) [~ h(zn)"

Sigui {Yng+n, tren parcial decreixent de {Yno+n}nen (sempre existeix
perqué y, — 0), per tot k € N, AYngin,) < E (Ynotny>Tnosny)

(: h(llno+n&)
h(xno+nk) )

D’altra banda, com que h és generador, L:'(’!%'i)")- > E(Yngtnys Yn,) d’on

h(yng+n;) E(Yng+ng Tng+ng) _
h(y"O) S E(!lno-fnk,;no) S E(?Ino:nk,Znok - E(ynoax'no+nk) =

< E(e™,emt™) = ¢ ™ — 0, don h(yn,) = 0, i per tant
: Ny —00 .

E;(Yny,x) = 0 per tot 2 € X. Contradiccid.

(i) Si no existeix ng satisfent la condicid, sera:

- o bé existeix ng tal que per tot n > ng, E(Zn,Yn) = En(Tn,yn) =

%, i en aquest cas es fa una construccié semblant,
- o bé existeixen parcials {r,,} {yn,} satisfent (i), i sobre elles
apliquem la mateixa construccio. |

Demostracié. (Exemple 2.3.9.b)

Sigui {hy,...,h,} una base, i considerem les successions y, = €™ i
Tn, =e".

Per h,, existiran parcials {¢™™1 };,en de {Un}nen 1 {€"1 }i,en de {Zn}nen
tals que

E (e ™1,e™) < By (e™™1,e™)
i, per tant, h; no genera sobre aquestes parcials.

Per hg, existird una parcial {n;, }i,en de {n;, }i,en tal que
E (e2,e™2) < By, (€72, €M)

i, per tant, hy no genera sobre aquesta subparcial (ni tampoc hy!).

Reiterant aquest procés, com que hi ha un nombre finit d’elements
hi, ..., by, s’obté una subparcial sobre la qual cap d’ells genera. W
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La importancia del teorema anterior rau en el fet que introdueix una nova
linia d’argumentaci6 en relacionar un concepte nou -la dimensié— amb una
estructura matematica molt ben coneguda —el preordre-.

Quina és, perd, la generalitzacié al cas n-dimensional? Quins sén els preor-
dres que satisfan les hipotesis del teorema 2.3.5 si la dimensié és més gran
que 1? L’observacié 4 precedent suggereix (falsament!) que aquests preor-
dres haurien d’obtenir-se a través dels generadors d’una base en la forma
natural (o sigui, z <; y sii hi(z) > hi(y) it =1<+non B = {hy,... ,h,} és
una base). Aixd, perd, només funciona en el cas unidimensional, i la situacié
esdevé for¢a més complicada en el cas general. Les segiients proposicions i
teoremes aclareixen aquesta questio.

Proposicié 2.3.11. Donat (X, E) operador de T-indistingibilitat (T conti-
nua), suposem que existeixen n preordres parcialsen X <y,... , <, satisfent:

1.- Per tots z,y € X existeix ¢ € {1,...,n} tal quez <; y 6y <; .

2.- Siz £; y & 2, Havors:
(a) E(z,2) < MIN{E(z,y), E(y, 2)}
(b) T(E(z,y) | E(z,z2)) = E(y, 2)

3.- Existeix (X, E) extensié de (X, E) i de <,...,<n on per tot z € X,
existeixen m,, ..., m, elements minimals respecte <, ..., <, (respecti-
vament), tals que m; <; z,...,m,, <, T.

4.- Si M; = {m € X / m és minimal per <;}, existeix
ki : M,' - [0, 1]
m + k;(m)
satisfent:

(a) si m <; z, lavors T(E(z,m), ki(m)) > T(E(x,n),k,-(n)) per tot
n e Mi. .
(b) T(T(z:(n), E(m, z) | T(ki(m), E(m,y)) = T(E(m,z) | E(m,y)) =

E(z,y) per tots z,y tal que m <; z <; y.
Llavors, dim F < n.

Demostracié. Per demostrar aquesta proposicié construirem un sistema
generador per £ amb n elements.
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Aquesta construccié es basa en tres fets coneguts:

e Les columnes sén generadors.
e El suprem d’una familia de generadors és generador.

o h! = T(c,h) és generador si h ho és i ¢ és constant.

Considerem el sistema {h,,... ,h,} on cada h; es defineix segons:

hi(z) = Sg}; T (E(m,z),ki(m)) , per tot z € X

e h; és generador, per tot ¢ =1,...,n.
Com que la columna hn,(z) = E(m, z) és generador, llavors T'(h,, (), ki(m))
(z € X) també, i h; = SUPmen, T(hm(z), ki(m)) també.

e {hy,...,h,} és sistema generador.
Donats z,y € X, estindraque z <; yoy <; z per alguns ¢ € {1,...,n}. -
Suposem z <; y, 1 sigui m un element minimal respecte <; tal que
m<iz <y
Llavors E(z,y) = T(E(m,z) | E(m,y)) per (2.b).

A més, per 4.(a) es té:

T (E(m,z),ki(m)) > T(E(z,m'),ki(m')) pertot m' € M;
T (E(m,y),ki(m)) = T(E(y,m'),k(m)) per tot m' € M;

de manera que h;(z) = SUPprepr, T(Ron(z), k,-(m; )) = T(hme(z), ki(m))
i que hi(y) = SUPmenm, T(hav (y), ki(m')) = T'(hun: (), ki(m))

Per tant,
Er(hi(z), hi(y)) = Er(T(hm(z),ki(m)), T (hm(y), ki(m)) =
T(T(hm(z), ki(m)) | T(hm(y), k(m))) =
T(E(m,z) | E(m,y)) = E(z,y) = E(z,y).

Aixi, {hy, ..., .} s6n un sistema generador, perque per tot z,y € X ,
existeix h; tal que Er(hi(z), hi(y)) = E(z,y). M
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La complexitat en les hipotesis de la proposicié anterior és fruit de I’anim
de generalitat. De fet, si ens restringim al cas en que els preordres parcials
admeten primer element dintre de X, s’obté una versié for¢a simplificada.
Aquesta situacié es té sempre automaticament en el cas unidimensional (en
X mateix o en una extensid).

Corol-lari 2.3.12. Donat (X, F) operador de T-indistingibilitat (T continua),
suposem que existeixen n preordres parcials <y, ..., <, amb m,, ..., m, primers
elements (i.e. m; <; z, Vz € X, ¢ = 1,..,n) satisfent:

1.- Pertots £,y € X, 3i € {1,...,n} talquez < yo y i 2.
2.- Siz < y < 2, Navors T(E(z,y) | E(z,2)) = E(y, 2).

Llavors dim F < n.

Demostracié. Es comproven facilment totes les hipotesis de la Proposicié
238, prenent M; = {m;}iki(m;)=1. ®H

Proposicié 2.3.13. Si F és T-indistingibilitat n-dimensional en X, exis-
teixen n preordres parcials <, ..., <, en X satisfent 1 = 4 de la proposicié
anterior.

Demostracié. Sigui B = {h,, ..., h,} una base d'E.
Definim z <; y si, i només si, E(z,y) = T'(hi(z) | hi(y)).

e <; és preordre parcial.

Reflexiva: z <; z (trivial)

T-transitiva

z <oy o Bng) = Th)ln) | B
y <i z 6 E(y, 2) = F(hu(y)|ha(2)) } E(z,z) 2 T(E(z,y), E(y, 2)) =

=T (T(h,-(y)]h,-(y),T(h‘-(y)lh,-(z)) ) & T(hi(z)|hi(2)) > E(z,2) =
= E(z,2) = T(hi(z)|hi(z)) = z <; 2

(*) segueix del Corol-lari 1.2.26 (7" continua).
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A més, se satisfA una mena de propietat antisimétrica respecte el generador

h.’!
Pseudo-antisimeétrica
2 <y o B@y) = Th@IE) | L fo o (o)) -
SOt B ACOTC)
= T(hi(x)lhi(y)) = 1= “hy(z) = hi(y)”

e Condicié 1: Donats z,y € X, sigui h; tal que Er(hi(z)|hi(y)) = E(z,y)-
Llavors z <; y o y <; Z.

e Condici6 2: Siguinz <; ¥y <; 2
(a) és trivial.
(b) Segueix del lema 1.2.17:

H(E@y)B@2) = T (Th@Ih@)IT(uE)lh() =
Phaly)lhi(2)) = E(y, 2).

e Condicié 3: Si |X| < oo és trivial. Si no, donat £ € X suposem que
existeix y tal que y <; z, 1 que no existeix cap element minimal m; € X
respecte <; tal que m; <; y <; . En tot cas, ampliem X amb un nou
element m;, X = X U {m;} i extenem <; i E sobre m;.

Sigui p(z) una cadena maximal totalment ordenada d’extrem superior :1:, tal
que y € p(z).

Definim m; <; k per tot u € u(z) (De fet, m; depén de la 1(x) escollida).

Per extendre FE, ho fem via els generadors de B.

Definim h;(m;) = SUPue#(m) h;i(u)

-D’altra banda, sigui {up}new C p(x) una successié monotona decreixent
respecte <;, tal que per tot u € u(z), 3n € N tal que u, <; u.

Llavors, Vj h,(u,,) defineix una successié de [0,1] i, pel caracter compacte de
[0,1], té almenys una parcial convergent. Sigui {h;(us,)}n, una tal parcial
convergent. Definim h;(m;) = limn, o0 Ri(Un,)-
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Reiterant aquest procés per tot ¢ = 1,...,n i per tot € X, s’obté I’ampliacié
X buscada.

A més, com que Er(h;(u), hj(un,)) 2 Er(hi(u), hi(ua,)) (= E(u,un,)) per
tot nx € N, pel lema 2.1.10 es té:
Exr(h;(u), hj(m:) = Er(hj(u), im hj(un,)) 2 lim Br(h;(u), hj(un,)) 2
> lim Er(hi(w), hi(tn,) = INF T'(hi(un, ) |hs(x)) =
Ng : ny

-y (sgp h,-(unk)ah,(u)) = P(he(m) ha(a)) =
Er(hi(ms), hi(u))

de manera que k; genera E(my,u), per tot u € u(z).

e Condicié 4: Considerem k; = h,-l M

(a) T(E(z,m),ki(m)) = T(T(hi(m)lhi(z)), hi(m)) 5 hi(z)
> T(T(hi(z)|hi(y)), hilz)) >

(+2)

2 T(E(z,n), hi(n)) = T(E(z,n), ki(n)).

(*) hy(m) > Ih,-(x), (**) Modus Ponens (Teorema 1.2.13)  (***) h; és
generador.
(b) Suposem m <; z <; y
T (T (hs(m), T(hs(m) () | T(hs(m), T(hs(m) ha(y)) ) =
T(hi(z) | hi(y)) = E(z,v)

1

De les dues proposicions anteriors, es dedueix el seglient teorema:

Teorema 2.3.14.

(a) dim E < n, si, i només si, existeixen m(< n) preordres parcials satisfenit
les condicions 1 + 4 de la Proposicié 2.3.8.
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(b) dim E és el minim nombre de preordres parcials satisfent les condicions
1+4.

Exemple 2.3.15.

X ={(z,y) €R? / |z| + ly| < 1}

E((z1,11), (wz,yz)) = ‘INF{l - ‘mlv— Tal, 1 = | — uel}
T(z,y) = L(z,y) = MAX{z +y - 1,0}

R (1, siz <y
Tl = { 1o py o s

La dimensié de (X, E,T) és 2.

Demostracié. Clarament (X, E,L) és operador de L-indistingibilitat.
Considerem dues relacions <; i Sy,.deﬁnides per

(z1,91) <z (z2,92) i, i només si, |2y — 2] 2> |y1 — 1ol i 21 < 19
(z1,41) <y (T2,92) si,inomés si, |23 —zo| < |lyy — 2ol i 1 < 92

Es una simple comprovacié veure que <, i <, sén dos preordres (parcials), i
que {~1,0) i (0, ~1) sén primers elements per <, i <,, respectivament.

A més, si (z1,91) <z (T2,%2) <z (x3,y3), avors
T (’E((zh yl),'(m2,‘y2))lE($1, yl)’ (1?3, y3))) =
=T(1 - T+ T ' 1—1z; +1’E1) =

= 1—‘(1—$2+IB3)+(1~$3+.’E1)=1f$3+$2=
= E((z21y2)a (x3_ay3))

Per tant, aplicant el Corol-lari 2.3.12, es té que dim F < 2.

Per altra banda, és evident que no se satisfan les condicions del teorema
- 2.3.5, de manera que dim F # 1.

Aixi, I'inica possibilitat és, dim £ =2. B
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Exemple 2.3.16.

X={=zy) eR /s <1, iyl <1}
E i T com a l’exemple anterior.

La dimensié de (X, E,L) és 2.

Demostracié. Construim una ampliacié de X amb elements minimals (no
minims). .

Considerem X = {(z,y) € R? / |z] < 11i |y| < 1} i estenem E sobre X
mitjancant la mateixa formula que defineix E sobre X.

Considerem els mateixos ordres <, i <, de I'’exemple anterior, estesos a X
de forma natural.

Es elemental comprovar totes les condicions de la Proposicié 2.3.8, consider-
ant Mz = {(-1,3) /y € [-L,1]} i M, = {(z,-1) /z € [-L, 1]} i ke(m) =1
per tot m € M,, k,(m) = 1 per tot m € M.

Aixi, dim F < 2, i com que dim E # 1 (Teorema 2.3.5), llavors linica
possibilitat és dim E=2. N

NOTA. Naturalment, en els dos exemples precedents es pot provar que
dim E = 2 sense recérrer als resultats precedents, (llevat del teorema 2.3.5 de
caracteritzacié de les unidimensionals), atés que E s’ha introduit com a infim
de dos operadors de T-indistingibilitat unidimensionals. La ra6 d’incloure’ls
és il-lustrar les condicions d’aplicacié de les proposicions exposades.





