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Capitol 5.
Estructura dels operadors
extensionals.

Sumari:

S’estudia I’estructura dels operadors extensionals i dels operadors d’inferéncia
extensionals com a reticles complets. Es determinen aplicacions entre espais
d’operadors que tenen justament als operadors extensionals (respectivament
als operadors d’inferéncia extensionals) com a punts fixos, permetent aixi
’aplicacié del Teorema del Punt Fix de Tarksi. Aquestes aplicacions, a més
de caracteritzar-los, permet determinar els operadors extensionals (respec-
tivament operadors d’inferéncia extensionals) que afiten superior i inferior-
ment un operador qualsevol de forma Optima. A continuacié, es donen teo-
remes d’interpolacid i representacié d’operadors extensionals (respectivament
d’inferéncia extensionals) mitjancant regles difuses, i es proposen mecanismes
de Raonament Aproximat Interpolatiu. Finalment, es considera el problema
de la interpolacié i representacié aproximada, i se n’estableix els correspo-
nents teoremes.

'

Aportacions d’aquesta memoria:

"Tots els resultats d’aquest capitol sén nous. Per la seva aplicacié al Raona-
ment Aproximat Interpolatiu, en destaquen: '
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- Teoremes d’Interpolacié i Representacié (Teoremes 5.2.1 a 5.2.10).

- Teorema d’Interpolacié Aproximada (Teorema 5.3.3).
Per la seva importancia estructural, en destaquen:

- Teoremes de Caracteritzacié d’Operadors Extensionals (Teoremes 5.1.19,
5.1.15, 5.1.20, 5.1.24 i 5.1.28)
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5.1 El reticle dels operadors extensionals

Considerem la classe de tots els operadors entre [0,1]Y i [0,1}Y,
OP = {c/C :[0,1]Y — [0,1]V}. En OP definim la relacié:

C1 £ Cp si, i només si, C1(A) <v Co(A) per tot A € [0,1)".

La relacié < és una relacié d’ordre parcial. Si definim les operacions V i A
de la manera natural, :

. "C
Cc

C1 V Gy, si, i només si, C(A) = C;(A) V Co(A)
Cy ACy, si, i només si, C(A) = C;(A) A Cy(A)

o

per tot C;,C, € OP i A € [0,1]Y, llavors és una simple comprovacié veure
que (OP <, V, A) és un reticle, amb suprem i infim V i A, respectivament. Si
{Ci}ier € OP és una familia d’operadors, també utilitzarem les notacions

\Vi{crieny = ch:sgfci

iel

: Ncrieny = Na=INFe

iel

A continuacié es demostra que OEr i OIE; sén subreticles compiets de
(OP,<,V,A), (i.e. estables per infims i suprems de families arbitraries
d’elements), satisfent les seglients inclusions: '

OIEr C OE; C OP, per qualsevol t-norma continua 7.

Lema 5.1.1. Sigui {C;}ic; una familia d’operadors extensionals. Llavors
C = A1 Ci és operador extensional.

Demostracié. S’ha de provar que En(C(A),C(4") > En(4, A'), per tot
- AA€[0,1]%. PerveV,es té:

A

PEBWIE@E) = T (INFGAE)|INFaUIE) =

5 P (INFCAWIEUI0) 2



132 ' o _ - Capitol 5

INFT (C(A)()|Ci(A) () 2
INF Er(Ci(A)(v), C:(A)(v)) 2

& (EIEE ET(Ci(A)(v%Ce(A')(v») =
INFE, (G(A),C(4)) 2 Fy(4,4).

”~~
S

2
2

v

L2 2

(*) segueix del fet que T'(z|y) és mondtona creixent i continua per la dreta
respete la variable y.

(**) T'(xy) és mondtona decreixent respecte la variable z.

(***) C; és operador extensional, per cada i € I.

De forma totalment analoga es demostra que 1" (C(A’) (v)|C(A)(v)) > 73‘5 (4,4,
i d’ambdues, Er(C(A4")(v),C{(A)(v)) > Ey(4, A").

Finalment, donada ’arbitrarietat de v € V, es té:

Ey(€(4),¢(4)) = INE Br (C(A)(0),C(A0) 2 Ey(4, 4).

Lema 5.1.2. Sigui {C;}ic; una familia d’operadors extensionals. Llavors
C = V<1 Ci és operador extensional. :

Demostracié. S’ha de provar que 'E€ (C(A),c(AD) 2 E—g(A, A'), per tot
A A € 0,1V, Per tot v € V, es té:

T (C(A)(v)IC(A)(w))

T (SiIEJIP Ci(A)(v)| SUP C,-(A’)(v)) =

T (GEISTPeA)e)

INF T (C(A)W)IC(A)v)) 2

INF Br(C(A4)(v), Ci{A)(v)) 2

1NF (INF B2(CA)0), G0 ) =
" INFEy (Gi(A),Ci(4)) 2, Ey(4,4).

%%

~~
»
—

VIV

v

Les anteriors desigualtats segueixen dels fets:
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(*) T(z|y) és mondtona creixent i continua per ’esquerra respecte a la va-
riable z.

(**) T(zly) és mondtona creixent respecte a la variable y.

(***) C; és operador extensional, per cada i € I.

De forma totalment analoga es demostra que T (c(A)(w)[Cc(A)(v)) > E'§ (A,A),
i d’ambdues, Er(C(A")(v), C(A)(v)) > Ey(A, A').

Finalment, donada ’arbitrarietat de v € V, es té:
Ey(C(A),¢(4)) = INF Er (C(A)(0),C(A)v)) 2 Ey(4, 4). W

v

Els dos lemes anteriors proven:

Proposicié 5.1.3. OEr és un subreticle complet de (OP,<,A,V). H
Aquesta proﬁietat s’extén facilment a OIEr.

~ Lema 5.1.4. Sigui {C;}ic; una familia d’operadors d’inferéncia. Llavors:

(a) € = A1 C: és operador d'inferéncia

(b) € =V, C: és operador d’inferéncia

‘Demostracié. Trivial. B

Com a conseqiiéncia dels lemes anteriors, es té:
Proposicié 5.1.5. OIEr és un subreticle complet de OET.

De forma analoga al que passava amb els generadors d’una T-indistingibilitat, .
els operadors extensionals venen caracteritzats pel fet de ser punts fixos d’uns .
operadors més generals, que actuen sobre la classe OP de tots els operadors
€:{0,1)Y —[0,1}".

Considerem 1’aplicacié

v:0P — OP
C — Y(C)
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on ¥ = /\y.e[O,l]U E#C(nr
O sigui:

v():[0,1)” — [0,1)"
A +— U(C)(A)

definit per ¥(C)(4) = A ci01v Sucw)(A), per tot A € [0,1]Y, o el que és el
mateix,
T(C)(~ = INF S,
©A)e) = INF, Breg(A)0)
per tots A € [0,1]Y, v € V.

~

(Recordem que S,c(y(A)(v) =T (-E"g(A, y)]C(u)(v)), per tots A € [0,1]Y,
veV.) -

Lema 5.1.6. Per tot C € OP, ¥(C) < C.

Demostracié. W(C)(A) = A,cpav Sucqn(A), per tot A € [0,1]V.

En particular, per 4 = A, §AC(A)(A) =C(A) (Téorema 4.3.11),d’on ¥(C)(A) < .
C(A), per tot A€ [0,1]Y. =

Lema 5.1.7. Si € < €’ Navors ¥(C) < Y(C'), per C,C’' € OP qualssevol.

Demostracié. Donats A, u € [0,1]Y qualssevol es té:

.~

—_ =T ‘ a —T ’ —_
Sew(4) =T (Eg(A,micw) < FEHA,mIC'(1) = Swcrg(4),
d’on S, < Spuery) i, per tant,

¥C) = A Suew< A Sww=9(C) =

_pel0,1)Y pefo}v

‘Proposicié 5.1.8. ¥(C) és extensional, per tot C € OP.

NOTA: Aquesta proposicié es pot obtenir com a corol-lari del Lema 5.1.3.
En donem, perd, una demostracié directa que no es basa en aquest lema.
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La finalitat d’aixo és poder obtenir una demostracié diferent del propi Lema
5.1.1. com a conseqiiéncia del Teorema del Punt Fix de Tarski.

Demostracié. Donat C € OP, s’ha de veure que E’.a (¥(C(A4), ¥(C)(A)) 2
_E;(A, A'), per tots A, A’ € [0,1]Y. Fixat v € V, suposem que ¥(C)(A')(v) >
¥(C)(A)(v). |

En aquest cas,
Er (¥(C)(A)(v), U(C)(A)(v)) = T (Z(C)(A) ) ¥(C)(A)(v)) =
= (| INF, Sy000(4)0)] INE, Sye00(A)C0)) =

sef0,1)V
= ] [ S, ! S f 2
INE, 7 (| INF, B ()0t @)0)) >
2 INE, T (Suc(A) ), Suc(A) @) 2
2 e Er (Suc(A)(v), Sucy (A) () =
: ‘ ‘ { A < ‘ —
2 INF, BrINE By (Sucey(A)(v), Spe(A) (@) =
—T —
= INF Ey (Suc(4)) Suce(4)) 2
uelo,jv
—T —=T
> (A, 4) = ", A).
> INF B4, 4) = Fj(A, 4)

. Si, en canvi, ¥{C)(A')(v) < ¥(C)(A)(v), desigualtats del tot semblants a les
anteriors porten a Er (U(C)(A")(v), ¥(C)(A)(v)) > Eq(A', A).

Finalment, donada I’arbitrarietat de v € V, es té:

Ey (¥(C)(4)), ¥(C)(4)) = INF Er (¥(C)(4)(v), ¥(C)(A)(v)) > Ey(A',4),

tal 1 com es volia. W

Teorema 5.1.9. (Primer de caracteritzacié de OEy)
Ce OET si, i només si, ¥(C) =C.

 .Demostracié. Suposem C € OE;. Llavors, segons el teorema 4.3.11
C(A) < Sucw(A), per tot A € [0,1]Y, per tots A,pu € [0,1]Y. Per tant,
C(A) < Auconv Sucw (A) d’on, tenint en compte la proposicié anterior,
resulta C(A) = A o v Sucwy(A) = ¥(C)(A). El reciproc s’obté immediata-
ment com a consequéncia de la Proposicié 5.1.8. ' :
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A continuacié en donem, perd, una prova directa. _

<) Volem veure que per tots 4,4’ € [0,1]Y, es té Eg(C(A),C(A’)) >
EL(A,A). |

Suposem, donat v € V, que C(A)(v) 2 C(A)(v). Llavors

Er(C(A)@),C(A) () = T(C(A)W)IC(A) W) =

2 18F, SO0l >
T (S aca(A)0)IC(A)w)) =
T (S aceay(A) @)S acay(A) () 2
Er (S acay(A)(©), S aceay (A)(v)) >
INF (S acea) (A)(v), S aca(A)(v)) =

Ey (Sacay(A), S aca(4)) 2 ‘Eg(A’, A).

VIV LIV

fl

Si, en canvi, C(A')(v) < C(A)(v), tindrem
Er(C(A)),C(4)w) = T(C(A)IC(A)w) =

7 (| INF, SO 2

T (Swcwn(A))|C(A)w)) =

T (Sacan(®)|Sacan(A)@) 2

Er (S ac(an(A)(v), S arcan(A')(v)) =
INF F€ (Sacun(A)w), Sacun(4)) =

Eg(A, 4"

I

vV IV IV IV

D’ambdues, Er(C(A)(v),C(A")(v)) = ‘Eg(A, A’) i, donada Darbitrarietat de
v €V, By (C(A),C(4)) = INFyey (C(A)),C(4) ) 2 Eg(4,4). W
Corol-lari 5.1.10.

(a) Im ¥ = OEy. |
- (b) ¥ és idempotent (i.e. 02 = ).

Demostracié. Segueix immediatament de la proposicié 5.1.7 i del Teorema
5.18. 1 ‘
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El teorema 5.1.9, a més de caracteritzar els opefadors extensionals, permet
la determinacié de ’operador menys especific entre tots els extensionals que
afiten inferiorment un operador donat. '

Proposicié 5.1.11. Per tot C € O, ¥(C) = \/{S €0Er/S < C}.
Demostracié. Segons el lema 5.1.6 i la proposicié 5.1.8 ¥(C) és extensional

i satisfa ¥(C) < C. Per tant, ¥(C) < \V{S €OEr/S < C}. .
Sigui €' €OEr tal que €' < C. Llavors, pel teorema 5.1.9 1 el lema 5.1.11

' =¥(C") < Y(C), d'on ¥(C) > \/{S € OEr/S < C}
i, d’ambues -desigualtats, '

¥(C)=\/{S€OEr/S<C} W

L’operador & que s’introdueix seguidament proporciona resultats analegs a
P'operador ¥, pero en termes de fites superiors.

Considerem

®.0P — OP
C — P(C)

on
®(C):[0,1]Y — [0,1)V
| A — P(C)(A)
definit per <I>?(C)(A)(v) = SUP ,ci0,11v Spc((A)(w), per tot v € V.
O sigui, 2(C) = V epo,nv Suce-

. Recordem que S,.(,(A)(v) = T(Fg(A, u),‘C(p,)(v)), per tots' v IE v,
p A€ f0,1]Y. ‘
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Lema 5.1.12. Per tot C € O, $(C) > C.

Demostracié.  ®(C)(A) = V 010 Suc(A4), per tot A € [0,1]V. En
particular, per g = A’ ﬁAC(A)(A) = C(A): d’on V#G[O,I]U _‘S.“c(#) (A) 2> C(A))
pertotsveV, A€[0,1]V. & ,

Lema 5.1.13. Si € < (', Havors ®(C) < $(C’), per C,C’ € O qualssevol.

Demostracié. Donats A, p € [0,1]V es té:

Sucw@ = T (Eg(Amc) <
= T(—E'-IU'(A)/"')’Cl(p')) =§“cl(ﬁ)(A) -

d’on S, < S,ey 1, Per tant,

€)= \ Sew< V Sew=2C) =

nelo,)v nelo,1jv

Proposicié 5.1.14. &(C) és extensional, per tot C € OP.

NOTA: Aquest resultat es pot obtenir per aplicacié directa del lema 5.1.2.
En donem, perd una demostracié que no es basa en aquest lema. La fina-
litat d’aixd és poder obtenir una demostracié diferent del lema 5.1.4 com a
corol-lari del teorema Tarski.

Demostracié. Donat C € O s’ha de veure que ~E$ (®(C)(A),®(C)(4")) >
E(A, A") per tots A, A’ € [0,1]7,
Fixat v € V, suposem que ®(C)(A')(v) = ®(C)(A)(v).

En aquest cas,
Er (2(C)(A)@), 2(C)(A)(v)) = T (2(C)(4)@)|2(C)(A)w) ) =
- T( SUP §“c(#)(A’)(4u)|uSUP gw(”)(A)(v)) =

ne(0,1v o)V

= INF T(—‘Suc(#)(A,)(v)‘lugg ﬁvg”c(")(A)(v)) =

kefoa)v
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> INE T (S,000(4)0)|Syc0n (A ) 2
2 INF, Br (S,00)(4)0) Syon(A)0) 2
!
2 INE INE Bz (S,000(A)): Sy (A) @) 2
> ' Ey (A, A).
> INF Ey(4,4) = Ej(4'A)

Si, en canvi, ®(C)(A")(v) < ®(C)(A)(v), deSIgualtats del tot semblants a les
anteriors porten a Er (®(C)(A')(v), ®(C)(A)(v)) > EU(A’ A)
Finalment, donada I’arbitrarietat de v € V, es té:

EY (3(C)(4), $(C)(4)) = INF Er (3(C)(4) (), $(C)(A)(v) > F(4', 4),

tal i com es volia. W

Teorema 5.1.15. (Segon de caracteritzacié de OEr)
C €OEr si, i'només si, (C) =

Demostracié.  Suposem C €0Er. Llavors, segons el Teorema 4.3.16,
C(A) 2 S,e(,)(A), pertot A, € [0, 1]Y. Per tant, C(A) > \/“e[o 1o E,,c(#)(A)
1C(A) = VpG[O 19 Eucgu (4).

El reciproc s’obté immediatament de la Proposicié 5.1.14.
Aixd no obstant, donem també una demostracié directa.
Volem veure que, per tots A, A’ € [0,1]Y, es té 'Ef,(c (A4),C(A")) > -E_Z(A, A).
Suposem, donat v € V, que C(A')(v) > C(A)(v). Llavors
Er(C(A)(v),c(A)(@)) = T (C(A)W)IC(A) @) =
T (C(A’ (v)] SUP . Bucw (A)(v)) >
T (c(4) (v)lEA'C(A')(A)(v)) =
' T(EA'C(A')(A')(v)|EA'C(A')(A)('U)) >
Er (Eacia(A) )| Eacian(A) (v)) >
Ey (Eacian(A), Eacan(4)) = Ey(4', A).

i

(AVAN AV AV

t

Si, en canvi,:C (A)(v) < €(A)(v) tindrem



140 ' - Capitol 5

T (C(A)@)IC(A) (v)) =
(C (A)(v) | SUP S.cw (A" (v)
f: C(A)(v) |§AC(A) (A) (U))
T (SAC(A)(A)(U)lS AC(A") (A')(v))
ET (S aciay (A (®)|S aceay (A’ )(U))
Ey (Saceay(A) Saca(4) > Ey(4,4).

Er(C(A)@), C(4) @)

vV IV Il IV

D’ambdues Er (C(A)(v),C(A")(v)) > -E—g(A, A'), i, donada larbitrarietat de
veV, .

B} (C(4),C(4") = INF Er (C(4) ), C(4)®)) 2 Ey(4, 4). m

El segon teorema de caracteritzacié permet d’establir ’operador extensional
més especific entre tots els extensionals que afiten superiorment un operador
donat.

Proposicié 5.1.16. Per tot C € OP, $(C) = A{S €OEr/S > C}.

Demostracié. Segons el lema 5.1.12 i la proposicié 5.1.14 &(C) és exten-
sional i ®(C) > C. Per tant, ®(C’) > A{S €OEr/S > C}.

D’altra banda, donat C’ €OEr, tal que C' > C, segons el teorema 5.1.15 i
el lema 5.1.13, C' = ®(C') > ®(C). D’aqui ¢(C) < A{S € OEr/S = C} i,
d’ambdues desigualtats, (C) = A{S € OEr/S >C}.

A posteriori, els teoremes de caracteritzacié d’operadors extensionals propor-
cionen una nova demostracié del fet que (OEr, <) és un subreticle complet
de (OP, <). En efecte, tant & com ¥ sén operadors mondtons de (0P, <) en
si mateix, i el conjunt dels seus punts fixos és OEz. Per tant, també aqui es
_pot aplicar el Teorema del Punt Fix de Tarksi, que assegura que el conjunt
dels punts fixos és un subreticle complet.

Els operadors d’inferéncia extensional, també es caracteritzen pel fet de ser
punts fixos d’operadors que actuen sobre OP. Per ells es pqden demostrar
resultats analegs als obtinguts pels operadors extensionals.
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Considerem ’aplicacié
| M:0P — OP
D — M(D)
on M = /\pG[O v CuD(u)
O sigui:
M(@D):(0,1]" — [0,1)"

definit per M(D)}(A) = A e v Cup(w(A), per tot A € [0,1]Y, o, el que és
el mateix, 7 _

MD)A)o) = INF, Cuogo(A)0),
per tots A € [0,1]Y, ve V.

(Recordem que Cyppy(A)v) = T (’E@(A, WD), per tots
Ael0,1)V,veV).

Lema 5.1.17. Per tot D € OP, M(D) < D.

Demostracié. M(D)(A) = A 0.0 Cupey(4), per tot A € [0,1]7.

En particular, per p = A4, C Capa)(A) = D(A) (teorema 4.3. 2) d’on
M(D)(A) = A.cov C,,D(,,)(A) <D(A),pertot A€[0,1]V. W

Lema 5.1. 18 Si D < D, llavors M(D) < M: (’D’), per D,D' € OP quals-

sevol.

Demostracié. Donats A, u € [0,1]Y qualssevol, es té:
Coa(d) = T (INPTAWILWIPG)) <
< T (RETAGBIP W) =Caw()

d’on E“D(F) < E”D(”I) i, per tant,

M(D) = /\ E#D(#) < /\ Ea‘D'(u) =M (Dl)o_ u
‘ - puelo,1]V pefo1jv
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Proposicié 5.1.19. M(D) és operador d’inferéncia extensional, per tot
DeOP.

NOTA: Aquesta proposicié es pot obtenir com a corol-lari del lema 5.1.2.
En donem, perd, una demostracié directa que no es basa en aquest lema.
La finalitat d’aixo és poder obtenir una demostracié diferent del propi lema
5.1.3. com a conseqii¢ncia del Teorema del Punt Fix de Tarski.

Demostracié. Es evident que M(D) és operador d’inferéncia, perqué és
infim d’operadors d’inferéncia. En quant a 1’extensionalitat, s’ha de veure
que

Ey (M(D)(A), M(D)(A")) > Eg(A,A"), per tot A, A’ €[0,1)V.

Fixat v € V, suposem que M(D)(A')(v) > M{(D)(A)(v).
En aquest cas, |
Er (M(D)(A')(v), M(D)(A)(v)) = T (M(D)(A") ()| M(D)(A) (v)) =

A

= (| INF, B (4)0)] INF, Croa(A)0)) =

nefo,1)v

= B (B, S0 A1) =
= INF 7 (CuD(u)(4 )(”)lcivw(*“)‘”)) >
> INF, Br (CuD()(A)0), Cyoio (A)(0) 2
> INE INE Er (CuD(s)(4)(),Cuogr(A)(v) =
= INF Ey (CuD(e)(A"),Cupga(4)) >

pelo,1jv :
> INF Ey(A,A) =Ey(4',A)

pe(0,1)Y

Si, en canvi, M(D)(A')(v) < M(D)(v), desigualtats del tot semblants a les.,
 anteriors porten a Er (M(D)(4')(v), M(D)(4)(v)) > Ey(4', A). -

" Finalment, donada Parbitrarietat de v € V, es té:
Ey (M(D)(A'), M(D)(4)) = INF Er (M(D)(A)(v), M(D)(A)(v)) 2
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tal i com es volia. B

Teorema 5.1.20. (Primer de caracteritzacié de OIEr)
D €OIEr si, i només si, M(D) = D.

Demosfzacié. Suposem D €OIEr. Llavors, segons el teorema 4.3.2,
D(A) < Cpup(u)(A), per tots A, i1 € [0,1]”. Per tant, D(A) < A 010 Cupwy(4) =
M(D)(A) d’on tenint en compte el lema 5.1.17 es conclou D(A) = M(D)(A).

Pel reciproc, és suficient aplicar la proposicié anterior. W

L’operador N proporciona resultats analegs a 'operador M, pero en termes
de fites inferiors.

Considerem Paplicacié
N:OP — OP
D — N(D)
on N =V 00 Cuu)- |
O sigui:
N(D):[0,1]Y — [0,1})V
' A — N(D)(A)

definit per N(D)(A) = V .epo.qyv Cupy(4), per tot A € [0,1]7, o, el que és el
mateix, _
NOIAYW) = INF C,o0(A)0),

per tots A € [0,1)%, ve V. _
 (Recordem que C,py(A)(v) = T (INF,,eU T(u(w) IA(u)),'D(p)(v)), per tots
Ael0,1]% veV).

| Lema 5.1.21. Per tot R € OP, N(D) > D.

Demostracié. N(D)(A) =V ¢ Cungy(4), per tot A € [0,1]7.

En particular, per p = A, Cap4)(4) = D(A), d’on V¢ v Crcgy(4) 2
D(A). ® B
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Lema 5.1.22. Si D < D, llavors (D) < ®(D'), per D, D’ € OP qualssevol.
Demostracié. Donats A4, p € [0,1]V es té:

Coona@) = T (INE T4, D)) <

< T(gggi‘(u(u)'m'(u)),D(#))
= Cipw(4),

d’on C,p,) < < €, () 1, per tant,

N(D) = V g-#D(u) < V Cupy = N(D') .

peo,1v nefo,1)v

Proposicié 5.1.23. N(D) és operador d’inferéncia extensional, per tot
R € OP.

NOTA: Aquest resultat es pot obtenir per aplicacié directa del lema 5.1.2.

En donem, perd una demostracié que no es basa en aquest lema. La finalitat

d’aix0 és poder obtenir, a posteriori, una prova diferent dels lemes 5.1.2 i
5.1.3 com a corol-lari del Teorema del Punt Fix de Tarski.

Demostracié. Es evident que N(D) és operador d’inferéncia, perque és
infim d’operador d’inferéncia.

En quant, a ’extensionalitat, s’ha de veure que
Ey (N(D)(A), N(D)(A) > Ey(4,4) VA, A € 0,17,

Fixat v € V, suposem que N(D)(A')(v) > N(D)(A)(v).

En aquest cas,

Er (N(D)(4)(v), ND)(A)©) = T (N(D)A)©)|ND)A) ) =
_ (SUP oo (4)(0)] SUP, € _“D(F)(A)(v))

€{0,1)U efo,1)v

= INF, 7 (€00 (4)0)] SUP, Cooia()0)) 2

uelo, v
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> INF, T (€0 (4)0)| Rrog(A)0)) 2
> “25}131‘0 Er (€0 (A) (), C iy (A)w)) >
> INF INE Er (€ (A (v), Cupy (A) W) =
= “éggu Ey(c Cop(y(A), Cupy(4)) = -

> INF Ey(4,4) = Ey(4,4).

Si, en canvi, N(D)(A')(v) < N(D){(A)(v), desigualtats del tot semblants a
les anteriors porten a Er (N(D)(A")(v), N(D)(A)(v)) > Eg(A', A).

Finalment, donada ’arbitrarietat de v € V, es té:

By (D)), N(D)(A)) = INE By (N(D)A)(w), N(D)A)(v)) 2

E. (A", A),

v

tal i com es volia. M

Teorema 5.1.24. (Segon de caracteritzacié de OlIEr)
D €OIEry si, i només si, N(D) =

Demostracié. Suposem D €OIEy. Llavors, segons el Teorema 4.3.15,

D(A) > C,p((A), per tots A € [0,1]Y, p € [0,1]V. Per tant, D(A) >

V“E[O 1w Cup(uy(A) i com que C4pay(A) = D(A), en particular, D(A4) =
weioe Cungey(A)-

El reciproc s’obté immediatament de la proposicié 5.1.23. W

El Segon Teorema de caracteritzacié permet d’establir ’operador més es-
pecific entre tots els d’inferéncia extensionals que afiten superiorment un
operador donat. ‘

i - .
- Proposicié 5.1.25. Per tot D € OP, N(D) = A{C €OIEr/C > D}.

Demostracm Segons el lema 5.1.21 i la proposicié 5.1.23 N(D) és exten—
sional i N(D) > D. Per tant, N(D) > A{C €OIEr/C > D}.

D’altra banda, donat D’ €OIEr, tal que D' > D, segons el teorema 5.1.24 i
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el lema 5.1.22, D' = N(D') > N(D), i d’aqui N(D) < A{C €OIE/C > D}.
D’ambdues desigualtats, N(D) = A{C €OlEr/C>D}. N

A posteriori, els teoremes de caracteritzacié d’operadors extensionals propor-
cionen una nova demostracié del fet que (OIEz, < ) és un subreticle complet
de (OP, <). En efecte, tant M com N sén operadors monotons de (OP, <)
en si mateix, i el conjunt dels seus punts fixos és OIEr. Per tant, també aqui
es pot aplicar el Teorema del Punt Fix de Tarksi, que assegura que el conjunt
dels punts fixos de N o M (i.e. OIEr) és un subreticle complet.

Definicié 5.1.26. Una familia {{1;}ics C 0,1}V és una cadena totalment
ordenada per < (Pordre puntual en [0,1]Y) si, i només si, p1; < p; 0 p; < s
per tots 4,5 € 1.

Definicié 5.1.27. Un operador C : [0,1]Y — [0,1]V és extensional sobre
cadenes totalment ordenades si, i només si, la restriccié de C a qualsevol
cadena totalment ordenada és extensional.

Teorema 5.1.28. (Tercer de caracteritzacié) C €OIEr si, i només si, C
és operador d’inferéncia 1 és extensional sobre cadenes totalment ordenades.

Demostracié. El directe és obvi.

Pel reciproc,

Ey(c(4),c(4)) = Ey(C(A) AC(A),C(A) ve(4D) =
2 Bucand),cavay)z
> E (ANA,AVA") = EN(A,A),

per tots A, A’ € [0,1}".

- (¥*) segueix del fet que, si C és operador d’inferéncia,
C(ANA") < C(A)ANC(A) < C(A)VC(A) < C(AV A,

i (**) és conseqiiéncia de la proposicié 3.2.15. |
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5.2 Teoremes de Representacio

Una objeccié que se sol formular a CRI, no importa quin tipus de CRI, és
que a partir d’una sola regla “si A llavors B”, es dedueix totes les possibles
regles “si A’ llavors B", per qualsevol A’ € [0,1]. Com es pot mantenir
que, a partir d’una sola observacié (formulada en forma de regla), es conegui
tota la relacié de dependéncia entre els universos U i V, (formulada com una
relacié6 R: U x V — [0,1])? '

La resposta a aquesta objeccié s’ha de buscar en el marc del raonament
aproximat. Quant més diferents sén les hipotesis A i A, menys especifica és
la tesi associada B’ = CRI(A') i, per tant, menys informacié conté. .

(Obviament, tant ’objeccié com la resposta poden ser també formulades als
operadors d’inferéncia introduits al capitol anterior).

Aquesta resposta és, perd, qualitativa. Donat un mecanisme d’inferéncia, -
CRI, Operador Natural d’Inferéncia, o qualsevol altre-, el problema esta en
quantificar la pérdua d’especifitat en les tesis derivades. Cal poder assegurar
que, si en comptes d’'una sola regla, es disposa d’'un conjunt de regles “si
A; llavors B;” (i € I), llavors les tesis associades a hipodtesis A;, (¢ € I)
obtingudes via el mecanisme d’inferéncia que estem fent servir a partir d’'una
regla particular “si A;, llavors B;,”, siguin sempre menys especifiques que les
tesis B; (i € I) que apareixin a les propies regles.

Enla literatura, es fa referéncia als sistemes descrits per un conjunt de regles
com a sistemes de regles paral-leles [Dubois & Prade, 97).

En aquest capitol provarem que, si les regles “si A; llavors B;”, (i € I), han
estat donades de forma extensional, (per exemple, si provenen de l’extensié
f* d’una funcié f : U — V), llavors 'operador natural simetritzat és dptim
respecte a la condicié precedent. Si, a més, ens restringim a la classe dels
operadors d’inferéncia extensionals, llavors 'operador Ooptim és justament
'operador natural d’inferencia. ‘

Des d’un punt de vista purament estructural, les consideracions precedents
- donen lloc als teoremes d’interpolacié i representacié en OEr i OIE7.

Donat S : [0,1]V — [0,1]V un operador extensional, considerem la familia de
regles “si A; llavors B;”, (i € I), A; € [0,1]Y, B; € [0,1]V i B; = S(A;) per
tot ¢ € I. Ens referirem a aquest fet dient que les regles han estat generades
a través de S. '
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Notarem per S; ’operador natural simetritzat associat a la regla i. O sigui:

Si: [0, — [0,1)"
A — Si(4)

on Si(A)(w) = T(Ey(A, A)|B; (v)), per tot v € V.

Considerem també:

5:0,1° — [_0,‘1_]"
A — S(A4)

definit per S(A)(v) = INFic; Si(A)(v), per tot v € V.

O sigui: S AtGI
En aquesta situacio, es té:

Teorema 5.2.1. (Primer d’interpolacié en OEr)

. (a) SSVE

(b) S(A;) = B;, per tot i € I (i.e. S interpola totes les regles).

(c) S és un operador T-extensional.

(d) S és el menys especific respecte <y satisfent (b) i (c).

Demostracid.

(a) Com que les regles han estat generades atravésde S, es té: S(A4;) = B;,
* per tot i € I. Perd per cada regla “si A; llavors B;” en particular, S;
és el menys especific operador extensional satisfent aquesta condicig, i

per tant, S <y S;, per tot i € I, d’on S <y A,;Si =S.
(b) Per cada j € I, es té —S-j.(Aj) =-B;, i per tant
g(AJ) = A.S-,(AJ) Su Bj.

iel

Perd, segons (a), també es té S(A4;)y = S(4;) = B,, i d’ambdues

resulta S(4;) =
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(c) Conseqii¢ncia del lema 5.1.1.

(d) Si &' satisfa (b) i (c), podem considerar que les regles han estat gene-
rades a través de S’ i aplicar (a), d'on &' <, S. '

1

Aixi, el teorema d’interpolacié d’OEr estableix que qualsevol operador ex-
tensional es pot interpolar com a infim d’operadors extensionals, mantenint
sempre els nivells d’especificitat en la interpolacié per sota de 1'operador
donat. Aquesta propietat caracteritza els operadors extensionals.

Teorema 5.2.2. (Primer de representaci6 en OEr)

S : 10,1}V — [0,1]V és operador T-extensional si, i només si, existeix una
familia de regles “si A; llavors B;”, i € I, satisfent S = A,.; Si.- '

Demostracié. Pel directe s’aplica el teorema 5.2.1 amb I = [0,1]Y, i regles
“si A llavors S(A)”.

El reciproc s’obté del lema 5.1.1, tenint en compte que S és extensional, per
totiel. N '

Aixi, el teorema 5.2.2 posa de manifest que els operadors T-extensionals
constitueixen una classe d’operadors representable com a infim d’operadors
naturals simetritzats, de forma totalment analoga a com un operador de
T-indistingibilitat E' ho és a partir de T-indistingibilitats elementals Ej,.

El primer teorema de representacié justifica la segiient definicié:

Definicié 5.2.3. L’operador natural simetritzat associat a un conjunt de
regles “si A; llavors B;”, © € I, sera

3‘—"/\3-,

iel

on S; és 'operador natural simetritzat associat a la regla i € I.
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0

\Y%

Figura 5.1. L’Operador Natural Simetritzat S associat a dues regles.

Per la simetria entre A iV en el reticle (OEr, <, A, V), es pot obtenir resultats

analegs als anteriors respecte al suprem d’operadors.

Notem per S; el més especific dels operadors extensionals associat a la regla

“si A; llavors B;”,i€ 1, i.e.
S;: [0’ 1]U I ‘[Ov I]V
A — S(4)
on S;(A)(v) = T(Ey(A, A;), Bi(v)), per tot v € V.
Considerem també

S0, — [0,1"
A — S(4)

- .definit per S(A)(v) = SUPy; S;(A4)(v), per tot ve V.

O sigui: S =V S,.
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\Y

Figura 5.2. L'operador S associét a dues regles.
En aquesta s“ituacié, es té:
Teorema 5.2.4. (Segon d’Interpolacié en OEy)
(a) S<vS
(b) S(A:) = By, per tot- i € I (i.e. S interpola totes les regles).
(c) S és un operador T-extensional.

(d) S és el més especific respecte <y satisfent (b) i (c).

Demostracié.

(a) Com que S és extensional i S(A;) = B;, (les regles han estat generades
‘a través de S), llavors S; < S, (Teorema 4.3.16). -

Per tant, S; <v S, per tot i € I, d’on § =V, S; <v S.
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(b) Per cada j € I, es té S;(A;) = Bj, i per tant

S(45) = \/ 8:(4;) 2, B;.

il
Pero, segons (a), també es té S(4;) <, S(4;) = Bj, i d’ambdues
resulta S(A;) = B;.
(c¢) Conseqiiéncia del lema 5.1.2.
(d) Si &’ satisfa (b) i (c), podem considerar que les regles han estat gene-
rades a través de 8’ i aplicar (a), don S < §'.
|

Teorema 5.2.5. (Segon de Representacié en OE7)

S : [0,1]Y — [0,1]V és operador T-extensional si, i només si, existeix una
familia de regles “si A; llavors B;”, i € I, satisfent S =\/,; S;.

Demostracié. El directe és conseqiiéncia del teorema 5.2.4 amb I = [0,1}Y,
i regles “si A llavors S(A)”.

El reciproc s’obté del lema 5.1.2, tenint en compte que S; és operador exten-
sional, pertoti€l. W
Es disposa de teoremes d’interpolacié i representacié del tot semblants als

anteriors en la classe OIEr dels operadors d’inferéncia extensionals.

Sigui C : [0,1] — [0,1]V un operador d’inferéncia extensional
(i.e. € €0IEr), i considerem una familia de regles associada “si A; llavors
B, A € [0, I]U‘, B; € IO, l]v, iB;= C(At), per tot ¢ € I.

Ens referirem a aquest fet dient que les regles han estat generades a través
de C.

Notarem per C; 'operador natural d’inferéncia associat a la reglé. 1€l. 0
sigui:

C::[o, l]U — [0, 1]V
A — Ci(A)

on C(A)(v) =T (INFuEu T(A(w)|As) ()], B,-(v)), per tot v € V.
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Considerem també

S C:[0,1Y — [0,1]"
A s C(A)

definit per C(A)(v) = INF;¢; C;(A)(v), per tot v € V.
O sigui: C = A, C:.

En aquesta situacid, es té:

Teorema 5.2.6. (Primer d’interpolacié en OIEr)

(b) C(A:) = B;, per tot i € I (i.e. C interpola totes les regles).
(c) C és operador d’inferéncia T-extensional (i.e.. C €O0IEy).

(d) C és el menys especific respecte <y satisfent b) i c).

Demostracié.
(a) Per tot i € I, C < C; (teorema 4.3.2) i, per tant,

C <INFC; =C.

iel

(b) Per cada j € I, es té C;(A;) = B;, i per tant

E(AJ) = H;IIF_C-,(AJ) S Bj.

Pero, sée_gons (a), també es té que C(A;), > C(A;) = B;, i d’ambdues
resulta C(A;) = B;, per tot j € I.

(¢) Consegqiiéncia de la proposicié 5.1.5.

(d) Si C’ satisfa (b) i (c), podem considerar que les regles han estat gené;
rades a través de C' i aplicar (a), d’on ' <, C. u
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Teorema 5.2.7. (Primer de representacié en OIEz)

C : [0,1}Y — [0,1]V és operador d'inferéncia extensional (i.e. C €OIE7) si,
i només si, existeix una familia de regles “si A; llavors B;”, i € I, satisfent
C = NesCi-

Demostracio. El directe és conseqiiéncia del Teorema 5.2.4 amb
I=1[0,1}Y, i regles “si A llavors C(A4)”.

El reciproc s’obté de la proposicié 5.1.5 tenint en compte que C; és operador
d’inferéncia extensional, pertot i€ l. W

El primer teorema de representacié justifica la segiient definicié:

Definicié 5.2.8. L’Operador Natural d’Inferéncia associat a un conjunt de
regles “si A; llavors B;”, i € I, sera:

T= NG

i€l

on, per tot i € I, C; és I'Operador Natural d’Inferéncia associat a la regla.

1 | A

: . v
Figura 5.3. L’Operador Natural d’Inferéncia C associat a dues regles.



Estructura dels operadors extensionals 155

Els corresponents teoremes d’interpolacié i representaci6 per suprems s’obtenen
a partir dels operadors C; associats a cada regla “si A; llavors B;”, i € I
definits com: ‘

¢: 0,1 — [0,1)V
A — C(A)

on C,(A)w) =T (INFueU T(A(u)|Ai(w)), B(v)) per tot v € V.
Considerem també .

¢:0,11 — [0,1)"
A — C(A)

amb C(A)(v) = SUP;c; C;(A)(v), per tot v € V. O sigui: C=\/C,.

Figura 5.4. L’bperador C associat a dues regles.

En aquesta situacio, es té:
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Teorema 5.2.9. (Segon d’interpolacié en OIEz)

(a) C=vC
(b) C(A;) = B;, per tot 7 € I (i.e. C interpola totes les regles).
(c) C és operador d’inferéncia T-extensional. |

(d) C és el més especific respecte <y satisfent (b) i (c).

Demostracid.

(a) Com que C és operador d’inferéncia extensional i C(A;) = B;, (les
regles han estat generades a través de C), llavors C; < C, per tot i € I,
(Teorema 4.3.15). Per tant, C; = \/,.,C; <v C.

(b) Per cada j € I, es té C;(A;) = Bj, i per tant

C(4;) = \/ C(45) 2. B;.

i€l
Perd, segons (a), també es té C(4;) <, C(A;) = Bj, i d’ambdues,
resulta C(A;) = B;, per tot j € I.
(¢) Conseqiiéncia de la proposicié 5.1.5.
(d) Si C' satisfa (b) i (c), podem considerar que les regles han estat gene-
rades per C’ i aplicar (a), d’on C < C'.
|

Teorema 5.2.10. (Segon de representacié en OIEr)

€ :[0,1]Y — {0,1]V és operador T-extensional si, i només si, existeix una
familia de regles “si A; llavors B;”, i € I, satisfent C = \/,,C;.

Demostracié. El directe és conseqiiéncia del teorema 5.2.8 amb I = [0, 1],
i regles “si A llavors C(A)”.

El reciproc s’obté de la proposici6 5.1.5, tenint en compte que C; és operador
d’inferéncia extensional, per tot: €. M
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Dels quatre teoremes d’interpolacié precedents, tant sols el Primer d’inter-
polacié en OIE; (Teorema 5.2.6) admet per si mateix una interpretacié clara
en termes de Raonament Aproximat Interpolatiu. D’una banda, I'operador
C introduit és operador d’inferéncia, i aixd garanteix que 1’especificitat en la
informacié flueixi de forma coherent entre [0,1]Y i [0,1])V. D’altra banda, és
el menys especific (i.e. el que assumeix menys informacié addicional) entre
tots els de la seva classe que interpolen les regles.

Ara bé: tots quatre operadors introduits en els teoremes d’interpolacié tenen
una interpretacié clara si els considerem per parelles. En efecte, com que S <
S, la parells [S S] determina un interval respecte 'ordre < en {OP, <, A, V}
de manera que qualsevol operador extensional S que hagi pogut generar les
regles “si A; llavors B;” a interpolar, ha de satisfer necessariament S € [S,S].
Aixd acota la familia de possibles operadors extensionals que pot determinar
un conjunt de regles donat.

Laltre parella la formen [C,C], i satisfa la mateixa propietat que [S,S] re-
specte a un C desconegut que ha generat les regles, sota la hipodtesi que C és
operador d’inferéncia extensional. :

5.3 Especiﬁtat de les regles i interpolacié
aproximada |

L’ordre puntual entre difusos (definicié 2.2.1) indueix una ordenacié en les
regles “si A llavors B”, A € [0,1)Y, B € [0,1)". :

Si representem la regla “si A llavors B” per (4, B) € [0,1}Y x[0,1]", aquesta
ordenacié ve definida per:
(A,B) < (A, B') si, i només si, A' <y A i B<v B

La relacié < és un ordre parcial, i (R}, <,A, V) és un reticle amb:
- Ry={(4,B)/A€[0,1)”,B€[0,1]"}
(A, B)A(A,B) = (AV 4, BAB'),
(A,B)V(A,B')=(AANA,BV B'),
per tots (4, B), (4, B') € Ry. _
La interpretacié de la relacié < introduida en R}, és ben clara: que (4, B) <

(A, B') significa que la regla “si A llavors B” és més espec1ﬁca (i.e. conté.
més informacié) que la regla “si A’ llavors B"™.



158

Capitol 5

Definicié 5.3.1. Si C;,C; : [0,1]Y — [0,1]V sén operadors d'inferéncia,

direm que C, és més especific que C, si C,(A) <y Co(A), per tot A € [0,1]Y.

Proposicié 5.3.2. Si €;,C; : [0,1)Y — [0,1}V sén operadors d’inferéncia,

son equivalents:

(a) C; és més especific que Cy

(6) (4,C1(A)) < (4,C2(4)), per tot A € 0,1]"

Demostracié. Trivial. W

Aixi, C; és més especific que C, si, i només si, C; genera regles més especifiques
que C,.

En un procés de descripcié d’un sistema exterior a través de regles difuses,
les primeres observacions efectuades generaran regles molt poc especifiques.
El mecanisme d’interpolacié de les regles hauria de garantir que les noves
regles obtingudes a mesura que es disposa de més informacié puguin ser
afegides a la base de regles i interpolades sense entrar en contradiccié amb la
interpolacié de les anteriors, sindé només augmentant-ne ’especifitat. Aquesta

propietat est garantida si les regles s’estenen a través de I'Operador Natural
d’inferéncia associat.

Sigui € : [0,1})V — [0,1}Y, i considerem una familia de regles “si A; llavors
By, i € I, tals que (A:i,C(Ai)) < (A;, Bi), per tot 2 € I. Com que les regles
donades sén menys especifiques que les obtingudes a través de Cj, es pot
pensar que descriuen aproximadament 1’operador C.

Considerem ’Operador Natural d’Inferéncia associat a les regles “si A; llavors
B”,iel,C* = \,,C!, amb

CH(A)(w) = (INFT(A(u)IA (u))lB(v))

pertotveV, A€ [0 1.

Considerem també I’Operador Natural d’Inferéncia associat al conjunt de
regles “si A; llavors C(4;)”, i € I, C = \;; Ci, amb

T =T (IN,I«;T (AIAG) A0
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pertotsv eV, A€ [0,1].

Teorema 5.3.3. (D’interpolacié aproximada)
En la situacié precedent, C < C < C*.

Demostracié. C < C és conseqiiéncia del teorema 4.3.2.
A més, com que C; < Cf, també C = A, ., C; S \,;Cr=C. M





