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INTRODUCCION.

En esta memoria estudiamos algunas clases de operadores (lineales con-
tinuos) entre espacios de Banach, que poseen estructura de semigrupo y cuyo
origen se encuentra en la teoria de Fredholm. Dicha teoria nace del analisis
de las ecuaciones integrales a principios del siglo XX. El problema central de
esta teoria, desde el punto de vista abstracto, es el estudio de las clases F',
y F_ de los operadores semi-Fredholm: propiedades algebraicas, estabilidad
bajo perturbaciones, etc.

La clase T de los operadores tauberianos fue introducida por Kalton
y Wilansky [32] como respuesta a un problema de sumabilidad. Estos
operadores han sido utilizados en la resolucion de otros problemas tales como
la preservacién de propiedades isomorfas de espacios de Banach [39], facto-
rizacién de operadores [13], etc.

La clase ¥, de los operadores supertauberianos fue introducida por
Tacon [49] como una subclase de la de los tauberianos, que no presenta
alguna de las anomalias de esta tultima.

Las clases F'y, W, y T4 son semigrupos (es decir, estables por productos)
estables ante perturbaciones por operadores pertenecientes a determinados
ideales. Ademads, por dualidad tienen asociados otros semigrupos, F_, ¥_
y T_. Los isomorfismos entre espacios de Banach pertenecen a todos los
citados semigrupos.

Recordemos que, fijado un ultrafiltro no trivial U, cada espacio de Ba-
nach X puede ser sumergido en otro espacio de Banach X, la ultrapotencia
de X respecto de U, y cada operador 7" : X — Y admite una exten-
siéon T;, : X,, — Y,,. Nuestro objetivo es estudiar las propiedades de T;,
cuando T pertenece a alguno de los semigrupos Fy, ¥, ,... Como aplicacién
obtendremos nuevas caracterizaciones de los semigrupos y de ciertas clases
de espacios de Banach asociadas, y nuevas demostraciones de resultados
conocidos.

Las construcciones ultraproducto aparecieron en los anos 50 y 6o, cuando
Los, Tarski, Chang, Keisler y otros, aplicaron la nociéon de ultrafiltro a la
teoria de Modelos y Conjuntos. Las nuevas técnicas descubiertas encontraron
rapida aplicacién en el campo del Anélisis Matematico, dando como fruto los
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trabajos de Robinson, Luxemburg, Dacunha-Castelle y Krivine, entre otros.
Robinson [43] funddel andlisis no-esténdar, teoria que logra dar un soporte
l6gico a los nimeros infinitesimales de Leibniz, y Luxemburg [38] establecidel
concepto de envoltura no-estandar. Dacunha-Castelle y Krivine [12] fueron
los primeros en emplear las técnicas ultraproducto en el estudio de los espa-
cios de Banach, que posteriormente fueron perfeccionadas por Heinrich [23].
Resumiendo, podemos decir que el uso de estas técnicas no clasicas en el
Analisis Matematico ofrece dos aplicaciones fundamentales. La primera de
ellas, obtener nuevos resultados que, con el solo empleo de las técnicas de
la matematica clasica, no seria posible. La segunda, reformular sugerente-
mente resultados ya conocidos, con el objeto de conseguir demostraciones
notablemente simples.

En cierto modo, la envoltura no-estandar y las técnicas ultraproducto
son equivalentes debido a que ambas deducen sus resultados del estudio de
ciertos ultraproductos (consiltese [43; 2.5]). La diferencia radica en los
métodos de trabajo. Algunos autores se inclinan decididamente por una
de ellas. Citamos a Henson [25] textualmente: “It is our opinion that the
nonstandard analysis approach has definite conceptual advantages over the
ultraproduct method.....in that nonstandard analysis has developed a natural
collection of tools and concepts (such as the internal cardinality of a *-finite
space).” Nosotros encontramos que un correcto manejo de las técnicas no-es-
tandar supone una sélida base en Légica y Teoria de Modelos. Por lo general,
en la matematica clasica no es necesario ser consciente de la diferencia que hay
entre el modelo que se esté estudiando, y el lenguaje con el que interpretamos
dicho modelo (esto es, el lenguaje con el que formalizamos definiciones,
teoremas, etc). Sin embargo, reconocer esa diferencia es fundamental para
los métodos del andlisis no-estandar. Pongamos un ejemplo (constltese
[43; pg.42]): a cada modelo M se le asocia un lenguaje L —con el que se
formulan los teoremas sobre M-y un modelo no-estandar * M. Las sentencias
formuladas dentro del lenguaje L también tienen sentido en *M; con mas
precisiéon: el andlisis no-estdndar dispone de una serie de herramientas,
como el principio de transferencia, que permiten interpretar, en M y en
*M, el significado de las sentencias formuladas en L. Pero en *M “existen
objetos” sin nomenclatura en el lenguaje L, los llamados objetos externos.
En consecuencia, los objetos externos no pueden ser incluidos explicitamente
en las sentencias de L. Ademads, estos objetos externos no son patoldogicos en
modo alguno: el conjunto N de los niimeros naturales, como subconjunto de
*N, es un objeto externo. Esto implica que la obtencién de resultados en a-
nalisis no-estandar precisa una habil y cuidada formulacién de las sentencias
légicas. Por contra, la técnica de ultraproducto no presenta este tipo de
dificultades, y asi quedaria patente en esta memoria. Citemos a Chadwick
y Wickstead [11], dos autores que emplean ultraproductos: “A construction
slightly more general than our definition ET is possible. The non-standard
hull of the Banach space E... indeed ultrapowers of E are special cases of
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this construction. While it would be nice to have the language and results of
non-standard analysis available to us, there appear to be difficulties in proving
our results at that level of generality”.

Esta memoria consta de cuatro capitulos, subdividiéndose cada uno de
ellos en varias secciones. Dentro de cada capitulo, las definiciones, proposi-
ciones, teoremas, etc, llevan una numeracién comun correlativa, indepen-
diente de la seccion en la que se encuentren.

Comenzamos el primer capitulo recordando en la seccién 1.1 los resulta-
dos basicos sobre ultrafiltros, haciendo mencién especial de los conceptos de
ultrafiltro Xg-incompleto, y de producto de ultrafiltros, claves en las técnicas
de ultraproductos. En la secciéon 1.2 recordamos los conceptos de wultra-
potencia de espacios de Banach y de conjuntos. Los conjuntos compactos
pueden ser identificados con la ayuda de un ultrafiltro Rg-incompleto. Esta
propiedad sera utilizada para caracterizar, en términos de ultrapotencias,
la clausura de un conjunto, los espacios de dimension finita y los conjuntos
compactos. Otro de los principales usos de los ultrafiltros Xgp-incompletos es
la construcciéon de apropiados elementos en una ultrapotencia X,, mediante
un sistema que recuerda al método de diagonalizacién para la obtencion de
ciertas sucesiones especiales. El argumento sera empleado repetidamente a
lo largo de esta tesis, siendo quizé en la seccion 3.2, dedicada a los opera-
dores cosupertauberianos, donde su uso es mas brillante y elaborado. Por
su parte, el producto de ultrafiltros nos proporcionara un sencillo método de
obtencién de ultrafiltros Ny-incompletos por un lado, y por otro, el conocido
teorema de iteracion finita, que establece una identificacién isométrica entre
la ultrapotencia reiterada (X)), y Xy «y. El teorema de iteracién finita nos
permitirda obtener posteriormente demostraciones con notable economia.

En la seccion 1.3 recordamos el concepto de ultrapotencia de operadores
(acotados) entre espacios de Banach. Obtendremos caracterizaciones de
los operadores de rango cerrado en funciéon de las ultrapotencias de sus
nicleos y rangos. Estas caracterizaciones seran vitales tanto en el estudio
de los operadores semi-Fredholm como en la identificacién de los operadores
supertauberianos y cosupertauberianos de rango cerrado.

En la seccién 1.4 se recuerdan los conceptos de representacion finita
de espacios de Banach y de superpropiedad, y damos sus correspondientes
caracterizaciones mediante ultraproductos formuladas por Heinrich [23], en
las que se prueba que Y es un espacio de Banach finitamente representado
en X si existe un ultrafiltro U tal que Y C X,,. Ofreceremos parte de su
demostracion, pues a ella necesitaremos acudir desde diversos puntos de esta
tesis. Haremos notar que el ultrafiltro I/ para el que se verifica Y C X, ha de
ser tomado en ocasiones sobre un conjunto I necesariamente grande. Este
hecho motiva que en nuestro estudio consideremos ultrafiltros U tomados
sobre conjuntos I cualesquiera. En la seccién 1.5 recordamos el concepto
de superreflerividad, que aparece ligado de modo natural a las clases ¥, y
¥_, de manera andloga a como la reflexividad se relaciona con las clases
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T+ y T—, y los espacios de dimension finita con las clases F, y F_ (véase
[20]). Expondremos un teorema fundamental acerca de la representacién
finita de X** en X, el principio de reflexividad local, y describiremos su
correspondiente version en términos de ultraproductos debida a Heinrich, en
la que, para cada espacio de Banach X, se obtiene un ultrafiltro U tal que
X, contiene una copia isométrica y complementada de X**. Advertiremos
que el contenido de X** en X, no es candnico, senalando alguno de los
problemas que ello crea. Acabaremos el primer capitulo recordando el
concepto de representacion finita para operadores establecido por Heinrich.
Dicho concepto no parece muy apropiado para el estudio de los semigrupos
Fy, T, ¥, ..., pero se revela muy potente en el estudio de ciertos ideales
([22] y [24]). Asi, Heinrich obtiene el ideal de los operadores super-débilmen-
te compactos, una clase natural de perturbacién para los semigrupos ¥, y
v_.

El capitulo 2 estd dedicado al estudio de los operadores semi-Fredholm y
los operadores tauberianos. En la primera seccién se repasan algunas de las
propiedades de los operadores Fy, F y de los operadores compactos, tales
como la estabilidad de los operadores F'y bajo perturbaciones por operado-
res compactos, y las caracterizaciones perturbativas de Lebow y Schechter,
que dicen que un operador T' pertenece a F si y solo si para cada opera-
dor compacto K, el nicleo N(T + K) es de dimensidn finita. Siguiendo las
ideas de Tacon en andlisis no-estandar, caracterizaremos mediante ultrapo-
tencias los operadores semi-Fredholm y los operadores compactos, aunque en
las correspondientes demostraciones recurriremos a alguna técnica tipica de
los ultraproductos, tal como el teorema de iteracién finita. Posteriormente,
caracterizaremos la clase dual F_ mediante ultrapotencias. Es destacable
un punto en comun entre las caracterizaciones perturbativas de Lebow y
Schechter y alguna de las caracterizaciones mediante ultrapotencias de la
clase F.: ambas s6lo imponen condiciones sobre el ntcleo de ciertos ope-
radores. Por ejemplo, T' pertenece a F si y sé6lo si el nicleo N(T;,) es de
dimensién finita. Adelantamos que este fendmeno serd también observable
en los restantes semigrupos. Ademas, veremos cémo las mencionadas carac-
terizaciones de Lebow y Schechter pueden ser aplicadas para obtener algunas
de las caracterizaciones mediante ultrapotencias de las clases Fly y F_.

En la seccién 2.2 se estudia la clase T de los operadores tauberianos y
una de sus clases de perturbacion, la de los operadores débilmente compactos.

Tacon estudidla clase T desde el punto de vista no-estandar. Nosotros
lo haremos utilizando ultrapotencias siguiendo en parte las ideas de Tacon,
auunque notablemente enriquecidas al emplear un refinamiento de una carac-
terizacion sucesional de la reflexividad debida a James. Dicho refinamiento
nos permitird caracterizar mediante ultrapotencias los conjuntos débilmen-
te compactos y los operadores débilmente compactos, y de ahi obtendremos
una nueva caracterizaciéon mediante ultrapotencias para los operadores T
con la propiedad N(T**) = N(T'), lo que en si mismo supondria una de-
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mostracion alternativa a la caracterizacion sucesional de Kalton y Wilansky
[32; tma.3.1]. Los resultados obtenidos nos permitirdan obtener caracteriza-
ciones para los operadores tauberianos en términos de ultrapotencias. Poste-
riormente, veremos cémo algunas de estas caracterizaciones pueden ser con-
seguidas utilizando las caracterizaciones perturbativas de Gonzélez y Onieva
de los operadores tauberianos.

El capitulo 3 esta dedicado al estudio de los semigrupos ¥, y ¥_ de los
operadores supertauberianos y cosupertauberianos, y a sus clases de pertur-
bacion. Buscaremos formulaciones equivalentes a las definiciones originales
de operador supertauberiano y operador super-débilmente compacto dadas
por Tacon, con el objeto de adaptarlas mejor a las técnicas de la matematica
clasica y los ultraproductos. Una caracterizaciéon sucesional de James de la
superreflexividad, junto al refinamiento arriba mencionado de un resultado de
James sobre reflexividad, nos permitird obtener caracterizaciones en términos
de ultrapotencias para los operadores super-débilmente compactos y los ope-
radores supertauberianos, inspiradas en parte en los resultados de Tacon en
analisis no-estandar. Por ejemplo, veremos que T : X — Y es supertaube-
riano si y sélo si N(Ty,) es superreflexivo, o si N(T,,*) C X, (fijémonos cémo
estas caracterizaciones s6lo imponen condiciones sobre el nicleo). Como con-
secuencia de las citadas caracterizaciones veremos que la clase ¥ es estable
bajo perturbaciones super-débilmente compactas, lo que nos conducira hacia
dos interesantes resultados. El primero de ellos prueba que la clase ¥, es
abierta. Aunque este resultado ya era conocido por Tacon, la demostracién
que aqui ofrecemos es mucho mas sencilla. El segundo resultado es una nueva
caracterizacion de la clase ¥, en términos de perturbaciones por operadores
compactos. Concretamente, demostramos que un operador T es supertaube-
riano si y solo si para cada operador compacto K, el nicleo N(T + K) es
superreflexivo. Las dos direcciones de la correspondiente demostracion usan
implicitamente las técnicas de ultrapotencia al recurrir a la estabilidad de
la clase ¥,. Por lo demés, se trata de una demostracion puramente clasica.
De esta tultima caracterizacién extraeremos numerosas consecuencias. Una
de ellas, es una caracterizacion en términos de operadores supertauberianos
de los espacios cuyos subespacios reflexivos son superreflexivos, y otra de
los espacios cuyos subespacios reflexivos son de dimension finita. Otra con-
secuencia es una nueva caracterizacién de tipo algebraico para la clase ¥,
en la que se prueba que un operador T' es supertauberiano si y sélo si las
restricciones T'|g son super-débilmente compactas sélo cuando E' es superre-
flexivo. Asi mismo, la caracterizacién perturbativa nos permitira introducir
en la secciéon 3.3 una nueva clase de perturbacién para ¥, mas amplia que
la de los operadores super-débilmente compactos: el ideal de los operadores
R;-S.

En la seccién 3.2 estudiamos la clase dual ¥_ de los operadores cosu-
pertauberianos, clase que también fue introducida y estudiada por Tacon.
En primer lugar daremos un nuevo resultado de tipo general en el que se
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prueba que para cualquier operador T, el nicleo N(T%,) es *x-débilmente
denso en N(T,,*). Este resultado generaliza al de la densidad x-débil de
X*, en X,,” [23], aunque la demostracién de este 1ltimo no es vélida para
obtener la del primero, debido sobre todo a la dificultad que plantean los ope-
radores de rango no cerrado. Este ultimo resultado nos permitira obtener
con suma sencillez caracterizaciones de los operadores cosupertauberianos en
términos de ultrapotencias, similares a las conseguidas por Tacon con anali-
sis no-estandar. Después, apoyandonos en la estabilidad de la clase ¥_ bajo
perturbaciones super-débilmente compactas, daremos una nueva caracteriza-
cion perturbativa: un operador T : X — Y es cosupertauberiano si y solo
st para cada operador compacto K, Y/R(T + K) es superreflezivo.

Como en el caso de los operadores supertauberianos, la caracterizacion
perturbativa que acabamos de citar da lugar a interesantes consecuencias.
Una de ellas consiste en sendas caracterizaciones para los espacios cuyos
cocientes reflexivos son superreflexivos, y para los espacios cuyos cocientes
superreflexivos tienen dimension finita. Asi mismo, podremos presentar en
la seccién 3.3 el ideal Rgs-C', una nueva clase de perturbaciéon para ¥_ mas
amplia que la de los operadores super-débilmente compactos.

Senalamos que, si bien se pueden aplicar técnicas de ultrapotencia al
estudio de los semigrupos Fy, F_ y 7T, éstas no son imprescindibles. Sin
embargo, las técnicas no clésicas parecen insuficientes para el estudio de ¥
yVv_.

En el capitulo 4 analizaremos diversas situaciones en las que aparecen
operadores supertauberianos. Como consecuencia de nuestra caracterizacién
perturbativa de la clase ¥, , sabemos que si X es un espacio cuyos subespa-
cios reflexivos son superreflexivos, entonces todo operador tauberiano con
dominio X es supertauberiano. En esta situacién se encuentra el espacio
L]0, 1], como demostréRosenthal. Nosotros, mediante técnicas de ultrapo-
tencia, obtendremos una nueva demostraciéon de que los subespacios reflexi-
vos de L1[0, 1] son superreflexivos, para lo que necesitaremos un detallado
conocimiento de la ultrapotencia de Lq[0,1]. Seguidamente, apoyandonos
en un resultado de Kadec y Pelczynski, daremos una caracterizacién de los
operadores supertauberianos con dominio L]0, 1].

Teniendo en cuenta que los principales candidatos a operadores super-
tauberianos no triviales son los operadores tauberianos, estudiaremos algunos
de estos ltimos. Comenzaremos con los operadores tauberianos que propor-
ciona la factorizacion de Davis-Figiel-Johnson-Pel- czynski (abreviadamente,
DFJP). La factorizacién DFJP descompone a todo operador T' como T' = j A,
donde j es un operador tauberiano. Nosotros veremos que, si 1" es un opera-
dor super-débilmente compacto que no factoriza a través de espacios super-
reflexivos, entonces su correspondiente factor j no es supertauberiano. La
existencia de tales operadores queda asegurada por Beauzamy, quien encuen-
tra un operador uniformemente convexificante que no factoriza a través de
espacios superreflexivos, y por la identificacién, comprobada por nosotros,
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de los operadores super-débilmente compactos con los uniformemente con-
vexificantes. Después estudiaremos la factorizacion DFJP de un operador
tauberiano no trivial localizado en la frontera topolégica de la clase T, y
probaremos que su correspondiente factor j tampoco es supertauberiano.
Otros conocidos operadores tauberianos son la inclusién del espacio de
James J en cp, y las inclusiones de espacios de Orlicz vectoriales L,(X)
en L1(X), con 1 < p < oo. Veremos que la inclusién de J en ¢y no
es supertauberiana, y que la inclusién de L,(X) en L;(X) tampoco lo es,
excepto en las situaciones triviales en que p = 1, o bien X es superreflexivo.






Capitulo 1

ULTRAPRODUCTOS DE ESPACIOS DE BANACH.

En este capitulo incluimos los conceptos basicos acerca de los ultrafiltros
y de la teoria de ultraproductos en espacios de Banach, esenciales para el de-
sarrollo ulterior de la tesis. Caracterizaremos los conjuntos cerrados y los es-
pacios de dimension finita en funcién de sus ultrapotencias. También veremos
que los operadores T de rango cerrado quedan identificados por cualquiera de
las igualdades N(T,,) = N(T), y R(T,) = R(T),. Repasaremos la relacién
entre la representabilidad finita de espacios, la superreflexividad y las ultra-
potencias. Acabaremos recordando el concepto de la representabilidad finita
para operadores, una de las vias para introducir el ideal de los operadores
super-débilmente compactos.

1.1 Ultrafiltros y limites.

A lo largo de este trabajo usaremos la notaciéon habitual para conjuntos.
Con letras maytsculas A, B, ... indicaremos conjuntos, y los elementos seran
designados por letras mintusculas a, b, ¢, ... Dado el conjunto I, denotaremos
por p(I) a la clase formada por todos los subconjuntos de I. Los conjuntos
de los nimeros naturales y reales serdan denotados N y R, respectivamente.
Definicién 1.1 [6; 1.36 def.1] Diremos que el subconjunto F C p(I) es un
filtro sobre I si verifica:

i) )¢ F;
ii) si A€ F yAC B entonces B € F;
iii) si Ae F yB € F entonces ANB € F.

Nuestra definicion de filtro se corresponde con la nocién de filtro propio
dada por Sims [46; cap.1], aunque en los capitulos posteriores de [46] Sims
solo considera filtros propios, a los que denomina simplemente filtros.

A los elementos de un conjunto I sobre el que tomemos un filtro, los
llamaremos comunmente indices, y los denotaremos por 7, j, k, . . ..

Veamos dos ejemplos de filtros sobre I:

1) Dado un elemento fijo j € I, el filtro discreto en j es la familia formada

por todos los subconjuntos de I que contienen a j.

2) Si I es infinito, se llama filtro de Fréchet en I al formado por todos los
subconjuntos de I cuyo complementario es finito.

9



Sean Uy v Uy dos filtros sobre I. Se dice que Us domina a U si cada
elemento de U; pertenece a Us.

Definicién 1.2 Diremos que U es un ultrafiltro sobre I si para todo filtro
V que domine a U se verifica ¥V =U.

Los ultrafiltros que empleemos seran representados por U, V, W, .. ..

A lo largo de esta memoria, supondremos valido el axioma de eleccion,
o equivalentemente, el lema de Zorn. Una consecuencia del lema de Zorn
es que todo filtro es dominado por algin ultrafiltro [46; cap.l, lema 2]. En
la siguiente proposicién enunciamos una de las principales propiedades que
caracterizan a los ultrafiltros.

Proposicién 1.3 [46; lema 1] Un filtro U sobre I es un ultrafiltro si y sdlo
st para todo A C I, o bien A€ U o bien I\ A€ U.

Fijémonos en que, por la propia definicién de filtro, las anteriores alter-
nativas son excluyentes. Es decir, si A € U, entonces [ \ A ¢ U.

Evidentemente, cualquier ultrafiltro sobre un conjunto finito es un filtro
discreto. La definicién del filtro de Fréchet requiere que I sea infinito, con el
objeto de satisfacer la propiedad i) de la definicién 1.1 de filtro.

Resulta inmediato que todo ultrafiltro es, o bien un filtro discreto, o bien
un ultrafiltro dominando al filtro de Fréchet, lo que conduce a establecer la
siguiente

Definicién 1.4 [46; pg.5] Un ultrafiltro U sobre I es no trivial si I es infinito
y U domina al filtro de Fréchet en 1.

Definicién 1.5 [6; 1.37] Dado un filtro F sobre I, y C C p(I), se dice que
C es un sistema generador de F, o que F es un filtro generado por C, si F
es el minimo filtro que contiene a C.

En [46; 1.37 prop.1] se prueba que para que una clase C C p(I) sea
sistema generador para algun filtro sobre I es condicion necesaria y suficiente
que toda interseccién finita de elementos de C sea no vacia.

Veamos dos ejemplos de sistema generador sobre el conjunto N:

1) La clase {{1}} C p(N) es base de filtro para el filtro discreto en 1.

2) La clase {N\ {n}:n € N} C p(N) genera al filtro de Fréchet sobre N.

Un concepto mas refinado que el de sistema generador es el de base de
filtro.

Proposiciéon 1.6 [6; 1.38 def.3] Si B es un sistema generador del filtro F,
se dice que B es una base del filtro que genera, si para todo par de elementos
A y B de B existe un elemento C € B tal que C C AN B.

Interesa conocer cuando una clase B C p(I) es base para algun filtro, y
por otro lado, dado un filtro F, como reconocer sus bases.

Proposicién 1.7 [6; 1.38 prop.2] Dada una clase B C o(I), existe un
minimo filtro F sobre I generado por B si se cumplen las condiciones:

a) B#0;
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b) 0 ¢ B;
c) para todo A € B y todo B € B existe C € B tal que C C AN B.

Proposicién 1.8 [6; 1.38 prop.3] Sea F un filtro sobre I y B C p(I).
Entonces B es una base de filtro de F si y solo si para todo elemento A € F
existe un elemento B € B que estd contenido en A.

La siguiente definicion sdlo tiene sentido para ultrafiltros no triviales.

Definicién 1.9 [46; pg.5] Dado un ul no trivial U sobre I, diremos que es Rg-
incompleto si I es union disjunta de una cantidad numerable de elementos no
pertenecientes a U. FEs decir, si existe una sucesion Iy, Is, I3, ... de subcon-
juntos de I, verificando:

a) I, ¢ U para todo n € N;

b) I,N 1L, =0 sin#m;

&) Uy Lo =1.
De la definicién anterior se sigue obviamente que para cada k € N se
cumple

S eu
n==k

Lema 1.10 Todos los ultrafiltros no triviales sobre N son Ng-incompletos.
Demostracion. Basta tener en cuenta que si I es un ultrafiltro sobre N, para
cada n € N se cumple {n} ¢ U. -

Sean ahora U y V dos ultrafiltros sobre I y J respectivamente, y A un
subconjunto cualquiera de I x J. Para cada j € J consideremos el subcon-
junto A; de I dado por

Aj={iel:(i,j) € A}
y el subconjunto J4 de J dado por
Ja:={jeJ:A; eU}.
Se define el producto de U por V como el subconjunto de p(I x J) dado por
UxV:={ACIxJ:JseV}

El resultado principal sobre el producto de ultrafiltros viene dado en la
siguiente

Proposicién 1.11 [46; cap.13, prop.1] Sean U y V dos ultrafiltros sobre I
y J respectivamente. Entonces el producto de ultrafiltros U x V es a su vez
un ultrafiltro sobre I x J.
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Observaciones.

1) Si Iy y Jp son elementos pertenecientes a U y V respectivamente, entonces
Iy x Jy pertenece a U x V. No obstante, los conjuntos de la forma Iy x Jy no
son una base del ultrafiltro U x V.
2) El producto de ultrafiltros no es conmutativo. Es decir, si U y V son
dos ultrafiltros sobre I, entonces U x V puede ser distinto de V x Y. Como
ejemplo de esto 1iltimo basta considerar los ultrafiltros & y V sobre N, donde
U contiene como elemento al subconjunto de todos los naturales pares, y V,
al subconjunto de todos los naturales impares. Consideremos el conjunto
L ={(2n,2m —1) : n € N,m € N}. Es facil verificar que L pertenece a
U x V, pero no pertenece a V X U.

El producto de ultrafiltros nos permite obtener ultrafiltros con buenas
propiedades.

Proposicion 1.12  Sean U y V wultrafiltros sobre I y J respectivamente, tal
que uno de ellos es Ng-tncompleto. Entonces U XV también es Rg-incompleto.

Demostracion. Supongamos que V es Ng-incompleto. Entonces existe una
particién {J, : n € N} de J tal que J,, ¢ V para todo n € N. Si para cada
n € N tomamos I, = {(i,j) :i € I, j € J,}, tenemos que {I,, : n € N} es
una particién numerable de I x J donde cada I,, no pertenece ald x V. Sild

es Np-incompleto, la demostracién es andloga. 0

Una consecuencia de la 1ltima proposicion es

Proposicion 1.13  Sobre todo conjunto infinito I siempre existe un ultra-
filtro Rg-incompleto.

Demostracion. Sean U y VV dos ultrafiltros cualesquiera sobre I y N respec-
tivamente. Por la proposicién 1.12, U x W es un ultrafiltro Ngp-incompleto
sobre I x N; ahora bien, I x N e I son coordinables, lo que permite identificar
a (I x N) con p(I) y en consecuencia, podemos considerar a U x W como

un ultrafiltro sobre I. O

Definicién 1.14 Sea U un ultrafiltro Ng-incompleto sobre I. Se dice que
una particion {I,, : n € N} de I es disjunta con U si I,, ¢ U para todon € N.

Observacion. De ahora en adelante, todos los conjuntos de indices [
que aparezcan seran infinitos, y todos los ultrafiltros que tomemos seran
Np-incompletos. Considerar ultrafiltros triviales sélo serviria para anadir
situaciones superfluas a nuestro estudio.

Definicién 1.15 Sean X un espacio topologico Hausdorff, I un conjunto
de indices, U un ultrafiltro sobre I, y (x;);c; una familia de elementos de X .
Se dice que (x;);e; converge hacia € X segun el ultrafiltro U si para cada
entorno O de x se cumple

{iel:z;€0}el.

12



Si (x;)ier converge hacia x segin U, lo denotaremos

limx; =z, obien limz; = z.
u U(i)

Si X7 y X5 son dos espacios topologicos Hausdorff, T : X; — X5 una
funcién continua en x € X;, U un ultrafiltro sobre I, y (x;);e; C X1 una
familia tal que lim, x; = z, es facil comprobar que existe lim, Tx; = Tx.
La propiedad que acabamos de exponer sera frecuentemente utilizada en el
presente trabajo.

El siguiente resultado es fundamental para la convergencia de familias
segun U.

Proposicién 1.16 [46; cap.3, prop.l y 2] Sea X un espacio topolégico
Hausdorff, (x;)icr una familia contenida en X y U un ultrafiltro sobre I.
Entonces se verifica:

a) si(x;)ier tiene limite segin U, ese limite es unico;

b) si (x;)ics estd contenida en un subconjunto compacto de X, entonces

(z1)ic1 tiene limite segin U.

Si X es un espacio métrico, el reciproco de b) es cierto, tal como pasamos
a probar en la siguiente

Proposicion 1.17 Sean X un espacio métrico, K un subconjunto de X y
U un ultrafiltro sobre I. Entonces K es relativamente compacto si y solo si
toda familia (z;);c; contenida en K es convergente segiun U.

Demostracion. En virtud de la proposicién 1.16, sélo necesitamos probar que
si K no es relativamente compacto, entonces existe una familia (z;);c; no
convergente segiin U. Supongamos que K no es relativamente compacto.
Como X es un espacio métrico, tenemos que K no es totalmente acotado, y
por tanto existe un 6 > 0 y una sucesién (z,) contenida en K tales que

dist (zy, , ;) > 6 paratodo neN y meN con n#m. (1)

Ahora, como U es Ng-incompleto, existe una particiéon {I,, : n € N} de [
disjunta con U. Sea la familia (y;);c; contenida en K dada por y; = x,, si
1€ 1I,.

Sea h un elemento cualquiera de X. Consideremos el conjunto de indices

H={iel:dist(h,y;) <d/2}.

Por (1) se tiene que, o bien H es vacio, o bien coincide exactamente con algin
I,,. En cualquiera de los dos casos, H no pertenece a U, lo cual prueba que

ningin h € X puede ser limite de (y;);cr segun U. -

En particular, si X es un espacio de Banach el resultado anterior es
cierto considerando en X la topologia inducida por la norma. En la proposi-
cién 2.44 veremos que el reciproco de la proposicién 1.16 b) es también valido
para la topologia débil en X.
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Queremos destacar que los enunciados de las proposiciones 1.16, 1.17 y
2.44 son validos para cualquier conjunto infinito de indices I, incluido I = N.

En un espacio vectorial topolégico, las operaciones conservan los limites
segiin un ultrafiltro, es decir:

Proposicién 1.18 [46; cap.3, prop.3] Sea X un espacio vectorial topoldgi-
co, (x;)icr € (Yi)ier dos familias convergentes segun el ultrafiltro U, y (N\;)icr
una sucesion de escalares convergente segun U. Entonces:

lim (x; +y;) = lima; + limy;
u u u

lim \;z; = lim \; lim z;.
u u u

Respecto de la proposicién anterior, notemos que cualquier familia aco-
tada de escalares (\;);es es convergente segin U.

1.2 Ultrapotencias de espacios de Banach.

Generalmente, reservaremos las letras maytsculas finales del abecedario,
..., X,Y Z para denotar espacios de Banach, y las letras mintusculas finales,
..., T,Y, 2, para representar a sus elementos. El espacio dual de X sera de-
notado por X*, y sus elementos, también denominados funcionales, seran
indicados mediante letras latinas f, g, h,.... Los elementos de X** se deno-
taran mediante letras maytsculas F, G, H, ..., o bien por z”,vy", ...

Sea ahora una familia (x;);c; contenida en el espacio de Banach X. Si
(;)icr converge en morma hacia x segin U, lo representaremos liin T, = T,

y si (x;)icr converge en la topologia débil hacia x segin U, se escribird
w-limx; = x.
u
Si la familia (f;)icr de X* converge en la topologia x—débil hacia f € X*
segin U, lo indicaremos por w*-lim f; = f.
u
Dado el espacio de Banach X y el conjunto de indices I, denotaremos

por £ (I, X) al espacio de Banach cuyos elementos son todas las familias
acotadas (z;);e; C X, dotado de la norma del supremo definida por

[(zi)ierlloo = sup {{lz:]| = 7 € I},

Proposicién 1.19 [46; cap.4, pg.14] El conjunto N, (X), formado por todas
las familias convergentes a 0 € X segun U, es un subespacio cerrado de
loo(1,X).

El concepto basico de esta memoria es el de ultrapotencia de un espacio
de Banach.
Definicién 1.20 [46; cap.4, pg.14] Llamaremos ultrapotencia del espacio
de Banach X segtn el ultrafiltro U al espacio de Banach X,, dado por

A1, X)
X=X
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Mientras no haya confusion, a la familia (z;);e; € loo(L, X) la deno-
taremos por (z;), y por [z;]; o por [z;] denotaremos a su respectiva clase
de equivalencia en X;,. Usaremos las letras minusculas finales en negrita
...,X,y,z para representar a los elementos de X,,.

De las definiciones de norma cociente y de limite segiin un ultrafiltro se
obtiene la siguiente identidad para la norma en una ultrapotencia.

Proposicién 1.21 [46; cap.4, prop.1] Para cada elemento [x;] de la ultra-
potencia X,, se verifica la igualdad:

]| = tiom ]

Observaciéon. La ultrapotencia X, contiene candénicamente una copia
isométrica de X, donde cada elemento x € X se identifica con el elemento
de X, cuyo representante es la familia constante (x);. De ahora en adelante
identificaremos a X con esta copia isométrica.

Consideremos ahora el espacio de Banach X, y los ultrafiltros & y V
sobre los respectivos conjuntos de indices I y J. Entonces podemos hablar
de la ultrapotencia reiterada (X, ). Esta ultrapotencia verifica el teorema
de iteracién finita cuyo enunciado dice:

Teorema 1.22 [46; cap.13, tma.2] Sean el espacio de Banach X y los ul-
trafiltros U y V sobre I y J respectivamente. Entonces Xy .y y (Xy)y son
canonicamente isométricos.

El isomorfismo p : X, — (X ), del teorema de iteracion finita viene
dado de la siguiente manera:

p([zijlijerxs) = “-Tij]iel]jej- (1)

Es también conveniente establecer el concepto de ultrapotencia de un
subconjunto de un espacio de Banach:

Definicién 1.23 Sea C un subconjunto del espacio de Banach X. Lla-
maremos ultrapotencia de C' segin U al subconjunto de X,

Cy:={lsil e Xy:s€C,iel}.

Observemos que puede ocurrir que [s;] pertenezca a Cy,, pero en cambio,
el representante (s;);c; no esté contenido en C.

En la siguiente proposicién se demuestra que la ultrapotencia de un
conjunto siempre es cerrada.

Proposicion 1.24 Sea C' un subconjunto no vacio del espacio de Banach
X. Entonces C, es un subconjunto cerrado de X,,. En particular, si E es
un subespacio lineal de X, entonces E,, es un subespacio cerrado de X,.

Demostracion. Sea (s,), una sucesién contenida en Cp, convergiendo hacia
un elemento x € X,,. Hemos de ver que x pertenece a C,,.
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Pongamos '
Sn=[sy)i, neN
Sin pérdida de generalidad podemos suponer que el conjunto
{sl, 1 i € I,n € N} esta acotado. En efecto, tomemos un elemento y € C.
Como la sucesion (s,,) es convergente, existe un nimero real 8 > |ly|| tal que
I[s¢]]] < B para todo n € N. Asf, por proposicién 1.21, para cada n € N se
tiene

{i:llsnll < B} e, (2)

y si tomamos la familia (¢%); dada por

y:{% si ||yl <8

"o ly silsull =8

la férmula (2) nos da [ti] = [s!], y ademds {t! : i € I,n € N} est acotado
por .

Sea ahora {I, : n € N} una particién de I disjunta con Y. Obtengamos
inductivamente una sucesién decreciente Ay, As, Az ... de elementos de U
como indicamos a continuacion:

Como (s,) converge hacia x, existe ny € N tal que |[|s,, — x| < 1.
Entonces los conjuntos {i € I : [|s}, — ;|| <1} y U,_, I pertenecen a U,y
por las propiedades de ultrafiltros, podemos escribir

A ={iel:|s, — <1}ﬂ(U In> ceu.

n=2
Supongamos que ya hemos obtenido Ax_; € U. Nuevamente, por la con-
vergencia de (s,) hacia x segtin U, existe un ny, tal que |[s,, — x|| < 1/k.
Entonces tomamos el conjunto A, dado por:

Ap = {Z € Ap_1: ||S7;“c —sz < 1/]{7}ﬂ < U In) eu.

n=k+1

Teniendo en cuenta que {I, : n € N} es una particiéon de I y que (A) es
decreciente, entonces I es igual a la unién disjunta

I=(I\ A)U (A \ Ag) U (4g \ A3)U 2%, 3)

Ahora para cada i € Ay \ Axs1 tomamos h; = sf%, ysii€ I\ A; tomamos
h; =y € C. En virtud de (3), y teniendo en cuenta que {s% : i € I,n € N}
estd acotado, llegamos a que [h;] estd bien definido y pertenece a C,.

Si comprobamos que [h;] es igual a x, entonces tendremos que x
pertenece a Cp, y habremos terminado la demostracién. Para ello basta
ver que dado un n € N cualquiera, entonces

{iel:||h;—z|| <1/n} DA, elU

lo que demuestra que lim,, ||h; — x;]| = 0, y por tanto [h;] = [x,].
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La proposicion anterior muestra que no todo subconjunto de X, es la
ultrapotencia de algiin subconjunto de X.

La clausuraC de un subconjunto C' de X puede obtenerse en funcién de
su ultrapotencia:
Proposicion 1.25 Sea C' un subconjunto del espacio de Banach X. Se
verifica C,, N X =C.
Demostracidn. Para el contenido C C C,, N X, basta tener en cuenta que
la topologia de X coincide con su topologia heredada de X, y que por la
proposicion 1.24, C), es cerrado.

Veamos el contenido C,, N X C C. Sea [x;] € C, N X, con cada x;
perteneciente a C. Entonces existe un elemento x € X tal que [z;] = z, es
decir, lim,, z; = . Por tanto, para cada n € N se verifica

Jp={iel:|z; —z| <1/n}eU.

En consecuencia los .J, son no vacios, de donde se deduce que = pertenece a

la clausura de C. O

La siguiente proposicién nos permitira simplificar algunas demostra-

ciones posteriores.
Proposicién 1.26 Sea X un espacio de Banach y [x;] un elemento de
Xy con norma igual a a. Entonces existe una familia (y;) € loo(I,X)
verificando:

i) |ly:|| = a para todo i € I;

i) [yi] = [xi].
Demostracion. Consideremos un elemento v € X con norma igual a uno, y
tomemos los elementos y; € X dados por

yi e {axz/Hx,H, six; #0

av, si x; = 0.
Es obvio que los elementos y; verifican el apartado i). Para comprobar el
apartado i), tengamos en cuenta que por la eleccién de y; se verifica
|z — yil| = |lzi]| — | para todo i€ I (4)
Por hipétesis se tiene que o = limy, [|z;]], luego 0 = limy, (||z;]| — ). En-
tonces, tomando limites segin U en ambos miembros de la igualdad (4)

llegamos a que lim,, ||z; — y;|| = 0, de donde se deduce que [y;] = [z;]. -

Llamaremos bola cerrada del espacio de Banach X al conjunto:
Bx ={x e X :|z]| <1}
y esfera de X al conjunto
Sx:={zxe X :|z| =1}
Proposicion 1.27 Sea X un espacio de Banach. Entonces se verifica la
identidad:

(BX)M = Bx,,.

Demostracion. Basta aplicar la proposicion 1.26.
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La ultrapotencia C;, contiene siempre a C. La igualdad C = C, se
produce en funcién de las propiedades de “compacidad” del conjunto C.

Proposicion 1.28  Sean X wun espacio de Banach, K un subconjunto
acotado de X y E un subespacio de X. Entonces se verifica:

a) K es relativamente compacto si y solo si K, estd contenido en X ;

b) E es de dimension finita si y solo si B, = E.
Demostracion.

a) Supongamos que K es relativamente compacto. Por proposicién 1.16,
para cada [k;] € K, existe un elemento y € X tal que lim, k; = y. Esto nos
permite escribir

[k‘z] =y E KuﬂX,

lo que prueba K, C X.

Supongamos ahora que K, estd contenido en X. Entonces para todo
[ki] € K, existe algin y € X tal que [k;] = [y], esto es, lim, k; = y, y por
proposiciéon 1.17, K es relativamente compacto.

b) El subespacio E es de dimensién finita si y sélo si Bg es compacta,
lo que a su vez es equivalente a (Bg),, C X en virtud de la parte a). Ahora,
como Bp es cerrada, por la proposicion 1.25 tenemos By = (Bg),,NX, luego
E tiene dimensién finita si y sélo si Bg = (Bg),. Por ultimo, la identidad
(Bg)u = Bg, de la proposicién 1.27 nos lleva a que E tiene dimensién finita
si y sélo si

Bg,, = Bg,

o lo que es lo mismo, si y sélo si E, es igual a F. -

Los dos siguientes lemas muestran el comportamiento de las ultrapoten-
cias en construcciones de tipo general de espacios de Banach, concretamente,
espacios producto y espacios cociente.

Lema 1.29 Dados dos espacios de Banach X eY, se verifica que X, X Yy,
y (X xY), son candnicamente isomorfos.

Demostracion. El isomorfismo viene dado por la aplicaciéon

(X xY), — Xy xYy
[(ﬂﬁi,yiﬂ = ([xi],[yi])

O

Lema 1.30 Sea X un espacio de Banach eY un subespacio cerrado de X.
Se verifica que hay un isomorfismo candonico e isométrico

{E] ~ Xu
Y|, Y.
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Demostracion. Sea la aplicacion
¢: Xu/Yu — [X/Y],
;] +Yy — [z;+Y]

Comprobemos que ¢ estd bien definida: sean (x;) y () dos elementos de

U5 (I, X) verificando [z;] + Y, = [z]] + Y,. Entonces existen familias (h;) en
lo(I1,Y) e (yi) en N, (X) tales que x; = x; + h; + y; para todo i € I. Asi,
i +Y =x; +y; +Y y entonces [z} + Y| = [x; + Y], tal como queriamos ver.

La linealidad de ¢ es evidente. Comprobemos ahora que ¢ es suprayec-
tiva. Para ello tomemos un elemento [z; + Y] € [X/Y],. Por la proposicién
1.26 podemos suponer

|lz; + Y| = ||[JL’Z + Y]H para todo i€ I.

Entonces, para cada z; podemos encontrar un y; € Y tal que ||z; + y;| <
2|| [z;+Y] H, y tomando z; = x; +y;, llegamos a que (z;) pertenece a ¢, (I, X),
lo que nos permite escribir

¢([Zz] + Y) = [SCZ + Y]

Ver ahora que ¢ es una isometria se reduce a comprobar que se cumple
la igualdad

'f{l' i+l ieéooI,Y}:l' inf (lz; + yll.
inf  Hm flz; + gill = (¥i) € Loo(1,Y) ¢ = lim inf fl; + ]|

En primer lugar veamos que el miembro izquierdo es menor o igual que el
derecho. Sea (¢;) € Ny (R) con ¢; > 0. Para cada i € I escribamos

C— inf s
Q; ;Iely |z: + |
y tomemos un k; € Y tal que
a; < o + kil < oy + €5

Fijémonos en que la familia (k;) estd acotada por estarlo también (zx;).
Esto nos permite afirmar que

inf {lim [+ il < () € £ (1Y) | <
< lim ||z; + k;|| = lim inf ||z; + y|.
U(i) u(i) yey

Para la otra desigualdad, tomemos una familia (y;) € {5 (I,Y") cualquie-
ra. Entonces para cada ¢ € [ se tiene que

i+ il > inf {les + 1]}
y asi
lim ||z; 4+ ;| > lim inf {||3:Z + y||},
u(i) u@i) yey
y como lo de arriba es valido para todo (y;) € £ (I,Y), llegamos a

inf {lim lzs + il 2 (yi) € Loo(T, Y)} > lim inf ||z; + y]|.
U(i) Uu) yey
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1.3 Ultrapotencias de operadores.

Sean X e Y dos espacios de Banach. Al conjunto de todos los os
acotados T : X — Y lo denotaremos por B(X,Y"). Todos los operadores que
apareceran en estas paginas son acotados. Por tanto, siempre que hablemos
de operadores, estaremos refiriéndonos a operadores acotados. Al nicleo de
un operador 7' lo denotaremos por N(T'), y a su imagen o rango, R(T). Por
contcleo de T' entendemos el espacio cociente Y /R(T).

El concepto de ultrapotencia de un oa queda establecido en la siguiente

Definicién 1.31 [46; cap.5] Llamaremos ultrapotencia del operador T' €
B(X,Y), al oa T,, € B(Xy,Y,) dado por

Notemos que la restriccién de T,,|x se identifica con T.
En el siguiente lema indicamos el comportamiento de la ultrapotencia
de un oa bajo sumas, composiciones y productos por escalares.

Lema 1.32  Para un escalar A y os S,T € B(X,Y), U € B(Y,Z), se
verifica:
a) (S+T)y = Su+Tyu;
b) X\T,, = (A\T)y;
c) (UT), =U,T,.
La demostracion es inmediata.
En relacion con el teorema 1.22 de iteracion finita, las ultrapotencias

reiteradas de operadores verifican cierta propiedad conmutativa, expresada
en la siguiente

Proposicién 1.33  Sea un operador T € B(X,Y), y los isomorfismos
canonicos p: Xy — (Xu)v v 0" Yy — (Yu)v. Entonces se verifica

pl ol = (Ty)v o p.

Cuando se tiene un operador 7' € B(X,Y) y una familia acotada en Y
de la forma (Tx;), no siempre es posible escribir [T'z;] = T,[x;], ya que la
familia (x;) puede ser no acotada. Basta pensar, por ejemplo, en un operador
con N(T) # 0,y con (z;) C N(T). El problema es importante en el caso en
que T tiene rango no cerrado. Para los operadores de rango cerrado tenemos
el siguiente resultado.

Lema 1.34 Sea T € B(X,Y) un operador de rango cerrado y (x;)ic1 una
familia contenida en X tal que (T'x;);cr es acotada en Y. Entonces existe
una familia acotada, (2;)ie; contenida en X tal que Tx; = Tz; para cada
1€ 1.
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Demostracion. Como T es de rango cerrado, por el teorema de la aplicacién
abierta existe una constante a > 0 tal que para cada x € X hay un z € X
verificando Tz =Tz y ||[Tx| > «fz].

Entonces, para cada z; existe un z; verificando

1Tz:] > el zs]]- (2)

Como (T'x;) es acotada, de (2) tenemos que (z;) es acotada, y ahora aplicando
(1) podemos escribir T, ([2;]) = [T'z;]. -

En la préxima secciéon veremos bajo qué condiciones un operador T,
tiene rango cerrado. En cualquier caso, R(T;,) siempre es unién numerable
de cerrados. Concretamente

Lema 1.35 Sea un operador T € B(X,Y). Entonces T,,(Bx,) = (I'Bx)u;
en particular T,,(Bx,,) es cerrado en Y.

Demostracion. Segin la proposicion 1.27, Bx,, = (Bx )y, y por tanto

T (Bx,) = Tu((Bx)u)-

Por otra parte, de las definiciones 1.23 y 1.31 de ultrapotencias de conjuntos
y de operadores, tenemos

T, ((Bx)u) = (TBx ).

Asise llega a que T;,(Bx,, ) es la ultrapotencia de T'(Bx ), y por tanto 1,,(Bx,,)

es cerrado, segun la proposicién 1.24. -

Corolario 1.36 Para cada operador T € B(X,Y) se verifica la identidad

TBx =Y NT,Bx,,.

Demostracion. Basta aplicar la proposicion 1.25 que nos dice que

TBx =Y NT,Bx,,.

O

En las dos proposiciones siguientes se analiza con méas detalle el nticleo
y el rango de T;,. Se prueba que el rango de T}, es cerrado si y sélo si R(T)
es cerrado, y se caracterizan los operadores 1" de rango cerrado en funcién
del niicleo N(Ty,) y del espacio R(T),.

Proposicién 1.37 Sea T € B(X,Y). Entonces N(T'),, C N(T,). Ademds,
son equivalentes:

(a) N(T), = N(T.);

(b) R(T) es cerrado.
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Demostracion. Si [z;] pertenece a N(T),, podemos suponer que cada z;
pertenece a N(T'), y por tanto T;,([x;]) = [T'z;] = [0]. Acabamos de probar
el contenido N(7T'), C N(T,). Probemos ahora la equivalencia entre (a) y
(b).
(a)=-(b) Supongamos que R(T") no es cerrado. Entonces para cada n € N
existe un z,, en Sx tal que 0 < || Tz,|| < 1/n y dist(z,, N(T)) > 1/2.
Consideremos ahora una particiéon {I,, : n € N} de I disjunta con U.
Para cada ¢ € I, tomemos h; = x, sit € I,,.
Para toda familia (z;) € oo (I, N(T')) se verifica

\|[hi] = [2i]]] = lim [|h; — 2| >

N | —

luego [h;] ¢ N(T),. Por otra parte, para todo n € N se cumple
{'EI |Th;| < 1}C G[ eu
(4 : 7 - )
n k=n ’

de donde se deduce que [h;] € N(T},), y por tanto [h;] € N(T},) \ N(T)y-.
(b)=(a) Supongamos que R(T') es cerrado y veamos que N(T;,) C N(T),.
Sea [x;] € N(T,). Entonces

lim || Tx;|| = 0. (3)
u

Como T es de rango cerrado, existe una constante S > 0 tal que para cada
x; se puede encontrar un elemento z; € X verificando

Tx; = Tz (4)

[Tl = Bl|zi]- (5)

De (5) se deduce que (z;) es una familia acotada, y por tanto existe el
elemento [z;] en X,; aplicando ahora (3) y (5) tenemos ademds que [z]
pertenece a N, (X).

Por otra parte, de (4) se obtiene que el elemento k; = x; — z; pertenece
a N(T), y como las familias (z;) y (2;) son acotadas, (k;) también lo es, y
entonces podemos escribir

(2] = [z:] + [ki] = [ki] € N(T)w.

O

Proposicién 1.38 Sea T € B(X,Y). Entonces R(T,,) C R(T),. Ademds,
los tres enunciados siguientes son equivalentes:

(a) R(T) es cerrado;

(b) R(T)u = R(Tw);
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(¢) R(Ty) es cerrado.

Demostracion. Si [x;] € X,,, entonces T, ([x;]) = [Tx;] pertenece a R(T),,.
Probemos ahora las equivalencias del enunciado.

(a)=(b) Sea [y;] € R(T),. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer

que para cada y; existe un x; en X tal que y; = T'z;. Ahora, como T es de

rango cerrado, por el lema 1.34 podemos suponer que (x;) € £ (I, X). Por

tanto
[yi] = Ty [xi] € R(T,).

(b)=-(c) Basta notar que, por la proposicién 1.24, R(T'),, es cerrado.
(¢)=(a) Supongamos que R(T},) es cerrado. Por el teorema de la aplicacion
abierta existe un a > 0 tal que

Tu (OéBXM) D) BR(TU)' (6)

Por otra parte, R(T,) cerrado implica

BR(TM) D Bﬁ’ (7)
pues dado un elemento y € Brzy, es inmediato que ly] pertenece a R(T},) =
R(T,,).

Por otro lado, el corolario 1.36 nos dice
TBx =Y NT,Bx,,, (8)
y aplicando sucesivamente (7), (6) y (8), llegamos a que

T(OéBx) D) Bﬁ

de donde se obtiene, por [8; I1.5], que T'(2aBx) D B}ﬁ’ lo que prueba que
R(T) =R(T). -

Observacion. Dado 7' € B(X,Y), ya vimos en el corolario 1.36 que

T(Bx) =Y NT,(Bx,). Por tanto, siempre se verifican los contenidos

R(T) C Y NR(T,) C R(T).

Sin embargo, ambos pueden ser estrictos, como mostramos en los siguientes
ejemplos:
a) El operador
T: co — ¥ty
(@n) = (zn/n)

verifica R(T) # R(T,,)N¥y. En efecto, fijémonosen quey = (1, 1/2, 1/3,.22)

pertenenece a 1B, ya que

y=LmT(1,1,.7.,1,0,0,°2),
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y asi y € R(T},) N {a, por el corolario 1.36. Sin embargo, (1, 1/2,1/3, )
no pertenece a R(T).

b) El contenido R(T,) NY C R(T) se debe a que, en virtud de la
proposicién 1.38, R(T;,) estd contenido en R(T),, y por proposicién 1.25,
R(T), NY = R(T). Veamos ahora un operador V € B({3,cg) tal que
R(V;,) N s o es igual aR(V). Sea

V. 52 — O
(xn) = (zn)
El operador V tiene rango no cerrado. En particular tenemos que el

elemento y = (1, 1/v/2, 1/3/3,22.) esté en ¢\ R(V), pero se puede expresar
como el limite de la sucesién (y,,) de elementos de R(V') dados por

1 1
yn = | 1 0,0,0, °°>
( V2 VB \/_
lo que implica que y € R(V) \ R(V). Sin embargo, y ¢ R(V;,) N co, pues,
debido a que V es débilmente continuo y By, es débilmente compacto, se

verifica V By, = V By,. Entonces, por la proposiciéon 1.25 y el lema 1.35,
tenemos V By, = Vi, (B,,,) N co; por tanto

U (nBy,) = ¢o N UV (nBu,,) = co N R(V,,).
n=1 n=1
En vista de los ultimos ejemplos, damos la siguiente proposicion.
Proposicién 1.39 Dado el operador T € B(X,Y), se verifica:

R(T) =R(T,)NY.

Demostracion. La inclusion R(T) C R(T,) N'Y es trivial. Obtengamos la
inclusién reciproca. Por las proposiciones 1.38 y 1.24, se cumple R(T;,) C
R(T)y, y por la proposiciéon 1.25, R(T),, NY = R(T). Consecuentemente,
R(T)DR(T,)NY.

O

1.4 Estructura local y ultrapotencias.

La Teoria Local de espacios de Banach describe las propiedades de un
espacio en términos de sus subespacios finito-dimensionales. Un concepto
béasico en esta teoria es el de representacion finita de espacios de Banach.
Henson, Moore [26] y Stern [47] observaron la conexién natural que existe
entre la representabilidad finita y la teoria de ultraproductos. El objetivo de
esta seccion es precisamente mostrar dicha conexion, basica para el desarrollo
de los capitulos posteriores.
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Definicién 1.40 [46; cap.10, pg.66] Sea 0 < & < 1. Se dice que el operador
T € B(X,Y), es una e-isometria si verifica:

(1T — [|z]|| < ellz]| para todo x € X.

Equivalentemente, existe T~ : T(X) — X y ademds ||T|| < 1+¢ y
1T <1+e.

Definicién 1.41 Sean X e Y dos espacios de Banach. Se dice que Y es
finitamente representable en X si para cada 0 < € < 1 y cada subespacio M
de 'Y de dimension finita, existe una e-isometria T : M — X.

A partir de ahora escribiremos abreviadamente Y f.r. en X para sig-
nificar que Y es finitamente representable en X. Observemos que Y f.r. en
Xy Zfr. enY, implican Z fr. en X.

Citemos dos ejemplos universales de representabilidad finita: es facil
comprobar que todo espacio X es f.r. en el espacio ¢g. A su vez, {5 es fr.
en cualquier espacio de Banach de dimensién infinita, segiin un teorema de
Dvoretzky [5; pg.239].

El concepto de representacién finita nos permite introducir nuevas
propiedades mediante un refinamiento de una propiedad dada. Concreta-
mente:

Definicién 1.42 [5; pg.225] [46; pg.66] Sea P una propiedad de espacios
de Banach, y X un espacio de Banach. Se dice que X es super-P si cada
espacio de Banach'Y f.r. en X es P.

Obviamente, si el espacio X es super-P también es P, aunque el
reciproco no es cierto en general, segin veremos en algin ejemplo poste-
rior. También se verifica que si X es super-P e Y es f.r. en X, entonces Y
es super-P.

Los siguientes resultados muestran el interés de las ultrapotencias apli-
cadas al estudio de las superpropiedades. La demostracién del siguiente teo-
rema aparece formulada de modo més general en [23; tma. 6.3] y [46;cap.10,
lemas 1y 2|. Por el interés que tiene en el desarrollo posterior, reproducire-
mos parcialmente la demostracion, sin extendernos en los detalles.

Teorema 1.43 [23; tma.6.3] [46; cap.10, lemas 1 y 2] Sean X e Y dos
espacios de Banach. Son equivalentes:

(a) Y es fr. en X;

(b) existe un ultrafiltro U tal que X,, contiene una copia isométrica de Y .

Demostracion.
(a)=>(b) Tomemos el conjunto I de pares ordenados

I={(M,e): M CY,dmM <oo,0<e<1}.

Los elementos de I seran denotados abreviadamente por letras latinas i, j,....
Es conveniente escribir
1= (Mm 61).
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En I se define la relacién de orden < como sigue: dados dos elementos de
I,i= (Mie),yj=(M,,ej), escribiremos i < j si y s6lo si M; C M,y
€ = €j.

Para cada j € I consideremos el subconjunto B; = {i € I : j < i}.
La familia {B; : j € I} es base de algun filtro F, segtn la proposicién 1.7.
Ahora, se toma un ultrafiltro U cualquiera que domine a F.

Por tltimo, definamos la isometria J : Y — X,,. Por hipdtesis, para
cada indice i = (M;, ;) € I existe una ¢;-isometria T; : M; — X. Entonces,
para cada z € Y, J(z) := [z;], donde z; es:

= {Tﬂ, six e M,
10, sixz ¢ M,.
(b)=(a) Consideremos un ¢ > 0y M un subespacio de Y C X,, de dimensién
finita igual a n.

Se toma una base cualquiera de M, digamos {y1,¥a,...,Yn}, con cada
yr de norma uno.

Para cada yy, fijemos un representante suyo (z%); € £oo(I, X), es decir,
yr = [z}] € Xy

Ahora, para cada i € I tomamos el subespacio M; de X dado por

M; = (xb, 2, ... 2b)
y en funcion de ¢ se encuentra un Iy € U tal que, para todo i € Iy, la

aplicacion

Doz = e
k=1 k=1

es una e-isometria. -

Observaciones.

1) El contenido isométrico de Y en X, senalado en (b), no es canénico, tal
como veremos en un ejemplo en la proxima seccion.

2) Como indica Heinrich [23], el método de la demostracion, asi como el
tipo de resultado obtenido, es tipico de la técnica de ultraproductos: las
“subestructuras finitas” del objeto dado se usan para construir un ultrafil-
tro que permite reproducir el objeto total como una “subestructura” de la
correspondiente ultrapotencia. En el teorema previo, las “subestructuras
finitas” son precisamente los subespacios de X de dimensién finita.

3) El tamano del conjunto I sobre el que se toma el ultrafiltro & puede ser
necesariamente grande, dependiendo de la naturaleza de las “subestructuras
finitas” que se estén considerando. Esta es la razén por la que en nuestro
estudio consideramos ultrafiltros sobre conjuntos de indices cualesquiera, y
no soélo ultrafiltros sobre N.
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4) El ultrafiltro U construido en la demostracién es no trivial y Rg-incomple-
to. Basta considerar los subconjuntos

I, ={(M;,e;) € I : dim M; = n}, neN

que constituyen una particion de I, pero no pertenecen a U.
Del anterior teorema se deducen los dos siguientes corolarios:

Corolario 1.44 [46; pg.71] Para todo espacio de Banach X y todo ultrafiltro
U, X, es fr. en X.

Corolario 1.45 [46; cap.10, tma.4] Si P es una propiedad de espacios de
Banach hereditaria por subespacios y X es un espacio de Banach, entonces
son equivalentes:

(a) X es super-P;

(b) para todo ultrafiltro U, X,, es P;

(¢) para todo ultrafiltro U, X, es super-P.

Si en el teorema 1.43 el espacio Y goza de alguna propiedad adicional,
tal como la separabilidad, resulta posible elegir el ultrafiltro ¢/ entre los ul-
trafiltros no triviales mas sencillos, esto es, ultrafiltros sobre IN:

Teorema 1.46 [46; cap.10, tma.5| Sea Y un espacio de Banach separable f.r.
en X, yU un ultrafiltro sobre N. Entonces Y es isométrico a un subespacio
de X,,.

Se dice que la propiedad P de espacios de Banach es separablemente
determinada si todo espacio de Banach X cuyos subespacios separables
verifican la propiedad P, también verifica P. El ultimo teorema nos permite
anadir una matizacién al corolario 1.45 en el caso en que la propiedad P es
separablemente determinada:

Corolario 1.47 Sea X un espacio de Banach y P una propiedad de es-
pacios de Banach hereditaria por subespacios y separablemente determinada.
Entonces son equivalentes:

(a) X es super-P;

(b) para todo ultrafiltro U sobre N, X, es P;

(c) existe un ultrafiltro V sobre N tal que X, es P.

Demostracion. (a)=-(b) Se obtiene directamente del corolario 1.45.

La implicacién (b)=-(c) es trivial.
(c)=(a) Sea Z f.r. en X, e Y un subespacio cerrado y separable de Z. Por el
teorema 1.46, Y es isométrico a un subespacio de X,,, y como P es heredable
por subespacios, por la hipétesis (¢) Y tiene la propiedad P. Y ahora, como
P es separablemente determinada, Z también verifica P. Hemos probado

que X es super-P. -

Observacion. La reflexividad es una propiedad hereditaria y separable-
mente determinada; en efecto, si X es no reflexivo, por el teorema de
Eberlein-Smulian, existe una sucesién acotada (x,) C X sin subsucesiones
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w-convergentes. Entonces el subespacio (z,, : n € N) es separable y no refle-
xivo. Esto significa que, dado un ultrafiltro U cualquiera, por los corolarios
1.45 y 1.47, X es superreflexivo si y sélo si X, es superreflexivo.

1.5 Duales de ultrapotencias.

Al ultraproducto del espacio dual X* segiun U, (X*),, lo denotaremos
mas abreviadamente por X*,, y al dual del ultraproducto X,,, (X,)*, lo
representaremos por X,,*. Mediante las letras f, g, h,... denotaremos a los
elementos del espacio dual X,,*.

Lema 1.48 [46; cap.11, lema 1] Sea X un espacio de Banach. Entonces se
verifica candnicamente el siguiente contenido isométrico:

X*, C X~

Demostracidon. La inmersion de X*,, en X,,* viene dada por la isometria
J: X*, — X,”, donde si [f;] es un elemento X*,, J[f;] es el funcional
dado por

— .

O

Observacion. Se entiende que la norma en X*,, es la norma de la ultrapo-
tencia, y la de X,,* es la correspondiente como espacio dual de X,,.

Dado un espacio de Banach X y F un subespacio de X ™, se dice que F es
normante sobre X si para todo x € X se cumple ||z|| = sup{f(z): f € Sg}.
Evidentemente, X* es normante sobre X y viceversa.

Si X es reflexivo entonces el inico subespacio cerrado y normante de X
es X*; en efecto, si ¥ un subespacio cerrado y propio de X*, por el teorema
de Hahn-Banach existe un y € X**\ {0} tal que y(E) = 0, pero la reflexividad
de X implica que y € X, y por tanto E no es normante.

Proposicién 1.49 [46; cap.11, lema 1] El subespacio X*,, es normante sobre

XM'
Demostracion. Sea [x;] € X,. Por cada i € I existe un funcional f; € Sx~
tal que f;(z;) = ||z;||. Entonces [f;] € Sx=, v [fi]l([x:]) = limy, ||z;|| = H[xZ]H

O

Del teorema de Hahn-Banach se sigue que, si E' es un espacio normante

_'LU* .
de X, entonces B = Bx-. En consecuencia:
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Proposicion 1.50 La bola unidad de X*,, es w*-densa en la bola unidad
de X,,*.

Cuando aparecen espacios duales en el estudio de ultrapotencias, suele
ser necesario el siguiente resultado.

Lema 1.51 Sea U un ultrafiltro sobre el conjunto de indices I, y {B,}32
una sucesion de elementos de U verificando B, D Byy1 para todo n € N.
Entonces existe una sucesion {C,}>2; de elementos de U satisfaciendo las
siguientes condiciones:

i) C, C By, para todo n € N;

ii) Cp D Chy1 y Cp \ Cry1 # 0 para todo n € N;

i) N,y Crn = 0.
Demostracion. Sea {I,, : n € N} una particién de I disjunta con Y. Pode-
mos considerar que I, # () para todo n. Construiremos los conjuntos C,,
inductivamente.

Tomemos C := B; y supongamos que tenemos el conjunto C} verifi-

cando las condiciones i) e ii). Sea el nimero natural ny dado por

ng = min{n € N : I, N Cy # 0},

entonces el conjunto Cx41 viene dado por:

oo

Cr+1 := Bry1 ﬂ[ U In]-

n=ng+1
Es inmediato comprobar que la sucesion {C,, }°2; satisface las condiciones
requeridas. O

La proxima proposicion es una consecuencia del lema anterior, y consiste
en un resultado més fuerte que los obtenidos en las proposiciones 1.50 y 1.49.

Proposiciéon 1.52 Sea X un espacio de Banach, ® un elemento de X,,*,

Y X1,X2,...,X, una coleccion finita de elementos de X,,. Entonces existe un
elemento [f;] de X*,, verificando:
i) ||| < @l

i) ®(xk) = [fil(xk), k=1,2,...,n.
Demostracion. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que los x; son
linealmente independientes. Pongamos x5 = [z}] para k = 1,...,n, y sean

los espacios
M = (X1,...,Xn)

M; = (zb,...,2%), i€l

Para cada n € N, la demostracién del teorema 1.43 nos da un A,, € U
tal que las aplicaciones

M —s M, i€ Ay
Xr .TI?Zk

(1)
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son 1/(n + 1)-isometrias. Tomemos los conjuntos B,, := (),_; Ay € U. El
lema 1.51 proporciona una sucesién (C,,) C U tal que B, D C,, D C, 11 para
todon € Ny (o, C, = 0. Sea Cy := I, y para cada i € I, denotemos n;
al inico nimero que verifica i € Cy,, \ Cp,+1. Como i € A,,,, la férmula (1)
asigna al indice ¢ una 1/(n;+1)-isometria que denotaremos 7;. Consideremos
el funcional f; := ®T; '

Veamos la condicién ii): para k = 1,2,...,n, tenemos [f;](x)) =
limy, ) T (2}) = ®(xx).
Para la condicién 4), ||[fi]|| = limy, |®T; || < limy, |77 Y]], y para cada

n € N, la eleccion de las aplicaciones 7T; nos lleva a
1
{ie[: 1T < 1+;} >C, €U,
lo que demuestra que lim,, |7, < 1. -

De acuerdo con la definicién 1.42, el concepto de superrefiexividad queda
establecido segin la siguiente

Definicién 1.53 Se dice que un espacio de Banach X es superreflexivo si
todo espacio de Banach f.r. en X es reflexivo.

Ejemplos conocidos de espacios superreflexivos son los L,[0, 1], con
1 < p < 00. Un ejemplo de espacio reflexivo pero no superreflexivo es £5(¢7),
pues /1 es f.r. en dicho espacio. En efecto, es facil comprobar que ¢5(¢}) no
es B-convexo, es decir, para todo n > 2 y todo € > 0 existen n elementos
x1,...,Ty en laesfera unidad 542(4?) verificando, para toda eleccion de signos,

|lx1 £zo £ ... £ x| >n(l —e);

un resultado de Giesy y James [16; tma.l] demuestra que un espacio es B-
convexo siy solo £; es f.r. en él, lo que asegura que ¢5(¢}) no es superreflexivo.

Teniendo en cuenta que la reflexividad es una propiedad hereditaria y
separable, por el corolario 1.47 se tiene que, dado un ultrafiltro U cualquiera,
X es superreflexivo si y sélo si X, es reflexivo. Otra importante caracteriza-
cion de la superreflexividad en funcion del dual de X, es:

Proposicién 1.54 [23; prop.7.1] Sea X un espacio de Banach y U un ul-
trafiltro. Entonces X es superreflexivo si y sélo st X*, = X, ~.
Demostracion. Supongamos X, es reflexivo. Como X *,, es normante, se tiene
X*, =X~

Inversamente, supongamos ahora que X*, = X,,*. Si vemos que cada
funcional f = [f;] € X*,, alcanza su norma sobre By,,, el teorema de James
[27; pg.157] nos dard que X, es reflexivo. Sea {I,, : n € N} una particién de
I disjunta con U. Para cada ¢ € I,,, existe un x; € Bx tal que

fi(zi) > | fill = 1/n.
Entonces
f([zi]) = lig{nfi(xi) = lilgn”fi” = |If]].
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Un caso concreto y muy importante de representacion finita es el de X**
en X, proporcionado por el principio de reflexividad local, que a continuacién
exponemos.

Teorema 1.55 [31] [36] Sea X un espacio de Banach, M y F subespacios
de dimension finita de X** y X* respectivamente, y 0 < € < 1. Entonces
existe una e-isometria T : M — X werificando:

i) Tx = x para todo x € M N X;

ii) f(Tx")=2"(f) para todo f € F y todo x" € M.

Usando el resultado anterior, podemos refinar el resultado del teorema
1.43 mostrando que existe un ultrafiltro W tal que X,, contiene una copia
isométrica y complementada de X™**.

Teorema 1.56 [23; prop.6.7] [46; cap.ll, tma.3]. Sea X un espacio de
Banach. Entonces existe un ultrafiltro W tal que:
i) existe una isometria J : X** — X,y ;
i) existe una proyeccion P : X,, — X,, verificando J(X**) = P(X,y) v
1P =1;
iii) sit es la inmersion candnica de X en X**, entonces Jow es la inmersion
canonica de X en X, .

Demostracion. Sea I el conjunto de todas las ternas
1= (Mithgi) (2>

donde 0 < ¢; < 1, y M; y F; son subespacios de dimension finita de X** y
X™ respectivamente.
En I se establece la relacion de orden <, donde ¢ < j si

MiCMj, F¢CF]', y & = ¢&j. (3)
Por cada indice j € I, tomemos el conjunto C; dado por:
Ci={iel:j<i}. (4)

Por proposicién 1.7, {C; : j € I} es base de algtn filtro, que denotaremos
Fx. Sea W cualquier ultrafiltro que domine a Fyx.

Construyamos la isometria J. Por el principio de reflexividad local, para
cada ¢ € [ existe una g;-isometria T; : M; — X verificando T;x = x para
todo x € M; N X,y f(Tx") = 2”(f) para todo 2" € M; y todo f € F;.
Entonces la expresion de J es

J: X — X,

= [z

donde
Tix", si 2" e M;
xr; =
‘ 0, si a” ¢ M.
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Obsérvese que la familia (z;) es acotada y
w*-limz; = 2. (6)
w

Claramente, J esta bien definida y es lineal.

Tomemos un elemento =’/ € X** de norma uno, y sea 0 < ¢ < 1
cualquiera. Elijamos un j € I tal que 2” pertenezca a M; y ¢; < ¢. Entonces,
por la eleccion de T;, se verifica:

l—e<||Ti2"||<1+e¢  paratodo i€C; €W

lo que prueba que ||Jz”|| = 1, y por tanto J es una isometria.

Para cada (z;); € ¢ (I,X), siempre existe w*-lim,, x;, debido a que
Bx++ es w*-compacta y a la proposiciéon 1.16. La proyeccién P viene dada
por

P: X, — X,
[x;] +—

il J(w*-lim,, x;)

La aplicacién P estd bien definida, pues si (z;); es otra familia aco-
tada tal que [z;] = [z], entonces lim,, (x; —2;) = 0, y por tanto es
w*- th (l’z — Zi) =0.

Es inmediato de (6) que P(X,,) = J(X**). Veamos ahora que P es
una proyeccién, esto es, que P? = P. Tomemos un [y;] € X,,, vy sean
' = w*-lim,y, y;, vy [x;] = Jz”, donde el representante (x;) es exactamente

el dado en (5). Por (6), se cumple w*-limyy x; = x| y asi
P*([yi]) = P(J2") = P([z:]) = J(w"-lima;) = Ja" = [w;].

Ya tenemos que P es proyeccion, y en consecuencia, ||P|| > 1. Tomemos un
[z;] € X,y cualquiera. Se verifica:

[Pl = 1w im )| = o™ Tiom | < Tim ]| = [ ]

Entonces, ||P|| = 1. El resto del teorema es inmediato. -
Observacién. Dado un operador 7' € B(X,Y'), seria interesante encontrar
un ultrafiltro U e isometrias Jx : X** — X, y Jy : Y™ — Y], tales que

el siguiente diagrama fuese conmutativo:

Jx W\ 1 Jy (7>

T**
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Varios de los resultados que veremos en las secciones dedicadas a los opera-
dores supertauberianos y cosupertauberianos podrian haberse logrado con el
diagrama (7). Veamos un ejemplo: si T es supertauberiano, obtendriamos
que T** también es supertauberiano aplicando la conmutatividad de (7) —es
decir, T,,Jx = JyT"*— y las siguientes propiedades de los operadores super-
tauberianos:

i) las isometrias son operadores supertauberianos;

i1) la composicién de operadores supertauberianos es supertauberiana;
ii1) sila composicién ST es supertauberiana, entonces 7' es supertauberiano;
iv) dado un ultrafiltro U cualquiera, si T' es supertauberiano entonces Ty,

también lo es.

Sin embargo, la isometria J del teorema 1.56 no es canoénica. En
otras palabras, la inmersién de X** en X,, depende de las e-isometrias
elegidas durante la construccién. Este hecho plantea dificultades para la
conmutatividad del diagrama (7). En el siguiente ejemplo, mostramos un es-
pacio de Banach X, un ultrafiltro V sobre el conjunto de indices I especificado
en (2), y dos isometrias J; y Jy construidas segin el patrén del teorema
1.56, que sumergen a X** en X,,. Probaremos que el operador identidad
Ix € B(X) cumple JoIx™™ # Ix,Ji, esto es, no verifica la conmutatividad
de (7).

Ejemplo: sea el espacio de Banach ¢y de las sucesiones convergentes a cero.
Como en (2), tomemos el conjunto de indices I dado por todas las ternas

i = (M;, Fi, ;)

donde 0 < ¢; < 1, y M; y F; son subespacios de dimensién finita de /o, y
/1 respectivamente. Como en el teorema 1.56, establecemos una relacién de
orden en I —véase (3)—, y tomamos un ultrafiltro V sobre I dominando al
filtro generado por la base {C; : i € I} —véase (4)—.

Para cada indice ¢ € I tomamos una ¢;-isometria 1; : M; — co
verificando T |, neo= d|a,nee v G(f) = f(T;G) para todo f € F; y todo
G € M;. Probemos que para todo ¢ € [ existe un n; € N tal que para cada
G € Sy, se cumple

(T;G)n| < €i/10 para todo n > n,, (8)
donde (T;G),, es la coordenada n-ésima de T;G € co.

Sea {G1,Ga,...,Gp} una g;/40-red de Sys,. Como T;Gj € co, existe
un n,; € N tal que

(T:Gk)n| < €i/40 paratodo n>n; y k=1,...m.

Sea GG un elemento cualquiera de Sy,. Entonces existe un G, de la anterior
red tal que |G — Ggllo < €;/40, y como T; es e;-isometria, entonces
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IT:(G — Gi)llo < (1 + &4)e;/40. Asi, teniendo en cuenta (8) se llega a
que
(T:G)yn| < €:/10, para todo n > n,,

tal como queriamos ver.
Ahora, para cada ¢ € I consideremos los siguientes subespacios de
dimensién finita: )
M; = <Mi,€1, €2,... ,Bni> Cls

Fi = <Fi,6/1,6/2,...,€/ni> C 61.

El principio de reflexividad local mnos da una eg;-isometria
T; : M; — co con la propiedad de que no modifica las n; primeras co-
ordenadas de cada elemento de M;, es decir:

Ti(a17a27 N S TTPRY & 2y OO) = (041,042, s 7ani7ﬁni+1;5ni+27 oo)

Escribamos S; = T, i|ar, - Fijémonos en que S; es una g;-isometria en las
condiciones del principio de reflexividad local respecto de los subespacios M;

Segun el teorema 1.56, las dos aplicaciones J; y Jo siguientes son dos
modos diferentes de sumergir isométricamente a ¢* =l en (cp)y:

Jli foo — (Co)v
—

G [G]
donde
10 si G ¢ M;
y
JQ : Eoo — (Co)v
donde

o _ [5G siGeM,
Tl0 siGdé M

Consideremos ahora el elemento G = (1,1,1, .%°.) € {.
Si G € M;, tenemos

(5G| = (TiG)n,

>1—¢g;/10>1/2
lo cual significa que para todos los indices j tal que G' € M, se cumple
173G = 5;Gllos 2 1/2;

esto asegura que J(G) # Q(G), y teniendo en cuenta que (Io))y = I¢y, ©
I.,** = I+~ son las respectivas identidades sobre ¢y, y ¢o**, obtenemos que
el siguiente diagrama no es conmutativo:
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En [24], Heinrich consigue unos resultados que, si bien guardan cierto
paralelismo con nuestros deseos de conmutatividad del diagrama (7), no
nos han servido para conseguir los resultados que esperabamos obtener de
la conmutatividad de (7). No obstante, los citados resultados de Heinrich
siguen interesandonos por su conexion con los operadores super débilmente
compactos.

Si F' es un subespacio cerrado de X, denotaremos 2r a la inclusion de
F en X,y por gp a la aplicacién cociente de X en X/F.

Heinrich extiende el concepto de representacion finita de espacios a
operadores.

Definicién 1.57 [24; def.1.1] Se dice que el operador Ty € B(Xo,Yy) es
finitamente representable en el operador T € B(X,Y), si para todo € > 0 y
subespacios Mo C Xo, Ng C Yy tales que dim My < oo y dim Yy/Ny < o0,
existen subespacios M C X, N CY e e-isometrias biyectivas V : My — M
y W :Y/N — Yy/Ny tales que

laneToras, — WanTu V| < e.

En otras palabras, el siguiente diagrama conmuta salvo e:

M -, x L,y %, y/N

] lw

MO EEE— X() e Y() e YQ/NO
1My To 4dNg

Se demuestra que un espacio Xy es f.r. en X si y solo si el operador
identidad Ix, es f.r. en Ix [24; prop.3.2]. Siguiendo unas técnicas cons-
tructivas similares a las del teorema 1.56, Heinrich [24; tma.l.2] obtiene
una caracterizacién mediante ultrapotencias para la representacion finita
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de operadores, tal como indicaremos en la siguiente proposicién. Diremos
que T € B(X,Y) es una suprayeccion métrica si el operador inducido

T : X/N(T) — T(X) es una isometrfa. Cualquier aplicacién cociente es
una suprayeccion métrica.

Proposicién 1.58 [24; tma.l.2] El operador Ty € B(Xo,Yy) es finitamente
representable en T € B(X,Y) si y solo si existen un ultrafiltro U, una

isometria J : Xog — X, y una suprayeccion métrica QQ : Y, — Y** tales
que

QT J = w1y,
donde 1y es la inclusion natural de Y en Y™**.

Es decir, el siguiente diagrama es conmutativo:

X, L Y,

| E

1y TO

En particular, para todo ultrafiltro U, el operador T;, es f.r. en T'.

Haciendo uso del principio de reflexividad local, Heinrich [24; lema 4.1]
demuestra que cada operador T** es f.r. en T, y como consecuencia de la
proposicion 1.58,; existen un ultrafiltro U, una isometria J : X** — X, y

una suprayeccion métrica @ : Y, — Y **** tales que el siguiente diagrama
conmuta:

donde 1y «+ es la inmersién natural de Y** en Y ****.
Y
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Capitulo 2

OPERADORES SEMI-FREDHOLM Y OPERADORES
TAUBERIANOS.

En este capitulo quedaran caracterizados los operadores compactos K €
B(X,Y) por la propiedad K, (X,) C Y, e identificaremos a los operadores
semi-Fredholm superiores T' € B(X,Y') como aquéllos para los que el nicleo
N(T,,) tiene dimensién finita, o bien T;,(X, \ X) C Y, \ Y. En este punto
las ultraprotencias reiteradas jugaran un papel importante. Veremos cémo
este tipo de caracterizaciones permite obtener resultados clasicos acerca de
estos operadores. Estudiaremos también las ultrapotencias de los operadores
semi-Fredholm inferiores. Asi mismo, veremos como las caracterizaciones
perturbativas de Lebow y Schechter pueden ser aprovechadas por las técnicas
de ultraproducto.

Los operadores tauberianos son aquellos operadores T' € B(X,Y) que
cumplen T (X**\ X) C Y**\ Y. En analogia con la definicién, obtenemos
la siguiente caracterizacién en términos de ultrapotencias: T € B(X,Y) es
tauberiano si y sélo si T,,(Xy, \ X¥) C Y, \ 'Y, donde XV es el subespacio
cerrado de X, formado por los elementos con representantes débilmente con-
vergentes segin U. Es conocido que el ideal de los operadores débilmente
compactos es una clase de perturbacién para el semigrupo de los operadores
tauberianos. Los os T' € B(X,Y) débilmente compactos quedaran caracter-
izados por la propiedad T(X, \ X}¥) C Y. Probaremos también que los
operadores T' € B(X,Y) para los que N(T**) = N(T'), son aquéllos que ver-
ifican N(T,,) C XY, para algin (equivalentemente, para todo) ultrafiltro U.
Esta tultima propiedad constituye en si misma una demostraciéon alternativa
al resultado central de Kalton y Wilansky en [32], en el que se da una carac-

terizacién de tipo sucesional para los operadores T' € B(X,Y) que cumplen
N(T*) C X.

2.1 Operadores semi-Fredholm.

Definicién 2.1 Se dice que el operador T' € B(X,Y) es compacto si T(Bx)
es relativamente compacto.

Proposicién 2.2 [15; pg.483] El subconjunto de los operadores compactos
de X enY es un subespacio cerrado de B(X,Y).
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Denotaremos por C'o(X,Y") a la clase de todos los operadores compactos
de X enY.

Si B es la clase de todos los operadores entre espacios de Banach, se
dice que una subclase A de B es un ideal de operadores si A contiene a todos
los operadores de rango finito, y sus componentes sobre espacios de Banach,
AX,Y) = ANB(X,Y), verifican:

i) si S, T € A(X,Y) entonces S+ T € A(X,Y);
i) siT € B(Z,X),Re B(Y,W)y S € A(X,Y), entonces RST € A(Z,W).

Se dice que el ideal A es cerrado si cada componente A(X,Y") es cerrada en
B(X,Y). Se llama inyectivo a todo ideal A para el que, si S y T son dos
operadores tales que ST € Ay S es inyectivo de rango cerrado, entonces
T € A. Se dice que A es suprayectivo cuando, para todo par de operadores
S, T tales que ST € A y T es suprayectivo, entonces S € A. Se dice que un
ideal de operadores A es regular si para todo operador T' € B(X,Y') tal que
1wyT € A(X,Y™*), se cumple T' € A, donde 2y es la inclusién natural de Y
en Y**. La clase de todos los operadores compactos constituye un ideal de
operadores cerrado, inyectivo y suprayectivo [41; 1.4] que denotaremos Co.

Las caracterizaciones clasicas méas comunes de los operadores compactos
son:

Proposicién 2.3 [10; pg.1] Sea T € B(X,Y). Son equivalentes:

(a) el operador T' es compacto;

(b) si A C X es acotado, entonces T A es relativamente compacto en Y;

(c) si(xn)n es una sucesion acotada en X, entonces existe una subsucesion
(xn,) tal que (Tx,,) converge.

Proposicién 2.4 [10; tma.l1.2.1] Sea un operador T € B(X,Y). Se verifica

que T' es compacto si y solo si T* es compacto.

Usando el lenguaje de las ultrapotencias, los operadores compactos
admiten la siguiente caracterizacién.

Proposicién 2.5 Sea U un ultrafiltro y T € B(X,Y). Entonces T es
compacto si y solo si T, (Xy,) CY.

Demostracion. Por la definicién 2.1 y proposicién 1.28, T' es un operador
compacto siy sélo si (T'Bx), C Y,y como (I'Bx), = T,,(Bx,,), entonces es

claro que T' es compacto si y sélo si T, (X)) C Y. O

De la anterior proposiciéon se obtiene otra caracterizaciéon de los opera-
dores compactos mediante ultrapotencias.

Proposicién 2.6 Sea U un ultrafiltro, y el operador T € B(X,Y). Son
equivalentes:

(a) T € Co(X,Y);

(b) T, € Co(Xy, Yy).

(b)=-(a) Basta considerar que T;,| x= T, y que la restriccién de todo operador
compacto es también compacto.
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(a)=-(b) Si T es compacto, por la proposicién anterior se cumple
TMXZ/{(XZ/[XZ/I) C Y (1)

Por otro lado, el teorema de iteracion 1.22 y la proposicién 1.33 identifican
al operador

con el operador
Tusu s Xuxu — Yuxu-

Entonces, de (1) tenemos (T;,)y ((Xu)w) C Y, lo que demuestra que Ty, es

compacto, segin la proposicion 2.5. O

Definicién 2.7 Se dice que el operador T € B(X,Y) es semi-Fredholm
superior si su nicleo N(T') es de dimension finita y su rango es cerrado.

Definicién 2.8 Se dice que el operador T € B(X,Y) es semi-Fredholm
inferior si su conicleo Y/R(T) es de dimension finita y su rango R(T) es
cerrado.

Al subconjunto de los operadores Semi-Fredholm superiores de B(X,Y)
lo denotaremos por F'y (X,Y) y al de los operadores Semi-Fredholm inferiores,
lo denotaremos por F_(X,Y). Si el operador T" es Semi-Fredholm superior o
Semi-Fredholm inferior, diremos respectivamente que T es F'y o F_.

Entre los operadores F'; y los operadores F_ se da la siguiente relaciéon
de dualidad:

Proposicién 2.9 [10; 1.3.1] Sea T' € B(X,Y). Entonces se verifica:
a) T pertenece a F(X,Y) siy sélo si T* pertenece a F_(Y™*, X*);
b) T pertenece a F_(X,Y) si y solo si T* pertenece a F (Y*, X*).
Las clases F (X,Y) y F_(X,Y) son abiertas en B(X,Y). Otra de las
principales propiedades de los operadores semi-Fredholm es su estabilidad
bajo perturbaciones por operadores compactos.

Proposicién 2.10 [10; 1.3.7] Sean los operadores T € F,(X,Y), S €
F_ (X,)Y)y K€ Co(X,Y). EntoncesT + K es Fy, y S+ K es F_.

Un resultado mucho méas fuerte que el anterior, es la siguiente caracte-
rizacion perturbativa para operadores semi-Fredholm obtenida por Lebow y
Schechter.

Teorema 2.11 [35] Sea un oa T € B(X,Y). Entonces:
a) T € Fi.(X,Y) si y sdlo si para todo operador K € Co(X,Y) se cumple
dim N(T' + K) < oo;
b) T € F_(X,Y) siy solo si para todo operador K € Co(X,Y) se cumple
dimY /R(T + K) < .
Las siguientes proposiciones caracterizan mediante técnicas de ultrapo-
tencia a los operadores compactos, F; y F_.
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Proposiciéon 2.12  Sea un operador T € B(X,Y), y U un ultrafiltro
cualquiera. Entonces son equivalentes:
(a) T € Fu(X,Y);
(b) N(T) = N(T.);
(¢) Ty € Fi(Xy,Yy):
(d) dim N(T) < oo y R(T),, = R(T,).
Demostracion.
(a)=(b) Supongamos que T es F. Entonces dim N(T) < oo, y por la
proposiciéon 1.28, N(T') = N(T),. Por otro lado, R(T') es cerrado, luego
por la proposicién 1.37, N(T), = N(T,). En consecuencia, se cumple
N(T) = N(T,).
(b)=(c) Si N(T') = N(T},), entonces N(T),, = N(T,,), luego por proposiciéon
1.37, R(T;,) es cerrado. Y como N(T) = N(T),, por la proposicién 1.28 se
tiene dim N (7T),, = dim N(7,,) < co. Entonces T, es F .

Las implicaciones (c¢)=(d) y (d)=-(a) se siguen inmediatamente apli-
cando la proposicién 1.38. O

Veamos una segunda caracterizaciéon mediante ultrapotencias de los
operadores F .

Teorema 2.13 Sea un operador T € B(X,Y), yU un ultrafiltro cualquiera.
Entonces son equivalentes:

(a) T € F1(X,Y);

(b) T(Xy\ X) C Y, \Y;

(c) N(T) C X;

(d) dim N(T,) < co.

Demostracion.

(a)=(b) Supongamos que T es F, y sea [z;] un elemento cualquiera de
X, tal que T,([z;]) € Y. Como R(T) es cerrado, por la proposicién 1.38 se
verifica R(T) = R(T,,) NY. Entonces existe un x € X tal que Tx = [Tx;].
Consecuentemente, [z — x;] pertenece a N(T;,), pero por la proposicién
anterior, N (T,) es igual a N(T'), luego [z — z;] pertenece a X, y asi [z;] € X.
(b)=-(c¢) Inmediato.

(¢)=-(d) Para todo operador T siempre se verifica

N(T)=N(T),NX =N(T,) N X. (2)
Si el operador T verifica ademads la hipétesis (c), entonces de (2) se obtiene:
N(T)=N(T), = N(T,,)
de donde se desprende, por la proposicién 1.28, que N(7,,) tiene dimensién
finita.
(d)=(a) Si N(T,) es de dimensién finita, entonces dim N(T') < oo, luego

tan sélo nos falta probar que R(T') es cerrado. Supongamos que R(7T") es no
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cerrado. Como dim N(7") < oo, por el teorema de Hahn-Banach existe un
subespacio cerrado H de X verificando:

X = N(T)® H. (3)

Entonces T|y: H — Y es un operador inyectivo de rango no cerrado.
Esto permite encontrar una sucesién (z,) en H tal que ||z,|| =1y ||Tz,| <
1/n para todo n € N.

Veamos que la sucesién (x,) no contiene ninguna subsucesién conver-
gente: si (z,,) fuese una subsucesién convergente de (z,,) y = limy zy,, ,
entonces, como ||Tx,| < 1/n para todo n € N, tendriamos que x pertenece
a N(T). Pero H es completo y cada x,, pertenece a H, luego x € HNN(T),
y de acuerdo con (3), x ha de ser igual a cero. Esto se contradice con que
x = limg x,,, y cada z,, es de norma uno.

Ahora, como (z,,) no tiene subsucesiones convergentes, existe un nimero
real 0 > 0 tal que

|k — zm]|| >0 si k#m. (4)

Extraigamos de la sucesién (z,,) infinitas subsucesiones disjuntas:

(@D)n, (T5)n, (X5 ), ..

Sea {I,, : n € N} una particién de I disjunta con Y. Por cada una de
las anteriores sucesiones (z}), tomemos zj := [z}]; € X, donde 2] = z} si
i€ 1.

Ahora, como lim,, Tz} = 0 para todo k € N, entonces limy,,;, Tz}, = 0,
y de ahi, los elementos z1, z2, z3, ... . pertenecen a N(T,) N Bx,,.

Por otro lado, dados dos elementos distintos z, y zs, por (4) tenemos:

lim ||z} — 25| > 6
i |4, — =4 > &,
y en consecuencia,
|z — 2| = 0,

lo que prueba que N(7,,) N Bx,, es no compacto, y por tanto N(7},) es de

dimension infinita. Este hecho se contradice con la hipotesis de partida.

Existe otra caracterizaciéon clasica para los operadores F, cuya de-
mostracién se puede encontrar, con alguna variante, en [10; 1.3.2], y que
a continuacién enunciamos:

Proposicién 2.14 Sea T € B(X,Y). Entonces son equivalentes:

(a) T € F1.(X,Y);

(b) X no contiene ninguna sucesion acotada (x,,) sin subsucesiones conver-
gentes verificando que (T'z,) sea convergente.

Escribiremos X = M@ N si M y N son subespacios de X con MNN =0
y X =M+4N.

En el estudio de las ultrapotencias de los operadores F_, se hace im-
prescindible el teorema de Kato, cuyo enunciado dice:
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Proposicién 2.15 [10; 3.2.4] Sean T € B(X,Y) y N un subespacio cerrado
de 'Y tales que R(T) @ N es cerrado. Entonces R(T') es cerrado.

En analogia con las caracterizaciones 2.12 y 2.13 de los operadores
F,, obtenemos la siguiente caracterizacién de los operadores F_ usando
ultrapotencias.

Proposicién 2.16 Sea un operador T € B(X,Y'). Son equivalentes:

() Te F_(X,Y);

(b) dimY /R(T) < oo;

(c) dimY, /R(Ty) < oo;

(d) T, € F_(Xyu,Yy)-

Demostracion.

(a)=-(b) Por la propia definicién de operador F_.

(b)=>(c) Como dimY /R(T) < oo, por el tma. de Kato se tiene que R(T) es
cerrado, y por tanto R(T;,) también es cerrado. Ahora, usando consecutiva-
mente la proposicién 1.38, el lema 1.30 y proposiciéon 1.28, obtenemos

Y, Y., :{ Y ] Y )
R(T,) ~ R(T). — |R(T)], R(T)

de donde se deduce que dimY;, /R(T;,) < co.

(¢)=(d) De nuevo, por el tma. de Kato.

(d)=(a) Si T,, es F_, por dualidad (proposicién 2.9) T, es F;, y como
T*, = T.,"| x*,, por la proposicién 2.12 T* también es F, y por dualidad,

Tes F_. 0

Dado un operador cualquiera T' € B(X,Y), el operador inducido

¢: Y/R(T) — Y,/R(T,)
y+R(T) — [y +R(T)

es inyectivo debido a que R(T) = R(T,) NY, segin se demostréen la
proposicion 1.39. El operador ¢ proporciona otra interesante caracteriza-
cion para los operadores F'_:

Proposicién 2.17 Sea el operador T' € B(X,Y). Entonces los siguientes
enunciados son equivalentes:

(a) T e F_(X,Y);

(b) R(T,)+Y =Yy;

(¢) R(T,)+Y =Y,;
(d)

la aplicacion

es suprayectiva.
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Demostracion.

(a)=(b) Supongamos T"es F_, es decir, R(T) es cerradoy dimY /R(T) < co.
Entonces existe un subespacio de dimension finita H C Y tal que Y =
R(T) & H. Teniendo en cuenta que dim H < oo equivale a H = Hy, y
que, por ser R(T') cerrado se cumple la igualdad R(T;,) = R(T),, podemos
escribir

Y, = [R(T)® H], = R(T), & H, = R(T},) & H,

de donde se sigue que Y, = R(T,) + Y.

Las implicaciones (b)=(c¢) y (¢)=-(d) son triviales.
(d)=(a) Recordemos que los isomorfismos isométricos candnicos
¢ R(T,)* — [Yu/R(T.)]" v ¢2 : [Y/R(T)]* — R(T)* vienen dados
por

u

¢1(f) :=h, donde h(y +R(Tu)) = 1f(y)
$2(8) = & Grzy-

(véase por ejemplo, [37; tma.IIl.3.3]).
Teniendo en cuenta las igualdades R(T)* = N(T*) y R(T, )+ = N(T,,*),
la aplicacién ¢ induce el operador 9 := ¢op* Py : N(T,*) — N(T*), donde

() = fly, para todo f € N(T,,"). (6)
Por otro lado, se verifica
N(T*) C N(T*), C N(T*,)) C N(T,,"). (7)

Supongamos que ¢ es suprayectivo. Entonces el operador suprayectivo
¥ es un isomorfismo, y de acuerdo con (6), se sigue N(7,,*) = N(T*). De la
igualdad previa y de (7) se obtiene N(7*,) = N(T™), luego por la proposicién

2.12, T es I, y por dualidad, T" es F_. 0

Observacidén. De la férmula (7), tenemos que si N(T*) = N(1,,"), entonces
T* es Fy, luego T'es F_; y si T es F_, por la proposiciéon 2.12 se cumple
N(T*) = N(T*,), pero también es cierta la igualdad N(T*) = N(T,%),
aunque las herramientas necesarias para probarla se encuentran en la seccién
3.2 dedicada a los operadores cosupertauberianos. Alli se obtiene por un lado,
que un operador cosupertauberiano 71" queda caracterizado por la propiedad
N(T,,*) = N(T*,), y por otro lado, que un operador F_ es un caso particular
de operador cosupertauberiano. De aqui se desprende que si T es F_,
entonces N(T*) = N(T,,").

Dado un operador T' € B(X,Y), hemos visto en el teorema 2.13 que
el contenido T,(X, \ X) C Y, \'Y caracteriza a T como un operador
F,. Analogamente, la proposiciéon 2.17 dice que T es F_ si y s6lo si se
verifica R(T},) +Y = Y,. Es interesante ver cémo el lenguaje desarrollado
por las mencionadas caracterizaciones permite volver a demostrar ciertas
propiedades, aunque conocidas, de los operadores F, y F_. Comencemos
por la estabilidad de los operadores F'y v F_ bajo perturbaciones compactas.
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Proposicién 2.18 Si K € Co(X,Y) yT € F (X,Y) entonces T + K €
F (X,)Y).

Demostracion. Sea [z;] € X, \ X. Como T es F; y K es compacto, entonces
K,z € X y Ty[z;] € X, \ X. Ahora, (T + K),[z;] € X, \ X, lo que prueba

que T'+ K es F.. O

Proposicién 2.19 Si K € Co(X,Y) yT € F_(X,Y) entonces T + K €
F_(X,Y).
Demostracion. Sea [y;] € Y,. Por ser T' un operador F_, existen y € Y y
[x;] € Xy tales que [y;] = Ty [z;] +y. Pero K es compacto, luego existe un
Yy €Y tal que Ky[z;] =v'.

Entonces [y;] = (T + K)u[xi] +y — ¢/, luego por la proposicién 2.17,
T+ K es F_.

O
Proposicién 2.20 Si T € F.(X,Y) y S € F.(Y,Z), entonces ST €
F(X,Z).
Demostracion. Haciendo uso de la caracterizacion 2.13, obtenemos

O

Proposicién 2.21  Sean dos operadores T € B(X,Y) y S € B(Y, Z) tales
que ST € F(X,Z). Entonces T es F..

Demostracion. Supongamos que T' no es F,. Entonces existe un elemento
[z;] € X, \ X tal que Ty, [z;] € Y.
Ahora, como Ty |x=Ty Suly= 9, llegamos a

(ST)ulzi] = Su(Tulzi]) € Z,

lo que contradice que ST es F, en virtud del teorema 2.13. 0

Las caracterizaciones perturbativas para los operadores F, y F_ de
Lebow y Schechter (proposicién 2.10) encajan bien en el contexto de las
técnicas de ultrapotencia. Veamos cémo permiten obtener de un modo
directo y relativamente corto las implicaciones (a)=>(b) del teorema 2.13
y proposicion 2.17.

Proposicién 2.22  Sea un operador T' € B(X,Y).
a) T es Fy siy sdlo si T, (X, \ X)CY,\Y;
b) T es F_ siy solo si R(T,,) +Y =Y,.
Demostracion.

a) Si T es Fy, nos remitimos a la demostracién (a)=-(b) del teorema
2.13. Supongamos T no es Fy. Entonces, por la caracterizacién perturbativa
para operadores F, existe un operador compacto K € B(X,Y) tal que
dim N(T' — K) = oo, lo que implica la existencia de un elemento x €
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NT -K), \N(T'-K) Cc X,\X, por proposicién 1.28. Ahora, K compacto
y la proposicién 2.5 nos dan K, x € Y, y de ahi se sigue T, x = K;,x € Y.
Por tanto, T, (X, \ X) ¢ Y, \ Y.

b) Si T es F_, nos remitimos a la demostraciéon de (a)=-(b) en la pro-
posicién 2.17. Supongamos que T no es F_ y encontremos un elemento [y;]
en Y, \ [R(T,)+Y]. Por la caracterizacién perturbativa para operadores F_,
existe un operador compacto K tal que dimY /R(T + K) = oco. Asi, por la
proposicién 1.28 existe una familia (y;) € ¢ (I,Y) tal que

Y
R(T + K)

Y
RT+K)'

lyi +R(T +K)] € \

u

de donde resulta que [y;] ¢ R(T + K),,+Y, y como R(T,+K,) CR(T + K),,,
entonces [y;] ¢ R(T,,+K,)+Y . Ahora, de la caracterizacién para operadores
compactos de la proposiciéon 2.5, tenemos K, (X,) C Y, y por tanto

R(T, + K,) +Y = R(T,) + Y. En consecuencia, [y;] ¢ R(T,) + Y, tal

como queriamos demostrar. -

2.2 Operadores tauberianos.

Una clase natural de perturbacién asociada a la clase de los operadores
tauberianos es el ideal de los operadores débilmente compactos, que seguida-
mente presentamos.

Definicién 2.23 Se dice que el operador K € B(X,Y) es w-compacto si
T(Bx) es relativamente w-compacto.

Es inmediato que todo operador compacto es w-compacto. Al conjunto
de los operadores w-compactos de B(X,Y") lo denotaremos por WCo(X,Y).
La clase de todos los operadores w-compactos, WCo, es un ideal de opera-
dores cerrado, inyectivo y suprayectivo [41; 1.5] [15; VI.4.4].

Proposicién 2.24 [15; VI.4] T es w-compacto siy sélo si T* es w-compacto.

El teorema de Eberlein-Smulian nos proporciona la siguiente caracteri-
zacion para los operadores w-compactos:

Proposicién 2.25 FEl operadorT € B(X,Y) es w-compacto si y sélo si para
toda sucesion acotada (x,)n, C X se verifica que (T'zy,), tiene subsucesiones
w-convergentes.

Definicién 2.26 [32] Se dice que el operador T € B(X,Y) es tauberiano si
T YY) C X.

D.G. Tacon [49] establece el concepto dual de oa cotauberiano:

Definicién 2.27 [49; pg.65] Se dice que el operador T € B(X,Y) es
cotauberiano si T* es tauberiano.
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Al subconjunto de los operadores tauberianos de B(X, Y') lo denotaremos
por T4 (X,Y), y al subconjunto de los operadores cotauberianos lo represen-
taremos 7_(X,Y).

Es inmediato que si T es un operador tauberiano, entonces N (T**) =
N(T), de donde se deduce que N(T') es reflexivo. Sin embargo, como ya
observaron Kalton y Wilansky [32], la igualdad N(7™*) = N(T') no implica
que T sea tauberiano. Concretando:

Proposicién 2.28 [32] Sea T € B(X,Y). Se verifica:
a) si T es tauberiano, entonces N(T) = N(T**);
b) si N(T) = N(T™*), entonces N(T) es reflexivo;
c) si N(T) es reflexivo y R(T') cerrado, entonces T es tauberiano.

No obstante, es facil encontrar operadores tauberianos con rango no
cerrado. Sirve como ejemplo cualquier operador de rango no cerrado T €
B(¢s,05). La siguiente proposicién da algunas condiciones sobre el rango de
un operador 7' que, junto a la igualdad N(T') = N(T**), obligan a que T sea
tauberiano.

Proposicién 2.29 [32] Sea T € B(X,Y). Son equivalentes:
(a) T € TH(X,Y);
(b) N(T)=N(T**) y TBx C R(T);
(¢c) N(T)= N(T*") y TBx es cerrado.
El resultado central de Kalton y Wilansky en [32] es la siguiente carac-
terizacién sucesional de la propiedad N(T') = N(T**).

Proposicién 2.30 [32; tma.3.1] Sea T' € B(X,Y). Son equivalentes:

(a) N(T)= N(T*);

(b) si (xp) € loo(X) y lim, Tx,, = 0, entonces (x,) tiene subsucesiones
w-convergentes.

De aqui se deducen caracterizaciones de los operadores tauberianos en
funcion de la compacidad débil.

Proposicién 2.31 [32; tma.3.2] Sea T' € B(X,Y). Son equivalentes:

(a) T e TL(X,Y);

(b) para todo conjunto acotado C C X con T(C) relativamente w-compacto,
se tiene que C' es relativamente w-compacto;

(¢) para todo conjunto acotado C C X con T(C) relativamente compacto,
se tiene que C' es relativamente w-compacto.

Un operador T' € B(X,Y) se identifica con la restriccion de T** a X.
Por ello, si T* es cotauberiano, entonces T es tauberiano. Sin embargo, el
reciproco es falso, tal como demuestran T. Alvarez y M. Gonzélez. En la
siguiente proposicion, describimos el contraejemplo hallado por los citados
autores.

Ejemplo 2.32 [2; prop.5| Ezxiste un espacio de Banach Z y un operador
tauberiano S € B(Z) tal que S** no es tauberiano.
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Demostracion. Un operador T' € B(X,Y), induce otro operador

T,: X*/X — Y*)Y
.il]'”—{—X — T**.il]'”—{—y

Evidentemente, T" es tauberiano si y sélo si Tj es inyectivo. Ademds, no es
dificil ver que se puede identificar T**, = T,"".

Denotemos por e,, al elemento n-ésimo de norma uno de la base canénica
de /1, y sea X, el subespacio de ¢; generado por {eq,...,e,}. Siguiendo una
construccién de Bellenot, se obtiene el espacio de Banach

Z:={(rn) s wn € Xp, lim [lznls =0 y |[(2n)lls < oo},

donde

k—1
2||(wn)15 = sup { <Z [P
i=1

%) + ||, |3 n1<n2<...<nk}.

Sea ahora el operador compacto T € B(¢1) dado por T'(cw,) := (an/n).
Consideremos el operador

S: Z — Z

(@n) =  (Tan)
donde z,, € X,,.

Se demuestra que el cociente Z**/Z es isométrico a £1, lo que permite
identificar Z**/Z = ¢;. Bajo la previa identificacién se obtiene S, =T

Obviamente, el operador T es inyectivo, luego S es tauberiano. Por otro
lado, T* es compacto, luego R(T*) es separable. Pero ¢, no es separable,
luego R(T*) # lo, y como N(T**) = R(T*)L, entonces T** no es inyectivo.
Las identificaciones (S**), = (9,)** = T** demuestran que S** no es
tauberiano.

O

D.G. Tacon [49; pg.65 (5)] proboque, al contrario que los operadores
F, el conjunto de los operadores tauberianos 7{X,Y) no es, en general,
abierto en B(X,Y’). Veamos un sencillo ejemplo de operador tauberiano en
la frontera.

Ejemplo 2.33 [2; pg.1026] Si X es un espacio no reflexivo, entonces existe
un operador tauberiano de l3(X) en l2(X) que no estd en la frontera de
T+ (£2(X), £o(X)).

Demostracion. Consideremos el operador

T KQ(X) — gQ(X)
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El operador T es tauberiano, pues 7™* es inyectivo. Consideremos ahora,
para cada k € N, el operador

Tkgz(X)—>£2(X), ke N

dado por
Tk((xn)) = (ml, xo/2, ..., x/k, 0, 0,...)

Es inmediato que los operadores T} no son tauberianos, pues su nicleo no es
reflexivo. Por otra parte, ||T"— Tx|| = 1/(k + 1) para todo k € N, de donde

se sigue que 7' no pertenece al interior de T(l2(X), £2(X)). -

Los operadores tauberianos son estables bajo perturbaciones w-compac-
tas.
Proposicién 2.34 [49; pg.64] Sean T € B(X,Y) y K € WCo(X,Y).
a) siT e TH(X,Y), entonces T+ K € T4 (X,Y);
b) siT € T_(X,Y), entonces T+ K € T_(X,Y).

En analogia con las caracterizaciones perturbativas de Lebow y Schecht-
er [35] para los operadores Fy y F__, M. Gonzalez y V.M. Onieva consiguen las
siguientes caracterizaciones para los operadores tauberianos y cotauberianos.

Teorema 2.35 [21; tma.l] Sea T € B(X,Y). Entonces se verifica:
a) T € TL(X,Y) si y sdlo si para todo operador K € Co(X,Y) se verifica
que N (T + K) es reflezivo;
b) T e T_(X,Y) si y sélo si para todo operador K € Co(X,Y) se verifica
que Y/R(T + K) es reflezivo.
Las siguientes proposiciones van encaminadas a caracterizar mediante
técnicas de ultrapotencia los operadores w-compactos y los operadores taube-
rianos.

Lema 2.36 Sea M un subespacio de dimension finita del espacio de Banach
X, e>0yx"” un elemento de X** tal que dist (2", X) > e. Entonces existe
un funcional f € M+ verificando || f|| =1 y 2" (f) > «.

Demostracion. Como dim M < oo, entonces M = M=+, y asf:
X** X**

ML+ M’

es decir, X** /M es el dual de M*. Por otro lado, se cumple [z + M| > ¢
por hipétesis. Entonces existe un f € Sy,1 tal que 2”(f) > e.

(M*)*

O
El siguiente resultado es un refinamiento de un argumento de James [28]
sobre una caracterizacion geométrica de la reflexividad.

Proposicién 2.37 Sea X un espacio de Banach y (x,,) una sucesion acotada
en X sin subsucesiones w-convergentes. Entonces existe un 0 < e < 1, una
subsucesion (z,) de (zy) y una sucesion (f,) C X* tales que || fn|]| =1y

Fo(zm) >e, sil<k<m
REmIY =0, sil<m<k.
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Demostracion. Probaremos inductivamente la existencia de las sucesiones

(2n) ¥y (fn)-

Por hipdtesis, la sucesion (z,,) no contiene subsucesiones w-convergentes,
luego por el teorema de Eberlein-Smulian, {z,, : n € N} no es relativamente
w-compacto. Ahora bien, un subconjunto acotado de A C X, es relativa-

mente w-compacto si y sélo si su clausura w*-débil en X**, A" | estd con-
tenida en X [51; IL.C]. Entonces existe un elemento 2’/ € {z, : n € N} \X.

Sean 2e = dist (2", X) > 0, f1 un funcional de Sx- tal que x”(f1) > e,
y el w*-entorno V; de z” dado por

Vi = {y” e X* . y//(fl) > 6}.

Sea (xl) la subsucesién de (z,) formada por todos los elementos de (x,,)
pertenecientes a V.
Elegimos z; := z}. Por el lema 2.36, existe un funcional fo € Sx- tal

que fa(z1) =0y 2" (f2) > e.
Dado p € N, supongamos que hay sucesiones finitas

(217227'~~7Zp71)c(xn)n7 y (f17f27~~'7fp)CSX*

verificando las condiciones:

> g, si 1<k<m<p-—1
m) = 1
Jizm) {0, si l<m<k<p-—1 (1)
fp(zx) =0, para 1<k<p-—1 (2)
2" (fx) >e, para 1<k<p (3)

La condicién (3) nos asegura que el conjunto
Vo ={y" e X**:y"(fx) >e, k=1,2,...,p}

es un w*-entorno de z”. Como 2" es punto de w*-acumulacién del conjunto
{z,, : n € N}, se puede extraer de (z,) la subsucesién (zP) formada por
todos los x,, contenidos en V).

Elegimos 2, := zl. De nuevo, por el lema 2.36 existe un funcional
fp+1 € Sx~ tal que

fpr1(2x) =0 paratodo k=1,2,...,p
x//(prrl) > €,

y de las condiciones (1) y (2) y 2, € V,,, obtenemos:

>e, sil<k<m<p
fk(zm){:(), sil<m<k<p.

Reiterando el anterior argumento, obtenemos las sucesiones requeridas (zy,)

y (fn) O
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El siguiente resultado es, en cierto modo, un reciproco del precedente.

Proposicién 2.38 Sea X un espacio de Banach, 0 < e < 1, y (z,), (fn)
dos sucesiones contenidas en Sx y Sx+ respectivamente. Si se cumple la

condicion
>e, s11<k<m
fk(xm){:o, sil<m<k 4

entonces (x,) no contiene subsucesiones w-convergentes.

Demostracion. Supongamos que (z,) C Sx v (fn) C Sx- verifican la
condicién (4), y que (z,,) es una subsucesién de () que converge débilmente
hacia z € X. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que (z,,) es la
sucesién (x,,). Asi, w-lim, z,, =z € X.

Evidentemente, por hipétesis (4), el conjunto {fx : & € N} es infinito.
Sea entonces f € By« un punto de w*-acumulacién de {fy : k € N}.

Como = = w-lim, x,, para cada funcional f; se verifica fx(z) =
lim,, fx(z,) > &, donde la tultima desigualdad es debida a que fi(x,) > &
para todo n > k. En consecuencia, fy(z) > ¢ para todo k € N, y como f es
punto de w*-acumulacién de {fy : £ € N}, entonces:

f(z) > e (5)

Por otra parte, para cada n € N, f es punto de w*-acumulaciéon de
{fr : k > n}, luego para todo é > 0 podemos elegir un fj con k > n tal que
|f(xn) — fe(xn)| < 0. Asi, por la condicién (4) llegamos a f(x,) = 0 para
todo n € N.

De lo anterior y de z = w- lim,, z,,, se deduce f(z) = 0, contradiciéndose

con (5). -

El siguiente resultado es de James, y caracteriza geométricamente la
reflexividad.

Proposicién 2.39 [5; pg.51, tma.6] [28] Sea X un espacio de Banach. Son
equivalentes:

(a) X es no reflexivo;

(b) para todo 0 < & < 1 existen sucesiones (x,) C Sx y (fn) C Sx= tales

que
(@) >e, sil<k<m
kA Sm =0, sil<m<k;

(c) existen 0 < e <1 y sucesiones (x,) C Sx y (fn) C Sx~ tales que:

Fol@m) >e, sil<k<m
kitm =0, s11<m<k.

Definiciéon 2.40 Dado un espacio de Banach X y un ultrafiltro U sobre
1, llamamos subespacio de familias débilmente convergentes de X, al con-
gunto X formado por todos los elementos [x;] € X, tales que (x;);cr es
w-convergente sequn el ultrafiltro U.
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/

1) es otra fami-

y en consecuencia,

Observemos que si [z;] es un elemento de X y (x
lia tal que [x;] = [z}], entonces lim, z; = lim, z/,
w-limy, z; = w-limy, .

También es facil comprobar que X} es un subespacio lineal de X;,. En
el siguiente lema probamos que X} es ademas completo.

Lema 2.41 Dados un espacio de Banach X y un ultrafiltro U sobre I, se
verifica que XY es un subespacio lineal cerrado de X,,.

Demostracion. Sea [x;] un elemento de X,,. Como Bx«« es w*-compacta, en
virtud de la proposiciéon 1.16 podemos definir la aplicacién lineal acotada @)
dada por
Q: Xy, — X
[x;] —  w*-lim, x;.

Evidentemente, X es igual a Q~1(X), luego es cerrado. -

Observacion. Si el ultrafiltro U considerado en el lema anterior es el ultra-
filtro VW del teorema 1.56, entonces () es suprayectiva.

En la siguiente proposicién se estudian las ultrapotencias de los ope-
radores w-compactos, y se encuentran relaciones con resultados del tipo de
la proposicién 2.37. La equivalencia entre las condiciones (a) y (b) es bien
conocida y puede encontrarse en [15; VI.4.2].

Proposicién 2.42  Sea un operador T € B(X,Y), y U un ultrafiltro
cualquiera. Son equivalentes:

(a) T € WCo(X,Y);

(¢) T(Xy) CYY;

(d) dado € > 0, no existen sucesiones (x,) C Sx, (fn) C Sy+ verificando:

>e s11<k<m
fk(Txm){:() sil<m<k;

(e) sila sucesion (z,) C X es acotada, entonces la sucesion (T'z,) contiene
subsucesiones w-convergentes.

Demostracion. Denotaremos I al conjunto sobre el cual tomamos el ultrafiltro
U, e {I, : n € N} serd una particiéon de I disjunta con U.

(a)=-(b) Por hipdtesis, TByx es acotado y relativamente w-compacto, de
donde se deduce que

*
w

TBx' =TBx , (6)

y como T™* es w*-continuo, entonces

* * *

T**(Bx+) =T"*(Bx )CcT*Bx =TBx . (7)

Ahora, combinando (6) y (7), se llega a T**(Bx++) C TBx CY.
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(b)=(c) Sea [x;] € X;,. Tomemos el elemento =/ € X** dado por z/ =
w*-lim,, x;, esto es
2. X* — R
g — limy g(x;).

Asi, para cada f € Y* tenemos
f(T*2")y =2"(fT) = lim fT(x;),
u

y como por hipdtesis T**(z”) € Y, entonces existe T**(z") = w-lim, T'z;, y
por tanto T [x;] € Y,V

(c)=(d) Supongamos que (d) falla. Entonces existen sucesiones (z,) C Sx
y (fn) C Sx+ yun 0 < e < 1 tales que

>eg sil<k<m
fk(Txm){:() sil<m<k. (8)
Para cada ¢ € I, tomamos z; := x, si ¢« € [,, y formamos el elemento

[2;] € Xy, Sea vy’ = w*-lim,, T'z;. Basta ver que ¢y’ € Y**\Y.
Por definicién de 3",

y'(f) = lig{n f(Tz), para todo fe€Y™. (9)

Sea g un elemento de w*-acumulacién de {f, : n € N}. Por (8) tenemos
f(Txy,) =0sim <k, luego g(Tx,,) = 0 para todo m € N, y aplicando (9)
obtenemos y"(g) = lim,, g(T'z;) = 0.

Por otro lado, (8) y (9) implican que, para cada fy, se verifica 3" (fi) =

limy,;, fx(Tz;) > €. Entonces, si y” perteneciese a Y tendriamos g(y”) > ¢
debido a que g es punto de w*-acumulacién de {f, : n € N}, lo que produce
contradiccidén.
(d)=(e) Supongamos que (z,) C X es una sucesién acotada tal que (T'z,,)
no contiene subsucesiones w-convergentes. Por la proposicién 2.37 existe un
0 < e < 1, una sucesién (f,) C Sx+ y una subsucesion (z,) de (z,) tales
que fx(Tzy) >esik <my fu(Tzy) = 0si m < k, lo que contradice la
condicién (d).

(e)=(a) Es una aplicacién del teorema de Eberlein-Smulian. -

Observacion. La proposicion anterior es valida para cualquier ultrafiltro,
incluidos los ultrafiltros sobre N. Es interesante comparar la proposicién
2.42 con la homologa 2.5 para operadores compactos.

Corolario 2.43 Sea U un ultrafiltro cualquiera. Entonces, un espacio de
Banach X es reflexivo st y solo si X, = X}5.

Proposicion 2.44  Sean U un wultrafiltro sobre I y C' un subconjunto
acotado en el espacio de Banach X. Entonces C' es relativamente débilmente
compacto si y solo si Cy, estd contenido en X5 .
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Demostracion. Supongamos que C' es relativamente w-compacto. Por la
proposicién 1.16, se tiene el contenido C,, C X}¥.

Supongamos ahora que C no es w-compacto. Por el teorema de
Eberlein—Smulian, existe una sucesién acotada (x,) contenida en C' que no
tiene subsucesiones w-convergentes. Entonces, por la proposiciéon 2.37, existe
una subsucesién (z,) de (z,), un 0 < € < 1 y una sucesién de funcionales
(fn) C Sx- tales que

Folzm) >e, sil<k<m
FAEmI =0, sil<m<k.

Sea {I,, : n € N} una particién de I disjunta con U, y tomemos el elemento
[y;] € Xy, dado por y; := 2, sii € I,,. Entonces [y;] pertenece a Cy,, pero no

w
a X}Y. 0

El siguiente lema es vital para describir las ultrapotencias de los opera-
dores T' que verifican N(T**) = N(T).

Lema 2.45 Sea T € B(X,Y) y 2" € Sx«« tales que T**z"” = 0. Dados
e >0y un w*-entorno V de 0 € X, existe x € Bx tal que 2"/ —xz € V y
|Tz|| < e.

Demostracion. Como en el teorema 1.56, dado el espacio X, consideremos el
filtro Fx y W un ultrafiltro dominando a Fx. Para el elemento x”, sea la
familia (x;);c; como la obtenida en la férmula (5) del mismo teorema 1.56.
Por 1.56(6), se cumple z” = w*-lim,, z;, y por la w*-continuidad de T**,
tenemos 0 = T**z” = w*-lim,, Tx;. Entonces 0 pertenece a la w-clausura
de la envoltura convexa de {T'z; : z; € W}, la cual coincide con su clausura
en norma. FKEsto nos permite encontrar una sucesién (z,) contenida en la
envoltura convexa de {x; : x; € W} tal que lim,, Tz, = 0. Obviamente, cada
zn, pertenece a W y es de norma menor o igual a uno. Eligiendo un z, en la

anterior sucesion tal que ||Tz,|| < €, concluimos la demostracion. -

Notas. Si se desea, se puede sustituir el ultrafiltro WV de la anterior
demostracion por otro mas sencillo, V, procediendo de la siguiente manera.
Se considera un conjunto de indices I en correspondencia biunivoca con el
conjunto de todos los w*-entornos de 0 € X**. Dado el indice j € I,
denotemos Vj a su correspondiente w*-entorno, y sea C; := {i € I : V; C V;}.
El conjunto {C} : j € I} es base para algun filtro . Como ultrafiltro V basta
tomar uno cualquiera que domine a F. Como familia (z;);cs, serfa suficiente
tomar, para cada ¢ € I, un z; tal que z; — 2’/ € V;, lo que aseguraria que
w*-limy z; = x”.

Proposicién 2.46 Sea un operador T' € B(X,Y). Los siguientes enuncia-
dos son equivalentes:

(a) N(T*) C X;

(b) N(T.,) C X5
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(¢) mo hay 0 < e <1 para el que ezistan sucesiones (xr,) C Sx, (fn) C Sx+

tales que
|Tx,| < 1/n, paratodo neN
>e, s11<k<m
x
T m){:O, si1l1<m<k.
Demostracion.

(a)=-(b) Supongamos que N(T**) C X. Sea [z;] un elemento de N(T,)
y consideremos el elemento z” € X** dado por 2 = w*-lim, x;. Como
T** es w*-continuo, T**z" = w*-lim,, Tz; = 0. Entonces, por hipdtesis, x”
pertenece a X, luego [z;] pertenece a X .

(b)=-(c) Supongamos que no se cumple la hipétesis (c); es decir, existe un
0 < e < 1y sucesiones (x,) C Sx y (fn) C Sx~ tales que || Tz,| < 1/n para
todon e N,y

> sil<E<m
fk(xm)_{:O, sil<m<k.

Por la proposicién 2.38, (x,,) no contiene subsucesiones w-convergentes y por
tanto, {x,, : n € N} no es w-compacto. Entonces, por la proposicién 2.44,
existe un [y;] € {x,, : n € N}, \ X¥. Obviamente, [y;] no puede ser igual a
ninguin x,,. Entonces, para cada n € N se cumple

{iel: |Tyll = 1/n} &U,

de donde deducimos que T;,[y;] = 0, contradiciéndonos con (b).
(¢)=(a) Supongamos que existe un elemento z” € N(T**)\ X tal que

|l”|| = 1. Elijamos un 0 < ¢ < dist (2", X) cualquiera. Tomemos un
f1 € Sx~ tal que 2”(f1) > e. Por el lema 2.45, existe un x; € Bx tal que
f1 (.’L‘l) > €.

Ahora, por el lema 2.36, existe un fo € Sx- N {x1)* tal que 2”(f2) > €.
Otra vez por el lema 2.45, existe un xo € By tal que f1(x2) > g, fa(x2) > ¢,
y T2 < 172.

Para n > 3, supongamos que tenemos familias {z1,...,2,-1} C Bx y
{fi,--., fa=1} C Sx~ tales que ||Tzx|| < 1/kparal <k<n—1y

Fo(m) >e sil<k<m<n-1
R =0 sil<m<k<n-—1.

Por el lema 2.36, existe f, € Sx« N (z1,...,2,_1)" tal que 2”(f,) >¢e. Y
ahora, por el lema 2.45 existe un x,, € Bx tal que fi(z,) >eparal <k <mn
y ITz,|| < 1/n. Reiterando el proceso, obtenemos sucesiones (z,,) C Bx y
(fn) C Sx- tales que ||T'z,|| < 1/n para todo n € N y

Folm) >e sil<k<m<oo
UMY =0 sil<m<k< oo,

contradiciéndose con la hipétesis (c).
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Observacion. La proposicién precendente no sélo caracteriza los operadores
T € B(X,Y) tales que N(T**) C X, sino que ademds proporciona una
demostracion alternativa a la proposiciéon 2.30 debida a Kalton y Wilansky.
Caractericemos ahora las ultrapotencias de los operadores tauberianos.

Proposicién 2.47  Sea un operador T € B(X,Y), y U un ultrafiltro
cualquiera. Entonces son equivalentes:
(a) T es tauberiano;
(b) Tu(Xu \ X7) C Y, \ Y7
(c) Tu(Xu \ XY) C Y, \Y;
(d) TBx es cerrado en’Y y N(T**) C X.
Demostracion.
(a)=(b) Sea [z;] € X, \ X}V, y consideremos el elemento z” = w*-1lim,, x;.
Como 2" = w*-lim,, z; € X**\ X y T es tauberiano, entonces w*-lim,, Tz; =
T**z" € Y**\ 'Y, lo que prueba que T,[z;] € Y, \ Y.
(b)=(c) Trivial.
(¢)=-(d) De la hipétesis (c) se deduce el contenido N(T;,) C X%, y aplicando
ahora la proposicién 2.46, se obtiene N(7™*) C X.

Veamos ahora que T'Bx es cerrado en Y. Tomemos un y € TBx. Por
el corolario 1.36 existe un elemento [x;] € Bx tal que T [z;] = y € Y.
Por hipétesis (c¢), [z;] pertenece a X¥. Sea z = w-limy x;. Entonces
w-limy Tx; = Tx, y como lim, Tx; = y, tenemos T'x = y, lo que prueba
que T'Bx es cerrado.
(d)=(a) Sea x” € Bxs tal que T**2"” = y € Y, y comprobemos que z”
pertenece a X. El elemento 2’/ pertenece aBx. , luego y eTBx NY =
mw. Pero por hipétesis, TBx es cerrado en norma, luego TBx =T Bx w,
de donde se deduce que existe un x € Bx tal que Tx = y. Consecuentemente,

x — x pertenece a N(T™*) C X, y por tanto z” € X. -

Por la proposicién 2.42, un operador T' € B(X,Y) es w-compacto si y
sélo si Tp,(Xy,) C Y,*, y por la proposicién 2.47, T' es tauberiano si y sélo
si T, (Xy \ X¥) C Y, \ Y. Ambas caracterizaciones nos permiten obtener
rapidamente algunos de los resultados, ya conocidos, sobre los operadores
tauberianos. Veamos por ejemplo que la clase de los operadores tauberianos
es estable bajo perturbaciones w-compactas.

Proposicién 2.48 Si K € WCo(X,Y) y T € T (X,Y), entonces
T+KeT(X)Y).

Demostracion.
(T + K)u(Xu \ X)) = (T + Ky )(Xu \ X)) € (Y \Y) + Y

lo que prueba que T'+ K € T (X,Y). -
Finalizamos esta seccién viendo como las caracterizaciones perturbativas
del teorema 2.35 permiten obtener alguna de las caracterizaciones mediante

ultrapotencias para los operadores tauberianos.
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Proposiciéon 2.49  Un operador T € B(X,Y) es tauberiano si y sélo si
T, (X, \ XY)CY, \YY .

Demostracion. Si T es tauberiano, nos remitimos a la demostracion de la
implicacién (a)=-(b) en la proposicién 2.47.

Supongamos ahora que T no es tauberiano. Por la caracterizacion
perturbativa 2.35, existe un operador compacto K € B(X,Y’) verificando
que N(T — K) no es reflexivo. Entonces, por el corolario 2.43, existe una
familia acotada (z;) C N(T — K) tal que [z;] ¢ X*. Ahora, como K es
compacto se cumple K [z;] € Y,y asiTy[x;] = Ky[x;] €Y. -
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Capitulo 3

OPERADORES SUPERTAUBERIANOS,
COSUPERTAUBERIANOS Y PERTURBACIONES.

En esta seccién caracterizaremos los operadores supertauberianos como
aquellos operadores T para los que existe algin (equivalentemente, para todo)
ultrafiltro U verificando que Ty, es tauberiano, o N(7y,) es reflexivo. Dichas
caracterizaciones nos permitiran probar que si 7" es supertauberiano y K un
operador super-débilmente compacto, entonces T + K es supertauberiano.
Este resultado nos permitira obtener, por un lado, una sencilla demostracién
de que la clase ¥, es abierta, y por otro lado, una caracterizacién de tipo
perturbativo que constituye el resultado central de este capitulo: un operador
T € B(X,Y) es supertauberiano si y sélo si para todo operador compacto
K € B(X,Y), el nicleo N(T'+ K) es superreflexivo.

De ahi derivaremos interesantes aplicaciones, tales como una caracteri-
zacion de los espacios de Banach para los que todos los subespacios reflexivos
son superreflexivos.

En la seccion 3.2, dedicada a los operadores cosupertauberianos, pro-
baremos que para todo operador T el niicleo N (T™*,) es w*-denso en N(T,,*),
para después obtener caracterizaciones, mediante ultrapotencias, de los ope-
radores cosupertauberianos. Posteriormente obtendremos una caracteri-
zacion perturbativa para la clase ¥_ similar a la de la clase ¥, de la que
también extraeremos numerosas consecuencias.

En la seccién 3.3 presentaremos una nuevo ideal obtenido como una clase
de perturbacion asociada a ¥, y que contiene estrictamente al ideal de los
operadores super-débilmente compactos.

3.1 Operadores supertauberianos.

El concepto de superrefierividad esta estrechamente ligado a los opera-
dores supertauberianos y cosupertauberianos. Recordemos que un espacio
es superreflexivo si todos los espacios de Banach finitamente representados
en él son reflexivos. Segun el corolario 1.45, el espacio de Banach X es
superreflexivo si y sélo si para todo ultrafiltro U, X;, es reflexivo. La siguien-
te caracterizacion de superreflexividad fue obtenida en su mayor parte por
R.C. James [29]. Nosotros daremos otra demostracién en el contexto de los
ultraproductos.
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Proposicion 3.1 Sea X un espacio de Banach. Son equivalentes:

(a) X es no superreflexivo;

(b) para todo 0 < e <1 y todo n € N ezisten familias {z1,...,2,} C Sx y
{f1,---, fn} C Sx~ verificando

Fo(@m) >e, sil<k<m<n
M) =0, sil<m<k<n;

(c) existe un 0 < e < 1 tal que para todo n € N ezisten familias
{z1,.. .2} T Sx y{f1, .-, fu} C Sx~ verificando

Fo@m) >e, sil<k<m<n
M) =0, sil<m<k<n.

Demostracion.
(a)=(b) Sean 0 < e < 1y n € N cualesquiera. Sin pérdida de generalidad
podemos suponer que £ > 1/4, y as{ podemos tomar valores § y &’ tales que
0<e <(1/\/e)—1yd=¢e(l+)?<1.

Si X no es superreflexivo, entonces existe un espacio no reflexivo Y f.r.
en X. Por la proposicién 2.39, existen sucesiones (y,) C Sy y (gn) C Sy=
verificando

(o) >0, sil<k<m<oo (1)
Gk \Ym =0, sil<m<k<oc.
Consideremos el subespacio Y;, := (y1,¥y2,...,yn) C Y. Como Y es f.r. en

X, existe una ¢’-isometria T : Y,, — X. Denotemos por x; a los elementos
r = (14+ )T (yp), k=1,2,...,n
y escribamos X,, := (x1,22,...,2,) C X. Entonces T : Y,, — X,, es un
isomorfismo £’-isométrico, y en consecuencia T : X* — Y,* también lo es.
Ahora bien, como Y, = Y*/Y. 1, para cada g, existe un f € X tal que
T*fo =(14+&) g + Y5, para todo k=1,2,...,n.

Entonces:

frlzm) = L+&) " fu(Tym) =
= (14T fe)(ym) = A+ ) g (ym),

y por (1) y la eleccién de § = £(1 + €’)2, tenemos

Folm) = >e, sil<k<m<n
A =1 =0, sil<m<k<n.
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Ademads se cumple que para todo k = 1,...,n, los zx y fi son de norma
menor o igual a uno, pues

Ifell = (14T g + V)] <
< (4T - llge + Yool < llgwll =1

y

lznll = 1+ &) Tyl < llysll = 1.

Normalizando los elementos x; y fi, obtenemos el resultado apetecido.
(b)=(c) Trivial.
(¢)=(a) En virtud del corolario 1.45, si encontramos un ultrafiltro ¢ sobre
N de manera que X;, no sea reflexivo, habremos probado que X no es
superreflexivo.

Por hipétesis (c), existe un 0 < € < 1 tal que para cada n € N existen

conjuntos finitos {z¥,...,2} C Sx y {f{",..., f'} C Sx- tales que
nsom >e, sil<k<m<n
fk(x’”){:(], sil<m<k<n. (2)

Escribamos z}, = 0 € Xy f} =0 € X* sin < m. Sea U un ultrafiltro
cualquiera sobre N, y para cada k € IN consideremos el elemento x;, € Sx,,
dado por xi = [z}],, 0 mds abreviadamente, x;, = [x}].

Como X*, es subespacio de X,/*, se verifica f, := [f}'],, € Sx,+ para
todo k € N.

Por (2), si k < m se cumple f(x,,) = limy,,, i (z}) > /2, y sim < k,
entonces fy(xX,,) = lim,,,, fi*(«}},) = 0. Por la proposicién 2.39 se tiene que

X, es no reflexivo, tal como queriamos ver. O

La definicién de operador super-débilmente compacto que a continuacién
damos es original de Tacon.

Definicién 3.2 [48; pg.149] Se dice que el operador T € B(X,Y') es super-
débilmente compacto si para todo 0 < € < 1 existe un n € N para el que no
existen familias {x1,x2,...,xn} C Sx v {f1, fo,---, fn} C Sy~ tales que

>e, sil<k<m<n
fk(Txm){:o, sil<m<k<mn.

Escribiremos abreviadamente super-w-compacto en lugar de super-débil-
mente compacto. Al subconjunto de B(X,Y) de todos los operadores super-
w-compactos lo denotaremos por SWCo(X,Y).

De la caracterizacién 2.42(d) de operador w-compacto, es facil deducir
que todo operador super-w-compacto es w-compacto.

Definicién 3.3 [49; pg.66] Se dice que el operador T' € B(X,Y) es super-
tauberiano si para todo 0 < € < 1 existe un n € N para el que no hay familias

59



{x17x27 DRI ,IL’n} C SX Yy {f17f27 <. -:fn} C SX* U@TiﬁCCL’I’LdO

Fol@m) >e, sil<k<m<n
k\Tm =0, s1l1<m<k<n

Tzl < 1/k, si 1<k<n.

Al subconjunto de B(X,Y") de todos los operadores supertauberianos lo
denotaremos por ¥4 (X,Y).
Observacion. Es consecuencia inmediata de las definiciones que el espacio
X es superreflexivo si y sélo si B(X,Y) = ¥, (X,Y) para todo Y; en efecto,
fijémonos en que todo operador supertauberiano tiene nicleo superreflexivo,
ysi B(X,Y) =¥, (X,Y), el operador nulo es supertauberiano, lo que implica
que X es superreflexivo.

En la siguiente proposicién damos una caracterizacion de operador su-
pertauberiano més apropiada para el empleo de técnicas clésicas y ultrapro-
ducto.

Proposicién 3.4  El operador T € B(X,Y) es supertauberiano si y sdlo
st para todo 0 < ¢ < 1 existen un 6 > 0 y un n € N para los que no hay
familias {z1,...,2,} CSx y {f1,..., fn} C Sx~ verificando

Fuolzm) >e, sil<k<m<n
FAEmIY =0, sil<m<k<n

Tzl <96, si 1<k<n.

Demostracion. Si T no satisface las condiciones del enunciado para algin
0 < e <1, dado un n € N cualquiera, basta elegir un 0 < § < 1/n. Entonces
existen familias {x1,...,z,} en Sx y {f1,..., fn} en Sx~ tales que

Fo(zm) >g, sil<k<m<n
RAEm)Y =0, sil<m<k<n

|Tx|| <d < 1/k, si 1<k<n,

luego T' no es supertauberiano.

Supongamos ahora que T' ¢ ¥, (X,Y) y sea 0 < € < 1 para el que T no
cumple las condiciones de la definicién. Sean § > 0 y n € N cualesquiera.
Tomemos un p € N tal que 1/n(p — 1) < §. Entonces existen familias
{z1,...,2np} C Sx, {f1,.-., fap} C Sx- verificando

Fo@m) >e, sil<k<m<np
FEmIN =0, sil<m<k<np

Tzl < 1/k, si 1<k<mnp.
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Para cada k = 1,2,...,n, tomamos yx := Tpp—1)+k ¥ Ik = fnp—1)+k- Asi,
las familias {y1,vy2,...,yn} € Sx v {91,92,--.,9n} C Sx~ verifican

(o) >e, sil<k<m<n
Ik Ym =0, sil<m<k<n

||Tyk||<n <0, si 1<k<n,

p—1)+k

tal como queriamos ver. -
A continuacién caracterizaremos los operadores super-w-compactos y
supertauberianos mediante ultrapotencias.

Proposicién 3.5 Un operador T € B(X,Y) es super-w-compacto si y sdlo
st Ty, es w-compacto.

Demostracion. Sea {I, : n € N} una particién de I disjunta con Y. Si T
no es super-w-compacto, existe un € > 0 tal que para todo n € N existen
familias {z7,..., 20} C Sx y {f',..., [/} C Sy~ verificando

n n >e, sil<k<m<n
fk(Txm){:O, sil<m<k<n.

Sik > nescribimosz}! =0€ Xy f'! =0€ Y™,y para cada k € N definimos
los elementos:

yr = [2t]: € Sx,,, donde =z =z}, si i€ l,,
gL = [h%]z S SYJ, donde 2 = fl?v si 1€ l,.
Calculemos los valores g (T, ym): si k < m, para todo n > m y todo i € I,,,

se verifica h (T'2,) = f(Tz?,) > €, y como U I,, € U, entonces

n>m

gk (Tuxm) = lim hj (Tz,) > /2
Uz

sea ahora m < k. Para todo i € I se verifica h!, (Tz}) = 0, luego

gr(TyXm) = limhi (T2 ) =0,

Uu(i)

y aplicando la proposicién 2.42 se deduce que 7;, no es w-compacto.

Para el reciproco, supongamos que T, no es w-compacto. Entonces, por
la proposicién 2.42 existe un 0 < £ < 1 y sucesiones {x1,X2,. .} C Sx,, ¥
{f1,f2, 2.} C Sy,- tales que

>e sil<k<m< o

fk(T”Xm):{:O sil<m< k< oo. (3)
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Por la proposicién 1.26, podemos tomar representaciones xj, = [z%] con
|2t || =1 para todoi € I y k € N.

Elijamos un n € N. Por la condicién (3) tenemos que el sistema
{Tyx1,...,Tux,} es linealmente independiente, luego si escribimos

Xp = (Tyxa, ..., Tuxy),

por la demostracion del teorema 1.43 existe un I; € U tal que para cada
1 € I1, queda establecida una e-isometria S dada por

S: T,X, — Y;:=(Tx}

Tl
; i )
TuXk — T:IJ‘;i

(2

Fijemos un indice j € I;. Entonces la aplicacién

*—1
(TX,) —2— v

también es una e-isometria, por lo que para cada k£ = 1,2,...,n podemos
elegir un f* € Y* de modo que 1 —e < ||f¥|| < 1+ey

S+ (TuXn) "] = fF+ Y- (4)

Por las definiciones de S y S*~! es inmediato que f*(Tx?,) = fx(T,%.) para
1<k<nyl<m<n.

Tomando los funcionales normalizados g := ||f*|| =1 f¥, y teniendo en
cuenta (3) y (4), llegamos a

- >e(l+e)™t sil<k<m<n
Tl ) = : SRSmS
95 () {:O, sil<k<m<m

y ademsds, ||gx|| = ||xf€|| = 1 para todo 1 < k < n, luego T no es super-w-

compacto, tal como queriamos ver. 0

Corolario 3.6 SiT € Co(X,Y), entonces es super-w-compacto.

Demostracion. Por la proposicién 2.6, T, es compacto, luego T,, es w-

compacto. Entonces, por la proposiciéon octr, T es super-w-compacto. O

Proposicién 3.7 La clase SWCo(X,Y) de los operadores super-w-com-
pactos es un conjunto cerrado en B(X,Y).

Demostracion. Consideremos el operador continuo

J: B(X,)Y) — B(Xyu,Yy)
T — 1,

Teniendo en cuenta que el conjunto WCo(X,,Y,) de los operadores
w-compactos es cerrado [15; VI.4 cor.4], y que un operador T es super-
w-compacto si y sélo si T,, es w-compacto (proposicién octr), resulta que

J Y (WCo(X,,Y,)) = SWCo(X,Y) es cerrado. -
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Proposicion 3.8 El conjunto de los operadores super-w-compactos es un
tdeal de operadores.

Demostracion. Sean X e Y dos espacios de Banach cualesquiera.

a)SiT, S pertenen a SWCo(X,Y), entonces T, y Sy, son w-compactos.
Como la suma de operadores w-compactos es otro operador w-compacto,
tenemos T, + S, = (T + S), € WCo(X,Y), y por la proposicién octr, T+ S
es super-w-compacto.

b)sea K € SWCo(X,Y), T eB(Y,Z)y S e B(V,X). Como K, es w-
compacto, la composiciéon T, K,,S,, = (T KS), es un operador w-compacto,

de donde se deduce que T K S es super-w-compacto (proposicién octr). 0

Observacion. En 1980 aparecen independientemente “dos” tipos de ope-
radores bajo la denominacién comun de operadores super-débilmente com-
pactos. Uno de ellos, introducido por Tacon [48], y el otro, por Heinrich [24].
Recordamos que hemos hecho nuestra la definicién de Tacon de operador su-
per-débilmente compacto (definicién 3.2). Heinrich observa que sus operado-
res super-débilmente compactos coinciden con los operadores uniformemente
convezificantes, previamente definidos por Beauzamy [3] en 1976. Empleando
un argumento mas sencillo que el de Heinrich, en la seccion 4.2 veremos que
los operadores uniformemente convexificantes coinciden con los operadores
super-débilmente compactos de Tacon.

De la definicién 3.2 (Tacon), hemos deducido que T es super-débilmente
compacto si y sélo si existe algin ultrafiltro U (equivalentemente, para todo
ultrafiltro U) tal que T;, es débilmente compacto (véase proposicién octr).
Maés generalmente, si A es un ideal de operadores, la clase SA formada por
los operadores T tales que T,, € A para todo ultrafiltro U/, es otro ideal de
operadores contenido en A.

La versiéon de Heinrich de operador super débilmente compacto involu-
cra el concepto de representacion finita operadores, cuya definicién hemos
reproducido en 1.57. Dado un ideal de operadores A, Heinrich [24; def.2.1]
llama superideal de A, denotado A°, al conjunto de todos los operadores T’
para los que se cumple que, si T es un operador f.r. en T, entonces T € A.
Se demuestra que A® es a su vez otro ideal de operadores [24; prop. 2.2].
Siempre se verifica A° C SA, pues si T € A®, por proposicién 1.58, T, es
fr. en T, y en consecuencia T pertenece a SA. Si el ideal A es regular,
entonces podemos asegurar que SA C A®. En efecto, si T € SAX,Y) y
To € B(Xo, Yp) es f.r. en T', entonces la proposicién 1.58 da un ultrafiltro U,
una isometria J y una suprayeccién @ tales que QT,J = 1Ty, donde 1 es la
inmersion natural de Yj en Y;™*. Por definicién, T;, pertenece al ideal S.A,
luego 1Ty € A, y por definicién de ideal regular, T; € A.

En el caso que nos ocupa, W o es un ideal inyectivo y por tanto regular,
luego SWCo =WCo.

La siguiente proposicién, inspirada en un resultado de Tacon [49]
obtenido con analisis no-estandar, estudia las ultrapotencias de los opera-
dores supertauberianos.
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Proposiciéon 3.9 Dado un operador T' € B(X,Y), son equivalentes:

(a) T € ¥, (X,Y);

(b) Ty € Ty (X, Yy):

(¢) N(T,,;”*) C Xy;

(d) T € T+(Xu, Yu).

Demostracion. Sea {I,, : n € N} una particién de I disjunta con U.
(a)=(b) Supongamos que T;, no es supertauberiano. Entonces existe un
0 < e < 1 tal que para cada n € N existen familias {x1,...,x,} C Sx,, ¥
{f1,...,f,} C Sx,~ verificando:

>e, sil<k<m<n
fk(xm){:(), sil<m<k<n (5)
| Tuxkl < 1/k, 1<k<n. (6)
En virtud de la proposicién 1.26, para cada k = 1,2,...,n podemos escribir
xp = [z4]; con ||zi| = 1 para todo k = 1,2,...,n y todo i € I. De la

demostracion del teorema 1.43 se deduce la existencia de un Iy € U tal que
para cada ¢ € Iy, la aplicacién

Sit (X1, X)) — Xii= (2t ... b))
X =T
es una ¢/2-isometrfa. Tomando los funcionales fi := Sf '(fy |x,) v ex-

tendiéndolos a todo X, tenemos 1 —27'e < ||fi|| < 1+ 27! para todo
k=1,...,nytodot € Iy, y

P\ >e, sil<k<m<n
) =t {75 SIEESREY @
Por otro lado, por (6), para cada k = 1,2, ..., n se tiene limy,,, ||Tz%| < 1/k,

y en consecuencia existe un I € U tal que

| Txk| < 1/k para todo i € Ij. (8)
Entonces J := ﬂZ:O I, € U, lo que asegura la existencia de un j € J. Para
cada k = 1,...,n tomamos gy = ||fi|~'f]. Entonces ||z1] = |lgx]| = 1
para k = 1,2,...,n, y como j € Iy, por las condiciones (7) tenemos

gr(xd,) >2e(24+¢e)tsil<k<m<nyg(el)=0sil<m<k<n.
Yde (8) yjein...N1,, sesigue ||Tz]| < 1/k para todo k =1,2,...,n.
Esto muestra que T' no es supertauberiano.

(b)=-(c) Si T}, es supertauberiano, de la definicién 3.3 se sigue que no hay
0 < & < 1 para el que existan sucesiones (x,) C Sx,, v (f.) C Sx,~
cumpliendo ||T, x|l < 1/k para todo k =1,2,...,ny

£ (xm) = >e, sil<k<m<
RAEM) =0 =0, sil<m<k< oo,
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y entonces, por la proposicién 2.46 se tiene N (T,,"*) C X,.

(¢)=(d) Por el lema 1.35, T,,(Bx,,) es cerrada, y del resultado 2.29(c) de
Kalton y Wilansky se sigue que 7T;, es tauberiano.

(d)=(a) Supongamos que T no es supertauberiano. Entonces existe un

0 < e < 1 tal que para cada n € N existen familias {7, 25,...,20'} C Sx y
{ff 15, ..., f'} € Sx~ verificando

fn(xn) >5, Sllgkﬁmgn
FAmI =0, sil<m<k<n

Tz || < 1/n, para todo k=1,2,...,n

Escribamos 2} =0€ Xy f'! =0€ X* sin < k, y para cada m € N
consideremos los elementos

Z, = [28] € Sx,, donde =z =z si icl,,

o .
=fr, si 1€,

gm =g ] € Sx;, donde gl

Entonces, para cada m € N se cumple

{iel:||T2,|<1/n}> () Ikel,

k=n
luego
Zm € N(Ty,) para todo m € N. (9)
Ademas, si m < k:
gk(zm) = lim gj.(2;,) = 0 (10)

U (i)

y si k < m, teniendo en cuenta que J := (J._ I, € U, y que para todo
i € J se verifica g (2},) > ¢, entonces

gi(im) = lim gi(+1,) > </2. (11)
Ahora, como para todo k € N es 1 = ||zx|| = ||gkl, de (9), (10), (11) y la
proposicién 2.39 se deduce que N(7},) no es reflexivo, y por tanto 7;, no es

tauberiano en contradiccién con (d). -

De esta tltima proposicién se deduce que la clase ¥ (X,Y) estd con-
tenida en T, (X,Y), esto es:
Corolario 3.10 Todo operador supertauberiano es tauberiano.

Demostracion. Sea un operador supertauberiano 7' € B(X,Y’). Dado un ul-
trafiltro U, y teniendo en cuenta que la restricciéon de un operador tauberiano
es tauberiana, por la proposicién 3.9 tenemos T' = T, |x€ T, (X,Y). -
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Otra consecuencia de la proposicion 3.9 es la siguiente.

Proposicién 3.11 Dado un operador T € B(X,Y), son equivalentes:

(a) T €W, (X,Y);

(b) N(Ty,) es superreflerivo;

(¢) N(T,) es reflexivo.

Demostracion.

(a)=-(b) Si T es supertauberiano, por la proposicién 3.9(b) T, es supertau-
beriano, de donde resulta inmediato que N(7y,) es superreflexivo.

(b)=(c) Trivial.

(¢)=-(a) Basta utilizar el mismo argumento que el de la implicacién (d)=-(a)

de la proposicién 3.9. 0

La siguiente caracterizacién, inspirada en un resultado de anélisis no-es-
tandar de Tacon [49], es fundamental para probar que la clase ¥, (X,Y)
es abierta y para obtener una caracterizacion perturbativa tipo Lebow-
Schechter para la clase ¥, (X,Y).

Proposicién 3.12 Dado un operador T € B(X,Y), son equivalentes:

(a) T € U, (X,Y);

(b) existen 0 < e <1, unn € N yun § > 0 para los que no hay familias
{z1,...,xn} en Sx y{f1,..., fn} en Sx~ verificando:

Fulzm) >e, sil<k<m<n
FAEmIY =0, sil<m<k<n

Tzl <6, si 1<k<n.

Demostracion.

(a)=(b) Si T es supertauberiano, por la proposicién 3.4 se verifica que para
cualquier 0 < € < 1 se pueden encontrar un n € N y un 6 > 0 para los
que no existen familias {z1,...,z,} en Sx y {f1,..., fn} en Sx~ tales que
|Tzkl| <dsik=1,2,...,ny

(@) >e, sil<k<m<n
M) =0, sil<m<k<n,

de donde resulta inmediata la condicién (b).
(b)=(a) Si T no es supertauberiano, por la proposicién 3.11 N(7,) no es
superreflexivo. Veamos entonces que 7' no verifica la condicién (b).

Seann € N, 0 < e < 1y d > 0 cualesquiera, y elijamos un &’ € (g,2¢) N
(0,1). Como N(T;,) no es superreflexivo, por proposicién 3.1 y el teorema de
Hahn-Banach existen familias {x1,...,%,} en Sy(n,) v {f1,..., £} en Sx,~
tales que

£ (x ){>5’, sil<k<m<n
"l =0, sil<m<k<n.
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Por la proposicién 1.26, podemos escribir x; = [z%];, con ||zt | = 1 para todo
k=1,2,...,nytodo eI

Sea X, := (x1,...,Xy). Notemos que {x1,...,X,} es una base de X,,.

Por hipétesis, cada elemento xj, pertenece a N (1,), luego existen I, € U,
con k=1,2,...,n, tales que ||Tz%| < d para todo i € Ij.

Por otra parte, dado ¢’ := (¢/ — ¢)e~ !, por la eleccién de &’ se tiene que
0 < ¢’ < 1, y entonces, por la demostraciéon del teorema 1.43 existe Iy € U
tal que, para cada i € I, la aplicacién S; definida por

Xp T

es una ¢’-isometria. Fijemosun j € IyNI;N...NI, € U. Como la aplicacion
S5+ 8(Xn)* — X, es una ¢§'-isometrfa, para k = 1,2,...,n podemos
encontrar funcionales fr € X* tales que || fx|| <14+ y

fr+ 55(Xn)t = (55) 7 (flx.,)-
Tomemos ahora gy := ||fx]| = fx € Sx=, con k =1,2,...,n. Entonces:
g(3,) = (g1 + 85(Xn) ") (Sj%m) =
= £l 1S5 (fi 4 55(Xn) ) () = || fxll ™ £ (3m)

luego
() > |fell 7t > (1+6) "t =¢, sil<k<m<n
IElTm)\ ), sil<m<k<n,
y como ademé&s HTxiH < 0 para todo k = 1,2,...,n, entonces T no verifica

(b), tal como querfamos ver. -

La proposicién 3.11 proporciona los primeros ejemplos de operadores
supertauberianos.

Proposicién 3.13 Si T € B(X,Y) tiene rango cerrado, entonces T es
supertauberiano st y solo si su niucleo es superreflexivo.

Demostracion. Si T es supertauberiano, su nicleo siempre es superreflexivo.

Reciprocamente, supongamos N(7T') superreflexivo. Por las observa-
ciones hechas al corolario 1.47, N(T'), es reflexivo. Pero R(T) es cerrado,
luego por proposiciéon 1.37, N(1,,) = N(T),. Entonces N(T;,) es reflexivo, y
por proposicién 3.11, T' es supertauberiano. O

Como consecuencia de la proposicion previa tenemos que todo operador
F, es supertauberiano. Entonces, por el corolario 3.10 podemos escribir

F (X,)Y)Cv, (X,Y)CTL(X,Y).
Corolario 3.14 S5t M es un subespacio cerrado de X, entonces el operador
cociente qpr : X — X /M es supertauberiano siy sélo si M es superreflexivo.
Demostracion. En vista de la proposicién 3.13, basta considerar que R(qar)

es cerrado y que N(qp) = M. -
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En analogia a un resultado para operadores tauberianos [18], tenemos
el siguiente resultado.

Proposicién 3.15 Sean los operadores T € B(X,Y) y S € B(Y,Z):
i) siT y S son supertauberianos, entonces ST es supertauberiano;
it) si ST es supertauberiano, entonces T' es supertauberiano.

Demostracion.

i) Por proposicién 3.9, T, y S, son tauberianos, luego (ST),, = S,/ T, €
T+ (Xy,Y,). Esto prueba que ST es supertauberiano.

ii) Como ST es supertauberiano, S, T, = (ST), es tauberiano. En-

tonces T;, es tauberiano, y por tanto, 1" es supertauberiano. O

Los operadores supertauberianos son estables bajo perturbaciones super-
w-compactas.

Proposicién 3.16 SiT eV, (X,Y) y K € SWCo(X,Y), entonces
T+ K e, (X,Y).

Demostracion. Por las proposiciones octr y 3.9 tenemos respectivamente que
K, es w-compacto y T, es tauberiano, y por proposicion 2.48, se cumple

Nuevamente por la proposicién 3.9, T'+ K pertenece a ¥, (X,Y). -

Con la ayuda de los métodos no-estandard, Tacon [49; tma.4.3] de-
mostréque la clase ¥y (X,Y) es abierta. A continuacién damos una prueba
de tipo clasico mas sencilla que la de Tacon.

Proposiciéon 3.17 La clase ¥, (X,Y) de los operadores supertauberianos
es un conjunto abierto en B(X,Y).

Demostracion. Supongamos que ¥, (X,Y) no es abierto. Entonces existe
un operador 7' € ¥, (X,Y) y una sucesién de operadores (7;,,) en B(X,Y)
verificando ||T),|| < 1/my T + T, ¢ ¥ (X,Y) para todo m € N.

Sean 0 < & < 1y n € N cualesquiera. Como T+ T3, ¢ ¥, (X,Y), por la
proposicién 3.12 existen familias {z1,...,z,} en Sx v {f1,..., fn} en Sx-
satisfaciendo las condiciones

>e sil<k<m<n
fk(xm){:() sil<m<k<n (12)
(T + Tap)(zr)|| < 1/2n para todo k=1,2,...,n. (13)
Entonces, de (13) se deduce
1
|Tx| < o T | T2n|l < 1/n. (14)

Las condiciones (12) y (14) determinan que 7" no es supertauberiano, lo cual

nos lleva a contradiccion. -
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Las caracterizaciones perturbativas para los operadores semi-Fredholm
(teorema 2.11) y resultados anédlogos en [21] sugieren el siguiente procedi-
miento para obtener clases de operadores a partir de un ideal A de operado-
res: se consideran los ideales de espacios Sp(A) y Sp(A?) asociados a A y
A*:={T*: T € A}, dados por

Sp(A) == {X : Ix € A}
Sp(A?) = {X : Ix- € A}

Entonces se dice que T' € B(X,Y) pertenece a la clase GA4 si N(T + K) €
Sp(A) para todo K € A,y S € B(X,Y) pertenece a GA_ si Y/R(S + K) €
Sp(A?) para todo K € A.

Desde este punto de vista, Sp(Co), Sp(WCo) y Sp(SWCo) son los res-
pectivos ideales de los espacios de dimensién finita, reflexivos, y superrefle-
xivos, y el teorema 2.11 y proposicién 2.35 permiten escribir GCo4 = Fy y
GWC o4 = Ti.

En el siguiente teorema probamos precisamente que la clase GSWCo
coincide con ¥, . Para ello necesitamos un lema previo.

Lema 3.18 Sean X un espacio de Banach, € > 0 un numero real, y familias
{z1,29,...,20} T Sx v {f1, fo, -, fn} C Sx~ verificando

Fol@m) = >e, sil<k<m<n
kitm) = =0, stl1<m<k<n.
Entonces existe una familia {g1,92,...,9n} C X* tal que gi(Tm) = Okm ¥

lgrll < e (1 +e=H"1 para todo 1 < k < n.

Demostracion. Construiremos los funcionales g recursivamente: denotemos
f2 = fr para k =1,2,...,n y consideremos los nuevos funcionales

fO(xn) /12

= f, si k =n.

fl{: 0_ Sl g0 1<k <n—1
k 0

Si fuese n = 2, bastaria tomar g := (f,i (a:k))flf,i y habriamos terminado.
Supongamos que n > 3y que para 1 <p<n—1y k=1,2,...,n tenemos
funcionales f} verificando las condiciones
171 < @+ para k=1,2,....n
xm) = £ (@m) para 1<m<n-—p
Ple,) =9 _1xm ara n—p+1<m<n.
fk( m) kmJp p p

Definamos los funcionales f; 1 dados por:

:fp—Mp paral <k<n-—p-—1
[ kT () sks

= f7, paran —p < k < n.
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Estos funcionales verifican

I <@ +e Pt para k=1,2,...,n
Pl o) fle) b 1<men-po1

P (@) = Sem fl(xm)  para m—p<k<n.

Ahora, para k = 1,...,n los funcionales g := ( ,?*1(3316))_1 ,?*1 satisfacen

las condiciones requeridas. -

Teorema 3.19  Un operador T € B(X,Y) es supertauberiano si y sdlo
st para todo operador compacto K € Co(X,Y) se wverifica que el nicleo
N(T + K) es superreflezivo.

Demostracion. Supongamos que T' es supertauberiano, y sea K € B(X,Y)
un operador compacto. Por el corolario 3.6, K es super-w-compacto, y
por la proposicién 3.16, T'+ K es supertauberiano. Entonces N (T + K)
es superreflexivo.

Supongamos ahora que 1" no es supertauberiano, y encontremos un
operador compacto K tal que T+ K tenga nticleo no superreflexivo.

Sea 0 < € < 1. Para cada n € N, obtendremos recursivamente familias

(z) C Sx, (fit) C Sx=, y (hy) C X" parane€ Ny 1<k <n

tales que
hZ(:Efn) = 0rs0km (15)
o lRpNTag] < 27" (16)
k=1

nson >e sil<k<m<n

= 1
Fi (@) {20 sil<m<k<n. (17)

Primero, por proposicién 3.4 existen z} € Sx y fi € Sx- tales que
fi(@l) > ey || T2l < 27te; y por el lema 3.18, existe gi € e 1Sy« tal que
gi(x}) = 1. Escribamos hi = gi.

Para n > 2, supongamos que ya hemos obtenido los elementos z%, fy y
Ry paral <p<n—-1y1<k<p.

Sea P la proyeccion sobre X con ntucleo y rango dados por

n—1
N(P) =Pt k=1,2,... k)
p=1
y
n—1 p
R(P)= () () N}
p=1 k=1



Sea Ix el operador identidad sobre X. Evidentemente, R(Ix — P) tiene
dimensién finita, luego T o (Ix — P) es compacto. Ahora, como T no es
supertauberiano y T'= TP + T o (Ix — P), de la proposicién 3.16 se sigue
que T'P no es supertauberiano, o equivalentemente, la restriccién T'|gpy no
es supertauberiana. Entonces, tomando

5= (n2"e (1 +e Y|P~
por la proposicion 3.12 existen elementos

{'Iﬂll7 $g7 s 71‘2} - SR(P)

y funcionales

{f?vfgvvfr?} CSX*

verificando

[Tyl <o (18)

ne.ny\ __ > € 811§k§m§n

Aplicando ahora el lema 3.18 en (19), obtenemos funcionales

{97,95,...,9n} C X*

tales que [|gP| < e '(1 +e 1" 1y g?(2%) = Om. Los funcionales h?
buscados son
R=groPe|PlleT (147" Sx-

La férmula (19) demuestra que la condicién (17) es satisfecha. La condicién
(15) queda garantizada por la construccién de la proyeccion P. Comprobé-
moslo:

Si r < n, entonces h(z)) = 0 debido a que z)}, € R(P) C N(h}); y
hy(z7,) = 0 se debe a que z],, € N(P).

Finalmente, como z]!, € R(P), entonces Pz}, = x],, y en consecuencia,
hi (@) = g5 (23) = Okm.

La condicién (16) se cumple gracias a la eleccién de ¢ y a la condicién
(18). Ahora, por (18) tenemos que Y oo (3 r_; |REN| T2} ) < 1, lo que nos
permite definir el operador K : X — Y mediante

Kz =— i [i hp(x) - Txp
n=1 Lk=1

Evidentemente, K es compacto por ser aproximable por operadores de rango
finito. Por (15), cada z} pertenece a N(T + K); entonces, la relacién (17)

muestra que N (T + K) no es superreflexivo, tal como queriamos probar. -
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Observacion. El operador compacto K de la anterior demostracién puede
tomarse con norma arbitrariamente pequena. Basta considerar el operador

Qr = — Z [Zhg(x)TxZ

n=q+1 Lk=1

Para este nuevo operador se sigue cumpliendo que N (T + @) no es super-
reflexivo, y ademés ||Q|| < 27

Destacamos que, en el caso de los operadores F'y, las caracterizaciones
perturbativas tenian su aplicaciéon dentro de las técnicas de ultraproducto.
En el caso de los operadores ¥, han sido las técnicas ultraproducto las que
se han revelado indispensables en la obtencion de la correspondiente carac-
terizacién perturbativa.

Del teorema 3.19 se deducen interesantes consecuencias. Una de ellas es
una caracterizacion de ciertos espacios de Banach en términos de operadores
supertauberianos.

Proposicion 3.20 Sea X un espacio de Banach.
a) Los subespacios superreflerivos de X tienen dimension finita si y sélo si

U, (X,Y)=F.(X,Y) para todo Y.

b) Los subespacios reflexivos de X son superreflexivos si y sdlo si se verifica

TL(X,Y)=v,(X,Y) para todo Y .

Demostracion.

a) Supongamos que los subespacios superreflexivos de X tienen dimensién
finita, y sea T € ¥, (X,Y). Por el teorema 3.19, para cada operador
compacto K € B(X,Y) tenemos que N (T + K) es superreflexivo, y por tanto
de dimension finita. La caracterizaciéon perturbativa de Lebow y Schechter
(teorema 2.11) prueba que T' € F (X,Y).

Reciprocamente, si X contiene un subespacio superreflexivo M de di-

mensién infinita, el operador cociente gy : X — X/M no es Fy. Pero el
corolario 3.14 dice que qps es supertauberiano.
b) Supongamos que los subespacios reflexivos de X son superreflexivos, y
sea T' € T,.(X,Y). La caracterizacién perturbativa de Gonzdlez y Onieva
(proposicién 2.35) nos da que, para cada operador compacto K € B(X,Y),
N(T + K) es reflexivo, y por tanto superreflexivo. Aplicando el teorema 3.19
obtenemos que 71" es supertauberiano.

Supongamos ahora que X contiene un subespacio reflexivo, no superre-
flexivo M. Por el corolario 3.14, el operador cociente gpr : X — X/M no es
supertauberiano. Sin embargo, por la proposicién 2.28(c), s es tauberiano.

O

Las situaciones descritas en la anterior proposicion no son triviales. Por

ejemplo, el espacio de Tsirelson, 7 [9; tma.l.8] es reflexivo pero no contiene

subespacios superreflexivos de dimension infinita. Entonces para todo espacio
de Banach Y tenemos:

F(T,Y) =0 (T,Y) £ T (T,Y) = B(T,Y).
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Por otro lado, L;[0, 1] no es reflexivo, pero contiene subespacios reflexivos de
dimensién infinita, y ademds, todos sus subespacios reflexivos son superre-
flexivos (vése seccién 4.1). Entonces

FY(L1]0,1],Y) # ¥4 (L1[0, 1Y) = T3 (La[0, 1], Y) # B(L1[0,1],Y).

Otra situacién en la que los subespacios reflexivos de X son superreflexivos,
se produce cuando X es un espacio L1 (p) o es el dual de una C*-dlgebra [30].
Por tanto, ahi también es aplicable la proposicion 3.20.

Una nueva consecuencia del teorema 3.19 es una caracterizacion de tipo
algebraico para los operadores supertauberianos.

Proposicién 3.21 Sea T € B(X,Y). Son equivalentes:

(a) T es supertauberiano;

(b) para cada espacio Z y cada operador A € B(Z,X) tal que T A es super-
w-compacto, A es super-w-compacto;

(¢) para cada subespacio cerrado M de X tal que T'|p; es super-w-compacto,
M es superreflexivo.

Demostracion.

(a)=-(b) Supongamos T es supertauberiano y T'A super-w-compacto. Por las
proposiciones 3.9 y 3.5, T}, es tauberiano y (T'A),, = T,,A,, es w-compacto.
Entonces, por [21; tma.2], A, es w-compacto y, consecuentemente, A es
super-w-compacto.

(b)=(c) Sea M C X tal que T|ps es super-w-compacto, e 15y : M — X el
operador inclusién. Por hipétesis (b), el operador 73; es super-w-compacto,
y en consecuencia M es superreflexivo.

(¢)=(a) Si T no es supertauberiano, por el teorema 3.19 existe un operador
compacto K tal que M := N(T — K) no es superreflexivo. Entonces
T oy = K o)y es trivialmente super-w-compacto, y por tanto, la hipotesis

(c) implica que M es superreflexivo, lo que produce contradiccién. 0

En la proposicién anterior, la equivalencia (b)<(a) puede probarse sin
usar la caracterizacién perturbativa 3.19.

Proposicién 3.22 Un operador T € B(X,Y') es supertauberiano si y sélo

st A€ B(X,Y) es super-w-compacto cuando T'A es super-w-compacto.

Demostracion. Si T es supertauberiano, nos remitimos a la demostracion de
(a)=>(b) en la proposicién anterior.

Supongamos que 1" no es supertauberiano. Entonces existe un 0 < ¢ < 1
tal que para todo n € N podemos encontrar familias {z7,...,z'} C Sx y

{fity..., [} C Sx- tales que

nom >e, sil<k<m<n
fk(xm){:(), sil<m<k<n

|Txz| < 1/n, para todo k=1,2,...,n.
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Consideremos el espacio £1((}) := (1 &1 (3 By 3B1 °°., que obviamente
es isométrico a ¢;. Para cada n € N, denotemos e}/, 1 < k < n, a los
elementos de la base candénica de £7. Sea el operador A : ¢1(¢}) — X dado
i) 1<neo € 01(€7) se cumple

por A(e}) = z}. Como para cada a = (a]

o0 n o0 n
lAal =YY afafl <Y Y laf] = Jall,

n=1i=1 n=1i=1

tenemos que A es acotado. Pero A no es super-w-compacto ya que para cada
n € N se verifica

sil<k<m<n

n n — > €
fk(Aem)_{:O sil<m<k<n.

Veamos que S := T'A es compacto. Tomemos un k& € N y denotemos
por P a la proyeccién sobre

@ P, >

con ntcleo £1 @y ... &y Zlffl. Es facil ver, como antes hicimos con A, que
|TP| < 1/k,y T(I — P) es de rango finito. Entonces T es aproximable por

operadores de rango finito, y por tanto 1" es compacto. -

3.2 Operadores cosupertauberianos.

Tacon define el concepto de operador cosupertauberiano como seguida-
mente indicamos.

Definicién 3.23 [50] Se dice que el operador T € B(X,Y') es cosupertaube-
riano st su conjugado T™ es supertauberiano.

Al conjunto de todos los operadores cosupertauberianos de B(X,Y) lo
denotaremos ¥_(X,Y).

Teniendo en cuenta que la clase ¥, (X,Y) es abierta (proposicién 3.17),
por dualidad es inmediato comprobar que ¥_(X,Y) es abierta.

Lema 3.24 Para todo operador T € B(X,Y) se verifican los contenidos:
N(T*), C N(T*,) C N(T,,").
Demostracion. El primer contenido ya ha sido visto en la proposicién 1.37. El

segundo contenido se debe a que 7%, = T,,"|y~,,. En efecto, dado [¢;] € Y*,
tenemos

T ([9:]) = lgi] o T = [gi o T] = [T"(9)] = T"uilgi]-
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El primer contenido del lema anterior es igualdad si y sélo si R(T') es
cerrado. A lo largo de esta seccién veremos que el segundo contenido es
igualdad si y sélo si Y, /R(Ty,) es superreflexivo, lo que a su vez equivale a
decir que T' es cosupertauberiano. Recordemos que [Yu /R(T, u)} " se identifica
con N(T,,").

En las proposiciones 1.52 y 1.50 vimos que X*;, es w*-denso en X;,*; el
argumento alli empleado es aplicable para probar que, si T" es un operador
de rango cerrado, entonces N(T*,,) es w*-denso en N(7T,,*). Sin embargo, el
citado argumento no es valido en el caso en que R(T") es no cerrado.

Nuestra siguiente proposiciéon nos permitird probar que N(7™,) es w*-
denso en N(T,") para cualquier operador T, lo que tendrd importantes
consecuencias en el estudio de los operadores cosupertauberianos.

Proposiciéon 3.25 Dados T € B(X,Y) y0 < 6 < 1, seany € Y, y
f € N(T,,") tales que f(y) = |ly|| = ||f]]| = 1. Entonces existe g € N(T*,)
tal que g(y) > 1—9.

Demostracion. De f(y) = 1 se sigue dist (y, R(T},)) = 1. Entonces, para todo
m € N, se cumple
dist (y, mT,Bx,,) > 1. (1)

Pongamos y = [y;], con ||y;|| = 1 para todo i € I. Sea
Jm = {i € I : dist (y;, mTBx) > 1 — §}.

Es inmediato que J,,, € U, y J, O J,11 para todo n € N. Por el lema 1.51
encontramos una sucesién (C,,) C U con C,, C J,,, Cpy D Cpy1, C\Craq # 0
y ﬂflo:l C, = (). Tomamos ademds Cy = I. Para cada i € I, denotemos m;
al dnico nimero natural que cumple i € Cp,, \ Cpy,41, y consideremos el
conjunto

K; :=y; + m;TBx.

Por construccién, K; N (1 — §)By = (. Usando el teorema de Hahn-Banach
[51; I.A.11], elegimos g; € Sy« tal que

inf g;(y) >1—90. )
ylenKig(y)_ d (2)

Entonces ¢;(y;) > 1 —0 para todo i € I, luego [¢;](y) > 1 —6. Ademds, como
lgi(yi)| <1, por (2), para cada i € Cy, y cada y € T Bx obtenemos

19:(y)| < 6/m.
En consecuencia, [g;]([z;]) = 0 para todo [z;] € T},Bx,,, lo que permite tomar
g = [gi] € R(T,)" NY*, = N(T*,). (3)

Finalmente, la condicién (2) nos lleva a que g(y) > 1 — 9. -
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De la proposicién anterior se obtiene que N (7™,) es un espacio normante
de Y/R(T,,). Es decir:
Proposicién 3.26 Sea T € B(X,Y). Para todo y €Y, se verifica

Hy_|_R H _sup{f Fe NT ), |If] :1}'

Demostracion. Sea 'y € Y, tal que |y +R( )|l = 1. teniendo en cuenta que
N(T.,*) = [Yu/R(T, )r, existe un g € N(T,,*) tal que g(y) = 1. Aplicando
ahora la proposicién 3.25, para todo § > 0 existe un £ € N(T™*,) tal que
f(y) > 1— 4, con lo que queda probada la proposicién.

O
Ahora resulta inmediata la siguiente proposicion.

*

Proposicién 3.27 Dado un operador T € B(X,Y), se tiene N(T*u)w =
N(T,.").

Una interesante consecuencia del resultado anterior es la siguiente ca-
racterizacion para los operadores cosupertauberianos.

Proposicién 3.28 Sea el operador T € B(X,Y). Los siguientes enunciados
son equivalentes:

(a) T es cosupertauberiano;

(b) N(T,") es superreflexivo;

(c) (T u) €s superreflexivo;
(d) N(T,) es reflexivo;
(e) N(T*,) es reflezivo.

Demostracion.
Las implicaciones (b)=-(c) y (d)=-(e) se deben a que N(T™*,) es subes-
pacio de N(T,™).

(¢)=(b) y (e)=(d) Si N(T™*,) es reflexivo, entonces N(T*u)w = N(T*,).

Por otro lado, por proposicién 3.27 tenemos N (T*u)w = N(T,,"), es decir,
N(T*,) = N(T,") es reflexivo. El mismo razonamiento prueba que, si
N(T*,) es superreflexivo, entonces N(1,,") también es superreflexivo.

(a)e(c)<(e) Por definicién, T es cosupertauberiano si y sélo si T* es
supertauberiano, y por proposicién 3.11, N(T™,) reflexivo o superreflexivo

equivale a que T™ es supertauberiano. 0

La proposicién precedente identifica a los operadores cosupertauberianos
de rango cerrado, como a continuacién probamos.

Proposicién 3.29 Si T € B(X,Y) tiene rango cerrado, entonces T es
cosupertauberiano si y solo si Y/R(T') es superrefiexivo.

Demostracion. Si T es cosupertauberiano y R(7T) cerrado, entonces N (1) =
[Y/R(T)]* es superreflexivo, y por tanto Y/R(T') es superreflexivo..
Supongamos ahora que Y/R(T') es superreflexivo. Entonces tenemos
que [Y/R(T)|, = Yu/R(T), es reflexivo. Por la proposicién 1.38, R(T,) =
R(T)y, y ast [Yi,/R(Ty)]* = N(T,") es reflexivo. La proposicién 3.28 nos

dice que T es cosupertauberiano. -
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La proposicién 3.29 prueba que todo operador F_ es cosupertauberiano,
y como todo operador cosupertauberiano es cotauberiano, para todo par de
espacios X e Y podemos escribir:

F (X,Y)CW_(X,Y)C T_(X,Y).

Veamos una inmediata consecuencia de la proposicién 3.29.

Proposicion 3.30 St M es un subespacio cerrado de X, entonces el
operador inmersion 1y : M — X es cosupertauberiano si y sélo si X/M es
superreflexivo.

De las proposiciones 3.27 y 3.28 se sigue que, si 1" es un operador cosuper-
tauberiano, entonces N (T7*,) = N(T,"). La siguiente proposicién, inspirada
en un resultado de Tacon, muestra la implicacién inversa. Obsérvese el uso
implicito de la Ng-incompletitud del ultrafiltro U a través del lema 1.51.
Proposicién 3.31 El operador T € B(X,Y) es cosupertauberiano si y sdlo
st N(T,,*) = N(T*,,).

Demostracion. Si T es cosupertauberiano, por la proposicién 3.28, N(T™*,)
es reflexivo, esto es, N (T*u)w = N(T*,), y aplicando la proposicién 3.27
obtenemos N(T*,) = N(T,,”).

Supongamos ahora que N(T*,) = N(T,,*), y que T no es cosupertaube-
riano. Por la proposicién 3.28, el espacio N(T,,") = N(T™*,) es no reflexivo,
y aplicando la proposicién 2.39, obtenemos un 0 < £ < 1, y sucesiones de
elementos de norma uno,

(¥n +R(T)),, € Yu/R(T,)

(£), © [Ye/RT) | = N(T™)
verificando la condicién

>e, sil<k<m<
fk(ym)_{:(), sil<m<k<oco. (4)

Escribamos y,, = [y%]; v £, = [fi]; para todo n € N. Sea g = [g;] un punto
de w*-acumulacién de {f, : n € N} en N(T*,). De la condicién (4), se
deduce

g(yn) =0 para todo n € N. (5)

Por otro lado, las condiciones (4) y (5) nos permiten construir inducti-
vamente la siguiente sucesién {A,},, de elementos de U:

Apv={iel: gi(y)) <e/2, fily}) >e}t el
Ap=Anan{iel: gi(y,) <e/2, fily,) >e,1<k<n}el.
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Evidentemente, {A,}, es monétona decreciente, y por el lema 1.51, encon-
tramos otra sucesién monétona decreciente de elementos de U, {C), },,, veri-
ficando C), C A,, para todon € N,y (),—, C,, = 0. Esto nos permite definir
un elemento [s;] € Sy;, dado por

sii=ys si i €Ck\ Cryir

La eleccién de [s;] asegura que g([s;]) > € para todo k € N: en efecto, sea
k € N fijo. Para cada nimero natural m > k y cada i € Cy, \ Cpry1, se
cumple

Filsi) = filym) > &,

y como |J>_; (Cy \ Crut1) € U, entonces
fr([si]) = [f]([si]) >  paratodo ke N.

De la expresién superior y de que g es punto de w*-acumulacién de {f,, : n €
N}, se sigue

g(lsi]) =z e (6)

Por otro lado, para cada n € N y cada i € C,, \ C,,11 C A,, se cumple
gi(si) = gi(y%) < /2, y considerando que |J)2, (Cy, \ Cpi1) € U, llegamos
a que

g([si]) = lgal([s:]) < ¢/2,

lo que se contradice con (6). -

El siguiente es otro teorema que caracteriza a los operadores cosuper-
tauberianos.

Teorema 3.32 Sea el operador T' € B(X,Y), y U un ultrafiltro sobre I.

Los siguientes enunciados son equivalentes:

() T¢W_(X,Y);

(b) existe un 0 < ¢ < 1 tal que para todo n € N ezisten sucesiones finitas
{y1,.. ., yn} C Sy y{g1,...,9n} C Sy~ verificando

(1r) = >e, sil<k<m<n
Im\Uk) =\ =0, sil<m<k<<n

IT*gx|| < 1/n, k=1,2,...,n;

(c) existen un 0 < e < 1 y sucesiones de elementos de norma uno (z,,) C Yy,
(h,) CY," tales que

by, (22,) >e, sil<k<m<
MY =0, sil<m<k<oo

|7 o]l < 1/n, neN:
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(d) existe 0 < € < 1 tal que para todo n € N existen familias finitas

{y1,---,¥n} C Sy, {81,--.,8n} C Sy~ tales que ||T,,"gk|| < 1/n
para todo k=1,2,....n, y

(y4) = >e, sil<k<m<n
8m\Yk) = =0, sil<m<k<n.

Demostracion. Nétese que (b) no es directamente equivalente a T* ¢
U, (Y*, X*), pues los elementos y,, se toman en Y en lugar de en Y**. Lo
mismo sucede con (c¢) y (d).

(a)=-(b) Supongamos que T' ¢ ¥_(X,Y), es decir, T* ¢ ¥, (Y*, X*). Por
definicion de operador supertauberiano, existe un 0 < € < 1 tal que para
todo n € N, existen {g1,...,9n} C Sy+ y {G1,...,Gn} C Sy=« cumpliendo
|IT*gx|| < 1/n para todo k =1,2,...,n,y

Clgm) = >e, sil<k<m<n
k\gm) = =0, sil<m<k<n.

Consideremos los subespacios (g1,...,9,) C Y* vy (G1,...,Gy) C Y**.
Usando el principio de reflexividad local, obtenemos elementos {y1,...,y,} C

Sy verificando
(ye) = >e, sil<k<m<n
gm\Yk) = =0, sil<m<k<n

con lo cual, hemos obtenido (b).
(b)=(c) Sea 0 < € < 1 tal que para cada n € N existen sucesiones finitas
{yt, vy, ...,yn} C Sy y {97, 9%, ...,91} C Sy~ satisfaciendo las condiciones

n(n)_ >€, Silgkgmgn
Ik} =1 =0, sil<m<k<n
IT*g2 | < 1/n, k=1,2,...,n.
Si k y m son dos nimeros naturales tales que m < k, escribamos y;* =0 € Y,
gr=0eY".

Sea {I,, : n € N} una particién de I disjunta con U y consideremos las
sucesiones de elementos de norma uno, (z,) C Yy, (h,) C Y*,, definidas por

z, = [21];, donde 2! :=yF s iel,
h, := [hi];, donde Al :=gF s iel.
Es inmediato comprobar que

by, (7) — >e/2, sil<k<m< oo
mASk) =0, sil<m<k<oo

y que | T*, h, || = limy, |T*hi| = 0 para todo n € N.
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(¢)=-(d) Por hipétesis, existe 0 < € < 1 y sucesiones de elementos de norma
uno, (yn)n C Yy, (£,)n C Y™ verificando ||T,*f,|| < 1/n para todon € N y

£ (yom) = >e, sil<k<m<
FYmM)I =120, sil<m<k<oo.

Para cada n € N, las familias {f,+1,...,f2n} C Syy* ¥ {¥n+1,.--,fon} C
Sy,, cumplen las condiciones de (d).
(d)=-(a) Por hipdtesis, existe 0 < ¢ < 1 tal que para cada n € N existen
{y?.¥% -, yn} C Sv, v {8l 83,81} C Sy~ tales que

nrony ) >e€ sil<k<m<n
gm(Yk)‘{:o, sil<m<k<n

1T gl < 1/n,  k=1,2,...,n. (7)

Escribamos y! =0€ Y, ygp =0€Y,” si n < k. Sea V un ultrafiltro sobre
N, y consideremos las sucesiones de elementos de norma uno, (nx)r C (Y )y

y (¢r)r C (Y™) ,, dadas por
Nk = [Y%Z—n]n € (Yu)v, keN
o = [gitaln € (i), keN.
Dichas sucesiones verifican

I >e/2, sil<k<m< o
(bm(nk)_{:O, sil<m< k< oo. (8)

Por el teorema de iteracién 1.22, podemos suponer (nx)x C Yy v (0r)r C
(YM*)V C Yu.", y por la proposicién 1.33 y (7), es facil comprobar el
contenido (¢x)r € N(Ty,"). Ahora, de (8) y proposicién 2.39, se deduce
que N (T, «v") no es reflexivo. Aplicando la proposicién 3.28, obtenemos que
T no es cosupertauberiano. 0

Si un operador T es cosupertauberiano cuando 7™ es supertauberiano, y
U es supertauberiano cuando U,, es tauberiano, parece natural llamar super-
cotauberiano a un operador V tal que V,, es cotauberiano. A continuacion
veremos que estos operadores coinciden con los cosupertauberianos.

Corolario 3.33 Sea T € B(X,Y). Son equivalentes:
(a) T es cosupertauberiano;

(b) Ty, es cosupertauberiano;

(¢) T, es cotauberiano.

Demostracion.

(a)=(b) Supongamos T es cosupertauberiano. Por proposicién 3.28, el
niicleo N(T;,,.,") es reflexivo, por la proposicién 1.33, N((T;,),,") también
es reflexivo, y nuevamente por la proposicion 3.28, T;, es cosupertauberiano.
(b)=-(c) Si T, es cosupertauberiano, entonces T;," es supertauberiano, luego
por proposicion 3.10 T,,* es tauberiano, y asi T;, es cotauberiano.

(¢)=(a) Si T;, es cotauberiano, por definicién T,,* es tauberiano. Entonces
T*,, es tauberiano, y por proposicién 3.9, T es supertauberiano, o lo que es

lo mismo, T" es cosupertauberiano. O
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En el siguiente corolario comprobamos que, al igual que ¥, (X,Y), la
clase ¥_(X,Y) también es estable bajo perturbaciones super-w-compactas.

Corolario 3.34 Sean dos operadores T, K € B(X,Y). Si T es cosupertau-
beriano y K es super-w-compacto, entonces T'+ K es cosupertauberiano.

Demostracion. El operador K* es super-w-compacto, pues por la proposicion
octr, K, es w-compacto, y de ahi K,,* es w-compacto. Entonces la restriccion
K*,, es w-compacta, y de nuevo por la proposiciéon octr, K* es super-w-

compacto. Ahora por proposicion 3.16, T* + K* es supertauberiano. 0

Los siguientes pasos pretenden probar, en analogia con el teorema 3.19,
que un operador T' € B(X,Y) es cosupertauberiano si y sélo si para todo
operador compacto K € B(X,Y) se cumple Y/R(T + K) es superreflexivo.
De acuerdo con la notacién desarrollada en las lineas previas al teorema 3.19,
se trata de ver que las clases ¥_ y GSW Co_ coinciden.

Destacamos que el resultado que acabamos de mencionar no se sigue del
teorema 3.19 por dualidad. Para su demostracién necesitaremos el siguiente
lema técnico similar al lema 3.18.

Lema 3.35 Sea X un espacio de Banach, € > 0 un numero real, y familias

finitas {y1,92,- -, yn}t, {f1,f2,---, fn} contenidas respectivamente en Sx y
Sx=, y satisfaciendo las condiciones

Fio(gm) = >e, sil1l<k<m<n
k\Ym) = =0, sil<m<k<n.

Entonces existe una familia finita {x1,22,...,x,} contenida en X tal que
fr(@m) = Okm v |2kl <e 1A+~ para todo 1 < k < n.
Demostracion. Basta tomar los elementos z,, = yn_—m € X y hy =
fn_r € X* para m = 1,2,...,n, y aplicarles el mismo proceso que en el
el lema 3.18. Entonces obtenemos una familia {Fy,..., F,} C X** tales que
Fe(hm) = 6km v || Fkll < e (1 4+ e71)"~1. Observemos que los elementos
F}. son combinaciones lineales de los elementos y,. Entonces los elementos
buscados son xy := F,,_x € X parak=1,...,n.

O
Teorema 3.36 Un operador T € B(X,Y) es cosupertauberiano si y sélo
st para todo operador compacto K € B(X,Y), el cociente Y/R(T + K) es
superreflexivo.

Demostracion. Supongamos que T € B(X,Y') es cosupertauberiano y K €
B(X,Y) es compacto. Por el corolario 3.34, T* + K* es supertauberiano,
luego N ([T + K|*) es superreflexivo, y como N[T* + K*] = [Y/R(T + K)) 5
concluimos que Y/R(T + K) es superreflexivo.

Supongamos ahora que T no es cosupertauberiano, y encontremos un
operador compacto K tal que T'+ K tenga conticleo Y/R(T + K) no super-
reflexivo.
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Sea 0 < ¢ < 1. Para cada n € N, obtendremos recursivamente familias

(hg)CY, (fi)C Sy=, y(yp) C Sy paraneNyl<k<n,

tales que
f;(hi) = OrsOkm (9)
S IprNT Rl <27 (10)
k=1
n oy J > sil<k<m<n
fk(yM)_{:O, sil<m<k<n. (11)

Primero, tomamos §; = 27 !¢, y por definicién de operador supertau-
beriano y el principio de reflexividad local, existen yi € Sy y fi € Sy~
tales que fi(yi) > ey ||T*fi|| < 61. Ahora por el lema 3.35 encontramos
rl € e 1By tal que fi(z1) = 1. Escribamos hi = z1.

Supongamos que ya hemos obtenido los elementos hY, fr e y? para
1<p<n—1y1<k<p,conn>2.

Sea P la proyeccién sobre Y con nicleo y rango dados por

N(P):%_Bl(hizlékém
y L
R(P)= ) (NUD).
p=1 k=1

Sea Iy el operador identidad sobre Y. Como N(P) tiene dimensioén finita,
Iy« — P* tiene rango de dimensién finita, y por tanto T o (Iy+ — P*) es
compacto; y como T* = T* o P* 4+ T* o (Iy« — P*) no es supertauberiano,
por la proposicién 3.16 se tiene que T o P* no es supertauberiano; equiva-
lentemente, T N(p)L 1O es supertauberiano. Entonces, tomando

5= (n2"e (1 +e Pl
por la proposicién 3.12 existen funcionales
{u?7 Ug, s UZ} - SN(P)J-

y elementos
{G},GS,...,G'} C Sy~

verificando
|IT*ur|| < d paratodo 1 <k <mn (12)
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y GR(up) >eparal <k <m<nyGiuy) =0paral <m <k <n.

Mediante el cambio de indices f}' :==u)' _,, H}! :=G]!_,conk=1,2,...,n,y
aplicando el principio de reflexividad local a los subespacios (f1, fo,”, ..., f7)
y (H}',HY, ..., H), encontramos elementos

{vt, vy, ...,yn} C Sy

verificando
>e, sil<k<m<n

fk(yM):{:O, sil<m<k<n. (13)

Aplicando ahora el lema 3.35 en (13), obtenemos elementos
(27,23, 2"} C Y

tales que |lz7|| < e '(1 +e Yty fi(z?) = Okm. Los elementos A}
buscados son
Pim P € [Pl (147 Sy

La férmula (13) demuestra que la condicién (11) es satisfecha. La condicién
(9) queda garantizada por la construccién de la proyeccién P. Comprobé-
moslo:

Si r < n, entonces h} pertenece a R(P) C N(f},), luego f} (h}) =0.Y
fr (k%) = 0 porque h; € N(P) y f* € N(P)*.

Finalmente, las pertenencias f* € N(P)* y A, = P(z%) € R(P)
producen que f*(hl) = fi(z}) = Okm.-

La condicién (10) se cumple por la eleccién de 6 y la condicion (12).

Ahora, por (10) tenemos 32, (S5, [BZ[IT*f7]) < 1, lo que nos
permite definir el operador @) : Y* — X* mediante

Qf ==Y [ f(R) - T* ff;

k=1

n=1

Ademas, (Q es compacto por ser aproximable por operadores de rango finito.
Asi, por (9) cada funcional f;' pertenece al nicleo de T 4 (); entonces, la
relacién (11) muestra que N (7™ + Q) no es superreflexivo.

Por otra parte, @ es el conjugado del operador K : X — Y dado por

oo

Kx:—z

n=1

D (T ) - h”m]

m=1

luego N(T* + Q) = N[(T + K)*] = [Y/R(T + K)|* no es superreflexivo, y

por ende Y/R(T + K) no es superreflexivo. -
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Al igual que en la seccion dedicada a los operadores supertauberianos, la
caracterizacién perturbativa para operadores cosupertauberianos nos permite
extraer algunas interesantes consecuencias que a continuacién desarrollamos.
Por ejemplo, el teorema 3.36 permite caracterizar ciertos espacios de Banach
en términos de operadores cosupertauberianos.

Proposicion 3.37 Sea X un espacio de Banach.
a) Los cocientes superreflexivos de X tienen dimension finita si y sélo si
U_(Z,X)=F_(Z,X) para todo espacio de Banach Z.
b) Los cocientes reflexivos de X son superreflexivos siy sdlo si T_(Z,X) =
U_(Z,X) para todo espacio de Banach Z.

Demostracion.

a) Supongamos que todo cociente superreflexivo de X es de dimensién finita,
y sea T € W_(Z,X). Por el teorema 3.36, para cada operador compacto
K € B(Z,X), X/R(T + K) es superreflexivo y por tanto tiene dimensién
finita. La caracterizacién perturbativa de Lebow y Schechter (teorema 2.11
y [35]) prueba que T es F_.

Supongamos ahora que existe un subespacio Y de X tal que X/Y es
superreflexivo de dimensién infinita. Entonces la inclusién 7y : Y — X no
es F_. Por otro lado, la proposicién 3.30 dice que 7y es cosupertauberiano.
b) Supongamos que los cocientes reflexivos de X son superreflexivos, y sea
T € T_(Z,X). Por la caracterizacién perturbativa de Gonzélez y Onieva [21]
recordada en el teorema 2.35, para cada operador compacto K € B(Z, X)
tenemos X/R(T + K) es superreflexivo. Entonces, por el teorema 3.36, T es
cosupertauberiano.

Supongamos ahora que X contiene un subespacio cerrado Y tal que
X/Y es reflexivo no superreflexivo. Siguiendo un razonamiento andlogo al
del apartado anterior, el operador 2y : ¥ — X es cotauberiano pero no
cosupertauberiano. O

Tal como indicamos en la proposicion homodloga 3.20, las situaciones
descritas por la anterior proposicién no son triviales. Por dualidad, sirve
como ejemplo el espacio original de Tsirelson 7* [9]: para cualquier espacio
de Banach Z, se tiene

F(Z,T*)=0_(2,T*) # T_(Z,T*) = B(Z,T").

Ademads, Ly[0,1] no es reflexivo, pero todos sus cocientes reflexivos son
superreflexivos [30]. Entonces para todo espacio Z se verifica

F—(Za Loo[o’ 1]) 7£ gp—(Z7 Loo[07 1]) = T—(Zv Loo[o’ 1]) 7é B(Z7 Loo[07 1])

Si Y es una C*-dlgebra, en particular si Y es un espacio C'(K) o un
Lo (p), también se verifica que sus cocientes reflexivos son superreflexivos
[30], por lo que resulta aplicable la proposicién 3.37.

Otra consecuencia de la caracterizacion perturbativa es la siguiente ca-
racterizacién algebraica para los operadores cosupertauberianos.
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Proposicién 3.38 Sea T € B(X,Y). Son equivalentes:

(a) T es cosupertauberiano;

(b) para cada espacio de Banach Z y cada operador A € B(Y,Z), si AT es
super-w-compacto entonces A es super-w-compacto;

(¢) para cada subespacio cerrado M de'Y tal que qpT es super-w-compacto,
Y/M es superreflexivo.

Demostracion.

(a)=(b) Supongamos que T' € ¥_(X,Y) yv A € B(Y,Z) verifican que AT
es super-w-compacto. Por el corolario 3.33 y la proposiciéon octr, T;, es
cotauberiano y (AT),, = A,T, es w-compacto. Por [21; tma.2]|, A, es w-
compacto, y por tanto A es super-w-compacto.

(b)=(c) Si guT es super-w-compacto, por hipdtesis (b), gas es super-w-
compacto, de donde es inmediato que Y/M es superreflexivo.

(c)=(a) Si T no es cosupertauberiano, por el teorema 3.36 existe un oa
compacto K tal que Y/R(T — K) no es superreflexivo. Escribamos M :=
R(T — K). Entonces gy T = qp K son trivialmente super-w-compactos. Pero

Y /M no es superreflexivo. Esto contradice la hipétesis (c). -

Aquitambién es posible dar una demostracién directa de (b)=-(a), sin
usar el teorema 3.36:

Proposicién 3.39  Un operador T € B(X,Y) es cosupertauberiano si y
solo si L € B(Y,Z) es super-w-compacto cuando LT es super-w-compacto.

Demostracion. Si T € B(X,Y) es cosupertauberiano, nos remitimos a la
implicacién (a)=-(b) de la proposicién anterior.
Supongamos que 7' no es cosupertauberiano. Entonces por el teorema

3.32 existe 0 < € < 1 tal que para cada n € N existen familias {z},...,2]'} C
Sy vy {f..., [} C Sy~ verificando

n/.n\y__ ) >€ 811§k:§m§n

y |IT*z}|| < 1/n para todo 1 < k < n. Razonando como en la proposicién
3.22, el operador A : ¢1({}) — Y™ dado por A(el') := fI no es super-
w-compacto, pero T*A si lo es. Denotemos 2x a la inmersién natural de

X en X**. Entonces A*T**1x = (A*1y)T es super-w-compacto. Pero
A*y Y — [y no es super-w-compacto: en efecto, para cada n € N,
los elementos €' € Sy, y 2! € Sx, i =1,2,...,n verifican

em(Aay) = (Aep) (k) = (@)

lo cual, junto a (14) y una adecuada reordenacién de indices, demuestra que

A*1y no es super-w-compacto. O
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3.3 Perturbaciones admisibles.

Dado un espacio de Banach A y & un subconjunto suyo, se dice que P
es una clase de perturbacion de S, o que S es estable bajo perturbaciones
de P, si x + y pertenece a S para todo x € S y todo y € P. Por ejemplo,
Co(X,Y)y SWCo(X,Y) son dos clases de perturbacién para ¥, (X,Y).

En 1958, Kato [33] introduce una clase de perturbacién de F; més am-
plia que el ideal Co: el ideal SS de los operadores estrictamente singulares.
Paralelamente, Pelczynski [40] introduce el ideal SC' de los operadores es-
trictamente cosingulares. Dicho ideal contiene a C'o, y es una clase de per-
turbacién para F_.

De modo analogo, en [17] se introducen dos nuevos ideales: el ideal
R-SS de los operadores R-estrictamente singulares, y el ideal R-SC de los
operadores estrictamente cosingulares. Tanto R-SS como R-SC' contienen
al ideal W o, y son, respectivamente, clases de perturbacién para las clases
T_|_ y T_.

Siguiendo estas ideas, presentamos dos nuevos ideales de operadores:
Rs-S y Rs-C. Ambos contienen estrictamente a SWCo, y son clases de
perturbacion para ¥, y W_ respectivamente. Destacamos que las caracteri-
zaciones perturbativas para operadores supertauberianos y cosupertauberia-

nos (teoremas 3.19 y 3.36) son las que nos permiten obtener las propiedades
citadas de los ideales Rs-S v Rs-C.

Definicién 3.40  Decimos que un operador T € B(X,Y) pertenece a
Rs-S si para todo espacio de Banach Z y todo A € B(Z,X) tal que TA
es supertauberiano, se verifica que A es super-w-compacto.

A la clase de los operadores R 4-S pertenecientes a B(X,Y") la denotare-
mos Rs-5(X,Y).
Definicién 3.41  Decimos que un operador T € B(X,Y) pertenece a
R;-C si para cada espacio de Banach Z y cada L € B(Y,Z) tal que LT

es cosupertauberiano, se verifica que L es super-w-compacto.

A la clase de los operadores R 4-C' pertenecientes a B(X,Y') la denotare-
mos Rs-C(X,Y).
Proposicién 3.42 Dado un operador T € B(X,Y), las siguientes condi-
ciones son equivalentes:
(a) T € Rs-S(X,Y);
(b) Si Z es un espacio de Banach y A € B(Z,X) wverifica que TA es
supertauberiano, entonces Z es superreflexivo.

Demostracion.

(a)=-(b) Si T'A es supertauberiano, por definiciéon de Rs-5, A es super-w-
compacto. Pero los operadores super-w-compactos son un ideal, luego T'A
es super-w-compacto. Entonces, por la estabilidad de los operadores su-
pertauberianos bajo perturbaciones super-w-compactas (proposicién 3.16) el
operador nulo de B(Z, X) es supertauberiano, y por tanto Z es superreflexivo.
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(b)=-(a) Basta tener en cuenta que si Z es un espacio de Banach superrefle-
xivo, entonces todo operador A € B(Z, X) es trivialmente super-w-compacto.

O

Proposicién 3.43 Dado un operador T € B(X,Y), las siguientes condi-

ciones son equivalentes:

(a) T € Rs-C;

(b) Si Z es un espacio de Banach y L € B(Y,Z) wverifica que LT es
cosupertauberiano, entonces Z es superreflexivo.

Demostracion.

(a)=-(b) Si LT es cosupertauberiano, por definicién de operador Rs-C' se
tiene que L es super-w-compacto, y en consecuencia 7*L* también es super-
w-compacto. Por otra parte, T*L* es supertauberiano (definicién 3.23), y
aplicando las proposiciones 3.16 y 3.11, deducimos que Z* es superreflexivo.
Consecuentemente, Z es superreflexivo.

(b)=(a) Si Z es un espacio de Banach superreflexivo, L € B(Y,Z) es

trivialmente super-w-compacto. 0

La siguiente proposicién muestra una interesante propiedad de los ope-
radores Rg-S.

Proposicién 3.44 Sea T € Rs-S(X,Y) y M un subespacio cerrado de X.
Si T\ es un isomorfismo, entonces M es superreflexivo.

Demostracion. Si 1y : M — X es la inmersion del subespacio cerrado M
en X y T|y= Ty es isomorfismo, entonces es también supertauberiano, y

por proposicion 3.42, M es superreflexivo. O

En analogia con la proposicion anterior, presentamos el siguiente resul-
tado para operadores Rs-C.

Proposiciéon 3.45 SeanT € Rs-C, yqn : Y — Y/N el operador cociente
asociado al subespacio cerrado N de Y. SiqnT es un isomorfismo, entonces
Y/N es superreflezivo.

Demostracion. Si gqnT es isomorfismo, entonces es cosupertauberiano. Por

proposicién 3.43, Y/N es superreflexivo. -

Proposicion 3.46 La clase Rs-S es un ideal de operadores.

Demostracion.

a) Sea T € B(X,Y) un operador de rango finito, y veamos que T
es Rs-S. Evidentemente T pertenece al ideal de los operadores super-w-
compactos. Entonces para todo operador A € B(Z,X), TA es super-w-
compacto. Si ademas T'A es supertauberiano, entonces Z es superreflexivo.
La proposicién 3.42 prueba que T es Rs-S.

b) Sean T' € Rs-S(X,Y), A € B(Z,X)y B € B(Y,V). Veamos
que la composiciéon BT'A es Rg-S: sea L € B(W,Z) tal que BT AL es
supertauberiano. Por proposicién 3.15 T AL es supertauberiano. Pero T
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es Rs-9, luego por proposicion 3.42 W es superreflexivo, lo que prueba que
BT A es Rg-S.

¢) Sean K,L € Rs-S(X,Y), y comprobemos K + L € Rs-S(X,Y):
supongamos lo contrario, esto es, que existe A € B(Z, X) tal que (K + L)A
es supertauberiano pero Z no superreflexivo. Por proposicion 3.42, KA y
LA son ambos no supertauberianos, y entonces por proposicion 3.21 existe
un subespacio no superreflexivo M C Z tal que K Ay, es super-w-compacto.

Por otro lado, L € R¢-S(X,Y) y M no superreflexivo implican L Azy; no
es supertauberiano, pero es suma de (K+L)Awp, y —K Ay, lo que contradice
la estabilidad de los operadores supertauberianos bajo perturbaciones por

operadores super-w-compactos (proposicién 3.16). -

Proposicion 3.47 La clase Rs-C es un ideal de operadores.

Demostracion.

a)SiT € B(X,Y) es de rango finito, entonces es R4-C: sea A € B(Y, Z)
tal que AT es cosupertauberiano. Como T es de rango finito, entonces AT
es super-w-compacto. Entonces Z es superreflexivo, y por proposicion 3.43,
T es Rs-C.

b) Sean T' € Rs-C(X,Y), A € B(Z,X), B € B(Y,V), y veamos que
BT A es R4-C': consideremos L € B(V,W) tal que LBT A es cosupertaube-
riano. Por proposicién 3.15, LBT es cosupertauberiano, y como T es Rs-C),
W es superreflexivo. Aplicando ahora la proposicién 3.43, tenemos que BT A
es Rs-C.

¢)Sean K, L € Rs-C(X,Y) y probemos que K+ L es Rs-C. Si K+ L no
es Rs-C, entonces existe A € B(Y, V) tal que A(K + L) es cosupertauberiano
pero V no es superreflexivo. Por proposicién 3.43, AK y AL son ambos no
cosupertauberianos, y por proposicion 3.38, existe un subespacio N C V tal
que gy AK es super-w-compacto y V/N no es superreflexivo.

Por otra parte, L € Rs-C'(X,Y") y V/N no superreflexivo implican gy AL
no cosupertauberiano (proposicién 3.43). Pero gy AL es suma de gy A(K+L)
y —qnAK, lo que contradice que los operadores cosupertauberianos son
estables bajo sumas de perturbaciones super-w-compactas (corolario 3.34).

O

Segun el procedimiento explicado en las notas precedentes al lema 3.18
y teorema 3.19, los ideales de operadores Rs-S y Rs-C generan los respec-
tivos ideales de espacios Sp(Rs-S) vy Sp(Rs-C). La siguiente proposicién
demuestra que ambos ideales coinciden con Sp(SW Co), es decir, el ideal de
los espacios superreflexivos.

Proposicion 3.48 Un espacio de Banach X es superreflerivo si y solo si
Ix es Rs-S, o equivalentemente, si y solo si Ix es Rg-C'.
Demostracion. Basta considerar que Ix siempre es supertauberiano, y que

Ix es super-w-compacto si y sélo si X es superreflexivo. 0

Es ahora natural preguntarse por las clases G(Rs-S) y G(Rs-C). Para
todo ideal A contenido en SWCo y tal que Sp(A) = Sp(SW Co), el teorema
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3.19 nos dice automaticamente que G(A); es la clase de los operadores su-
pertauberianos. Precisamente, el interés de los ideales Rs-S v Rs-C' se debe
a que contienen estrictamente a SWCo, como seguidamente demostramos.

Proposicion 3.49 Para todo par de espacios de Banach X eY se verifica:
SWCo(X,Y) CRs-S(X,Y)NR;-C(X,Y).

Demostracion. Sea K € SWCo(X,Y). Entonces, para todo A € B(Z, X),
K A es super-w-compacto. Supongamos ademés que K A es supertauberiano.
Entonces Z es superreflexivo, y por proposicién 3.42, K es Rg-S.

De manera similar, si L € B(Y, V) verifica que LK es cosupertauberiano,
entonces K*L* es supertauberiano y super-w-compacto a la vez, lo cual sélo

es posible si V' es superreflexivo. Por proposicion 3.45, K es Rs-C. O

Veamos con un ejemplo que se demuestra que el contenido SWCo C
R;-S es estricto.
Ejemplo: sea X un espacio separable, reflexivo, no superreflexivo (por
ejemplo, X = (5(¢}) ). Consideremos un operador suprayectivo 7' : {1 — X
(para la existencia de T', véase [5; pg.114]). Entonces

T € Re-S\ SWCo.

En efecto: si T fuese super-w-compacto, tendriamos 7T;, w-compacto y
R(T,,) = X, de donde se desprenderia que X, es reflexivo, y de ahi X
superreflexivo, lo que es contradictorio.

Veamos ahora que T' € Rs-S. Sea A € B(Z, /1) tal que T'A es supertau-
beriano. Sea (z,) una sucesién acotada cualquiera en Z. Como X es refle-
xivo, la sucesion (T'Az,) contiene subsucesiones w-convergentes, y como T A
es tauberiano, (z,) contiene subsucesiones w-convergentes, lo que implica,
en virtud del teorema de Eberlein—Smulian, que Z es reflexivo. Entonces el
operador A € B(Z, (1) es compacto, pues ¢; tiene la propiedad de Schur (esto
es, toda sucesion w-convergente en ¢1 converge también en norma). Ahora,
por el corolario 3.6 A es super-w-compacto, y en consecuencia T es Rg-S.

Para finalizar esta seccién, veremos que la clase ¥, (respectivamente
WU_) es estable bajo perturbaciones Rs-S (Rs-C). Este hecho, junto a las
caracterizaciones perturbativas 3.19 y 3.36, prueban que G(Rs-5)+ =¥, y
GRsC)_ =V_.

Proposicién 3.50 Sea T € B(X,Y):
i) siT es supertauberiano y K € Rg-S, entonces T+ K es supertauberiano;
it) si T es cosupertauberiano y L € Rs-C, entonces T+ K es cosupertau-
beriano.

Demostracion.

i) Supongamos que T' es supertauberiano, K es Rs-S y T+ K no es
supertauberiano. Por la proposicion 3.21 existe un subespacio no superre-
flexivo M C X tal que (T + K)up; es super-w-compacto. Entonces, como
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Ty es supertauberiano, K1y, también lo es, puesto que la clase de los ope-
radores supertauberianos es cerrada bajo perturbaciones super-w-compactas
(proposicién 3.16). Pero K es Rg-S, luego por proposicion 3.44, M ha de
ser superreflexivo, lo que produce una contradiccion.

i1) Supongamos que 1" cosupertauberiano, K es Rs-C, y T 4+ K no es
cosupertauberiano. Por la proposicién 3.38 existe un subespacio N C Y tal
que Y/N no es superreflexivo y gy (T + K) es super-w-compacto. Entonces
(T* + K*)gy = (T + K*)iy+ es super-w-compacto, y procediendo como
en la parte i) llegamos a contradicciéon al probar que Y/N tiene que ser

superreflexivo. 0
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Capitulo 4

EJEMPLOS DE OPERADORES SUPERTAUBERIANOS.

En el capitulo anterior vimos el contenido ¥, (X,Y) C 7, (X,Y). El
objeto de este capitulo es identificar entre los operadores tauberianos algunos
operadores supertauberianos no triviales. Mediante técnicas de ultrapoten-
cia, en la seccién 4.1 probaremos que los subespacios reflexivos de L]0, 1] son
superreflexivos, caracterizaremos a los operadores tauberianos de L]0, 1] en
X, y como consecuencia de la caracterizacion perturbativa 3.19, veremos que
son supertauberianos. Otros ejemplos de operadores tauberianos que aqui
estudiamos son los proporcionados por la factorizacion de Davis-Figiel-Joh-
nson-Pelczynski, la inclusién del espacio de James J en c¢g, y las inclusiones
de los espacios de Orlicz vectoriales L,(X) en Li(X). Por supuesto, teniendo
en cuenta que la clase ¥, (X,Y) es abierta, y que para todo operador T € ¥,
se cumple T** € ¥, [50], quedan descartados como operadores supertaube-
rianos aquellos operadores T' € T, (X,Y) tales que T** no es tauberiano,
o bien estan en la frontera de 7, (X,Y) (la existencia de tales operadores
tauberianos estd registrada en los ejemplos 2.32 y 2.33).

4.1 Operadores supertauberianos de [1[0,1] en X.

Un conocido resultado de Rosenthal [44] establece que todo subespacio
reflexivo de L]0, 1] es isomorfo a algin subespacio de L,[0, 1], para cierto
1 < p < oco. De ahi se deriva que

(a) todo subespacio reflexivo de L1[0,1] es superreflezivo,

y de acuerdo con nuestra proposicién 3.20, los operadores tauberianos de
L1(0,1) en X son supertauberianos.

Pisier [42] consigue una versién no conmutativa del teorema de Rosen-
thal. La demostracién de Pisier se apoya a su vez en un resultado de Jarchow
[30] que dice

(b) cada cociente reflexivo de una C*-dlgebra A, y cada subespacio
reflerivo de A*, es superreflexivo.

Pisier sugiere la posibilidad de probar (@) usando la estabilidad de los
espacios Ly bajo ultraproductos.

En esta seccién probaremos (a) usando el método sugerido por Pisier
y caracterizaremos los operadores tauberianos de L1[0,1] en X, lo que nos
proporcionard una fuente de operadores supertauberianos no triviales.
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En lo que sigue, dado un espacio de medida (2,3, m), Li(m) denotara
al espacio de Banach de las funciones m-integrables con dominio 2. En
particular, ([0,1], M, ) es el espacio [0,1] con la medida de Lebesgue y
L]0, 1] representard al espacio de las funciones integrables Lebesgue sobre
[0,1]. La funcién caracteristica asociada a un conjunto A serd representada
por x4, como es habitual.

A continuacién describimos la construccién del ultraproducto de Lq(u)
dada por Heinrich. Los detalles y demostraciones pertinentes se encuentran
en [23; 5] y [46; pg.48|.

Sea I un conjunto de indices, y denotemos F(I,[0,1]) al conjunto de
todas las familias (x;);cs tales que x; € [0,1]. Dado un ultrafiltro U sobre I,
en F(I,[0,1]) se define la relacién de equivalencia ~, mediante (x;) ~ (y;) si
{i € I:z; =y;} € U. Escribiremos

[0’ 1]1/1 = ‘F(I7 [07 ]‘])’

~

y a la clase de equivalencia determinada por la familia acotada (z;) la
denotaremos {z;}. Si {A; : i € I} es una coleccién de subconjuntos de
[0, 1], escribiremos

Sobre [0, 1]* se construye el dlgebra de Boole ¥, dada por
Y= {(A4)" A € M}

A la o-élgebra generada por ¥, la llamaremos I',. Sobre I', se define la
medida u,, univocamente determinada por el valor que alcanza sobre los
elementos (A;) € ¥,

fh ((Ai)u) = lim u(A;).

Heinrich prueba la existencia un espacio de medida (Q, N, v) tal que L(u),
es isomorfo a la ¢1-suma directa de L1 () y L1(v),

Ly(p)u = L () &1 La(v).
Ademas, existe una isometria J : Lq(uy,) — Li(p), y una proyeccién de
norma uno, P : Ly(u), — L1(p), cuyo nicleo es N(P) = Ly (v), y su rango
R(P) = L1(uy). Notese que
I£[] = [|PE][ + [[(I — P)f[|  para todo f € L1 (p)u- (1)

La isometria J se define en primera instancia sobre las funciones simples
de la forma
xa € Li(p), A= (Az)u € Xy
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mediante
J(xa) = [xa,)i € L1 (1),

y por linealidad y densidad, J se extiende a todo Lj(p,).

Sea un elemento cualquiera f = [f;] € Li(p), y calculemos P(f).
Sin pérdida de generalidad podemos suponer | f;|[1 = 1 para todo i € I.
Tomemos las medidas complejas vy, sobre M dadas por

I/fi(A) ZZ/fidu, AeM, iel,
A

y la medida v¢ sobre I',,, que queda determinada por

ve(A) = liLIln vy, (4;), donde A = (A;)" € X,,. (2)

Por el teorema de Lebesgue-Radon-Nikodym (ver por ej. [45; pg.113]), exis-
ten dos unicas medidas, wg y mg, mutuamente singulares entre si (denotado
me_Lwe), wg absolutamente continua respecto de g, mg L, y una funcién
9¢ € L1(1,), denominada derivada de Radon-Nikodym de wg respecto de i,
que verifican

Vs = wr + My, (3)

wg(A) = /Agf dpy,, Aely, (4)

|wf|<A):/ geldp, A €T,
A

Esto permite definir el operador @ : Ly (i), — L1 (1) mediante Q(f) := gg,
y la proyeccion P por
P:=JQ. (5)

Ahora es facil ver que un elemento f € Ly () pertenece a R(P) siy sélo
si la parte singular mg es nula: en efecto, por un lado se tiene

I£]l = v [([0, 1]%), (6)
y por otro,
I1PE[] = [lgell = fwe[([0, 1)) (7)
Como [1e]([0, 1) = uwel (10, 1) + [me] ([0, 114), de (6) y (7) es inmediato que
| Pf|| = ||f]| siy so6lo si mg = 0, y ahora, en virtud de (1), me = 0 si y sélo
si f = Pf.

Para abordar los siguientes resultados, necesitamos un resultado de
Kadec y Pelczynski que a continuaciéon enunciamos.

93



Proposicién 4.1 [14; pg.94-98] Sea (f,) una sucesion acotada de Ly(p) sin
subsucesiones w-convergentes. Entonces existe una subsucesion (fn,) C (fn)
y sucesiones (hg) y (gr) en Li(u) tales que (hy) es w-convergente, grg; = 0
stk #1, y gghr =0 para todo k € N, de modo que fy, = gr + hy.

La siguiente proposicién identifica a los subespacios reflexivos de L]0, 1]
como aquéllos cuya ultrapotencia esta contenida en el rango de la proyeccién
P definida en (5). Como consecuencia, se demuestra que los subespacios
reflexivos de L]0, 1] son superreflexivos. Una parte de la demostracién se
inspira en un resultado de [1].

Proposicién 4.2 Sea E un subespacio de Li(p). Entonces E es reflexivo
sty solo si By estd contenido en Ly (). Ademds, si E es reflexivo, entonces
E es superreflexivo.

Demostracion. Mantendremos la terminologia empleada en la anterior des-
cripcién del ultraproducto de Lj(p). Recordemos que un subconjunto G de
Ly (p) es w-compacto si y sélo si G es equiintegrable [5; pg.162], es decir, si
y solo si para todo € > 0, existe n € N tal que

/ |f(t)|du < e, paratodo f€G.
{lfI>n}

Por la proposicién 1.27, (Bg)y = B(g,)-
Tomemos un ¢ > 0 cualquiera. La reflexividad de E implica que Bg es
w-compacto, luego existe k € N tal que

/ lf(t)]dp < = para todo f € Bg. (8)
{1/1>k} 2

Sea f € (Bg),. Tomemos una representaciéon f = [f;] con f; € Bg para todo
1. Probemos que ¢ es absolutamente continua respecto de pu,:
Sea A = (A;)" € ¥, tal que u,(A) = 0. Entonces

I8 ::{z’eI:,u(Ai)<%}eLl,

y asi, para todo i € Iy, por (8)

|vfi|<Ai>:/ Ifildwr/ il dp <
Ain{| fi|>k} A;n{|fil<k}
g

&
S/ |f¢|du+/ kdp < -+ 5 =g,
{1fi>k} A 2 2

luego |vg|(A) = limy, vy, |(A;) = 0, de donde se deduce que |v¢| es absolu-
tamente continua respecto de . De la unicidad de las medidas vy y myg,
tenemos

Vs = Wt (9)
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De acuerdo con la férmula (4), sea gr la derivada de Radon-Nikodym de wg
respecto de p,,. Por (9) podemos escribir

P = /[0 e |g¢(t)] dpee = |v[([0, 1]%) =
= lim |v¢,[(]0, 1]) = lim ()] du = ||f]].

Entonces, por (1) se tiene P(f) = f y f € R(P) = L1(uy); acabamos de
probar
E, C Ll(,uu) (10)

Ahora, teniendo en cuenta (10) y que Q|z,(,,) es una isometria, demostrar
que Bg, es w-compacto es equivalente a ver que Q(Bg,) es equiintegrable.

Veamos que los conjuntos {|g¢| > k} v {|fi] > k}* son iguales salvo
un conjunto de medida p,-nula. Supongamos que existe un conjunto A =

(A:)" € %y tal que i (A) >0y A C {|ge[ > k}\{[f:] > k}*. Por (9)

ve(A) = /A g6 dits > Fps(A). (11)

Por otro lado

el(A) =l g | (4) =l [ |3l <
u u A,

< klim pu(A;) = K (A). (12)

Las desigualdades (11) y (12) son incompatibles, luego ha de ser p,,(A) = 0.
Del mismo modo probarfamos que si A € X, y A C {|fi| > k}* \ {|ge| > k},
entonces i, (A) = 0. Asi, tenemos

{Ufil > kY = {lge| > k} o —ace.
y ahora, de (8) y (9) se sigue

[t = [ ge]d -
HQE[>k} {Ifil>k}H

= ve({[fil > k}") = lim |fi(t)| dp <€,
{Ifil>k}

lo que prueba que Bp,, es equiintegrable. Entonces £, es reflexivo y por
tanto E es superreflexivo.

Supongamos ahora que F no es reflexivo. Entonces, por la proposiciéon
4.1, existe una sucesion disjunta (g,) C Lq(u) tal que g, > 0y |lgnl1 =1
para todo k € N. Denotemos por A,, C [0, 1] al soporte de cada funcién g,,
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y sea {I,, : n € N} una particién disjunta con Y. Por cada i € I, tomemos
fi=9gny B; == A, sii € I,. Asi, B; es el soporte de f;. Consideremos
f:=1[fi] € Li(p)u y C:=(B;)" C[0,1]%. De la condicién A,, N A,, = () para
n # m, se deduce que lim,, u(A4,) = 0, y por tanto,

p,(C) = lim p(B;) = 0. (13)

Por otra parte, sea v¢ la medida definida como en (2), y al igual que en
(3), sea vg = wg + mg la descomposicién de Lebesgue-Radon-Nikodym de la
medida v¢, donde ws es la parte absolutamente continua respecto de py,, vy
me v wr son mutuamente singulares entre si. Entonces

ve(C) = lim/ fidp=1
u Jp,

lo que prueba, junto a (13), que v no es absolutamente continua respecto de

ey, y por tanto mg # 0, lo que a su vez implica que £ ¢ Ly (py,). -

El resultado que acabamos de obtener, junto al de Kadec y Pelczynski
(proposicién 4.1), nos permiten caracterizar los operadores supertauberianos

de L1]0,1] en X.

Proposicién 4.3  Para un operador T : Li(n) — X, los siguientes

enunciados son equivalentes:

(a) T es supertauberiano;

(b) T es tauberiano;

(¢) para toda sucesion disjunta y normalizada, (f,) C Li(un), se cumple
liminf, [|T'f,| > 0.

Demostracion. La equivalencia (a)<(b) se debe a que, por la proposicién
4.2, todos los subespacios reflexivos de L1 0, 1] son superreflexivos, y asi, por
la proposicién 3.20, todo operador tauberiano de L1[0,1] en X es supertau-
beriano.

(b)=-(c¢) Supongamos T es tauberiano, y sea ( f,,) una sucesién disjunta y nor-
malizada en L;(u). Entonces (f),) no contiene subsucesiones w-convergentes
[5; pg.155], v por ser T' tauberiano, (7'f,,) no contiene subsucesiones conver-
gentes a cero [32].

(¢)=(b) Supongamos ahora que T' no es tauberiano. Entonces existe una
sucesién acotada (f,) C Li(u) sin subsucesiones w-convergentes tal que
(T'f,) es w-convergente [32]. Por proposicién 4.1, existe una subsucesién
(fn.) C (fn), una sucesién (hx) w-convergente y una sucesién disjunta (gx)
tales que

foy=9x+he vy gk -hg=0, keN.

Como (gx) no contiene subsucesiones w-convergentes, podemos encontrar una
subsucesion (g,, ) tal que limg ||ga, || > 0. Consideremos la sucesién yj :=
9o | ga,, - Evidentemente (T'gy) es w-convergente, luego (T'yy) es también

96



w-convergente, e (yx) es una sucesion normalizada disjunta, y por tanto sin
subsucesiones w-convergentes. Entonces la sucesion zj := 2_1(y2k — Yok—1)
también es disjunta y normalizada tal que (T'z) es débilmente nula. Esto
nos permite tomar una sucesion (ry) construida por bloques convexos de
(zx) tal que (T'r) converge hacia cero en norma, es decir: existe una suce-

sién de nimeros naturales n; < no < ...y numeros reales «; > 0 tales que
Skt =1y e =Y 08 ayz;. Fijémonos en que (1) es normalizada
i=ni+1 X — yTre = i=n,+1 Xi<i- ] q k

y disjunta. Consecuentemente, () no tiene subsucesiones w-convergentes
[5; pg.155]. -

4.2 La factorizacién de Davis-Figiel-Johnson-Pelczynski.

En [13], Davis, Figiel, Johnson y Pelczynski demostraron que todo
operador T' € B(X,Y) puede ser descompuesto como T = j;A;, donde
el operador j; € B(X,R) es tauberiano e inyectivo, y si ademés T es w-
compacto, entonces el espacio de factorizacién R es reflexivo. A la factori-
zacion T = jrAr la denominaremos factorizacion DFJP. En [19] se muestra
que el factor A, puede ser descompuesto a su vez en la forma A, = Uk,
donde U es un isomorfismo y k; es cotauberiano, y de modo que si la factori-
zacion de T es jp«Ups Ky« entonces jr= = (kz)* v kg« = (jr)*. Es natural
preguntarse si se cumplen las igualdades jir,,, = (jr)us Uy = (Ur)u ¥y
ki, = (kr).. La respuesta, en general es negativa. Basta considerar un
operador T' de rango no cerrado. Entonces j; y j(z,, son inyectivos de rango
no cerrado, y por proposicién 1.37, (jr)., no es inyectivo, luego js,,) # (Jr)u-

Mas interesante aun es preguntarse si el factor j; es supertauberiano.
Usando un ejemplo de Beauzamy [3] mostraremos que no siempre lo es. Para
comprobarlo, veremos que los operadores uniformemente convexificantes co-
inciden con los super-w-compactos.

La definicién de Beauzamy de operador uniformemente converificante
requiere previamente los conceptos de (n,e)-rama y de rama infinita en un
espacio de Banach[5; pg.225]:

Una (1,€)-rama es un conjunto {xy1,x_1} C X tal que ||z414+z_1|| > €.

Una (2,¢)-rama es un conjunto de 22 elementos, {z.,., : & = *1},
verificando [|x41,-1 — z41,41]] > €, ||z—1,-1 — z_141|| > &, , ¥ los puntos
Tyq = %($+17_1 + 241 41) Yy Tog = %(:I;_L_l + x_1 41) forman una (1,¢)-
rama.

Reiterando este proceso, si {Zc,e,..c,_, : € = =1} son los 2"~! puntos
de una (n — 1,¢)-rama, diremos que el conjunto {z,c,. ¢, : € = £1} es una
(n,e)-rama si para cada (n — 1)-tupla de signos 15 ...e,_1 se verifica:

1

Leieg..6p_1 — z(xslez...sn_l—l "‘xslez...sn_l—H)

y ademas
||x5152--~5n—1_1 - x5152--~5n—1+1|| Z €.
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Se llama e-rama infinita a una familia infinita de puntos
{Teje. e, iei=Etl,neN}C X
verificando las propiedades:

i) para cadan € N y cada (n — 1)-tupla de signos €15 ...e,_1, se cumple
1

Leieg..6p_1 — §($€162...€n_1—1 + msleg...sn_l—i—l);

ii) para todon € N, {z.,., ., :€; = %1} es una (n,e)-rama.

Definicién 4.4 [3; cap.l] [5; pg.227] Se dice que un conjunto C de un es-
pacio de Banach X tiene la propiedad de arbol finito (p.a.f.) si existe un
0 < e < 1 tal que para todo n € N existe una (n,e)-rama contenida en C. Se
dice que C tiene la propiedad de arbol infinito(p.a.i.) si contiene una e-rama
infinita.

Definicién 4.5 [3; cap.l, def.4] Se dice que el operador T € B(X,Y) es
uniformemente convexificante si T(Bx) no tiene la p.a.f.

El siguiente lema permite relacionar los conceptos de superreflexividad
y de (n,€)-rama.
Lema 4.6 Sean {z1,...,2,} C X y0<e < 1. Son equivalentes:
(a) existe {f1,..., fn} C Sx~ tal que

>e, sil<k<m<n
fk(IM):{

=0, st1<m<k<n;
(b) para todo k =1,2,...,n— 1, se cumple

dist((:z:l, Ty ... Tk), CONV(Tpy1, Thyo, ... ,a:n)) > €.
Demostracion.
(a)=(b) Seal <k <n—1. Sim > k+1, pongamos €,, := fr+1(xm)—e >0,
y 0 = min{egi1,...,6,}. Sean y € (r1,...,Tx) y 2 = Y q Aty €
conv(T41, .., Tn); ast > Ay =1y A > 0. Entonces

fev1(z —y) = frr1(2) = 52& + Zgi)‘i >e+6>e.
i=1 i=1
Como || fr+1|| = 1, entonces ||z — y|| > € + 9, luego

dist((xl, ceey L), CONV (Tt .- - ,wn)) > €.

(b)=(a) Sean 1 < k < n — 1, y el conjunto convexo y cerrado H :=
(x1,...,xk) — conv(Tg41,...,Zy). Denotemos F := (z1,...,z,). Por
hipétesis, dist(0, H) > e, luego eBx N H = (). Por el teorema de Hahn-
Banach, existe un funcional fx+1 € Sx+ y un d > 0 tales que

sup fk_|_1(€BF) < d < inf fk_|_1(H).

La condicién || fr+1|| = 1 implica € < d, y asi ¢ < inf fr41(H). Por otro
lado, ¢ < inf fxy1(H) implica f(z;) = 0 para ¢ = 1,2,..., k. Entonces
e <inf fr41 (conv(a:kH, . ,xn)). -
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Lema 4.7 Sean e > 0, {x1,x9,..., 2000} C X y {f1,f2,.-., fan} C Sx-=
tales que
e 511 <kE<m<2"
Ie@Em) =020 G1<m<k<on

Entonces {x1,x2,...,2on} es una (n,e)-rama.

Demostracion. Por el lema 4.6,
dist((acl, ceey Ty, cONV(Thaq, .- .,ZCQn)) >e, k=1,2,....n—1. (1)

Entonces w91 — x9|| > € para todo [ = 1,...,2"" 1. Sean los elementos

1
T §(x21_1 —xy), 1=1,2,...,2" 1

Por (1) es inmediato que

dist ((23,...,27), conv(zj,1,. ., Tan1)) > &, k=1,2,....2""1 1
de donde se deduce ||z3; ; — x3,|| > € para todo | = 1,2,...,2"7% Y
procediendo inductivamente, se comprueba que {x1,...,Zn} es una (n,e)-
rama.

O

Nuestra demostracién de que los operadores uniformemente convexifi-
cantes coinciden con los super-w-compactos usa un resultado de Beauzamy
[5; pg.235], en el que se prueba que si un conjunto contiene una e-rama
infinita entonces no es relativamente débilmente compacto.

Proposicion 4.8 Un operador es uniformemente convezificante si y solo
st es super-w-compacto.

Demostracion. Supongamos que T' € B(X,Y) no es super-w-compacto. Por
definicion, existe un 0 < € < 1 tal que para todo n € N existen familias
finitas {x1,22,...,2an} C Sx v {f1, f2,. .., fon } C Sy~verificando

>e, sil<k<m<2"
fk(Txm)—{:O, sil<m<k<2",

Por el lema 4.7, {Tx; : 1 <[ < 2"} es una (n,e)-rama, luego T (Bx) tiene la
p.a.f., y por definicién, 7" no es uniformemente convexificante.

Para el reciproco, supongamos que 7' € B(X,Y) no es uniformemente
convexificante. Entonces T'(Bx) tiene la p.a.f., y asi existe un 0 < e < 1 tal
que para todo n € N existen familias

{l‘n ZSiZﬂ:l}CBX

€1€2...€n

verificando que {Tx” :g; = 1} es una (n,e)-rama de T'(Bx).

E€1€2...€n
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Para cada par de nimeros naturales ¢ y n, y para cada n-tupla de signos
€1€2...En, tomemos los elementos
0, sit<n
z = ':EElEQ...En7 S11 ="

R i . )
= 7(%152...5”—1 +xl o, e 11), sin<i.

Sea U un ultrafiltro sobre N, y por cada n-tupla €1e5...¢, consideremos el
elemento

Zeies...ep T [Zalsg...an]z € Bxy,-

Es facil comprobar que K = {T},Zc,c,. ., 1 €i = 1,1 <i < n,n € N} es
una e-rama infinita contenida en 7;,(Bx,, ), lo que prueba, segin [5; pg.235],
que T;,(Bx,,) no es w-compacto, o equivalentemente, que el operador 7' no

es super-w-compacto. 0

Beauzamy [5; pg.121-122] considera el espacio de Orlicz L, [0,1] de las
funciones f(t) € L1[0, 1] para las que se verifica

P [ P10+ Tox (14 1)) de < o

Denotando ¢, a la inclusién natural del espacio L,[0,1] en L;[0,1], se
demuestra en [5; pg.122] que el operador 7, es uniformemente convexifican-
te pero no factoriza a través de espacios superreflexivos. Esto nos permite
afirmar que el factor tauberiano j de DFJP no siempre es supertauberiano,
segliin mostramos con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.9 Fl factor j en la factorizacion DFJP del operador inclusion
1+ Ly[0,1] — L1]0, 1] no es supertauberiano.

Sea 1, = jUE el refinamiento de la factorizacién DFJP considerado
en [19], donde j € B(F,L1[0,1]) es tauberiano, y k € B(L,[0,1],E) es
cotauberiano. Segun la proposicién 4.8, 1, es super-w-compacto. Ahora,
SW Co es un ideal suprayectivo, luego por [19; 2.2.a], j es super-w-compacto.
Si ademas j fuese supertauberiano, por la proposicién 3.16 y el teorema 3.19,
F' tendria que ser superreflexivo, contradiciéndose con que 2, no factoriza a
través de espacios superreflexivos.

Anélogamente, como SWCo es un ideal inyectivo, por [19; 2.2.b], k es
super-w-compacto. Si k fuese también cosupertauberiano, entonces F tendria
que ser superreflexivo, llegando a contradiccién.

A continuacién, daremos un ejemplo elemental de operador T tal que el
factor j en la DFJP no es supertauberiano. Para ello necesitaremos exponer
algunos elementos de la factorizacion DFJP cuyos detalles y demostraciones
pueden consultarse en [13] y [19]. Dado T' € B(X,Y), para cada n € N
denotaremos

qn(y) :=inf{t >0:y€2"TBx +2 "By}, yeY

pu(g) ==2"|T"gl| +27"lgll, geY™.
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Tanto ¢, como p,, son normas equivalentes a las normas iniciales de Y e Y'*
respectivamente. Ademas,

(Y,qn)" = (Y™, pn), (isométricamente).

Consideremos los espacios de Banach

~ 1/2
0(Y,q,) == (Yn) : yn €Y, (Z qn(yn)Q) < o0

n=1
o 1/2
Lo(Y*,pn) == (gn) s gn €Y, (Z pn(gn)2> =
n=1

ambos dotados con la norma natural, que denotaremos por | - ||, y los
subespacios cerrados

Fr:={(yn) € 2(Yi0n) s 91 =y Yn € N} C £2(Y q0)

Ny« = {(gn) €l (Y™ pn): ZT*gn = 0} C (Y pn).

n=1

Se verifica (F)* = N;-. Por tanto, se identifican isométricamente

(Fr)* = (Y™, pn) /Ny
La factorizacién T = j. A, viene dada por

Jr Wy y,...) €EFr —yeY
Ar 2 € X — (jp) Y (Tx) € Fr.

Nétese que la accién de f = (f1, f2, f3,...) + Np+ € (F7)* sobre el elemento
9= (Y,9,y,...) € Fr se obtiene como

F9) =Y faly).

A continuacién estudiamos la factorizacién DFJP del operador taube-
riano en la frontera de 71 que vimos en el ejemplo 2.33.

Ejemplo 4.10 Dado X un espacio de Banach no superreflexivo, sea el
operador T : lo(X) — l2(X) dado por

T(z1,z9,x3,...) = (wl, %, %, . )

Entonces el factor jr en la factorizacion DFJP de T no es supertauberiano.
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Demostracion. Sean 0 < ¢ < 1, n € N y § > 0 cualesquiera. Bastara
encontrar familias {x1,x2,...,2,} en Sp y {f1, fo,... fn} en Sp« tales que
felxm) >esil<k<m<ny fi(ltm)=0sil<m<k<nyl|jrz] <9
para todo k =1,...,n.

Dado r € N, para un espacio de Banach Y cualquiera denotaremos
L, :Y — (5(Y) a la aplicacién definida por

L.(z):=(0,0,...,0,2,0,0,...,0), x ey,

donde el elemento = ocupa el lugar r-ésimo. Consideremos los subespacios
X, = L,.(X) C ly(X). Nétese que X, C R(T), luego X, C R(jr). Asi

1
(2"TBey(x) +2 "By (x)) N X, = 2"+ Bx, +27"Bx,.

Por tanto, para x € X, tenemos g,(z) = (2”1 +27") 7|z

Denotemos .
Bn = Bn(r) = (2"; +27) 7|z
e 1/2
C=C(r):= (Z Bi) .
n=1
Como X no es superreflexivo, podemos tomar familias {y1,y2,...,yn}

en Sx y{91,92,...,9n} en Sx- tales que gi(ym) >esik <my gr(ym) =0
si m < k. Consideremos los elementos

Ty = j; (Lyyx) € F, k=1,2,...,n
fri= (BEL,(9x), 3L (gk), - . .) + Ny € F*, k=1,2,...,n.

La norma de los 7}, es

oo 1/2
17| = (Z qu(Lryk)> =C, k=12,...,n
n=1

Calculemos la norma de los fk:
ra n * —n 2 n 1 —-n 2
pr(fr) = [2°I1T* Brgll + 27" 1Bagxll])” = [2 ;5721 +27"4] " = B

luego

1/2

o 1/2 o
Il < (Zpi(fw) = (Zﬁi) =C,  k=12,...,n
n=1 n=1
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Ademas,
Fe@m) = B2k (Ym),
n=1

y asi
]7(%) >C%, sil<k<m<n
UMl =0, sil<m<k<n.

Finalmente, nétese que

n=1

00 2 logr 2
T r 1
> dt > dt > —(1 —1)———o0.
A G I A G I et

Entonces, si elegimos r suficientemente grande para que C(r)™! < 4§, y
tomando los elementos normalizados

wk::C_lkaF, k=1,2,...,n
fr= Il feeF*, k=1,2,....n

obtenemos fi () > e si k <m, fr(xm) =0sim <k, y ||j(zr)| <6, para
todo k£ =1,2,...,n, lo que demuestra que j, no es supertauberiano.

4.3 La inclusion del espacio J de James en cg.

El espacio de James, denotado J (ver por ejemplo [37; 1.d.2]), ha tenido
su origen en la busqueda de contraejemplos en la teoria de espacios de Banach.
Una de sus principales propiedades es que es isométrico a su doble dual, y
sin embargo no es reflexivo.

Representemos por N* al conjunto de los enteros no negativos. La
coordenada n-ésima de una sucesién z : N* — R se escribird z(n). Para
cada una de estas sucesiones denotaremos

n—1

1/2
2 *
x|l = SUP{Z (ff(pi) —x(pz'+1)) peNT,pr <... < pn} .

1=1

El espacio J se define como el conjunto de las sucesiones = : N* — R que
verifican las propiedades:

i) lim, z(n) =0,

i) [lz]l.; < oo,
teniendo por norma a la expresion || - ||;. Es evidente que ||zl < ||z,
luego la inclusién natural ¢ : J — ¢p es un operador acotado. Ademas es
tauberiano, pues J** esigual a J @ ((1,1,1,...)) [37; 1.d.2], e 2**(1,1,...) =
(1,1,...) ¢ co. Sin embargo no es supertauberiano, tal como pasamos a
probar.

103



Ejemplo 4.11 La inclusion natural v : J — co es un operador tauberiano
no supertauberiano.
Demostracion. Sean § > 0, 0 < ¢ < 1y n € N cualesquiera. Tomemos un

p € Ntalque/2p ' <. Escribamos m := n+1, yparacadak =1,2,...,n,
sean las sucesiones y; : N* — R dadas por

yk(i){:\m—p‘l, sii=km+k2m+tk ... (p-1)m+k

=0, en los demas casos.

Tomamos los elementos
Tpi=Yy1+ ...+ Y, k=1,...,n.

Notemos que cada x;, estd formado por p “mesetas” de altura \/%_1 y
“anchura” igual a k. Teniendo en cuenta que zx(0) = zx(m) = ... =
z((p — 1)m) = x(pm) = 0, es inmediato que ||zg|l; = 1 para todo
k=1,2,...,n. Ademas

distJ(<:v1,...,a:k_1), conv(xk,...,xn)) >1, 2<k<n-1

debido a que, si u € (z1,...,25—1) y v € conv (g, ...,Z,), entonces y :=
u — v verifica

y(k) =y(m+k) =y@m+k) =...=y((p— m+k) = —/2p
y(0) =y(m) =y(@2m) = ... =y((p — I)m) = y(pm) = 0,

de donde se sigue |ly||; > 1. Entonces, por el lema 4.6 existen funcionales
{fi,--., fn} C Sy tales que fi(zp) >esil <k<m<ny fi(z,) =0si
1 <m<k<n.Y como |zk]l« <, por la proposicién 3.4 la inclusién de J
en ¢o no es supertauberiana.

4.4 Inclusiones de espacios de Orlicz vectoriales.

Dado un espacio de Banach X, los espacios de Orlicz vectoriales son
ciertos espacios de Banach cuyos elementos son funciones medibles
f:[0,1] — X.

Bombal y Fierro [7] demuestran que para un espacio de Banach X y
¥ una funcién de Young verificando la d2-condicion, la inclusion natural del
espacio de Orlicz Ly (X) en L1(X) es un operador tauberiano. En particular,
para 1 < p < oo, los espacios L,(X) definidos por

L,(X):= {f :10,1] — X medible : (/01 | f(@&)]|P dt)l/p < oo}
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verifican que la inclusién natural de L,(X) en L;(X), denotada 7,, es un
operador tauberiano. Trivialmente, la inclusion 2; es supertauberiana.

Es conocido que, para 1 < p < oo, un espacio X es superreflexivo si y
sélo si L,(X) también lo es [4; pg.71]. Segun la anterior observacién, si X es
superreflexivo, la inclusién 2, es trivialmente supertauberiana, ya que L,(X)
es superreflexivo. Sin embargo, veremos que cuando X no es superreflexivo,
1p NUNca es supertauberiano.

Ejemplo 4.12 57 X es un espacio de Banach no superreflexivo y 1 < p <
00, el operador inclusion de L,(X) en Li1(X) no es supertauberiano.

Demostracion. Como X es no superreflexivo, dado 0 < € < 1, por cadan € N
podemos encontrar familias {z},z%,..., 2y en Sx y {f1", f3, ..., [} en Sx~
tales que

>e, sik<m

fk(xm):{:(), sim < k.

Denotemos por x,(t) a la funcién caracteristica del intervalo [0,27"], y
para p € N, representemos por p’ al nimero natural tal que pp’ = p + p'.
Recordemos que L,/ (X*) se identifica de modo natural con un subespacio de
L,(X)*. Paracadan € Ny 1<k <n, sean los elementos 2}'(t) € L,(X) y
gp(t) € Ly (X*) C Lp(X)* dados por

25t (8) = 2P (1)

y /
gi(t) = 27 fix ().

Los elementos 2}'(t) y g;(t) tienen norma uno en L, (X) y L, (X*) respecti-

vamente, pues
/ ||z;g(t)||pdt=/ Mt =1
0,1] [0,27"]

El

/ L)1 dt = / a1,
[0,1] [0,2—7]

Ademsés, si 1 <k <m <n:
o) = [ e -
[0,277]
ysil<m<k<n:
o) = [ ) de=o
[0,277]
Finalmente, la norma de 1,(2}') en Li(X) es
(= [ =20,
[0,277] e

y de la proposicién 3.3, se deduce que T no es supertauberiano.
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o(1)

ACB
ANB
AUB

R(T)

TABLA DE SIMBOLOS

conjunto de los nimeros naturales o enteros positivos.
conjunto de los niimeros reales.

clase de las partes del conjunto 1.

el conjunto A esta contenido o es igual a B.
interseccién de los conjuntos A y B.

unién de A y B.

conjunto de los elementos de A que no pertenecen a B.
funcién caracteristica asociada al conjunto A.

espacio dual asociado al espacio de Banach X.

espacio de las familias acotadas (x;);c; contenidas en X.
espacio de los elementos de ¢, (I, X) convergentes a cero segun
el ultrafiltro U.

ultrapotencias segun el ultrafiltro U del espacio X o del subcon-
junto C de X.

elementos del espacio X con norma igual o menor que 1.
elementos del espacio X con norma igual a 1.

limite segun el ultrafiltro .

limite débil segun el ultrafiltro i.

limite *-débil segin el ultrafiltro U.

en un espacio de Banach, clausura en norma del conjunto A.
clausura débil de A.

clausura *-débil de A.

en un espacio de Banach, conjunto de todos los elementos x + z
conx € Ay z € B.

en un espacio de Banach, conjunto de todos los elementos x — z
conzx € Ay z € B.

subespacio lineal cerrado generado por A.

envoltura convexa del conjunto A.

espacio ortogonal asociado a A.

dimension algebraica del espacio E.

distancia en un espacio métrico.

conjunto de todos los operadores lineales y continuos del espacio
XenY.

se define como el conjunto B(X, X).

ntcleo del operador T

rango del operador T

restriccion del operador T' al espacio E.

operador identidad asociado al espacio X.

operador inclusion asociado al subespacio E.

107



dE

X@,Y

€o

Co
Co(X,Y)
WCo

WCo(X,Y)

SWCo

SWCo(X,Y)

Rs-S

R.-S(X,Y)

RS_C

R;-C(X,Y)

Fy
F+ (X= Y)
F_
F_(X,Y)
Tr
T—|— (Xv Y)
T-
T (X,Y)

operador cociente asociado al subespacio cerrado FE.

para 1 < p < oo, espacio de los pares (z,y) € X X Y con la
norma | (z,9)]| := [l + [l

espacio de Banach de las sucesiones nulas con la norma del
supremo.

espacio de Banach de las sucesiones acotadas con la norma del
supremo.

norma del supremo, dada por ||(z,)]|co := sup,, |zn|-

para 1 < p < oo,espacio de Banach de las sucesiones (z,,) dota-
do de la norma || - ||,.

norma dada por ||z, = 52, feal.

para 1 < p < oo, espacio de Banach de las funciones medibles
f:10,1] — R con potencia p-ésima integrable.

ideal de los operadores compactos.

conjunto de los operadores compactos de X en Y.

ideal de los operadores débilmente compactos o w-compactos.
conjunto de los operadores w-compactos de X en Y.

ideal de los operadores super-débilmente compactos, o
super-w-compactos.

conjunto de los operadores super-w-compactos.

ideal de los operadores Rs-S

clase de los operadores Rs-S de X en Y.

ideal de los operadores Rs-C'

clase de los operadores Rs-C' de X en Y.

semigrupo de los operadores semi-Fredholm superiores.
clase de los operadores semi-Fredholm superiores de X en Y.
semigrupo de los operadores semi-Fredholm inferiores.

clase de los operadores semi-Fredholm inferiores de X en Y.
semigrupo de los operadores tauberianos.

clase de los operadores tauberianos de X en Y.

semigrupo de los operadores cotauberianos.

clase de los operadores cotauberianos de X en Y.
semigrupo de los operadores supertaberianos.

clase de los operadores supertaberianos de X en Y.
semigrupo de los operadores cosupertauberianos.

clase de los operadores cosupertauberianos de X en Y.
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