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APENDICE 1.

APLICACION DEL METODO
DE LOS
RESIDUOS PONDERADOS

I.1. Método de residuos ponderados segin z

Pretendemos construir una aproximacién a u y v, mediante una

combinacidn lineal de funciones:

u(x,y, z)=N;(§) u;(x,y) (I.1a)

v(x,y,2)=N;(§) v;(x,¥) (I.1b)

~ (con convenio de suma para los subindices repetidos), siendo £ la profundidad

~ Dormalizada adimensional, definida como:
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Método de los residuos ponderados
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y Ni(§), I=1,2,... el conjunto de funciones base compatibles con las condiciones

de contorno en z=7 y z=-h.

Suponemos también que las magnitudes 1/p y p,/p tienen una variacién

vertical del tipo:

l 1 * 1
% SN (8) [215(6,7) (I.3)
'%Q“N;(E) [%]j(x,y) (I.4)

siendo N;* funciones de interpolacién cualesquiera.

Podemos considerar que las ecuaciones (2.22a y b) expresan el equilibrio
| , de momentum para un conjunto de puntos con las mismas coordenadas x ey,
J alineados sobre la vertical, y que 7 es conocido. Una vez sustituidas (I.1a y b),
5 (I.3) y (I.4)) en (2.22a y b), la discretizacién vertical de las ecuaciones : 
mediante el método de residuos ponderados consiste en multiplicar a éstas por

N funciones peso arbitrario ( Wy, k=1...N) e integrarlas sobre todo el dominio

(z€(-h,n)). Integrando por partes los términos en derivadas segundos ¥

aproximando n+h=h, se obtiene:

e by, h [u; du, + vy 0ul- ¢y h vy =
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=-a,, h [—pp—"]j 3N - dyy h? [%]j ap, +

E
+ -?H € B (2 9,(Ky Su;) + 8, [Ky(du; + 0,v)]] -

e, L ou ew N Je [E1, 75 - w, ' SR
2 G U e leer Ni Jg et Tx i g0 N le=o0 [‘5]3' Tx
k=1,2,...,N (I.5a)
€ bklm h [ul axvm v ayvm] + Cpg h u, =
p 1
=-a; h [—p‘ilj oM - dyg, h? [F]j a0, +

EH
t = Ca h [2 0,(K, d,v;) + 8,[K,(d,v, + ou;)ll -
- 1 * 1 * 1
< leq 5Vt W e N fen ['E]j Ty T W leeo N5 lpeo [‘511' ©]

k=1,2,...,N (I.5b)
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(con convenio de suma para los subindices repetidos).

La expresién verticalmente integrada de la ecuacion adimensional de !

continuidad (2.9) desde el fondo (£=0) hasta la superficie (£ =1) es:

v, (HD=0  (I.6)

- plg?
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donde T es la velocidad promediada verticalmente, definida ya en (1.9a y b).

Elijiendo tantas funciones peso W, como funciones base N;, las igualdades
(I.5a y b) junto con (I.6) forman un conjunto de 2N +1 ecuaciones con 2N +1

incégnitas (las funciones u(x,y), vi(x,y), 1=1,2,...N y 7).

Las funciones peso W, pueden elegirse de diversas maneras (colocaciéon

puntual, colocacién por subdominios, etc...) optando por el método de Galerkin

convencional:

w,=N, 1=1,2,...,N (1.7)

1.2. Método de residuos ponderados en el plano xy

Buscamos resolver el problema planteado por las ecuaciones (I.5a y b)

- ¥ (1.6). Para ello, construimos una aproximacién de u(x,y), vi(x,y) y n(x,y) de
la forma:

u; (x,y) =MI(x,y) uf (I.8a)

v;(x,y) =M?(x,y)uf (I.8b)
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Método de los residuos ponderados

n (x,y)=P%(x,y)n*® (T.8¢)

[

. (con convenio de suma para los superindices repetidos), siendo MY(x,y),

q=1,... P’(x,y), s=1... dos conjuntos de funciones de forma compatibles con

L las condiciones de contorno {(x,y)ET). ;

iR

. Interpolamos con las funciones M4 la variacion horizontal de las variables
i
i | h7 1/h’ {polp}m’{l/p}m$ Pns KHsz’ TXS’TYS’ TXB y TYB en el dominio {(X,y)Eﬂ),

y sustituimos sus valores aproximados en las ecuaciones (I.5a y b) y (L.6).

;

Multiplicamos por funciones peso arbitrarias G', i=1,2,...M las ecuaciones (1.5

ayb)yporL®, s=1,2,..K la ecuacién (1.6), tras lo cual integramos por partes

las expresiones resultantes sobre todo el dominio () (s6lo los términos en los

que figuran derivadas de orden superior, con el fin de rebajar los requisitos de

ddeRes R s

continuidad que deben satisfacer las funciones de forma). Haciendo lo anterior

| resulta:

0= by, h” uf (uf [ 61 P M* M d + v [ G* MP n* B,M dA]

-y hP v{ fﬂ Gi MP MY dQ-

=& [%]; ht g [‘[n PT 9 (G1 M* MY) dn—fr pr gi M Mt n, A1+
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+dkmn p: [%]; hP hv fg ci MP Mt M¥ ast da +
+£2’-”[ckj h? uf Ky [f‘J Mt(2 8,(G* MP) 3.MT + 3, (G MP) M%) dQ -

-f GiMP M® (2049 n, + (8% n) dI+
+cy h? v Kilf M® 8,(61 M7) oM, da-[G* uP M® (M%) n, drl]+
+%[[—}%]t e& uf fQGi Mt MP MY 4Q-
= (W |£=1 N, IE=1[%]; chp"'wk |E=0 Ny |£=o[%]§, Tip)faG'i Mt MP dQ]

k=1,2,...,N i=1,2,...,M (I.9a)

B
O<e by, h? v [uf fQGi MP M* 3M% dQ + vi [ G MP MF BM9 dQ]

+c; hP uf fn Gi MP MY dQ-
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21n bt [f, P 8 (et M° MO dQ [ pr et Mo Mtn, dls

+dinn P [%],ﬁ hP h¥ fo Gi MP Mt MY 3 M° dQ +

[f M2 3 (6t MR BMT 3,(Gi MP) 3MI)dQ -

EH q t

-[ Gt P MY ((QMD Byt (2(8,49 n,) drl+
uf K,f[an" 8,(G1 MP) A M, dQ—eri MP Mt (3M9) n, d'l1+

E 1 ;
+E 510 ef vy fQGl Mt MP MY dQ-

- (Wy lger Mo |E=1[%]; 5 Wy Jeeo Ny |E=o[%]; Tgp)fnGi Mt MP dQ]

k=1,2,....N i=1,2,....M (I.9b)

hy hP [uf [ L® 3,(MP M9) d+[ L° 8,(u? M%) dQ=0
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s=1,2,...,K (I.9¢)

con:

1
akm:fo W, NpdE

1

1
| ij:.[o Wy N,dE

Qi= [ Wi M3 [ "N dE] dE

efi= fol (B¢, KP (8N,) dE

hy=[avyde

(con convenio de suma para los subindices repetidos).

Asi, eligiendo tantas funciones de forma M? como funciones peso G' y

tantas funciones de forma P* como funciones peso L*, las ecuaciones (I9a, by
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Meétodo de los residuos ponderados

¢) forman un sistema de 2NM+K ecuaciones con 2NM+K inc@gnitas: los

Rill coeficientes u, vay 7"

Al optar de nuevo por el método de Galerkin para elegir las funciones

peso, tenemos:

e Gi=Mi i=1,2,...,M , L*=P% r=1,2,...,K (1.10)

Se ha retenido el célculo de las integrales de linea que aparecen en las

ecuaciones (I.9) porque las condiciones de contorno naturales tienen una

interpretacién fisica poco clara en nuestro problema.




APENDICE I1I.

EXPRESION DE LAS MATRICES
Y
VECTORES ELEMENTALES

A® . « impar, 8 impar, v impar

= & by, hP erGi MP MT 3 MY dQ

o impar, 8 impar, vy par

= ¢ by h¥ [ G' MP T aM7 dQ

o impar, 8 par, v impar = 0
« impar, 8 par, y par =0
« par, 8 impar, vy impar = 0
o par, § impar, ypar =0

o par, (8 par, vy impar

= ¢ by, hP fmc;i MP M* MY dQ

o par, 3 par, vy par




Matrices y vectores elementales

= € bklj .hp fnGGi Mp Mr ay.Mq dg (’

(11.1)

G’®, o« impar, 8 impar

Cry B K L[ M*(2 8,(G% MP) 3MT + §,(G! MP) 3MN)dQ -

-f, ¢t uP Mt (2049 n + (BMY n) dl+
E 1 ,
+Z51 of [ 6t Mt MP M7 dQ+

Wy g0 N |e=o[%]§. Ny e ¥®°[ 6% M® M° M7 dQ]
« impar, 3 par

=D o, nP K Uf, M3, (61 MP) M9 dR -

-f, 6% MP Mt (349 n, d 1- ¢y hP [ ' M7 M7 dD 4




Apéndice 2

E X 1 o ,
t=F Wy lgeo Ny |z=o[;]x§ Ny g0 ¥° fneGl ME M M9 dQ]

o par, 8 impar

EH
2

Cyy hP K [fne ME(3,(G1 MP) M dQ -

-, G MP M® QMY n, d 1+ c he [, c* P M da +
+Ez W * l.¢ B i pmt Ms
- Mk g0 Na IE=0["')']m Nj le-o ¥ o0 MT ME MT dQ]

o par, 3 par

E . .
=2 ¢y hP Kf [fne M®(3,(G MP) d.M9 + 2 §,(Gi MP) M) dQ -
~[, 6% MP Mt ((3M9 n, + 2 (3MY) n) o+

E 1 ,
=z —~1¢ b 2 t D q
S [[5]f ef foeG Mt MP MY dQ+




Matrices y vectores elementales

* 1 s i ]
Wy lgeo Nn l5=o[—5],ﬁ Ny e ¥2°f 6% M* M° M9 Cm]
(1r.2)
D', o« impar
= -a, [Poys pe [f 9.(Gi M* Mt>d9—f Gi M5 Mt n, dr
km p m Qe X re v
o par

= -a, [_‘.;2]; he If  8,(6* e M¥d-[ @i M° M® n, o]

(I1.3)

F®_: o impar

|
|
J
!
|
|
|

~dp, P [%],ﬁ hP R fm Gi MP Mt MY dM° dQ +

E * 1.6 5P ;
+=E Wy g N iw[—‘;],,, \H fﬂeal Mt MP dQ
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o par

1.t i
~di 07 515 hP B” fae Gi MP Mt MY 3 M5 dQ +

E lit _8P i

(IT.4)

D®;: B impar

]

hy h? [ MP M7 n, o

B par

hy; hP freMP M? n, dC

(II.5)

con las expresiones de los coeficientes ay, by, Cyjy Gimar €f» Iyt

1
akm:fo Wy, NpdE




Matrices y vectores elementales

i

S

bklj=folwk N, N;dE
ij=f:Wk N,dE
= Wi N3 f:N,:‘ds] dE
o[ (3yw,) KZ (8y,)

hy= [N, (II.6)
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APENDICE I11.

CONDICION BABUSKA-BREZZI.
ELEMENTOS ADMISIBLES.

Podemos escribir las SWE adimensionales, en forma vectorial, de este

modo:

e ((3.V,) 1) =—%vﬁn+-§£vﬂ. L1y (Vi (V) €)1 + 22 (16,0, 1) (I77.1)

donde el subindice H denota la restriccion de los operadores gradiente (V) y
divergencia (V.) al plano xy y ()' es el operador transponer. Los términos de
Coriolis y gradiente baroclinico de presién, aunque estidn incluidos en la

formulacién del modelo, no se han escrito aqui por simplicidad.

Las ecuaciones (III.1) y (III.2) son eminentemente 3D. Pero, al usar una

estrategia de discretizacién quasi-3D usando como funciones base los polino-

~ mios de Legendre de grado par (1.7), dichas ecuaciones discretizadas, cuando

_ trabajamos con un sélo grado de libertad vertical, coinciden con la versién de
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Condicion Babuska-Brezzi

las mismas integradas verticalmente (ecuaciones 2DH). Por otro lado, las
restricciones que la formulacién mixta impone sobre las funciones de interpola-

cién de las variables es similar tanto en problemas 3D como en 2D.

Asi, por simplicidad, podemos reducir nuestro andlisis acerca de la

admisibilidad del elemento, al estudio del problema:

e ((u.V)u) --g-"V. (KVu)+—%9Vn-r=O en Q (I11.3)

V.u=0 en Q (I11.4)

u |(=0 enT (III.5)

donde © es un dominio poligonal cualquiera en R? con contorno 3Q = I', ues
el vector velocidad, E es el nmimero de Ekman, K es un coeficiente de
viscosidad turbulenta y 7 es el término que agrupa las fuerzas externas (friccidn,
tensién supercial ejercida por el viento, etc...). Aqui suponemos que las
condiciones de contorno son de tipo Dirichlet homogéneas, tal como expresa

(IIL.5).

El problema dado por las ecuaciones diferenciales (II1.3), (IIL.4) y la
condicién de contorno (II.5) es equivalente al descrito por la forma débil de

dichas ecuaciones:
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(@) =ef v(u.Vudd-Z[ w. (xvu) dn+-‘;—°fnvvndn-fnwdg=o

Vv eV (II1.86)

fnq V.u dQ2=0 Vg e 0 (II1.7)

donde R(u,n) es el residuo que hay que minimizar junto a la condicién (II1.7)
y, vy q las funciones peso pertenecientes a los espacios de Hilbert apropiados

(V y Q, respectivamente).

Si consideramos una particién en elementos finitos 7, de Q en elementos
de cuatro lados, e introducimos los subespacios de dimensién finita
V, CH, (D))" y Q,CLAQ) definidos por:

Vy=[ve (Hy (Q))? | v,€(0(K)? VK € 1,] (III.8a)

0,=[peL?(Q) | p eP(K),VK € 1,] (III.8Db)

donde Q,(K) es el espacio de funciones bilineales isoparamétricos y Py(K) es el
_ espacio de funciones escalon (este tipo de discretizacion es la correspondiente
al elemento Q1/P0), podemos formular el problema aproximado, consistente en

~ ®ncontrar u, €V, y p, €Q, tales que:




Condicion Babuska-Brezzi

E p -
e favh(u,,.v,,) u,dQ -2 fthVh. (KV,uy) dcz+_p£ fnthhnth ~ fav,,c,,dn 0

Vv, € V, (I11.9)

fqh V,.u, dQ=0 Vq, € 0, (III.10)

La condicién Babuska-Brezzi dice que para que una aproximacién en
elementos finitos sea estable, se debe satisfacer la condicion siguiente para una
constante k independiente del tamafio medio de los elementos de la discretiza-

cién (ver e.g. Brezzi y Fortin, 1991):

fgthh . v, dQ

infi supr 2k (IIr.11)
ap Vhso [ Vi I Va la, h | on/R
siendo | .. [ las normas de los subespacios respectivos. La norma del cociente

sobre Q, aparece porque la altura de superficie libre esta definida salvo una
constante (ec. (II1.9) y (I11.10)). La condicién (III.11) significa implicitamente
que la altura de superficie libre también debe estar definida salvo una constante

en el caso discreto, lo cual no es obvio en principio.

La estabilidad de una aproximaci6n en elementos finitos para un medio
incompresible esta relacionada con las propiedades del operador discreto de la

divergencia (V,.) y su transpuesto (V,). Usualmente, este operador no es 12

restriccién del operador divergencia en R* sobre Q,. De hecho, V,.u, es la

proyeccion de V.u, en el espacio Q.

pig. 1.
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Aqui, es donde aparecen los problemas del elemento Q1/P0, puesto que
para esta discretizacion el operador discreto de la divergencia coincide con el
operador divergencia en R? (Engelman et al., 1982), por lo que el sistema
(111.9) y (II1.10) es singular y la altura de la superficie libre se determina saivo
una constante s6lo para una aproximacién razonable. Esto implica que tenemos

una condicién de compatibilidad extra con los datos de partida del problema.

La condicién (III.11) -que el elemento Q1/P0 no satisface- es el criterio
que nos indica las condiciones que deben cumplir los elementos para que la
solucion sea estable. Sin embargo, algunas causas del porqué de la aparicion de
inestabilidades en la solucion de las SWE se pueden explicar por razonamientos

mucho mas sencillos.

Si discretizamos las variables u y n utilizando las funciones vectoriales

de forma M y P (cuyas componentes son las funciones escalares de forma

: MY(x,y) y Pi(x,y), respectivamente):

u=Mu* (ITII.12a)

n=Pn* (III.12b)

~ siendo u" y %" los vectores que contienen las incognitas nodales para la

~ velocidad y la altura de superficie libre, respectivamente; y aplicamos el método

de Galerkin para discretizar las ecuaciones (I11.3) y (IIL.4):




Condicion Babuska-Brezzi

£ _E Pog, -
fQM e ((u.V)w) -ZV. (KVu) + an £1dQ=0 (TTI.13) /

fgpt [V.u]l dQ=0 (IIT.14)

se obtiene el siguiente sistema algebraico de ecuaciones:

A(u*)+G Dt

u* F
D 0 n* }— [O] (I11.15)

donde:
[A(u*)] =eu*an"(M.V)M da
=Byt
[G] zan V. (KVM) dO
[D"]=—p-9f Mt VP dQ

pJa

(D] =f Pt UM dQ
Ja

[F] =fQMt T dQ (ITI.16)

Si el problema es lineal (A(u*)=0), se obtiene la solucién, mediante el
algoritmo de Uzawa, eliminando u” de la primera ecuacién y sustituyéndola en

la segunda, con lo que obtenemos:

DGDt y*= DG'F (III.17)

pig. 2
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asumiendo que la matriz G es no singular (0 que Gu*#0 vu*«0). Para calcular

7" es necesario asegurar que la matriz:

H=DGiD¢t (II1.18)

tampoco es singular.

La matriz H sera singular si el nimero de componentes del vector u” (n,)
es menor que el nimero de componentes del vector (n,). Para evitar que H

sea singular una condicién necesaria es:

n, > n (I11.19)

u n

La misma condicién (III.19) asegura que no pueda existir la solucién
u'=0. Por contra, si no se cumple esta condicién se pueden obtener inestabili-

dades en la solucién numérica.

La condicién (III.19) es necesaria pero no suficiente para asegurar que
la matriz H es no singular. Un requerimiento adicional a partir de (III.17) es

que:

Din*#0  Vn*#0 (III.20)

Ya que si ésto no es asi, la solucién puede no ser tinica. Esta condicién, como
¥a hemos mencionado, es inherente a la condicién Babuska-Brezzi, pero no se

 Puede verificar algebraicamente.




Condicion Babuska-Brezzi

La condicidn (III.19) se puede deducir directamente de la expresién en

residuos ponderados de Galerkin de la ecuacién de la continuidad (III.14):

fQPi[V.u] dQ=0  i=1,2,....,L (III.21)

Tenemos L ecuaciones con 2M incdgnitas, donde L y M son el nimero
de nodos para la altura de la superficie libre y la velocidad en la regi6én Q,
respectivamente. Sin embargo, debido a la presencia de las condiciones de
contorno, el nimero de ecuaciones y el mimero de grados de libertad es menor:
- La altura de superficie libre esta definida, para estas ecuaciones, salvo
una constante aditiva que se fija imponiendo un valor de % en un nodo del

contorno.

- La velocidad se prescribe en una parte del contorno I'. Supongamos que
el niimero de nodos para la velocidad en el contorno, donde se prescriben

condiciones de contorno Dirichlet, es igual a R.

El sistema (I11.21) es, en estas condiciones, de L-1 ecuaciones con 2(M-
R) incognitas. Por lo que, la condicién para que la velocidad no este completa-

mente descrita por la ecuacion de continuidad es:

2 (M-R)>P-1 (III.22)

La expresion (I11.22) es idéntica a la (II1.19) pues, n,=L-1y n,=2(M-R).
A partir de la condicién (I11.19), un requerimiento aceptado generalmente pard

la eleccion del tipo de elemento es que las funciones de forma para la altura de
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la superficie libre deban ser, al menos, de un orden menor que las de la
velocidad. Recordemos nuevamente que esta condicién es necesaria pero no

suficiente para asegurar la estabilidad de la solucién.






