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2 TRACTAMENT NUMERIC DEL PAVELLO AMB UN MODEL
UNIPARAMETRIC. EQUACIO CH

2.1 Introduccio

L’ obtencio d’ una solucié analitica exacta per a la propagacio d’ ones dins de tubs amb simetria
de revolucié i perfil qualsevol només és possible per as casos simples de tubs cilindrics,
conicsi hiperbolics [Freehafer, 1940]. Per a cas genera s han proposat moltes formulacions
aproximades. Aixi espot triar entre |’ equacio de Webster, estudiada al capitol 1, la de Benade i
Jansson [Benade, 1974], o lamés recent d’ Agullo, Barjau i Keefe[Agull6, 1999]. Magrat que
€ls resultats que s obtenen quan s apliquen a mateix pavelld son bastant diferents, aguestes
tres equacions parteixen de la hipotes de I’ existencia de superficies equipotencial s de geometria
constant (independent de lafrequiencia), a costa d acceptar una solucié unidimensiona per ala
propagacio.

No obstant, el problema de la propagacio dins dels pavellons és necessariament bidimensional i
nomes la geometria cilindrica i la geometria conica accepten solucions exactes on els modes
transversals no hi son presents.

En aquest capitol s estudien les hipotesis que permetran establir un nou model aproximat, que
sera estudiat en @ capitol 3, basat en I'assumpcié que, en la propagacio d ones dins dels
pavellons, existeixen superficies de geometria invariant a llarg del temps que son
perpendiculars al perfil i al’eix del pavello.

Lainterpretacio de les superficies de geometria constant és diferent, en funcié de les hipotesis
fisques que shi estableixin: hipotes equipotencial, hipotes cinematica, explicades a
continuacio, o bé hipotes “conicadiferencia”, que S explicaraen € proper capitol.

2.2 Hipotesis previes

La proposta dd nou model sembla raonable ja que per d casos coneguts de tubs cilindrics i
conics aquestes superficies existeixen i son equipotencials, perpendiculars d perfil i de
geometria ben definida. Efectivament, si les parets dels tubs son rigides, € component de
velocitat normal a perfil hade ser nul: v,=0. Pero com que v, I p, en regim frequencial, i
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Op ésperpendicular ales superficies equipotencial s aleshores aquestes ho seran a perfil. Aixi
en d cas dels tubs cilindrics aquestes superficies equipotencias i de pressio uniforme son
planesi en € cas dels tubs conics son esferiques, per aixo es parla d’ ones planes i d’ ones
esferiques respectivament. En agquests dos casos les superficies equipotencials son, també,
superficies de modul de velocitat constant i per tant totes les particules que es troben en un cert
instant sobre una d’ aquestes superficies estrobaran a cap d’' uninterval detemps dt sobre una
dtra superficie, la mateixa per a totes les particules. Aixi doncs, aguestes superficies
equipotencials es poden interpretar també com a superficies cinematiques en les quals totes les
particules tenen € mateix modul de velocitat.

Sembla, doncs, raonable establir que per ala propagacio dins dels pavellons també existiran
unes superficies de geometria constant perpendiculars a perfil tot i que, en principi, no seran ni
equipotencials ni de modul de velocitat constant. Es per aquest fet que, de moment, només es
defineixen agquestes superficies, (d;), de manera geomeétricac axismetriques i ortogonals &
perfil i al’ eix del pavello.

2.2.1 Hipotesi equipotencial

En agquesta hipotesi es suposa que sobre cada superficie §(qq), axismétrica i perpendicular d
perfil i al’eix del pavello, d potencial de velocitat és constant, la qual cosa implica que la
pressio sobre ellaés uniforme jaquelapressio és 0®/dt. En conseguencia, les linies de g,
constant (on g, éslacoordenadalongitudina i ortogonal a ;) coincideixen amb les linies de
corrent (Fig. 2.2.1).

Per atrabanda, les superficies Sq;) es poden triar de manera que siguin “off-set”, és a dir
que € gruix entre dues sigui constant, com en € cas dels tubs cilindrics i conics, o que no
siguin “off-set”, amb la qual cosa el gruix entre dues superficies seravariable.

Si esté en compte I’ equacio de Newton:

pog—\z =-Op i es consideraque |CpE P(%

+do) - p(cy)
do(cy, o)

on do(gq,9p) ésladistancia entre les superficies Sqq) i Sq;+dg;) sobre lalinia go, la
distribucio de moduls de velocitat resulta ser inversament proporciona a do(gy,0p):

1
do(cy, 4)

Pa+dn) Py g |
o) D

v(ay,0p) O
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Siles §q;) no son “off-set”, llavors les superficies de modul de velocitat constant no tenen,
en principi, cap relacié amb les superficies Jq).

linies de corrent

g,*da,

R

\
S(a,) S(g,*day)

Fig. 2.2.1 Superficies de potencial de velocitat constant.

Exemples de lahipotes d' equipotenciditat son I’ equacio de Webster i la de Benade i Jansson.
En lahipotes feta a I’equacié de Webster es suposa que les superficies equipotencials son
planes i “off-set”, amb la qual cosa la velocitat si que hi és constant. Ara bé, aquestes
superficies no son perpendiculars a perfil del pavelld. Benade i Jansson en la deduccié de la
seva eguacio suposen que les superficies equipotencials son esferes no “off-set” i per tant d
modul delavelocitat hauria de ser inversament proporcional a do(q,,0d,), tal com s acaba de
comentar, mentre que en & seu model lavelocitat resulta ser proporcional a gruix do(qgq,dy).

Amb la hipotes d equipotenciditat € problema a resoldre és unidimensiona tant per d
potencial de velocitat com per ala pressio, pero en canvi és un problemabidimensional per ala
velocitat.

Obtenci6 de I'equacié CH (Curvilinear Horn with Flare Equation)

El desenvolupament d’'aguesta hipotes va ser feta I’any 1993 per Keefe, Agullo i Barjau
[Keefe, 1993] per a ;) de geometriaarbitraria, pero perpendicular a perfil.

Per tal d’ obtenir unaequacié d’ ona uniparamétrica es parteix de I’ equacio d’ ona genera:

op

1
c? at?

(e3]

Ap=



66

I es procedeix ala sevaintegracio dins del volum tancat per les superficies Sq;) 1 Sq;+ddy).
Si es té en compte que do(qgq,92)=f(dy,0d2)dqy, on f(g1,0p) €s una funcio del perfil i, en
principi, de g; i g, sobtél’ equacio d ona[Apendix 2.1]:

1 02p 1 0 opUd
il = il el 2.2.1
Z a2 Ag)t(g)oq ﬁ@ aq] (221)

on A(Q) ésl’areade ) i I(q) ésfuncid del perfil i de q i ve donada per |’ expressio:

_ 9(9)
1(q) = deq
a)

Aquesta equacio és unidimensiona i si la hipotes que la geometria de () és constant és
validai latriade lacoordenada q ésbona és unaequacio d onaexacta. Es |’ equacio CH.

A partir de I'equacio 2.2.1 es recupera |’ equacio de propagacié d’ ones en tub cilindric si es
considera §(q) plansi f(q) lafuncié unitaria. En aguest cas e valor de 1(q) és A(q) i s es
té en compte que A(q) no depén delacoordenada g |’ equacio que s obté és.

2

1
c? ot

(o}
©
(o3}

2
= a—g , equacié que coincideix amb lade la propagaci6 en tubs cilindrics.
q

N

Anaogament, s estrien §q) esferes, f(q) lafuncié unitariai com acoordenada q esprenla
distancia r al centre de |’ esfera es recuperal’ equacio de la propagacié dins de tubs conics. En
aquest cas € valor delaintegral 1(r) és A(r) i en consequéncial’ equacio s obté és.

62p

1 20p 62p
VP, to o
c* ot ror or

equacio gque coincideix amb la de la propagaci en tubs conics.

En el casdeprendre S(g) complansi f(g) com lafuncié unitaria, essent A(q) variable, es
recuperal’ equacio de Webster, jaque @ vaor de 1(q) ésara A(q). En aguest cas & volum
d'integraci6 de |’ equacié d’ ona correspon a un cilindre de base A(Q) i alcada dq i S obté:

(q)g—ZE que és |’ equaci6 de Webster.
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Si es pren com acoordenada q lalongitud s recorreguda sobre € perfil del pavellé i com a
superficies §(q) es trien esferes, I'equacio que s obté és la que Keefe et al. anomenen SH
(Spherical Horn equation):

1 8%p 1 9 DA@9)In(+2a) dp0l

22 As+a)osH 20 osP

on a ve donadaper |’ expressio:

a= %%cose(l—cose), essent y I’equacio del perfil del pavellé.

En aquest cas 1(S) :%In(1+20().

Andogament s estrien ) esferesi com acoordenada g la coordenada z horitzontal del
punt detall de §q) i I’eix horitzontal esrecuperalasegonaversié del’ equacié SH:

2
i2a f: L2 iDA(Z)(“2u)|n(1+2u)@mjaQUeen aguest cas
2 o2 A(»@1+a)dzH 20 0zH

1+2a

==

A(2)In(1+ 2a).

El problema de la hipotesi d’ equipotenciditat radica en qué la mgjoria de vegades I’ equacio
2.2.1 no té una solucio anditicai que la hipotesi que la geometria de les superficies S(q) és
constant és valida només en dos casos. d cilindric i € conic. En efecte, s es té en compte
I’ equacio de Helmholtz:

Ap+k2p:0.

Si s escullen unes coordenades qualssevol qy, Oy | esfalahipotes que la pressio només depen
de g; aguesta equacio es reescriu:

0 1 Dzazp
Hf (o, op) 0 06

op 2
+ F(op, o) =2 +k?p =0,
(%%)aoa p

on f(qy, go) 1 F(0y, gp) depenen de latria de coordenades feta perd si es pretén que la pressio
sigui només funcio de la coordenada q; per aqualsevol valor de k, aleshores f(qq, ) hade
ser també només funcié de q; i en consequéncia ;) serapard-ldlaa S§q;+dgq). Aixo
nomes passa per as casos en que §(q;) son superficies “off-set”, com en d cas cilindric i
conic.
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Integracio numeérica de I’equaciéo d’ona CH

L’ equacio CH particularitzada a un tipus concret de pavellé pot ser integrada numericament.
Per td de poder comparar €ls resultats de la integracio amb els experimentals ca passar
I”’equacio a domini freqliencial ja que les mesures experimentals de les quals es disposa son en
aquest domini.

Per dtra banda, cad particularitzar I’equacié a agun tipus concret de pavell6. Si es trien
pavellons exponencias descrits per y(z) = ae 9Z°L) j es trebdla amb la segona versio de
I’ equacio SH descrita anteriorment, s obté |’ equaci o:

2
EBD - ) B0 . 5(5) i), on
dz?
A(z):2d+D2COSG cos?f-1 , Sn6(1-2cos6)  sinB(2cosb-1)
H sin6(1- cosé) "1+ cos8 — 00526 cos6 — cos 0
sin6(L-2cosh) “de

(1+ cosf - cos? 9) I n(1+ cos6 - cos? 6) %E

(cos2 0- cose)(l +(1/2) cos6 - (1/2) cos? 6) 002

(1+ cosf — cos? 9) I n(1+ cos6 - cos? 9) 0_2

B(2) = amb

0= arctan(—ad e_b(z_")).

Aguesta equacié s ha aplicat als pavellons de tenora estudiats d capitol 1 (Fig.1.4.23 i
Fig.1.4.24). Laintegracié numérica s ha redlitzat amb I'gjut del programa Mathematica que
empra un algoritme adaptatiu que subdivideix I'interval d'integracid s és necessari. Els
resultats de la integracio, p(z) i G(z), permeten obtenir laimpedancia a |’ entrada del pavell6.
Els resultats obtinguts son els mostrats ales Fig. 2.2.2 i Fig. 2.2.3. Les condicions de contorn
emprades en la integracié numeérica han estat de caba unitari i pressié coincident amb la
impedancia d’extrem obert a |I’extrem de sortida del pavellé. A partir dels pics de la corba
d' impedancia es poden obtenir les freqliencies de ressonancia per a ambdés pavellons i també
la desviacio respecte del valor experimental, en centésimes de semit0. Aquests resultats es
trobenalesTaula2.2.1i Taula2.2.2.



Pic Caculada | Experimental | Desviacio (cmes)
1r 382 Hz 459,39 Hz 319,38
2n 1080 Hz 987,03 Hz 155,84

Taula2.2.1 Ressonancies del pavell6 1 obtingudes amb I” equacio SH.

Pic Cdculada | Experimental | Desviacio (cmes)
1r 484 Hz 606,08 Hz 389,40
2n 1355 Hz 1134,44 Hz 307,56

Taula2.2.2 Ressonancies del pavell6 2 obtingudes amb I’ equacié SH.
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Fig. 2.2.2 Impedancia del pavell6 1 calcuadaamb I’ equacid SH.
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Fig. 2.2.3 Impedanciadel pavell6 2 calculadaamb I’ equacié SH.

Les grans discrepancies entre els valors caculats i es experimentals son conseqliencia
basicament de tres fets: els pavellons reals amb els que s ha experimentat no son exponencials i
en e calcul reditzat s han aproximat per un Unic tram exponencial, s ha reditzat una integracio
numericai |’ equacio emprada és una equacié aproximada. Els resultats obtinguts en el capitol 1
eren molt més bons, dins del rang de freqiiencies adequat (Taula1.4.12 i Taula1.4.13), pel fet
d haver discretitzat els pavellons en més d’ un tram exponencial. Tot aixo fa pensar que si els
pavellons pels quals s han fet els calculs amb |’ equacio SH fossin amb els que s experimentés
els resultats numerics que s obtindrien serien molt millors.

Els resultats obtinguts posen de manifest que per al’estudi dels pavellons reas és necessari
discretitzar-los en més d’un tram per tal que les diferents aproximacions siguin valides. Aixo fa
intuir que la discretitzacié habitual en tramscilindricsi conics és prou correcta i que, magrat €
nombre elevat d’ elements necessaris, €ls calculs a reditzar son més smples que els d’ aguest
apartat.

2.2.2 Hipotesi cinematica

Laidea basicad aguesta hipotes és suposar que totes les particules que es troben sobre §(q;)
en un cert instant de temps, es trobaran sobre §q;+dq;) al cap del mateix temps dt. Aquesta
hipotes fa que & problema per ala pressid, que era unidimensional en € cas de la hipotes
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equipotencial, sigui ara bidimensional a l'igua que per a V(q;,0p) ja que les particules
recorren gruixos diferents (s les () no son “off-set”) en e mateix interval detemps dt (Fig.
2.2.4) i en consequiéncia les linies de g, constant no es corresponen amb linies de corrent.
Aquest vector V(ty,0p) es pot descompondre en un component tangenciad a  §(qq),

V1(4,02), | un component normal a §qp), Vo(q,0p):

V(0 dp) = (0, Op) + Vo (o, o)

# linies de corrent

Fig. 2.2.4 Hipotes cinematica de les superficies d).
El component normal a S(q,) és proporcional a gruix do(qgq, gp) de maneraque:
V2 (0, G) = V(Gp, 1) do(ay, ap)-

Aquest resultat mostra com la hipotesi feta per Benade i Jansson [Benade, 1974], que és
clarament una hipotesi d’ equipotencialitat, €s contradictoria amb la distribucié de velocitats
proposada per aquests autors, que es correspon amb la de la hipotesi cinematica.

A partir d’ aquest resultat vo(oy,0p) 0 do(qp, ), | S estéen compte |’ equacid de Newton:

ov - . _
Up= - poaz = PoVa(t d2)~ PoV(Gp,t)do(qy, a2) &
laqual cosaimplicaque ladistribucié del gradient de pressions en direccio 2 és proporciona d
gruix da(qq, gp) i per tant € problema és també bidimensional per a la pressio i per d
potencia de velocitat, ta com sha comentat. Si es vol tractar € problema com a
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unidimensional cal prendre un unic valor delapressioi delavelocitat sobre §q,), que pot ser
el valor en mitjana sobre la superficie, i buscar-ne I’ equacié d’ ona unidimensional. Aixi:

1 62p 1 62p
——==0Ap O ———d¥ | Ap .
c? ot P ch ot J P
e e
En aguesta equacio apareixen derivades de dos tipus de valors mitjans, py, valor mitjiaen d
volumi py, valor mitjasobre la superficie, que cal relacionar per poder-hi treballar.
Pera dpyY,/dqy i 0pS,/dq espot arribar aestablir unarelacio, perd per a dpy,/ot i apS, /ot

larelacio és completament desconeguda. Si S assumeix que dpy, / ot = apy, / ot, com a equacio
d onas obté:

a()d%pn_ 1 00 A opnl
2 o Al o (@)a(e) o g

amb a(qg) i B(q) funcionsde (do)y, (do?),...

El problema d’ aguesta hipotes, al’igual que en € cas anterior, radicaen € fet que no hi ha un
perfil que permeti una solucié anditica encara que no és evident que la relacié establerta sigui
falsa



