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3 TRACTAMENT ANALITIC DEL PAVELLO AMB UN MODEL
BIPARAMETRIC. PROPAGADORS DE LINIA

3.1 Introduccio

Ta com s ha comentat a capitol anterior en aquest es proposa un mode *“bidimensional”
aproximat que condueix a una solucio anditica per as pavellons de geometria més generd |
basat en I’assumpcié que, en la propagacio d ones dins dels pavellons, existeixen superficies
de geometriainvariant a llarg del temps que son perpendiculars a perfil i al’ eix del pavello.

Laidea genera de la hipotes proposada, hipotes conica diferencial, és que les superficies
Sg) son esferiques (no concentriques) i que la propagacié d llarg de lalinia ABC és conica
(Fig. 3.1.1). Aixo fa que les superficies §(g) no siguin equipotencias ja que @ temps que
triguen les particulesen anar de §(q) a Sg+dq) és diferent perque recorren espais diferents,
do(¢), alamateixa velocitat.

Fig. 3.1.1 Esquemade la hipotesi conicadiferencial.
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3.2 Hipotesi conica diferencial

Lahipotes basica s'inspira en € tractament usual dels pavellons: la discretitzacio en ements
cilindrics i conics (Fig. 3.2.1) i la utilitzacié de descripcions temporas i freqlencias
corresponents a aquestes dues geometries per d calcul de les respostes del tub dins dels dos
dominis. Quan els elements discrets son de longitud finita, €ls petits volums, llenties, tancats
entre les superficies perpendiculars d perfil a les discontinuitats entre els elements son
negligibles, laqual cosa permet tractar el problema com uniparametric i no complicar e calcul.
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Fig. 3.2.1 Tub de conicitat variable discretitzat en cons infinitesimals.

La utilitzacié de solucions corresponents a la propagacié en tubs cilindrics i conics implica
assumir velocitats de propagacié constants, és adir independents de la freqliencia. Amb aquest
fet I'efecte de la dispersié queda eliminat si es treballa a nivell finit, perd com es veura més
endavant aquest efecte es recupera quan estreballaanivell diferencia.

Laideabasicadelahipotes conicadiferencia ésutilitzar e mateix tipus de cacul que s empra
amb elements discrets de longitud finita, perd a nivell diferencia. En aquest cas els elements
conics son de longitud infinitesmal, és a dir del mateix ordre que les llenties a les
discontinuitats. Es necessari, doncs, formular una hipotesi de propagaci6 dins d aguests petits
volums, i és precisament la inclusid d aquestes llenties en € calcul d qué porta a mode
bidimensional.

L’ estudi del comportament d’ aquestes llentiesesfaen el domini temporal. Si es considera que
sobre la superficie esférica S d'entrada del con infinitesmal precedent (Fig. 3.2.2) la
distribucio de pressio al’instant t, és uniforme, aeshores la superficie de sortida S5 del
mateix con tindra també una distribucié uniforme de pressio a l’instant t=t,+dr4/c. Laforma
correctade justificar aquesta distribucié és pensar en d principi de Huygens: cada punt sobre
Sie s comporta com una font esférica independent; per tant en construir sobre S5 la
resultant de tots €s fronts d’ona esférics s obté una distribucié uniforme de pressié sobre
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aquesta superficie. Per0 es pot considerar un procés més simple que condueix a mateix
resultat: una propagacio independent a velocitat ¢ de les pressions sobre les linies perpendi-
cularsalasuperficie S Aix0 permet definir els“propagadors de linia” g(@, rq, r1+drq, t):

P($,Sst) = 9(¢, 11,1 +dr,t) Up(@, Sert)
(3.2.1)

g dri g
I, +dr,t) =—1 5 -1 |
.rr + ) = Lo 8-l

Per passar aladistribuci6 sobre lasuperficie Sy d entrada del segon con, s ha de pensar en
la propagaci6 dins de lallentia. A partir del procés individual que s ha definit, es descriu la
propagaci6 dins de lallentia com una propagacio sobre les linies perpendiculars a S;5 segons
els propagadors de linia de I’equacio 3.2.1 amb do(¢) enlloc de drq. Les consequencies
d’ aguesta hipotesi son:

- Arribada no smultania de la pertorbacio de pressié a Sy.. Els retards per a cada
punt son proporcionals d gruix do(¢) de la llentia mesurat segons la linia
perpendicular a S

- Didtribucié no uniforme de pressié sobre Sy, la qual cosa permet smular la
participacio dels modes transversals en aguesta posicio.

- Vdor mitjadela pressio sobre Sy, estés sobre |’eix temporal (€l mateix que en d
cas que la distribucié de pressié sobre S;, fos impulsional), la qual cosa pot
representar un efecte dispersiu.

y
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Fig. 3.2.2 Geometria conica diferencial d un pavello.
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Un cop s haredlitzat |la propagacio dins de lallentia, cal tenir en compte € canvi de conicitat del
perfil. Tenint en compte els resultats coneguts per a la geometria conica [Martinez, 1987]
sincorporalareflexioi latransmissio acada punt de Sy, amb I’guda d' una convolucié amb
lesfuncions de reflexio i transmissio associades aun canvi de conicitat:

R(t) = veVt i T(t) =3(t) + R(t), ambu = %, de maneraque:
a'b

P(®, Se,t) =9(¢, 1,1 +d0(9),1) LT(U p@, s, 1)-

A partir d’aqui, es produeix la propagacié sobre les linies perpendiculars a Sy i axi
success vament.

Un cop d tractament diferencia ha estat definit es pot passar d nivel finit repetint les
convolucions amb els propagadors i les funcions de reflexid i transmissié diferencials. La
funcio (¢, A, B, t), queinclogui la propagacio, lareflexio i latransmissio, sera d resultat
d’una multiconvoluci¢ infinita (Fig. 3.2.3):

*T
*g
*R
\ >\k

Fig. 3.2.3 Esquemade reflexionsi transmissions en un pavell6 discretitzat.
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p(B,t) =T (¢, A Bt) Up(At)

gTO@ U = O( gf( T3 G(¢,ABI)(T)”
gORO@ T ...

gOROG@ R ...

Z ...... =T (,AB1).

El cacul delaconvoluciéinfinitaper alafuncié I'(¢, A, B, t) en e casd un perfil de pavelld
qualsevol no és abordable. Es per aguesta rad que s opta per fer-ne una aproximacié que
inclogui només els termes propagatius i es defineix @ propagador de linia G(¢, A, B, t)
[Apendix 3.1]:

_ _-1(AB) JN:1n _ (" da(9)
G(6,ABt) = e 6§—TD amb I(A,B)—J. e
A

Es evident que aquest propagador tindra una expressio diferent per a cada linia ja que € valor
del’angle ¢ ésdiferent per acadauna[Apéndix 3.1]:

y(Xp) SINB(Xp) (A 8)6( tas),

G(¢, A B,
(@ ABU=Y xg) sinbixg)

Py (%)

cose(x) cosd(x)dx.

amb 1'(A,B) = J'

L’ aproximacié de (¢, A, B, t) per G(d, A, B, t) reprodueix correctament els casos
cilindrici conic jaque:

- End cascilindric r — o, amblaqual cosa I(A, B)=0 i per tant:
_s0_lag0O
G(AB) = 6% 4B
- Enél casconic do(¢)=dr, amblaqual cosa I(A, B)=In(rg/ra) i per tant:

G(A,B,t)— % IABD
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3.3 Discontinuitat cilindrico-conica

Ta com s ha comentat a I’apartat 3.2 € calcul anditic de la multiconvolucié infinita per a
(¢, A B,t) no ésevident. Existeix, pero, un casper a qual les expressions anaitiques poden
ser trobades bastant facilment: és el cas d’ un tub amb una Unica discontinuitat de conicitat, és a
dir amb una sola llentia (Fig. 3.3.1). En la resolucio tradicional d’aquest cas, que negligeix
I’ efecte de lallentia, apartir de condicionsinicials de repos excepte sobre la superficie plana &,
on sassumeix un impuls de pressio uniforme p, € pas dd front d'ona pla per la
discontinuitat genera un front d ona esferic de pressio uniforme p_(rp,t) gque es propaga cap a
ladretai un atre de plade pressié uniforme p.(ra,t) que espropagacap al’ esquerra, amb:

C
-t
pu(a,t) = Rt =2 0po3(0) . RO= - e ™
p—(l’b,t) = T% —%Eﬂpoé(t) . T(t)= )+ R(t)
6
impuls p,
‘o e Sy(ro) So(rn)
So - < . _ —
\ | //// _ - /w\ | _
R = S |
- - _

Fig. 3.3.1 Discontinuitat cilindrico-conica.

El tractament diferencia delallentiaseguint € model presentat a la seccié 3.2 condueix a unes
distribucions no uniformes de pressio sobre Sy(ry) i Sy(ro) (Fig. 3.3.2):

P (0100 = R - 22208 5

-5, = TH -2 Brp 5
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Fig. 3.3.2 Model bidimensional dereflexid i transmissié en una discontinuitat cilindrico-conica.

L’inconvenient de treballar amb distribucions de pressié no uniformes, que depenen de la
coordenada ¢, porta a trebalar amb pressions mitjanes com a representatives del vaor de la
pressiO sobre cada superficie Sy(rg) i Sy(rp):

0
p(Sa(r) 1) = é Ie D4 (6,12 )dS(®) |

0
pM(S (o)) = % Ie P_(®.70,1)dS) (6).

A partir d’ aguest punt es pot continuar amb la propagacié d’ aquest valor mitja fins a arribar a
una atra seccid i en conseqliencia es podra definir € propagador de valors mitjans per td de
relacionar la pressié mitjana en una seccié amb la pressié mitjanaen una atra:

P (S(1b).t) = Gm(A B,t) Op™(Sa(ra).t), amb

Gm(ABY) = % J’ G(6. A Bt) dAG(X)).
X)

Aquesta formulacié presenta perd un problema que és que un mateix vaor mitja es pot
aconseguir amb diferents distribucions de pressions sobre la superficie. En particular, pot
provenir unadistribuci6 de pressio uniforme sobre la superficied entrada, p(¢,Se,t) = pPo(t),
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0 de qualsevol dtra distribucio que doni € mateix valor mitja. Per tant no hi ha un dnic
propagador mia G,(A, B, t) sin6 que n'hi ha tants com distribucions de pressions. S
malgrat tot es vol continuar treballant amb valors mitjans € més senzill és suposar una
distribucio uniforme de pressions. En aquest cas i per ala discontinuitat cilindrico-conica les
expressions que s obtenen per a les pressions mitjanes sobre les superficies Sy(rp) | S(ro)
son [Apendix 3.1]:

2pPgV
p(S) =573

%(2«0) t)[l cose)(1 eV )+ut — g(t - 2t(0))(1 — cosB)e

E

2 []1-cos6  [T]
PI(Sp) =~ 0 g(tw) 0-elt -t 2 —1%“2

amb U = -— i t(0) =12 (1-cosh).
21y c

3.4 Funcions de reflexi6 i transmissié mitjanes

El fet de trebalar amb valors mitjans fa atractiva la idea de definir les funcions de reflexio i
transmissio mitjanes R, i T, que permetran obtenir les pressions mitjanes amb una unica
convolucio:

PI(Sa(ra):t) = Rm(®) OpT'(Sa(0) ) (34.1)
PM(Ss(10).t) = Tn(t) Op(Sa(0),t) | (34.2)

on pM(Sa(0),t) éslapressié mitjanainicial. Malgrat aquest resultat, una smple exploracio
delesequacions 3.4.1 i 3.4.2 mostra que la forma d’ aquestes funcions no és Unica; depenen
de la distribucié particular de les pressions inicials, al’igua que en € cas del propagador de
valors mitjans. En €l cas que aguesta distribucio sigui uniforme i impulsional les funcions R,
i T, en e casque hi hagi un canvi de conicitat del tipus cilindrico-conic, son [Apéndix 3.1]:

2v [][Pdo(0)

R0 =576 B0 ¢

—tH(l— cose)(l— e“t) +ut| -

_2do(0), ot
a% c %1 cosB)e E
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20 0o .0 do(0)
__ vt _0_.0_ > _
Tm(® 1-cos0 gﬂ c ' ES c % %

3.5 Resultats

Lesfuncionsdereflexio i transmissié mitjanes s han utilitzat per acalcular la pressié mitjanaen
€l cas de tenir una discontinuitat cilindrico-conica. S han estudiat tres geometries diferents i els
resultats obtinguts comparats amb el's que s obtenen amb les funcions de reflexio i transmissio
tradicionals, és a dir sense tenir en compte I’ efecte de la llentia, es mostren ales Fig. 3.5.2,
Fig. 3.5.3, Fig. 3.5.4 i Fig. 3.5.4. En dles shi observa la geometria del tub estudiat, la
pressio mitjana a la superficie §,(r,) corresponent al’ona que es propaga tub avall i que es
veu afectada per la discontinuitat de conicitat, p™ i p_, i lapressio mitjana a la superficie
S(ra), P i p,, corresponent al’ona que es propaga tub amunt després de patir la reflexio
deguda d canvi de conicitat. En elles shi observa un cert efecte dispersiu sobre els valors
mitjans de pressio laqual cosa éstipicaen els pavellons.

40 mm 80 mm

20 mm

30 mm

Fig. 3.5.1 Discontinuitat cilindrico-conica.
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Fig. 3.5.2 Pressions mitjanes corresponents a la discontinuitat de la Fig. 3.5.1.
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Fig. 3.5.3 Discontinuitat cilindrico-conicai pressions mitjanes corresponents.

83



20 mm \

20 mm

30 mm

60000

50000

30000
20000

10000

/ 120 mm

-10000

-20000

P+

-5000

-10000

-15000

ms

ms

Fig. 3.5.4 Discontinuitat cilindrico-conicai pressions mitjanes corresponents.
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A lesFig. 3.5.5, Fig. 3.5.6 i Fig. 3.5.7 es mostren les particules d'aire que son afectades
simultaniament, és a dir en € mateix instant de temps, per la pertorbacio que es propaga tub
avall. En aguestes figures s observa com € canvi de conicitat en € perfil no afecta de manera
instantaniatots el's punts de la superficie esferica §q), sind que € front d’ ona que era pla, en
arribar aladiscontinuitat, tendeix atransformar-se en esferic amesuraque s avanca d llarg de
tub. En funci6 de la geometria de la discontinuitat, agquest efecte és més o menys acusat ta com
reflecteixen les figures. Per a les particules que es mouen per la superficie tangent d perfil d
valor de do(¢) és nul i en conseqliencia en un temps zero passa de moure’s segons una lle
cilindricaamoure’s segons unalle conica. Elsdiferentsvalorsde do(¢) fan que aquest canvi
en el tipus de moviment es produeixi en un instant o un altre i en consequiencia els fronts d’ ona
es van corbant de mica en mica. Aquests fronts d ona, tot i no ser del tot perpendiculars d
perfil, si que ho sbn al’eix. Cal recordar que en I’ aproximacio feta a I’ equacio de Webster es
fronts d ona eren plans perpendiculars al’ eix, per tant es pot concloure que I’ aproximacio feta
en lahipotes conicadiferencial és mésbonaque lafetaen |’ equacid de Webster des del punt de
vista geometric.

Fig. 3.5.5 Posicions de | es particul es af ectades simultaniament per la pertorbacio. Geometriade laFig. 3.5.1.
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Fig. 3.5.6 Posicions de les particul es af ectades simultaniament per la pertorbacio. Geometriade laFig. 3.5.3.
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Fig. 3.5.7 Posicions de les particul es afectades simultaniament per la pertorbacio. Geometriade laFig. 3.5.4.



