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APENDIX 1. EQUACIO DE WEBSTER

1.1.1 Introduccio

L’ equaci6 de Webster és una egquaci¢ d’ ona uniparametrica aproximada que per a certs tipus de
perfil de pavell6 accepta una solucio exacta. La seva obtencidé es basa en la utilitzacié de
I’ equaci 6 de continuitat, de I’ equacié del moviment de I’ aire que es troba dins del pavelld i de
propietats termodinamiques de I’ aire.

1.1.2 Equacio6 de continuitat

Considerem unallesca primad’ aire contingut entre dues superficies planes molt properes, dins
del pavello, (Fig. 1.1.2.1) que en I’ equilibri estroben situadesa x i x+dx.

X | | x+dx

Fig. 1.1.2.1 Llescaprimad aire dins d un pavell6.

Quan una ona passa d llarg del pavell6 les particules d'aire que, en mitjana, es troben sobre
aquestes superficies es desplacen fins a una nova posicié mitjana x+&(x) i X+dx+&(x+dx)



156

respectivament. Laquantitat &(x) correspon, per tant, d desplacament mitja de les particules
que inicialment estrobaven a x.

Si e pasdel’onano provocaturbulénciesen I’ aire, les dues superficies desplacades continuen
essent para-leles (Fig. 1.1.2.2) i per tant la quantitat d'aire que hi havia entre les dues
superficies en I’equilibri és la mateixa que fora de I’ equilibri. El que ha variat, doncs, és d
volum de lallesca d'aire, que passa de ser S(x)dx aser S(x)dx + ([ S(x)&(x)]/ox)dx, i la
densitat de I'aire contingut dins d’ aguest volum, que passade p, a py(1+d), on & ésd
canvi relatiu de densitat.

dx
|
E(y E(X+dX) |
;. -

Fig. 1.1.2.2 Desplacament de les particules d' aire dins del pavello.

Si esplantgjal’ equacié de continuitat, S obté:

PoSX)ck = polL+ 8) () + [ S(E(] i

0 0
0=0Y(x) + &[S(X)E(X)] + 5&[S(X)E(X)]

S d canvi de densitat i els desplacaments son petits es pot negligir I’Gltim sumand de
I’ expressio anterior i per tant S obté que & canvi relatiu de densitat és:

1 0

= _%&[s(x)g(x)]_ (11.21)
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1.1.3 Compressibilitat de I'aire

Si s empralarelacio termodinamica que correspon a un proces adiabatic:

d—::—y%, on y éslaconstant adiabaticade ' aire,

per al’aire que es troba contingut entre les superficies que originariament estaven situades a x
i x+dx, s obté la seglient expressio:

p__, 1 a[S(X)E(X)]
P, S(X) 0X ’

on P, éslapressio al’equilibrii p éslapressio aclstica, ésadir ladiferénciaentrelapressio
fora de I’equilibri i la que hi ha a I’equilibri. Per tant la pressié aclgtica ve donada per
I’ expressio:

_p002 0

200 &[S(X)E(x)], (11.31)

p(x,t)=-yPRy 0=

on ¢ éslavdocitat del so.

1.1.4 Equacio d’ona de Webster

L’ equaci6 de continuiitat ha permeés obtenir I'equacio 1.1.2.1 que relaciona € canvi de densitat
amb € canvi de desplacament i leslleis termodinamiques han permeés obtenir I’equacié 1.1.3.1
gue relaciona la pressié aclstica amb € canvi de densitat. Aquestes tres magnituds p, & i 0,
son tant funcio de x com del temps t i S es troba una atra equacio € sistema es podra
resoldre. Aquesta Ultima equacié ve donada per la segona llei de Newton aplicada a I’ aire que
es troba contingut entre les dues superficies.

Laforcaque actua sobre I’ aire contingut entre les dues superficies és degudaal’ aire que hi haa
I"esquerra, [Po+p(X)]1S(x), i al’aire que hi haaladreta, [Py+p(x+dx)](x). La diferéncia entre
les dues forces éslaforcaresultant que actua sobre I'aire: —(0p/0x)S(x)dx. La segona lle de
Newton estableix:
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Per tant:

i esté en compte lasegonallel de Newton, s obté:

c2 6t2 ) ax B axE

Aquestaequacio és |’ equacid d ona aproximada de Webster.

1.1.5 Perfils de pavell6 possibles

Si es suposa que I’equacio d' ona de Webster és valida per a un determinat tipus de perfil,
aleshores, dins de la mateixa aproximacio, sera valid que en € seu interior es propaguen ones

uni parametriques.

Si al’equaci6 d onade Webster s'introdueix S(x) = 1{ y(x)] 2

,on y(x) ésd radi delaseccio

transversal del pavell6 a una distancia x de coll, (Fig. 1.1.2.1),

pressié acustica és de laforma:

SO00-wt) | A (900 +wt)
P = () N

S obté la seglient expressio:

i es té en compte que la
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2 2 . .
‘ﬁ@g 1 PR —y(x)f—z%e’“’““) + A 0T,

=0.

0%0(X) [ Li(000-0t) _ 4 —i(6()+t) ]
1678%3 Ae g

La part red i la part imaginaria d aquesta expressid han de ser nul-les per separat per a
qualsevol valor de y(x) i ¢(x) reals. Aquest fet portaa:

2
97009 0¢(2X) =0, laqual cosaimplicaque % = ctant.
X

Per dltrabanda s obté que € radi de la seccié transversal del pavell6 ha de satisfer la seglient
equacio:

1 Py, ¢(x) _wf
y(X) x> c?

Si 0¢(x)/0x prenel valor tw/c I'equacid anterior es reescriu com:

azy(x) oo2
0x2

5 1-1)y(x) =0,

que és |’ equaci6 que, finalment, descriu de manera aproximada € radi de la secci6 transversal
dedl pavello.



