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APENDIX 5. CALCUL D'INTEGRALS DE CONVOLUCIO

5.1.1 Introduccio6

Lapressio aclsticainternaalaseccio d entradad un tub en un cert instant de temps t es pot
obtenir mitjancant la integra de convolucié entre € caba que la travessa i la resposta
impulsional del tub:

t
p(t) = h(t) Cu(t)= I h(t- T)u(t)dt.
0

La manera usua de resoldre numéricament aquesta integral és discretitzar-la en intervals
regulars de tempsi fer hipotesis respecte larespostaimpulsional i el cabal.

5.1.2 Convolucié amb una funcio exponencial

Si es suposa que la resposta impulsional és del tipus exponencial, h(t) = Aebt, la pressio
acUsticaal’instant t+At espot obtenir apartir del seuvaor al’instant t i del valor del caba
en instants recents de temps. En efecte, la integral de convolucid es pot separar en dues. una
entre [0, t] i unadtraentre [t, t+At], de manera que:

t t+At
p(t + At) :Ih(t+At —Du)dr +[ht +At -)u@)d . (5.1.21)
0 t

Laprimeraintegral resulta ser proporciona a valor de p(t):

t

t t
J’ h(t + At —T)u(t) dt = J' AL+ ey = DA I ALC D ye)d =
0 0 0
t

ebA‘J' h(t - t)u(t)dr = e p(t) |
0

mentre que per resoldre la segona cal fer hipotesis sobre la variacio del cabd u(t) dins de
I"interval d’integracio. Les aproximacions meés simples que es poden fer sobre la fluctuacié del
cabal enI’'interval detemps [t, t+At] sdn o bé suposar-lo constant o bé que varia lineament
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amb € temps. D’ aquesta manera es discretitzalaintegral en intervals finits de temps, cosa que
permet calcular-ne el valor.

5.1.2.1 Aproximacioé constant per al cabal

Si es suposa que € cabal es manté aproximadament constant dins I'interval d'integracio la
segonaintegral del’equaci6 5.1.2.1 esreescriu:

t+At t

+At
h(t + At = T)u(t) dt =u(t +At) J‘ APHAT) G =yt +At) /_Q(ebm _1) ’
t t

amb laqual cosalapressié al’instant t+At espot calcular aproximadament com:

Pt +At) = ky p(t) +koU(t +At) , ambky =e® i kg =€(eb“ ).

expressiO que posa de manifest que nomeés cal fer tres operacions per cada pas tempora en qué
esdiscretitzalaintegral de convolucio i que proporciona un agoritme recurrent per a cacul de
lapressio al’interior d un tub.

5.1.2.2 Aproximacio lineal per al cabal

Es pot obtenir una aproximacio millor per a la pressio s es considera que € cabd varia de
formalined dins!’interval d' integracio, de manera que:
_u(t+At

w(r —t) +u(t) =m(t —t) +u(t).

u(t) A

En agquest casla segonaintegral del’equacio 5.1.2.1 esreescriu:
t+At t+At

h(t + At — T)u(t) dt :J.h(t +At -T)[m@ -t) +u(t)]d
t t

que s sintrodueix e canvi € variable t'=t + At —1 presentalaforma
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t+At At At
h(t+ At —t)u(t)dr = mJ- h(t") (At —t')dt" +u(t) h(t')dt' =
0 0

At At
- m-[ h(t')t dt +[mAt +u(t)]-[ h(t' ) dt' = u(t +At)C, -mC,
0

0
At At
on C, =J’h(t)dt i C :Ih(t)tdt.
0 0

Si esté en compte que h(t) = Ae™, s obté:
G =§(ebAt —1) i Cy :b—AZ‘[ebAt(bAt -1 +]] , amblaqual cosa:

t+At

J’ h(t + At - T)[m(t ~t) +u(t)] dr = Ebl —%Eh(t +At) +%tu(t), i en consequiéncia:
t

p(t + At) =k p(t) +kou(t) +kau(t +At) ,

A . A A
amb ky =eP K :—[ebAt bAt —1 +]] i ka= -2+ (DAt _q),
1 27 2t ( ) " b bZAt( )

Aquesta expressio posa de manifest que només cd reditzar cinc operacions per cada pas
d'integracio de laintegral de convolucid i proporcional’ algoritme recurrent corresponent.

5.1.3 Convolucié amb una funcié harmonica esmorteida

S es suposa que la resposta impulsional és dd tipus harmonica esmorteida,

h(t) = A cos(wt + @) amb b<0, es pot definir la funcié complexa corresponent de manera
gue laseva convolucié amb € cabal doni lapressié aclstica desitjada. Aixi:

h(t) = APHI@+D = AgOH I @ gy = Re[ﬁ(t)] i

t
p(t) = h(t) Cu(t)= I h(t- Du(t)dr , p(t)= Re{A(t)] -
0

Coneguda la pressié en un instant t, p(t), es pot obtenir & seu valor a I’'instant seguent,
p(t+At), amb poques operacions. L’ equacio andlogaalab.1.2.1 és:
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t t+At
B(t + At) =J'ﬁ(t+At —7)u(t) dr +J'ﬁ(t +At —T)u@)d
0 t

gue es pot descompondre en una part real | unad’ imaginaria:

t t+At

p(t + At) :J'h(t +At -T)u(r)de + [h(t +At —T)ul)dt (5.1.3.1)
0 t
t,. t;l-At

B(t + At) :J'h(t +At —T)u(t)dr + [ At +At )u@)d (5.1.32)
0 t

essent p(t) = Im[p(v)] i A(t) = |m[ﬁ(t)] = AP sin(wt + @)

Lafuncio nucli de laprimeraintegral de 5.1.3.1 es pot reescriure com:
h(t + At - 1) = AeP A0 codo(t +At —T) +¢f =
{Aeb(t_T) cod(t - 1) + q]} P2 cos( wt) - { APt Vs oft - §+ (]} ePlgn( @t) =
h(t - 1)e°! cos(wAt) — h(t - 1)e” sin(wAt).

Aixi doncslaprimeraintegral de5.1.3.1 val:

t
J' h(t + At —1)u(t) dr =" cosAt) p(t) —e®2 sin(wAt) p(t) .
0

Anaogament per alaprimeraintegral de 5.1.3.2:
h(t+at -1) = AP A D ginfw(t +at —1) +¢] =
{Aeb(t_T) sinfoo(t - 1) + qj} P2t cog( iht) +{Aeb(t_r) cog oft — § + <}} ePlgn( @t) =

h(t - 1)eP2t cos(wAt) + h(t — 1)e® sin(wAt), amb laqual cosa:

t
J-ﬁ(t +At -1)u(t)dr = Pl n(At) p(t) +ghit cos(wAt) p(t).
0
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Per cdcular les segones integrals de les equacions 5.1.3.1 i 5.1.3.2 cd tornar a fer hipotesis
sobre lafluctuacié del cabal enI’interval [t, t+At].

5.1.3.1 Aproximacioé constant per al cabal

Si es suposa gque d caba es manté constant en I'interval d’integracio i es té en compte que la
respostaimpulsional ésdel tipus harmonic esmorteit, al eshores:

t+At t+At
h(t + At —T)u(t) dt =u(t +At) I AP+ coduy (t +At —T) +g| dt =
t t

At
u(t + At)-[ Ae™ cos(wt +@)dt
0

on s haintroduit € canvi devariable t' =t +At —1 i per tant:

t+At
h(t + At —t)u(t)dt =u(t +At)k;, amb
t

ke = 2 fwz{ebm[bcos(mm +@+ osin( it + ¢ - (bcos @ @n }p

Per altra banda:
t+At 5 t+At
A(t + At —T)u(T)dr =u(t +At) J' AP AT ginfu(t +At —T) +g] dr =
t t

At
u(t + At)I Ae™ sin(wt +@dt
0

i per tant:

t+At 3
h(t + At —T)u(t)dt =u(t +At)ks, amb
t

A

Izlz
2 + 02

{ebm[bsin(wAH @~ wcog( ot + ¢ - (bsin ¢ os }p

Aixi doncslapressié al’instant t+At espot calcular com:
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p(t + At) =ecosp(t) —esin p(t) +k; u(t +At) ,
P(t + At) = esin p(t) +ecosp(t) +kg u(t +At)

amb ecos= et cos(wAt) i esin= Pty n(wAt). Aguestes expressions proporcionen

I’ algoritme recurrent per calcular la pressié i mostren que calen NomMeés sis operacions per pas
temporal quan es calculalaintegral de convolucio.

5.1.3.2 Aproximacio lineal per al cabal

Si esconsideraque € cabal varialineament dins|’interval [t, t+At] aeshores, analogament a
cas exposat al’ apartat 5.1.2.2 s arriba a establir que:

t+At At At

I h(t + At - T)u(t)dt = -m J’ h(t)tdt +{mAt +u(t)] J’ h(t)dt = u(t +At)C, -mC, |
t
t+At

J' A(t + At - T)u(T)dr = -m J’ h(t)tdt +{mat +u(t)] J' h(t)dt =u(t + )G -mG, |

t

amb laqual cosa

t+At

Ih(t+At—T)u(T)dr EQ OZDu(t+At)+OZ ut) |

t+At

J'h(t +At-T)u(t)dt = H:l u(t +At) +ﬁ u(t) |

At At . ANt . ét
amb Q:Ih(t)dt , G :Ih(t)tdt e :J'h(t)dt i G, :Ih(t)tdt .
0 0 0 0

Si es substitueix @ vaor de h(t) s obtenen els valors de les integrals anteriors amb la qual
cosalapressio s escriu com:

p(t + At) = ecos p(t) —esin p(t) +§31 CZ B u(t +At) +—% OZ u(t)

p(t + At) = esin p(t) +ecos p(t) +§51 %E u(t + At) + == 62 u(t) ,
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Ql-:bz f‘wz{ebAt[chS(ooAt+(p)+ (Lﬂn( i\t + ﬂ—(bcos (ﬂ_ ®n }p’
02: A Ebm t— cos(mAt+(p Qwﬁt 20w sin(mm+@g+
%A b2+w25 g
EbZ_wZ cos@+ 2bw sin .=
Ho? + )2 o2 ‘P%
E;l:bzA 2{(_:.bAt[bsin(ooAt+(p)— weos( At + ()]—(bsin @ @S }pi
+W

2bw

W
= e At — sin(wAt + Quﬁt—
AT s (at+ 9~

Q cos(wAt + @D+
b?-w? . 2bw H

Aquestes expressions mostren que son necessaries tan sols deu operacions a cada pas temporal

de I’ algoritme recurrent de convolucié per determinar la pressio.

5.1.4 Respostaimpulsional d’un sistema d’un grau de llibertat

En la descomposicio modal de h(t) es pren com a funcié base la resposta impulsiona d’un

sistema d’'un grau de llibertat representatiu d'un mode propi. Aquesta h(t) es pot obtenir

andliticament com a transformada de Fourier de la impedancia Z(w) corresponent definida
com Z(w) =p/y.
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Fig. 5.1.4.1 Sistemad un grau de llibertat representatiu d’ un mode propi.
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Laimpedancia d’ aquest sistema ve donada per |’ expressio:

Z(w) = — jp-2p® o, P (1_4Z2)_2Z
Z(1-p?+2j5p) 22 (1-p% +2ilp)
c W . Tk

anb 2(=— , p=— | Wy =, — .
e P YT

Larespostaimpulsional sera doncs:

W, € “Wot g2 -3 5.0
h(t) = c d(t) +¢c —2 SNy 1— 2 t=+
27 Jl—ZZ% 2 B‘oo O

_a72\ [1_72 1
(1 412)11 ‘ cos%um/l—zz t%, per tant

h(t) = ¢ 8(t) + ¢ % cos%omll_ 7 t+(p%,

> g
b (p_(1—4z2)J1—z2




