Capitulo 6

Propuesta metodolégica MIEC para
la identificacion y estimacion del

modelo SETAR.

La construcciéon de un modelo es un proceso estadistico complejo que podemos sintetizar en los

siguientes pasos (Tong y Lim, 1980):
1. Anélisis gréfico de los datos
2. Contrastacién de la linealidad
3. Seleccién del modelo (Identificacién y Estimacion)
4. Diagnéstico

Dentro de este marco general, la novedad de nuestra propuesta radica en incorporar en
el paso 2 los resultados obtenidos por Tsay y proponer, en el paso 3, un nuevo algoritmo
que permita la estimacién automadtica de los pardmetros estructurales y los coeficientes. Méds

concretamente, nuestra propuesta consigue la automatizaciéon de los siguientes subprocesos:
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e A.1l. Estimacién del orden de cada uno de los procesos autoregresivos que

conforman el modelo SETAR (/; % ... ki), asumiendo que [ > 2.

e A.2. Seleccién, en cada uno de los procesos autoregresivos, del conjunto de re-

gresores y estimacién de los coeficientes correspondientes a dichos regresores.

e A.3. Estimacién automatica del valor umbral (si consideramos que el nimero

de regimenes es igual a 2).

Para conseguir estas mejoras nuestra propuesta introduce un nuevo proceso algoritmico, a
la vez que recoge algunos de los procedimientos de Tong y Lim, Tsay y Thanoon. Antes de
pasar a comentar los principios tedricos en los que se basa nuestro algoritmo vamos a presentar

la estructura del proceso de estimacién e identificacién propuesto para un modelo SETAR.

6.1 Estructura del proceso de identificacion y estimacién.

La metodologia que presentamos y que vamos a denominar MIEC (Metodologia de Identificacién
y Estimacion de Coeficientes), permite la identificacién automatica de los 6rdenes, la seleccién
de los regresores y la estimacion de los coeficientes de un modelo SETAR. Cuando consideramos
modelos SETAR con sélo dos regimenes, completamos la anterior metodologia con un conjunto
de procesos que permiten la estimacién automaética del umbral.

Vamos a presentar en primer lugar las etapas en que se estructura MIEC para un modelo

SETAR de més de dos regimenes (asumimos que los umbrales ya han sido estimados).

Dada una serie temporal {X;} con un comportamiento no lineal de tipo SETAR
con [ > 2 regimenes, y suponemos que conocemos los [ — 1 umbrales (pueden haber
sido estimados por métodos no automaticos como los propuestos por Tong y Tsay),
entonces la identificacién y estimacion de dicho modelo supone la realizacién de las

siguientes etapas (Figura 6.1):

Etapa A: Estimamos el pardmetro de retardo d y el orden maximo p a partir de la

metodologia de Tsay.

Etapa B: Decidimos el criterio de especificaciéon automaética que queremos utilizar.
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FEtapa C: Estimamos los coeficientes a,”’por el método de estimacién de minimos

cuadrados condicionados. El proceso evalua el AIC para cada posible conjunto de

regresores y selecciona aquel para el cual este criterio es minimo. Se estiman los
()
i

modelo SETAR(l; ki, ka, -+ , k).

coeficientes @,/ , j=1,---,1; i=0,---,k; asi como los érdenes k1, ks, -- , k; del

La etapa C soporta, tanto a nivel tedrico como computacional, el peso de la propuesta
metodolégica pues en ella se seleccionan las variables autoregresoras, se identifican los érdenes
de los procesos autoregresivos y se realiza la estimacion de los coeficientes. Para realizar estos
procesos hemos implementado un algoritmo de denominamos AIEC (Algoritmo de Identificacién
y Estimacién de Coeficientes) que permite determinar y estimar todas las posibles autoregre-
siones.

Cuando conocemos o suponemos que el modelo SETAR tiene s6lo dos regimenes podemos
completar la estructura de MIEC a fin de conseguir incorporar la estimacién del umbral de
forma automética. Para ello debemos incorporar nuevos procesos, tal y como se refleja en el
siguiente esquema:

Dada una serie temporal {X;} con un comportamiento no lineal de tipo SETAR con [ = 2
regimenes, la identificacién y estimacién !de dicho modelo supone la realizacién de las siguientes

etapas (Figura 6.2):

Etapa 1: Estimamos el parametro de retardo d y el orden méaximo p a

partir de la metodologia de Tsay.

FEtapa 2: Determinamos el conjunto de posibles valores (71,---,7;) entre los que
puede variar el valor umbral r (el proceso algoritmico que permite construir el con-
junto de variacién del umbral se detalla en el siguiente capitulo). En esta etapa se
decide también cudl es el criterio de especificacién automatica que quere-

mos utilizar.

FEtapa 3: Consideramos un valor 7; del conjunto (71,---,7k) v que el criterio de

especificacién automdtica elegido es el AIC?. Para cada uno de los regfmenes de-

!Queremos destacar que la metodologia utilizada es la misma que para 1 > 2. Para corroborarlo hemos
destacado en negrita los procesos comunes.
2Fl razonamiento serd el mismo si elegimos cualquier otro criterio.
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Figura 6-1: Estructura de la metodologia MIEC para un SETAR(l; k1, ka,---, k).
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terminados a partir del valor 7; y de la variable umbral X, » estimamos, utilizando
minimos cuadrados condicionados, todos los posibles modelos autoregresivos cuyo
orden sea menor o igual a p . Calculamos el AIC de cada uno de los modelos
SETAR estimados y elegimos aquel que tiene AIC' minimo. El resultado es una
SETAR(l; ki(7:), ka(7i)) caracterizado por un valor del AIC' que designamos por
AIC(T;).

FEtapa 4: Repetimos la etapa 3 para cada valor del conjunto (71,---,7%) y mini-
mizamos el valor del AIC de manera que la estimacién de 7, 7, es el valor que hace

minimo el AIC(7;):

r=r1s tal que AIC(1s)=min(AIC(1;))

Etapa 5: Calculado 7, estimamos los coeficientes al(j)por el método de
estimacion de minimos cuadrados condicionados. El proceso evalua el
AIC para cada posible conjunto de regresores y selecciona aquel para el

que este criterio es minimo. Se estiman los coeficientes agf) , i =11

~

1=0,---,k; asi como los érdenes K y %> del modelo SETAR(I; El, 7{:2)

Hemos destacado la parte comin de ambas estructura para resaltar que la estructura
subyacente cuando modelizamos un SETAR(2; 7{:\1, 7{7\2) es la misma que la seguida

para modelizar un SETAR(; %1, @2,-‘- , /k;l,).

6.2 Caracteristicas del proceso algoritmico ATEC.

Tal y como comentdbamos al principio de este capitulo, la principal novedad de nuestra pro-
puesta consiste en la elaboracién de un nuevo algoritmo que permite implementar de forma
automadtica la seleccién de los regresores y la estimacion de pardmetros estructurales y de los
coeficientes. Este algoritmo, que hemos denominado AIEC, es el responsable de realizar los
procesos que caracterizan la Etapa C (o la Etapa 5, cuando consideramos modelos con dos
regimenes y estimamos de forma automética el umbral). Debido a la importancia de estos

procesos en el conjunto de nuestra propuesta metodolégica, vamos a realizar su justificacién

103



X

-

Seleccionar p 47[ p S={1,2,...,p}

’ —_ >~u>~1m‘

Estimacion de los u=1,2, p modelos

Criterio
Especif.

’ b ’}"U[}Hm‘
m
-
S
&
B

E

1{ Min AIC (t,u)=AIC(%)
p

A

3

E N

T Min AIC (7,)=AIC (%)
A

p

A

4

E h

T

A ) e .

P ki =ki(F)  ky =ky(F)

A coeficientes SETAR(I; .k, )
5

Figura 6-2: Estructura de la metodologia MIEC para un SETAR(2; ki, k2).
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a nivel tedrico centrandonos en la estimacion de los coeficientes y la seleccion de las variables

regresoras3 .

6.2.1 Estimacion de los coeficientes.

El modelo SETAR es como ya hemos comentado un modelo localmente lineal, el comportamien-
to no lineal es introducido por la variable retardo al imponer el cambio de un régimen a otro,
pero si nos centramos en la estimacion de los coeficientes autoregresivos de un régimen, este
proceso es equivalente al de estimacion de los coeficientes de un modelo AR lineal.

Los diferentes métodos de estimacién para los coeficientes de un modelo AR se diferencian
esencialmente en el grado de precisién; basandose en este criterio Priestley (1981) los clasifica

como sigue:

1. Funcién de verosimilitud exacta.
2. Estimaciones por minimos cuadrados.
3. Estimaciones por minimos cuadrados aproximados (usando T = p).

4. Estimaciones a partir de las ecuaciones de Yule-Walker.

En esta clasificacién el mayor grado de precisién corresponde al primer método y, la menor
precisién a las estimaciones de Yule-Walker. Las estimaciones minimo cuadréticas proporcionan
estimadores idénticos a los que obtendriamos al maximizar la funcién de verosimilitud condi-
cionada y, cuando el nimero de observaciones es moderadamente grande, se observa que las
diferencias entre las estimaciones obtenidas por los diferentes métodos son muy pequenas (Box
y Jenkins, 1970). Brockwell y Davis, (1997) demuestran que para un AR(p) los estimadores
obtenidos por el método de Yule-Walker tienen las mismas propiedades asintéticas que los esti-
madores méximo verosimiles. Otro resultado interesante es el obtenido por Priestley (1981), este
autor prueba que, asumiendo la normalidad de los errores, el criterio de los minimos cuadrados

puede ser considerado como una aproximacion de la estimaciéon por méxima verosimilitud.

3En el siguiente capitulo presentaremos la estructura del algoritmo y comentaremos como se ha implementado
en un cédigo de programacion.
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Teniendo en cuenta los resultados anteriores y considerando la sencillez de automatizacién
del proceso de estimaciéon por minimos cuadrados condicionados, elegimos este método para
obtener la estimacién de los coeficientes en nuestra propuesta ( también es utilizado por Tong
y Tsay en sus respectivas metodologias).

Thanoon en su trabajo no concreta como se realiza la estimacién de los coeficientes pero, si
analizamos el algoritmo de Haggan-Oyetunji (utilizado en la etapa 2 del algoritmo de Thanoon),
deducimos que la estimacién de la matriz de covarianzas se realiza a partir de las ecuaciones de

Yule-Walker.

6.2.2 Anadlisis de todas las posibles autoregresiones.

Si consideramos un proceso autoregresivo de orden maximo p, entendemos por todas las posibles
autoregresiones las obtenidas al considerar cada uno de los subconjuntos formados a partir de
las variables autoregresoras X;_1, X;_2,---, X5 (Thanoon, 1990). De entre éstas se va
a elegir (mediante un criterio de especificacién automadtica) aquella que mejor se ajusta a los
datos?.

Mids concretamente, supongamos que queremos ajustar un modelo SETAR a un conjunto

de datos {X;} :

X, = aé]) n Zagj)Xt*i + 67SJ) si  Xi_q € Rj, j=1,-,1

i=1
donde R; = (7-1,7;) y consideramos ro = —0o y r; = 400
Hemos estimado previamente el nimero de regimenes [, los [ — 1 umbrales 71, --- ,7_1 , €l

valor del retardo d y el orden maximo de los procesos autoregresivos p. Debemos ahora estimar

los coeficientes ?iz(j) j=1,--,1; i=0,---,p

Si tomamos como punto de partida el proceso autoregresivo definido para un régimen

4El proceso algoritmico que permite considerar todas las posibles regresiones y elegir el modelo méds adecuado
se detalla en el siguiente capitulo.

106



cualquiera j:

X, =af +alXi 1+ X o+ +al Xy 5+e)  si Xiqe R (6.1)

la estimacién de los coeficientes supone la resolucién del siguiente sistema de ecuaciones:

Y=XfB+¢ (6.2)
donde
/8 = ( aéj)7 agj)a a’gj)v ) aS\J) )/
1z Tt—2 Ti—p
1T @11 2412 - Typ1—p
X=1|1 Zyyo1 Tig2-2 - Tpro-p
1 zp Tn—2 Tp—p
Y =( Tt, Tg+1, T2, 0, Tp ),
€= ( Egj)> Eg—)lv 5%2% HR) Eg) ),

x; son las observaciones del proceso {X;} tal que z;_q € R;j , t = max (ﬁ, c?) vy n el nimero de

observaciones en el régimen j.

Asi los valores estimados para [, por el método de minimos cuadrados condicionados, se
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obtienen como sigue

B=(X'X)"Y(X'Y) (6.3)
donde
B=(af), &, o) .. @)

A partir de la ecuacién 6.2 podemos obtener todas las posibles autoregresiones construidas a
partir de los subconjuntos de {Xt,l, X o, ,Xt_ﬁ} . El nimero de posibles subconjuntos es
2P — 1 y por tanto podemos plantearnos 2P — 1 autoregresiones.

De esta manera para cada régimen debemos resolver 2P — 1 sistemas de ecuaciones de la

forma

Y, = XuB, +¢ (6.4)

donde el subindice » = 1,---,2P — 1 nos informa del sistema de ecuaciones en que nos
encontramos, es decir, nos permite identificar el subconjunto de variables regresoras que estamos
considerando. Para un valor concreto u las variables regresoras son el subconjunto X;_,,,
Xit—poy- -+ Xt—p,, donde p1, pa,-- -, pi estan incluidos en el conjunto de los enteros {1,2,--- , p}
con 1 < p; < pg < -+ < pp <p. La matriz X, que es una submatriz obtenida a partir de la

matriz X, se construye como sigue:

1 Lt—p1 Lt—py T Lt—py,

I Tp1-py Teg1-py, 0 Tiglop,
Xo=| 1 @yyop Tey2-py, - Tir2-p,

1 Tn—p1 Ln—ps U Ln—pp
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Y., es un subvector del vector Y

— /
Yu=( &t pt1, Terlpitl, Teraptl, s Tnopibd )
y B, el vector de coeficientes se puede expresar como

= ( U ) () (7) !

Bu_(apo, apy, Qpy, -+, Gpy
La solucién del sistema de ecuaciones tiene ahora la forma:
B = (X, Xu) 1 (X Y)
u - u<ru utu

La resolucién de cada uno de estos sistemas ademads de proporcionarnos los coeficientes, nos
proporcionard también el AIC, AICc, BIC, los residuos estimados y la varianza residual que
denotaremos respectivamente como AIC(u,j), AICc(u,j), BIC(u,j), Ty y 52 (u, §). También
nos va a permitir determinar el orden méximo de cada sistema h.

Con anterioridad (etapa 2) hemos elegido un criterio de especificacién automética, supon-
gamos que el criterio seleccionado es el AIC, entonces para el régimen j se calcula el AIC de
los modelos de este régimen y se selecciona aquel que tiene un AIC minimo.

Ms3s explicitamente el modelo estimado para el régimen j es aquel modelo s tal que
AIC(s,7) =min{AIC(u,j), u=1,---,2P -1}

asi, una vez seleccionado el modelo s , obtenemos los coeficientes autoregresivos estimados

By =(ad), &, &, ... &)
donde si,s2,- -+, s es un subconjunto del conjunto de los enteros {1,2,---,p} con 1 < s1 <

S9< <S8 <p Yy Zigj ) es el coeficiente del término independiente.
También el proceso nos proporciona el orden del proceso autoregresivo hg; y el subconjunto

de las variables regresoras {X Xigg, o, Xy sk} que intervienen en el proceso. Finalmente

t—sq)

para el modelo estimado se hallan los residuos estimados 7, ; y la varianza residual 5% (s,7)-
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El proceso descrito se repite para cada régimen, obteniendose la estimacién de un modelo
SETAR(l; hgi,--- , hg) en el que de forma automatica se ha conseguido determinar los 6rdenes
de cada uno de los procesos autoregresivos hs;, los coeficientes autoregresivos de los procesos,
la varianza residual global 62 y también el AIC global, AICc global y BIC global.

Al considerar todos los esquemas autoregresivos posibles, el anterior proceso supone un gran
nimero de célculos, pensemos que si el orden maximo p es igual a 10 deberemos resolver para
cada régimen 2'9 — 1 = 1023 sistemas de ecuaciones; como el niimero de regimenes es mayor
o igual que 2, como minimo se van a resolver 2046 sistemas de ecuaciones si consideramos un
unico umbral.

No olvidemos, sin embargo, que la resolucién de cada sistema tiene como objetivo determinar
el valor del criterio de informacién para proceder después a su minimizacion, este proceso es
segtin Sin y White (1996) consistente, pero tiene como desventaja el elevado nimero de célculos.

Un estudio detallado de la expresién del AIC nos va a permitir la simplificacién del proceso
acotando el nimero de sistemas de ecuaciones a resolver. Los resultados de dicho estudio se
sintetizan en los teoremas 24 y 25 que a continuacién enunciamos y demostramos.

El teorema 24 asegura que el valor minimo del AIC en un modelo SETAR se obtiene cuando
los regresores tienen retardos consecutivos.

Teorema 24: Sea {X;}t=1,---, N una serie temporal que sigue un modelo autoregresivo
SETAR con | regimenes cada uno de ellos de orden mdximo p. El MAICE (minimo valor
del AIC estimado) se obtiene para un modelo SETAR(l; k1, ka,--- ,k;) donde los drdenes k;
(ki <p, i=1,2,---,1) de cada uno de los procesos autoregresivos coinciden con el nimero

de variables autoregresoras de cada proceso.

Este resultado supone que si consideramos cualquier submodelo SSETAR con un nimero de
variables autoregresoras inferior al orden del proceso, entonces el AIC de este modelo no serd
el minimo.

Para demostrar el teorema anterior vamos a considerar, en primer lugar, que el criterio de
especificacién automatica elegido es el AIC y que se trata de un modelo autoregresivo AR. Bajo

estas hipétesis enunciamos el teorema 25 a continuacién:
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Teorema 25: Sea {X;} t=1,---, N una serie temporal que sigue un modelo autoregresivo
AR de orden mdximo p. De entre todos los subconjuntos de k wvariables regresoras posibles
(k < p), el subconjunto Xi—p, Xi—py -+, Xt—p,, que hace minimo el valor del AIC es aquel
cuyos retardos cumplen la sigutente condicion 1 =p1 < ps < --- <pr =k <p, es decir, son
los primeros k retardos consecutivos.

Antes de pasar a la demostracién de este teorema vamos a enmarcar el problema:

Si {X;} es una serie temporal que sigue un modelo autoregresivo AR de orden méximo p
, podemos considerar como punto de partida el que vamos a denominar ”"modelo completo” o

modelo con p regresores:

Xy = a(()j) + agj)thl + agj)Xt—2 + -+ a,(Jj)thp + 61@

a partir de este modelo podemos considerar (2P — 1) modelos posibles, tantos como conjuntos
de posibles regresores.

Supongamos fijado el nimero de regresores k (k < p), sin tener en cuenta su retardo
(por ejemplo, si p = 7y k = 3, podriamos considerar los conjuntos {X;_1,X; 2, X3} o
{Xi—4, Xi—5, X1—6} 0 {X¢—1, X¢—4, X;—5}, entre otros), el subconjunto de regresores para el que
el AIC del modelo alcanza su valor minimo debemos demostrar que es X;_1, Xy_o, -+ X¢_k.

Recordemos la expresién del AIC de un proceso autoregresivo AR(u):

AIC(u) = nln(o?) 4+ 2(k + 1) (6.5)

donde n es el nimero de efectivos y k£ + 1 el nimero de pardmetros estimados.

Notemos que el orden del proceso u es independiente del niimero de regresores k, por ejem-
plo si los regresores son {X; 1, X;—2, X;—3} el orden u es igual a 3, si elegimos el conjunto
{Xi—4,Xi—5,X;—6} €l orden es 6, y si el subconjunto es el {X;_1,X;_4, X;—5} el orden u es
igual a 5, pero en cambio en todos ellos el nimero de pardmetros estimados seria k£ + 1, los k
coeficientes que a compainan a los regresores y el término constante ag. Por tanto para cada

uno de los modelos se mantendra fijo el valor de k en la expresién (6.5).
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Podriamos pensar que al variar el orden u para cada conjunto de k regresores el nimero de
efectivos n = N —u, va variando, pero dado que a priori conocemos el orden méximo p vamos a
considerar como efectivo n = N — p, de esta manera todos los posibles modelos autoregresivos
se calculan a partir del mismo conjunto de datos®. Por tanto en la expresién (6.5) el tinico valor
que puede cambiar al considerar diferentes subconjuntos de k regresores es el valor de o, es
decir fijado k y p, el valor del criterio de informacién de Akaike depende de la varianza residual

02, que varfa entre 0 y 1, en esta situacién

—o00 < In(6?) <0

Por tanto, entre todos los modelos con k regresores tendrd un AIC minimo aquel para el
que la varianza residual sea menor. Mds concretamente queremos demostrar que entre todos

los modelos con k regresores, el modelo
X; = a(()j) + agj)Xt_l + agj)Xt_g + -+ a,(gj)Xt,k + Eﬁj) (6.6)

es el que tiene varianza residual minima o lo que es lo mismo, la varianza explicada por el
modelo es méaxima.

Sin ninguna duda la varianza del modelo se descompone en

Varianza total = Varianza explicada + Varianza residual

si el nimero de regresores es mayor, aumenta la varianza explicada por el modelo y en con-
secuencia la varianza residual disminuye. En nuestro caso el nimero de regresores es siempre
el mismo k, pero no asi el orden de cada proceso, por lo que los retardos de los regresores
implicados pueden ser diferentes.

Supongamos un conjunto cualquiera de k regresores X;_,,, Xi—p,, -, X4—p,, diferentes

SEl considerar n = N — p no penaliza el proceso de minimizaciéon. Si para un cierto u el valor del AIC(u) =
(N — p)In(0?) + 2(k + 1) es minimo atin serd més pequefio si sustituimos (N — p) por (N — u) pues In(c?) < 0.
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a X¢—1,Xi—9, - Xy_k, siempre se cumplird que el orden del proceso correspondiente a este
conjunto serd mayor que k. Dado el caracter autoregresivo del modelo propuesto cada una de
las variables autoregresoras puede ser explicada por su pasado, es decir, X;_,, puede obtenerse
X(

a partir de X)) s X(t—p1)—ps, Y asl sucesivamente para cada una de ellas

—p1> “*(t—p1)—p2> "

hasta llegar a un momento en que la variable ya no puede ser mds explicada por que ya no tiene
pasado. Vamos a ilustrar esta situacién:

Sean xg, x1,- -+, T, observaciones X; si esta variable se explica por X;_1, X;_2,---, X¢_x,
podemos expresar cada observacién en funcién de las anteriores de manera que la observacién
del periodo k, xi, es la primera observaciéon que podemos explicar a partir del pasado (k—1,k—
2,---k—k=0), lo que supone una pérdida de k observaciones.

Si la variable X; se explica por un conjunto cualquiera de k regresores X;_p,, -+, Xi_p,
diferentes a los anteriormente considerados, la primera observaciéon que podemos explicar a par-
tir de su pasado es ), lo que supone una pérdida de pj, observaciones. Como py > k, el nimero
de datos disponibles es menor, y por tanto la varianza explicada por este modelo serd siempre
menor que la varianza explicada cuando se consideran como regresores X1, X¢—92, -+, X¢ k.

Vamos a proponer un ejemplo para explicitar la relacién que se establece entre las varianzas
explicadas: Suponemos k = 3 regresores y concrétamente se toma como conjuntos de regresores
{Xi—1, Xi—2, Xi3} vy {Xi—1, Xi—3, Xi—4}; la Tabla 6.1 muestra en cada caso la dependencia

del pasado de cada observacién x; en funcién del conjunto de regresores considerados:
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Tabla 6.1:

Modelo A Modelo B
Xy || X1 | Xpo | X3 Xt || Xioq | Xe—3 | Xi—a
T3 T2 T1 i)

T4 T3 T2 T1 T4 T3 T o
5 T4 T3 T2 Ts5 T4 T2 T
Tt—4 || Tt—5 | Tt—6 | Tt-7 Tt—a || Tt—5 | Tt—7 | Tt-8
Tt—3 || Tt—4 | Tt—5 | Tt—6 Tt—3 Ti—4 | Tt—6 | Tt-7
Tt—2 Tt—3 | Tt—4 | Tt—5 Ti—2 -3 | Tt—5 | Tt—6
Ti—1 || Tt—2 | Tt—3 | Tt—4 Tt—1 || Tt—2 | Tt—4 | Tt—5
Tt Tt—1 | Tt—2 | Tt-3 Tt Ti—1 | Tt—3 | Tt—4

Podemos observar como todos los datos que intervienen en la explicacién del segundo con-
junto de regresores estan contenidos en los que explican el modelo A. Por tanto, la varianza
explicada por este primer modelo serd siempre mayor.

Aunque ya hemos expuesto las razones que justifican el resultado del teorema 25 vamos a
formalizarlas en la siguiente demostracién.

Demostracién del teorema 25:

Sea {X;} una serie temporal que sigue un modelo autoregresivo AR de orden méximo p.
Supongamos dos posibles modelos autoregresivos de k regresores (k < p), que denominamos

modelo A:

X, =a + X 1+ X o4+ dD X, 4V

y modelo B:

Xy = b5 + 09X, 409Xy + -+ 0 X, )
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donde k < pr, < p.
Si n es el nimero de observaciones, el modelo A recoge para su explicacion n—k y el modelo
B un nimero inferior n—py, . Dado el caracter autoregresivo del proceso las n—py, observaciones

del modelo B estan contenidas en las n — k del modelo A y no aportan por tanto informacién

adicional. Podemos afirmar que la varianza explicada por Xy_1, X¢_9, -+, X4_i , que vamos
a designar a partir de este momento 0?(X; 1, X; 2,---, X;_x), es mayor que la varianza
explicada por X;—p, X¢—p, -+, Xi—p, que simbolizamos por 0(Xt—p,, Xt—py. = 5 Xt—p,)- Si

consideramos 02(X;) la varianza total del proceso entonces:
2 _ 2 2
0% (Xt) = 0% (Xi—1, Xp—o,-+, Xig) + 02

y también

02(Xt) = 0'2(Xt—p17 Xtpy, s Xt—pk) + sz

donde o2 y 0?, son las varianzas residuales respectivas de cada modelo. Como

2 2 2 2
g (thl, Xt,Q, s, Xt—k) >0 (Xt*m, thpg, cee thpk) = 0 < O
por tanto la varianza residual miima es o2 , es decir, la obtenida al considerar como regresores
thla Xt727 T Xt—k“
Si,
02 < 0% = In(0?) < In(0?) (6.7)

y recordando la expresién (6.5) del AIC para cada modelo obtenemos:

AIC(k) = (n — p)In(o?) +2(k 4 1) (6.8)
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AIC(py) = (n = p) In(02) +2(k + 1) (6.9)
De las anteriores expresiones (6.7-6.8-6.9) se deduce que
AIC(k) < AIC(pk) Vpr, pr>k

vy queda asi demostrado el teorema.

|

El resultado del teorema 25 es aplicable a modelos autoregresivos (AR); como los procesos
SETAR se formulan a partir de procesos AR, vamos a utilizar el teorema 25 en la demostracién
del resultado del teorema 24.

Demostracién del teorema 24:

Sea una serie {X;} t =1,--- , N y consideremos dos posibles modelos:

e El modelo SETAR(l; p1, p2,---, pi) donde pi, pa,---, p; son los 6rdenes de cada uno
de los procesos autoregresivos ( p; < p Vi ), cada uno de los procesos autoregresivos de

orden p; esta explicado por k; variables autoregresoras tal que 3 i | k; < p;.

e El modelo SETAR(l; k1, ko, -+, k;) donde ki, ko, -, ki son los 6rdenes de cada uno
de los procesos autoregresivos y también el nimero de variables autoregresoras de cada

proceso.

El valor del AIC para cada modelo se obtiene a partir del AIC de cada uno de los procesos

autoregresivos:

l l
AIC(SETAR(; p1, p2,---, p)) = > nmiln(@7)+2> (ki+1)
i=1 =1

= AIC(p1) + AIC(p2) + -+ AIC(p)

donde AIC(p;) es el AIC del proceso autoregresivo de orden p;
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l l
AIC(SETAR(; ki, ko, -+, k) = Y niln(37) +2) (ki+1)
=1 =1

= AIC(ky) + AIC (k) + - - + AIC(k)

y AIC(k;) es el AIC del proceso autoregresivo de orden k;

Debemos demostrar que
AIC(SETAR(; p1, p2,- -, m)) > AIC(SETAR(l; ky, ko,---, kp)) (6.10)
o lo que es equivalente, que
3 | AIC(p;) > AIC(k;)

Por hipétesis el AIC(p;)y el AIC(k;) corresponden a dos procesos autoregresivos definidos para
el mismo conjunto de datos (los del régimen ) que tienen distinto orden pero el mismo nimero
de variables regresoras k; y ademds suponiamos que en el modelo SETAR(l; pi1, p2, -+, p1)
3 i|pi>ki.

Aplicando el teorema 25 obtenemos que

d 1 | AIC(]CZ') < AIC(pZ‘)

por tanto la expresiéon 6.10 es cierta y en consecuencia sélo se podrd alcanzar el AIC minimo

cuando en el modelo SETAR(l; p1, p2, -+, p1) pi = ki Vi. Podemos concluir que

expresion que asegura que el minimo valor del AIC estimado se obtiene para un modelo SET AR
donde los 6rdenes k; de cada uno de los procesos autoregresivos coincide con el nimero de

variables autoregresoras de cada proceso, es decir, un SETAR(l; k1, ka,---, k;).1
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Comentarios:

e Este teorema asegura que fijado el nimero de regresores k el AIC minimo se obtiene

siempre para el modelo
X =af +a X+ X o4+ aP X+

esto contradice los resultados obtenidos por Thanoon (1990) que considera posible obtener
valores (la p%? ) pilv p%v T piQa T pllv T pggl) donde pzlv T p%anO tienen por

qué ser valores consecutivos

e Si el criterio de especificacién elegido es el BIC o el AICc los resultados de los anteriores

teoremas siguen siendo vélidos.

Ejemplos:

Para ilustrar la tesis expuesta en el teorema 24 hemos calculado® para cada conjunto de
posibles autoregresores el valor del AIC, BIC y de la varianza residual. El conjunto de datos
objeto de estudio es la serie Linces Canadienses, y para que el nimero de autoregresiones

consideradas no sea muy elevado vamos a suponer que el orden méximo’

es p = 5, por tanto
el nimero de subconjuntos de variables autoregresoras es 2P — 1 = 31. Hemos designado con u
(u=1,2,---,2P—1) al valor que permite identificar el conjunto de variables autoregresoras. Los
valores obtenidos se recogen en la Tabla 6.2 y permiten comprobar los resultados del teorema

24 y 25, a partir de ellos se observa que:

e El valor de la varianza residual es minimo cuando consideramos el nimero méximo de
regresores (Para u = 31 el valor de la varianza residual es en el primer régimen 0,0273 y

en el segundo 0, 0482).

e El minimo del AIC, BIC y la varianza residual no tiene por que alcanzarse para el mismo

conjunto de regresores. Podemos observar que en el régimen 1 el valor del MAICE

®Estos célculos han sido realizados mediante un c6digo escrito en Fortran77.
"Queremos remarcar que con este ejemplo solo se pretende comprobar el resultado obtenido en el teorema 24.
Si nuestro interes fuera estimar un modelo SETAR seria necesario considerar orden méximo p=10.
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Régimen 1 Régimen 2
u k regresores* AIC BIC Varianza AlC BIC Varianza
1 1 (1) -188,54 -184,28 0,0448 -103,26 -99,56 0,1021
2 1 2) -158,59 -154,33 0,0726 -33,98 -30,28 0,4457
4 1 ?3) -43,69 -39,43 0,4634 -3,93 -0,23 00,8447
8 1 4 -24,26  -20,01 0,6339 -8,32 -4,62 0,7694
16 1 (5) -20,50 -16,25 0,6736 -5,06 -1,36  0,8247
3 2 (1,2) -202,39 -196,01 0,0347 -134,41 -128,86 0,0504
5 2 (2,3) -191,87 -185,49 0,0411 -112,01 -106,46 0,0812
6 2 (1,3) -133,36 -126,98 0,1056 -74,42 -68,87 0,1807
9 2 (1,4) -175,85 -169,47 0,0532 -97,08 -91,53 0,1116
10 2 (2,4) -109,51 -103,13 0,1552 -44,16 -38,61  0,3440
12 2 (3,4) -66,55 -60,17 0,3103 -28,44 -22,89 0,4806
17 2 (1,5) -179,96 -173,58  0,0498 -93,41 -87,86 0,1206
18 2 (2,5) -82,74 -76,36  0,2390 -21,86 -16,31  0,5528
20 2 (3,5) -36,95 -30,57 0,5002 -14,11 -8,56  0,6519
24 2 (4,5 -29,94 -23,56  0,5601 -9,46 -3,91  0,7197
7 3 1,2,3) -207,20 -198,69 0,0311 -132,53 -125,13 0,0503
11 3 1,2,4) -201,35 -192,84 0,0342 -132,45 -125,05 0,0504
13 3 (1,3,4) -196,67 -188,16 0,0368 -107,49 -100,09 0,0857
14 3 (2,3,4) -132,85 -124,34  0,1031 -71,66 -64,26  0,1836
19 3 (1,2,5) -200,53 -192,02 0,0346 -131,22 -123,82  0,0517
21 3 (1,3,5) -189,99 -181,48 0,0410 -108,49 -101,09 0,0839
22 3 (2,3,5) -123,52 -115,01 0,1199 -64,89 -57,49 0,2120
25 3 (1,4,5) -164,52 -156,01 0,0619 -86,84 -79,44 0,1329
26 3 (2,4,5) -107,85 -99,35 0,1543 -42,45 -35,05 0,3418
28 3 (3,4,5) -64,92 -56,41 0,3085 -27,26  -19,86  0,4723
15 4 (1,2,3,4) |-209,55 -198,91 0,0290 -130,58 -121,32  0,0502
23 4 (1,2,3,5) |-206,29 -195,65 0,0305 -128,81 -119,56  0,0522
27 4 (1,2,4,5) |-189,69 -179,06 0,0399 -128,13 -118,88 0,0529
29 4 (1,3,4,5) |-186,98 -176,34 0,0417 -102,09 -92,84 0,0921
30 4 (2,3,4,5) |-131,24 -120,60 0,1025 -69,49 -60,24 0,1843
31 5 (1,2,3,45) |-211,30 -198,53 @ 0,0273 -130,50 -119,40 0,0482

Figura 6-3: Comprobacién empirica de los resultados de los teoremas 24 y 25. (*) Los nmimeros
entre parentesis corresponden a los retardos de los regresores.
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(minimo AIC estimado) se obtiene para v = 31 (al igual que la varianza), pero en cambio
el MBICE (minimo BIC estimado) corresponde a u = 15. En el segundo régimen AIC'y
BIC' alcanzan el minimo para v = 3 mientras que el valor minimo de la varianza residual

se obtiene para u = 31.

e Fijado el nimero de regresores k, el AIC y el BIC minimo corresponden al valor de u
menor de los considerados. En este ejemplo k varfa desde 1 a 5, para cada valor de k el

valor de u en el que hace minimo AIC' y BIC és:

1 u=1 Xi 1

2 w=3 X1 Xis

3 u="7 X1, Xy Xi3

4 u=15 Xy 1 Xy o Xi 3, X¢u

5 u=31 Xy 1, Xy o Xy 3, X4y Xi5

ENE -
I

Este resultado coincide con el del teorema 24.

e El modelo SET AR con AIC minimo es un SETAR(2; 5, 3) donde se estiman los coe-
ficientes de las variables X;_1 X;_o X;_3, Xy_4 X;_5 en el primer régimen y los coefi-
cientes de las variables X;_1, X;_o X;_3 para el segundo régimen. Si hacemos minimo el
BIC el modelo identificado es un SET AR(2;4,3) donde las variables autoregresoras que
intervienen son X;_1, X; 2 X;_3, X; 4 en el primer régimen y X;_1 Xy o X; 3 en el

segundo.

6.3 Mejoras obtenidas

Mejorar la automatizacién del proceso de estimacién e identificacion era el objetivo principal

de nuestra propuesta. Estas mejoras se han concretado en :

1. Identificacién automética de los érdenes de los procesos autoregresivos que conforman el

modelo SETAR.

2. Seleccién automética de las variables autoregresoras que explican cada uno de los procesos

AR del modelo y estimacién automética de los coeficientes correspondientes.
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3. Para modelos de 2 regimenes estimaciéon automatica del umbral.

Respecto al primer aspecto enumerado queremos mencionar que, tanto en la metodologia de
Tong, como en la de Tsay, es preciso un refinamiento final (no automético) para determinar los
ordenes de los procesos autoregresivos. Asi, Tong estima ya en la primera etapa de su algoritmo
los 6rdenes de los procesos autoregresivos utilizando la minimizacién del AIC. Esta estimacion
tan temprana del orden, anterior a la estimacion de d y r, no proporciona un valor definitivo; es
necesario, una vez completado el proceso algoritmico, refinar la estimacién de estos pardmetros
mediante el andlisis de las caracteristicas de los modelos obtenidos al hacer variar los valores
de L (orden méximo de los procesos AR en el algoritmo de Tong).

El algoritmo de Tsay mantiene durante todo el proceso el orden méaximo de los procesos
autoregresivos p fijado al inicio del mismo y es en la iltima etapa (una vez estimados d y r)
cuando se refina el orden de cada modelo AR haciendo variar ligeramente este pardmetro. Este
refinamiento se realiza sobre un nimero menor de modelos al haberse estimado de forma exacta
el valor de d.

Una vez que se ha determinado el orden de cada proceso AR, no tiene por que resultar
automadticamente determinado el nimero de variables regresoras que explican dicho modelo.
Tsay considera como regresoras todas las variables retardadas desde 1 hasta p , por tanto, se
obtiene la estimacién de todos los coeficientes aunque algunos de ellos no sean significativos.
El modelo obtenido tiene orden p, y por tanto se habrdn estimado p+ 1 coeficientes, el analista
debe decidir mediante la utilizacién de un test qué coeficientes desprecia y cuales mantiene en el
modelo. Como ya se ha comentado en el capitulo 4, la aplicacién de un test supone la eleccién
del nivel de significacién, lo que introduce un componente subjetivo en la determinacion del
modelo.

Thanoon ha propuesto una metodologia para seleccionar las variables autoregresoras; segin
este autor si el orden del proceso es k, es posible que el mejor modelo tenga como variables
explicativas un subconjunto de k/ variables, donde k/ < k ( recordemos los resultados obtenidos
para la serie Linces Canadienses, Capitulo 5, Seccién 3) . El teorema 24 contradice los resultados
empiricos obtenidos por Thanoon.

La estimacién automaética del umbral ha sido abordada por Tong y también existen trabajos

que estiman este pardmetro a partir de técnicas bayesianas. El interés de nuestro proceso de
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estimacion del umbral reside en la utilizacién del mismo criterio de informacién que hemos

utilizado para la estimacién del resto de pardmetros.

En resumen, nuestra propuesta se presenta esencialmente como una mejora del
algoritmo de Tsay, pues parte de éste para su diseno, pero su aportacién va mas
alld. La metodologia que hemos elaborado realiza la estimacién e identificacién del
modelo de forma conjunta a partir de un tinico proceso algoritmico gobernado en
todas sus etapas por una misma ley, la minimizacién del criterio de informacién
elegido. Esta unicidad de criterio en todos los procesos es una mejora conceptual

del diseno algoritmico.
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