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A. MODELOS DE CIERRE DE LAS ECUACIONES DE LA
TURBULENCIA

Los modelos de cierre para la turbulencia son ecuaciones semi-empiricas que relacionan
las correlaciones de las fluctuaciones de las variables mediante constantes obtenidas de

investigaciones experimentales.

Cuando esta ecuacion se expresa de forma algebraica se habla de un modelo de cero
ecuaciones. Cuando el modelo involucra ecuaciones en derivada parciales (EDP), se trata
de un modelo de una o dos ecuaciones, dependiendo del nimero de EDP’s. Los llamados

modelos de media ecuacién utilizan ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO).

Estos modelos de cierre son ampliamente usados en diferentes campos de la Ingenieria,
y tienen una papel muy importante en la resoluciéon de problemas de capa limite o flujos

turbulentos en dominios de geometria complicada.

En los modelos de cero ecuaciones, las correlaciones de las fluctuaciones son asociadas
a los valores medios de las variables mediante simples expresiones algebraicas. Un ejemplo

de este tipo de modelos ha sido expuesto en la seccién 2.3.2 (ecuacién (2.52)).

En los modelos de una ecuacion, las escalas de longitud son expresadas algebraica-
mente, mientras que las de velocidad se expresan en funcién de la energia cinética turbu-
lenta

k== (ulu). (A.1)

(2

N =

La viscosidad turbulenta se escribe como
vy = k21, (A.2)

donde [ es una longitud de mezcla similar a la definida en (2.53).

Dos de los modelos de una ecuacién mas recientemente desarrollados son el de Baldwin-
Barth (Baldwin and Barth, 1990) y el de Spalart-Allmaras (Spalart and Allmaras, 1992).

En el primero se obtiene una ecuacién para el nimero de Reynolds turbulento, definido
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€omo
K A3
Re; = — .
“= e (4.3)
y la viscosidad turbulenta se expresa como
Vg = culv <R€t> DlDQ, (A4)

donde ¢, = 0,09 y D; son dos funciones amortiguadoras que extienden la validez del modelo

a regiones cercanas al contorno del dominio.

El modelo de Spalart-Allmaras resuelve una ecuacién de transporte para una cierta

variable v*, relacionada con la viscosidad turbulenta mediante

v=v'f (A.5)
con s
f= (Vj) e =1T1,1 (A.6)
5) e

En la ecuacién de transporte de v* existen varios coeficiente empiricos mas (ver, por
ejemplo, (Hoffmann and Chiang, 1998)).

El modelo de dos ecuaciones k-¢ describe las ecuaciones para la energia cinética turbu-

lenta k£ y para la disipacién de energia € como

gk+V-(ﬁ,’k):V-[(u+ﬁ)Vk}+th—e (A7)
ot Ok

D v =v- (v ) Ve] + Gl — el (A.8)
atS ue) = v o Cielt i ngk .

donde G es el término de generacién de energia cinética turbulenta,
dug \ > du, \ > ou,\? ou, ou, \
[(%) +<8y> +<8z> *(ay i ax)

n 8uw+8uz 2+ 6uz+% 2
0z Oz oy 0z )’

(A.9)
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y la viscosidad turbulenta se calcula como

V= Cu (A.10)

donde ¢, es el coeficiente introducido en (A.4). Los valores del resto de constantes son
o, =10,0.=1,3,c;. =144 y co. = 1,92

En el modelos k-w, la segunda ecuacion es para la disipacién turbulenta especifica, w.

En el modelo k-w propuesto por Wilcox (1988), las ecuaciones para k y para w son

%k YV (TK) = V- [(v + no*) VE] + G — 8wk (A.11)
' 0
7Y + V- (iw) =V-[(v+uro) Vuw] + OJ%I/tG — Bu?, (A.12)

la viscosidad turbulenta viene dada por

Vg =

, (A.13)

S

y la disipacién de energia ¢ es
e = frwk. (A.14)

Las constantes del modelo son
a=5/9 f=3/40 8"=0,09 0c=05 o"=05

Se ha comprobado que el modelo k-w da mejores resultados que el k- en la subcapa
laminar de la capa limite y en la region logaritmica de la misma. Sin embargo, el modelo
k- se ha mostrado superior en las zonas mds externas de la capa limite. Menter (1992)
combiné lo mejor de los dos modelos para construir un nuevo modelo de dos ecuaciones.
Este modelo utiliza el k-w en las regiones internas de la capa limite para cambiar a k- en
las zonas mds externas. Existen dos versiones de este modelo: el “baseline model” (BSL)
y el “shear-stress transport model” (SST). La diferencia entre las dos versiones estd en la
definicién de la viscosidad turbulenta. En el BSL, ésta se define como en (A.13), mientras

que en el SSL, viene dada por

alk
Vy =
"7 max(aw, QF)

(A.15)
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donde a; = 0,31, 2 es el médulo de la vorticidad y

0,09wy” wy?

2
F5 = tanh [méx (2 vk 500”)] ,

siendo y la distancia al contorno mas cercano.

En el denominado modelo k-¢ RNG, se utilizan los métodos del Grupo de Renorma-
lizacién (Wilson, 1971a,b) para modificar las ecuaciones de Navier-Stokes, de forma que
estas pueden ser aplicadas en una malla menos fina que con el modelo k-¢ estandar. Basica-
mente, el método RNG elimina una parte del las escalas pequenas del espectro de energia
expresandola en términos de las escalas mayores. La aplicacién de este modelo implica el

uso de una ecuacién para el cdlculo de la viscosidad efectiva como

2
k2
Vegg=v+uy=v|l+ CZ—S] , (A.16)

donde el valor de ¢, ya no es el mismo que en (A.4) y (A.10). En la tabla A.1 se muestran

los valores de los diferentes coeficiente para los modelos k-¢ estandar y k-¢ RNG.

‘ ‘ k-¢ estdndar ‘ k-« RNG ‘

c, 0.09 0.0845
C1e 1.44 1.42
Coe 1.92 1.68
or 1.0 0.7194
0. 1.314 0.7194

Tab. A.1: Coeficientes de las ecuaciones de los modelos k-¢ estdndar y k-¢ RNG.



B. SOBRE EL CALCULO DE ESPECTROS DE ENERG{A DE
FLUJOS BIDIMENSIONALES

En el transcurso del trabajo realizado en esta tesis, se han comprobado dos cosas en
referencia al calculo de espectros de energia de flujos bidimensionales: primera, que hay
varias formas de calcularlo, y segunda, que no es facil decidir cudl es la mejor.

En este trabajo se han considerado tres formas:

= A partir de la autocorrelacion de velocidades. Esta es la forma més académica, ya
que es como realmente estd definido el espectro de energia (ver ec. (2.45)). Sin em-
bargo, esto plantea varias dificultades: la primera es que hay que calcular el tensor
correlacion de velocidades. Y esto supone una pérdida de informacién, ya que al ser
una estadistica de dos puntos, parte de las escalas pierden muestreo estadistico. Por
ejemplo, en nuestro caso, el dominio es una discretizacién 128 x 128 biperiddico. Al
calcular la correlacién de velocidades a una distancia 0, disponemos de 16384 datos
para cada campo (es decir, para cada instante disponible). Este nimero baja a la
cuarta parte cuando la distancia de correlacién es la mitad del dominio (64 pasos de

celda), y sigue disminuyendo a medida que ampliamos la escala.

A parte de este inconveniente de pérdida de muestreo, esta el hecho de que el proceso
de célculo es bastante més largo, por el simple hecho de haber de calcular el tensor

de correlaciones de las velocidades.

Después de haber calculado el tensor correlacion, se calcula su transformada de Fou-

rier mediante una FFT bidimensional (Press et™al., 1992) y se integra por coronas.

E(k) ~ % A o FFT (<U,-(a:~')v,-(a:~'+ f)>) dk (B.1)

En la practica este método es poco empleado, basicamente porque la potencia de

calculo requerida no compensa la calidad de la informacién a gran escala.

= A partir de la energia. A pequena escala, la correlacion de velocidades es basicamente
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la energia cinética. El segundo método se basa en calcular directamente la FFT

bidimensional del campo de energia (y luego, claro estd, integrar por coronas)

E(k) ~ % A ) FFT (v;(2)vi(%)) dk (B.2)

k||=constant

= A partir del campo de velocidad. Parecido al anterior, pero en lugar de calcular la
transformada de Fourier de la energia, se calcula de las velocidades, y se calcula la

energia a posteriori.

B(k) ~ Saak) 5 wlk) = AEH_ CFFT@@)dE (B

= A partir del campo de vorticidad. Se calcula primero el espectro de enstrofia y, a

continuacién, segun la expresién (2.84), se calcula el espectro de energfa.

By =20 oy =1 A

) FFT (w*(2)) dk (B.4)

k||=constant

2

Las diferencias que surgen al realizar los calculos con cada método son extraordinarias.
En la figura B.1 se muestran los espectros que surgen al calcular con cada uno de los
métodos con el campo obtenido de la DNS descrita en el capitulo 4. Los espectros calculado
a partir de la vorticidad y a partir de la velocidad dan resultados muy similares. El espectro
calculado con la correlacion ofrece un resultado inaceptable, posiblemente debido a la
pérdida de informacién en el cdlculo del tensor correlaciéon comentado anteriormente. El
espectro calculado a partir del campo de energia difiere mucho del los dos primeros, aunque
desconocemos la razén.

Se da por correcto el espectro calculado a partir de la vorticidad, por dos razones:
coincide con el resultado obtenido con la velocidad, y esto enfrenta a dos coincidencias
frente a dos resultados dispares; y segunda, ofrece una pendiente mayor que 3, caracteristica

de la turbulencia bidimensional.



191

10
10°
E(k) 107
- —— correlacion 1
10 4 F N veloclldad |
— - energia
— - vorticidad 1
= [
10° " ‘
100 101 102
_ k _

Fig. B.1: Espectros de energia del campo mostrado en capitulo 4, cada uno calculado con un
método diferente.






C. GENERACION DE NUMEROS ALEATORIOS DE DISTRIBUCION
GAUSSIANA

Dado que la Simulaciéon Cinematica es una simulacién de tipo Montecarlo, es necesario

analizar en cierta medida el generador de niimeros aleatorios utilizado.

Se ha preferido prescindir del generador de ntimeros aleatorios que aportan la mayoria
de compiladores FORTRAN (normalmente denominado RAN) dado que, en general, son
generadores congruenciales lineales, que generan una serie de nimeros enteros entre 0 y
m — 1 segun la expresion

Iisiv=alj+c (modm)

donde m es un niimero muy grande. Esta expresion es relativamente aceptable tan solo si a
y m (el valor ¢ = 0 es tan bueno como cualquier otro) son muy cuidadosamente escogidos.
Sin embargo, atin asi, no supera el test de x? cuando son representados niimeros sucesivos

en un plano bidimensional para una serie no mayor que el periodo m.

La subrutina utilizada en esta memoria evita este inconveniente reordenando de forma
aleatoria el orden de la serie y, ademas, se amplia el periodo de la misma combinando
dos series de diferente periodos. Esta subrutina, denominada RAN2, estd descrita en Press
et al. (1992). Su periodo es de, aproximadamente, 10'®. Mas que suficiente para nuestros
propésitos.

Para generar ntimeros aleatorios de distribucién gaussiana utilizamos el método de Bozx-
Muller.

En general, dado un conjunto de series de nimeros aleatorios 1, s, . . . con distribuciéon
de probabilidad conjunta p(z1,z,...) y sean yi, 4o, . . . funciones de z1, z,, . . ., la distribu-

cion de probabilidad conjunta de las y’s vendra dada por

0@y, oz,..) ‘ dydys; - . . (C.1)

p(yl’yQ,...)dyldyz... :p($1’x27-..) ‘ ayl y2

Lo que buscamos es una serie de nimeros aleatorios cuya distribucién de probabilidad
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(C.2)

venga dada por
1 a2
e 202dy.

p(y)dy = N

Consideremos dos series de ntiimeros aleatorios de desviacién uniforme x; y x, y las fun-

ciones
(

1 = v/—202In a1 cos(2m,)
= VBT sin(2nz), .

de forma equivalente, podemos escribir
(C.5)

&
—t
= I
|
o
q
)
—~
—
~—

y asi, el determinante del jacobiano de la ecuacién (C.1) es
2 2
Lot | Lo } (1)

e I

O(y1,Y2)
con lo cual queda demostrado que obtendremos dos series independientes de niimeros

‘ 8(331, .’EQ)

distribuidos normalmente.



D. ASPECTOS SOCIOLOGICOS DE LA LEY DE RICHARDSON

Ante todo, el autor de la presente memoria debe aceptar el hecho de ser completamente
lego en el campo de la sociologia. Sin embargo, las conversaciones con el profesor Babiano
sobre la ley de Richardson han divagado a menudo a campos que podrian ser considerados
poco cientificos pero, no por ello, dignos de menos interés.

Estos aspectos de la ley de Richardson tienen que ver con su posible paralelismo con las
relaciones sentimentales entre parejas de personas, no necesariamente unidas mediante lazos
de amor, sino también mediante amistad, odio o simple relacién profesional. En este caso, la
distancia entre “particulas” debe interpretarse como una distancia sentimental o afectuosa.
El camino (magnitud Lagrangiana) que recorre cada “particula” viene determinado por la
sociedad en la que se desenvuelven, que hace el papel de campo Euleriano. Este puede, en
efecto, ser considerado en la mayoria de los casos como turbulento.

La sociedad impone entonces una cierta escala integral como escala caracteristica de
separacién entre “particulas”. Si la separacion inicial entre dos individuos es muy pequena,
esta ira evolucionando en el tiempo como ¢? hasta que llegue a una escala en la que sus
aceleraciones relativas (Lagrangianas) estén decorrelacionadas en el tiempo, momento en el
que sigue una ley de Richardson aumentando la separacién como ¢*. Esta ley se extiende en
el tiempo hasta que la separacion relativa llega a ser del orden de la escala integral impuesta
por el medio en el que se desenvuelven. En este momento, sus velocidades Lagrangianas
se encuentran totalmente decorrelacionadas, y hallamos un comportamiento Browniano
(~t) que perdura en el tiempo de forma indefinida. La duracién temporal del régimen de
Richardson va a depender del tamano del subrango inercial del entorno en el que estan
sumergidas las particulas.

Si la separacién entre “particulas” es inicialmente lo suficientemente grande (los lazos
que las unen no son muy fuertes), puede no llegar a apreciarse la ley de Richardson, y esta
relacion entra directamente en el régimen Browniano.

Todo esto, por supuesto, de forma promediada sobre la totalidad de relaciones existentes
en un cierto entorno sociolégico.

Evidentemente, todo esto debe considerarse como un simple “divertimento” surgido del
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andlisis continuado (casi obsesivo) del comportamiento de las particulas fluidas en un cam-
po turbulento. La extrapolacion al campo socioldogico no tiene ninguna base experimental
no tedrica y, desde luego, el autor de la presente memoria no se cree con capacidad para
realizar una simulacién por ordenador. Lo tnico que espera el autor es que no sea cierta
en el caso de las relaciones que han surgido en relacién con la presente tesis y, en especial,
con el profesor Babiano. Aunque esto, por desgracia, dependera del nivel de turbulencia

del entorno.



