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Introduccio

L'objecte d’aquesta tesi és ’estudi d’una conjectura de J.-P. Serre que pre-
veu una relacié entre certes representacions de Galois residuals de grau 2
i formes modulars (modp). L’objectiu és donar-ne una prova per al cas
de les representacions que provenen de la p-torsié de les corbes de Weil

potencialment ordinaries en p.

La conjectura en qiiestié, formulada a [Se 87], sosté que tota repre-

sentacié continua, irreductible i senar
p: Gal(Q/Q) — GL2(F,)

prové d’una forma parabolica de Hecke (mod p)

(=]

f@) =3 ang",

n=1

de tipus (N,, k,,€,). El terme “prové” vol dir que el polinomi caracteristic
de p(Froby) és
X% —ar X + e, ()%,

per a tot primer £t N,p. El conductor N, el pes k,, i el caracter ¢, venen
donats, en funcié de p, per una recepta molt precisa.

Serre se situa en la perspectiva d’una “filosofia de Langlands™: la
teoria de les representacions interacciona amb la teoria de les formes auto-

morfes, proporcionant nous resultats de natura aritmeético-geometrica.

La conjectura esdevé interessant i inquietant alhora quan s’explo-
ren les conseqiiéncies plausibles a qué conduiria en cas de ser certa. Entre

d’altres, quedarien provats el darrer teorema de Fermat i la conjectura de
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Hasse-Shimura-Taniyama-Weil. Quant aquest punt, cal destacar les valuo-
ses aportacions de G. Frey en el treball [Fr 86).

Els antecedents de la conjectura no sén pocs. La primera versié
fou establerta en el transcurs de les Journées Arithmétiques celebrades a
Bordeus I'any 1973. No obstant, no és fins tretze anys després que queda
enllestida. Les idees de J. Tate per relacionar el pes amb 1’accié de la inércia
i els resultats de J.M. Fontaine sobre les representacions locals associades
a la cohomologia fan possible que Serre precisi la conjectura en una forma
que permet la seva verificacié numerica. Els primers exemples numerics
que la contrasten favorablement els trobem a [Se 87] i tracten casos per als
primers p = 2,3 1 7; la implementacié a I'ordinador d’aquests exemples és
deguda a J.F. Mestre.

Esmentem els treballs publicats fins al moment en relacié amb aques-
ta conjectura. El primer es deu a K.Ribet [Ri90]; en ell es fa un es-
tudi profund de la part nova i vella de Jo(Np), la jacobiana de la corba
modular Xo(Np), que permet provar la conjectura de Serre per a certes
representacions residuals modulars i finites. En particular, aquests resul-
tats proporcionarien la prova del darrer teorema de Fermat, en el ben
entés que les corbes el-liptiques de Frey satisfessin la conjectura de Hasse-
Shimura-Taniyama-Weil. El segon i tercer treballs, deguts a H. Carayol i
W.Jordan-R. Livné, contenen ’adaptabilitat del nivell de la forma modu-
lar (mod p) a P'invariant conductor predit per la conjectura, en el cas de
representacions residuals modulars amb condicions restrictives en p. Al-
guns resultats relacionats amb l'invariant pes, el més “misteriés”, han estat
donats per B.H. Gross a [Gr90] i per B. Edixhoven a [Ed 91-].

Tanmateix, en el Seminari de Teoria de Nombres de Barcelona 87/88:
“Contrastacié numérica de la conjectura de Serre sobre representacions de
Galois modulars”, s’obtingueren exemples de la conjectura per al cas de re-
presentacions residuals de tipus diedral amb p = 23,157,233... En el treball
conjunt amb J. Quer [La-Qu 87-] donarem exemples de tipus octaedral,
construits a partir de resultats de T.Crespo [Cr 90] i de P. Bayer-G. Frey
[Ba-Fr 91] relatius a la realitzacié efectiva de dobles recobriments com a
grup de Galois i al calcul de les L-series d’Artin corresponents.

Malgrat I'ajust de la conjectura que en possibilita la verifacié nu-
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meérica, cal destacar les dificultats practiques que apareixen a I’hora de
tractar un exemple concret. En efecte, imaginem que volem contrastar
la conjectura per a una representacié donada. Serre prediu que prové d’una
forma modular (modp) que pertany a un cert espai, determinat a partir
dels invariants (conductor, pes i caracter) associats a la representacié en

quiestié. La primera dificultat rau en el calcul d’aquests invariants.

En el cas particular de les representacions de Galois residuals asso-
ciades als punts de p-torsié de corbes el-liptiques, el calcul dels invariants
fou presentat per l'autor en el Seminari Frey-Lamprecht-Zimmer a la Uni-
versitat des Saarlandes el setembre de 1989. Sota la direccié de J. Oesterlé,

A. Kraus retroba els mateixos invariants a [Kr90-].

En el cas general, si s’han pogut determinar els invariants, el veredicte
sobre el caracter cert o fals de la conjectura podria ser resolt sota el coneixe-
ment d’una base de ’espai de formes modulars. Alguns treballs procuren
la construccié d’una tal base, malgrat que els resultats que s’aconsegueixen
no sén sempre implementables. Citem els de Eichler i Selberg sobre les
traces dels operadors de Hecke, els de Pizer sobre les matrius de Brandt i
les algebres de quaternions; també, obtinguts més recentment, els metodes
dels grafs dissenyats per Mestre-Oesterlé (1985), Birch (1988) i Edixhoven
(1989). Aquests darrers proporcionen algoritmes extramadament eficients,
tot i que estan subjectes a fortes restriccions: donen informaci6 només de
certs subspais i tan sols tracten el cas de pes igual a 2 i nivell lliure de

quadrats o p?.

Els motius esmentats ens conduiren a intentar cercar la “llei” que
regula la conjectura. El nostre intent ha resultat reeixit en el cas de les
representacions associades a la p-torsié de les corbes de Weil potencialment
ordinaries en p. Seguint un tractament diferent del que es presenta en la
memmodria, part dels resultats que aquesta conté s’exposen a [Ba-La 91].

Com ja hem dit abans, els antecedents de la conjectura sén molts,
estesos en el temps i dispersos en la literatura. La primera part de la
tesi, distribuida en 4 capitols, estad dedicada a recopilar i ordenar la part
d’aquest material necessaria per als nostres proposits. La segona part de la

tesi, distribuida en 4 capitols i dos apéndixs, conté les aportacions originals.
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El Capitol 1 és de preliminars. Inclou una descripcié d’un model
canonic de la corba modular X;(/N), sobre Z[1/N], que permet introduir les
formes modulars en el sentit de Katz; exposem una serie de resultats sobre
les formes modulars (mod p) i complexes. En acabar el capitol, revisem les
corbes de Weil.

En el Capitol 2 es repassen els resultats classics sobre ’existéncia de
representacions modulars p-adiques i (mod p) associades a una forma mo-
dular. Predits per Serre i deguts a Shimura i Deligne, aquests resultats
impulsaren la primera versié de la conjectura de Serre. Hem cregut oporti
incloure un esbds de demostracions recents, obtingudes per Gross, que es
recolzen en la teoria de Serre sobre els aixecaments de formes modulars

(mod p).

El Capitol 3 esta dedicat a ’estudi del comportament local de les
representacions modulars (modp). Hi trobem dos casos ben diferenciats:
I’'ordinari i el supersingular. El primer, molt més explorat en la literatura,
es presenta amb cert detall; del segon, tractat en la correspondéncia entre
Fontaine i Serre, ens limitem a donar-ne una breu descripcié. Els resul-
tats que exposem son claus per entendre el comportament del pes en la

formulacié definitiva de la conjectura.

En el Capitol 4 es transcriu la definicié dels invariants de Serre asso-
ciats a una representacio, aixi com ’enunciat de la conjectura que ens ocupa.
També fem revista de resultats que sobre la mateixa han estat obtinguts fins

al moment.

En iniciar la segona part, en el Capitol 5, estudiem el comporta-
ment de la conjectura de Serre en una representacid, prenent esment del
comportament en les seves torgades. Obtenim congruencies entre formes
paraboliques de diferents espais i introduim els conceptes de representacié
minimal i companya associada a una representacié donada. Aixo ens per-
met provar uns criteris per a la validesa de la conjectura. Aquests criteris

s'apliquen, posteriorment, en el Capitol 7 i en els apendixs.

En el Capitol 6, calculem els invariants de Serre N,, k,, €, associats a
les representacions de Galois residuals, p, que provenen de la p-torsié de les

corbes el-liptiques definides sobre Q. Concretament, obtenim un diccionari
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entre els invariants de p i els tipus de Kodaira de la fibra especial del model
de Néron de les corbes el-liptiques. En acabar aquest capitol, donem els

invariants minimals i els invariants companys associats a p.

En el Capitol 7 provem la conjectura de Serre per a les representacions
residuals que provenen de la p-torsié de les corbes de Weil potencialment
ordinaries en p. La prova es porta a terme en tres etapes: en la primera,
associem una forma nova amb Nebentypus (caracter no necessariament tri-
vial) a la corba de Weil; en la segona, abaixem el nivell i augmentem el
pes d’aquesta forma nova de manera simultania; finalment, a la vista dels
resultats del Capitol 6, verifiquem els criteris suficients que hem obtingut

en el Capitol 5.

El Capitol 8 conté diversos experiments numerics i llistats de pro-
grames implementats en codi FORTRAN. La construccié d’aquests exemples
ha estat decisiva per trobar la llei que regeix la conjectura en el cas de les
corbes de Weil potencialment ordinaries. En els capitols previs hi trobarem
sovint punters per dirigir 1'atencié del lector cap a un d’aquests experi-
ments. Considerem que, fent-ho aixi, pot quedar més clar el procés seguit

en 'obtencié dels resultats parcials que ens han conduit a la prova.

L’Apendix 1 recull les proves de la conjectura per a les representacions
definides pels punts de p-torsié de les corbes de Weil amb reduccié semistable

o potencialment semistable en p.

En I’Apéndix 2 formulem una conjectura per al cas de les representa-
cions de Galois associades als punts de p-torsié de les corbes el-liptiques
potencialment supersingulars en p. Aquesta conjectura és contrastada nu-

meéricament i veiem que implica la de Serre.

En el text de la memoria, acompanyen cada resultat no-original sen-
gles referéncies bibliografiques. Aquestes s’indiquen amb una abreviatura
per a l'autor seguida de dues xifres per a l'any (sempre del segle XX); rera

les xifres, el signe “~” assenyala que es tracta d'un treball inedit.
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En cloure aquesta introduccié, voldria expressar el meu agraiment:

e al Departament d’}‘\lgebra i Geometria de la UB, per la formacié rebuda

en els cursos del tercer cicle,

e al Departament de Matematica Aplicada II de la UPC, pel suport huma

i material que m’ha ofert en tot moment,

e al Seminari de Teoria de Nombres de Barcelona (UB-UAB-UPC), per les
discusions col-lectives que sovint m’han fet avancar, economitzant temps,

en la comprensié de molts aspectes relacionats amb el tema,
e al Professor J. Quer, de qui he rebut nombroses i oportunes observacions,

e als Professors H. Carayol, G. Frey i D.B. Zagier que, amb la seva estada a

Barcelona, m’han esperonat,

e i, molt especialment, a la Professora P. Bayer de qui he apres el trajecte
de la Teoria als Nombres i dels Nombres a la Teoria. Amb el seu fer, resolut
i diligent, he disfrutat de valent en l'elaboracié d’aquest treball.
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Formes modulars

En aquest capitol s’agrupen les definicions i alguns resultats sobre les formes
modulars en el sentit de Katz. La seleccié ha estat feta en funcié de les
necessitats posteriors; és per aixo que, a part dels resultats més basics,

s’inclouen també alguns teoremes més especifics.

§1. La corba modular X,(N)

L’estudi de les corbes modulars constitueix un punt clau a I’hora de trac-
tar la conjectura de Serre. En efecte, les corbes modulars despleguen el
pont entre les formes modulars i certes representacions de Galois residuals.
Aquesta seccié conté un resum de les propietats més destacables de la corba
modular X; (N) que podem trobar a [De-Ra 73], [De-Se 74], [Ka-Ma 85],
[Gr90], [Ma-Ti90]. Comencem recordant algunes definicions.

Sigui S un esquema arbitrari. Una corba el-liptica E sobre S és un

morfisme propi i llis

E
|
S
amb fibres geometriques corbes connexes de geénere 1, equipat amb una

seccidé

“0:S—-E.

La llei d’addicié sobre les fibres dota E d’estructura d’esquema en grups

commutatiu sobre S. Si N > 1 és un enter, denotem per E[N] el nucli de



10 ' 1: Formes modulars

la multiplicacié per N sobre E. Aleshores E[N] és un esquema en grups
finit i pla de rang N? sobre S; si N és invertible a S, es té que E[N] és un
esquema en grups étale localment isomorf a (Z/N Z)z. A més, existeix un

aparellament canonic, alternat i no-degenrat,
e : E[N] x E[N] — un,

on pn és 'esquema en grups de les arrels N-ésimes de la unitat o, equiva-
lentment, és la N-torsié de ’esquema en grups multiplicatiu G,,. Com és
costum, anomenem ¢ ’aparellament de Weil; proporciona un isomorfisme

entre E[N] i el seu dual de Cartier E[N]° = Hom(E[N], G ).

D’altra banda, el feix invertible Q% és de grau 0 en cada fibra i, per
dualitat de Serre-Grothendieck, tenim un isomorfisme
R'7.Q% = Os
de formacié compatible amb qualsevol canvi de base. Per tant,
wg =m0k
és un feix invertible sobre S , de formacié compatible amb qualsevol canvi de

base; el seu dual és el feix invertible R!'7,OF, que és isomorf al feix Lie(E).

Una corba el-liptica generalitzada E sobre S és un esquema en corbes
(és a dir, un morfisme propi i pla, de presentacié finita i dimensié relativa

com a molt 1)

E

|

amb fibres geomeétriques o bé corbes el-liptiques o bé poligons de Néron,

equipat amb un morfisme
“4”: E"8xE — F

tal que:

1) la restricci6 de “+” a E™8 (la reunié dels punts llisos de les fibres) dota

ET8 d’estructura d’esquéma en grups commutatiu,
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2) “4” defineix una acci6 de I'esquema en grups E™8 sobre E, i

3) sobre les fibres E, amb punts singulars, les trasllacions segons “+" per
E’®8 actuen per rotacions sobre el graf de les components irreductibles de
E,.

Clarament es té que si E|s és una corba el -liptica generalitzada llisa
(és a dir, el morfisme = és llis) aleshores E}s és una corba el-liptica genuina.
Es posa E[N] := E'*8[N]. Es defineix el feix invertible wg com el dual del
feix Lie(ET*8).

Amb aquestes definicions passem a considerar el problema de moduli
que ens interessa. Préviament, notem que Deligne i Rapoport tracten la
classificacié de corbes el-liptiques generalitzades amb unes estructures de
nivell no adients per als nostres objectius en el sentit que obtenen una corba
modular diferent de X;(N). D’altra banda, Mazur i Tilouine consideren la
classificacio (iue s’ajusta quant a les estructures de nivell, peré només per a
corbes el-liptiques genuines. Lleugeres modificacions permeten englobar els

dos aspectes.

Sigui ara S un Z[1/N]-esquema. Donada E|s una corba elliptica
generaltizada, denotem per [['3(NN)](Es) el conjunt format per les S-im-
mersions 1 : uy < E[N] tals que la imatge talla totes les components
irreductibes en cada fibra geométrica. Els elements de [T'y(N)](E|s) s’ano-

menen I'y(V)-estructures de nivell sobre Es.

Un exemple de corba el-liptica generalitzada amb una I'y(V )-estruc-
tura de nivell és la corba de Tate E = Tate(q) = G /¢~ sobre S =
Spec Z[[g]] amb el morfisme candnic d’esquemes en grups Idy : uy — E[N].

El problema de moduli [I';(N)] que classifica les I'; (/V )-estructures
de nivell és rigid si N > 4 (per a N < 3, existeixen parelles de corbes
el-liptiques i estructura de nivell amb automorfismes no trivials i, per a
N = 4, el mateix passa amb corbes el-liptiques generalitzades). D’altra

banda, considerem el functor contravariant associat:
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[T1(V)) : {zp /N] - esquemes} - {conjunts}

{classes d’isomorfia }

S
de parelles (E|s, %)

on E|s és una corba el-liptica generalitzada, ¢ : uy — E[N] una Iy(N)-
estructura de nivell sobre Es; els isomorfismes considerats en el sentit evi-

dent. Aquest functor és representable.

Per tant, si N > 4 el problema de moduli [I'; (V)] és representable per
7 : E — X;(N). Per definicid, E és la corba el-liptica generalitzada universal
1 X1(N) la corba modular per al subgrup de congruéncia I';(N). Es té que
X1(N) és una corba algebraica sobre Z[1/N], propia, llisa i geométricament
connexa. Aleshores, si S és un Z[1/N]-esquema, podem identificar cada
punt de X, (N)(S) com una classe d’isomorfia d’una parella (E, ) formada
per certa corba elliptica generalitzada definida sobre S amb una I'y(N)-
estructura de nivell. En el cas particular S = SpecC, els punts de la corba
modular X, (V) racionals sobre C sén els de la superficie de Riemann com-
pacta i connexa

T (N)\H”

on

H* = {z € C: Im(z) > 0} U]PI(Q)

Ty(N) = {(‘Z 3) € SLy(Z): c=0, a,b=1 (mod N)} .

S’anomena divisor cuspidal de X;(N) el divisor de X;(N) format
per la suma dels punts (puntes) sobre els que les fibres de E sén poligons
de Néron. Aleshores posem Y;(N) l'obert de X;(N) obtingut traient les
puntes.

Notem J;(N) la Jacobiana de X;(N). A continuacié recordem dife-
rents correspondeéncies i morfismes de la corba modular X;(N). Tots ells es

defineixen sobre Y} (N) i s’estenen de manera tnica a les puntes de X; (V).

Com a correspondeéncies de X(N), per a cada primer £ { N, consi-

derem el ¢-ésim operador de Hecke

T(E,i) =Y (E',i"),
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on la suma recorre les isogénies E — E' de grau £ i la immersié i’ és la

composicié de ¢ amb la isogenia.

Per a £ | N, el {-ésim operador de Hecke ve donat per

Ul(E,i) =Y (E\i"),

on la suma recorre les isogenies E — E’' de grau £ tals que el seu nucli no

talli Im¢, i la immersié ¢’ és la composicié de ¢ amb la isogenia.

Per a cada d € (Z/NZ)* considerem o4 : uy — un, €l morfisme

“elevar a d”. L’automorfisme diamant de X;(N) és
<d>(E,i)=(E,ioo0y).

Notem que el grup (Z/NZ)" opera sobre €l problema de moduli [I';(NV)]; el
problema de moduli quocient, [['o(N)}, déna lloc a la corba modular X, (V).

Si ¢ € Q és una arrel primitiva N-&sima de la unitat, la involucié de

Weil w, es defineix segons
w¢(E,1) = (E/Imi,j)

on j : un — E/Imi estd determinat per la condicié e(:(¢?),5(¢%)) = ¢°,
essent e 'aparellament de Weil. La involucié de Weil w¢ és un automorfisme

de XI(N)/Z[#][(]' Si 04 € Gal(Q(¢)/Q) és 04(¢) = ¢¢, aleshores es té

w<‘"=w<u =wC°<d> .

Podem veure les correspondéncies de Hecke i els diamants com a
endomorfismes de J1(N) g, i les involucions de Weil com a endomorfismes
de JI(N)/Q(Q; els denotarem per T pic, Us pic, < d >Ppic, We,Pic, si ho fem
per functorialitat de Picard, o bé per Ty ab, Uralb, < d >Alb, We,Alb S
ho fem per functorialitat d’Albanese. La relacié entre la functorialitat de

Picard i la functorialitat d’Albanese ve donada per les formules seguents:

-1
we o Ty pic owe™ " = T an
-1
we o Uppicowe™ = U an

weo < d >pjc ow(—l =<d>ap -
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Definim l'algebra de Hecke T com la subalgebra de End(J;(N) /Q)
generada sobre Z pels endomorfismes Ty a, per a £ { N, i < d >ap per
ad € (Z/NZ)*. La polaritzaci6 canonica de Ji(N),q indueix una anti-
involucié ¢t + t* de End(J;(N) /¢)» anomenada involucié de Rosati. Sobre
Palgebra de Hecke T es té

t. =w<tw<.

§2. Formes modulars

Per a aquesta secci6 i la segiient reprenem la terminologia de [De-Se 74],
[Ka 73], [Ka 76].

Siguin N i k enters > 1, i sigui R una Z[1/N]-algebra. Una forma
modular f de pes k per a T'j(N), definida sobre R, és una llei que assigna
a cada parella (E,:), on E és una corba el liptica generalitzada sobre una
R-algebra amb ¢ una I';(V)-estructura de nivell sobre E, una secci6 f(E, 1)
del feix wp*, de formacié compatible amb els isomorfismes i les extensions
d’escalars. Es denota per My (T (N ))(R) el R-modul de les formes modulars
de pes k per a I';(INV) definides sobre R o, simplement, per My(T';(N)) si R

esta sobreentes.

Si N > 4, i w = wg designa el feix invertible associat a la corba
el-liptica generalitzada universal E, tenim I'isomorfisme de Kodaira-Spencer

w8 5 QL (puntes). A més,
Mi(T1(N))XR) = H'(X,(N),o®* @ R).
Si k > 2, I'aplicacié natural
H°(X,(N),w®)® R — H°(X;(N),w® @ R)
és un isomorfisme.

Si f és una forma modular de pes k per a I';(N), definida sobre R,
s’anomena desenvolupament de Fourier en la punta oo de X;(N) la série
f(9) = X .>0anq"™ € R[[q]] obtinguda per avaluacié de f sobre la corba de

Tate amb la seva I'y (N )-estructura de nivell. Concretament,

f(Tate(g),1dn) = f(q)(dt/t)®*.
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El principi del g-desenvolupament assegura que l'aplicacié

H'(X:)(N),w® ® R) —RJ[d]]
f —£q)
és injectiva, i que f esta definida sobre una subZ[1/N]-algebra R, de R si,
i només si, f(q) € Ro[[q]]-
Les accions de 1’algebra de Hecke induides a ’espai de formes modu-

lars poden ser descrites mitjangant els seus desenvolupaments de Fourier.

Definicié 2.1. Sigui f una forma modular de pes k per a I'1(N), definida
sobre R. Es diu que f. és de tipus (N, k,€) si existeix un caracter ¢ :
(Z/NZ)* — R* amb e(-1) = (—l)k tal que f| < d >= e(d)f per a tot
d € (Z/NZ)". Denotem per

Mi(N,e)(R)
el R-modul de les formes modulars de tipus (N, k,€) definides sobre R.

Si
f(a) =) ang" € M(N,)(R),

fent s de la corba de Tate es troba que

ATe(g) =Y aneg™ + (081 Y " ang™,
flUe(g) = aneg™.

Definicié 2.2. Una forma modular f(q) = 3 aaq" de tipus (N, k,¢), defi-
nida sobre R, es diu:

e normalitzada si a; = 1;
e de Hecke si és normalitzada i vector propi simultani per als operadors T
(£4N)i U, (£| N). En tal cas, es té:

f]T,:a,f Sle{N,

f|U,=a¢f Sie|N,
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Y apnt = [0 —aet™) " [T (1 = @™ +e()e*-1-2) 7"

n>1 4N 4N
e parabolica si, com a seccié de w®* sobre X; (), s’anul-la sobre el divisor
cuspidal.

Aleshores, ag = 01 f ve determinada pel seu caracter € i els valors

propis a; amb ¢ primer. Denotem per
Sk(N,e)(R)

el R-modul de les formes paraboliques de tipus (N, k,¢) definides sobre R.

e nova si és de Hecke, parabolica i per a cap divisor propi M de N existeix
una forma de Hecke, parabolica, de pes k per a I')/(M) amb sistema de

valors propis {a¢, €}y, Pels operadors de Hecke Ty amb £{ M.

Denotem per

SE'(N,e)(R)
el sub R-modul de les formes paraboliques de tipus (N, k, €), definides sobre

R, generat per les formes noves.

§3. Formes modulars (mod p)

Sigui p un nombre primer tal que p4 N, i considerem R = Fp. Les formes
modulars que aixi s’obtenen sén les que anomenem formes modulars (mod
p). Aleshores Si(N,e)(Fp) és un Fy-espai vectorial de dimensié finita; si
f(g) = Y_ang" és una forma nova (mod p) de tipus (N, k,€), aleshores esta
definida sobre el cos finit Fy generat pels coeficients de Fourier a,, i els valors

del caracter €.

Existeix una forma modular (modp) distingida: la forma modular
associada a l'invariant de Hasse. Per ser més explicits, es tracta de la llei
que assigna a cada corba el -liptica E, definida sobre un Z/pZ-esquema, el seu
invariant de Hasse A(F), que és la seccio de u_)%” ~! que prové de considerar
la formacio de 1’aplicacié tangent tg(V') del Verschiebung sobre E. Aquesta
llei proporciona una forma modular A de pes p — 1 per a I';(N), definida

sobre Z/pZ; el seu desenvolupament de Fourier és A(g) = 1.



§3: Formes modulars (mod p) 17

A part dels operadors de Hecke i els diamants, per a les formes mo-

dulars (mod p) tenim les aplicacions lineals segiients:

e En primer lloc,
Vp : Mi(T1(N)) = Mp(Ta(N)) - = fF,
i ’efecte sobre els desenvolupaments de Fourier és
| V(@) = 3 ang™,
si f(g) = 2 ang™
e Existeix una derivacié, que anomenem de Ramanujan-Katz,

6 : Mi(T1(N)) = Miyp+1)(T1(V))

que es caracteritza per

6f(g) = ) nang™.

Es injectiva si k és primer amb p, i el nucli de 8 sobre Myi(T1(N)) és la
imatge de ’operador V.

e La multiplicacié per la forma modular A déna lloc a una aplicacié injectiva

Mi(T1(N)) = Misp-n(Ta(N))  f = Af.

L’operador V, commuta amb els operadors de Hecke i els diamants; si
k > 2, el mateix passa amb la multiplicacié per A. Les regles de commutacié

per a I'operador de Ramanujan-Katz son:

(0)|Te = £6(f|Tr),
(0N)|Ue = L6(f1U),
(0F)Up = 6(f1V3) =0.

Considerem l’algebra

M = @ M(T:(V)),

k>0
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on My(I'1(N)) := F,. Es té que el nucli de 'homorfisme

M-l  feofle)=) ang"

és l'ideal principal (A — 1)M. Per tant, si M és la imatge de M/(A - 1)M
dins Fp[(g]], es tracta d’una algebra graduada per Z/(p — 1)Z. Posem M =
®aMa, on a € Z/(p - 1)Z.

Definicié 3.1. Es diu que }_an¢" € M, té filtracié k si és la imatge d’una
forma modular f € M(I';(N)) no divisible per A dins M; aleshores k = «
(mod p—1). El principi del g-desenvolupament permet parlar de la filtracié

de f.

Definicié 3.2. S’anomena 6-cicle de Tate de f la seqiiéncia dels p — 1

nombres enters formada per les filtracions de 8f, 62f, ..., §P~1f.

Recordem alguns resultats sobre les filtracions de les formes modu-
lars (mod p); en ells hi trobem la relacié de I’operador de Hecke Uy i les

filtracions.

Proposicié 3.3. (cf. [Se 73], [Ka76], [Jo82], [Gr90]). Sigui f(q) =
Y- ang" una forma modular (mod p) per a Ty(N). Aleshores es té:

i) Si f t€ filtracid k amb m.c.d. (k,p) = 1, aleshores 6f té filtracié k+p+1;
a més, sila filtracié de f satisfa 2 < k<pik' =p+1—k, es té que 6% f
té filtracic < p+ 1+ k', amb igualtat si, i només si, f|U, # 0.

ii) §i f és una forma de Hecke (mod p) amb a, # 0, aleshores f té filtracié
kamb2<k<p+1.

iii) i f(q) = X" ang™ €s una forma de Hecke (mod p) amb a, = 0 i filtracié
k amb 3 < k < (p+ 3)/2, aleshores 6P~k f t¢ filtracié p+ 3 — k.

També recordem el teorema d’Ash i Stevens que facilita un proce-
diment per tal d’obtenir tots els sitemes de valors propis (mod p) a partir

d’aquells que provenen de pes < p + 1.

Teorema 3.4. (cf. [Ash-St86]). Si f és una forma de Hecke (mod p)

de tipus (N, k,€), aleshores ezisteizen entersm i k' amb 0 < m < p—1
P p ’
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k' < p+1 i una forma de Hecke (modp), g, de tipus (N, k' €) tal que f
i ™ g tenen els mateizos valors propis per a tots els operadors de Hecke

llevat, potser, de Up.

Per acabar aquesta seccié esmentem breument la teoria dels aixe-
caments de formes modulars (mod p) a formes modulars en caracteristica

Z€ro.

Triem @p una clausura de Q, i posem Z, la clausura entera de Z, dins
Q Sigui P 'ideal maximal de Z,. Si F, és un cos finit de caracteristica p,
fixem una immersié de F; dins F, = Z,/®, €l cos residual de Z,.

Definicié 3.5. Sigui f(¢g) = Y. an¢" una forma nova (modp) de tipus
(N, k,¢), definida sobre Fy. Una forma nova F(g) = S Ang™ per a1 (M),

definida sobre Z,, és diu que és un aixecament de f si
Ap=a, (mod ),
per a tot n > 1.

Definicié 3.6. Si ¢ és un caracter de Dirichlet modul N amb valors a F,,,

existeix un tnic caracter de Dirichlet ¢y modul N amb valors a Z, tal que

en(f) = €(f) (mod B),

per atot £ € (Z/NZ)*. El caracter €y s’anomena |’aixecament multiplicatiu

de €.

D’altra banda, denotem per X, : (Z/pZ)" — Z, el caracter de Teich-

miller, que satisfa

xp(n) = n (mod p) per a tot n € Z,m.c.d.(n,p) = 1.

El resultat segiient mostra com certes formes noves ( mod p) admeten

aixecaments de pes 2.

Teorema 3.7. (cf. [Se88), [Gr90]). 1) Sigui f una forma nove (mod p)
de tipus (N,2,¢). Aleshores ezisteiz un aizecament de f a una forma nova
F de tipus (N,2,en), definida sobre z,
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2) Sigui f una forma nova (modp) de tipus (N, k,¢€), amb 3 < k <
p+1. Sik=p+1, suposem a més que la filtracié de f és p+ 1. Aleshores

k=2

ezisteiz un aizecament de f a una forma nove F de tipus (Np,2,en Xp

amb coeficients a Z,.

Per raons d'ds futur, introduim les definicions segiients:

Definicié 3.8. Una forma parabolica de Hecke (mod p)
fl@) =) anqg"

es diu p-ordinaria si el valor propi de 'operador de Hecke U, és no nul o,
equivalentment, si
ap#0 aF,.

En cas contrari, diem que f és p-supersingular.

Definicié 3.9. Una forma parabolica de Hecke, definida sobre Z,,,
F(q) = Z Ang"

es diu P-ordinaria si ’

’ A, #0 (mod P).

En cas contrari, diem que F és P-supersingular.

§4. Formes modulars complexes

Una vegada introduides les formes modulars en el sentit de Katz, en aques-
ta seccié es recuperen les formes modulars classiques (definides sobre C).
Per bé que la teoria és molt extensa en aquest camp, passem a recordar
tnicament els estris que usarem a partir del capitol 5: involucions de Fri-

cke, operadors traga i series d’Eisenstein de pes 1.
Sigui F(z) una funci6 holomorfa del semipla superior de Poincaré H,
k un enter positiu i v = (‘CI s> un element de GL} (R). Es defineix la

funcié
az+b

F(2)l[le = det(n)*(ez + )™ P

).
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uan l’enter k estigui sobreentés escriurem simplement F|y.
gu P

Sigui N un enter positiu. El grup modular To(N) es defineix com

usualment:

To(N) = {(‘; 3) € SLy(Z): ¢ = 0 (mod N)} .

Amb les notacions del §2, en el cas particular R = C, obtenim el

C-espai vectorial de les formes modulars
M (T2 (N))
definides sobre C. Es clar que
Mi(T1(N)) = ©Mi(N,¢),

on ¢ descriu els caracters de Dirichlet modul N. A més, 'espai Mi(N,¢€) es
pot identificar (cf. [Ba-Ne 81]) amb el de les funcions holomorfes

F:-H-C
que satisfan:

1)Fly = e(d)F , ¥y = (: b) €To(N) i
2)F|yo admet una expressié Z Bpe?™in/N vy € SLo(Z).

n2>0

A continuacié recordem les involucions de Fricke (cf.[Fri 22], [Fri 28],
[At-Li 78)) i 'operador traga entre certs espais de formes modulars definides
sobre C.

Considerem les descomposicions de N = M@ com a producte de dos
enters positius i primers entre ells. Cada caracter de Dirichlet ¢ modul N
pot ser expressat com € = EMEQ, OD EM 1 €Q sén caracters de Dirichlet

modul M i Q, respectivament. Posem

wo= (5 d)

onz,y,z,w€Z y=1(mod Q),z=1 (mod N/Q),i det Wo = Q.
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Llistem algunes de les propietats més interessants de ’acci6 de 1'ope-
rador Wg sobre ’espai de formes modulars definides sobre C:

e Si F és una forma modular (resp. parabolica) de tipus (N, k,epmeq),
F|Wg és una forma modular (resp. parabolica) de tipus (N, k,emEqQ), on

“ 7 denota la conjugacié complexa. A més,

F|Wq|Wq =2m(Q)eq(-1)F .

' _ Qx’ y’
We = (Nz' Qu'
amb z',y',z',w’' € Zidet W'q = Q, aleshores

FIWq = m(z)eo(y')FIWg .

En particular, 'acci6 de Wg no depen de 'eleccié dels enters z, y, z, i w.

e Si {4 N i F és una forma modular de tipus (N, k,epmeq) funcié propia
per l'operador de Hecke T, amb valor propi A, aleshores F|Wq és funcié
propia per T, amb valor propi A¢Eq(¢).

e Les involucions de Fricke preserven les formes noves. Concretament, si F
és una forma nova de tipus (N, k,epeq), aleshores existeix una forma nova
F' de tipus (N, k,emEq) i una constant Ag(F) (anomenada el pseudo-valor
propi de Wg en F) tal que

F|Wo = Ag(F)F'.

Es prova que el nombre complex Ag(F’) és un enter algebraic de modul 1.
Es té

AQ(F)Ag(F') =Em(Q)eq(-1),
i s1 escrivim els desenvolupaments de Fourier
F(q)=)_ Ang", F'(g)=) A'ng",
n2>1 n>1
aleshores .
A = { ApEe(p) sipt@Q
P7 \ 4pem(p) siplQ.
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També
F|Wx = Mn(F)F,
on
F(q) := ZZ,.q".
n>1

e Si Q = p" és poténcia d’un primer amb m. c.d.(Q,N/Q) =1,i F(q) =
Y Anpg" és una forma nova de tipus (N, k,emeq) tal que A, # 0, aleshores

el pseudo-valor propi ve donat per la férmula segiient:

Ao(F) = Q¥*71C(eQ)/Aq,

on C(eQ) = D 1<n<@-1 eg(n)e?™™/(Q-1) és la suma de Gauss del caracter
€@, amb el conveni C(eq)=-lquan Q@ =pieqQ és el caracter trivial.
Les involucions de Fricke estan estretament lligades a les involucions

de Weil a la vista del seguent

Teorema 4.1. (cf. [At-Li78), [Gr90]). Sigui F(q) = 5= Ang™ una
forma nova de tipus (Np,2,en€p), definida sobre un cos de nombres, pt N.
Aleshores

v Flwe =M (F)F',
on F'(q) = 3. A'ng" és una forma nove de tipus (Np,2,enNEp) i A¢(F) és

una constant no nulla. A més,

A, =AnE(n er a tot n primer amb p.
P p P p

Sigp =1, aleshores F' = F, A,,2 =en(p), i Ac¢(F) = —4,.

Siep #£1, aleshores A'pA, = pen(p) 1 la constant A¢(F) ve donada

per
ep(=1en(p) Ty p(d)C°
Ap '

A(F) =

Observacié 4.2. Quan €, és el caracter trivial es té F|W, = Fluwg; és a
dir, \p(F) = A¢(F) = —A4,. En general, si F és nova de tipus (Np,2,en€p),

les formes F|W, i F|w¢ difereixen en un miltuple de la forma nova F'.
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D’altra banda, les involucions de Fricke permeten donar una expressié
senzilla de l'operador traga entre certs espais de formes modulars definides
sobre C (cf. [Sh-2 73], [Ko 76]). Concretament, si N és un enter positiu
primer amb p, tenim la igualtat

10

P
ro(N) (0 P) FO(N) = FO(N)Wp U U rO(N)‘Vi y

j=1
on vy; = <(1) ;) i la reuni6 és disjunta. Si posem o; = W, 'v;,1<j < p,
10p41 = 1 s’obté un sistema de representants de I'g(Np)\T'o(N):

p+1

To(N) = (J To(Np)o;

j=1

Sigui ara ¢ un caracter de Dirichlet modul N. Aleshores es pot definir
I’operador traga -

p+1
Tr : Si(Np,¢) > Si(N,¢),  Tr(G) =) Gllo;],.

=1
Es facil veure que
Tr(G) = G + ¢(p) ' p' /2 G|[W, ), |U, ;

relacié que usarem posteriorment.

Recordem finalment les definicions i propietats basiques de les seéries
d’Eisenstein de pes 1 definides sobre C. Una informacié més detallada es
troba en el vast treball de Hecke [He 27].

La lletra p segueix denotant un nombre primer, ara amb p > 3. Fixem
una extensi6 a Q de la valoracié p-adica v, de Q, normalitzada de manera
que vp(p) = 1. Sigui P el primer de Q, dividint p, que I'extensié determina.

Denotem per 3 el caracter de Dirichlet modul p,
v:(Z/p2) - Q,
tal que

Y(n)n=1 (mod p) peratot n € Z, m.c.d.(n,p)=1.
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Observem que, després de la immersié QcC @p determinada, ¥ és l'invers
del caracter de Teichmiiller x,.

Resulta de Hecke que Pespai de les séries d'Eisenstein de pes 1 per al

grup de congruencia

T(N) = {-,: (‘; Z) € SLy(Z): 7 = ((1) ‘;) (mod N)}

esta generat per les formes

{G](Z; a, a21p)}a1,02€Z

definides per

v 271 .
Gi(z;a1,0a2,p) = C(al,az,P)—%' Z sgnm(},“”"ez’"("‘ m12/p)

m-m; >0
m;=a; (mod p)

amb

a) ! sgnmsy
C(alaa21p) =6(— T 14s
F‘ p Z |m2|1+3

my=a, (mod p) 8=0

T Z’ sgnm)
p |m1|s

m;=a, (mod p)

Y
=0

on(, = €2™i/P_§ és la funcié quasi-nul-la que pren el valor 1 sobre els enters,

1 Z' denota que la suma s’estén a totes les parelles, llevat de m; = ma = 0.
Si (‘: (bi) € SLy(Z), se satisfa 1'equacié funcional

az+b
1 1ay,a;,p) = (cz + d)G,(z; a0 + cag, ba;, + dasz,p).
cz+d

Per a cada caracter de Dirichlet ¢ modul p tal que p(—1) = —1, siguin

Gie= Y. P(n)Gi(z0,n,p),

nmod p

Grpe= _ @(m)Gi(zin,m,p).

n,mmod p
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Les formes G1,, i G2,, son séries d’Eisenstein de tipus (p, 1,¢) definides
sobre C; en la punta oo, tenen per desenvolupaments de Fourier:

Gl’“, —2L(1 ) — (e 4miC( ‘P) Z @(m)e 21nmm1z‘

m>0
m, >0

Ga,p, = —2miL(0,p) — 47 Z v(ml)ez”"" miz

m>0
m; >0

on L(s,p) és la funcié L de Dirichlet i C(¢) és la suma de Gauss per al

caracter ¢. Per ser ¢ un caracter senar, ’equacié funcional
R AT L5, 0) = ~iCleIn IS0 - 5,7)

porta a la igualtat L(0,¢) = (C(¢)/77)L(1,). D’altra banda, les relacions
d’ortogonalitat ens proporcionen C(¢)C(%) = —p. D’on

G]M = C(p¢)G2,¢ .
Siguin
Ei, = _Gip o = 2mC(p) _ 2
v 2L(1,%)] T UpL(LE)  L(0,p)’
aleshores

El,:,o =1l+c, z ‘p(m)eh'im mz

m>0
m1>0

Ja que L(1,9) = () Z Z ¢(n)n, tenim
p 1<n<p-1
2p
ElSnSp—] ‘p(n)n .

Cp=—

El caracter ¢, abans introduit, és un generador del grup de caracters
de Dirichlet modul p. Per tant, existeix un tnic enter t amb 1<t <p-—1

tal que ¢ = ¥ ~". Un calcul estandard en sumes de Gauss condueix a
o, =0 (mod P)e=t=p-2<=p=1.
Notem que la serie d’Eisenstein E, ,, és de tipus (p,1,) i satisfa

Eyy=1 (modP).
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§5. Corbes de Weil

Acabem aquest capitol recordant les diferents definicions equivalents de les
corbes el-liptiques dites de Weil, aixi com la important conjectura de Hasse-

Shimura-Taniyama-Weil.

Sigui E una corba el-h'ptica sobre Q, Ng el seu conductor geometric

1 1 An

Ael—® ql;le 1= A+ 02 = n

L(E,s) = H T

¢{|Ng

la seva L-serie de Hasse-Weil. Recordem que
A¢ =1+ £ — nombre de punts a E(lFl) ,

on E és la corba que s’obté en reduir una equacié minimal de E modul el

primer £. Sabem que L(E', s) convergeix en el semipla
Re(s) > 3/2.
En afegir els factors d’Euler a l'infinit, considerem la funcié
Ag(s) = N;/2(21r)"1‘(s)L(E,s),
que és holomorfa per a Re(s) > 3/2.
Definicié 5.1. Una corba el-liptica E sobre Q es diu de Weil si satisfa una

de les condicions equivalents segiients:

i) La funcié Ag(s) admet prolongacié analitica a tot C i satisfa I’equaci6
funcional
Ap(2-35) =wAEg(s),

on w = +1.

ii) L’anti-transformada de Mellin de Ag(s) és una forma nova, definida sobre
C, de tipus (Ng,2,1). Es a dir, existeix una forma nova F € S5(NEg,1) tal

que

(—i)’N,’Z/Z/O F(2)2* Vdz = Ag(s).
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A més, la forma F satisfa

F ("le) = —wF(z).

iii) La corba E és isogena a un factor de la jacobiana Jo(NE),q de la corba

modular Xo(Ng),q-

iv) Existeix un morfisme Q-racional no constant ¢ : Xo(NEg) n—E tal que

¢*(U~’E) =c ZA"e%n'nz dZ,

n>1

per a certa constant ¢ (la constant de Manin).

Conjectura 5.2. (Hasse-Shimura-Taniyama-Weil). Tota corba el-liptica

E sobre Q és de Weil.

L’origen d’aquesta conjectura es remunta a una exposicié de Taniya-
ma (cf. [Tan 55-], o bé el recull, escrit en japonés, que es troba en les seves
obres completes). Des d’aleshores enga ha estat contrastada numeéricament
en diversos treballs. Adhuc és ben conegut que algunes families de corbes
el-liptiques satisfan la conjectura; per exemple, les corbes el-liptiques amb
multiplicacié complexa [Sh-2 71]. Com ja s’ha esmentat en la introduccid,
aquesta conjectura implica el darrer teorema de Fermat (cf. [Fr 86}, [Se 87],
[Ri90]).
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Representacions de Galois modulars

Ramanujan a [Ra 16], a la vista del desenvolupament del discriminant

Alg)=q J[JTa-a9™ = 7(n)e",
n=1 n=1

conjectura
(1) r(mn) = 7(m)7(n),
(2) (™) = 7(p") 7(p) — P T(P"7Y),
(3) I7(p)| < 2p'/%,
i prova
(4) r(p) =1+ p" (mod 691),

per a m i n enters positius primers entre ells i p un primer.

Les dues primeres relacions foren provades per Mordell un any més
tard a [Mo 17], i no fan siné traduir el fet que A és una forma de Hecke.
En efecte, A és 'inica forma nova de tipus (1,12,1), definida sobre C (per
exemple, cf. [He 37]). La tercera relacié conjecturada per Ramanujan era

la que més es resistia.

Serre [Se 67] i Swinerton-Dyer [Sw 73] compilen les congruéncies per
als coeficients 7(n) obtingudes per Wilton en la década dels 30, Bambabh,
Lahivi, Lehmer i Ramanathan en la década dels 40, i Kolberg, Ashworth i
el mateix Swinnerton-Dyer en la dels 60. Aquestes congruencies s’afegien a

la ja provada per Ramanujan (4). Citem, per exemple:
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(p)=p+p' (mod7),

(p)=1+p (mod3),
0 (mod 23) si (&)= -1,

23
T(p) = 2 (mod 23) si p és de la forma u? + 2307,
—1 (mod 23) si (&) = +1, perd no és de la forma u? + 23v?.

Més congruéncies es troben a [Sw 73].

Degut a aquests fets, a [Se 67] es planteja la qilestié de si hom po-
dia esperar noves congruéncies de la funcié 7 de Ramanujan per a altres
primers. El cami per trobar la resposta, indicat per Serre, es val dels treballs
de Shimura sobre lleis de reciprocitat per a extensions no resolubles [Sh 66],
on s’interpreten els coeficients de Fourier de certes formes de Hecke de pes
2 com a traces de les imatges dels elements de Frobenius, mitjangant re-
presentacions de Galois p-adiques. A [Se 67] es conjectura I’existencia d'un
sistema compatible de representacions galoisianes, p-adiques i (mod p), as-

sociat a una forma de Hecke de tipus (N, k,¢).

En aquesta direccid, Shimura obté conclusions satisfactories per al
cas de pes k = 2 (cf. [Ei54], [Sh71]). Per a k > 2, el teorema d’existéncia
d’aquestes representacions s’atribueix a Deligne, qui a {[De 71] en déna una
prova completa per al cas de la forma modular A. Aquest teorema servi a

Deligne, com a punt de partida, per provar la relacié (3) conjecturada per
Ramanujan.

Posteriorment, Langlands i Ohta, sota el punt de vista de la teoria de
les representacions automorfes, ho generalitzen per a un nivell N arbitrari
(cf. [Lan 73], [Oh82]). També Hida a [Hi86], a partir de la cohomolo-
gia parabolica i les algebres de Hecke universals i d’Iwasawa, aconsegueix
una prova de l'existéncia de la representacié p-adica per al cas de formes
modulars p-ordinaries. Recentment, a [Gr 90}, Gross ha obtingut una de-
mostraci6 senzilla de I'existéncia de la representacié (mod p) aprofitant els
resultats de Serre, esmentats en el capitol 1, sobre els aixecaments de formes

modulars.

En aquest capitol recordem dos teoremes de Shimura i Deligne on es

relacionen les formes modulars amb les representacions del grup de Galois
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absolut Gg = Gal (Q/Q). Pel seu interés, hem cregut oportii incloure un

esbds de les demostracions d’ambdos.

§1. Representacions modulars p-adiques

El primer resultat que recordem és el

Teorema 1.1. (cf. [Sh71]). Sigui F(q) = Y Anq" una forma nova
de tipus (M,2,eF), definida sobre una eztensid finita K de Q,. Sigui Ok

Danell de valoracié discreta corresponent.

Aleshores ezisteir una representacid de Galois continua
pr: Gg — GL2(Ok),

tal que:
1) Es no-ramificada en els primers £{ Mp.

2) Per a cada primer £{ Mp se satisfd

tr (pr(Frobe)) = A det(pr(Frobe)) = er(£)L.

DEMOSTRACIO (cf. [Gr90]). Sigui J1(M),q la Jacobiana de la corba
modular X; (M) /@i aquesta varietat abeliana té bona reduccié en tot primer
¢4 M. Les congruencies d’Eichler-Shimura [Sh 71, teorema 7.9] asseguren

que

Ty,ab = Verg + < € >a1p Fre
Ver, Fry = Fry Ver, = ¢,

a End(Jy(M)/g,), on Fre i Ver, denoten I'endomorfisme de Frobenius i el
Verschiebung, respectivament.

Sigui Tp Ji(M) = lim J1(M)[p")(Q) el p-modul de Tate de Ji(M),q, 1
considerem V = T, J,(M)®z, K, que és un modul sobre la K-algebra TQ K.
El grup de Galois Gg opera K-linealment sobre V, i la representacié que

indueix aquesta accié és no-ramificada fora de Mp. D’altra banda, ja que
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els endomorfismes que generen T estan definits sobre Q, les accions de Gg
i T® K sobre V commuten. '

La forma nova F proporciona un morfisme de T® K amb valors a K
A:TK - K,

tal que (T, ® 1) = A¢pera{ Mi A< d> Q1) = er(d) per a d €
(Z/MZ)".

Prenem W el subspai vectorial de V sobre K on T ® K hi opera a
través del caracter A. L’espai W té dimensié 2 sobre K. En efecte, per
ser F' una forma nova, el teorema de multiplicitat 1 d’Atkin-Lehner-Li (cf.
[At-Le 70], [Li 75]) ens assegura que 'espai propi per a tots els operadors
de Hecke amb els valors propis de F és de dimensié 1. D’altra banda, tenint
en compte el teorema de comparacié entre la cohomologia étale i la singular
(cf. [Fre-Ki88]), la representacié de T ® K sobre V és la suma directa de
P’accié sobre les diferencials i la representacié dual (cf. [De 71)).

Obtenim aix{ una representacié continua
rrp: Gg — Aut (W) v GLy(K),
que és no-ramificada en els primers ¢ { Mp. Per ser rp continua, i Gg
compacte, la imatge de rr deixa estable una Og-ret de rang 2.

Sigui Frob, un automorfisme de Frobenius en £. Per les congruencies
d’Eichler-Shimura tenim que

A¢ = £rp(Froby) ™' + ep(¢) rr(Froby),
a Endg(W). D’on, rp;(Frob[) satisfa 1’equacié matricial
z? - A¢fer()z + Llep(l).

Per tal de veure que es tracta efectivament del seu polinomi caracteristic
comprovem que det(rp(Frob,)) = £/ep(£) . Estudiem, doncs, la representa-
ci6 det(rr). Observem d’entrada que, per ser W de dimensié 2 sobre K ,
espai vectorial de les formes bilineals alternades definides sobre W és de
dimensi6 1. Es construeix una forma bilineal alternada definida sobre W de

la manera seglient:
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Considerem ’aparellament de Weil
(,): Ty i (M) x Ty J1(M) = Tp(Gm) = Zp(1),

que és alternat, respecta 1'accié de Galois, i satisfa (ta, b) = (a,t* b) per a
tot ¢ € End(J3(M),q), on * és la involucié de Rosati. Es defineix

<\ > Ty (M) x Ty (M) = Ty (Gm) = Z(1)

per la férmula
< a,b>=(a,wed),

on w¢ és la involucié de Weil, abans introduida. Indueix un aparellament

alternat i no-degenerat
<,> WxW-=K.
Sia,b€ W i o¢ és la projeccié de Frob, a Gal{Q(¢)/Q) tenim:
< a,b>% = (a,w b)”* = (a”,w b7) = (a”,w¢ < £> b%)
= (a®,weep() b7) =< a®,ep(£) b7 >=ep(f) < a®,b% > .

I també,

< a,b>% = (a,w¢ b))’ =Lla,wcb)=£€<a,b> .

D’on s’obté que
< a%,b% >=<a,b> L/ep(f)
i, per tant, det(rp(Frob,)) = £/er(£).
Finalment, podem veure el caracter de Dirichlet ¢ com un caracter
galoisia fent
er: Gg — Gal(Q(()/Q) = Z/MZ* — K*,
i definir
pr=rr QEF.

La representacié pr és no-ramificada fora de Mp, i per a cada ¢ } Mp,

z? — Az + Lep(0)
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és el polinomi caracteristic de pp(Frob,). O

Es per raons d’ds posterior que recordem també la prova original del
teorema de Shimura. ‘
DEMOSTRACIO (cf. [Sh71], [Sh73]). Primer s’utilitza el teorema de Wed-
derburn per descompondre 'algebra de Hecke; el factor simple de I’algebra
associat a F' proporciona una varietat abeliana Ar que és un “factor” de
J1(M),c. Existeix una distincié subtil segons que es prengui aquest “fac-
tor” com a subvarietat o com a quocient de J,(M),c; aquesta dualitat prové

del fet que, sobre C, tenim un aparellament
G )aomy e Qnony e X Toy a0 = €,
entre els espais cotangent i tangent a I'origen. Aquest fet fa que es dupliquin

les férmules (relacions de commutativitat entre els operadors, congruéncies

d’Eichler-Shimura ...).

L’espai de les diferencials invariants Q, ) Jq Sobre J1(M),q s’iden-
tifica amb 'espai de les diferencials regulars sobre X;(N) /@» d’on es té que
QJI(M)’C = QJI(M)/Q ®C= HO(XI(N)/C,QB{I(N)/C) 1, per tant, en tractar
les formes modulars és més natural treballar a ’espai cotangent.

Aleshores la construccié de Shimura del quocient de Jy (M) /C>
v:Ji(M)/;c — Ar,
satisfa:
1) Ar i v estan definits sobre Q: el nucli de v és connex,

2) dim Arig=[KF : Q], on KF és el cos de nombres definit per F', amb anell
d’enters Op,

3) en reemplagar la varietat abeliana Ar per una altra d'isdgena, si és
necessari, es té que Ap|q té multiplicacié Q-racional per ’anell Op,

1 Op i End(Apm) ’
de manera que i(A,) ve donat pel diagrama commutatiu segiient

Ta,Alb
JI(M) Q — Jl(M) Q
/ /

.| a
i(An)
AFlp —— Afe.
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4) Vespai Q4 de les diferencials invariants s’identifica (via v*) amb 'espai
de les formes paraboliques generat per les formes conjugades F'° de la forma
F (o € Aut C).

El criteri de Néron-Ogg-Safarevi¢ assegura que Ap|g té bona reduccié
fora de M. Si V(Ar) = Tp(Ar) ® Q, és €l Q,-modul de Tate associat a la
varietat abeliana Ap)q, en fer s de les congruencies d’Eichler-Shimura, es

troba, com abans, que la representacié p-adica
rr : Gg — Aut x(V(AF)) = GL2(K),

convenientment tor¢ada, satisfa les condicions del teorema. O

Observacié 1.2. Notem que aquests torcaments addicionals son deguts al
model de X; (N ) que hem triat. Si, d’entrada, haguéssim escollit €l problema
de moduli que classifica les parelles (E,a) on a: Z/NZ — E[N] hauriem
trobat una altra corba X;(IN)'; en aquest cas, les congruéncies d’Eichler-
Shimura corresponents ens haurien estalviat aquest torcament pel caracter

EF.

§2. Representacions modulars (mod p)

El segon resultat que recordem és el

Teorema 2.1. (cf. [De71]). Sigui f(g) = 3 anq" una forma de Hecke
(modp), definida sobre Fy, de tipus (N, k,e). Aleshores ezisteiz, llevat

d’isomorfismes, una tinica representacié de Galois continua i semi-simple
ps: Go — GLz(Fy),

tal que:
1) Es no-ramificade en els primers £ Np.

2) Per a cada primer £{ Np se satisfd

tr (ps(Froby)) = a, det(ps(Froby)) = e(0)e! .
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DEMOSTRACIG (cf. [Gr90]). Es facil veure que ens podem reduir al cas
en qué f sigui una forma nova (modp) de pes k, amb 2 < k < p + 1.
En cas que k = p + 1 podem suposar també que f té filtracié p + 1. En
efecte, si f és una série d’Eisenstein, 'existéncia de ps resulta de la teoria
de cossos ciclotomics i aleshores py redueix. Es pot suposar, doncs, que f és
parabolica. Si f és parabolica de pes k = 1, és senzill trobar g(¢) = 3 b, q"
una forma de Hecke (mod p) de tipus (N, p,¢) en 'espai < A f, Vo f > amb
by = a¢ per a £ # p; aleshores I'existéncia de p; queda reduida a la de Pg
Ja que, en tal cas, tindrem py = p,. D’altra banda, si f és parabolica de
pes k > 2 el seu sistema de valors propis {a,} ¢tNp POt ser recuperat a partir
d’una forma parabolica g de pes k amb 2 < k < p+ 1. Més concretament,
esté 8'g = fperacertaiamb0<:<p—1i, aleshores, 'existéncia de
pg propociona l'existéncia de p; = p, ® x ', essent x la reduccié mddul p
de xp (cf. capitol 1, teorema 3.4). Quan k = p+ 1 i la filtracié de f no
ésp+ 1, tenim f = Ag amb g de pes 2, i py = p,. Finalment, és clar que
podem suposar, a més, que f és nova.

Pel teorema 3.7 del capitol 1, existeix F(q) = Y- Ang", definida sobre
’z',,, un aixecament de f, que és una forma nova de tipus (N, 2,¢ F)sik=2
o de tipus (Np,2,er)si3 < k< p+1l,0onep = ENX£;2 i €N és aixecament
multiplicatiu de €. Recordem que els coeficients de Fourier A, de F, aixi
com els valors del caracter ¢, pertanyen a Ok, una extensi6 entera i finita
de Z, amb cos de fraccions K. Per construir la representacié modular
(mod p), py, s’aplica el teorema 1.1 (amb M = N o Np) a la forma nova
F aixecada de f. Es considera la reduccié de pr moddul I'ideal maximal
p:= O NP de Ok, i es defineix ps com la semi-simplificada d’aquesta
reducci6. El teorema de Brauer-Nesbitt garanteix, isomorfismes a part, la

unicitat de la representacié pj.

Comprovem finalment que p; satisfa les condicions que requereix el
teorema. Clarament ps és no-ramificada fora de Np per ser-ho pr. També,

per tenir

Ay =ay (mod p)
er(0)€ = en(€)xy2(0) = e(€)¢*~!  (mod p),

el polinomi caracteristic de ps(Frobe) és 22 — az + ¢(£) 5~ . 0O
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L’anterior resultat porta a la nocié clau de representaciéo de Galois

residual modular:
Definicié 2.2. Una representacié residual
p: Gg — GLo(F,)
es diu modular si existeix una forma de Hecke (mod p)
fl@) =) ang"

tal que p == py, on py és la representacié associada a f pel teorema 2.1.



CariTOL 3

Propietats locals

En aquest capitol es revisa el comportament local en p de la representacio
modular p; associada a una forma nova (mod p). Copsar aquest comporta-
ment ha estat un punt clau per a que Serre pogués precisar Iinvariant pes

associat a una representacio.

Es presenten dues situacions, ben diferenciades, segons que la forma
modular (mod p) sigui p-ordinaria o bé p-supersingular. El cas ordinari ha
estat tractat per diferents autors: Deligne, Hida, Mazur, Tilouine, Wiles

. El seu punt de contacte amb les “conjectures principals”, la teoria de
deformacions, etc. ha provocat un estudi exhaustiu d’aquest cas. Algunes
referencies son: [Hi 86), [Ma-Ti 90, [Ma-Wi 84], [Ma-Wi 86], [Ma 90],
[Ti87], [Ti88], [Wi8é].

Per contra, el cas supersingular roman molt més inexplorat. Tractat
en la correspondéncia, no publicada, entre Fontaine i Serre, ens limitem a

donar-ne una breu descripcio.

§1. Formes modulars ordinaries i representacions or-
dinaries

Sigui F, un cos finit de caracteristica p. Denotem per C la categoria dels
anells locals, noetherians, complets i amb cos residual Fy. Els objectes de
C els anomenem “anells locals de C”, i els morfismes de la categoria sén els
homomorfismes de anells locals que indueixen la identitat sobre els cossos

residuals.
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Triem una extensié a Q de la valoracié p-adica de Q i sigui P el
primer de Q sobre p corresponent. Denotem I, el grup d’inércia de Gg que

correspon a ‘B.

Definicié 1.1. Una representacié 2-dimensional
p: Gg — GLy(A) (A€C)

es diu P-ordinaria si per a M = A x A, vist com a Gg-modul via p, el modul
quocient M;, dels elements de M co-invariants per I, és un A-modul lliure

de rang 1 i un factor directe de M com a A-modul.

Observacié 1.2. Notem que la nostra definicidé de representacié ordinaria
es correspon amb la definicid de representacié co-ordinaria de Mazur a

[Ma90]. La transformacié
p— p®det(p™!)

intercanvia les representacions ordinaries i co-ordinaries.

Retornem a les formes modulars definides sobre Z, i (mod p). Sigui
f(g) = Y anq" una forma de Hecke (mod p), definida sobre F,, de tipus
(N,k,e) amb 2 < k < p+ 1. Posem py la representacié modular (mod p)
semi-simple associada a f. Considerem F(g) = 3 A,q" un aixecament de
f, definit sobre K C @p. Posem pr la representacié p-adica associada a

la forma nova F. A continuacid, estudiem el comportament ordinari de les

representacions pr i ps segons la forma modular f.

Teorema 1.3. (cf. [Wi86]). Sigui F(q) = 3 Anq" una forma nova,
definida sobre K C @w de tipus (M,2,eF). Sigus

pr: Gg = GLz(Ok)
la representacid p-ddica associada a F. Es té que
F és P-ordindria = pp és P-ordindria.

Més encara, la restriccié de pr al grup de descomposicié Dy »» Gal (6,,/@,,)

es veu, en una base adequada, com

€1 *
pFlD, =<0 62) ’
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on €2 €s un cardcter no-ramificat.

DEMOSTRACIO (cf. [Wi 86], [Ma-Ti90]). Sigui Af|q la varietat abeliana
associada, per Shimura, a la forma nova F. Per un teorema de Langlands
[Lan 73] podem assegurar que si A, # 0, la varietat abeliana Afjg té
reduccié semistable sobre el cos de descomposicié Q. associat, per la teoria
de cossos de classes, al caracter er. A més, si er és ramificat en p, aleshores

AF|q té bona reducci6 potencial en p.

Ens podem reduir al cas en que Apjg té bona reduccié potencial
en p; altrament, la reduccié de Ar|g en p és purament multiplicativa i la
forma requerida per a la restriccié de pr al grup de descomposicié resulta
de la generalitzacié de la corba de Tate per a varietats de dimensi6 superior

donada en el teorema 1 de [Ray 70].

Per consegiient, ens cal considerar dues possibiltats: que p t M 1
aleshores Ap|g té bona reduccié sobre Q,, o bé que p | M i aleshores, en
aplicar el teorema de Langlands, tenim que Ar|q adquireix bona reduccioé
després de fer el canvi de base de Q a Q.. Denotem per L el cos (contingut
a @p) segiient: L=Q, sip{ Mo L=Qcp la completacié de Q. segons
P,sip| M.

Considerem el grup P-divisible sobre L de Ar/L
Ar/L[B”] = @AF/L[‘AB"]-

Es tracta d'un grup p-divisible amb bona reducci6 sobre L; aixo vol dir que
és la fibra genérica d’un cert grup p-divisible sobre 0L, 'anell d’enters de L.
El teorema fonamental dels grups p-divisibles (cf. [Ta 67]) garenteix que el
grup p-divisible en qiesti6, sobre Oy, és

Ao, [$%] = im Apjo, [$"] -

on Arjo, és el model de Néron de Ar/L sobre Op.

Posem F, el cos residual de @p. Per teoria general de grups p-
divisibles (cf. [Ta 67], [Fo 77]), la fibra especial de Aro, [$°] és un grup
p-divisible que descompon com a producte de dos grups p-divisibles. Esa
dir,

Ap 5, [B%] = A% 5, [37°] x AF /5, B,
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on A9 Fix, (%] és la component connexa de I’element neutre i A% Fip, [B] és
el seu grup de components. Aquesta descomposicié reflecteix una successié
exacta

0= Afjo, [B] = AFjo, [B7] = AFo, [$] - 0
de grups p-divisibles sobre Oy. Al seu torn, aquesta déna una successié

exacta
0= Ty(Ab0, [8%]) = Ty(Ario, [B7]) = Ty(A% o, 1)) — 0

de Gal (Q,/L)-moduls de Tate, on I'accié sobre el quocient T, (A0, [B])

és no-ramificada.

Notem que els moduls de Tate Tp( Flo,, [B]) 1 Tp( (AF0, [B]) sén
Ok-moduls, i la suma dels seus rangs és igual a dos. Hem de veure que
algun d’ells (i per tant tots dos) és de rang 1. Dit d’alta manera: el grup
p-divisible Ap|o, [P] és ordinari.

Comencem pel cas més senzill; és a dir, quan p { M. En tal cas
escollim un primer £t Mp i, per a un primer £ de K dividint ¢, considerem
la representacié £-adica associada a Afjq. L’element de Frobenius Frob,,
_ satisfa ’equaciéd :

2 — Apz +ep(p)p=0,
1, per ser A, de valoracié P-adica nul-la, una arrel és una unitat P-adica i
I'altra no. Ara bé, ’endomorfisme de Frobenius Fr, de End(A p/fq) també
satisfa ’equaci6 i les dues arrels es donen, ja que la representacié £-adica
és fidel. Per tant, els grups p-divisibles A% Flo, [$7] i A% o, [$*] sén no-
trivials; aleshores és immediat que la restriccié de pr a D, sigui com a

I’enunciat.

Veiem ara el cas en qué p | M. Gracies a resultats de Carayol a
[Ca 86] es té que una de les arrels de ’element de Frobenius Frob, , sobre
L, és una potencia de A,; de nou, una arrel és una unitat P-adica i I’atra no.
Per tant, s’obté que els moduls de Tate T,,(A(}.IOL [(B°°]) 1 TH( A‘F"OL [(B>))

s6n Ok-moduls de rang 1 i la successié exacta
0— TP(AF|0,, [8%]) = Tp(Arjo, [B7]) — Tp( AF]OL (B=))—0

és compatible amb ’accié de Gal (@p/ L). Si veiem Gal (@p /L) com a sub-
grup de D, = Gal (@,/Q,), certament pr pot venir donada per matrius
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triangulars superiors en restringir-nos a Gal (@,,/L). En particular, hem
determinat dos caracters: €; actuant a T,,(A(}'oL [B°°]) que és ramificat i ¢;
actuant a T,(A%|0, [$°]) que és no-ramificat. Ja que sén diferents, podem
recobrir Ty(A%) 0, [B]) segons

TP(A%'[OL (3] = n Ker(y — e1(7)),
~€Gal(Q, /L)

on els nuclis es prenen a T,(Arjo,[B™])- Sig € Gal (@p/Qp) aleshores
Paccié de Gal(Q,/L) sobre g(Tp(A‘;,loL [$>])) es realitza via el caracter

g g

ed,oned(7) :=e1(g7'vg). Jaquee] hadesere; oez,ie; és no-ramificat,

es pot veure que €] = €;; per tant, T,,(A(}-w’_ [B>°]) és estable per I'acci6 de
Gal (@P/QP). Aixi doncs, s’arriba a que

prlp, 2 (7
P~ \0 &/’
on €; és un caracter ramificat; resta per provar que ¢; és un caracter no-

ramificat de D,.

Ja que Ap|o, és un esquema abelia sobre Spec O, podem considerar
laplicacié de reduccié Ar|o, (L) — AF /K, (F,). La propietat universal del

model de Néron garanteix que el nucli

Ker(Arjo, (Z)— AFyr, (Fp))

és estable per 1'acci6 del grup de descomposicié D,. Per provar que ¢; és
no-ramificat, ens cal usar també el model de Néron, Apz,, de AF g, sobre

Z,; escruirem la seva fibra especial Ar 5, -

Per ser A /g, amb bona reduccié potencial, per a £{ M es té
T(Aryx,) = Tl(AF/Q,)I’ ,

on I, és el grup d'inércia de D,,. Ja que 4, # 0, pel resultat de Carayol (que

déna els factors d’Euler de la L série de la representaci6 ¢-adica), tenim que
ra.ngle((Ap/;p) =1 FI’p = A,,

sobre T((AF/Q, )l’ .
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La propietat universal del model de Néron sobre L proporciona un

unic morfisme
Apjz, X OL — AFjo,

que estén 'isomorfisme en la fibra generica; s’obté aixi un morfisme entre les
fibres especials: Ar 5, — AF/g, - Si ab(AFf,) denota la maxima varietat
abeliana quocient de Ar 5, , tenim un morfisme ab(Arf,) — AF/§, que
indueix un morfisme injectiu entre els seus £-moduls de Tate i, per tant, té
nucli finit. A més, per ser A, una unitat modul P, ab(Ar g, )Fp) # 0; d’on

s’arriba a que
ab(Ar 5, )[B7|(F,) = Arr, [3°)(F,) .,
és exhaustiu. Dit d’altra manera: els grups p-divisbles ab(AF /5, )[P*] i
AF 5, [B*] s6n isdgens.
Finalment, de la commutativitat de diagrama

Arz,(Z27) = Apx,(Fp)

! !

Ario, (07")» AF s, (Fp)

podem deduir que tots els elements de Apy, [B=)(F,) s6n de la imatge de
Arz,(Z37). Fent servir que el nucli del morfisme de reduccid és estable per

D,, s’obté que €3 és no-ramificat com a caracter des de D,. O

Teorema 1.4. (Deligne, cf. [Gr90]). Sigui f(q) = D anq"™ una forma
de Hecke (mod p), definida sobre Fy, de tipus (N,k,e), amb 2 <k <p+1.

Sigus py la representacio residual associada a f. Es té que
f és p-ordindria => p; és P-ordindria, per a tot P|p.

Més encara, la restriccid de py a un grup de descomposicié D, es veu, en
una base adequada, com

(Xk—l ,\((E)(P)/ ap) ,\(Z,))

on A(a) és el cardacter no-ramificat de D, que envia Froby, a l'element o de

F,.
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DEMOSTRACIO. Considerem una forma nova F que sigui un aixecament de
f com en el teorema 3.7 del capitol 1; recordem que F' depen de P'eleccié
d’un primer P de @p dividint p. Aleshores tenim que F és PB-ordinaria pel
fet de ser f una forma p-ordinaria. Del teorema anterior resulta que, si pr
denota la representacié P-adica associada a la forma nova F, pr és una
representacié P-ordinaria; d’on la representacié ps resulta ser P-ordinaria.
Els caracters que apareixen en l'accié del grup de descomposicié per ma-
trius triangulars superiors poden ser descrits a partir de la demostracié del

teorema anterior i ’expressi6 det(pr) = xeF = x*le. O

§2. Formes modulars supersingulars i representacions
supersingulars

Conservem les notacions de la seccio anterior.

Definicié 2.1. Una representacié 2-dimensional
p: Go— GL,(F,)
direm que és P-supersingular si la restrccié de p al grup de descomposicié

D,, és irreductible.

Observacié 2.2. Tindrem que si p és P-supersingular, aleshores la res-
triccié de p al grup d'inércia I, diagonalitza amb dos caracters ramificats;

el reciproc no és cert.

El comportament local en p d’una representacié modular (modp)

que prové d’una forma modular p-supersingular es descriu en el segiient

Teorema 2.3. (Fontaine, cf. [Ed91-)). Sigui f una forma parabolica de
Hecke (mod p) de tipus (N, k,e), amb2 <k < p+1. Es té que
f és p-supersingular = py és P-supersingular.

Més encara, la restriccié de py al grup d’inércia Ip es veu, en una base

(Yo witn)
0 ,/,p(k-l) ’

adequada, com
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on 1 és el caracter de Gal (@P/Q;,"),amb valors a Ff, que déna l'accid sobre

les arrels p* — 1 d’un uniformitzant.
L’anterior resultat juntament amb el teorema 1.4 ens porten al

Corol-lari 2.4. Sigui f una forma perabolica de Hecke (modp) de tipus
(N,k,e), amb2 < k< p+1. Es té que
i) f és p-ordindria <= pys és P-ordindria.

ii) f és p-supersingular <= ps és P-supersingular.



CaAPiTOL 4

La conjectura de Serre

Ens interessem per representacions (modp) continues del grup de Galois
absolut Gg
p: Gg — GL(V),

on V un F,,-espai vectorial de dimensio 2.

Observem que, pel fet de ser p continua, la seva imatge G €s un grup
finit; aixo fa que el cos de racionalitat de p sigui un cos finit F,. Per exemple,
si p # 2 o bé si p és irreductible, F, esta generat sobre F, per les traces dels

elements de G. A més, el nucli de p individua un cos de nombres galoisia.

A una tal representacié, Serre associa dos enters positius N, i k,,
aixi com un caracter de Dirichlet ¢, : (Z/N,Z)" — —]F-;. Aquests son els
anomenats invariants de Serre de la representaci6 p: N, el seu conductor,
k, el seu pes i €, el seu caracter. A continuaci6 recordem la recepta donada

per Serre a [Se 87] per al calcul de cadascun d’ells.

§1. El conductor N,

L’enter N, es defineix com el “conductor d’Artin (mod p)” de p. Es a dir,
s’imita la definicié del conductor d’Artin en caracteristica 0, en el ben entes

de restringir-se a les places primeres amb p.

Concretament, per a cada primer £ # p escollim una extensié a Q de

la valoracié £-adica de Q i considerem

GODGID"':)G.'D...
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la cadena de grups de ramificacié superior de G que correspon a aquesta
valoracié. Per a cada i, denotem Vi el subspai de V format pels elements

fixos per G;. L’exponent de ramificacié de p en £ ve donat per

o0

1 . .
n(¢, p) = Z (Go—:Gi)-codunfp Ve,
=0

Es tenen els fets segiients:
o n(p,f) = codimfp VGe 4 b(V), on b(V) és I’exponent de Swan o,
equivalentment, I’“invariant salvatge” del Go-modul V;
¢ U'exponent de ramificacié n(p,£) és un enter positiu;
o I'exponent de ramificacié n(p,£) no depén de I'extensié de la valo-
racié f-adica escollida;
e n(p,£) = 0 < p és no-ramificada en ¢;
e n(p,l)= codimfP V6o &= p és moderadament ramificada en 2.

Aleshores es defineix el conductor de p, N,, per la férmula:

N, = H me)
t#p

§2. El caracter é,,

El determinant de la representacié p és un homomorfisme
detp: Go — F; .

Per ser p continua, aleshores det p és també continu i, en conseqiiéncia, la
seva imatge és un subgrup finit (ciclic) de TF—;. Aixo permet veure detp
com un caracter de Dirichlet. Un calcul senzill, comparant els exponents de
ramificacié, mostra que el seu conductor divideix a N,p. Podem identificar,

doncs, det p a un caracter de (Z/N,pZ)" amb valors a F; i, per ser N, ip
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primers entre ells, aixo ens proporciona dos homomorfismes

¢: (2/p2)" —F,

e,:(Z/N,Z)" - F,.

D’aquesta manera
detp: Go — (Z/N,pE)" = (Z/pL)" x (Z/N,Z)" = F,,

on, si Frob, , designa l’element de Frobenius corresponent a G (definit modul

conjugacié) en un primer £ no dividint N,p, es té que
det p(Froby,,) = ¢(£)e,(£) -
Es més, ja que (Z/pZ)" és un grup ciclic d’ordre p — 1 podem escriure
(p. =x* peracertah€Z/(p-1)Z,

on x : Gg — F," designa el p-esim caracter ciclotomic, que descriu ’accid
de Galois sobre les arrels p-esimes de la unitat. Si bé sera en la propera
seccié on recordarem la recepta per al pes k, associat a p, avancem que
resultara h = k, — 1(mod p — 1).

Observacié 2.1. A I’hora d’enunciar la conjectura de Serre cal fer fins
a tres hipotesis sobre la representacié p: Gg — GL(V'). Una primera ja
ha estat feta més amunt: que p sigui continua. La segona és que p sigul
irreductible. La tercera vol que la representacié p sigui senar per tal que

pugui proporcionar veritablement formes modulars.

Recordem tot seguit quina és la nocié de representacié galoisiana
senar. Existeix un element privilegiat ¢ de Gg: el Frobenius en l'infinit. Es
carcteritza per ser, a menys de conjugaci6, I'inic element d’ordre 2 o bé, si
es prefereix, per ser el que déna la conjugacié complexa un cop triada una

immersié de Q a C. La imatge de c a (Z/N,pZ)" és -1 i, per tant, tenim:

det p(c) = (-1)* e, (-1).
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Definici6 2.2. La representacid p es diu senar si det p(c) = —1; equivalent-
ment, si g,(—1) = (—l)k’ a F;.

§3. El pes k,

Aquest és, sense dubte, I'invariant de la conjectura més “misteriés”. Tal
vegada, com expressa Serre a [Se 87], un dia podra reformular-se la conjec-
tura en el marc d’una teoria de representacions (mod p) dels grups adélics
( “filosofia de Langlands (mod p)” ) de manera que possibiliti una definicié

més natural del pes k, associat a p.

L’enter k,, a diferencia del conductor N, que s'obté a partir de la

ramificacié de p fora de p, depén només de I'accié de la monodromia en p.

Escollim ara una extensi6 a Q de la valoracié p-adica de Q (la definicié
del pes k, resultara obviament independent d’aquesta eleccié). D’aquesta

manera podem restringir la representacié p al grup de descomposicié D, =

Gal(Q,/Q,),
' pp i Dp = GL(V) » GLy(F,).

Considerem les subextensions de @p segiients:
Q,cQrcQcy,,

on Q;" és la subextensié maximal de @p no-ramificada sobre Q,, i Q;, és
la subextensié maximal de @p moderadament ramificada sobre Q,. Els

corresponen

Gal(Q,/Q,) D Gal (Q,/QF") D Gal(Q,/Q}).

Posem

I =Gal(Q,/Q;"), I, =Gal(Q,/Q}).

Aleshores, I, és el grup d'inércia de D, i I,, el més gran pro-p-subgrup de
I,, és el grup d'inércia salvatge. El quocient I, = I,/I, = Gal (Q,/Qp7)
és un grup pro-finit commutatiu, d’ordre primer amb p, anomenat el grup
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d’inércia moderada en p; i s’identifica amb limFj.. Els caracters d’aquest
grup juguen un paper essencial en la definicié del pes k, associat a la repre-

sentacié p.

Passem, doncs, a recordar els resultats principals relatius al grup d’i-
nércia moderada en p i als seus caracters (cf. [Se 72]). Per a cada enter
d > 1, primer amb p, considerem el cos Kg = Q;,"( ¢p) i I'isomorfisme

¥4 : Gal(Ka/Qp") — 1a(Qp"),
donat per s({/p) = Ya(s) ¢/p. En ser Q la reunié dels Ky tenim

I, = lim Gal (Ka/Q}"),
d

i els isomorfismes 94 indueixen un isomorfisme
. : nr
d: I — h‘l{l#d(QP ).

Reduint modul I'ideal maximal de Q" es facil explicitar I’equivaléncia entre
els sistemes projectius l‘igl,ud amb morfismes de pas pga — pa, (@ — ad')
i l‘iin]?;.. amb morfismes de pas les aplicacions “norma”. D’aquesta manera
obtenim un isomorfisme

9:I, — limF;.. .
—

Considerem el grup fg = Homcom(It,F;) dels caracters continus a valors en
el cos F;. Aquest grup es pot parametritzar per (Q/Z), el conjunt dels
nombres racionals amb denominador primer amb p. Més concretament, es

té 'isomorfisme segiient:
(Q/Z) =L, a/d— 9.

D’aquesta manera hom pot identificar cada caracter ¢ del grup d’inércia
moderada I; en p amb un nombre racional a (mod Z[1/p]), a = inv(p),
‘que s’anomena l’invariant del caracter. Un caracter de I; es diu de nivell
n si factoritza per Fp. i no ho fa per cap Fy;m, on m és un divisor estricte

de n. S’anomenen caracters fonamentals de nivell n els caracters de I; que
1

tenen per invariants ,perai=0,1,...,n—1.



52 4: La conjectura de Serre

La relaci6 entre els caracters de I; i les representacions ( mod p) locals
i continues p, : Dp — GL(V) = GL,(F,) queda garantida pel fet segiient:
Si V** denota la semi-simplificacié de V respecte a l'accié de D,, aleshores

el grup d’inércia salvatge I, opera trivialment sobre V**, de manera que es

té un accié diagonalitzable de I; sobre V*° donada per dos caracters
1 —¢
P,y I t = Fp ’

que sén de nivell 1 6 2. A més, si son de nivell 2 aleshores sén conjugats:
p=9"i¢ =P

Estem en condicions de recordar la recepta per a 'invariant pes de la
conjectura associat a la representacié p. Aquest és un enter k, € [2,p? — 1]
que ve donat en funcié de inv(p) i inv(¢'), els invariants dels caracters de
la inércia moderada que diagonalitzen 1’accié sobre V*°. La taula seglient

conté els diferents valors per al pes k,:

¢lp, inv(p) | inv(¢’) on . condicions pes k,
irreductible g;-:—&i: 0<a<b<p-1 l1+pa+b
p? -
i a
reductible b 0<a<b<p-2 (a,b) # (0,0) 14 pa+b
completament p-1 p-1 (a, b) = (0,0) P
reductible 0<a<p-2 B#a+1 14+pa+b
no-completament B o 1<B<p-1 P.R. 24+ a(p+1)
(xﬂ * p-1 | p—-1 a = min{a, 8} MR.(p#2) | (a+1)(p+1)
0 x° b = max{a, 8} M.R.(p = 2) 4

Observacié 3.1. E] caracter x que apareix a la taula és el p-ésim caracter

ciclotomic que abans hem introduit.

Observacié 3.2. Els casos P.R., M.R.(p # 2) i M.R.(p = 2) de la taula
estan subjectes a la condicié § = a + 1 i s6n abreviatures per a quan p és
poc ramificada o molt ramificada en p, en el sentit de Serre. Esmentem que,
quan B = a+1, el grup p(1,) és el grup de Galois d’una certa extensi6é K de

Q;" totalment ramificada. Fent tis de la teoria de Kummer, podem escriure

K = K(z/?,...,z1/7),
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on K, designa la maxima extensié moderadement ramificada de Q;," contin-
gudadins K,iz,,...,Zm s6n elements de Q3™ no-poténcies de p. Aleshores
es diu que p és poc ramificada si els z; poden ser escollits entre les unitats

de Qp", i molt ramificada en cas contrari.

§4. Enunciat de la conjectura

Una vegada definits els tres invariants associats a una representacié residual

2-dimensional i continua, Serre formula de manera precisa la segiient

Conjectura 4.1. (cf. [Se87,(3.2.47)]). Sigui V un espai vectorial sobre

F, de dimensid 2, i sigui
p: Gg — GL(V)

una representacid continua, irreductible i senar. Posem N,, k,, €, els in-
variants associats a p. Aleshores ezisteiz una forma parabolica de Hecke

(mod p)
f(q) = zanq"

de tipus (N,, k,,€,) tal que

tr (Frobe,,) = a¢ det(Froby,,) = €,(£)e !,

per a tot primer £{ N,p.

§5. Aportacions d’altres autors

Transcrivim tot seguit els resultats més destacables que han estat publicats
fins al moment en relacié amb aquesta conjectura. Amb aquest fi, introduim
rapidament alguna terminologia.
Sigui
p: Gg — GLo(F,)
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una representacié com abans. Posem N,, k), €, els seus invariants associats.

Definicié 5.1. Sigui £ un nombre primer. Es diu que la representaci6 p
és finita en ¢ si existeix un esquema V en F,-espais vectorials sobre Spec Z,
finit i pla, tal que I’accié del grup de descomposicié Dy » Gal (Q,/Q;) sobre
V(Q,) proporciona la restricié de p a D,.

Observacié 5.2. A [Se 87] es troba que la definici6 anterior és equivalent

a les condicions practiques segiients:

be {pés no-ramificadaen ¢ sifl#p
o bé, . .
detp=x1k,=2 si £ =p.

Passem ja als resultats.
Teorema 5.3. (cf. [Ma85-], [Ri90]). Siguip > 3. Suposem que p prové
d’una forma parabolica de Hecke, definida sobre Zy, de tipus (M,2,1). Si
1) p és finita en un primer £, i
i) £|M,
aleshores

p prové d’una forma parabolica de Hecke, sobre ZP, de tipus (M/¢,2,1).

Teorema 5.4. (cf. [Ca89]). Sigui p > 5. Suposem que p prové d’una
forma parabolica de Hecke, sobre Z,, de tipus (M,2,1). Si

i)m.c.d.(M,p) =1,
aleshores

p prové d’una forma parabélica de Hecke, sobre Z,, de tipus (N,,2,1).

Teorema 5.5. (cf. [Jor-Liv 89]). Sigui p > 3. Suposem que p prové
d’una forma parabélica de Hecke, definida sobre Zp, de tipus (M, k,e). Si

i)m.c.d.(M,p) =1,
1) 3<k<p,

i) p és finite en £ # p, 4
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iv) el caracter € €s no-ramificat en ¢,
aleshores

p prové d’una forma parabolica de Hecke, sobre Z,, de tipus (M/€, k,€).

Teorema 5.6. (cf. [Liv 89]). Suposem gue p prové d’una forma parabolica
de Hecke, definida sobre Z,,, de tipus (N, k,¢)

aleshores

N,|N.

Teorema 5.7. (cf. [Gr90]). Suposem que p prové d’una forma parabolica
de Hecke (mod p), f, de tipus (N, k,e) amb2 <k <pia’#e(p) sik=p.

Suposem, a més, que f és p-ordinaria. Aleshores son equivalents:

i) p|p, redueiz completament.

ii) Ezisteiz una forma parabolica de Hecke (mod p), g, de tipus (N,p+1—
k,€) tal que p = py, ® x*71.

En tal cas, Serre diu que les formes f i g sén companyes.

Teorema 5.8. (cf. [Ed91-)]). Suposem que p prové d'una forma
parabolica de Hecke, definida sobre 2,, de tipus (M, k,€). Si

i) m.c.d.(M,p) =1,

aleshores

p prové d’una forma parabolica de Hecke, sobre i,,, de tipus (M, k,,€).



PART II



CAPITOL 5

Estudi del comportament de la
conjectura de Serre per torcement

En aquest capitol s’estudia el comportament de la conjectura de Serre en
una representaci6, prenent esment en el de les representacions torgades per
les poténcies del caracter ciclotdmic. Obtenim criteris per a la validesa
de la conjectura, que s’aplicaran en posteriors capitols al tractar les repre-
sentacions associades a la p-torsié de les corbes de Weil.

Previament, pero, ens cal obtenir un resultat sobre congruencies entre

els desenvolupaments de Fourier de formes modulars.

§1. Obtencié de congruencies

Al llarg de tota aquesta seccié tractarem només formes modulars definides
sobre Q. EI resultat que provem tot seguit (teorema 1.2) estableix con-
gruencies entre els coeficients de Fourier de formes paraboliques de tipus
(Np,k,€) i de tipus (N, k',¢'). Com veurem, el pes k' i el caracter ¢’ estan
estretament lligats als invariants de la conjectura de Serre.

Sigui p > 3 un nombre primer. Fixem una extensi6 a Q de la valoracié
p-adica v, de Q, normalitzada de manera que v,(p) = 1. Sigui P el primer

de Q, dividint p, que aquesta extensié determina.

Definicié 1.1. Direm que dues formes modulars F(q) = > .50 Ang™ i

G(q) = EnZO Bnq™ son congrues, i escriurem

F=G (mod ),
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si Ap = By, (mod P), per a tot n > 0.

Essent ¢ : (Z/pZ)* — Q el caracter associat a l'invers del caracter

de Teichmiiller, considerem la série d’Eisenstein (cf. capitol 1, §4)

Eip=1+c¢y z w(m)ehrimmu'

m>0
m; >0

Sabem que E; y és una forma modular de tipus (p,1,v), definida sobré Q.

En el segiient teorema, les involucions de Fricke i 'operador traca,
descrits en el capitol 1, ens permeten donar resultats que generalitzen sengles
de Koike a [Ko 76].

Teorema 1.2. Sigui G(g) = Y_ Bnq" € Sk(Np,¢¢~") una forma nova amb
1<t<p—1i¢ un caricter de Dirichlet modul N, pt N. Sigui d un enter
positiu tal que d =t (mod p — 1). Aleshores

I)TI'(GEf'w) € Sk(Nv ¢) )

d—t =
i) Tr(GE{ ,) = G (mod ) <=2 -k + o +vp(Bp) > 0.
DEMOSTRACIO. Ja que 3 és no-ramificat fora de pi d =t (mod p — 1),
observem que el conductor del caracter de la forma parabolica GEf,d, és

primer amb p. Per tant, l'operador traga pot ser aplicat a la forma GE;’,‘D
(cf. capitol 1, §4), d’on i). En aplicar-lo, obtenim

- _k4d
Tr (GEY ;) = GE{ , + ¢(p) ' p' =¥ (GE{ )Wyl Uy -

Jaque E; y =1 (mod B) i ¢(p) és una unitat P-adica, cerquem un enter d
tal que
ke
P (GEL )IWpliyglUp =0 (mod ).

De les definicions es despren que
(GE'li,w)”Wp]Ha = G”WP]k (El,'b”Wp];)d .

Ocupem-nos ara, per separat, de cada un dels termes de la dreta:

Comencem per G|[W,],. El teorema d'Ogg-Li-Asai (cf. [Og69],
[Li 75], [As 76]) ens assegura que la forma nova G(g) € Sk(Np,¢y~") té
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p-esim coeficient de Fourier B, amb |B,| = p(*~1)/2; en particular, se satisfa
B, # 0. Aixo ens permet reescriure el pseudo-valor propi Ap(G) de Wy, en
G. Concretament, trobem G|[W,], = A,(G)G' on

Mp(G) = C($~")Bpp™*/2

i G'(q) = Y. B'ng" és la forma nova que té per coeficients de Fourier els

enters algebraics determinats pel teorema 4.1 del capitol 1.

Pel que fa a la série d’Eisenstein recordem que, amb les notacions del

§4 del capitol 1, tenim

Gio=2LLY) Eiw= Y, ¥(n)Gi(z0,n,p).

n mod p

Aleshores calculem 1’accié de la transformacié per la matriu (2 1 ):

0
0 -1 3
c:l,.u(p ) )1=p 12, <

I, per tant, obtenim
1\ _ B
E1yl[W;), = Ex wl<p 0 ) ==

D’aquesta manera hem aconseguit

d
' p c
(GEL )| Wylira = ClIWLi(BrollWl,)* = X(G)G (C({j,) “’) El3
El teorema de Stickelberger (cf. [Wa80], [Ko 76]) ens permet calcular la
valoracié p-adica de la suma de Gauss C(¥~*) i de la constant %Z—) L
Trobem

\/iw.p) 11

vp(C(y~ ))=1—p—_j, vp (C(¢)

Finalment, calculem

d
o ( -ty (G)( ‘(/g) %“—;—) ):2—k+z—:-;-+v,,(§,),
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i aix0 prova el teorema. O

§2. Torcement de representacions

Sigui donada
p: GQ - GLZ(FP) )

una representacio continua, irreductible i senar. Posem N, k,, €, els in-

variants de Serre associats a p.

Per a cada enter 7 , considerem les representacions
p(i) : Gg — GLy(F,)

torgades de p pels inversos de les poténcies i-ésimes del caracter ciclotomic
x : Gg — Fy; és a dir,

i

p(i):=p®x".

Observacié 2.1. De fet, sols tenim p—1 representacions p(i) torgades de p.

En efecte, p(z) depén de classe de : modul p — 1. D’altra banda, obviament
p(0) = p.

Observacié 2.2. Les representacions p(z) son també continues, irreducti-

bles i senars. Notem que det p(i) = x~2* det p.

Posem Ny, k,(i), €p(i) €ls invariants de Serre per a la representacio
torcada p(i). Observem que d’entrada, pel fet de ser x un caracter no-
ramificat fora de p, tenim

Noiy=Np 1 €pi) =¢€,.

Tot seguit donem dos resultats que poden proporcionar una estratégia
per provar la conjectura de Serre per a la representacio p. Consisteix en
adonar-se que entre les representacions p(z) n’hi ha de privilegiades (en un

sentit que explicitarem) i que provant la conjectura per a aquestes, queda
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provada per a la representacié p. Aquests criteris seran 1tils en posteriors

aplicacions en el capitol 7.

Notem que els pesos k ;) no resulten invariants en torcer; sabem que
k(i) € (2,0 = 1]

i, si bé és possible donar-los depenent d’una gamma molt extensa de casos

i subcasos, resulta més econdmic fer la segiient

Definicié 2.3. Anomenarem pes minimal de la representacié p l'enter més
petit d’entre els pesos k ;) associats a les representacions torgades p(2) de p.
Si k,(m) és €l pes minimal de p, direm que p(m) és la representacié minimal

associada a p.

Proposicié 2.4. Les notacions com abans, més les del §3 del capitol 4. Es
té:

i) Ezisteiz un enter n tal que la representacié torgada p(n) de p satisfd
kpn) < p+ 1. En particular, el pes minimal k,(m) d’una repesentacid p és
sempre < p+ 1.

ii) Ezisteizen, com a molt, dues classes n (mod p—1) que donen represen-

tacié torgada amb pes < p+1; una d’elles proporciona el pes minimal de p.

La taula segient conté els valors de n (mod p— 1) que fan kyn) <p+1.

slp, condicions pes k n pes ko(n) Cas
14+b- Al
irreductible 0<a<b<p-1 1+pa+b a to—a ;
b-1{24p+a-b| A2
' 1+b— Bl
reductible 0<a<b<p-2 1+pa+b a + a
b p+a-b | B2
completament
a=b=0 p 0 p B3
s B>a 14b—a | Cl
X *
a+1 1+pa+b o
Co x) |77 B<a i p+a-b | C2
a = min{a, A} f=a+1 P.R. 24 alp+1) o 2 C3

b = max{«a, 8} M.R. (a+1)p+1) p+1 C4
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Assignem a cada cas una lletra sequida d’un nombre. En els casos C; su-

posem x # 0; és a dir, p|p, redueiz no-completament.

iii) Quan p|p, redueiz no-completament, la representacid torgcada p(m) que

déna pes < p+ 1 és tnica i, per tant, proporciona el pes minimal k() -

iv) Quan p|p, és irreductible o redueiz completament, Uambiguitat que es
presenta a Uhora de decidir el pes minimal k,(m) es resol en funcié dels

valors de a i b; concretament, el pes minimal és:

Si plp, €s irreductible,

Si p|p, redueiz completament,

. -1

l1+4b-a .stb—a_<_p—2——,

ko(m) = _ p—1
p+a-b szb—a>——2—.

DEMOSTRACIO. La prova consisteix en adonar-se que l'invariant pes, asso-
ciat a una representacié p, és < p+ 1 si, i només si, se satisfa alguna de les

tres condicions segiients:

19b
plp, irreductible i p**|;, = ( pi-1 pb ) ,amb1<b<p-1,
0 0p2__1
o bé,
9_ 0
=% 1 amb0<b<p-2,
o bé,

9° *
p11y=( po_l l)amblsﬂsp_l
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Aleshores tot es redueix a manipulacions amb els invariants dels
caracters del grup d’inércia moderada en p seguides de l’algoritme per a
la determinacié del pes (cf. capitol 4, §3). O

Definicié 2.5. Sigui p com abans. Si existeixen dues classes (mod p — 1)
diferents n; i n; tals que les representacions torcades p(n;) i p(nz) tenen
pesos ky(n,) 1 kp(ny) Més petits o iguals a p+ 1, diem que p(n1) i p(n2) sén
dues representacions companyes per a p.

§3. Criteris per a la validesa de la conjectura

Mantinguem les notacions com abans. Un dels resultats que estem perse-

guint és el

Teorema 3.1. Sigui

p: Go — GLa(F,)
una representacid continua, irreductible i senar. Admetem que la seva repre-
sentacid minimal p(m) satisfa la conjectura de Serre; és a dir, que ezTisteiz
g una forma parabolica de Hecke (mod p) de tipus (N,, kp(m),€p), tal que

p(m) = py. Aleshores p satisfi la conjectura de Serre.

DEMOSTRACIO. Cerquem f(g) = Y. anq" una forma parabolica de Hecke
(mod p), de tipus (N, k,,€,), tal que ps x p. La demostracid es fa dis-
tingint els diferents casos segons quina sigui la classe de I’enter m que déna

la representacié minimal.

Si la representacié minimal es presenta en els casos A1,B1,B3,C1,C3,C4.
En tots ells m = a. Suposem, doncs, en cada cas, que p(a) = p @ x~°
satisfa la conjectura de Serre. Per tant, existeix g(q) = ) bng™ una forma
de Hecke (mod p) de tipus (N, kp(a); €,) amb p, 2 p ® x~°. Mitjangant
'operador § de Ramanujan-Katz, clarament es té

Poag 2 p.

D’altra banda, si la filtraci6 de g no és multiple de p tenim que

ang € sk,(.)+a(y+l)(Npa ep)
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és una forma de Hecke (mod p) no divisible per 'invariant de Hasse A (cf.
capitol 1, proposicié 3.3). El mateix passa si la filtracié de g és p, ja que

aleshores ens trobem en el cas B3 i tenim a = 0, k, = kyq) = p-

Per la proposicié 2.4 es té que el pes de 6%g s’ajusta al que prediu la
conjectura,
ky=kpa)+a(lp+1).

D’on p satisfa la conjectura prenent f(gq) := 6%g(q).

Si la representacid minimal es presenta en els casos B2,C2. En aquests
casos m = b. Suposem que p(b) satisfa la conjectura i posem g(gq) = Y bnq",
la forma parabolica de Hecke (modp) de tipus (N,, k,),€,) amb p;
p® x~°. Podem admetre que k) és la filtracié de la forma g.

Podem suposar, a més, que g és nova. Efectivament, en cas contrari
tindriem que p(b) provindria d’una forma parabolica amb nivell dividint
estrictament N,(;) en contradiccié amb el teorema 5.6 del capitol 4. Ja que,
a més, el pes de g és < p + 1, el corol-lari 2.4 del capitol 3 ens permet
assegurar que la forma g és p-ordinaria; és a dir, b, # 0.

Si k,) = 2, notem que aleshores b — a = p — 2; per tant, prenem
f(g) := 6°9(g). En efecte, f(q) = 6°716°~**1g(q) = 6°7167" g(g) i, ja que
la filtracié de 67~ g(q) és 2p, aleshores el pes de f és 2p+ (a—1)(p+1) =
1+pa+b=k,iestéps=p.

Si kys) = 3, en aplicar el teorema 3.7 del capitol 1 obtenim

G(g) =Y _ Bng"

'“)_2), amb coeficients a Z,, tal que

una forma de nova de tipus (N,p, 2, sx:
per reduccié modul P déna la forma parabolica g. (Aqui el caracter € és
'aixecament multiplicatiu de €,.)

Ja que b, # 0, trobem que |B,| = /p (cf. [Og 69], [Li 75], [As 76]).
Per tant, si v, denota la valoracié p-adica normalitzada estesa a @p segons
P, obtenim vp(B,) =01 vp(Bp) = 1.

Considerem ara la forma nova

G'(q) = Y Bog" € So(NopeXp’® ™),
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multiple de Glw¢, on w¢ denota la involucié de Weil. Pel teorema 4.1 del
capitol 1, es té B;, - By = pe(p); d'on vp(B;,) =1iv,(B'p) =0.

Estem en condicions d’aplicar el teorema 1.2 per a la forma G'. Nor-

malitzant el caracter obtenim

—ky0)—2 —(2-k —(2=k,5)+p—1
XP’( )TE ¥ ( o(8) — ") ( (b)) +P )’

d’on l'exponent t = p+1—k,). Ja qué v,(ﬁp) =01G' té pes 2, el minim

enter positiu d que satisfa la congruéncia
Tr(G'Ef y)=G' (mod P)

ésd=p+1—kp(b)+p—1=2p—k,,(,,).

Notem que, per aquest valor de d i per les propietats de I'operador

traga (cf. teorema 1.2),

2p—k
Tr(G'Elfw " e S2(p+1)=k iy (V01 €) -

Prenem

fi=0"Te (G'EI W),

Degut a que estem en els casos B2 i C2, trobem
2(p+1)—k,)+(a—=1)(p+1) = 2+p+b—at+ap+a—p—1=1+pat+b=k,.

D’aquesta manera el tipus de la forma f és (N, k,, €,); aixi doncs, es corres-
pon als invariants de Serre per a p i només ens cal comprovar que py = p.

Observem primer que, pel teorema 4.1 del capitol 1, es té
B:, = B, - y°~b+r-2, per a tot n primer amb p.
Aleshores la representacié residual
p®x—b®x—(a—b+p—2) - p®x—¢—p+2 — p®x-—a+1 = p®x-—(a—1) = p(a—l)

és la reducci6 de la representacié pgr associada a G’ i, per tant, veiem que

efectivament p prové de la forma f.
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Si la representacid minimal es presenta en el cas A2. Ara es té que m =
b—1. Posem g(g) = Y_ bng" la forma parabolica de Hecke (mod p) de tipus
(Np, kos—1),€p) tal que fa p(b—1) = p,.

Pel corol-lari 2.4 del capitol 3 sabem que la forma g és p-supersin-
gular; és a dir, b, = 0. Observem que k,;—1) = 2 + p + a — b satisfa
3 < kpb—1) < (p+3)/2 (cf. proposici6 2.4). Ara, podem aplicar la proposicié
3.3 del capitol 1 que ens assegura que 6—1-¢g té filtracié 1 + b — a. Per

tant, la forma f(q) := 9"‘1"“0“;(q) satisfa les condicions en aquest cas. O

Observacié 3.2. La demostracié en el cas B2 s’hauria pogut reduir a la
del cas B1 en fer us de la teoria de Serre sobre les formes companyes (cf.

capitol 4, teorema 5.7).
Acabem aquest capitol donant el

Teorema 3.3. Sigut _
p: Gg — GL(F,)

una representacid continua, srreductible i senar. Suposem que p admet re-

presentacions companyes p(ny) t p(ngy). Aleshores es té:

p(n1) satisfa la conject. de Serre <> p(n2) satisfd la conject. de Serre.

DEMOSTRACIO. Intercanviant les companyes, si és necessari, podem suposar
que p(n,) = p(m) és la representacié minimal associada a p i, per tant,
també és la minimal associada a p(n;). Si p(n;) satisfa la conjectura de

Serre, el teorema 3.1 ens assegura que el mateix passa per a p(nz);

Veiem ara el reciproc. Posem

9(g) =) bng"

la forma parabolica de Hecke ( mod p), de tipus (N, ky(n,),€,), tal que py =
p(n2). De la proposicié 2.4 se segueix que

p+1 sip|p, redueix,

k + k =
plm) T e(na) { p+3 sip|p, ésirreductible.
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A més, si p|p, redueix ho fa completament. Per tant, en aquest cas, po-
dem aplicar el teorema 5.7 del capitol 4 i obtenim I’existéncia d’una forma
f, companya de g, tal que f és parabolica de Hecke (modp), de tipus
(Nps kpny)r€0)s 1

ps(1=kpnz)) 2 Py -

Aleshores,

Pf(]. - kp(nz)) = p(nZ)

i, ja que k,,(',,z) =1+n; +n2 (mod p— 1) (cf. proposicié 2.4), obtenim
pr= p(ng + kp(nz) - 1) pa) p(nl) .

Suposem ara que estem en el cas p|p, irreductible. Considerem la
forma parabdlica de Hecke (modp), g, de tipus (Np, ky(n,).€p), 1 tal que
pg = p(nz). Ara el corollari 2.4 del capitol 3 ens assegura que g és p-
supersingular. De la proposicié 2.4 se segueix que sempre es té kp(ng) =
2+n; +ny (mod p~1). Notem que p+1—kpy(n,) = kp(n,) — 2 1, per tant,

tenim que

f(g) :=6*1)7g(g) € Sk,(n‘)+(p—1)(k,(..1)—1)(Npaep)

té filtracié < p — 1 + kp(n,) (cf. [J082] i capitol 1, proposici6 3.3). D’on
f(q) té filtracié ky(n,), ja que ky(n,) < p+ 1. Arribem a que f(q) és una
forma parabolica de Hecke (mod p), de tipus (N, kp(n,)1€p)s 1 satisfa

Pf=< pg(_kp(nz) +2) 2 p(ny — kp(ny) + 2) = p(n1),
com voliem trobar. O
Com a conseqiiéncia dels resultats anteriors obtenim el

Corol-lari 3.4. Sigui
p: Gg — GLa(Fy)

una representacié continua, irreductible i senar. Posem que la torgada p(™)
sigui la representacid minimal o bé la seva companya (si existeiz). Aleshores

es té que si p(m) satisfd la conjectura de Serre, el mateiz passa per a p.



CAPITOL 6

Calcul dels invariants de Serre
associats a les corbes elliptiques

Sigui E una corba el-liptica sobre Q. Per a cada primer p, ’accié del grup de

Galois Gg sobre els punts de p-torsié E, de E(Q) defineix una representacio

continua

p: Gg = Aut(E,) = GL(F,),
que és sempre senar i absolutament irreductible si p > 163 [Ma 78], [Se 87].

Depenent de l’aritmeética de la corba el-liptica E, anem a trobar els

invariants de Serre associats a p: conductor N,, pes k, i caracter ¢,.

§1. Invariants associats a la p-torsi6

L’aparellament de Weil proporciona un isomorfisme canonic entre A2E, i
dp. D’on det p és el p-ésim caracter ciclotomic x i, per tant, el caracter €,
és trivial.

Pel que fa al conductor N,, considerem l'accié de Gg sobre el Q,-
modul de Tate V,(E) = T,(E) ® Q,. Aquesta accié proporciona una repre-

sentacié p-adica
po: Go — Aut(Vy(E)) = GL2(Qy),

que és un aixecament de la representacié p. Posem

No = Hgn(l.po)
t#£p
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el conductor d’Artin de po; és a dir, el producte dels conductors d’Artin

locals en cada primer £ # p. Els exponents de ramificacié venen donats per
n(£, po) = codimq, Vp(E)" + b(V,(E)),
on I, denota un grup d'inércia en £ i b(V,(E)) I'exponent de Swan. Escrivim

N,= H mte)
&#p

el conductor de p, amb exponents de ramificacié

n({, p) = codimg E," + b(E,),

com en el capitol 4. Ja que els grups de ramificacié salvatge son pro-{-grups
i £ # p, resulta que b(Vp(E)) = b(E,) . D’altra banda, és immediat que

codimg, VP(E)I‘ 2 codimy E,'.

Arribem a que N,|Np i, si v és la valoracié ¢-adica de Q normalitzada per
vg(€) = 1, tenim

ve(No/N,) = codimg, V,(E)" - codimg E," .

Sigui ara &y, la fibra especial del model de Néron de E en £ 1 consi-

derem la successio exacta
0— 5’0}-1 — £|f[ - &, -0,

on slorn ®, sén la component connexa de l'element neutre i el grup de

components de g, , respectivament. Recordem que

Er, si E té bona reduccié en ¢,
£|°;l = ¢ G, §, (sobre Fy) si E té reduccié multiplicativa en ¢,

G, 5, si E té reduccié additiva en £.

Per calcular codimy, E;‘ , usem l'isomorfisme

E@)P" = &r (Fo)lp)



§1: Invariants associats a la p-torsié 73

obtingut per reduccié [Se-Ta 68]; es comprova que

2 si E té bona reduccid en £,
dim &g, (Fe)[p] = { 1+dim ®¢(F,)[p] si E té reduccié multiplicativa en £,
dim ®(F,)[p) si E té reduccié additiva en £.

D’altra banda, es té

2 si E té bona reduccié en £,
dim VP(E)I‘ ={ 1 si E té reduccié multiplicativa en £,

0 si E té reduccidé additiva en £.

De tot ’anterior deduim el segiient

Teorema 1.1. La férmula per a l'abaizament entre els conductors és
ve(Ng) — ve(N,) = p-rang &,

per a cada £ # p. En termes dels 10 simbols de Kodaria, les taules seguents
contenen el valor ezacte de l'abaizament vi(No/N,) segons el tipus de re-

duccid del model de Néron en €.

Sip=2,
ve(No/N,) | €-tipus(E)
2 B,
1 IZV,I;y.'.I’III,III‘
0 Iy, Ipyyy  II,II° IV IV®
Sip=3,
ve(No/N,) | £-tipus(E)
1 I, i3 |v, IV IV*
0 altrament
Sip25,

ve(No/N,) | L-tipus(E)
1 I, sip|lv

0 altrament
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Observacié 1.2. La formula dels conductors permet el calcul efectiu de
linvariant N,, associat a p, a condicié de conéixer el valor de Ny. Ara bé,
el conductor d’Artin Ny pot ser calculat, per exemple, amb l'algoritme de
Tate [Ta 75] a partir d'una equaci6 de Weierstra per a la corba el-liptica
E o bé, si E és una corba de Weil, aleshores Np és el divisor maximal
primer amb p del conductor analitic de E. En cas d’optar per la primera
possibiltat (tis de l'algoritme de Tate), cal advertir que s’obté un valor. per
a l’exponent de ramificacié de Ny en el primer 2 que depén d’una igualtat

d’Ogg no comprovada en aquest cas (cf. [Og 67]).

Passem al calcul de l'invariant pes k,, associat a la representacio p.
Fixem D, = Gal(@p /Qp) un subgrup de Gg. Després d’estendre escalars,

cosiderem la restriccié de p al grup de descomposicié en p
pp : Dp — GLa(Fy).

Sigui p}° la semisimplificada de pp. Sabem que l'acci6 del grup d’inercia

moderada I; en p, que correspon a D,, diagonalitza segons

=5 0)

on ¢, ¢' sén caracters de I, de nivell 1, o bé 2. El pes k, és funci6 de inv (8),
inv (¢'), els invariants de ¢ i ¢, respectivament (cf. capitol 4, §3). El lema

segiient mostra que ens podem limitar a calcular-ne un d’ells.

Lema 1.3. Sigui p : Gg — Aut(E,) la representacié associada als punts
de p-torsié de la corba el liptica E\q. Amb les notacions d’abans, a (Q/Z)
es té
: v _P
inv(@) + inv (@) o1

A més, Uinvariant pes k, satisfa

k,=2 (mod p-1).

DEMOSTRACIO. Ja que detp: Gg — ﬁ; és el caracter ciclotomic x, trobem
que la restriccié de det p}’ a It és el caracter fonamental ¥,_; de nivell 1.

Per tant, tenim la igualtat

inv (¢) +inv (¢') = ;?_—1
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a (Q/z).

D’altra banda, per la mateixa definicié del pes associat a una repre-
sentacié tenim que, si I, és el grup d’inércia en p, det p|y, = x¥-1. 0O

Podem trobar el pes k,, segons l'aritmética de la corba elliptica E.

Posem

¢4, 6 €EZ

els invariants usuals de E, determinats a menys de p-unitats a partir d’un
model p-minimal de Weierstra. Assumim, per raons de regularitat en les

férmules, que p > 7. Aleshores provem el segiient

Teorema 1.4. El pes k, = 2+ A(p—1) i els invariants inv(¢), inv(¢') dels

cardacters associats a la representacio
p :Gg — Aut(Ep)

es poden llegir en les taules:

gl}‘r altres condictons tnv (@) A
L splv /(p=-1) 0
siplv 1/(p-1) 1

p=1(3) (5p+1)/6(p—1) | (p+5)/6

II |p=2(3),vp(ca)=1| (5p-1)/6(p—1) | (p+T7)/6
pP=2(3), vp(ca) > 1| (59" +1)/6(p* = 1) | (p+7)/6

p=1(4) (Bp+1)/4(p-1) | (p+3)/4
III | p=3(4),vp(c6)=2| (B3p—1)/4(p—-1) | (p+5)/4
p=3(4),vp(c) >2 | (3p* +1)/4(p* - 1) | (P+5)/4

p=1(3) (2p+1)/3(p-1) | (p+2)/3
IV | p=2(3),v(ca)=2| (2p-1)/3(p-1) |(p+4)/3
p=2(3), vp(ca) >2| (2P +1)/3(P* 1) | (p+4)/3
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I sip|v (p+1)/2(p—-1) | (P+1)/2
i siptv (p+1)/2(p=1) | (p+3)/2
p=1(3) (p+5)/6(p—1) | (p+11)/6

II" | p=2(3),vp(cs)=4| (p+1)/6(p-1) | (p+7)/6
p=2(3),vp(cs) >4 | (pP*+5)/6(p* —1) | (p+1)/6
p=1(4) (p+3)/4p-1) | (P+T7)/4

IIT* | p=3(4),vp(ce)=5| (p+1)/4(p-1) | (p+5)/4
p=3(4),vp(ce)>5 | (PP +3)/4(P* =1) | (p+1)/4
p=1(3) (P+2)/3(p-1) | (p+5)/3

IV* 1p=2(3),vp(ca)=3} (p+1)/3(p—-1) | (p+4)/3
P=2(3),vp(ca) >3 | (P*+2)/3(p* -1) | (p+1)/3

DEMOSTRACIO. Els resultats de la segona taula es poden obtenir a partir
dels resultats de la primera en torcer pel caracter quadratic ramificat en
p. Quan la corba elliptica E té reduccié de tipus I, en p, els valors de
inv(¢) i k, es troben a [Se 87). Per tant, ens cal considerar els casos on E
té p-tipus (FE) igual a II, III, 0 bé IV.

Sigui e ’enter minim comud multiple de les multiplicitats de les com-
ponents irreductibles de la fibra especial del model amb creuements normals,
associat al model minimal de E, pel procés d’esclatament; és a dir, del model
estable de E. Tenim

6 si E és de tipus I en p,.
e=1<¢ 4 siE ésdetipus II] en p,
3 si E és de tipus IV en p.

La corba el-liptica E adquireix bona reduccié sobre el cos L = Q7" (),
on m¢ = p. Aix0 es pot veure facilment a partir dels possibles models de
Weierstral de E segons el tipus de reduccié. Notem E,; la corba el liptica
obtinguda pel canvi de base E @qpr L i

m: E/L(@p) - E(@p)

el Gal (@p /L)-isomorfisme induit pel canvi de base.

Cerquem un subspai 1-dimensional V del Fy[I;}-modul (E,,®rPF,, ).
Per a aixo, considerem Eel grup formal de E i posem h la seva altura. La
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proposicié 10 de [Se 72] garanteix que el nucli E’, de la multiplicacié per [p]
a E conté sempre un Fp-subspai vectorial V, no nul, on el grup d’inércia
moderada I, 1 de Gal (@,/L) hi actua. La dimg, V] i 'acci6 de Iy, sobre
F,» ® VL poden ser llegides a partir del poligon de Newton de la série formal
de la multiplicacié per [p] sobre E. Amb una verificacié cas per cas obtenim:

h altres condicions dimg, Vp | I, on F,, VL
II,p=1(3)
1 III,p=1(4) 1 95y
IV,p=1(3)
II,p=2(3),vp(cs) =1 5y
21 III,p=3(4), vp(ce) =2 1 93,
IV ,p=2(3), vp(cy) =2 Vp_1
II,p=2(3), vp(cs) > 1
2| III,p=3(4), vp(ce) > 2 2 19;,_1,19£§_1
IV ,p=2(3), vp(cq) > 2

on dp_y, Up2_y : Iy — F; son caracters fonamentals de I, 1 de nivell 1 i

2, respectivament.

Finalment, prenem V := Fp» ® m(Vg, ), on Vg, és la imatge de Vp,
per la immersié6 de E,, en el grup dels punts de p-torsio, Ep, ,, de EL(@p)-
Ara I, actua sobre V i ’accié es pot controlar a través de m. Per fer-ho,
mirem ’accié de s, := m™~?! 0som sobre F» ® VL, per a s € Gal (@P/Q;‘,').
Mostrem tots els calculs que hem efectuat tinicament per al cas on E té

reduccié de tipus IV en p, amb p = 2 (mod 3), i vp(cq) > 2:

E :Y’=X*-p’AX +p’B amb A,B€Z, (p,B)=1,
Ep:Y?=X%-x?AX + B, a.ltura(E) =2, dimf, VL =2,

m™ E@,) - E@,), m7(2v) = (5 %),

3
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3
p? -

={z= —wz/yl(;,z’z’ %) € ELp, vp(—2z/y) = %}’

I
Vi = {z = —72/y| (=5 5) € By, va(-a/y) =

7}

V =F, ® {(z,y) eE,,FyE eVL).

Sise Gal(@p/Q;’) i 2 = —mz/y € Vi, aleshores
z =p2+4 g 2 g
S(;) =932, (s) 7= 9.2, (s) e
Finalment, per a 1 ® (z,y) € V aconseguim‘ ,
s(1®(z,y)) =1®(mosmom™)(z,y)
=1®(mo sm)(z/Wst/Ws)
= 1@ m(sz/n?, sy/n°)
2p241
= 927 () @ m(z/n%, y/7)
2p241
=9,.7, (s)(1 @ m(z/n,y/n°))

2p2 41
| =7,,2, (5)(1®(z,9)).
Ara, cas a cas, omplim la taula tenint present la recepta per al pes k, (cf.
capitol 4, §3). O

Observacid 1.5. En cas que la representacié sigui salvatgement ramificada,
el caracter ¢ que apareix a les taules és el que correspon al subspai de

dimensié 1 invariant per la inércia. Es a dir,

(2 3)

§2. Invariants minimals. Invariants companys

Acabem aquest capitol inspeccionant amb més detall, d’una banda, els ca-

racters de la inércia moderada associats a la representacio

p :Gg — Aut(E,),
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i, de l’altra, la representacié torgada p(m) que proporciona el pes minimal
ko(m) per a p.

En mirar de cara els nostres objectius posteriors, és suficient res-
tringir-nos als casos en qué la corba el-liptica E té reducci6 potencialment
bona (ordinaria o supersingular) en p > 7; és a dir, reduccié additiva amb
p-tipus (E) diferent de I}, v > 0 (cas que tractarem en I’Apendix 1). Tan-
mateix, si no s’especifica expressament el contrari, suposarem que el p-tipus
de E és diferent de I3, per tractar-se d’un cas aparellat amb la bona reduccié

I, i, per tant, més senzill.

No obstant el que acabem dir, i tenint en compte la notacié en la

demostracié del teorema 1.4, d’ara endavant posem

Em, | Lo | I | 1T [ IV | I§ r | mr -
e 1|16 4 3 12| 6 4 3

De les taules que donen les férmules per al pes k, (cf. teorema 1.4)

es poden deduir les proposicions que segueixen.

Proposicié 2.1. 5i E té reduccié potencialment ordindria en p > 7, ales-

pll, = (g ;I) s

on els cardcters ¢, ¢', sobre I, sén de nivell 1 1 els seus ordres ord(¢),

horesp=1 (mod e) i

ord(¢') venen donats, segons el p-simbol Kodaira de E, per

&5, | ord(¢), ord(¢') | condicions | ord(¢), ord(¢') | &/,
6,p-lop;1 p=1,4(9) 3,p—1

I =127 =TV
6,2 02— | p=709) 3,25=
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Erx, | ord(¢), ord(¢') | condicions | ord(4), ord(¢') | £,
4,p—1 p=1,9(16) 4,p—1
I 4, ”—;—1 p = 13(16) 4, ’l-;—l ir
p—1 p—1
I— = 4, ——
4= p=5(16) )
Ex, | ord(¢), ord(4') | condicions | ord(¢), ord(4') | £,
1
3,p—1 p=1,7(9) 6,p-1o”2
IV =1 p—1 p-1 r
3, -—3— P= 4 (9) 6, 3 o 6

Proposicié 2.2. Si E té reduccid potencialment supersingular en.p > 7,

aleshores p #1 (mod e) 1

Mg={

on els caracters ¢, @', sobre I, sén de nivell 1 en el primer cas, i de nivell 2

en el segon. Els seus ordres ord(¢), ord(¢’') venen donats, segons el p-simbol

¢ *
0o ¢

(

de Kodaira de E, per:

1) Si ¢, ¢' son de nivell 1,

)obé,

irreductible diagonalitzant amb ¢, ¢' sobre I,

&, ord(¢), ord(¢') ord(), ord(¢') &,
p—1 p-1 p—1 .
II (p-1, 7 %77 5 P 1 v
Esx, | ord(9), ord(¢') | condicions | ord(¢), ord(¢') | £y,
p—;—i,p—l p=3,11(16) p—'1,’%1
I 1 1 r
p-1,52— p=1,15(16) 3—;—,;;-1
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&, ord($), ord(¢') ord(¢), ord(d') &,
p—1 p—-1 p—1 .
IV p—1, > 2 0 =P 1| IT
il) §i ¢, ¢' sén de mivell 2,
Esx, | ord(¢), ord(¢') condicions ord(¢), ord(¢') | &5,
2_1 2_1 2__1 2_1
E—= p=5(9) | =T
II v
pPP-1p -1 p=2.8(9) pPP-1p" -1
Erx, | ord(9), ord(¢') | ord(9), ord(¢') | &5,
IIr | p*-1,p°-1 | p*-1,p*-1 | III"
Erx, | ord(¢), ord(4') condicions ord(¢), ord(¢') | E/x,
2_1 2_1 . 2__1 2_1
- p=20) | =5
% r
pPP-1p" -1 p=58(9) | pPP-1p"-1

81

Observacié 2.3. Notem que les senténcies de les proposicions 2.1 1 2.2

sén idependents de qué la representacié p sigui moderadament ramificada

o no; és a dir, tan si p|p, és reductible completament com reductible no-

completament.

Pel que fa als invariants minimals de la representacié

p : Gg — Aut(E,)

amb p > 7,1 a la vista del teorema 1.4, obtenim primer els invariants de
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p(m), la representacié minimal o companya associada a p. Posteriorment,

desfarem aquesta ambigiiitat en donar els invariants minimals de p.

Proposicié 2.4. Les taules segiients contenen la classe m (mod p—1) que
proporciona la representacié minimal, o bé la companya, p(™h) associada a

p; la seva restriccid al grup d’inércia en p; i el seu pes k().

Si E és potencialment ordindria en p,

p-tipus(E) = II, ITI, IV | [ p-tipus (E) = 11", III", IV*
I’ p—1 I’ _p-1
€ €
R X1—2m * ~ Xl-—zfn *
i, | g e, | XY D
kp(rh) p+1-—2m k‘,(,;,) 2(1 —m)

Si E és potencialment supersingular en p amb p|p, reductible,

p-tipus(E) = II, III, IV | | p-tipus(E) = II*, III*, IV*
. p+1 “ 1— p+1
e e
) x1-2m i e L
p(m)llp ( 0 1) p(m)llp ( 0 1)
kp(,;,) ﬁ1(e - 2) kp(rh) 2(1 - ﬁ'l)

Si E és potencialment supersingular en p amb p|p, irreductible,

p-tipus(E) = II, III, IV p-tipus(E) = II*, I[II*, IV*
I’ p+1 = p+1l 1
€ €
9772 0 P72 0
5 \ss p3-1 ) M)ss p?-1 )
kp(,-,.) p+1-— 2m kp(,:,,) p+1-— 2m

Per distingir quins sén els invariants minimals de

p:Gg— Aut(E,),
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observemn que ens podem limitar a calcular-los en el cas en queé el p-simbol
de Kodaira de E sigui II, III, IV. En efecte, trobem el

Lema 2.5. Sigui p com abans. Si p-tipus(E) = II*, III*,IV*, aleshores
p—1

és la representacié associada als punts de p-torsid de la corba el liptica E',
torcada de E per linic cardcter gquadrdtic ramificat només en p, amb p-
tipus(E') = IV, 111,11, respectivament.

Aleshores, amb les notacions d’abans, obtenim la

Proposici6 2.6. Les taules segients contenen la classe m (mod p—1) que

proporciona la representacié minimal p(m) associada a p 1 el seu pes kp(m).

1) 81 E és potencialment ordindria en p,

p-tipus(E) = II m | kym)
plp, red. compl. 5p;1 I—)-;—l
plp, red. no-compl. p%l 2%—1

p-tipus(E) = III m ko(m)
3p+1 | p-—1
d. L —_

plp, red. comp n 2
plp, red. no-compl. B—Z—l 1%3:

p-tipus(E) = IV m kp(m)

plp, red. compl. | ——

plp, red. no-compl.
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ii) Si E és potencialment supersingular en p,

p-tipus(E) = II m kp(m)
plp, red. compl. 516:_1 1%1
plp, red. no-compl. Kg—l 2&;—-1-
-7 7
plp, irreductible o pti
» 6 3
p-tipus(E) = III m | kpim)
-1 1
plp, red. compl. 3p4 p_-2}-_
1 1
plp, red. no-compl. % %—
plp, irreductible ptl|ptl
’ 4 2
p-tipus(E) = IV m kp(m)
1 1
plp, red. compl. I% %
plp, red. no-compl. p_-;—_l 2-’;—1
plp, irreductible p_-:;-__l B;—l

Veieu I'experiment numeéric No.1 del capitol 8 on es posen de mani-
fest els avantatges de considerar la representacié minimal associada a una
representacié donada.



CapriToL 7

Prova de la conjectura de Serre per
al cas de corbes de Weil potencial-
ment ordinaries

En aquest capitol provem la conjectura de Serre per a les representacions
de Galois residuals, p, associades als punts de p-torsié de les corbes de
Weil potencialment ordinaries en p. Per veure aquest resultat apliquem
les técniques de les representacions torcades exposades en el capitol 5. La
dificultat rau en qué una tal representacié residual no és, d’entrada, mo-
dular ja que prové d’'una forma parabolica (en caracteristica 0) amb p?
dividint el seu nivell. La prova consisteix en tres etapes; en la primera,
s'associa a la representacié p una certa forma nova amb caracter no trivial
i nivell estrictament inferior al conductor de la corba de Weil. En la se-
gona, s’analitzen els coeficents ocults d’aquesta forma nova i es determina
la p-ordinarietat de la mateixa en funcié dels p-simbols de Kodaira. En la
tercera, les séries d’Eisenstein de pes 1 i ’operador traga acompleixen I’efecte
d’abaixar el nivell i augmentar el pes, de manera simultania, convertint-los

en els invariants conductor i pes predits per la conjectura.

§1.’ Una forma nova amb Nebentypus associada a F

Sigui E una corba de Weil de conductor analitic Ng. Posem F' la forma
nova de pes 2 associada a E via el morfisme no constant ¢ : Xo(Ng) = E
(cf. capitol 1, §5).

De [Ca86] se segueix la igualtat entre el conductor analitic i el
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geomeétric; és a dir, Ng = Ny on Ny és el conductor d’Artin de la re-
presentacié de Gq en els automorfismes del Q,-modul de Tate V,(E) amb
€1 Ng. De fet, a [Ca86] s’hi troba un resultat més general que assegura
que, per a tot primer ¢, el nivell d’una forma nova qualsevol i el conductor
d’Artin de la representacié ¢-adica associada sén iguals en els factors fora
de ¢£.

Per tant, essent p un primer > 5, notem que si la corba de Weil E té
p-simbol de Kodaira I5, IT, II1, IV, II*, IIT*, 0 bé IV* aleshores p*||Ng;
és a dir, Ng = Np? amb N el conductor d’Artin de la represntacié p-adica

associada.

Quan la corba de Weil E. té potencialment bona reduccié ordinaria
en p > 5, en la segiient proposicié associem a E una altra forma nova G,
amb caracter, que ens servira per provar la conjectura de Serre per a la

representacié de Gg definida pels punts de p-torsié de E.

Proposicié 1.1. Sigui F(q) = )" Ang™ € S2(Np?) la forma nova associada
a una corba de Weil E amb bona reduccid potencial ordindria en p > 5.

Aleshores ezisteiz una forma nova

Glg) =D Bag" € Sy(Np*,9%"),  g¢=é*m*,

amb el mateiz sistema de valors propis que la forma torcada F @ ¥, on

Em, | Lo | II | IIT |\ IV | IT* | III* | IV*
a 011 1 1 1 1 1

el cardcter

v:(Z/p2)" - Q

€s U'invers del cardacter de Teichmailler (després d’escollir una immersié Q C

Q). i
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DEMOSTRACIS. Observem que la forma F ® ¥¥ és una funcié propia per als
operadors de Hecke amb sistema de valors propis {A¢¥*(£), %"} gnp- Per
tant, existeix un divisor M de Np? i una forma nova G € S»(M,%?") amb

el mateix sistema de valors propis que F ® V. De fet,
Fy’=G-G|Uyl,B,

on U, és el p-ésim operador de Hecke i ,B és l'operador de degeneracio (cf.
[At-Li78)]). Hem de provar que M = N si la corba el-liptica E té p-simbol
de Kodaira I§,1 M = Np altrament.

Sigui ara £ un primer tal que £{ Np. Triem una immersi6 de QaQ

1 notem per

e+ Go — Gal(Q((p)/Q) = pp-1 — Q;

el caracter galoisia ¢-adic deduit de 3. Per les congruencies d’Eichler-

Shimura (cf. capitol 2, §1), si
pe: Go — Aut(T(E) ® Qe) = GL2(Qe)
denota la representacié ¢-adica associada a E, aleshores
pe® ¥y : Go — GL2(Qy)

és la representaci6 ¢-adica associada a F ®1¥. Notem que p; ® 3} és també

la representacié ¢-adica per a la forma nova G.

Pel teorema de Carayol [Ca86], sabem que el nivell d’'una forma
nova es pot llegir en la representacié ¢-adica associada; per tant, tot el que
hem de fer és calcular el conductor d’Artin de la representacié p¢ ®; . Ara
bé, ja que el caracter 1 és no-ramificat fora de p, només cal calcular 'acci6

de I, el grup d’inercia de Gal(@P/Q,).

Ja que E té reducci6 potencialment ordinaria en p, E adquireix bona
reduccié sobre 1'anell d’enters del cos Qp(7), amb 7¢ = pip =1 (mod e);
per tant, p, restringida a I, factoritza a través d’un grup ciclic C, d’ordre

e. En particular, aixo forga que la restriccié p¢|;, diagonalitzi. Més encara,

e O
pel1, = (0 5-1)

det p¢(Ip) = 11, per tant,
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amb un caracter € : Cp—1 — p(Q,). Podem veure ¢ com un caracter galoisia

no-ramificat fora de p, denotat encara ¢,

e: Go — Gal(Q(()/Q) 2 Cp1 — Ce = pe(Qy) .-

Pero, € ha de ser wli" ja que, amb @, fixada, només hi ha dos caracters de
Cp-1 — u,-l(@,) d’ordre e quan e = 3,4,6, i només un quan e = 2. Per
tant, ara és clar que p; ® ¥; té conductor d’Artin amb exponent 1 en p si
e=3,4,6,i0s1ie=2. 0O

Definicié 1.2. Anomenem forma nova amb Nebentypus (caracter no ne-
cessariament trivial) associada a F la forma G obtinguda a partir de la
corba de Weil E en la proposicié 1.1. D’aquesta manera distingim la forma
G de la forma F amb Hauptypus (caracter trivial) associada a la corba de

Weil E.

Veieu I'experiment numeric No.2 del capitol 8 que fou la font per

intuir ’enunciat de la proposicié 1.1.

§2. Coeficients ocults

Observem que la forma nova amb Nebentypus G(g) = Y _n | Bng™, associa-
da a F, satisfa
By = Aey¥(),

per a tot primer £ # p. El coeficient de Fourier By, que anomenem coefi-
cient ocult, de moment ens és desconegut. En aquesta seccié esbrinem les

propietats de B, que necessitarem tot seguit.

Excloem, per ara, el cas en qué la corba de Weil E té p-simbol de
Kodaira Ij; la ra6 d’aquesta exclusié prové del fet que, en tal cas, la forma
nova G correspon a una corba de Weil E' amb bona reduccié a p. Més exac-
tament, E' és la corba el liptica torgada de E per inic caracter quadratic
no-ramificat fora de p. Aleshores el coeficient B, és un enter i té la mateixa
llibertat que tot altre coeficient de Fourier; llibertat que, recordem, esta res-
tringida per la desigualtat |B,| < 2,/p, conjecturada per E. Artin i provada
als anys 30 per Hasse.



§2: Coeficients ocults 89

Proposicié 2.1. Es mantenen les hipotesis de la proposicié 1.1 i assumim
a = 1. Posem Kg el cos de nombres generat per tots els coeficients de
Fourier B, de la forma nova amb Nebentypus G(q)=Y_ Bng™ € S2( Np, "),
associada a la corba de Weil E. Aleshores tenim:

i) El cos Kg és igual a

Q(v-3) sie=3,86,

e ={on ) mily

ii) El coeficient ocult B, satisfd |By| = \/p-

iii) $i v, denota la valoracié p-ddica normalitzada de Q fizada per @p,

aleshores
vp(B,) € {0,1}.

DEMOSTRACIO. Ja que el desenvolupament de Fourier de la forma nova F'
associada a E té coeficients enters, és clar que B, pertany al cos Q(¥")
per a tot primer £ # p. Per ser G una forma nova es té, pel teorema B de
Miyake a [Mi 71], que el cos K pot ser generat per quasi tots els coeficients
B; llevat d’un nombre finit. Per tant, tots els coeficients de Fourier de G
pertanyen a Q(y").

D’altra banda, ja que la forma nova G té p-Nebentypus primitiu (en
el sentit que coincideixen les valoracions en p del seu nivell i del conductor

del seu caracter), podem aplicar el teorema d’Ogg-Li-Asai que proporciona
|Bp| = /P i, per tant, vy(B,) + vp(Bp) = 1.

Finalment, notem que B, és un enter del cos Kg per ser un valor
propi de 'operador de Hecke Uy i que, per tenir E reduccié potencialment
ordinaria en p, el primer p descompon completament a K. D’on se segueix
que v,(B,) € {0,1}. O

Com a conseqiiencia de ’anterior proposicié obtenim el segiient

Corol-lari 2.2. Amb les notacions d’abans,

i) Si e = 3,6, ezisteizen dos enters a, b € Z tals que

b
Bp=2a2+ +g\/—3, amb a>+ab+ b =p.
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il) Si e = 4, ezisteizen dos enters a, b € Z tals que

B,=a+ b, amb a®+b =p.

Observacié 2.3. Els dos tnics cossos quadratics imaginaris amb grup
d’unitats diferent de {£1} sén, precisament, Q(v/—3) i Q(¢). Aixo fa que
al resoldre les equacions diofantiques z2 + zy + z? = pi 2% + y? = p trobem
6 candidats a coeficient ocult B, en el primer cas (e = 3,6), i 4 candidats en
el segon cas (e = 4). Com saber discernir, directament a partir de E, entre
els candidats és una questié encara no resolta. No obstant, a continuacié

mostrem un procediment, o enginy numeric, que pot ser util per al calcul

de B,.

Sigui Ajg la varietat abeliana, factor de Ji(Np)q, associada a la
forma nova G (cf. capitol 2, §1). Es clar que dim(Ajg) = 2. Un exercici
senzill (cf. capitol 1, §4) ens mostra que, si W, és la involuci6 de Fricke en
p, aleshores

G|W, = A,(G)G
on A\p(G) # 0 és el pseudo-valor propi de Wy en G i G és la forma nova

conjugada complexa de G; és a dir,
G(q)=) Bng".

Per tant, I'espai Q4 . de les diferenecials invariants s’identifica amb I'espai
< G,G > generat sobre C per les formes noves G i G. D’altra banda,
sabem que G|Wnp = A N,(G)E (cf. capitol 1, §4). Aleshores es satisfan les
hipotesis del teorema 1 a [Sh 73]. En aplicar-lo obtenim que la funcié zeta
de la varietat abeliana A)¢ coincideix, llevat pot ser dels factors d’Euler
en els primers de mala reduccié, amb el producte G(q) G(q). Posteriors

resultats de teoria general donen la igualtat en tots els factors (cf. [Ca 86]).

L’obtencié del coeficient ocult B, es redueix, doncs, a coneixer la
funcié zeta de la varietat abeliana Ajg o, equivalentment, a coneixer la
forma parabolica H = GG de nivell Np, pes 4 i caracter trivial. En efecte,

tenim que

H(g)=_ Cng" € S4(Np),
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amb C, = z B;B; i, amb el coneixement d'una base de I'espai S4(Np),
t+j=n
és possible determinar B, com a solucié d’un sistema d’equacions lineals.
Veieu l'experiment numéric No.3 del capitol 8 que servi per intuir la

naturalesa del coeficient ocult.

§3. Ordinarietat

En la seccié anterior hem tractat dels coeficients ocults; les seves propietats i
les dificultats per obtenir-los. En particular, hem vist que el coeficient ocult
B, és un enter algebraic de valoracié p-adica nulla o igual a 1. Decidir quan
es presenta un cas o l'altre és un punt clau en la prova de la conjectura de
Serre per a les representacions que provenen de la p-torsié de les corbes de
Weil potencialment ordinaries en p. Ara anem a distingir aquests dos casos

en funcié del p-simbol de Kodaira de la corba de Weil.

Proposicié 3.1. Sigui E una corba de Weil potencialment ordindria en
p > 7, amb p-tipus diferent de I. Posem G la forma nove amb Nebentypus
associada a E, i G la forma nova miltiple de G|W,,. Es té:

i) Si el p-simbol de Kodaira de E és II, III, o bé IV, aleshores G és une
forma PB-ordinaria.

ii) Si el p-simbol de Kodaira de E és II", III", o bé IV*, aleshores G és

una forma P-ordindria.

DEMOSTRACIS. Ja que E té bona reduccié potencial ordinaria en p, la
restriccié de p: Gg — Aut (E,) = GLy(F,) al grup d'inércia I, redueix. Ve

donada per

xP7V o« . . .
0 x° si el p-tipus(E) =11, III, IV, i

Xv+1 *
( 0 xv(¢_1)> si el p-tipus(E) = II"*, III*, IV*

(cf. capitol 6, teorema 1.4 i proposicié 2.1).
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Obtenim
forma | representacié | p-tipus(E) = II,III,IV | p-tipus(E) = II*,III*,IV*
- * * * *
G P®Xx "1, G 1) (o X(,-z)v)
- v * * * *
G P®x"1, (o xg.,) G 1)

Per tant, pel teorema 1.4 del capitol 3, G no pot ser P-ordinaria quan
E és de tipus IT*, III” o bé IV" en p, resp. G no pot ser P-ordinaria quan
E és de tipus II, II] o bé IV en p. Ja que, per la proposicié 2.1, sabem

que una d’ambdues ha de ser ordinaria, la proposicié queda provada. [

§4. La prova

Ara tot és a punt per provar el

Teorema 4.1. La conjectura de Serre [Se 87, (3.2.4)] és certa per a tota

representacid irreductible
p: Gg — Aut(E,) = GLo(Fp),

on E és una corba de Weil potencialment ordindria en p > 7. Es a dir,
la representacié p prové d’una forma parabolica de Hecke (modp) de tipus

(Npykpr€p)-

DEMOSTRACIO. Sigui Ng el conductor geometric de E. Sabem que Ng =
Np?, on N és el conductor d’Artin de la representaci6é p-adica associada a
E. Si utilitzem el corol-lari 3.4 que hem provat en el capitol 5, és suficient
veure que la representaciéo minimal associada a p, o bé una companya seva

en cas d’existir, satisfa la conjectura de Serre.

Seguint la proposici6 2.4 que hem obtingut en el capitol 6, trobem la
representacié minimal (o la companya) p(n), associada a p, segons el tipus

de reducci6 de E en p:
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p(v) si p-tipus(E) = II, III, IV ,
p(m) = p(-v) siptipus(E)=1II", IIT*, IV* |
p(v)  siptipus(E) =1,
p—1
e
Posem N,, k, els invariants conductor i pes associats a p; els seus

onv=

valors els hem calculat en els teoremes 1.1 i 1.4 del capitol 6. Recordem que
en aquest cas I'invariant €, és el caracter trivial. En cada cas, anem a veure

que p(mn) satisfa la conjectura.

Cas 1. El p-simbol de Kodaira de E és II, III, o bé IV . Els invariants de
p(v) sén
(N,,p+1-2v,1).

Considerem la forma nova G(q) = 3_ Bng" amb Nebentypus associada a
E. Sabem, per la proposicié 3.1, que G és una forma P-ordinaria. Per
tant, la valoracié p-adica del coeficient ocult és v,(Bp) = 0. Si normalitzem
’exponent del caracter %2Y, d’acord amb el teorema 1.2 que hem provat en

el capitol 5, podem prendre d = v(e — 2) i, aleshores, arribem a que

Tr (GE}S ™) € Spp1-2u(N),

Tr(GE;, )= G (mod %).

Els coeficients de Fourier de g, la reduccié (mod ) de Tr(GE, '(‘Z_z)), sén
congrus a p(v)(Frob,) per a tot £{ Np. D’on g és una forma parabolica de

Hecke (mod p) de tipus (N,p+1—2v,1) 1 tal que

pg 2 p(v).

El pes i el caracter de g sén els correctes i el seu nivell N és primer amb p.
Només si es presenta la situacié d’existir un primer ¢ amb ¢-tipus(E) = I,
ip|r, N noés encara el conductor N, (cf. capitol 6, teorema 1.1); no
obstant aixd, notem que estem en condicions d’aplicar el teorema 5.5 del
capitol 4 [Jor-Liv 89] i corregir aquest eventual abaixament. Per tant, p(v)

satisfa la conjectura de Serre i aix0 acaba la prova en aquest cas.
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Cas 2. Elp-simbol de Kodaira de E és II*, III*, 0 bé IV* . La demostracié
per a aquest cas és simétrica, “respecte la involucié6 Wy, del cas anterior.
Ara, els invariants de la representacié minimal, o bé de la companya, p(~—v)
sén
(Np,2(v+1),1).

Cal considerar la forma nova G(¢) = . Bng", conjugada complexa de la
forma nova amb Nebentypus, G, associada a E. Ara és G la forma P-
ordinaria. Per tant, la valoracié p-adica del coeficient ocult és v,(B,) = 1.
En normalitzar I'exponent del caracter ¥~2" de G, d’acord amb el teorema

1.2 del capitol 5, trobem d = 2v i, aleshores, arribem a que

Tr (6E12Yv¢) € 52(u+l)(N) ’

Tr(GE!)=G (mod ).

Els coeficients de Fourier de g, la reduccié (mod P) de Tr (-éEfxl,), son
congrus a p(—v)(Frob;) per a tot £{ Np. D’on g és una forma parabolica
de Hecke (mod p) de tipus (N,2(v +1),1) i tal que

P32 p(—v).

El mateix raonament d’abans ens porta a que p(—v) satisfa la conjectura

de Serre.

Cas 3. El p-simbol de Kodaira de E és I . Aquest cas és facil ja que els
invariants de la representacié minimal p(m) sén (N,,2,1). La reduccié

(mod P) de la forma nova G amb Nebentypus associada a E proporciona
una forma parabolica g de Hecke ( mod p) de tipus (NV,2,1) amb p, = p(m).
En cas necessari (cf. capitol 6, teorema 1.1), notem que estem en condicions
d’aplicar el teorema 5.4 del capitol 4 [Ca89] i acabem d’arreglar el nivell.

D
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Experiments numerics

§1. Experiment No. 1: Avantatges de la representacié
minimal

Considerem la corba el-liptica E sobre Q donada pel model de Weierstrafl
2 — .3 .
Yy +zy+y=z + Tz - 15;

aquesta corba es troba a les taules d’Edixhoven-de Groot-Top [Ed-Gr-

To 90]. El seu discriminant és poteéncia de primer,
Ap = —359°,
i el seu conductor
Ng =359,

Implementat ’algoritme de Tate, trobem que el model de Néron sobre ’anell
local Z35¢ té reduccié amb simbol de Kodaira II. D’altra banda, ja que
359 = 2 (mod 3), tenim que E)q té bona reduccié potencial supersingular
en 359.

La representacié del grup de Galois absolut
p: GQ — Aut (E359),

definida per 1’accié de Gg sobre els punts de 359-torsié de E|q és continua,
senar i irreductible (per exemple, ja que 163 < 359). Els teoremes 1.11 1.4

del capitol 6 permeten calcular els invariants per a p:



96 8: Experiments numeérics

N,=1 k,=21840 ¢,=1.

Aleshores, la conjectura de Serre prediu ’existéncia d’una forma
parabolica de Hecke

f € S21840(1),

amb coeficients a; congrus (mod 359) als de la L-série de Hasse-Weil asso-

ciada a la corba el-liptica

L(E,s) = An

s b
n=1

per a tot primer £ # 359. Calculem els primers coeficients de la L-série:

n,123456789101112131415
A, |11 -2 -11 -2 -4 -31 1 -2 2 3 -4 -2.

En calcular la dimensi6 de 'espai de formes paraboliques, on hem de
cercar f, obtenim

dim 521340(1) = 1821.
Aquesta dimensio és excessiva per realitzar calculs sobre un ordinador de
talla mitjana.

Ara bé, al considerar la representacié minimal (o la companya) asso-
ciada a p, podem alleugerir els calculs 1, en conseqiiencia, el temps d’execucio
per tal de trobar la forma f que contrasti favorablement la conjectura. En
efecte, seguint la proposicié 2.4 del capitol 6, trobem que els invariants

associats a la representacié p(60) per a p son:
Np=1 kp(60)=240 €p=i.
Ara dim S240(1) = 20 i una base ve donada per

5240(1) =< f" >i=l,20 a‘tnb fi = A‘ E;O-Zi,
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on

Alg)=¢ [T (19" € Sia(1)

n=1

Es(q)=1-504 Y os(n)g" € Me(1),

n=1
s6n 'invariant discriminant i la serie d’Eisenstein de pes 6, respectivament.

S’ha implementat un programa escrit en codi FORTRAN que obté els
vectors propis per a l'operador de Hecke T, actuant a Sk(1). Per a k = 240,

expressat en l’anterior base, trobem els vector propi

G = (1,200,8,89,210,347,117,284,158,24,
242, 6,264, 238,190, 233,238, 320, 303, 281) .
Els seus primers coeficients de Fourier sén:
G(g) =¢—
18976 >+
174762740 ¢ -
1040444733543 ¢* +
4499651242530976 ¢° —
15060060147344832709 ¢®+
40580143460545124102245 ¢ —
90415252923989878420327980 ¢° +
169773777843010223881644216947 ¢° —
272439902993476545159400919943020 ¢'°+
377555704481308893617379138488273600¢" ! —
455414178223644406628199528768738304222 ¢** +
480912466381700331716014103399776614240292 ¢**—
446423056402027970479412561736757701070300244 ¢** +
365253275569640340540625846681467784312619400533 ¢*° —~
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En reduir la forma G (mod 359) obtenim la forma g(q) = 3 bng",

n'l 2 3 45 6 17 8 9 10 11 12 13 14 15
bn 308 104 —88 47 —81 140 —181 191 ~116 279 177 184 —40 221 .

La poteéncia 60 de 'operador de Ramanujan-Katz ens proporciona

f(g) :=6"g(q) = Zanq,

n|1 2 3 45 6 7 89 10 11 12 13 14 15

357 -1 1 -2 355 —3 1 —358 357 =357 3 —4 357 .

Notem que els primers coeficients resulten congrus (mod 359) als de la L-
serie L(E,s). Hem comprovat que p satisfa la conjectura en prendre la

forma f, al menys per als primers 100 coeficients.

§2. Experiment No. 2: Abaixament de nivells

Considerem

F(z) = Z A"eZm'nz

n=1

una forma nova de tipus (N, k,¢), definida sobre Q. Si
é:(Z2/MZ)* - C*

és un caracter de Dirichlet modul M, aleshores

FR¢(2)=) And(n)e?™  (4(n)=0simcd. (n,M)#1)

n=1

és una forma de Hecke parabolica de tipus (N, k,& ¢2), on

N' = m.c.m.(N, M - conductor (¢), M?).
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Si M és primer amb el nivell N, aleshores F' ® ¢ és una forma nova de tipus
(NM?, k,e ¢*); perd en cas contrari, la forma F ® ¢ pot deixar de ser nova!
La qliestié és “quan?”.

Dels treballs de Li [Li75] s’'obté un criteri molt bonic per saber
decidir quan una forma és nova o no. Concretament, es consideren els

operadors K 1 Hy definits segons

Gin =6l 5 ) i GIKE) =B,

per a tota forma parabolica G(z) = Y pe, Bn€?™"* de tipus (N, k,e¢),
definida sobre Q; aquests operadors satisfan les propietats seguents:
H} = (-1,
K*=1,
HyvK =(-1)*KHy,
HyT,=&(p)T, Hv siptN,
GIK(z) = ) Bne®™.

Es té

Proposicié 2.1. (cf. [Li75]). Sigui G € Sk(N,€) una forma parabolica
de Hecke. Aleshores, la forma G

és nova de tipus (N, k,e) <= satisfi l'equacid funcional G|K|Hn =G,
per a certa constant compleza v de modul 1.

Aleshores, per veure quan F' ® ¢ deixa de ser nova podem aplicar el

seguent

Corol-lari 2.2. Les notacions com abans. Si ezisteiz un nombre complez
z € H tal que

2:°=! Z"E(n) e—2min/Nz
VNF zk % And(n)e2min:

~14#0,

aleshores F ® ¢ no és nova.
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La implementacié a I’ordinador d’un programa que apliqui ’anterior
criteri per a les formes paraboliques de Hecke F' ® ¢, obtingudes en torcer
la forma nova F associada a una corba de Weil, ha estat el detonant per
establir la proposicié 1.1 del capitol 7. A continuacié, expliquem els detalls

d’aquesta implementacio.

Considerem E una corba el-liptica sobre Q amb reduccié additiva en
un primer p > 5. Calculem un truncament de la L-série de E:
o0
A
L(E,s)= =

s b
n=1

a partir d’una equaci6é de Weierstra minimal. Si E és de Weil, aleshores

[==]

F(Z) = ZAHCZ'rrinz

n=1
és la forma nova de tipus (Ng,2,1) associada a E, amb Ng = Np? i p{ N.

Es calcula una arrel primitiva ARRPR de F;} i es pren, com a ¢, el
caracter de Dirichlet (mod p), ¥, determinat per

H(ARRPR) = 2™/(»~1)

Per a cada enter j, 0 < j < p—2, s’esbrina si la forma F ® 3’ sembla
ser, o no, nova de tipus (Np?,2,%?7). Per a aixd, comprovem l’equacié

funcional de la porposicié 2.1 aplicant el corol-lari 2.2 amb z = 2:/\/NE.

Heus aci, el programa escrit en codi FORTRAN i un joc de proves
obtingut en un VAX 8600 de la Facultat d’Informatica de Barcelona.

PROGRAM PROPOSICIO 1.1 DEL CAPITOL 7
IMPLICIT INTEGER(A-Z)

DIMENSION AN(100000),P(10000)
REAL*16 A1,A2,A3,A4,A6,Q1,Q2,PI,X,A,NN
COMPLEX*16 X1(0:4596),F1,F2

ENTRADA DE DADES I CALCUL DE ARRPR

PI = 1
PI = 4*ATAN(PI)
P(1) = 2
READ(104,*) (P(I),I=2,10000)
10 WRITE(5,*) ’ESCRIU NOMBRE DE COEFICIENTS’
READ(5,*) NAN
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100
110

WRITE(5,*) ’ESCRIU PRIMER DOLENT’
READ(5,*) PP
DO I = 0,PP-1

XI1(I) = 0

J=1
DO WHILE(J.NE.1)
XI1I(J) = 1
J = MOD(I*J,PP)

= 1,PP-1
IF(X1(J).EQ.0) GOTO 100

ENDDO
ARRPR =
WRITE(5,*)’ ARREL PRIMITIVA=’,6ARRPR

WRITE(5,*)’ESCRIU COEFICIENTS DE LA C.E.:A1,A2,A3,A4,A6°
READ(5,*) A1,A2,A3,A4,A6

WRITE(5,*)’QUIN CONDUCTOR TE 7’

READ(5,*) NN

CALCUL DE LA L-SERIE DE LA CORBA EL-LIPTICA

20

AN(2) =0

IF(QMOD(A6,QEXT(2)) .EQ.0) AN(2)=AN(2)+1
IF(QABS(QMOD(AG QEXT(2))) .EQ.QABS(QMOD(1+A3,QEXT(2))))
AN(2)=AN(2)+1

IF(QMOD(A6+A4+A2+1,QEXT(2)) .EQ.0) AN(2)=AN(2)+1

IF (QABS(QMOD (A6+A4+A2+1,QEXT(2))) .EQ.
QABS(QMOD(1+A1+A3,QEXT(2)))) AN(2)=AN(2)+1

AN(2) = 2-AN(2)

I=2
DO WHILE(P(I).LE.NAN)
AN(P(I)) = 0
DO X = O,P(I)-1
T = NINT(QMOD( (A1%X+A3)*%2+4x%
(X**3+A2%X**2+A44*X+A6) ,QEXT(P(I))))
IF(T.LT.0) T=T+P(I)
AN(P(I)) = AN(P(I))-LEG(T,P(I))
ENDDO
I = I+
ENDDO ‘
AN(1) = 1
DO I = 4,NAN
= NINT(SQRT(FLOAT(I)))

J=1
DO WHILE(P(J).LE.II)
IF(MOD(I,P(J)).EQ.0) THEN

AN(I) = AN(I/P(J))*AN(P(J))
IF(MOD(I,P(J)*P(J)).EQ.O.AND.
QMOD(NN,QEXT(P(J))) .NE.O) AN(I)
= AN(I)-P(J)*ANCI/P(3)/P(J))
GOTO 20

ENDDO
CONTINUE
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ENDDO
WRITE(S,*) ’JA HE COMPUTAT LA L--SERIE °’
TEST DE L’EQUACIO FUNCIONAL EN Z= i A/VNN

=2
q1 = EXP(-2*PI/A/SQRT(NN))
Q2 = EXP(-2*PI*A/SQRT(NN))
WRITE(5,*) ’ORDRES DE LES CUES:’
HRITE(S,*) Q1**NAN,Q2**NAN
DO L = 0,PP-2
XI(A%%PR) EXP(2%PI*(0,1)*L/(PP-1))
J —
DO HHILE(J NEJl)
J = MOD(J*ARRPR,PP)
X1QJ) = XI(JJ)*XI(ARRPR)

ENDDO
F1 = (0,0)
F2 = (0,0)
DO I = 1,NAN
F1 = F1+AN(I)*XI(MOD(I,PP))*Q1%xI
NDD F2 = F2+AN(I)*XI(MOD(I,PP))*Q2#x*I
E

wRITE(s *) 'TEST:’
WRITE(5,666) L,ABS(1-ABS(A*A*F2/F1))
ENDDO

TORNAR A COMENCAR AMB UN ALTRE EXEMPLE

GOTO 10
666 FORMAT(I10,F30.10)
END

Per a la corba el liptica 338 A1 de les taules de Cremona [Cre 91—},
E: y*+zy =2 —2*+z+ 1 de conductor Ng = 2- 132, s’obtenen els
resultats segiients:

EESRIU NOMBRE DE COEFICIENTS
ESCRIU PRIMER DOLENT

13
ARREL PRIMITIVA=_ 2
ESCRIU COEFICIENTS DE LA C.E.:A1,A2,A3,A4,A6

1,-1,0,1,1
QUIN connucron TE 7

338
JA HE COMPUTAT LA L--SERIE
ORDRES_DE_LES CUES:
831679877458641151716189139943572E-0038
%ﬁ§%2°°7 9309831815267735000917055E-0149
0 0.0000000000
1 0.0000000000
2 2.6699959395
3 0.0000000000
4 0.0000000000
5 0.0000000000
(] 0.0000000000
7 0.0000000000
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Ng = 432, extreta de les taules [Ed-Gr-To 90], s’obtenen els resultats
L--SERIE

3

ESCRIU COEFICIENTS DE LA C.E.:A1,A2,A3,A4,A6

ESCRIU NOMBRE DE COEFICIENTS
1,0,1,-39,-27

500
ESCRIU PRIMER DOLENT

Observem que les formes paraboliques de Hecke F ® ¢? i F ® 1°
43
ARREL PRIMITIVA
QUIN CONDUCTOR TE ?

semblen deixar de ser noves.
Per a la corba el-liptica E :
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segiients:

OO0O000O0VOOOO0O0OONOOO0O00O0OOO0O0O0OOONOOOOOO000

[eledeloloiolololololelealelelirlololololelolololelolololel s [alelalololelelo]
[elelalelolealelalalelelaleleliiolelelolololelelolelololallsalelelelolalele)]

.....................................

[eleleloleoleoleleloleloloslolollslololelolololololelolololells[oleleololelole o]

O HNMLUNO 0 N O NN LD O 000y O HNM LU O O N O M HLNQ
et = HH AN NI NN M MMM N MO
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Ara sén les formes paraboliques de Hecke F @ ¢! i F ® 9%?® que

semblen deixar de ser noves.

En els dos exemples anteriors la corba el -liptica té reduccié potencial-
ment ordinaria en p = 13, 43, respectivament; en efecte, en ambdos casos
tenim p = 1 (mod 3) i, si seguim 'algoritme de Tate, trobem p-simbol de
Kodaira igual a IT i IV, respectivament. Aleshores, notem que es pro-
dueix ’abaixament d’acord amb la proposicié 1.1 del capitol 7. No passa
aixi quan la reduccié és potencialment supersingular en p; per exemple: la
corba el liptica 605 A1 de [Cre91-), E : y’+zy = z° —2% — 14142 — 44027
de conductor Ng = §- 112, té 11-simbol de Kodaira IV*. Ja que 11 = 2
(mod 3), E té reduccié potencialment supersingular en 11. En executar el

programa, obtenim:

EggRIU NOMBRE DE COEFICIENTS
ESCRIU PRIMER DOLENT

11

ARREL PRIMITIVA= 2

ESCRIU COEFICIENTS DE LA C.E.:A1,A2,A3,A4,A6
1,-1,0,-1414,-44027

QU%N CONDUCTOR TE ?
8A HE COMPUTAT LA L--SERIE

RDRES DE LES CUES:
1.841223881443324735995601762347581E-0038
Tﬁs%928144983344485193690 0926543549E-0149
0 0.0000000000
1 0.0000000000
2 0.0000000000
3 0.0000000000
4 0.0000000000
5 0.0000000000
6 0.0000000000
7 0.0000000000
8 0.0000000000
9 0.0000000000

Totes les formes torcades F @ 17 semblen ser noves.
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§3. Experiment No. 3: Calcul de coeficients ocults

Considerem la co;ba el liptica E|q donada pel model de Weierstrafi
y2+zy+y=23—12+2x—2;
aquesta corba es trobz«; en les taules [Ed-Gr-To 90]. El seu conductor és
Ng =37,

Amb ’algoritme de Tate, trobem que el model de Néron sobre Zj7 té re-
duccié amb simbol de Kodaira II. D’altra banda, ja que 37 = 1 (mod 3),

E|g té bona reduccié potencial ordinaria en 37.

Admetem que Eg és una corba de Weil. Aleshores, F(q) = > Ang™,
Panti-transformada de Mellin de la L série de la corba el-liptica E|g, és una

forma nova de pes 2 i nivell 37%.

Triem una immersié Q < Q37 de tal sort que el caracter
¥ (Z)3TZ) - Q, P(2) = >/,
satisfaci

$(2)=27" (mod PByr),

on P, és el primer de Q dividint 37 que la immersié determina. (Notem

que 2 és una arrel primitiva de F3; .)

Considerem ara la forma nova G amb Nebentypus associada a E per
-1
= 6,1

la proposicié 1.1 del capitol 7. Tenim v = P

G(q) = Y_ Bag" € $:(37,9"),

té el mateix sistema de valors propis que F ® ¢%; la forma nova G té el

mateix sistema de valors propis que F ® ¥3°. Tenim

B, = An 1/"6(") )
B, = An¥(n),

per a tot n > 1 tal que 37 { n.
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A continuaci6 trobem el coeficient ocult Bj7. El producte de les dues

formes noves és
H(g)=G(q)G(q) = )_ Cng" € 54(37),

amd Cp, = Z B;B;.
i+j=n
Ja que H és parabolica, tenim Co = 0; també coneixem B, per a
n < 37. Aixd ens permet trobar els primers 37 coeficients de la forma H,
alguns d’ells son:

n!12 3 4 56 17 8 9 10 11 112 .. 36 37
c.{0 1 -1110 -1 -1 -10 7 -8 —4 .. -16 O.

D’altra banda, sabem que dim S7°¥®%(37) = 9; una base amb coefi-

cients enters la podem trobar a les taules de Bonn [Bonn 87-]:

S3°v%(37) =< 91,92, 93,94, 95, f1, fas fa, fa > .

Trobem
H—l +1 +E +ﬁ
—892 893 894 895-
Per tant, ara coneixem més coeficients de H:
n|12 3 456 7 8 9 10 11 .. 37 38 39
c./01 -1110 -1 -1 -10 7 -8 .. O 58 73.

El coeficient de Fourier C3g proporciona l'equacié:
By7 + B3 = —11,

i el coeficient Cjyq:

1 V3 V3

. 1 3.\ =
(—’2‘+—2—2)337+(—§— -2—'1)337 =1.
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D’on el coeficient ocult és

Notem finalment, d’acord amb la proposicié 2.1 del capitol 7, que
|Bs7| = V/37 i B3z és un enter algebraic del cos Q(v/—3). A més, ja que

e?™/% =271 (mod P7),
trobem /=3 = 27°% — 1 = 21 (mod P37); aleshores
By =26#0 (mod Byr),

d’acord amb el fet que la corba elliptica Ejg té reduccié potencialment

ordinaria en 37 amb simbol de Kodaira I (cf. capitol 7, proposicié 3.1).



APENDIX 1

Cas semistable

En aquest apéndix tractem les representacions irreductibles
p: Gg — Aut(E,)

associades als punts de p-torsié de les corbes el-liptiques amb reduccié
semistable en p > 5. Posem N,, k, i £, = 1 els invariants corresponents a p.

El conductor geométric de E és de la forma Ng = Np. Sabem (cf. capitol

{2 sip|v
kp = .
p+1 sipiv,

6, teorema 1.4) que

on I, és el p-simbol de Kodaira per a E.

§1. El cas semistable finit

Quan la representacié p és finita en p, tenim k, = 2. Del profund treball de

Ribet (cf. [Ri90]) es dedueix el

Teorema 1.1. Suposem que E és una corba de Weil amb reduccid multi-
plicativa en p > 5. Si p és irreductible i finita en p, aleshores p satisfd la

conjecutra de Serre.

DEMOSTRACIO. Ja que p > 5, el teorema 1.1 que hem obtingut en el capitol
6 assegura que es produeix un abaixement entre N i N, justament en els
primers £ on p és finita. A més, per ser E de Weil i p finita en p, el teorema
de Ribet (cf. capitol 4, teorema 5.3) assegura que p prové d’'una forma
parabolica de Hecke de tipus (N,,2,1) = (N,, k,,6,). O
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Observacié 1.2. Es aixi com es pot donar, suposant que les corbes el-lipti-
ques de Frey [Fr 86] sén de Weil, una prova per al darrer teorema de Fermat.
A una hipotetica solucid, no trivial, de ’equacié de Fermat a? + b = c?,
Frey associa una corba el-liptica E = E(a, b, c,p) semistable sobre Q. A
més, la representaci6 p definida pels punts de p-torsié és irreductible i finita
en p, si p > 5. Per tant, si E és de Welil, p satisfa la conjectura de Serre.

Pero, s’arriba a una contradiccio ja que resulta N, = 2, k, = 2, ¢, =11,

§2. El cas semistable no finit

Veiem ara que, amb lleugeres modificacions, podem aplicar les técniques del

capitol 5 per tal de provar el segiient

Teorema 2.1. Les notacions com a la seccid anterior. Admetem que E és
una corba de Weil amb reduccid multiplicativa en p > 5. Si p és irreductible

t no finita en p, aleshores p satisfa la conjecutra de Serre.

DEMOSTRACIO. Ara tenim k, = p+ 1. Sigui F(q) = Y An.q" € S»(Np)
la forma nova associada a la corba de Weil E. Considerem E,  la série
d’Eisenstein de pes 1 que correspon al caracter 1, invers del caracter de

Teichmiiller segons una immersié Q C @p. Fem el producte
FE} ! € S5p41(Np).

Es facil comprovar que la forma parabolica de Hecke (mod p), g, obtinguda

en reduir

Tr(F EP l)esp-i»l( )

produeix la forma modular f que prediu la conjectura degut a que té el pes

correcte, p no divideix el seu nivell i, ja que A, = %1, se satisfa
Tr(FET, Y=F (mod ),

on P és el primer de Q que la immersié Q C @p determina (cf. capitol 5,
§1 i [Jor-Liv 89), remarca 2).
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Com a conseqiiéncia obtenim

Corollari 2.2. La conjectura de Serre és certa per a tota representacio

irreductible
p: Gg — Aut(E))

onp>5i E és una corba de Weil amb p-tipus(E) = I} (v > 0); és a dir,

amb reduccié potencialment semistable en p.

DEMOSTRACIO. Considerem la representacié torgada p(ﬂ;—l) de p. Aquesta
és la representacié associada als punts de p-torsié de la corba E', torgada
de E per Iinic caracter quadratic ramificat només en p. A més, p(";—l) és
la minimal per a p. Ja que E' és de Weil, per ser-ho E, i semistable en p,
tant si p(%l) és finita en p com si no, podem aplicar els anteriors teoremes
aixi com els criteris obtinguts en el capitol 5; aleshores trobem que p satisfa

la conjectura. O
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Cas supersingular

A continuacié presentem algunes consideracions finals sobre les representa-
cions

p: Gg — Aut(E,)
definides pels punts de p-torsié de les corbes el-liptiques potencialment su-

persingulars en p, el darrer cas que queda.

§1. Una conjectura per al cas supersingular

A tota aquesta seccid, E és una corba el-liptica sobre Q potencialment su-
persingular en p > 5 i tal que la representacié p és irreductible. Despreciem
el cas on el p-tipus(E) = I}, ja que pot ser tractat amb les técniques ex-
posades en el capitol 7. Posem Ng = Np? el seu conductor geomeétric.

Considerem
L(E,s) = 3 An
’ B n=1 n
la seva L-serie de Hasse-Weil. Definim
’ s P+1
v = R

€
on e, com d’habitud, és el minim comd multiple de les multiplicitats de les

components irreductibles de la fibra especial del model estable de E.

Per darrera vegada, escollim una extensi6 a Q de la valoracié p-adica
de Q i sigui P el primer de Q, dividint p, que li correspon. Considerem el

caracter

¥:(Z/p2) - Q
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que s’identifica amb 'invers del caracter de Teichmiiller (segons P).

Amb les notacions anteriors, formulem la segiient

Conjectura 1.1., Sigui E una corba el-liptica com abans. Ezisteiz una

forma nova, definida sobre C,

(Nppv 27 ¢20")
G(g) = ZB"(J", de tipus < (N,p, 2,420=v™))
(Nppv 27 1/)‘2(1_‘)“)) ]

tal que per a tot n primer amb N,p es té

A V" (n)
B.={ A, %'V (n) (mod P)
Ap V" 1(n)

p-tipus(E) = I1,III, IV
si ¢ plp, redueiz 1 p-tipus (E) = II", 111", IV*
plp, irreductible i p-tipus(E) = II*,I1I*,IV*,

respectivament. A més, G és P-ordindria si, 1 només si, p|p, redueiz.

A la seccid segiient es mostra amb detall un exemple numéric d’aques-
ta conjectura; en tots els exemples efectuats s’ha obtingut éxit. Aleshores,

es té el

Teorema 1.2. Admetem la conjectura 1.1.,» per a E. S’afirma que la rep-

resentacid

p: Gg — Aut(E,)
satisfd la conjectura de Serre.

DEMOSTRACIO. La pro(ra consisteix en aplicar el corol-lari 3.4 que hem
obtingut en el capitol 5. Es suficient, doncs, veure que la representacié
p(), minimal o companya de p, satisfa la conjectura. Per a aix0, anem a
manipular la forma nova G d’acord amb el teorema 1.2 que hem provat en

el capitol 5. En normalitzar el caracter de G, s’obté el valor
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-2 +(p—-1) si p-tipus (E) = II,II1,IV
t=1< 2(v*-1) si p|p, redueix, p-tipus(E) = II*, III*,IV*
2(1-v*)+(p—1) sip|p, irred., p-tipus(E) = II*, III*,IV*.

Si tenim en compte' Yordinarietat en P de G, pel teorema 1.2 del

capitol 5, trobem que el valor

20 +(p—-1) si p-tipus(E) = II,III,IV, p|p, redueix
de 20 +2(p-1) si p-tipus(E) = II,III,IV, p|p, irred.
) 2w -1) si p-tipus(E) = II*, I1I*,IV*, p|p,redueix

2(1 —v*)+2(p—1) siptipus(E)=II",III",IV*, p|p, irred.

és tal que se satisfa la congruencia

Tr(GE{ ) =G (mod ).

Per tant, la forma de Hecke g, obtinguda reduint Tr (GEf,w), és de tipus
(N,2+d,1). Notem que

(e — 2)&:’l si p-tipus(E) = I1,II11,1IV, p|p, redueix
24d 2p— 2281 si p-tipus (E) = II,III, IV, p|p, irred.
o) ot si p-tipus (E) = II*,III*, IV*, p|p, redueix

2(p+1)— 28 si ptipus(E) = II*, III*, IV*, p|p, irred.

Quan p|p, redueix, si comparem amb la proposici6 2.4 del capitol 6,
trobem que, en cada cas, (N, 2+d, 1) sén els invariants minimals o companys
associats a la representaci6 p. Quan p|p, és irreductible, els teoremes 3.4 del
capitol 11 2.3 del capitol 3 donen que la filtracié de g(g) és 2+d—(p—1); per
tant, obtenim també els invariants minimals o companys per a aquest cas.
D’altra banda, per les hipotesis sobre els coeficients de Fourier By, obtenim
en cada cas que la representacié p(rh) és isomorfa a p,. Una vegada més, si
cal, el teorema 5.5 del capitol 4 [Jor-Liv 89] permet corregir els eventuals

abaixements entre els nivells i aixi veiem que p(7n) satisfa la conjectura. O
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§2. Contrastacié numerica de la conjectura 1.1.,

Considerem la corba el-liptica E sobre Q donada pel model de Weierstrafl
V+zy=234+3z+1;

aquesta corba el-liptica és la 242 A1 de les taules [Cre 91-]. El seu con-

ductor és
Ng =2-112,

El mode] de Néron sobre I’anell local Z;, té reduccié amb simbol de Kodaira
II i, aleshores, E és potencialment supersingular en 11; la corba E només

té isogénies Q-racionals de grau 3, per tant
p: GQ — Aut (Ell) = GLz(Fu)

és irreductible i; ja que vy;(cq4) = 1, tenim que p|D;; redueix.

Triem una immersié Q — Q,, de tal sort que el caracter
'(/) . (Z/IIZ)' R @‘ , 1/)(2) — e21n'/10 ,

satisfaci

¥(2)=2"! (mod P,,),

on P,; és el primer de Q, dividint 11, que la immersié determina. (Notem

que 2 és una arrel primitiva de F}, .)

La conjectura 1.1.» prediu 'existéncia d’una forma parabolica
G(g) = D_ Bag" € 5:2(22,9*)
que satisfa les congruencies
Bn = Any*(n) (mod Pyy)

per a tot n senar primer amb 11.

De les taules de Barcelona [Barna 91-] extraiem la informacié

dim $5(22,9*) =1.
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Com construir una base? La férmula de les traces d’Eichler-Selberg propor-
ciona la traga de I'operador de Hecke T} en 'espai de formes paraboliques
Si(N,€); quan k = 2 i € és un caracter de Dirichlet de conductor p, pren
I’aspecte .

Traca de Ty en Sy(N,e) = — 3 _a(s) Y b(s,7) [[ e(s.m.9),
s r q|N

on s recorre tots els enters tals que s —4£ és negatiu o un quadrat; és a dir,

s?—40 =12,
52 — 40 =12m, 0> m =1 (mod 4) i lliure de quadrats,
s2 —40=124m, 0> m = 2,3 (mod 4) i lliure de quadrats.

Aleshores,

sgn(z)%}fl’:w sis?—40>0
a(s) = ) y
' 3 sis? —4£<0,

amb z, y les arrels complexes del polinomi ®(X) = X? — sX + (.

Fixat el valor s, r recorre els divisors de ¢ i

-
- 4 L Y4
h("3 = )/w(s r24) sis?—-40<0,

on ¢ és la funcié d’Euler i h(d) (resp. w(d)) és el nombre de classes d’ideals
(resp. 1/2 del cardinal del grup d’unitats) del cos quadratic Q(Vd).

2 _
-l-ga (s 42) sis?—40>0
2
b(s,r) =

Fixat el parell (s,r), per a cada primer g divisor de N es consideren

els conjunts

A=A(s,r,q)={z€ Z/¢"*°Z: &(z) = 0 (mod ¢"*%),2z = s (mod qb)}
B = B(s,r,q)={z € A: ®(z) =0 (mod q"+2"+1)}
B' =B'(s,r,q)={s—2: 2 € B},
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on v =1vg(N)ib=v,(r). Aleshores

2react(a) si (s? —4€)/r? £ 0 (mod q)

C c(s, ryQ) = { ZzeA E(I) + ZyGB' E(y) altrament .

Per a una versié més general de la féormula de les traces cal consultar [Hij-
Pi-She 90]. '

Una implementaci6 de la formula de les traces es deu a J. Quer; el seu

programa, escrit en UBASIC, troba els primers coeficients de 1'inica forma

de Hecke G(g) = 3_,5, Bng" a 52(22,4*):

By =—(¢*-(*-20-2

By =-2(%-2

B; =-20* -2 -4¢* -2
Bz =-2¢* -2( -2

Bz =—4C* —4¢* -5¢C* -5 -4
Byg=-2¢*-6¢3-2(>-5(-5

on (= e27i/5

Es poden arreglar els coeficients By, si es té en compte que cos 7 /5 és
I'tinica arrel positiva (doble) del polinomi 16X° — 20X3 + 5X + 1 i que

or V5-1

. T 2r ..
1 COS — = COS — 4+ isin — — .

10 5 5 4

D’altra banda, si calculem els primers coeficients de la L-série de la corba

el-liptica F, trobem:

£|2 3 5 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43
A(|——2 -3 -2 - -5 -8 -2 6 3 2 -7 -3 -8.
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Finalment, ja que

V5=4 (mod 11)

cosg +isine =e™/1°=2"1=6 (mod By,),

5
trobem
Aey*(6)~- B
¢ 2(0) B, ‘
(mod Py;)
2 | cos 251 + isin %" - -
3 cosﬁ?7r +isin6?’r —Jézﬂ(¢4(3)+l) 0
5 | cos & +isin 8 | (V5 —1)(¢5(5) + 1) — 2 0
7 |cosi® 4isind® | —(V5—1)p5(7) +2 0
11 - _ - -
13 | cos 2% +isin 2F —(V5 — 1)%?(13) 0
17 | cos & + isin &7 —3%&1,1)8(17)+1 0
19 | cos 8% +isin 8% | (2v/5 — 5)(¥*(19) + 1) 0
23 1 —(v5+1) 0
29 | cos4Z 4 isindr | (V5 —5)9%(29) + 2V5 0
31 | cos x4 isin & 2¢2(31) 0
37 | cos4X +isindE | 64°(37) —3(V5 +1) 0
41 |cos & +isin8F | I=3¥5(y4(41) +1) 0
43 1 2(3vB+1) 0
47 | cos 8= +isin 8 | (2v5 - 6)(v*(47) +1) 0
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