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L'objecte d'aquesta tesi és l'estudi d'una conjectura de J.-P Serre que pre-
veu una relació entre certes representacions de Galois residuals de grau 2
i formes modulars (modp). L'objectiu és donar-ne una prova per al cas

de les representacions que provenen de la p-torsi6 de les corbes de Weil

potencialment ordinaries en p.

La conjectura en qüesti6, formulada a [Se 87], sosté que tota repre-

sentació continua, irreductible i senar

p: Ga1(^1Q)—+ GLz(^p)

prove d'una forma parabblica de Hecke (mod p)

de tipus (Ne , k, e,,). El terme "prove" vol dir que el polinomi caracteristic

de p(Frobt) és

- aX +

per a tot primer £ Nap. El conductor N, el pes k, i el caràcter venen

donats, en funció de p, per una recepta molt precisa

Serre se situa en la perspectiva d'una "filosofia de Langlands": Ia

teoria de les representacions interacciona arnb la teoria de les formes auto-

morfes, proporcionant nous resultats de natura aritmètico-geomètrica.

La conjectura esdevé interessant i inquietant aihora quan s'explo-
ren les conseqüències plausibles a què conduiria en cas de ser certa. Entre

d'altres, quedarien provats el darrer teorema de Fermat i la conjectura de



Hasse-Shixnura-Taniyaina-Weil. Quant aquest punt, cal destacar les valuo-
ses aportacions de G. Frey en el treball [Fr 88].

Els antecedents de Ia conjectura no són pocs. La primera versi6
fou establerta en el transcurs de les Journées Ari!hméiiques celebrades a
Bordeus l'any 1973. No obstant, no és fins tretze anys després que queda
enilestida. Les idees de J. Tate per relacionar el pes amb i'acció de la inèrcia
i els resuitats de J.M. Fontaine sobre les representacions locals associades

a Ia cohomologia fan possible que Serre precisi la conjectura en una forma
que permet Ia seva verificaci6 numèrica. Els primers exemples numerics

que la contrasten favorablement els trobem a [Se 87] i tracten casos per als
primers p = 2,3 i 7; Ia implementació a l'ordinador d'aquests exemples és
deguda a J.F.Mestre.

Esmentem els trebalis publicats fins al moment en reiació amb aques-
ta conjectura. El primer es deu a K. Ribet [Ri 90]; en eli es fa un es-
tudi profund de la part nova i vella de Jo(Np), Ia jacobiana de la corba
modular (Np), que permet provar la conjectura de Serre per a certes
representacions residuals modulars i finites. En particular, aquests resul-

tats proporcionarien la prova del darrer teorema de Fermat, en el ben

entes que les corbes e1liptiques de Frey satisfessin la conjectura de Hasse-
Shimura-Taniyama-Weil. El segon I tercer treballs, deguts a H. Carayol i
W. Jordan-R. Livné, contenen l'adaptabilitat del nivell de la forma modu-
lar (mod p) a l'invariant conductor predit per la conjectura, en el cas de
representacions residuals modulars amb condicions restrictives en p. Al-
guns resuitats relacionats amb l'invariant pes, ei més "misteriós", han estat

donats per B.H. Gross a [Gr 90] i per B. Edixhoven a [Ed 91-'].

Tanmateix, en el Seminari de Teoria de Nombres de Barcelona 87/88:
"Contrastaciô ,lumèrica de lii conjeciura de Serre sobre representacions de

Galois modular.?', s'obtingueren exemples de la conjectura per ai cas de re-
presentacions residuals de tipus diedral amb p = 23,157,233... En el treball
conjunt amb J. Quer [La-Qu 87- '] donàrem exemples de tipus octaedral,
construits a partir de resultats de T. Crespo [Cr 90] i de P. Bayer-C. Frey

[Ba-Fr 91] relatius a la realització efectiva de dobles recobriments com a
grup de Galois i al càlcul de les L-sèries d'Artin corresponents.

Malgrat l'ajust de la conjectura que en possibilita la verifaci6 flu-



mèrica, cal destacar les dificultats pràctiques que apareixen a l'hora de

tractar Un exemple concret. En efecte, imaginem que volem contrastar

la conjectura per a una representació donada. Serre prediu que prove d'una
forma modular (modp) que pertany a un cert espai, determinat a partir

dels invariants (conductor, pes i caràcter) associats a la representació en
qiiesti6. La primera dificultat rau en el càlcul d'aquests invariants.

En el cas particular de les representacions de Galois residuals asso-

ciades als punts de p-torsi6 de corbes elliptiques, el càlcul dels invariants
fou presentat per l'autor en el Seminari Frey-Lamprecht-Zimmer a la Uni-
versität des Saarlandes el setembre de 1989. Sota la direcció de J. Oesterlé,

A. Kraus retrobà els mateixos invariants a [Kr 9O-J.

En el cas general, si s'han pogut determinar els invariants, el veredicte

sobre el caràcter cert o fals de la conjectura podria ser resolt sota el coneixe-

ment d'una base de l'espai de formes modulars. Alguns treballs procuren
Ia construccid d'una tal base, maigrat que els resultats que s'aconsegueixen
no son sempre implementables. Citem els de Eichler i Selberg sobre les
traces dels operadors de Hecke, els de Pizer sobre les matrius de Brandt i

les àlgebres de quaternions; també, obtinguts més recentment, els mètodes

dels grafs dissenyats per Mestre-Oesterlé (1985), Birch (1988) i Edixhoven

(1989). Aquests darrers proporcionen algoritmes extramadament eficients,
tot i que estan subjectes a fortes restriccions: donen informacid només de
certs subspais i tan sols tracten el cas de pes igual a 2 i nivell Iliure de

quadrats o p2.

Els motius esmentats ens conduiren a intentar cercar la "lIei" que

regula Ia conjectura. El nostre intent ha resultat reeixit en el cas de les

representacions associades a Ia p-torsiO de les corbes de Weil potencialment

ordinaries en p. Seguint un tractament diferent del que es presenta en lit

meinôria, part dels resultats que aquesta conté s'exposen a [Ba-La 91].

Corn ja hem dit abans, els antecedents de Ia conjectura sOn molts,
estesos en el temps i dispersos en la literatura. La primera part de la

tesi, distribuida en 4 capitols, està dedicada a recopilar i ordenar la part

d'aquest material necessària per als nostres propOsits. La segona part de la
tesi, distribuida en 4 capitols i dos apèndixs, conté les aportacions originals.



El Capitol 1 és de preliminars. Inclou una descripci6 d'un model

cannic de la corba modular X1 (N), sobre Z[1/N], que permet introduir les

formes modulars en el sentit de Katz; exposem una sèrie de resultats sobre

les formes modulars (mod p) i complexes. En acabar el capitol, revisern les

corbes de Well.

En e1 Capitol 2 es repassen els resultats classics sobre l'existència de

representacions modulars p-àdiques i (mod p) associades a una forma mo-

dular. Predits per Serre I deguts a Shirnura i Deligne, aquests resultats
impulsaren la primera versió de la conjectura de Serre. Hem cregut oportü

incloure un esbós de dernostracions recents, obtingudes per Gross, que es

recoizen en la teoria de Serre sobre els aixecarnents de formes modulars

(mod p).

El Capitol 3 està dedicat a l'estudi del comportarnent local de les

representacions modulars (modp). Hi trobem dos casos ben diferenciats:

l'ordinari i el supersingular. El primer, molt més explorat en Ia literatura,
es presenta arnb cert detail; del segon, tractat en la correspondència entre

Fontaine i Serre, ens limitern a donar-ne una breu descripció. Els resul-

tats que exposem son claus per entendre el comportament del pes en la

formulacid definitiva de la conjectura.

En el Capitol 4 es transcriu la definiciO dels invariants de Serre asso-
ciats a una representació, aixi corn l'enunciat de 1a conjectura que ens ocupa.

També fern revista de resultats que sobre Ia mateixa han estat obtinguts fins

al moment.

En iniciar Ia segona part, en el Capitol 5, estudiern el cornporta-

ment de la conjectura de Serre en una representaciO, prenent esment del

cornportament en les seves torçades. Obtenim congruències entre formes

parabôliques de diferents espais i introduim els conceptes de representaciO

minimal i cornpanya associada a una representaciO donada. Aixà ens per-

met provar uns criteris per a la validesa de la conjectura. Aquests criteris
s'apliquen, posteriorment, en el Capitol 7 i en els apèndixs.

En el Capitol 6, calculem els invariants de Serre N, k, E associats a

les representacions de Galois residuals, p, que provenen de la p-torsiO de les

corbes el•liptiques definides sobre Q . Concretament, obtenim un diccionari



entre els invariants de p i els tipus de Kodaira de la fibra especial del model

de Néron de les corbes el'liptiques. En acabar aquest capitol, donem els
invariants minimals i els invariants companys associats a p.

En el Capitol 7 provem la conjectura de Serre per a les representacions
residuals que provenen de la p-torsió de les corbes de Weil potencialment
ordinaries en p. La prova es porta a terme en tres etapes: en Ia primera,

associem uria forma nova amb Nebentypus (caràcter no necessàriament tri-

vial) a la corba de Weil; en la segona, abaixem el nivell i augmentem el
pes d'aquesta forma nova de manera simultània; finalment, a la vista dels

resultats del Capitol 6, verifiquem els criteris suficients que hem obtingut

en el Capitol 5.

El Capitol 8 conté diversos experiments numerics i llistats de pro-
grames implementats en codi FORTB.AN. La construcció d'aquests exemples
ha estat decisiva per trobar Ia llei que regeix la conjectura en el cas de les

corbes de Weil potencialment ordinaries. En els capitols previs hi trobarem
sovint punters per dirigir l'atenció del lector cap a un d'aquests experi-
ments. Considerem que, fent-ho aixi, pot quedar més clar el procés seguit

en l'obtenció dels resultats parcials que ens han conduit a Ia prova.

L'Apèndix 1 recull les proves de la conjectura per a les representacions

definides pels punts de p-torsió de les corbes de Weil amb reducci6 semistable

o potencialment semistable en p.

En l'Apèndix 2 formulem una conjectura per al cas de les representa-

cions de Galois associades als punts de p-torsió de les corbes el1iptiques
potencialment supersingulars en p. Aquesta conjectura és contrastada nu-

mèricament i veiem que implica Ia de Serre.

En el text de la memèria, acompanyen cada resultat no-original sen-

gles referències bibliogràfiques. Aquestes s'indiquen amb una abreviatura

per a l'autor seguida de dues xifres per a l'any (sempre del segle XX); rera

les xifres, el signe "-i" assenyala que es tracta d'un treball inèdit.



En cloure aquesta introducció, voidria expressar el meu agraIment:

• al Departament d'Algebra i Geometria de Ia UB, per la formaci6 rebuda

en els cursos del tercer cicle,

• al Departament de Matemàtica Aplicada II de la UPC, pel suport humà

i material que m'ha ofert en tot moment,

• al Seminari de Teoria de Nombres de Barcelona (UB-UAB-UPC), per les
discusions col'lectives que sovint m'han fet avançar, economitzant temps,

en Ia comprensió de molts aspectes relacionats amb el tema,

• al Professor J. Quer, de qui he rebut nombroses i oportunes observacions,

• als Professors H. Carayol, G. Frey i D.B. Zagier que, amb la seva estada a

Barcelona, m'han esperonat,

• 1, molt especialment, a la Professora P. Bayer de qui he après el trajecte

de Ia Teoria als Nombres i dels Nombres a Ia Teoria. Amb el seu fer, resolut
i diligent, he disfrutat de valent en l'elaboració d'aquest treball.





En aquest capitol s'agrupen les definicions i aiguns resultats sobre les formes
modulars en el sentit de Katz. La selecció ha estat feta en funció de les

necessitats posteriors; és per aix que, a part dels resultats més basics,

s'inclouen també alguns teoremes més especifics.

§1. La corba modular X1(N)

L'estudi de les corbes modulars constitueix un punt clau a l'hora de trac-

tar la conjectura de Serre. En efecte, les corbes modulars despleguen el
pont entre les formes modulars i certes representacioris de Galois residuals.
Aquesta secció conté un resum de les propietats més destacables de la corba

modular X1 (N) que podem trobar a [De-Ra 73], [De-Se 74], [Ka-Ma 85],

[Gr 90], [Ma-Ti 90]. Comencem recordant aigunes definicions.

Sigui S un esquema arbitrari. Una corba el•liptica E sobre S és u.n

morfisme propi i ills

S

amb fibres geomètriques corbes connexes de gènere 1, equipat amb una

secció

La llei d'addicicS sobre les fibres dota E d'estructura d'esquema en grups

commutatiu sobre S. Si N ^ 1 és un enter, denotem per E[N] el nucli de



Ia multiplicaci6 per N sobre E. Aleshores E[N] és un esquema en grups

finit i pla de rang N2 sobre 5; si N és invertible a 5, es té que E[N] és un

esquema en grups étale localment isomorf a (Z/NZ) 2 . A més, existeix un
aparellament canànic, alternat i no-degenrat,

on ILN és l'esquema en grups de les arrels N-èsimes de Ia unitat o, equiva-
lentment, és Ia N-torsió de l'esquema en grups multiplicatiu Gm. Corn és

costum, anomenern e l'aparellarnent de Weil; proporciona un isomorfisme

entre E[N] i el seu dual de Cartier E[NID = Hom(E[N],Gm).

D'altra banda, el feix invertible l' és de grau 0 en cada fibra i, per
dualitat de Serre-Grothendieck, tenim un isomorfisme

de forrnació compatible amb qualsevol canvi de base. Per tant,

és un feix invertible sobre 5, de formació compatible amb qualsevol canvi de
base; el seu dual és el feix invertible R'ir.OE , que és isomorf al feix kj(E).

Una corba eIliptica generalitzada E sobre S és un esquema en corbes
(es a dir, un morfisme propi i pla, de presentació finita i dimensió relativa
corn a molt 1)

S
amb fibres geomètriques o be corbes el•liptiques o be poligons de Néron,
equipat amb un morfisme

tal que:

1) la restricció de "-4-" a E (Ia reuni6 dels punts ilisos de les fibres) dota
d'estructura d'esquema en grups commutatiu,



§1: La corba modular X1(N)

2) "+" defineix una acció de l'esquema en gnips E sobre E, i

3) sobre les fibres E8 amb punts singulars, les trasliacions segons "+" per

E actuen per rotacions sobre el graf de les components irreductibles de

E9.

Clarament es té que si E1 és una corba elliptica generalitzada Ilisa

(és a dir, el morfisme ir és his) aleshores E1s és una corba el•liptica genuIna.

Es posa E[N} := E[N] . Es defineix el feix invertible w E corn el dual del
feix jj(E).

Amb aquestes definicions passem a considerar el problema de moduhi
que ens interessa. Prèviament, notem que Deligne i Rapoport tracten Ia
classificacid de corbes el•liptiques generalitzades amb unes estructures de
nivell no adients per als nostres objectius en el sentit que obtenen una corba

modular diferent de X1 (N). D'altra banda, Mazur i Tilouine consideren Ia

classificació que s'ajusta quant a les estructures de nivell, perà només per a

corbes elliptiques genuInes. Lleugeres modificacions permeten englobar els

dos aspectes.

Signi ara S un Z[1/N]-esquema. Donada E1 una corba el'liptica

generaltizada, denotem per [T (N)](E 1 g) el conjunt format per les S-im-

mersions i : / N E[N] tals que la imatge talla totes les components

irreductibes en cada fibra geomètrica. Els elements de [T1(N)](E1s) s'ano-

menen r 1 (N)-estructures de nivell sobre E1s.

Un exemple de corba elliptica generalitzada amb una T 1 (N)-estruc-

tura de nivell és la corba de Tate E = Tate(q) = G/qZ sobre S =

Spec Z[[q]] amb el morfisme canbnic d'esquemes en grups Id N : ,tLN -+ E[N}.

El problerna de moduli [F 1 (N)] que classifica les T1(N)-estructures

de nivell és rigid si N > 4 (per a N 3, existeixen parelles de corbes

el .hiptiques i estructura de nivell amb automorfismes no trivials i, per a

N = 4, el mateix passa amb corbes el'liptiques generahitzades). D'altra

banda, considerem el functor contravariant associat:



1: Formes modulars

[)]: {z[i/N] - esuemes} - {conJunts}

classes d'isomorfia

de parelles (E1 s, i)

on E1s és una corba elliptica generalitzada, i : uV - E[N} una
estructura de nivell sobre E15 ; els isomorfismes considerats en el sentit evi-
dent. Aquest functor és representable.

Per tant, si N > 4 el problerna de moduli [F 1 (N)] és representable per
ir: E - X1 (N). Per definici6, E és Ia corba el•liptica generalitzada universal
i X1 (N) la corba modular per al subgrup de congruència F 1 (N). Es té que
X1 (N) és una corba algebraica sobre Z[1/N], prôpia, ilisa i geornètricament

connexa. Aleshores, si S és un Z[1/N]-esquema, podem identificar cada
punt de X1 (N)(S) corn una classe d'isomorfia d'una parella (E, i) formada
per certa corba e11iptica generalitzada definida sobre S amb una
estructura de nivell. En el cas particular S = Spec C, els punts de Ia corba
modular X 1 (N) racionals sobre C son els de la superficie de Riernann corn-
pacta i connexa

= {z E C: Im(z) > O}UP'(Q)

E SI,zCZ:): c
^

 0, a,l
^

 I C^^,Z ZV)}

S'anomena divisor cuspidal de X 1 (N) el divisor de X1 (N) format
per la suma dels punts (puntes) sobre els que les fibres de E sOn poligons
de Néron. Aleshores posern Y1 (N) l'obert de X1 (N) obtingut traient les
puntes.

Notem J1 (N) la Jacobiana de X 1 (N). A continuaciO recordem dife-
rents correspondències i morfismes de la corba modular X 1 (N). Tots ells es
defineixen sobre 1" (N) i s'estenen de manera ünica a les puntes de X 1 (N).

Corn a correspondències de X1 (N), per a cada primer £ 3 N, consi-
derem el £-èsim operador de Hecke

T,(E,i) =



1: La corba modular X1(N)

on la suma recorre les isogènies E —' E' de grau £ i la immersió i' és la

composició de i amb la isogènia.

Per a £ I N, el £-èsirn operador de Hecke ye donat per

U1 (E,i) =

on la suma recorre les isogènies E - E' de grau £ tals que el seu nucli no

talli Im i, i Ia immersió i' és Ia cornposició de i amb la isogènia.

Per a cada d E (Z/NZ)* considerem ad : /1N - SUN, el morfisme

"elevar a ci". L'autornorfisme diamant de X1 (N) és

<d> (E,i) = (E,i 0 ad).

Notem que el grup (Z/NZ)* opera sobre el problema de rnoduli [T 1 (N)]; el

problema de moduli quocient, [F0 (N)], dóna hoc a la corba modular X0(N).

Si (E Q és una arrel primitiva N-èsima de la unitat, Ia involució de

Weil w es defineix segons

w,:CE:,.i) = CBIIIIIi,j)

on j : SUN — E/Im i està determinat per la condició (j(( a ) , ((b)) = (ab,

essent e I'aparellament de Weil. La involució de Weil wC és un automorflsme

de X1 (N),z[kJ[(]. Si ad E Gal (Q)/Q) S ad(() = d, aleshores es té

Podem veure les correspondències de Hecke i els diarnants corn a

endomorfismes de Jl (N) /Q , i les involucions de Weil corn a endomorflsmes

de J1(N)/Q(C); els denotarem per <d >Pic, W C,Pic, si ho fern

per functorialitat de Picard, o be per Tt,AIb, U,,Alb, < d >AIb, wC,AIb Si

ho fern per functoriaiitat d'Albanese. La relació entre la functoriahitat de

Picard i la functorialitat d'Albanese ye donada per les fórmules següents:

0 T€,p 0 W 1 = Tt,AIb

0 U1,p 1 0	 =

W C O < d >Pic Ow =< d >Alb



Definim l'àlgebra de Hecke T corn la subàlgebra de End(Jl(N)/Q)
generada sobre Z pels endomorfismes TL,AIb per a { N, i <d >AIb per
a d E (Z/NZ)*. La polarització canànica de J1 (N) /Q indueix una anti-
involució t '-* t de End(Jl (N)/Q ), anornenada involució de Rosati. Sobre
l'àlgebra de Hecke T es té

Per a aquesta secció i Ia següent reprenem Ia terminologia de [De-Se 74],
[Ka73], [Ka76].

Siguin N i k enters ^ 1, i sigui R una Z[1/N]-àlgebra. Una forma
modular f de pes k per a T1 (N), definida sobre 1?, és una llei que assigna
a cada parella (E, i), on E és una corba eI . liptica generalitzada sobre una
R-àlgebra amb i una F 1 (N)-estructura de nivell sobre E, una secció f(E, i)
del feix de formació compatible amb els isomorfisrnes i les extensions
d'escalars. Es denota per Mk(Tl (N))(R) el R-mbdul de les formes modulars
de pes k per a T 1 (N) definides sobre R o, simplement, per Mk(Tl(N)) si R
està sobreentès.

Si N > 4, W = E designa el feix invertible associat a la corba
el•liptica generalitzada universal E, tenim l'isomorfisrne de Kodaira-Spencer

Ø2	 X1(N)(puntes). A més,

Mk(Tl(N))(R) = H°(X1 (N),w ØR).

Si k ^ 2, I'aplicació natural

H°(Xj(N),w) ® B -' Ho(X1(N),w®k ® B)

és un isomorfisme.

Si I és una forma modular de pes k per a T 1 (N), definida sobre B,
s'anomena desenvolupament de Fourier en la punta oo de X 1 (N) Ia sèrie
f(q) = E R[[q]] obtinguda per avaluació de f sobre la corba de
Tate amb la seva F 1 (N)-estructura de nivell. Concretament,

f(Tate(q), IdN ) = f(q)(dt/t).



2: Forme modulars

El principi del q-desenvolupament assegura que l'aplicació

0 R) -4R[[q]]

f ._*f(q)

és injectiva, i que f està definida sobre una sub Z[1/N]-àlgebra B 0 de B Si,

i només Si, f(q) e Ro[[q}}.
Les accions de l'àlgebra de Hecke induldes a l'espai de formes modu-

lars poden ser descrites mitjançant els seus desenvolupaments de Fourier.

Deflnició 2.1. Sigui f una forma modular de pes k per a F i (N), definida

sobre B. Es diu que f . és de tipus (N, k, e) si existeix un caràcter e

(Z/NZ) 5	 R amb (-1) = (_1)k tal que 11 < d >= E(d)f per a tot

d E (Z/NZ)* . Denotem per

Mk(N, E)(R)

el R-môdul de les formes modulars de tipus (N, k, E) definides sobre B.

Si

f(q) =	 aq" E Mk(N,e)(R),

fent as de la corba de Tate es troba que

112(q) = ^^znIqN t ECl)lk^' ;̂ anqnl ,

flVeCg) = ^Anlq^ .

Definició 2.2. Una forma modular f(q) = a,,q" de tipus (N, k, E), defi-

nida sobre B, es diu:

• normalitzada si a 1 = 1;

• de Hecke si S normalitzada i vector propi simultani per als operadors Tt

(N)iUt (IN). Entaicas,esté:



= 11(1 _atr8 ) fJ(1 a8 +e()_1_28)'

n^ I	 tIN

• parab6lica si, corn a seccid de w sobre X1 (N), s'anul!ia sobre ci divisor
cuspidal.

Aleshores, a0 = 0 i f ye determinada pci seu caràcter e i els valors
propis at amb £ primer. Denotem per

ci R-rnàdul de les formes parabèiiques de tipus (N, k, E) definides sobre K

• nova si és de Hecke, parabMica i per a cap divisor propi M de N existeix
una forma de Hecke, parabiica, de pes k per a r 1 (M) amb sistema de
vaiors propis {a, E}jM peis operadors de Hecke T1 amb £ { M.

Denotem per
Soves(N e)(R)

ci sub R-môdul de les formes parabôliques de tipus (N, k, e), definides sobre
R, generat per les formes noves.

§3. Formes modulars (modp)

Sigui p un nombre primer tal que p $ N, i considerem R = F,,. Les formes
moduiars que aixi s'obtenen son les que anomenem formes modulars (mod

p). Aieshores Sk(N,e)(F,,) és un F,,-espai vectorial de dimensid finita; si

f(q) = a,,q' és una forma nova (mod p) de tipus (N, k, ), aieshores està
definida sobre ci cos finit Fq generat peis coeflcients de Fourier a i eis vaiors
dci caràcter E.

Existeix una forma modular (modp) distingida: la forma modular
associada a i'invariant de Hasse. Per ser més explicits, es tracta de Ia iiei
que assigna a cada corba ei•liptica E, definida sobre un Z/pZ-esquema, ci sen
invariant de Hasse A(E), que és la secciO de a"' que prove de considerar
Ia forinaciO de l'aplicaciO tangent tg(V) dcl Verschiebung sobre E. Aquesta
llei proporciona una forma moduiar A de pes p - 1 per a F 1 (N), definida
sobre Z/pZ; ci seu desenvoiuparnent de Fourier és A(q) = 1.



A part dels operadors de Hecke i els diamants, per a les formes mo-

dulars (mod p) tenim les aplicacions lineals següents:

• En primer bc,

	

Mk(T l(N)) — Mk(Tl( N ))	 I

I l'efecte sobre els desenvolupaments de Fourier és

fV(q) =

si f(q) =

• Existeix una derivació, que anomenem de Ramanujan-Katz,

0 : Mk(TI( N )) —+

que es caracteritza per
Of(q) =	 rLa,,q".

Es injectiva si k és primer amb p, I el nucli de 0 sobre Mk(r l (N)) és la

imatge de l'operador V,,.

• La multiplicació per Ia forma modular A dóna hoc a una aplicació injectiva

	

Mk(TI(N)) -4 Mk+(F_l)(T1(N))	 f i-+ Af.

L'operador V commuta amb els operadors de Hecke I els diamants; si

k 2, el mateix passa amb Ia multiplicació per A. Les regles de commutació

per a l'operador de Ramanujan-Katz són:

(Of)1T, = £8(fIT,),

(Of)1U1 = £8(ffU1),

(6f)1U = 9(1 1V) = 0.

Considerem l'àigebra



on Mo(T1(N)) p,,. Es té que el nucli de l'homorfisme

és l'ideal principal (A - 1)M. Per tant, si M és la imatge de M/(A - 1)M
dins [[q]], es tracta d'una algebra graduada per Z/(p - 1)Z. Posem M =
eQ Mc ,onc e Z/(p— 1)Z.

Deflnició 3.1. Es diu que aq T' E M, té filtraci6 k si és la imatge d'una
forma modular I E Mk(Tj(N)) no divisible per A dins M; aleshores k
(mod p - 1). El principi del q-desenvolupament permet parlar de la filtraci6
del.

Definició 3.2. S'anomena O-cicle de Tate de f Ia seqüència dels p - 1
nombres enters formada per les filtracions de Of, 02 f, ..., OP_If.

Recordem alguns resultats sobre les filtracions de les formes modu-
lars (mod p); en ells hi trobem la relació de l'operador de Hecke U, i les
filtracions.

Proposici6 3.3. (d. [Se73^, ^2761, ^3082], [Gr90^). Sigui 1Cg) =
^an gn unafoma modular c^lodp) per A I,CN). Alezhorez es t^:

i) Si f HIiItracib k: anzb Bz.c.d.Ck,p) = I, alezhorez Bf HMTacib ktpt1;
A M,GZ, si la1Mzcib de f sati:^22< k<p ik' =pt1—k, es t£gueBk'f
te^Hracib < pt 1 t k', amb igualtat zi, i nom^s zi, f|Vp 7 0.

ii) Si.f ^g unafoma de Becke C^^1 9) amb ap 7 0, alezhores f t^Mracib
kanzbZ<k<pt1.

iii) SifCg) = ^zn qN £s unaIonna de Becke (^302 p) amb a p = O i^racib
k amb 3 S k < Cpt3)I2, aleBhorez BPt '^kf H^Itracib pt3_ k.

També recordem el teorema d'Ash i Stevens que facilita un proce-

diment per tal d'obtenir tots els sitemes de valors propis (mod p) a partir
d'aqueils que provenen de pes p + 1.



3: Formee modulars (mod p)

k' ^ p + 1 1 una forma de Hecke (modp), g, de tipu3 (N, k', e) tal que f
9m g tenen els mateizos valors pro pis per a tots els operadors de Heeke

lievat, potser, de U,,.

Per acabar aquesta secció esmentem breurnent la teoria dels aixe-

caments de formes modulars (mod p) a formes modulars en caracteristica

zero.

Triern Q,, una clausura de Q,, i posem ,, la clausura entera de Z dins

Q,,. Sigui p l'ideal maximal de Z,,. Si F q és un cos finit de caracteristica p,

fixem una immersió de Fq dins IF,, = Z,,/p, el cos residual de Z,,.

Deflnició 3.5. Sigui f(q) = aq" una forma nova (rnodp) de tipus

(N, k, e), definida sobre Fq . Una forma nova F(q) = E Aq per a T1(M),

definida sobre ,,, és diu que és un aixecament de f si

Deflnició 3.6. Si e és un caràcter de Dirichiet mèdul N amb valors a IF,,,

existeix un ünic caràcter de Dirichiet EN môdul N amb valors a Z,, tal que

per a tot £ E (Z/NZ)* . El caràcter EN s'anomena l'aixecament multiplicatiu

dee.

D'altra banda, denotem per Xp (Z/pZ) -	 ci carcter de Teich-

muller, que satisfà

Xp( T2 Y n (modp)	 peratotnEZ,m.C.d.(fl,P)=l.

El resultat següent rnostra corn certes formes noves (mod p) admeten

aixecaments de pes 2.



2) Sigui f una forma nova (mod p) de iipu8 (N, k, e), amb 3 k ^
p + 1. Si Ic = p + 1, suposem a més que la filtració de I és p + 1. Aleshores
cxi steix un aixecament de f a una forma nova F de tipus (Np, 2, EN x2)
arnb coeficients a Z.

Per raons d'üs futur, introduIm les definicions següents:

Deflnici6 3.8. Una forma parabôlica de Hecke (mod p)

f(q) =

es diu p-ordinària si el valor propi de l'operador de Hecke U,, és no nul o,
equivalentment, si

a,,O al?,,.

En cas contrari, diem que f és p-supersingular.

Definició 3.9. Una forma parablica de Hecke, definida sobre i,,,

F(q) =

es diu ¶p-ordinària si

A,,O (modp).

En cas contrari, diem que F és ¶p-supersingular.

§4. Formes modulars complexes

EJna vegada introduldes les formes modulars en el sentit de Katz, en aques-

ta secci6 es recuperen les formes modulars clàssiques (definides sobre C).
Per be que Ia teoria és molt extensa en aquest camp, passem a recordar

ünicament els estris que usarem a partir del capitol 5: involucions de Fri-
cke, operadors traça i series d'Eisenstein de pes 1.

Sigui F(z) una funció holomorfa del semiplà superior de Poincaré H,

Ic un enter positiu i y = 
(a ) un element de GL(R). Es defineix la

az + bk/2	 ________
F( z )I[7]k = det(y) (cz + d)F(  + d



4: Formes modulars complexes

Q uan l'enter k estigni sobreentès escriurem simplement FI'y.

Sigui N un enter positiu. El grup modular T0 (N) es defineix corn

usualment:

I'oCN)= {(: :)ESZzCZ:):c^^,dN)^

Amb les notacions del §2, en el cas particular R = C, obtenim el

C-espai vectorial de les formes modulars

definides sobre C. E clar que

Mk(Tl(N )) = eeMk(N,e),

On E descriu els caràcters de Dirichiet môdul N. A més, l'espai Mk(N, E) es

pot identificar (ci. [Ba-Ne 811) amb el de les funcions holomorfes

que satisfan:

1)FI=e(d)F,V7= () ET0(N)i

2)FI'yo admet una expressid	 Bne2121'N , Vyo E SL2(Z).
n>O

A continuació recordem les involucions de Fricke (cf.[Fri 22], [Fri 28],

[At-Li 78]) 1 l'operador traça entre certs espais de formes rnodulars definides

sobre C.

Considerem les descomposicions de N = MQ corn a producte de dos

enters positius i primers entre ells. Cada caràcter de Dirichiet E màdul N

pot ser expressat corn e = EM6Q, on EM 1 c son carkcters de Dirichiet

màdul M I Q, respectivament. Posem

oIzz;,y,z,wEZ, y
^

I (BzodA),I^I CIDodNlA),idetWa=A.



Llistem algunes de les propietats més interessants de l'acció de l'ope-
rador WQ sobre l'espai de formes modulars definides sobre C:

• Si F és una forma modular (resp. parabôlica) de tipus (N, k, EMEQ),

FIWQ és una forma modular (resp. parabàlica) de tipus (N, k, eMQ), on
""denota Ia conjugació complexa. A més,

FWQ fWQ =M(Q)EQ(-1)F.

51Wa = EMCZ:')ZQCY')^IWA'

En particular, l'acció de WQ no clepèn de l'elecció dels enters x, y, z, i w.

• Si £ 3 N i F és una forma modular de tipus (N, k, MeQ) funció prôpia
per l'operador de Hecke T1 amb valor propi A1 , aleshores FIWQ és funció
prôpia per T, amb valor propi A1Q(?).

• Les involucions de Fricke preserven les formes noves. Concretament, si F

és una forma nova de tipus (N, k, EMEQ), aleshores existeix una forma nova
P de tipus (N, k, EMeQ) I una constant )t Q (F) (anomenada el pseudo-valor

propi de WQ en F) tal que

Es prova que el nombre complex AQ(F) és un enter algebraic de módul 1.

Es té

AQ(F)AQ(F') = M(Q)eQ(-1),

I si escrivim els desenvolupaments de Fourier

8(q) = ^Ang^, 8'(9) = ^A^
Nz^	 NZ1



S4: Formes modulars complexes

^ Si Cz = pN Gz pot^I^:ia d'uD pIiI^ ^b D.c.d.CA,NlA) = I, i 8Cg) =
^'AnqN ts ,s^aloImZ

^
,M de tipwz CN , k ,EMEa ) tZ 91^4p 7 0 , Zesh^es

e1 pseudo-vaJOI pIopi ve d^U; peI IZ {bIBWZ sez^^

1a(^) = IzkIZ-^CCEa)/Aa,

on C(E Q ) = j<n<Q-1 
EQ (n)e21flfl / (Q•4) és la suma de Gauss del caràcter

EQ, amb el conveni C(E Q ) = —1 quan Q = p i	 és el caràcter trivial.

Les involucions de Fricke estan estretament iligades a les involucions

de Weil a la vista dcl següent

FIw = X(F) F',

on F'(q) = >A'q' és tLnaforma nova de tipts (Np,2,ENp) z A(F) és

una constant no nulla. A més,

A' = A(n) per a tot n primer amb p.



D'altra banda, les involucions de Fricke permeten donar una expressi6
senzilla de l'operador traça entre certs espais de formes modulars definides
sobre C (cf. [Sh-2 73], [Ko 76]). Concretament, si N és un enter positiu
primer amb p, tenim Ia igualtat

f i o\	
P

r0 (N) = Fo(N)W U U T0(N)7,
j=1

on 
= (	

i) i ia reunió és disjunta. Si posem cj = W, 'y, 1 ^ j ^ p,

i o,+i = 1 s'obté un sistema de representants de To(Np)\Fo(N):

P+1

F0(N) = U To(Np)c3.
J=1

Sigui ara un carâcter de Dirichiet môdul N. Aleshores es pot definir
l'operador traça'

p+1

II : SjtCNp,0) ^ SkCN,0), 	 G) =
,= I

Es fàcil veure que

Tr(G) = G + q5(p)_lp1_d/2GI[Wp]kIUp,

relacid que usarem posteriorment.

Recordem finalment les definicions I propietats bàsiques de les series
d'Eisenstein de pes 1 definides sobre C. Una informacid més detallada es
troba en el vast trebali de Hecke [He 27].

La lietra p segueix denotant un nombre primer, ara amb p ^ 3. Fixem
una extensió a Q de la valoracid p-àdica v, de Q, normalitzada de manera
que vp(p) = 1. Sigui 'p ci primer de Q, dividint p, que l'extensió determina.

Denotein per b el caràcter de Dirichiet môdul p,

zb(n)n ^ 1 CBzod p) 	 peI a tot N E 2, ID.c.d.Cn,p) = 1 .



S 4; Formes rnodulars complexes

Observem que, després de Ia immersió C ,, determinada, és l'invers

del caràcter de Teichiniiller Xp.

Resulta de. Hecke que l'espai de les series d'Eisenstein de pes I per al

grup de congruència

I'CN)={T=(: :)EszzCz):T^ °) c^^,zw,}

està generat per les forrnes

|G1Cz;AI,Az,PHaz,azEz

	G]Cz',AI,az,M = CCa^,az,H-7' 	 5837725pA2''2e2^i(MMl Z /p ) ,

C(a1,a2,p)	 (!)	 '	

sgnrn21
1+s

m 2 a (mod p) m21

— 7 n.,^.^,z p^7'.=0'

on (, = e / ', és la funció quasi-nulla que pren el valor 1 sobre els enters,

i > denota que la suma s'estén a totes les parelles, lievat de in1 = in2 = 0.

Si (°	 ) E SL2 (Z), se satisfà l'equació funcional

az + b
G 1 (— ; a1 , a2 ,p) = (cz + d)G 1 (z; aa + ca 2 , ba 1 + da2,p).

cz + d

Per a cada caràcter de Dirichiet môdul p tal que (-1) = —1, siguin

GI,y,= ^ ^z)G^Cz;0,n,p),
n^^102p

= ^ ^Cn)G^Cz;n,Tn,p).
n,m^odp



I,es {oIIIzes GI,,p j Gz,p sbB s^Iies d'BjseBsteiB de t4,us C p,1,^) deGBides
sobIe C; eD 1a pu^ta w, teII^Z peI deseI^^pz^eSts de 804IieI:

G],,p =ZI,(^,7) — ^^^ ^^ pcm)eZNimm,z,
.	

P	 m>D
m^>D

Gz,,p =—Zn'iI,CO,Ip)—'^ ^ cpcm^)eZNiMM^z,
m>0
nz,>o

on L(s, ) és la funció L de Dirichiet i C() és lit suma de Gauss per al
carItcter 'p. Per ser p un caràcter senar, l'equació funcional

= _iC('p)_(2_s)/2r()L(1 - s,)

porta a la igualtat L(O,'p) = (C('p)/iri)L(1, ). D'altra banda, les relacions
d'ortogona]itat ens proporcionen C('p)C() = —p. D'on

C()
=

- 2L(1,)' C,p=-^^^^^=I,(O,19)

^,1,y, = 1 tcy, ^ cp(m)eZNimmz^
^^0

V 'p(n)n,tenim
p ip

1 ^ n ^p-

2p 

= - E1_1 'p(n)n

El caràcter ti' , abans introduIt, és un generador del grup de caràcters
de Dirichiet môdul p. Per tant, existeix un ünic enter t arnb 1 ^ t p - 1
tal que cp =	 Un cidcul estàndard en sumes de Gauss condueix a

c O (mod 3)=t =p-2='p=i.

Notem que la sèrie d'Eisenstein E1 ,, és de tipus (p, 1, t/') i satisfà

E1,,p1 (modp).



S5: Corbes dc Weil

Acabem aquest capitol recordant les diferents definicions equivalents de les
corbes el•liptiques dites de Weil, aixi corn la important conjectura de Hasse-

Shimura-Taniyama-WeiL

Sigui E una corba el•liptica sobre Q, NE el seu conductor geometric

1	 1 	 A
L(E,$)= fl 1—A8 H 1A 3+i_28

L I NE	 LtNE	 n^1

la seva L-sèrie de Hasse-Weil. Recordem que

A = 1 + £ - nombre de punts a E (F1),

on E és la corba que s'obté en reduir una equació minimal de E môdul el

primer £. Sabem que L(E, s) convergeix en el semiplà

En afegir els factors d'Euler a l'infinit, considerem la funció

AE(s) =

que és holomorfa per a Re (s) > 3/2.

Definició 5.1. Una corba el . liptica E sobre Q es diu de Weil si satisfà una

de les condicions equivalents següents:

i) La funció AE(s) admet prolongació analitica a tot C i satisfà l'equació

funcional

(—i):'N22 .^°°FIz)z'^' dz = AE:Cs) .



A més, Ia forma F satisfà

iii) La corba E és isôgena a un factor de la jacobiana Jo(NE)/Q de la corba

modular XO(NE)/Q.

iv) Existeix un morfisme Q-racional no constant ç ' : Xo(NE)/Q -p E tal que

E) = C	 Ane2Tt dz,
n^1

per a certa constant c (la constant de Manin).

Conjectura 5.2. (Hasse-Shimura-Taniyama-Weil). Toia corba el.liptica

E sobre Q c's de Weil.

L'origen d'aquesta conjectura es remunta a una exposici6 de Taniya-
ma (cf. [Tan 55-'], o be el recull, escrit en japonès, que es troba en les seves
obres completes). Des d'aleshores ençk ha estat contrastada numèricament
en diversos trebafls. Adhuc és ben conegut que algunes families de corbes

el'lfptiques satisfan la conjectura; per exemple, les corbes e1liptiques arnb

multiplicació complexa [Sh-2 71]. Corn ja s'ha esmentat en la introducció,

aquesta conjectura implica el darrer teorema de Fermat (cf. [Fr 86], [Se 87],
[Ri90]).



CAPiTOL 2

Represent acions de G alois mo dulars

Ramanujan a [Ra 16], a Ia vista del desenvolupament del discriminant

it(q)=q [(1_q')24 =>r(n)q",
n1	 n1

(1) r(mn) = r(m)T(n),

(2) r(p') = r(p")r(p) - p1 ' r(p'),

2p"2,

(4)	 T(p)^1tp'3 (I^1691),

per a rn i n enters positius primers entre ells i p un primer.

Les dues primeres relacions foren provades per Mordell un any més

tard a [Mo 17], i no fan sinó traduir el fet que z és una forma de Hecke.

En efecte, L és l'ünica forrna nova de tipus (1, 12,1), definida sobre C (per

exemple, cf. [He 37]). La tercera relacid conjecturada per Ramanujan era

la que més es resistia.

Serre [Se 67] i Swinerton-Dyer [Sw 73] compilen les congruències per

als coeficients r(n) obtingudes per Wilton en la dècada dels 30, Bambah,

Lahivi, Lehmer i Ramanathan en la dècada dels 40, i Kolberg, Ashworth I

el mateix Swinnerton-Dyer en la dels 60. Aquestes congruències s'afegien a

la ja provada per Ramanujan (4). Citem, per exemple:



2: Representacions de Galois modulars

r(p)l+p (rnod3),

0 (mod 23) si () = —1,
T(p)	 2 (mod 23) si p és de la forma u 2 + 23v2,

—1 (mod 23) si () = +1, peth no és de la forma u 2 + 23v2.

Més congruències es troben a [Sw 73].

Degut a aquests fets, a [Se 67] es planteja la qüestiá de si hom po-

dia esperar noves congruències de la funció r de Ramanujan per a altres

primers. El cami per trobar la resposta, indicat per Serre, es val dels treballs

de Shimura sobre ileis de reciprocitat per a extensions no resolubles [Sh 66],
on s'interpreten els coeficients de Fourier de certes formes de Hecke de pes
2 corn a traces de les imatges dels elements de Frobenius, mitjançant re-

presentacions de Galois p-àdiques. A [Se 67] es conjectura l'existència d'un
sistema compatible de representacions galoisianes, p-àdiques i (mod p), as-
sociat a una forma de Hecke de tipus (N, k, c).

En aquesta direcció, Shimura obté conclusions satisfactèries per al
cas de pes k = 2 (cf. [Ei54], [Sh71]). Per a k > 2, el teorema d'existència
d'aquestes representacions s'atribueix a Deligne, qui a [De 71] en dóna una
prova completa per al cas de la forma modular i. Aquest teorema servi a
Deligne, corn a punt de partida, per provar la relació (3) conjecturada per
Ramanujan.

Posteriorment, Langlands i Ohta, sota el punt de vista de la teoria de

les representacions automorfes, ho generalitzen per a un nivell N arbitrari
(cf. [Lan 73], [Oh 82]). També Hida a [Hi 86], a partir de la cohomolo-

gia parabàlica i les è.lgebres de Hecke universals i d'Iwasawa, aconsegueix

una prova de l'existència de la representació p-àdica per al cas de formes

modulars p-ordinaries. Recentment, a [Gr 90], Gross ha obtingut una de-

mostracid senzilla de l'existència de Ia representació (mod p) aprofitant els

resultats de Serre, esmentats en el capitol 1, sobre els aixecaments de formes

modulars.

En aquest capitol recordem dos teoremes de Shimura i Deligne on es

relacionen les formes modulars amb les representacions del grup de Galois
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absolut GQ = Gal (/Q) . Pel scu interés, hem cregut oportü incloure un

esbds de les demostracions d'ambdos.

§1. Representacions modulars p-àdiques

El primer resultat que recordem és el

Teorema 1.1. (cf. [Sh71]). Sigui F(q) =	 Aq" una forma nova

de tipus (M,2,EF), definida sobre una eztensiófinita K de Q. Sigui °K

l'anell de valoració discreta corresponeni.

Aleshores existeix una representació de Galois continua

tal que:

1) E no-ramificada en els primers £ Mp.

2) Per a cada primer £ ' Mp se satisfd

tICPF(EIobe)) = A.e	 detCp^(EIobe)) = E^(l)l.

DEMOSTRACIó (cf. [Gr90]). Sigui JI (M) /Q la Jacobiana de la corba

modular X 1 (M) /Q ; aquesta varietat abeliana té bona reducci6 en tot primer

£ 1' M. Les congruències d'Eichler-Shimura [Sh 7]., teorema 7.9] asseguren

que

T1,AIb = Ver, + < £ >Alb Fr,

Ver, Fr = Fr Ver =

a End(Jj(M), 1 ), on Fr i Verj denoten I'endomorflsme de Frobenius i el

Verschiebung, respectivament.

Sigui T J1 (M) = urn J1(M)[p](Q) elp-mdu1 de Tate de Jl (M) /Q , i

considerem V = T J1(M)®z K, que és un môdul sobre la K-algebra T®K.

El grup de Galois GQ opera K-linealment sobre V, i Ia representació que

indueix aquesta acciô és no-ramificada fora de Mp. D'altra banda, ja que
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els endomorfisxnes que generen T estan definits sobre Q, les accions de GQ
I T 0 K sobre V commuten.

La forma nova F proporciona un morfisme de T ® K amb valors a K

A: T®K -* K,

talqueA(T,®1)= Atpera3MiA(< d> ®l)=ep(d)perad
(Z/MZ)5.

Prenem W el subspai vectorial de V sobre K on T ® K hi opera a
través del caràcter A. L'espai W té dimensió 2 sobre K. En efecte, per
ser F una forma nova, el teorema de multiplicitat 1 d'Atkin-Lehner-Li (cf.
[At-Le 70], [Li 75]) ens assegura que l'espai propi per a tots els operadors
de Hecke amb els valors propis de F és de dimensió 1. D'altra banda, tenint
en compte el teorema de comparaci6 entre la cohomologia étale i Ia singular
(cf. [Fre-Ki 88]), la representació de T 0 K sobre V és Ia suma directa de
l'acció sobre les diferencials i la representacid dual (cf. [De 71]).

Obtenim aixi una representaci6 continua

rp: GQ —Aut K(W) GL2(K),

que és no-ramificada en els primers £ 3 Mp. Per ser TF continua, i G
compacte, la imatge de TF deixa estable una OK-ret de rang 2.

Signi Frob1 un automorfisme de Frobenius en £. Per les congruències
d'Eichler-Shimura tenim que

A1 = £TF(Frobt)' +EF(€)rF(Frobl),

a EndK (W). D'on, rF(Frobz) satisfà l'equació matricial

- A1/E F()x + £/CF(af).

Per tal de veure que es tracta efectivament del seu polinomi caracteristic
comprovem que det(rF(Frob t)) = £/eF(). Estudiem, doncs, Ia representa-
do det(r). Observem d'entrada que, per ser W de dimensiO 2 sobre K,
l'espai vectorial de les formes bilineals alternades definides sobre W és de
dimensió 1. Es construeix una forma bilineal alternada deflnida sobre W de
la manera següent:
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Considerern l'aparellarnent de Weil

( , ) TJ1(M)x TJ1 (M) —+Tp(Gm) =Z(i),

que és alternat, respecta l'acció de Galois, i satisfà (t a, b) = (a, t b) per a

tot t E End(J l (M) /Q ), on * és Ia involució de Rosati. Es defineix

<, >: TJ1 (M)x TJi (M) -p Tp(Gm)= Z(1)

per Ia formula
< a,b >= (a,wb),

on wC és la involuciO de Weil, abans introduIda. Indueix un aparellarnent

alternat i no-degenerat

Si a,b E W i oz Gz 12 pIojecci^ de 8Iobe a GZCQ(C)IQ) teBiBI:

< a,b>°' =la,wcb)°' = (a°',wc°' b° l )= Ca°',wc <l> b°')

= (a°',wcE^(l)1N =< a°',Ep(l)b°' >= Ep(l) < a°',b°' > .

I l;^b^

<a,b>°' =Ca,wcb)°' =RCA,wcb)=l<a,b> .

D'0B s'ob^ que
<aOd,b >< a,b> £/eF()

1, per tant, det(rF (Frobt)) =

Finalment, podern veure el caràcter de Dirichlet EF corn Un caràcter

galoisià fent

E F : GQ -t GZCQ(C)IQ)^21^2* -+Kl',

PF = rF 0 EF.

La representaciO PF és no-rarnificada fora de Mp, i per a cada £ Mp,
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és el polinomi caracteristic de pF(Frobt). 0

per raons d't:ts posterior que recordem també la prova original del
teorema de Shimura.

DEMOSTRACI6 (cf. [Sh 71], [Sh 73]). Primer s'utilitza el teorema de Wed-

derburn per descompondre l'àlgebra de Hecke; el factor simple de l'àlgebra
associat a F proporciona una varietat abeliana AF que és un "factor" de
Ji (M),c. Existeix una distinci6 subtil segons que es prengui aquest "fac-
tor" com a subvarietat o com a quocient de J1 (M),c; aquesta dualitat prove
del fet que, sobre C, tenim un aparellament

C , ).^1,,^ : 52 JzCM),c X I^W),c,o -^ C,

entre els espais cotangent i tangent a l'origen. Aquest fet fa que es dupliquin
les fórmules (relacions de commutativitat entre els operadors, congruències
d'Eichler-Shimura ...).

L'espai de les diferencials invariants	 sobre Jl (M) /Q s'iden-
tifica amb l'espai de les diferencials regulars sobre X 1 (N)/Q , d'on es té que

=	 ® C = H°(X1(N)/C, ci (N) ) i, per tant, en tractar
les formes modulars és més natural treballar a l'espai cotangent.

Aleshores Ia construcció de Shimura del quocient de J1 (M),c,

ii: J1(M),c —

satisfà:

1) AF i ii estan definits sobre Q; el nucli de ii és connex,

2) dim AFIQ= EKF Q], on Kp S el cos de nombres definit per F, amb anell
d'enters OF,

3) en reemplaçar la varietat abeliana AF per una altra d'isôgena, si és
necessari, es té que AFIQ té multiplicació Q-racional per l'anell °F,

i: OF—End(AFIQ),

de manera que i(A) ye donat pel diagrama commutatiu següent

I,C11),0 ^ hCM),0
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4) l'espai cZAF,C de les diferencials invariants s'identifica (via zi) amb l'espai

de les formes parabôliques generat per les formes conjugades F de la forma

F (o E Aut C).

El criteri de Néron-Ogg-Safarevië assegura que AFpQ té bona reducció

fora de M. Si V(AF) = T(AF) ØQ,, és el Q-rnàdul de Tate associat a la

varietat abeliana AFIQ, en fer us de les congruncies d'Eichler-Shimura, Cs

troba, corn abans, que la representació p-àdica

rl:. : G.-+AIZtKCJ^A8))^GLzCK),

convenientment torçada, satisfà les condicions del teorerna. 0

Observació 1.2. Notem que aquests torçarnents addicionals són deguts al

model de X1 (N) que hem triat. Si, d'entrada, haguéssim escollit el problema

de moduli que classifica les parelles (E, a) on a: Z/NZ -+ E[N] hauriern

trobat una altra corba X 1 (N)'; en aquest cas, les congruències d'Eichler-

Shimura corresponents ens haurien estalviat aquest torçament pel caràcter

§ 2. Representacions modulars (mod p)

El segon resultat que recordem és el

Teorema 2.1. (cf. [De 71]). Sigui f(q) = a,,q" tna forma de Hecke

(modp), definida sobre F9 , de ipus (N, k, E). Aleshores ezisteix, ilevat

d'isomorfismes, tna tnica represeniació de Galois continta i semi-simple

tal que:

1) E no-ramificada en els primers £ Np.

2) Per a cada primer £ { Np se satisfà

tI(pl(^Iobe)) = al	 det(pl(^Iobl)) = ECl)lk^^ .
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DEMOSTRACIó (cf. [Gr 90]). E5 fàcil veure que ens podem reduir al cas
en què I sigui una forma nova (modp) de pes k, amb 2 k p + 1.
En cas que k = p + 1 podem suposar també que f té filtraci6 p + 1. En
efecte, si f és una sèrie d'Eisenstein, l'existència de pf resulta de la teoria
de cossos ciciotàmics i aleshores pf redueix. Es pot suposar, doncs, que f és
paràbolica. Si f és parabàlica de pes k = 1, és senzill trobar g(q) = >
una forrna de Hecke (mod p) de tipus (N, p, E) en l'espai < A f, 1',, f> amb

= al per a £ p; aleshores i'existència de P1 queda reduIda a la de p9
ja que, en tal cas, tindrem p = p9 . D'altra banda, si f és parabôlica de
pes k ^ 2 ci seu sistema de valors propis {a,}ttN,, pot ser recuperat a partir
d'una forma parabiica g de pes k amb 2 k p + 1. Més concretament,
es té 0' g = f per a certa i amb 0 i ^ p - I i, aleshores, i'existència de
P9 propociona i'existència de pj = P ®	 essent la reducció rnôdul p
de	 (cf. capitol 1, teorema 3.4). Quan k = p + 1 i Ia fiitració de f no
és p + 1, tenim f = Ag amb g de pes 2, i pj = P9. Finalment, és ciar que
podem suposar, a més, que f és nova.

Pci teorema 3.7 del capitol 1, existeix F(q) = A,,q", definida sobre
1,,, un aixecament de f, que és una forma nova de tipus (N, 2, EF) si k = 2

o de tipus (Np, 2, EF) si 3 k ^ p+ 1, on EF = E NX 2 i	 és l'aixecarnent

muitipiicatiu de e. Recordem que els coeficierits de Fourier A de F, aixi
corn els valors del carkcter E F, pertanyen a °K, una extensió entera i finita
de Z,, amb cos de fraccions K. Per construir la representació modular
(mod p), p, s'apiica ci teorerna 1.1 (amb M = N o Np) a Ia forma nova
F aixecada de I. Es considera la reducció de PF módul l'ideal rnaximai

0K fl ¶3 de OK, i es defineix pf corn la semi-simpiificada d'aquesta
reducció. El teorema de Brauer-Nesbitt garanteix, isomorfismes a part, ia
unicitat de la representació pj.

Comprovem finalment que Pf satisfà ies condicions que requereix ci
teorema. Ciarament p és no-ramificada fora de Np per ser-ho PF. També,
per tenir

e()_' (mod p),

ci polinorni caracteristic de pj(Frobt) és x 2 - ax + e() £k_1. 0
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L'anterior resultat porta a Ia noció clau de representació de Galois

residual modular:

Deflnició 2.2. Una representació residual

p:

es diu modular si existeix una forma de Hecke (mod p)

f(q) =

tal que p	 on pf és la representació associada a f pel teorema 2.1.
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En aquest capitol es revisa el comportament local en p de la representaci6
modular P1 associada a una forma nova (mod p). Copsar aquest comporta-
ment ha estat un punt clau per a que Serre pogués precisar l'invariant pes

associat a una representació.

Es presenten dues situacions, ben diferenciades, segons que Ia forma
modular (mod p) sigui p-ordinària o be p-supersingular. El cas ordinari ha

estat tractat per diferents autors: Deligne, Hida, Mazur, Tilouine, Wiles
El seu punt de contacte amb les "conjectures principals", la teoria de

deformacions, etc. ha provocat un estudi exhaustiu d'aquest cas. Algunes
referències son: [Hi86], [Ma-Ti 90], [Ma-Wi 84], [Ma-Wi 86], [Ma 90],

[Ti87], [Ti 881, [Wi86].

Per contra, ci cas supersingular roman molt més inexplorat. Tractat

en la correspondència, no publicada, entre Fontaine i Serre, ens limitem a

donar-ne una breu descripciO.

§1. Formes modulars ordinaries i representacions or-
dinàries

Sigui Fq un cos finit de caracteristica p. Denotem per C la categoria dels

anells locals, noetherians, complets I amb cos residual Fq . Els objectes de

C els anomenem "anells locals de C", I els morfismes de la categoria sOn els

homornorflsmes de anells locals que indueixen Ia identitat sobre els cossos

residuals.
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Triem una extensió a Q de la valoraci6 p-àdica de Q i sigui 3 el
primer de Q sobre p corresponent. Denotem 4 el grup d'inèrcia de G Q que

Deflnició 1.1. Una representaci6 2-dimensional

p:GQ —GL2 (A)	 (AEC)

es diu 3-ordinària si per a M = A x A, vist corn a G Q-môdul via p, el rndul
quocient M1 dels elements de M co-invariants per 4 és un A-rnàdul iliure
de rang 1 i un factor directe de M corn a A-rnàdul.

Observació 1.2. Notem que Ia nostra definici6 de representació ordinària
es correspon amb la deflnició de representació co-ordinària de Mazur a
[Ma 90]. La transforrnació

ps-+ p®det(p')

intercanvia les representacions ordinaries i co-ordinaries.

Retornem a les formes modulars definides sobre Z i (mod p). Sigui
f(q) = UnJ una forma de Hecke (modp), definida sobre Fq, de tipus
(N, k, c) amb 2 ^ k p + 1. Posem Pi la representació modular (modp)
semi-simple associada a f . Considerem F(q) = A,q" un aixecament de

1 definit sobre K C Q. Posem PF la representaci6 p-àdica associada a
Ia forma nova F. A continuació, estudiem el comportament ordinari de les
representacions PF i P1 segons la forma modular 1.

Teorema 1.3. (cf. [Wi86]). Sigui F(q) = >Aqfl una forma nova,

definida sobreK C ,,, de tipus (M,2,EF). Sigui

La represeniaciô p-àdica associada a F. Es te que

F és ¶p-ordintIria =	 c'i' és ¶43-ordirthria.

Més encara, La restriccid de PF al grup de descornposició D 	 Gal (Q/Q)
Cs veu, en tna base adequada, corn
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on e2 é3 Un cardctcr no-ramificfxt.

DEMOSTRAC1ó (cf. [Wi 86], [Ma-Ti 90]). Sigui AFIQ Ia varietat abeliana

associada, per Shiniura, a Ia forma nova F. Per un teorema de Langlands

[Lan 73] podem assegurar que si A,, 0, Ia varietat abeliana AFIQ té

reducci6 semistable sobre el cos de descomposici6 QeF associat, per la teoria

de cossos de classes, al caràcter EF . A inés, si EF és ramificat en p, aleshores

AFIQ té bona reducció potencial en p.

Ens podem reduir al cas en què AFIQ té bona reducció potencial

en p; altrament, la reducció de A F1Q en p és purament multiplicativa i la

forrna requerida per a la restricció de PF 
al grup de descomposició resulta

de Ia generalització de la corba de Tate per a varietats de dimensió superior

donada en el teorema 1 de [Ray 70].

Per consegüent, ens cal considerar dues possibiltats: que p M I

aleshores AFIQ 
té bona reducció sobre Q,,, o be que p 1 M I aleshores, en

aplicar el teorema de Langlands, tenim que AFIQ adquireix bona reducci6

després de fer el canvi de base de Q a QeF. Denotem per L el cos (contingut

a següent: L = Q,, si p$ M o L = QcF,P la completació de QeF segons

p, si p I M.

Considerem el grup q3-divisible sobre L de AF/L

AF/L[43 °°} = IirnAF/L[43"].

Es tracta d'un grup p-divisible amb bona reducció sobre L; aix vol dir que

és la fibra genèrica d'un cert grup p-divisible sobre OL l'anell d'enters de L.

El teorema fonamental dels grups p-divisibles (cf. [Ta 67]) garenteix que el

grup p-divisible en qüestió, sobre OL, és

AF!OL [43] = urn AFIOL [3].

on AFIOL és el model de Néron de AF/L sobre OL

Posem lFq el cos residual de OL Per teoria general de grups p

-divisibles (cf. [Ta 67], [Fo 77]), la fibra especial de AFIO L [°°] és nfl grup

p-divisible que descompon corn a producte de dos grups p-divisibles. Es a

AF/fq 
[3cXD] = 

#/Fq [P00 ] x AJ /Fq [1'
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on A°FIFq [p°°} és Ia component connexa de l'element neutre i A [] S

el seu grup de components. Aquesta descomposició reflecteix una successió
exacta

0 - A0[p°°} -p A[p°°]

de grups p-divisibles sobre OL. Al seu torn, aquesta dóna una successió
exacta

0 -+ TP(A°FIOL[r']) -4 Tp( AFlQ L []) --4 Tp( A Io L [P°°J) -+ 0

de Gal (,,/L)-môdu1s de Tate, on l'acció sobre el quocient T,,(A10 [00])
és no-ramificada.

Notem que els môduls de Tate Tp(A, I oL [p 0d 1) i T,,(A10 ['i°°]) son
OK-môduls, i la suma dels seus rangs és igual a dos. Hem de veure que
algun d'ells (i per tant tots dos) és de rang 1. Dit d'alta manera: el grup
p-divisible AF 1 Q [p°°] és ordinari.

Comencem pel cas més senzill; és a dir, quan p 3 M. En tal cas
escollim un primer Li' Mp i, per a un primer £ de KF dividint L, considerem
Ia representacid £-àdica associada a AFIQ . L'element de Frobenius Frob
satisfà l'equació

i, per ser A,, de valoraci6 p-dica nul-la, una arrel és una unitat 3-àdica i
l'altra no. Ara be, l'endomorfisme de Frobenius Fr,, de Efld(A F/Fq ) també
satisfà l'equacid i les dues arrels es donen, ja que la representaciO £-àdica
és fidel. Per tant, els grups p-divisibles A°FIOL 

[3OO] i A 'IQ L [p°°] sOn no-

trivials; aleshores és immediat que la restricciO de PF a D,, sigui corn a
l'enunciat.

Veiern ara el cas en què p 1 M. Gràcies a resultats de Carayol a
[Ca 86] es té que una de les arrels de l'element de Frobenius Frob,, L , sobre
L, és una potència de A,,; de non, una arrel és una unitat ¶p-dica i l'atra no.
Per tant, s'obté que els môduls de Tate TP( A°IOL ['J) i T,,(A0 [°°J)
sOn OK-mOduls de rang 1 i Ia successiO exacta

0 - T,,(4loL[p°°]) - T,,(AF0[q3]) - T,,(AIQL[cJ,3°°]) - 0

és compatible axnb l'acciO de Gal (,,/L). Si veiem Gal (Q/L) corn a sub-
grup de D,,	 Gal (Q,,/Q,,), certament PF pot venir donada per matrius
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triangulars superiors en restringir-nos a Gal (/L). En particular, hem

determinat dos caràcters: e actuant a Tp(A°F,O L []) que és ramificat i e2

actuant a Tp(A,oL [3°°}) que és no-ramificat. Ja que son diferents, podem

recobrir Tp(A°pIoL 
[3c*D]) segons

on els nuclis es prenen a Tp(AFIO L [ p°°]) . Si g E Gal (Q/Q) aleshores

l'acciO de Gal (/L) sobre g(T(A° 10 [3])) es realitza via el caràcter

on cy) := e 1 (g'yg). Ja que e ha de ser E 0 E2, i e s no-ramificat,

es pot veure que	 = e 1 ; per tant, Tp(A°FIQL [3}) és estable per l'acciO de

Gal(Q,,/Q,,). Aixi doncs, s'arriba a que

on El es un caràcter ramificat; resta per provar que €2 és un caràcter no-

ramificat de D,,.

Ja que AFIOL és un esquema abelià sobre Spec OL, podem considerar

l'aplicaci6 de reducciO AFIOL (L) - /F, La propietat universal del

model de Néron garanteix que el nucli

Ker(AFJO L ( L )	 AF/Fq(Fp))

és estable per l'acciO del grup de descomposicid D. Per provar que €2

no-ramiflcat, ens cal usar també el model de Néron, AF1z, de AF/Q sobre

Z,,; escruirem la seva flbra especial AF/F.

Per ser AF/Q amb bona reduccid potencial, per a £ M es té

T,(AF/f,, ) Tz(AF/Q)',

on I, és el grup d'inèrcia de D. Ja que A,, 0, pel resultat de Carayol (que

dOna els factors d'Euler de Ia L sèrie de la representaciO £-àdica), tenim que

IZDBz,Il(11Flsp) = I	 8Ip = Ap

sobIe Il(A810p^P.
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La propietat universal del model de Néron sobre L proporciona tin

iinic morfisme

	

AFIZ X	 —p AFIQL

que estén l'isomorfisrne en la fibra genèrica; s'obté aixi un morfisme entre les

fibres especials: AF/FP -4 AF/Fq Si ab(AF/r) denota la maxima varietat

abeliana quocient de AF/r, tenim un morfisme ab(AF/F ) AFIQ que

indueix un morfisme injectiu entre els seus £-môduls de Tate i, per tant, té
nucli finit. A més, per ser A,, una unitat rndul ', ab(AF/F )(]F,,) 0; d'on

s'arriba a que

ab(AF/F, )[p°°}(F,,) --4 AF,FQ ['i°°](F,,),

és exhaustiu. Dit d'altra manera: els grups p-divisbles ab(A F/F )['4°°J i

AF/Fq 
[cjoo} son isàgens.

Finalment, de la commutativitat de diagrama

AFIZ(Zr) — AF/F9(,,)

I	 I
AFloL (0 )_+* AF/FqCFP)

podem deduir que tots els elements de AF/Fq [°°](,) son de la imatge de

AFIZP (ZnT ) . Fent servir que el nucli del morfisme de reducciO és estable per

D,,, s'obté que e2 és no-ramificat corn a caràcter des de D. 0

'Ieorel^a 1.4. CDeIi8^:, cf. [G^90]). Siguj SCg) = ;^Z n g^ UNA/0^A
de Becke (B]odp), ddinida zobre Bq, de tipUS CN,k,E), amb 2 < ^ 5 pt I.
S:gui p, 1a reprezentacib rezidual a gzociada a f. Bg tt gue

f és p-ord:nària	 pj és ¶43-ordinâria, per a tot p I p.

Mé3 encara, liz restricció de Pf a un grup de de3cornposició D,, es veu, en

uma base adequada, corn

(X'')c(p)/aP)	 *

	0 	 A(a,,)

on A(o) és el caràcier no-rarnificat de D,, que envia Frob a l'elernent ct de
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DEM0STRACIó. Considerem una forrna nova F que sigui un aixecarnent de

f corn en el teorema 3.7 del capitol 1; recordem que F depèn de I'elecció

d'un primer p de Q dividint p. Aleshores tenim que F és p-ordinària pel

fet de ser f una forma p-ordinària. Del teorema anterior resulta que, si PF

denota la representaci6 q3-àdica associada a Ia forma nova F, PF és una

representaci6 ¶p-ordinària; d'on la representació P1 resulta ser 3-ordinària.

Els caràcters que apareixen en l'acció del grup de descomposició per ma-
trius triangulais superiors poden ser descrits a partir de Ia demostració del

teorema anterior i l'expressió det(pF ) = x EF

§2. Formes modulars supersingulars i representacions
supersingulars

Conservem les notacions de la secció anterior.

Definici6 2.1. Una representació 2-dimensional

p: GQ—GL2(F)

direm que és ¶p-supersingular si Ia restrcci de p al grup de descomposici6

D és irreductible.

Més er&cara, La restricciô de Pj a! yr-up d'in.èrcia I, es veu, en ina base

adequada, corn
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on és ci	 de Gal (/Q) amb valors a	 que do'na l'acció sobre

1e3 arrels p2 - 1 d 'un uniformitzani.

L'anterior resultat juntament amb el teorema 1.4 ens porten al

Corollari 2.4. Sigtti f una forma parabôlica de Hecke (modp) de tipus

(N,k,e), amb2k^p+1. Estéque

i) f és p-ordinària	 c és ¶13-ordinària.

ii) f és p-superszngukLr	 P1 és cj3-supersingular.



La conjectura de Serre

Ens interessern per representacions (mod p) continues del grup de Galois

absolut GQ
p:

Ofl V Ufl Fespai vectorial de dimensió 2.

Observern que, pel fet de ser p continua, Ia seva imatge C és un grup

finit; aixb fa que el cos de racionalitat de p sigui un cos finit Fq. Per exemple,

Si p 2 o be si p és irreductible, lF q està generat sobre IF,, per les traces dels

elements de C. A més, el nucli de p individua un cos de nombres galoisià.

A una tal representació, Serre associa dos enters positius N,, i k,,,

aixi corn un caràcter de Dirichlet E,,: (Z/N,,Z)* . Aquests son els

anomenats invariants de Serre de la representaciO p: N,, el seu conductor,

k,, el seu pes i ,, el seu caràcter. A continuaciO recordem la recepta donada

per Serre a [Se 87] per al càlcul de cadascun d'ells.

§1. El conductor N

L'enter N,, es defineix corn el "conductor d'Artin (mod p)" de p. E5 a dir,

s'imita la deflniciO del conductor d'Artin en caracterIstica 0, en el ben entés

de restringir-se a les places prirneres amb p.

Concretament, per a cada primer £ p escollim una extensiO a de

la valoraci6 £-àdica de Q i considerem

C0jG1j•••jG1J...
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la cadena de grups de ramificació superior de C que correspon a aquesta
valoracid. Per a cada i, denotem VGi el subspai de V format pels elements
fixos per C1 L'exponent de ramificació de p en £ ye donat per

C0 : G) codim 
VGI.

Es tenen els fets següents:

• n(p, £) = codim VGO + b(V), on b(V) és l'exponent de Swan o,

equivalentment, l"invariant salvatge" del G 0 -môdul V;

• l'exponent de ramificació n(p, £) és un enter positiu;

• l'exponent de ramificació n(p, £) no depèn de l'extensid de la valo-

racid £-àdica escollida;

• ri(p, £) = 0	 p és no-ramificada en

• n(p, £) = codim VGO	 p és moderadament ramificada en 4?.

Aleshores es defineix el conductor de p, N, per la formula:

^2. ^1 caI^cteI Ep

El determinant de la representació p és Un homomorfisme

Per ser p continua, aleshores det p és també continu i, en conseqüència, Ia

seva imatge és un subgrup finit (cicic) de F. Aixb permet veure det p

corn un caràcter de Dirichiet. Un càlcul senzill, comparant els exponents de
ramificaciO, mostra que el seu conductor divideix a Nap. Podem identificar,
doncs, det p a un carkcter de (Z/NpZ)* amb valors a F; i, per ser N i p



§3: El pes k,

primers entre ells, aixà ens proporciona dos hoinomorfismes

cp:(Z/pZ)* _;

E p : CZlNpz)* -t ^;.

det p: GQ - (Z/NppZ)* (Z/p7L) X (z/NpZ)*

on, si Frob t, designa l'element de Frobenius corresponent a G (definit môdul

conjugació) en un primer £ no dividint Np, es té que

det p(Frob , ) = (jc(?).

Es més, ja que (Z/pZ)* és un grup ciclic d'ordre p - 1 podem escriure

p=h peracertahEZ/(p-1)Z,

on x: GQ -+ F,, designa el p-èsim caràcter ciclothmic, que descriu l'acció

de Galois sobre les arrels p-èsimes de la unit at . Si be serà en Ia propera

secció on recordarem la recepta per al pes k associat a p, avancem que

resultarà h	 - 1 (mod p - 1).

Observació 2.1. A l'hora d'enunciar la conjectura de Serre cal fer fins

a tres hipbtesis sobre la representació p: G Q -+ GL(V). Una primera ja

ha estat feta més arnunt: que p sigui continua. La segona és que p sigui

irreductible. La tercera vol que Ia representació p sigui senar per tal que

pugui proporcionar veritablement formes modulars.

Recordem tot seguit quina és Ia noció de representació galoisiana

senar. Existeix un element privilegiat c de GQ : el Frobenius en l'infinit. Es

carcteritza per ser, a menys de conjugacicS, l'ánic element d'ordre 2 o be, si

es prefereix, per ser el que dóna la conjugacicS complexa un cop triada una

immersicS de Q a C. La imatge de c a (Z/N pZ)* és -1 i, per tant, tenim:

detp(c) = (-1^^^Ep(-1).
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Deflnici6 2.2. La representacid p es din senar Si det p(c) = —1; equivalent-
-*

ment, si e(-1) = (-1) a IF,,.

Aquest és, sense dubte, l'invariant de Ia conjectura més "misteriós". Tal
vegada, corn expressa Serre a [Se 87], Un dia podrà reformular-se la conjec-
tura en ci marc d'una teoria de representacions (mod p) dels grups adèlics

( "fliosofia de Langlands (mod p)" ) de manera que possibiliti una definició
més natural del pes k 41, associat a p.

L'enter k, a diferència del conductor N que s'obté a partir de la
ramificació de p fora de p, depén només de l'acció de Ia monodromia en p.

Escollim ara una extensió a Q de la valoració p-itdica de Q (Ia definició
del pes k resultarà obviament independent d'aquesta elecció). D'aquesta
manera podem restringir la representacid p al grup de descomposici6 D,,

Ga1(,,/Q,,),

Considerem les subextensions de Q,, següents:

és la subextensió maximal de Q,, no-ramificada sobre Q,,, i és
la subextensid maximal de Q,, moderadament ramificada sobre Q,,. Els
corresponen

Gal(Q,,/Q,,) Gal(,,/Q;') Gal(,,/Q,).

I,, = Gal (/Q"),	 I = Gal

Aleshores, I,, és ci grup d'inèrcia de D,, i I, ci més gran pro-p-subgrup de
I,,, és el grup d'inèrcia salvatge. El quocient I = I,,/I = Gal (Q,/Q)
és un grup pro-finit commutatiu, d'ordre primer amb p, anomenat ci grup



d'inèrcia moderada en p; i s'identifica amb lim F. Els caràcters d'aquest
grup juguen un paper essencial en la definició del pes k associat a la repre-

sentació p.

Passem, doncs, a recordar els resultats principals relatius al grup d'i-

nèrcia moderada en p i als seus caràcters (cf. [Se 72]). Per a cada enter

d ^ 1, primer amb p, considerem el cos Kd = Q( i) i l'isomorfisme

i els isomorfismes 9d indueixen un isomorfisme

8 : I, ^ ^,uz(I^').

Reduint môdul l'ideal maximal de Q, es fàcil explicitar l'equivalència entre

els sistemes projectius urn ,ud amb morfismes de pas lAd - uj, ( t ed')

I lim	 amb morfismes de pas les aplicacions "norma". D'aquesta manera

obtenim un isomorfisme
t9 :Ij.IirnF*n.

-	 4__F

Considerem el grup I = Hom 0t(It ,?) dels caràcters continus a valors en

el cos i. Aquest grup es pot parametritzar per (Q/Z)', el conjunt dels

nombres racionals amb denominador primer amb p. Més concretament, es

té l'isomorfisme següent:

CQIZ)' ^ I,,	 aIdM ,q^.

D'aquesta manera horn pot identificar cada caràcter cp deigrup d'inèrcia

moderada I en p amb un nombre racional a (mod Z [l/p]), a = inv(),

que s'anomena l'invariant del caràcter. Un caràcter de I es diu de nivell

12 si factoritza per F i no ho fa per cap Fm, on m és un divisor estricte

de vi. S'anornenen caràcters fonamentals de nivell vi els caràcters de I que

tenen per invariants 	 ,per a i = 0,1,. . . ,n - 1.
p —1
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La relació entre els caràcters de I i les representacions ( mod p) locals

i continues Pp D -p GL(V) GL2 (1F) queda garantida pci fet següent:

Si V denota la semi-simplificació de V respecte a l'acció de D, aleshores

ci grup d'inèrcia salvatge I opera triviaiment sobre V', de manera que es

té un acció diagonalitzable de I sobre V donada per dos caràcters

que són de nivell 1 6 2. A més, si SOfl de nivell 2 aleshores son conjugats:
= PIp (l = cpP.

Estem en condicions de recordar Ia recepta per a l'invariant pes de la

conjectura associat a la representació p. Aquest és un enter k [2, p2 - 1]

que ye donat en funci6 de inv(p) i inv(p'), els invariants dels caràcters de

Ia inèrcia moderada que diagonalitzen l'acció sobre V. La taula següent

conté els diferents valors per al pes k:

PID inv(çp) inv(p') on condicions pes k

irreductible
a+ 0 < a < b < p - 1 1 + pa + b
p —1___________

reductible

completament

.....!..._
P1

......L 0<a<b<p-2
—	 — —

(a,b)^(0,O)

(a,b)=(O,0)

1+pa±b

pp—i

reductible

no-completament

*

' 0	 x°'

3 _•

0	 a < p —2

1 </3 <p — 1

a=min{a,3}

b=max{a,/3}

3	 a + 1 1 + pa + b

P.R.

M.R.(p^2)

M.R.(p=2)

2± a(p + 1)

(a±l)(p+l)

4

p—i

______

P'

_____

Observació 3.1. El caràcter x que apareix a la taula és ci p-èsim caràcter

ciclotàmic que abans hem introduIt.

Observació 3.2. Els casos P.R., M.R.(p 2) i M.R.(p = 2) de Ia taula

estan subjectes a la condiciO fi = a + 1 i sOn abreviatures per a quan p és
poc ramificada o molt rainificada en p, en ci sentit de Serre. Esmentem que,

quan = a +1, ci grup p(I,,) és ci grup de Galois d'uria certa extensió K de

totalment ramificada. Fent is de la teoria de Kummer, podein escriure

K - K( 
1/p—	 m
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on K designa la maxima extensió moderadement ramificada de Q contin-

guda dins K, i x 1 ,... x, són elements de Q' no-potències de p. Aleshores
es diu que p és poc ramificada si els x poden ser escollits entre les unitats

de Q;r, i molt ramificada en cas contrari.

§4. Enunciat de la conjectura

Una vegada definits els tres invariants associats a una representació residual
2-dimensional i continua, Serre formula de manera precisa la segiient

Conjectura 4.1. (cf. [Se 87, (3.2.4?)]). Sigui V tin espai vectorial sobre

F,, de dimensió 2, 1 szguz

una representació continua, irreductible i senar. Fosem N, k, c,,, els in-

variants ass ociat5 a p. Aleshores ezisicix una forrr&a parabôlica de Hecke

(mod p)

de tiptis (N,k,e) tal q'ae

tr(Frobt,) = at	 det(Frobt,) =

per a tot primer £ Nap.

§ 5. Aportacions d'altres autors

Tra.nscrivim tot seguit els resultats més destacables que han estat publicats
fins al moment en relació amb aquesta conjectura. Amb aquest fi, introduIm

ràpidament alguna terminologia.
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una representació corn abans. Posem N, k, e. els seus invariants associats.

Definici6 5.1. Sigui £ un nombre primer. Es diu que la representació p
és finita en £ si existeix un esquerna V en F q -espais vectorials sobre Spec Z,
finit i pla, tal que l'acció del grup de descomposici6 D1 Gal (,/Qt) sobre
V(Q1 ) proporciona la restrició de p a D.

Observació 5.2. A [Se 87] es troba que la definició anterior és equivalent
a les condicions pràctiques següents:

I p és no-rarnificada en £ si £ p
obe,

detp=ik=2	 si?=p.

Passem ja als resultats.

^IeorenZa 5.4. Ccf. [Ca89]). Siguip > 5. Supogem gue p pme' 2'zzna

10ma parabd^:a de Ba:ke, gobre Zp, de t^w CM,Z,1). Si

^) ID.c.d.(^,p) = 1,

a1ezhoTes

p z,rove d'unafoma parabdIica de Becke, sobre Zp, de tip .us CNp,2,I).

Ieorenza 5.5. (d. I^^^V89^). Siguz p > 3. S4,ozem gue p pme'
d'unaIonna mabd^ca de Becke, de^nida zobre Zp, de tipus CNI,k,E). Si

i) Bz.c.d.CM,p)=I,

ii) 35 2; <P,

iii) p es ^ita en l 7 p, i
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iv) ci caracter E és no-ramificat en

aleshores

p prove d'una forma parabôlica de Hecke, sobre Z, de tipus (M/, k, e).

Teorema 5.6. (cf. [Liv 89]). Saposem que p prove d'ttnaforma parabôlica

de Hecke, definida sobre Z, de tipus (N, k, E)

aleshores

N I N.

Teorema 5.7. (cf. [Gr 90]). Suposem que p prove d'una forma parabôlica

de Hecke (mod p), f, de tipus (N,k,E) amb 2 ^ k 5 p i ci E(p) si k = p.

Suposem, a més, que f s p-ordinària. Aleshores son equivalents:

En tal cas, Serre diu que les formes f i g son coinpanyes.

Teorema 5.8. (cf. [Ed 91-i]). Suposem que p prove d'una forma

parabôiica de Hecke, definida sobre Z, de tipus (M, k, c). Si

i) m.c.d.(M,p) = 1,

aleshores

p prove d'una forma parabôlica de Hecke, sobre Z, de tipus (M, k,e).





CAPiTOL 5

Estudi del comportament de Ia
conjectura de Serre per torcement

En aquest capitol s'estudia el comportarnent de la conjectura de Serre en

una representació, prenent esment en el de les representacions torçades per

les potències del caràcter ciclotàmic. Obtenim criteris per a Ia validesa

de la conjectura, que s'aplicaran en posteriors capitols al tractar les repre-
sentacions associades a la p-torsió de les corbes de Weil.

Prèviament, perô, ens cal obtenir un resultat sobre congruències entre

els desenvolupaments de Fourier de formes modulars.

§1. Obtenció de congruències

Al llarg de tota aquesta secció tractarem només formes modulars definides

sobre Q. El resultat que provem tot seguit (teorema 1.2) estableix con-
gruències entre els coeficients de Fourier de formes parabàliques de tipus

(Np, k, c) i de tipus (N, k', e'). Corn veurem, el pes k' i el caràcter E' estan

estretament iligats als invariants de la conjectura de Serre.

Sigui p ^ 3 un nombre primer. Fixem una extensió a de Ia valoraci6

p-àdica v, de Q, norrnalitzada de manera que Vp(p) = 1. Sigui p el primer

de Q, dividint p, que aquesta extensió determina.

DeB^ici5 1.1. DiIe^ que dues {0^:5 ^,dWaIs ^(g) = :Z n >o An9^ 2
GC9) = I.nzoBnqN :

^
I c2BBues, i escnuIe

^	
^
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siAB (mod3),peratotn^0.

Essent b: (Z/pZ) 5	 Q el caràcter associat a l'invers del caràcter

de Teichmiiller, considerem la sèrie d'Eisenstein (cf. capitol 1, §4)

Ei,,=1+c,,&	 L,(m)e2tmmi2.
tn>0

in 1 >0

Sabem que E1,1 és una forma modular de tipus (p, 1, i), definida sobre .

En el següent teorema, les involucions de Fricke i l'operador traça,

descrits en el capitol 1, ens permeten donar resultats que generalitzen sengles

de Koike a [Ko 76].

Ieore^^a 1.2. Sigui G(g) = ^B n g N E S^CNP,04^') unafoma nova amb

1 S t < p
— 1 i 0 zzn ca7'dcter de Dirichlet nzddzzl N, pt N. Sigui d zzn enter

pozitiu taI que d ^ t (^^,d p— 1). Aleshorez

i)'II(GE7,^) E S^CIV,0),

d—t	 -
ii)Tr(GE)G(mod'TJH=2—k+--+vp(Bp)>0.

p—I

DEM05TRACIó. Ja que b és no-ramificat fora de p i d t (mod p - 1),

observem que el conductor del caràcter de la forma parabôlica GE és

primer amb p. Per tant, l'operador traça pot ser aplicat a la forma GE

(cf. capitol 1, §4), d'on i). En aplicar-lo, obtenim

Tr(GE,) = GE + p)pP(GE,,,)IEWp]k1Up.

Ja que E1, ,, 1 (mod 4) I q5(p) és una unitat p-àdica, cerquem un enter d

tal que
p'P(GE)l[Wp]k+dIUp 0 (mod 3) -

De les definicions es desprèn que

(GE,,,,)I[Wp]k+d = GI[Wp]k(E1,i,L1[Wp]I).

Ocupem-nos ara, per separat, de cada un dels termes de Ia dreta:

Comencem per GIEWP]k. El teorema d'Ogg-Li-Asai (cf. [Og 69],

[Li 75], [As 76]) ens assegura que la forma nova G(q) Sk(Np, q) té
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p-èsim coeficient de Fourier B,, amb IB,,I = p(k_1)/2; en particular, se satisfà

B,, 0. Aixè ens permet reescriure el pseudo-valor propi )t,,(G) de W,, en

G. Concretament, trobem GI[W,,]k = A,,(G)G' on

A,,(G) = C(iI't),,p'"2

i G'(q) = E B'q" és la forma nova que té per coeficients de Fourier els

enters algebraics determinats pel teorema 4.1 del capitol 1.

Pel que fa a la sèrie d'Eisenstein recordem que, amb les notacions del

§4 del capitol 1, tenim

(31,^,=ZI,CI,0)Bz,4, = ^ ^z)GJCz;0,n,p).
n modp

Aleshores calculem l'acció de la transformació per Ia matriu (O —1
\P 0

(0 —i -
\p	 2'

I, per tant, obtenim

0 —1'	 v"i  Ct,

0

D'aquesta manera hem aconseguit

VC(GE)I[Wp] k+d = GI[wp] k (El ,I[wp 1 l ) d = A(G)c'(	
_)d

El teorema de Stickelberger (cf. [Wa 80], [Ko 76]) ens permet calcular la

valoració p-âdica de la suma de Gauss C(L'') I de Ia constant

(,,'-41p16)(^^
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i aixb prova ci teorema. 0

§ 2. Torcement de representacions

una representació continua, irreductibie i senar. Posem N, k,	 els in-

variants de Serre associats a p.

Observació 2.1. De fet, sols tenim p—I representacions p(i) torçades de p.
En efecte, p(i) depèn de ciasse de i mdu1 p - I. D'aitra banda, àbviament

p(o) = p.

Observació 2.2. Les representacions p(i) són també continues, irreducti-

bies i senars. Notem que det p(i) = 	 det p.

Posern N ( , ) , k (1) , E() els invariants de Serre per a Ia representació

torçada p(i). Observem que d'entrada, pel fet de ser un caràcter no-

ramificat fora de p, tenim

Tot seguit donem dos resultats que poden proporcionar una estratègia

per provar Ia conjectura de Serre per a Ia representacid p. Consisteix en

adonar-se que entre les representacions p(i) n'hi ha de privilegiades (en un

sentit que explicitarem) i que provant Ia conjectura per a aquestes, queda
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provada per a Ia representació p. Aquests criteris seran ütils en posteriors

aplicacions en ci capitol 7.

Notem que els pesos !Cp(1) no resulten invariants en tbrcer; sabem que

k (1) E [2,p2 - 1]

i, si be és possible donar-los depenent d'una gamma molt extensa de casos

i subcasos, resulta més econàmic fer Ia següent

Definició 2.3. Anomenarem pes minimal de Ia representació p l'enter més

petit d'entre els pesos k (2) associats a les representacions torçades p(i) de p.

Si kp ( m ) és el pes minimal de p, direm que p(m) és la representació minimal

associada a p.

Proposició 2.4. Les notacions corn abans, més les del §3 dci capitol 4 . Es

i) Existeix un enter n tal que La represcniació torçada p(n) de p saiisfà

k () ^ p + 1. En particular, ci pes minimal kp ( m ) d 'uma repesentació p és

sempre p+l.

ii) Ezisteixen, corn a molt, dues classes n (mod p - 1) que donen represen-

tació torçada amb pes p + 1; tina d'elles proporciona ci pes minimal de p.

La taula segi2eni conté els valors de n (mod p - 1) que fan k () p + 1.

PIDp condicions pes k n pes k () CRS

irreductible 0 < a < 6 <p - 1 1 + pa +6 -!L-. 1 + 6— a Al

b-i 2+p+a-b A2

reductible

completament

O^a^b^p-2 l+pa+b
1+6-a Bi

6 p + a - 6 B2
_________

a=b0
____________

p 0 p B3

(X!	 * )

0	 x°
a = min{a, 3}

b=max{a,f3}

/3^a+1 1+pa+b
_________

a
____

1+6-a Cl

13^a p+a-b C2_______

/3=a+1
_______

P.R. 2+ a(p +1)
a

____

2 C3
-

M.R. (a+i)(p+i) p+l C4
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Si PD	 irreduciible,

sib—a<^,

sib-a>^.

reducix completament,

DEM0STRACIó. La prova consisteix en adonar-se que I'invariant pes, asso-

ciat a una representació p, és ^ p + 1 si, I només si, se satisfà alguna de les

tres condicions següents:

0 '
0	 pb ),amb1b^p-1,

p 2 -1 1
*	 331irreductible 1 p ii =
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Aleshores tot es redueix a manipulacions amb els invariants dels
caràcters del grup d'inrcia moderada en p seguides de l'algoritrne per a
Ia determinació del pes (cf. capitol 4, §3). 0

Definició 2.5. Sigui p corn abans. Si existeixen dues classes (rnod p - 1)

diferents n 1 I rz 2 tals que les representacions torçades p(n 1 ) i p(n2 ) tenen

pesos k (1) I k 2 més petits o iguals a p + 1, diem que p(n j ) i p(n2) són

dues representacions companyes per a p.

§ 3. Criteris per a la validesa de la conjectura

Mantinguern les notacions corn abans. Un dels resultats que estern perse-

guint és el

Teorema 3.1. Sigtii

p:

una repre3eritació continua, irreductible i senar. Admetem que la seva repre-

sentacio minimal p(rn) satisfa hi conjeciura de Serre; és a dir, que exzsteix

g una forrna parabôlica de Hecke (modp) de tipus (N e , kp(m), tal que

p(m) Pg. Aleshores p satisfa hi conjectura de Serre.

DEMOSTRACIó. Cerquem f(q) = a,,q' una forma parabàlica de Hecke

(modp), de tipus (Na , k, e,,), tal que Pf p. La dernostració es fa dis-

tingint els diferents casos segons quina sigui la classe de l'enter in que dóna

Ia representació minirnal.

Si la rcpreseniació minimal es presenta en els casos A1,B1,B3,C1,C3,C4.

En tots ells in = a. Suposern, doncs, en cada cas, que p(a) = p 0

satisfà la conjectura de Serre. Per tant, existeix g(q) = E bq una forma

de Hecke (mod p) de tipus (Ne , kp(a), e,,,) arnb p9	 p 0 X° Mitjançant

l'operador 0 de Ramanujan-Katz, clarament es té

Peg

D'altra banda, si la filtració de g no és rnültiple de p tenim que

0a9 E Sk,(.)+a(p+1)(Np,ep)
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és una forma de Hecke (mod p) no divisible per l'invariant de Hasse A (cf.
capitol 1, proposició 3.3). El mateix passa si Ia filtració de g és p, ja que
aleshores ens trobem en el cas B3 i tenim a = 0, k = kp( a ) =

Per la proposici6 2.4 es té que el pes de O°g s'ajusta al que prediu la

conjectura,

= k (0) +a(p+ 1).

D'on p satisfà la conjectura prenent f(q)	 8'g(q).

Si la represemtació minimal es presenia en els casos B2,C2. En aquests

casos in = b. Suposem que p(b) satisfà Ia conjectura i posem g(q) = >
Ia forma parabôlica de Hecke (modp) de tipus (Ne , k (b), ) amb p9

p ®	 Podem admetre que k( b) S la filtració de la forma g.

Podem suposar, a més, que g és nova. Efectivarnent, en cas contrail

tindriem que p(b) provindria d'una forma parabblica amb nivell dividint

estrictainent N (6) en contradicció arnb el teorema 5.6 del capitol 4. Ja que,

a més, el pes de g és ^ p + 1, el corollari 2.4 del capitol 3 ens permet

assegurar que la forma g és p-ordinària; és a dir, b	 0.

Si k (6) = 2, notem que aleshores b - a = p - 2; per tant, prenem

f(q) := 9tg(q). En efecte, f(q) = O I O 0+ lg(q) 9al9PIg(q) i, ja que

la filtració de OFg(q) és 2p, aleshores el pes de f és 2p + (a - l)(p + 1) =

I +pa + b =	 es té p	 p.

Si k(b) ^ 3, en aplicar el teorema 3.7 del capitol I obtenim

G(q) = >Bnq"

una forma de nova de tipus (Nap, 2, cx' 2 ), amb coeficients a Z, tal que

per reducció môdul ¶ dóna la forma parabàlica g. (Aqul el caràcter E és

l'aixecament multiplicatiu de er.)

Ja que b 0, trobem que IB,,1 = fii (d. [0g69], [Li 75], [As 76]).
Per tant, SI v, denota Ia valoració p-àdica normalitzada estesa a Q segons

43, obtenim V(B) = 0 I v() = 1.

Considerem ara la forma nova

G'(q) = :^ B;.9^ E SzCNpp,E^lbl^2),
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máltiplc de Gwc, on w denota la invoiució de Weil. Pel teorema 4.1 del

capitol 1, es té B B,, = pe(p); d'on v,,(B;) = 1 1 v,,(,,) = 0.

Estem en çondicions d'apiicar el teorema 1.2 per a la forrna G'. Nor-

malitzant ci caràcter obtenim

d'on l'exponent t = p+ 1— k(b). Ja qu v,,(B',,) = 0 i G' té pes 2, ci minim

enter positiu d que satisfà la congruència

Tr (G'E) C' (mod ¶p)

ésd=p+1—k(b)+p—l=2pkp(b).

Notem que, per aquest valor de d i per les propietats de i'operador

traça (cf. teorema 1.2),

I4CG' B;PM'' ) E SzlptJ)—kplb,CNp,E).

D'aquesta mancra ci tipus de Ia forma f és ( Ne , k, En); aixi doncs, es corres-

pon ais invariants de Serre per a p i només ens cal comprovar que pf 2 p.

Observem primer que, pci teorema 4.1 dci capitol 1, es té

= B,, .	 per a tot n primer amb p.

Aleshores la representació residual

= p® X aP+2 =	 =	 = p(a-1)

és Ia reducció de la rcpresentació PG' associada a C' i, per tant, veiem que

efectivament p prove de la forma f.
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Si Ia reprcsentació minimal es presenta en el cas A2. Ara es té que rn =

b - 1. Posem g(q) = bq" la forma parabàlica de Hecke (mod p) de tipus

(N,k(b_l),E) tal que fa p(b —1) p9.

Pel corol'lari 2.4 del capitol 3 sabem que la forma g és p-supersin-

gular; és a dir, b = 0. Observem que k ( _ 1) = 2 + p + a - b satisfà

3 ^ k_	 (p+3)/2 (cf. proposici6 2.4). Ara, podem aplicar la proposició

3.3 del capitol 1 que ens assegura que	 _a té filtraci6 1 + b - a. Per

tant, la formaf(q) := 9b_19(q) satisfà les condicions en aquest cas.

Observació 3.2. La demostraci6 en el cas B2 s'hauria pogut reduir a la

del cas Bi en fer is de la teoria de Serre sobre les formes companyes (cf.

capitol 4, teorema 5.7).

Acabem aquest capitol donant el

Teorema 3.3. Sigui

una represeniació continua, irreductible i senar. Supo3em que p admet re-

preserttaciorts companycs p(n I ) i p(n2 ). Aleshores es

p(n 1 ) satisfa hi conjeci. de Serre	 p(n2) satisfa la conjeci. de Serre.

DEM0STRAcIO. Intercanviant les companyes, Si S necessari, podem suposar

que p(n 1 ) = p(rn) és la representació minimal associada a p i, per tant,

també és Ia minimal associada a p(n 2 ). Si p(n 1 ) satisfà Ia conjectura de

Serre, el teorema 3.1 ens assegura que el mateix passa per a p(n2).

Veiem ara el reciproc. Posem

la forma parabàlica de Hecke ( mod p), de tipus (Ne , k (2) , E,,), tal que Pg

p(n2) . Dc la proposició 2.4 se segueix que

f p + 1 Si P1D redueix,
k ( , ) + k (2) =	

+ 3	 PIDP és irreductible.
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A més, Si PID, redueix ho fa completament. Per tant, en aquest cas, p0-

dem aplicar el teorema 5.7 del capitol 4 i obtenim l'existència d'una forma

f, companya de g, tal que f és parabôlica de Hecke (modp), de tipus

(Np,kp(n,),Ep), i

p(n2 + k (2) - 1)	 p(ni).

Suposem ara que estem en el cas PIE), irreductible. Considerem Ia

forma parabôlica de Hecke (modp), g, de tipus (Ne , k (3) ,	 i tal que

Pg	 p(n). Ara el corol'lari 2.4 del capitol 3 ens assegura que g és p-

supersingular. De Ia proposició 2.4 se segueix que sempre es té k(2)

2+ n 1 + n2 (mod p - 1). Notem que p + 1 -	 =	 —2 i, per tant,

tenim que

f(g) := Bkp i n ,^'Z gCq) E Skp,n,,tCp—I)Ckp(n,,-1)CNP,Ep)

té filtracid < p - 1 + k (1) (cf. [Jo 82] 1 capitol 1, proposicid 3.3). D'on

f(q) té filtració k (1) , ja que k (1) ^ p + 1. Arribem a que f(q) és una

forma parabblica de Hecke (mod p), de tipus (Ne , k (1) , ca), I satisfà

Pl ^ PgC— kpinz) tZ) ^ PCNZ — kp i n z, tZ) ^ p(n^) ,

COBZvdieIDtIO^I. |]

CoIIz a conseqiiZI^:ia dels Iesultats aDteIws obteBiBz eI

C^.01.Ia^i3.4.Sigui
p: G Q - GL2(F)

una representació continua, irreductible i senar. Posem que La torçada p(ñz)

sigui La rcpresentació minimal o be La seva companya (si existeix). Aleshores

es té que si p(in) satisfa La conjectura de Serre, el mateix passa per a p.



CAPITOL 6

CàlcuI dels invariants de Serre
associats a les corbes elliptiques

Sigui E una corba el•liptica sabre Q . Per a cada primer p, l'acció del grup de
Galois G Q sobre els punts de p-torsió E de E(Q) defineix una representaciá
continua

p: GQ—Aut(E)GL2(F),

que és sempre senar i absolutament irreductible si p> 163 [Ma 78], [Se 87].

Depenent de i'aritmètica de la corba el•liptica E, anem a trobar els
invariarits de Serre associats a p: conductor N, pes k i caràcter C,,.

§1. Invariants associats a la p-torsió

L'aparellament de Weil proporciona un isomorfisme canànic entre A 2 E,, i
j.. D'on det p és ci p-èsim caràcter ciclotômic x i, per tant, ci caritcter E

és trivial.

Pel que fa al conductor N,,, considerem i'acció de GQ sabre ci Q,,-
mbdul de Tate 1',(E) = T(E) 0 Q,,. Aquesta acció proporciona una repre-
sentació p-àdica

P0 : Go —+ AutCVp(E)) ^ GLz(Qp),

que és un aixecament de la representació p. Posem
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ci conductor d'Artin de p; és a dir, ci producte dels conductors d'Artin

locals en cada primer £ p. Els exponents de ramificació venen donats per

n(i2,po) = codimQ Vp (E) 1 + b(1'p(E)),

on I denota un grup d'inèrcia en £ i b(V(E)) l'exponent de Swan. Escrivim

N =

el conductor de p, amb exponents de ramificació

n(/!, p) = codim1 Er" + b(E),

corn en el capitol 4. Ja que els grups de ramificació salvatge son pro--grups

i £ p, resulta que b(V(E)) = b(E). D'altra banda, és immediat que

codimQ V(E)ht ^ codirn EPII.

Arribem a que NINo i, si v és Ia valoraciO £-àdica de Q normalitzada per

= 1, tenim

veCNo/Np) = Cod^nopVpCB^' - cod^-p Bp ^' '

Sigui ara	 Ia fibra especial del model de Néron de E en £ i consi-

derem la successiO exacta

o-e F1	 IFi —4--4O,

on E, t són la component connexa de l'elernent neutre i el grup de

components de E,, respectivament. Recordern que

I
si E té bona reducciO en

IGmJe (sobre Ft) si E té reducció multiplicativa en

(. Ga,i	 si E té reducciO additiva en

Per caicular codimr, E,', usern l'isomorfisme

E()[p]'
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obtingut per reducció [SeTa 68]; es comprova que

2	 si E té bona reducció en

dim EF (Ft )[p} =	 1-f-dim 1(Ft)[p] si E té reducció multiplicativa en

dim cI(1F)[p]	 si E té reducci6 additiva en

2 Si E té bona reducció en

dim V(E) = 1 si E té reducció multiplicativa en

( 0 si E té reducció additiva en

De tot l'anterior deduim el següent

Teorema 1.1. La formula per a l'abaixamcnt entre els conductors és

v(N0) - v,(N) = p-rang '1'.,,

per a cada £ p. En ierrnes dels 10 simbols de Kodaria, les taules segients

contenen ci valor ezacte de i'abaizament v(N0 /N) segons ci tipus de re-

ducció del model de Néron en

v,(N0 /N) £-tipiis(E)

2 1*2v_____________
1 12,, , 12*,,+1 ,III, 111*

0 Io,I2,,+i,II,II,IV,IV

[v(No/N) £-tipus(E)

L 1 I,, si3li',IV,IV

0 alt rament

^^^^^
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Observació 1.2. La formula deis conductors permet ci càicui efectiu de

i'invariant N, associat a p, a condici6 de conèixer ci valor de N0 . Ara be,

ci conductor d'Artin N0 pot set calculat, per exemple, amb i'algoritme de

Tate [Ta 75] a partir d'una equaciO de Weierstraf3 per a la corba ei•L{ptica

E o be, si E és una corba de Weil, aleshores N0 és ci divisor maximal

primer amb p del conductor analitic de E. En cas d'optar per Ia primera

possibiltat (us de l'aigoritme de Tate), cal advertir que s'obté un valor per

a i'exponent de ramificaci6 de N0 en ci primer 2 que depèn d'una igualtat

d'Ogg no comprovada en aquest cas (cf. [Og 67]).

Passem al càlcui de l'invariant pes k, associat a la representaciO p.

Fixem D,, Gal (Q/Q) un subgrup de G Q . Després d'estendre escalars,

cosiderem la restricciO de p al grup de descomposició en p

pp : D - GL2(F).

Sigui p Ia semisimplificada de Pp Sabem que l'acciO del grup d'inèrcia

moderada I en p, que correspon a D, diagonalitza segons

(q5 O'\
PP IIt \Q	i)

on ', // sOn caràcters de I de niveli 1, o be 2. El pes k és funciO de mv (),

mv ('), els invariants de i qY, respectivament (ci. capitol 4, §3). El lema

següent mostra que ens podem limitar a caicular-ne un d'ells.

Lema 1.3. Sigui p GQ -+ Aut (E,,) la represcntació associada als punts

de p-torsió de la corba ellipiica E1Q . Amb les notacions d'abans, a (Q/Z)'

es té
inv(q) + inv(q5') 

=

A més, l'invarzant pes k .,atisfà

k2 (modp-1).

DEM0STRACIO. Ja que det p: GQ - 1F és ci caràcter ciciotàmic , trobem

que la restricciO de det a I és ci caràcter fonamental t9, de nivell 1.

Per tant, tenim la igualtat

inv()+inv(q5') = 	
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a (Q/Z)'.

D'altra banda, per la mateixa definició del pes associat a una repre-
sentació tenim que, si I, és el grup d'inèrcia en p, det pj	 kp_1

Podem trobar el pes k, segons l'aritmètica de la corba el'liptica E.

els invariants usuaLs de E, determinats a menys de p-unitats a partir d'un
model p-minimal de WeierstraB. Assumim, per raons de regularitat en les

fórmules, que p> 7. Aleshores provem el següent

Teorema 1.4. El pes k = 2+ A(p— 1)1 els invariants inv(q), imv(çY) dels

caràcters associats a la representac:ó

es poden llegzr en les taules:

e1 alires condicions mv () A

*	 i siplii
sip,

l/(p—l)

1/(p-1)

0

1

pl (3) (5p+I)/6(p—l) (p+5)/6

II p	 2(3), v(c4 ) = 1 (5p— l)/6(p— 1) (p+7)/G

pE2(3), v(c4 )> 1 (5p2 +1)/6(p2 -1) (p+7)/6____
pl(4) (3p+l)/4(p—l) (p+3)/4

III p=_ 3(4), v(c6 )= 2 (3p—l)/4(p— 1) (p+5)/4

p	 3(4), v(c6 ) > 2 (3p2 +1)/4(p2 —1) (p+5)/4____

pl(3) (2p+l)/3(p—l) (p+2)/3

IV p	 2(3), v(c4 ) = 2 (2p— l)/3(p— 1) (p+4)/3

_____ p	 2 (3), v(c4 ) > 2 (2p2 + 1)/3(p2 - 1) (p + 4)/3
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Is 3ipf ii (p+1)/2(p—l) (p+l)/2
sipfv (p+l)/2(p—l) (p+3)/2

pl (3) (p+S)/6(p—l) (p+Il)/6

II P	 2 (3), v(c4 ) = 4 (p+ l)/6(p— 1) (p+ 7)/6

p2 (3), v(c4 ) >4 (p2 +5)/6(p2 —1) (p+l)/6____

p	 1 (4) (p + 3)/4(p - 1) (p + 7)/4

lIP p	 3 (4), v(c6 )	 5 (p + l)/4(p - 1) (p + 5)/4
p	 3 (4), v(c6 ) > 5 (p2 + 3)/4(p2 - 1) (p + 1)/4_____

pl (3) (p+2)/3(p—l) (p+5)/3
1V 5 p_= 2(3), v(c4 ) =3 (p+ l)/3(p— 1) (p+4)/3

____ p2 (3), v(c4 ) >3 (p2 +2)/3(p2 —1) (p+l)/3

DEMOSTRACI6. Els resultats de la segona taula es poden obtenir a partir

dels resultats de Ia primera en tôrcer pel caràcter quadratic ramificat en

p. Quan la corba el•liptica E té reducció de tipus I, en p, els valors de

mv (q) i k es troben a [Se 87]. Per tant, ens cal considerar els casos on E

té p-tipus(E) igual a II, III, o be IV.

Sigui e l'enter minim comü miltiple de les multiplicitats de les com-
ponents irreductibles de la fibra especial del model amb creuements normals,

associat al model minimal de E, pel procés d'esclatament; és a dir, del model

estable de E. Tenim

( 6 si E és de tipus II en

e = 4 Si E és de tipus III en p,

3 Si E és de tipus IV en p.

La corba el-liptica E adquireix bona reducció sobre el cos L =

on ire = p. Aixô es pot veure fàcilment a partir dels possibles models de

Weierstraf3 de E segons el tipus de reducció. Notem E/L la corba el-liptica

obtinguda pel canvi de base E	 L i

rn : E/L(Q) - E()

el Gal (Q/L)-isomorfisme induIt pel canvi de base.

Cerquem un subspai 1-dimensional V del [I1 ]-môdul (E®F)85.
Per a aixè, considerem E el grup formal de EL i posem h la seva altura. La
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proposició 10 de [Se 72] garanteix que el nucli E,, de la multiplicacid per [p]

a E conté sempre un F,,-subspai vectorial VL, no nul, on el grup d'inèrcia

moderada ',L de Gal (,,/L) hi actua. La dim VL I l'acció de 'i,L sobre

Fh ® Vj., poden ser ilegides a partir del poligon de Newton de la sèrie formal

de la multiplicació per [p1 sobre E. Amb una verificació cas per cas obtenim:

h altres condicions dimF VL 't,L on F,, 0 VL

1
II , p_=l (3)
III,p_=l (4)
IV,p1(3)

1
______

i9_1

__________-

2
II,p2 (3),v,,(c4)= 1
III,p3(4),v,,(c6 )=2
IV,pE2(3),v,,(c4 )=2

1

_______

i92

____________-

2

-

II , p2 (3), v,,(c4)>1

III, pE 3(4), v,,(c6 ) >2

IV,p2(3),v,,(c4)>2

2

______

t9c	 t9Pe,

___________

Ofl t9,,_ 1 , t92_1 : 't,L	 F,, son caràcters fonamentals de 't,L de nivell I i

2, respectivament.

Finalment, prenem V := F,,h 0 m ( VEL ),	 S la imatge de 11L

per la immersió de E,, en el grup dels punts de p-torsió, EL,,, de EL(Q,,).
Ara I actua sobre V i l'acció es pot controlar a través de m. Per fer-ho,

mirem l'acció de 5m := OS 0 m sobre F,,h ® Vj,, per a s E Gal (Q,,/Q).
Mostrem tots els càlculs que hem efectuat ünica.ment per al cas on E té

reducci6 de tipus IV en p, amb p 2 (mod 3), i v,,(c4 ) > 2:

E: :Y Z —x 3 _pZ Ax t z7B ^bA,BEZ,Cp,B)=1,

EL : YZ _ x3 _ ^.Z AX t B, 2tuIaCE) = 2, diIDEpVL = 2,
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3 
VL = {z = —7rx/yl(-j,--j)E EL,,,, v,(—irx/y)= 2_

x y	 -p2+4
= {z = -irx/y(--,--) EEL ,,,, v,,(—x/y) = 3(2 -

—7rx
V = F2 ® {(x,y) E E,,1- E VL}.

Si s E Gal (,,/Q) i z = —irx/y E VL, aleshores

x	 x	 x
s(—)=t9,,231 (s)

Finalment, per a 1 ® (x, y) E V aconseguim

s(1Ø(x,y)) = 1Ø(mosm om')(x,y)

= 1Ø(mosm)(x/7r2,y/7r3)

= 1 0 m(sx/ir2,sy/ir3)

- i9 ' "s) 0 m(x/7r 2 , y/ir3)- p a —I '

—19	 (s)(1®m(x/ir2,y/ir3))-

— 19	 's)(1O(x,y)).- p a —I '

Ara, cas a cas, omplim Ia taula tenint present la recepta per al pes k (cf.

capitol 4, §3). 0

Observaci6 1.5. En cas que la representació sigui salvatgement ramificada,

ci caràcter çt que apareix a les taules és ci que correspon al subspai de

dimensid 1 invariant per la inèrcia. Es a dir,

2. Invariants minimals. Invariants companys

Acabem aquest capitol inspeccionant amb més detail, d'una banda, els ca-

ràcters de Ia inèrcia moderada associats a la representació
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1, de l'altra, la representació torçada p(rn) que proporciona el pes minimal

kp(m) per a p.

En mirar de cara els nostres objectius posteriors, és suflcient res-

tringir-nos als casos en què la corba ei1iptica E té reducció potencialment

bona (ordinària o supersingular) en p> 7; és a dir, reducció additiva amb
p-tipus(E) diferent de i, ii > 0 (cas que tractarem en l'Apèndix 1). Tan-

mateix, si no s'especifica expressament ci contrari, suposarem que el p-tipus

de E és diferent de I, per tractar-se d'un cas aparellat amb la bona reducció

Io i, per tant, més senzill.

No obstant el que acabem dir, i tenint en compte la notació en Ia

demostraci6 del teorema 1.4, d'ara endavant posem

[F	 1 II III IV I II 111* 1V5

eji 6 4 3 2 6 4 3

Dc les taules que donen les fórmuies per al pes k (cf. teorema 1.4)

es poden deduir les proposicions que segueixen.

Proposició 2.1. Si E U reducció potencialmeni ordinària en p> 7, ales-
hores p 1 (mod e) i

on els caraciers ç5, ', sobre I, son de nivell 1 1 els sevs ordres ord(),

ord(ç) vencn donats, segons el p-simbol Kodaira de E, per

£p ord(çb), ord('Y) condicions ord('q5), ord('çb') ElF,

II
____

p—i
p 1,4(9) 3,p - 1

iv5
____

6,p	 1- o
2

p7(9) p—i3,---
___	 ___

3	
o--



6: Cà.lcuI dels invariants de Serre associate a lee corbes eFiiptiques

£/F ord(ç), ord('qY) condicions ord('ç), ord('qY) £/

III

____
______

pl,9(i6) 4,P-1

1I1

______

pl3(l6) p—i 
'—i—

4,---
___

p5(l6)
_________________________________ 2

i/r,, ord('q), ord('qY) condicions ord(q), ord('cb') £/F

Iv
3,p—1 pi,7(9)

p—i

1I
_____

G,p-1 o

p—I
---- p	 4(9)

p—i	 p—i
o —b---3, 6,

Proposició 2.2. Si E té redtució potencialment sliper3ingular enp > 7,

aleshores p 1 (mod c) i

irreductible diagonaliizant amb , çY sobre It,

on els carâcters 4, ', sobre I, son de nivell 1 en el primer cas, i de nivell 2

en el segon. Els seus ordres ord(4), ord('qY) venen donai3, segons elp-simbol

de Kodaira de E, per:

i) Si 0, 0' Zbn de nivel1 1,

E11 ord(q), ord(q5') condicions ord('qf), ord(4Y) E,1

p-i
P 3 , ll ( l6)

p-i

iir

_____

,P —i2 p—i, 2___________

p7,i5(l6)
___________

1,-p 2
,p—1

2

{( ;)ooe
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e,	
T

ord(q5), ord(c') ord(ç), ord(ç')

p—I
p_i,--- Ip-1	 p	 1

1_-_-o___,p_i[ir I
ii) Si q, ' son de nivell 2,

E/j ord('qS), ord(çt') condicions ord('q), ord('çY) E,,

ii

p1 p1
- 5(9)

l	 p1
iv' '

p2 -1,p2 -1 p2.8(9) p2-1,p2-1

E/} ord('), ord('') ord('), ord('') 1/Fr

III p2 -1,p2 -1 p2-1,p2-1 111*

e/F ord('q), ord(qY) condicions ord('cz5), ord('4') E/F

iv

p2 -1	 l
- 2(9)

p2-1	 l

11*' '	 3

p2 -1,p2 -1 p5,8(9) p2-1,p2-1

Observació 2.3. Notem que les sentències de les proposicions 2.1 i 2.2

son idependents de què la representaciO p signi moderadament ramificada

o no; és a dir, tan si PlD és reductible completarnent corn reductible no-

completament.

Pel que ía als invariants minimals de Ia representaciO

p :GQ—Aut(E)

amb p> , i a la vista del teorema 1.4, obtenim primer els invariants de
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p(rh), la representaci6 minimal o companya associada a p. Posteriorment,
desfarem aquesta ambigiiitat en donar els invariants minimals de p.

Proposició 2.4. Les iauies segilents conienen hi classe vz (mod p - 1) que

proporciona la representacio minimal, o be hi companya, p(ñz) ass ociada a

p; hi seva resiricció al grttp d'imèrcia en p; i ci sen pes k(th).

Si E és poienciairneni ordinâria en p,

p-iipus (E) = II, III, IV

Tn
p—I

e__________

p(rui)lj

1-2m(X

p+1-2th

p-iipus(E) = II, 111 w , IV

72
__________

p—I-
e

p(th)1j
1-2th(X

0	 1 )

2(1—th)

Si E és potencialment supersingular en p amb p

p-tipus(E) = II, III, IV

Tn
p+1

c__________

p(rz)j
,1-2m

(X *

- 2)

p-tipus(E) = 11*, III, IV

th
e__________

p(nz)Ij
1-2m	 *x

(	 0

kp(m) 2(1—i5z)

Si E s potencialment supersingular en p amb P1D irreductible,

p-tipus(E) = II, III, IV

th p+1
e____________

p(th) 8 j (

f2m	 o2'
0 p2 -1

kp( m ) p+l-2th

p-tipus(E) = 11* , 111* , IV*

th
____________

p+1
--1

e

p(th)Ij1
t9p-2m

p2-1

0 )

kp ( m ) P+l-2T11

Per distingir quins son els invariants minimals de



2: Invariants minimals. Invariants companys

observem que ens podem limitar a calcular-los en ci cas en què el p-simboi

de Kodaira de E sigui II, III, IV. En efecte, trobem ci

Lema 2.5. Sigui p corn abans. Si p-ftpus(E) = II* , III* , IV* , aleshores

p—i G Q —4 GL2(F)

és la represeniaciô assoczada ais punis de p-torsió de hi corba ei . h'piica E',

orçada de E per i'nic caracier quadrâiic rarnificat nornés en p, amb p.

tipus(E') = 111,111,11, respectivarnent.

Aleshores, amb les notacions d'abans, obtenim Ia

Proposició 2.6. Les taules següents contenen hi cias.,e in (mod p - 1) que

proporciona la representaciô minimal p(rn) associada a p i ci scu pes kp(m).

i) Si E és potencialment ordinària en p,

p-tipus(E)= II in kp(m)

5P+1
PID, red. compi.

6 3
P- 1 ±2PID, red. no-compi.
--- 3

p-tipus(E)= III in kp(m)

PID	 red. compi.
3p+l p—i

4 2________

PlD	 red. no-compi.
p—i p+3

2

p-tipv.s (E) = IV in kp(m)

PlD	 red. compi.
p—i

-i--- 3

PID	 red. no-compi.
p—i

-i--- 3
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ii) Si E 3 potencialmeni 8uper3ingular en p,

p-tipu3(E) = II m kp(m)

PID	 red. compi.
________

5P1 ±J
6 3

PID	 red. no-compi.
_________

?± 9-±_
6 3

PID	 irreductible 5P-7 ±i
6 3________

p-tipus(E)= III m kp(tn)

PJD	 red. compi.
________

3P-1 ±2
4 2

PID	 red. no-compi.
________ 4 2

P1D	 irredlLctible ±_ ?±_
4 2________

p-tipus(E)= IV rn kp(m)

PIDP red. compi.
________

±_!:
3 3

PID	 red. no-compi.
_____________________

2
3

PJD	 irreductible
________

±2
________

3 3

Veieu l 'experiment numeric No.1 del capitol 8 on es posen de mani-

fest els avantatges de considerar Ia representació minimal associada a una
representació donada.



CAPITOL 7

Prova de la conjectura de Serre per
al cas de corbes de Weil potencial-
ment ordinaries

En aquest capitol provem Ia conjectura de Serre per a les representacions

de Galois residuals, p, associades als punts de p-torsió de les corbes de

Weil potencialment ordinaries en p. Per veure aquest resultat apliquem
les tècniques de les representacions torcades exposades en el capitol 5. La

dificultat rau en qué una tal representació residual no és, d'entrada, mo-

dular ja que prove d'una forma parabôiica (en caracteristica 0) amb p2

dividint ci seu nivell. La prova consisteix en tres etapes; en la primera,

s'associa a Ia representació p una certa forma nova amb caràcter no trivial

j nivell estrictament inferior al conductor de Ia corba de Weil. En la se-

gona, s'analitzen els coeficents ocults d'aquesta forma nova i es determina
la p-ordinarietat de la mateixa en funci6 dels p-simbols de Kodaira. En Ia

tercera, les series d'Eisenstein de pes I i l'operador traca acompleixen l'efecte
d'abaixar ci niveil i augmentar el pes, de manera simultània, convertint-los

en els invariants conductor i pes predits per la conjectura.

§1. Una forma nova amb Nebentypus associada a E

Sigui E una corba de Weil de conductor analitic NE. Posem F Ia forma

nova de pes 2 associada a E via el morfisme no constant : XO( NE) -p E

(cf. capitol I, 5).

De [Ca 86] se segueix la igualtat entre el conductor anaiitic i el
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geometric; és a dir, NE = N0 on N0 és ci conductor d'Artin de la re-
presentació de G Q en eis automorfismes del Qt-mdui de Tate 171(E) amb

£ 3 NE . De fet, a [Ca 86] s'hi troba un resultat més general que assegura
que, per a tot primer £, el niveli d'una forma nova quaisevoi i el conductor
d'Artin de la representació £-àdica associada són iguais en els factors fora
de £.

Per tant, essent p un primer ^ 5, notem que si la corba de Weil E té
p-simbol de Kodaira I, II, III, IV, 1I, I1I, o be 1V5 aleshores P2 lINE;
és a dir, NE = Np2 amb N ci conductor d'Artin de ia represntació p-àdica

Quan la corba de Weil E té potencialment bona reducció ordinària
en p ^ 5, en Ia següent proposici6 associem a E una altra forma nova C,
amb caràcter, que ens servirà per provar la conjectura de Serre per a la
representació de G Q deflnida peis punts de p-torsi6 de E.

Proposició 1.1. Sigui F(q) = A,q" E S2 (Np2 ) la forrna nova associada
a tna corba de Weil E amb bona rediicció potencial ordinària p ^ 5.
Aleshores exisicix una forma nova

GCZ) = ^^Bng N E SzCNpA,02^),

amb ci matcix szstcma de valors propis que la forma torçada F ®	 on

5/Fr I II III IV II III IV]

iia 0 1 1 1 1 I

es i'invcrs dcl carâctcr de TcichmiUler (després d'escoilir una imrnersió C
I
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DEM0sTRACIO. Observem que Ia forma F® i és una funció prôpia per als

operadors de Hecke amb sistema de valors propis {AziI"(i!), , 2v } 1tN . Per

tant, existeix un divisor M de Np2 i una forma nova C E 52(M, 2v) amb

ci mateix sistema de valors propis que F 0	 De fet,

on U,, és ci p-èsim operador de Hecke i ,,B és i'operador de degeneració (cf.

[At-Li 78]). Hem de provar que M = N si la corba ei•liptica E té p-simboi

de Kodaira I, i M = Np altrament.

Sigui a.ra un primer tal que £ Np. Triem una immersió de a

i notem per
: GQ -4 Gai(Q((,,)/Q)— up_i

ci caràcter gaioisià £-àdic deduIt de b. Per les congruències d'Eichler-

Shimura (cf. capitol 2, §1), si

Pt : GQ—Aut(Tt(E)®Q1)2GL2(Qt)

denota la representació £-àdica associada a E, aleshores

pt®tI) : GQ—GL2(Q1)

és la representació £-àdica associada a F® t/. Notem que Pt® i és també

la representació £-àdica per a Ia forma nova C.

Pei teorema de Carayoi [Ca 86], sabem que ci nivell d'una forma

nova es pot liegir en Ia representació £-àdica associada; per tant, tot ci que
hem de fer és caicuiar ci conductor d'Artin de la representació p 0 t/'. Ara

be, ja que ci caràcter b és no-ramificat fora de p, només cal caicular l'acció

de I,,, ci grup d'inèrcia de Gai(Q,,/Q,,).

Ja que E té reducció potencialment ordinària en p, E adquireix bona

reducci6 sobre i'aneii d'enters dci cos Q,,(ir), amb lrC = p i p 1 (mod e);

per tant, Pt restringida a 1, factoritza a través d'un grup ciclic C, d'ordre

e. En particular, aixô força que la restricció Pt li diagonaiitzi. Més encara,

detpt(I) = ii, per tant,
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amb un carkcter e: C,,_ i - jz(Q,). Podem veure e corn un caràcter galoisià
no-ramificat fora de p, denota encara e,

E:	 - Ga1(Q(()/Q) Cp _ i - Ce —4/2().

Perà, e ha de ser tb ja que, amb Q fixada, només hi ha dos caràcters de
C,,_ 1	 i-1(Q1) d'ordre e quan e = 3,4,6, i només un quan e = 2. Per
tant, ara és clar que p 0	 té conductor d'Artin amb exponent 1 en p Si

e=3,4,6,iOsie=2. 0

Deflnició 1.2. Anomenem forma nova amb Nebentypus (caràcter no ne-
cessàriament trivial) associada a E Ia forma C obtinguda a partir de la
corba de Well E en la proposició 1.1. D'aquesta manera distingim Ia forma
C de Ia forma F amb Hauptypus (caràcter trivial) associada a la corba de
Well E.

Veieu l'experiment numeric No.2 del capitol 8 que fou la font per
intuir l'enunciat de la proposició 1.1.

§2. Coeficients ocults

Observem que la forma nova arnb Nebentypus G(q) =	 associa-
da a E, satisfà

13 = A,t,1"),

per a tot primer £ p. El coeficient de Fourier B, que anomenem coefi-
cient ocult, de moment ens és desconegut. En aquesta secció esbrinem les
propietats de B que necessitarem tot seguit.

Excloem, per ara, el cas en què la corba de Weil E té p-simbol de
Kodaira I; la ra6 d'aquesta exclusió prove del fet que, en tal cas, la forma
nova C correspon a una corba de Weil E' amb bona reducció a p. Més exac-
tament, E' és la corba elliptica torçada de E per Yünic caràcter quadratic
no-ramiflcat fora de p. Aleshores el coeficient B és un enter i té la mateixa
ilibertat que tot altre coeflcient de Fourier; ilibertat que, recordem, està res-
tringida per la desigualtat IBI <2Ji, conjecturada per E. Artin i provada
als anys 30 per Hasse.
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Proposició 2.1. Es mantenen les hiptesis de la proposició 1.1 1 assumim

a = 1. Fosem KG ci cos de nombres generat per tots els coeficienis de

Fourier B de la forrna nova amb Nebentypus G(q)= B,,q" E S2(Np, /,2V),

associada a la corba de Well E Aleshores tenim:

i) El cos KG CS igual a

ii) El coeficient ocuit B satisfà IBPI = v.

iii) Si v, denota la valoració p-Mica normaliizada de Q fizada per

aleshores

DEMOSTRACIO. Ja que el desenvoluparnent de Fourier de la forina nova F

associada a E té coeficients enters, és clar que B, pertany al cos Q (btt)

per a tot primer £ p. Per ser G una forma nova es té, pci teorema B de

Miyake a [Mi 71], que el cos KG pot ser generat per quasi tots els coeficients

B, ilevat d'un nombre finit. Per tant, tots els coeficients de Fourier de C

pertanyen a Q(V)

D'altra banda, ja que Ia forma nova C té p-Nebentypus primitiu (en
el sentit que coincideixen les valoracions en p del seu niveli i del conductor

del seu carkcter), podem aplicar el teorema d'Ogg-Li-Asai que proporciona

IBl= Jj5 i, per tant, v(B) + v(B) = 1.

Finalment, notem que B,, és un enter del cos KG per ser un valor

propi de i'operador de Hecke U,, i que, per tenir E reducció potencialment

ordinria en p, el primer p descompon completament a KG. D'on se segueix

que v,,(B,,) E {O, 1}. D

Corn a conseqüència de I'anterior proposició obtenim ci següent
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ii) Si e = 4, exisiezzen dos enters a, b E Z tals que

Observació 2.3. Els dos ünics cossos quadratics irnaginaris arnb grup

d'unitats diferent de {±1} són, precisament, Q(i/) i Q(i). Aix fa que

al resoidre les equacions diofàntiques x 2 + xy + x2 = p i x2 + y2 = p trobem

6 candidats a coeficient ocult B,, en el primer cas (e = 3,6), i 4 candidats en

el segon cas (e = 4). Corn saber discernir, directament a partir de E, entre
els candidats és una qiiestió encara no resolta. No obstant, a continuacid
mostrem un procediment, o enginy numeric, que pot ser ütil per al càlcul

de B,,.

Sigui A Q Ia varietat abeliana, factor de J1 (Np) 1Q , associada a la

forma nova G (cf. capitol 2, §1). Es clar que dim(A 1Q) 2. Un exercici

senzill (cf. capitol 1, §4) ens mostra que, si W,, és la involució de Fricke en

p, aleshores

GIW,, = .X,,(G)G

on ),,(G)	 0 és el pseudo-valor propi de W,, en G i és la forma nova

conjugada complexa de C; és a dir,

Per tant, l'espai 11A1C de les diferenecials invariants s'identifica amb l'espai

< C, > generat sobre C per les formes noves C i C. D'altra banda,

sabem que GIWN,, = A Np(G)G (cf. capitol 1, §4). Aleshores es satisfan les
hipàtesis del teorema 1 a [Sh 73]. En aplicar-lo obtenim que la funció zeta
de la varietat abeliana A 1Q coincideix, ilevat pot ser dels factors d'Euler

en els primers de mala reduccid, amb el producte G(q) (q). Posteriors

resultats de teoria general donen la igualtat en tots els factors (cf. [Ca 86]).

L'obtenció del coeficient ocult B,, es redueix, doncs, a conèixer Ia

funció zeta de Ia varietat abeliana A 1Q o, equivalentment, a conèixer la

forma parabôlica H = CC de nivell Np, pes 4 i caràcter trivial. En efecte,

tenim que

BCq) = ^Cn g N E 54(NP),
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amb C =	 B	 i, amb ci coneixernent d'una base de l'espai 54(Np),
i4-j=n

és possible determinar B,, corn a solució d'un sisterna d'equacions lineals.

Veieu i'experiment numeric No.3 del capitol 8 que servi per intuir la

naturalesa del coeficient ocult.

3. Ordinarietat

En la secció anterior hem tractat dels coeficients ocults; les seves propietats i
les dificultats per obtenir-los. En particular, hem vist que el coeficient ocult

B,, és un enter algebraic de vaioració p-àdica nuIla o igual a 1. Decidir quan

es presenta un cas o l'aitre és un punt clau en la prova de Ia conjectura de

Serre per a les representacions que provenen de la p-torsió de les corbes de

Weii potencialment ordinaries en p. Ara anem a distingir aquests dos casos

en funció del p-sirnbol de Kodaira de la corba de Weil.

DEM0sTRACI6. Ja que E té bona reducció potencial ordinària en p, Ia

restricci6 de p: GQ - Aut (E,,) GL2 (F,,) al grup d'inèrcia I,, redueix. Ve

donada per

( X^' * ) si el rtipusCB) = II, III, IV, i

*

0	
si el p-tipus(E) = 11* , 111, IV*

(cf. capitol 6, teorema 1.4 i proposició 2.1).
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I forma representaci6 p-ti pus(E) = 11,111, IV

G p®yV
I p-tipus(E) = 

11, III,JI	 X2)

p®xvIIP
X2

Per tant, pci teorema 1.4 del capitol 3, G no pot ser p-ordinària quan

E és de tipus 11* , 111* o be 1V5 en p, resp. G no pot ser 43-ordinària quan

E és de tipus II, III o be IV en p. Ja que, per la proposició 2.1, sabem

que una d'ambdues ha de ser ordinària, la proposició queda provada. 0

Ara tot és a punt per provar ci

DEMOSTRACIO. Sigui NE el conductor geometric de E. Sabem que NE

Np2 , on N és ci conductor d'Artin de Ia representació p-àdica associada a

E. Si utilitzem ci corol•lari 3.4 que hem provat en ci capitol 5, és suficient
veure que la representació minimal associada a p, o be una companya seva

en cas d'existir, satisfà la conjectura de Serre.

Seguint la proposició 2.4 que hem obtingut en ci capitol 6, trobem la

representació minimal (o la companya) p(ñz), associada a p, segons ci tipus

de reducció de E en p:



( p(v)	 si p-tipus(E) = II, III, IV

p(ñz) = p(—v) si p-tipus(E) = 11* , 111*, IV

L p(v)	 si p-tipus(E) = I,

p-1 on v =
C

Posem N, k els invariants conductor i pes associats a p; els seus

valors els hem calculat en els teoremes 1.1 i 1.4 del capitol 6. Recordem que

en aquest cas l'invariant E és el caràcter trivial. En cada cas, anem a veure

que p(rh) satisfà la conjectura.

Gas 1. El p-simbol de Kodaira de E és II, III, o be IV. Els invariants de

p(v) s6n
(N,p+ 1— 2v,1).

Considerem la forma nova G(q) = B,q" amb Nebentypus associada a

E. Sabem, per la proposició 3.1, que G és una forma ¶p-ordinària. Per

tant, la valoració p-àdica del coeficient ocuit és v(B) = 0. Si normalitzem

l'exponent del caràcter b2t, d'acord amb el teorema 1.2 que hem provat en

ci capitol 5, podem prendre d = v(e - 2) i, aleshores, arribem a que

'II(GE:i52 ') E Spt^_zvCN),

Tr(GE 2 ) G (mod 43).

v(e-2)
Els coeficients de Fourier de g, Ia reduccio (mod c43) de Tr (GE1 ), son

congrus a p(v)(Frob,) per a tot £ 1' Np. D'on g és una forma parabàlica de

Hecke (mod p) de tipus (N, p + 1 - 2v, 1) i tal que

El pes i el càracter de g son els correctes i el seu nivell N és primer amb p.

Només S es presenta la situaciO d'existir un primer £ amb £-tipus (E) = I,.

i p 1 r, N no és encara el conductor N (cf. capitol 6, teorema 1.1); no

obstant alx, notem que estem en condicions d'aplicar ci teorema 5.5 del

capitol 4 [Jor .Liv 89] i corregir aquest eventual abaixament. Per tant, p(v)

satisfà Ia conjectura de Serre i aixà acaba la prova en aquest cas.
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(N,2(v+ l),1).

Cal considerar la forma nova (q) =	 B,,q', conjugada complexa de Ia

forma nova arnb Nebentypus, C, associada a E. Ara és la forma p-

ordinària. Per tant, la valoració p-àdica del coeficient ocult és v(B) = 1.

En normalitzar l'exponent del caràcter b

1.2 del capitol 5, trobem d = 2v i, aleshores, arribem a que

Tr(GE,) E S2(+l)(N),

Tr(GE)	 (mod ).

Els coeficients de Fourier de , la reducció (mod '3) de Tr (GE), són

congrus a p(—v)(Frob) per a tot £ 1' Np. D'on és una forma parabilica

de Hecke (mod p) de tipus (N, 2(v + 1), 1) 1 tal que

El mateix raonament d'abans ens porta a que p(—v) satisfà Ia conjectura

de Serre.

Gas S. El p-simbol de Kodaira de E és I. Aquest cas és fàcil ja que els

invariants de la representaci6 minimal p(rn) són (Na, 2,1). La reducció

(mod 43) de la forma nova C amb Nebentypus associada a E proporciona

una forma parabàlica g de Hecke (mod p) de tipus (N, 2,1) amb p9 p(rn).

En cas necessari (cf. capitol 6, teorema 1.1), notem que estem en condicions

d'apiicar ci teorema 5.4 del capitol 4 [Ca 89] 1 acabem d'arreglar el nivell.

0

2v de G, d'acord amb ci teorema



Experiments numerics

§1. Experiment No. 1: Avantatges de la representació
minimal

Considerem la corba el•liptica E sobre Q donada pel model de Weierstraf3

y2 + xy+y = x 3 + 7x - 15;

aquesta corba es troba a les taules d'Edixhoven-de Groot-Top [Ed-Gr-

To 90]. El seu discriminant és potència de primer,

LtE= _3592,

i el seu conductor
NE = 3592•

Lmplementat l'algoritme de Tate, trobem que el model de Néron sobre l'anell

local Z359 té reducció amb simbol de Kodaira II. D'altra banda, ja que

359 2 (mod 3), tenim que E1Q té bona reducció potencial supersingular

en 359.

La representació del grup de Galois absolut

definida per l'acció de G Q sobre els punts de 359-torsid de E1Q és continua,

senar i irreductible (per exemple, ja que 163 < 359). Els teoremes 1.1 i 1.4

del capitol 6 permeten calcular els invariants per a
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Aleshores, Ia conjectura de Serre prediu l'existència d'una forma

parabôlica de Hecke

amb coeficients a congrus (mod 359) als de Ia L-sèrie de Hasse-Weil asso-

ciada a la corba el•Iiptica

per a tot primer £ 359. Calculem els primers coeficients de la L-sèrie:

1 2	 3	 4 5	 6	 7	 8 9 10 11 12 13 14 15

11-2-11-2-4-31 1 —2 2 3-4-2.

En calcular Ia dimensió de l'espai de formes parabôliques, on hem de

cercar f, obtenim

dim521840(1) = 1821.

Aquesta dimensió és excessiva per realitzar cèJculs sobre un ordinador de
talla mitjana.

Ara be, al considerar Ia representació minimal (o la companya) asso-
ciada a p, podem alleugerir els càlculs i, en conseqüència, el temps d'execució
per tal de trobar la forma f que contrasti favorablement la conjectura. En

efecte, seguint la proposició 2.4 del capitol 6, trobem que els invariants

associats a la representació p(6O) per a p són:

N = 1	 k(6o) = 240	 =

Ara dim 5240( 1) = 20 i una base ye donada per

5240( 1 ) = < ft >i=i,20 amb f =
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L(q) = i JJ (1 - qTh)24 812(1)

n= 1

E6 (q) = 1-504	 5(n)qfl E M6(1),

són l'invariant discrirninant i la série d'Eisenstein de pes 6, respectivament.

S'ha implementat un programa escrit en codi FORTRAN que obté els

vectors propis per a l'operador de Hecke T2 actuant a Sk(l). Per a k = 240,

expressat en l'anterior base, trobem els vector propi

G = (1,200,8,89,210,347, 117,284, 158,24,

242,6,264,238, 190,233,238,320,303,281).

Els seus primers coeficients de Fourier són:

G(q) =q-

18976

174762740 q 3 -

1040444733543 q4+

4499651242530976 q5 -

15060060147344832709 q 6 +

40580143460545124102245 q 7 -

90415252923989878420327980 q 8 +

169773777843010223881644216947 q 9 -

272439902993476545159400919943020 q'°+

377555704481308893617379138488273600 q' 1 -

455414178223644406628199528768738304222 q' 2 +

480912466381700331716014103399776614240292 q' 3 -

446423056402027970479412561736757701070300244 q'4+

365253275569640340540625846681467784312619400533 q' 5 -
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En reduir la forma G (mod 359) obtenim la forma g(q) = E

1	 2 3	 4 5	 6 7	 8 9	 10 11 12 13 14 15

1 —308 104 —88 47 —81 140 —181 191 —116 279 177 184 —40 221

La potència 60 de l'operador de Ramanujan-Katz ens proporciona

f(q)	 06 0 g(q) =

1	 2	 3 4 5 6	 7 8 9	 10 11	 12 13 14 15

1 —358 357 —1 1 —2 355 —3 1 —358 357 —357 3 —4 357

Notem que els primers coeficients resulten congrus (mod 359) als de la L-

sèrie L(E, s). Hem comprovat que p satisfà la conjectura en prendre la

forma f, al menys per als primers 100 coeficients.

§2. Experiment No.2: Abaixament de nivells

	

F(z) 
=	

Ane2n2

una forma nova de tipus (N, k, e), definida sobre Q. Si

: (Z/MZ)* -,

és un caràcter de Dirichiet môdul M, aleshores

F ® ç(z) =	 A,, n)e2UZ	(q(n) = 0 si m.c.d. (n, M) 1)

és una forma de Hecke parabàlica de tipus (N', k, E 2),

IV' = ^.c^z.CN,M .coD.c^^.(E),IWZ).
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Si M és primer amb el nivell N, aleshores F® çt' és una forma nova de tipus

(NM2 , k,E 2); peth en cas contrari, Ia forum F® 4, pot deixar de ser nova!

La qüesti6 és "quan?".

Dels treballs de Li [Li 75] s'obté un criteri molt bonic per saber

decidir quan una forma és nova o no. Concretament, es consideren els

operadors K i HN definits segons

G1HN=GI(	
_1) i 

GIK(z)=G(—),

per a tota forma parabôlica G(z) =	 de tipus (N,k,E),

definida sobre Q; aquests operadors satisfan les propietats següents:

B2 = C-1) k ,

.2'2-1,

B1\1^5'=C—I^KBN,

BNIp = ECP)IpBN sjptN,

GlA'Cz) = ^BneZxinz.

^.oposicib 2.1. (d [Li75^). Sigui 6 E S k CN,E) unaIoma parabZIica

de ^ecke. Aleshorez, laIoTma G

e'z nova de tipus (N,k,E) ^=7 satWd 1'eguacibMcionaI GIKIBN = TG,

peT a certa constant compleza T de mddul 1.

Aleshores, per veure quan F ® 4, deixa de ser nova podem aplicar el

següent

Corollari 2.2. Les noacions corn abans. Si existeix un nombre complex

z E H tal que

A,,4,(n) e_2lnmf/Nz

v'R z'	 AqS(n) e21nh1

aleshores F ® 4, no és nova.
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La implementaci6 a l'ordinador d'un prograrna que apliqui I'anterior

criteri per a les forines parabôliques de Hecke F 0 , obtingudes en thrcer

la forma nova F associada a una corba de Weil, ha estat el detonant per

establir la proposició 1.1 del capitol 7. A continuació, expliquern els details

d 'aquesta implementació.

Considerern E una corba el'liptica sobre Q amb reducci6 additiva en

un primer p ^ 5. Calculem un truncament de la L-sèrie de E:

a partir d'una equació de Weierstraf3 rninimai. Si E és de Weil, aleshores

F(z) 
=	

Ae2nt

és la forma nova de tipus (NE, 2,1) associada a E, amb NE = Np2 i p N.

Es calcula una arrel primitiva ARRPR de F i es pren, corn a , el

caràcter de Dirichiet (mod p), ii', determinat per

t/'(ARRPR) = e27r1/(p_l).

Per a cada enter j, 0 j p —2, s'esbrina si la forrna F® &' sembla

ser, o no, nova de tipus (Np2 , 2, ii523). Per a aix, comprovem l'equació

funcional de la porposicicS 2.1 aplicant el corol1ari 2.2 amb z = 2 i//N.

Heus ad, el programa escrit en codi FORTRAN i un joc de proves
obtingut en un VAX 8600 de Ia Facultat d'Informàtica de Barcelona.

PROGRAM PROPOSICIO 1.1 DEL CAPITOL 7
IMPLICIT INTEGER(A-Z)
DIMENSION	 AN(100000) ,P(i0000)
REAL*16	 A1,A2,A3,A4,A6,Q1,Q2,PI,X,A,NN
COMPLEX*16	 XI(0:4596),F1,F2

ENTB.ADA DE DADES I CALCUL DE ARRPR

P1 = 1
P1 = 4*ATAJ('I)
P(l) = 2
READ(104,*) (P(I) ,1=2,10000)

10	 WRITE(5,*) 'ESCRIU NOMBRE DE COEFICIENTS'
B.EAD(5,*) NAN
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WRITE(5,*) 'ESCRIU PRIMER DOLENT'
READ(5,*) pp
DO I = O,PP-1

XI(I) = 0
ENDDO
XI(0) = 0
xI(i) = I
DO I = 2,PP-1

3=1
DO WHILE(J.NE.1)

XICJ) = I
3 = MOD(I*J,PP)

ENDDO
DO 3 = 1,PP-1

IF(XI(J).EQ.0) GOTO 100
ENDDO
GOTO 110

100

	

	 CONTINUE
ENDDO

110 ARRPR = I
WRITE(5,*) 'ARB.EL PRIMITIVA = ' ,ARRPR
WRITE(5,*)'ESCRIU COEFICIENTS DE LA C.E. :A1,A2,A3,A4,A6'
READ(5,*) A1,A2,A3,A4,A6
WRITE(5, *) 'QUIN CONDUCTOR TE ?'
READ(5,*) NN

CALCUL DE LA L-SERIE DE LA CORBA ELLtPTICA

AN(2) = 0
IF(QMOD(A6 QEXT(2)) .EQ.0) AN(2)=AN(2)+1
IF(QABS(QMOD(A6 ,QEXT(2))) .EQ .QABS(QMOD(1+A3,QEXT(2))))

C AN(2)=AN(2)+1
IF(QMOD(A6+A4+A2+1,QEXT(2)).EQ.0) AN(2)=AN(2)+1
IF(QABS(QMOD(A6+A4+A2+1 ,QEXT(2))) .EQ.

C QABS(QMOD(1+A1+A3 , QEXT(2)))) AN(2)=AN(2)+1
AN(2) = 2-AN(2)
1=2
DO WHILE(P(I).LE.NAN)

AN(P(I)) = 0
DO X = 0,P(I)1

T = NINT(QMOD((A1*X+A3)**2+4*
C	 (X**3+A2*X**2+A4*X+A6),QEXT(P(I))))

IF(T.LT.0) T=T+P(I)
AN(P(I)) = AN(P(I))-LEG(T,P(I))

ENDDO
I = 1+1

ENDDO
AN(1)	 1
DO I = 4,NAN

II = NINT(SQRT(FLOAT(I)))
3=1
DO WHILE(P(J) .LE.II)

IF(MOD(I,P(J)) .EQ.0) THEN
AN(I) = AN(I/P(J))*AN(P(J))
IF(MOD(I,P(J)*P(J)) .EQ.0.AND.
QMOD(NN,QEXT(P(J))).NE.0) AN(I)
= AN(I)-P(J)*AN(I/P(J)/P(J))
GOTO 20

ENDIF
J = 3+1

ENDDO
20	 CONTINUE
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ENDDO
WRITE(5 , *) 'JA HE COMPUTAT LA L--SERIE

TEST DE L'EQUACIO FUNCIONAL EN Z i A/sJi

A= 2
= EXP(-2*PI/A/SQRT(NN))
= EXP(-2*PI*A/SQRT(NN))

WRITE(5,*) 'ORDRES DE LES CUES:'
WRITE(5,*) Q1**NAN,Q2**NAN
DO L = 0,PP-2

XI(ARRPR) = EXP(2*PI*(0,1)*L/(PP-1))
3 = ARRPR
DO WHILE(3.NE.1)

33 = 3
3 = MOD(3*ARRPR,PP)
xI(J) = xI(JJ)*XI(ARRPR)

ENDDO
Fl = (0,0)
F2 = (0,0)
DO I = 1,NAN

Fl = F1+AN(I)*XI(MOD(I,PP))*Q1**I
F2 = F2+AN(I)*XI(MOD(I,PP))*Q2**I

ENDDO
WRITE(5,*) 'TEST:'
WRITE(5,666) L,ABS(1-ABS(A*A*F2/F1))

TORNAR A COMENAR AMB UN ALTRE EXEMPLE

Per a la corba el'liptica 338 Al de les taules de Cremona [Cre 91-i],
E : y2 + zy = - x2 + x + 1 de conductor NE = 2- 132 , s'obtenen els
resultats següents:

ESCRIU NOMBRE DE COEFICIENTS
500
ESCRIU PRIMER DOLENT
13
ARREL PRIMITIVA 2
ESCRIU COEFICIENTS DE LA C.E. :A1,A2,A3,A4,A6
1,-1,0,1,1
QUIN CONDUCTOR TE ?
338
3A HE COMPUTAT LA L--SERIE
OBDRES DE LES CUES:
7.831679877458641151716189 139943572E-0038
3 .762007949309831815267735000917055E-0149
TEST:

	

0	 0.0000000000

	

1	 0.0000000000

	

2	 2.6699959395

	

3	 0.0000000000

	

4	 0.0000000000

	

5	 0.0000000000

	

6	 0.0000000000

	

7	 0.0000000000
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	8 	 0.0000000000

	

9	 0.0000000000

	

10	 2.6699959395

	

11	 0.0000000000

Observem que les formes parabôliques de Hecke F 0	 i F 0
semblen deixar de ser noves.

Per a la corba e1liptica E : y2 + xy + y = - 39x -27 de conductor
NE = 432, extreta de les taules [EdGr-To 90], s'obtenen els resultats

següents:

ESCRIU NOMBB.E DE COEFICIENTS
500
ESCRIU PRIMER DOLENT
43
ARREL PRIMITIVA= 3
ESCRIU COEFICIENTS DE LA C.E. :A1,A2,A3,A4,A6
1,0,1,39,-27
QUIN CONDUCTOR TE ?
1849
JA HE COMPtJTAT LA L--SERIE
ORDRES DE LES CUES:
1 .365081799397150990047130273972061E-0016
3 .472439637752991123961579856066357E-0064
TEST:

	

0	 0.0000000000

	

1	 0.0000000000

	

2	 0.0000000000

	

3	 0.0000000000

	

4	 0.0000000000

	

5	 0.0000000000

	

6	 0.0000000000

	

7	 0.0000000000

	

8	 0.0000000000

	

9	 0.0000000000

	

10	 0.0000000000

	

11	 0.0000000000

	

12	 0.0000000000

	

13	 0.0000000000

	

14	 5.5513673695

	

15	 0.0000000000

	

16	 0.0000000000

	

17	 0.0000000000

	

18	 0.0000000000

	

19	 0.0000000000

	

20	 0.0000000000

	

21	 0.0000000000

	

22	 0.0000000000

	

23	 0.0000000000

	

24	 0.0000000000

	

25	 0.0000000000

	

26	 0.0000000000

	

27	 0.0000000000

	

28	 5.5513673695

	

29	 0.0000000000

	

30	 0.0000000000

	

31	 0.0000000000

	

32	 0.0000000000

	

33	 0.0000000000

	

.34	 0.0000000000

	

35	 0.0000000000

	

36	 0.0000000000
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37	 0.0000000000

	

38	 0.0000000000

	

39	 0.0000000000
	40	 0.0000000000

	

41	 0.0000000000

Ara són les formes parabôliques de Hecke F 0 t'4 i F ®	 que

semblen deixar de ser noves.

En els dos exemples anteriors la corba e11iptica té reducció potencial-

ment ordinària en p = 13, 43, respectivament; en efecte, en ambdos casos

tenim p 1 (mod 3) i, si seguim l'algoritme de Tate, trobem p-simbol de
Kodaira igual a II i IV, respectivament. Aleshores, notem que es pro-

dueix I'abaixament d'acord amb la proposició 1.1 del capitol 7. No passa

aixi quan Ia reducció és potencialment supersingular en p; per exemple: la

corba el•liptica 605 Al de [Cre 9l-], E : y2 +xy x3 —x2 —1414x —44027

de conductor NE = 5• 11, té li-simbol de Kodaira IV*. Ja que 11 2

(mod 3), E té reducció potencialment supersingular en 11. En executar el

programa, obtenim:

ESCRIIJ NOMBB.E DE COEFICIENTS
500
ESCRIU PRIMER DOLENT
11
ARREL PRIMITIVA= 2
ESCRIU COEFICIENTS DE LA C.E. :A1,A2,A3,A4,A6
1,-1,0,-1414,-44027
QUIN CONDUCTOR TE ?
605
JA HE COMPUTAT LA L--SERIE
DRDRES DE LES CUES:
1. 84122388 144332473599560 1762347581E-0038
1 . 149281449833444851936900926543549E-0149
TEST:

	

0	 0.0000000000

	

1	 0.0000000000

	

2	 0.0000000000

	

3	 0.0000000000

	

4	 0.0000000000

	

5	 0.0000000000

	

6	 0.0000000000

	

7	 0.0000000000

	

8	 0.0000000000

	

9	 0.0000000000

Totes les formes torçades F ® t semblen ser noves.
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§3. Experiment No.3: Càlcal de coeficients ocults

Considerem Ia corba elliptica E1Q donada pel model de Weierstraf3

y2 +xy +y = - x2 +2x —2;

aquesta corba es troba en les taules [Ed-Gr .'To 90]. El sen conductor és

NE 
= 372,

Amb l'algoritme de Tate, trobein que el model de Néron sobre Z té re-

ducci6 amb simbol de Kodaira II. D'altra banda, ja que 37 1 (mod 3),

E1Q té bona reduccid potencial ordinària en 37.

Admetem que E10 és una corba de Weil. Aleshores, F(q) = A,q",
l'anti-transformada de Mellin de la L sèrie de la corba el'liptica E1Q , éS una

forma nova de pes 2 i nivell 372•

Triem una immersió Q - Q37 de tal sort que el caràcter

4, : (Z/37Z^ ^Q, 0(2) = 2^i136 ,

b(2)	 2' (mod ;337),

on 3 37 és el primer de Q dividint 37 que la immersió determina. (Notem

que 2 és una arrel primitiva de F37.)

Considerem ara la forma nova C amb Nebentypus associada a E per

la proposició 1.1 del capitol 7. Tenim v = p- = 6, i

Glg) = ^Bnq'' E Sz(37,0^^),

té el mateix sistema de valors propis que F 0 t,b 6 ; la forma nova C té el

mateix sistema de valors propis que F 0 b 30 . Tenim

B=Acb6(n),

= A, t,b30(n),

peI 8 tot n > 1 ta1 que 37tn.



8: Experiments numerics

A continuació trobem el coeficient ocult B37 . El producte de les dues

formes noves és

H(q) = G(q)G(q) =	 Cq' E 54(37),

amdC=	 B1B.
i+J=n

Ja que H és parabblica, tenim C0 = 0; també coneixem B per a

n < 37. Aixô ens permet trobar els primers 37 coeficients de la forma H,

alguns d'ells són:

12	 3456	 7	 8	 910 1112...	 3637

0 1 —1 1 1 0 —1 —1 —10 7 —8 —4 ... —16 0.

D'altra banda, sabem que dim g2OVeS(37) = 9; una base amb coefi-

cients enters Ia podem trobar a les taules de Bonn [Bonn 87-']:

5noves(37) =< 
gi, g2, g3, g4, gs,fl,f2,f3,f4 >

1	 15	 39
H=g2+g3+1g4+--g5.

Per taut, ara coneixem més coeficients de H:

12	 3456	 7	 8	 910 11...373839

01-1110-1-1-10 7-8...	 05873.

El coeficient de Fourier C38 proporciona l'equació:

I el coeficient G39:

(—+i)B37+(—— ç)37 = 1.



§3: Experiment No.3: Cilcul de coeficients ocults

D 'on el coeficient ocult és

Notem finalment, d'acord amb la proposició 2.1 del capitol 7, que

lB37 I =	 i B37 és un enter algebraic del cos Q(s/). A més, ja que

d'acord amb el fet que la corba elliptica EJQ té reducció potencialment

ordinària en 37 amb simbol de Kodaira II (cf. capitol 7, proposicicS 3.1).



En aquest apèndix tractem les representacions irreductibles

p: GQ—Aut(E)

associades als punts de p-torsi6 de les corbes elliptiques amb reducci6

semistable en p ^ 5. Posem N, k i e,,, = 1 els invariants corresponents a p.

El conductor geometric de E és de la forma NE = Np. Sabem (cf. capitol

6, teorema 1.4) que

	

	
12	 siplv

sip3v,

on I, és el p-simbol de Kodaira per a E.

§ 1. El cas semistable finit

Quan la representació p és finita en p, tenim k = 2. Del profund treball de

Ribet (cf. [Ri 90]) es dedueix el

Teorema 1.1. Suposem que E és una corba de Weil amb reduceió multi-

plicativa en p ^ 5. Si p és irreductible i finita en p, aleshores p satisfci La

conjecutra de Serre.

DEM0STRACIó. Ja que p ^ 5, el teorema 1.1 que hem obtingut en el capitol

6 assegura que es produeix un abaixement entre N I N justament en els

primers £ on p és finita. A més, per ser E de Weil i p finita en p, el teorema

de Ribet (cf. capitol 4, teorema 5.3) assegura que p prove d'una forma

parabôlica de Hecke de tipus (Ne , 2, 1) = (Ne , k, Ep). 0



APENDIX 1: Cas semistable

Observació 1.2. Es aixi corn es pot donar, suposant que les corbes el1ipti-
ques de Frey [Fr 86] són de Weil, una prova per al darrer teorema de Fermat.
A una hipotètica solució, no trivial, de l'equació de Fermat a' + bl' = cP,

Frey associa una corba elliptica E = E(a, b, c,p) semistable sobre Q. A
més, la representació p definida pels punts de p-torsió és irreductible i finita
en p, si p ^ 5. Per tant, si E és de Weil, p satisfà la conjectura de Serre.
Perô, s'arriba a una contradicció ja que resulta N = 2, k = 2, e,, = 1 i,
per ser la corba modular X0 (2) de gènere 0, dim 52( 2) = 0 !!!!.

§2. El cas semistable no finit

Veiem ara que, amb ileugeres modificacions, podem aplicar les tècniques del
capitol 5 per tal de provar el segilent

Teorema 2.1. Les notacions corn a la secció anierior. Admetern que E és

una corba de Weil amb reducció multiplicativa en p ^ 5. Si p és irrednctible

i no finita en p, aleshores p satisfa la conjecutra de Serre.

DEMOSTRACI6. Ara tenim ?c, = p + 1. Sigui F(q) = A,,q" E S2(Np)

la forma nova associada a Ia corba de Weil E. Considerem E1 , la sèrie
d'Eisenstein de pes 1 que correspon al caràcter t/.,, m yers del caràcter de
Teichmüller segons una iminersió Q C Q,,. Fern ci producte

FE 1 E S+1(Np).

E5 fàcil comprovar que Ia forma parabôlica de Hecke (mod p), g, obtinguda
en reduir

Tr (FE) € S+i (N)

produeix la forma modular f que prediu la conjectura degut a que té ci pes
correcte, p no divideix ci seu nivell i, ja que A = ±1, se satisfà

'IIC^Bi,^^^ (^,d73),

on p és ci primer de Q que Ia imrnersió Q C Q, determina (cf. capitol 5,
§1 i [Jor-Liv 89], remarca 2). 0
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Corn a conseqiiència obtenirn

Corollari 2.2. La conjectura de Serre s certa per a iota represerLtació

irreduciible
p: GQ—+Aut(E)

on p ^ 5 i E és una corba de Weil amb p-iipus(E) = I (ii > 0); és a dir,

amb reducció potencialment semisiable en p.

DEMOSTRACIó. Considerem Ia representació torçada p( i) de p. Aquesta

és la representaci6 associada als punts de p-torsió de la corba E', torçada

de E per l'inic caràcter quadratic rarnificat només en p A més, p(--1 ) és

la minimal per a p. Ja que E' és de Well, per ser-ho E, i semistable en

tant si p( nj') és finita en p corn si no, podern aplicar els anteriors teorernes

aixi corn els criteris obtinguts en el capitol 5; aleshores trobern que p satisfa

Ia conjectura. 0



APiNDIX 2

Cas sup ersingular

A continuació presentem algunes consideracions finals sobre les representa-

dons
p: GQ—Aut(E)

definides pels punts de p-torsi6 de les corbes el•liptiques potencialment su-
persingulars en p, el darrer cas que queda.

§1. Una conjectura per al cas supersingular

A tota aquesta secció, E és una corba el•liptica sobre Q potencialment su-

persingular en p ^ 5 i tal que la representació p és irreductible. Despreciem

el cas on el p-tipus (E) = I, ja que pot ser tractat amb les tècniques cx-
posades en el capitol 7. Posem NE = Np2 el seu conductor geometric.

Considerern

la seva L-sèrie de Hasse-Weil. Definim

= __ ,

on e, corn d'habitud, és ci minim comii rntiitiple de les multiplicitats de les
components irreductibles de Ia fibra especial del model estable de E.

Per darrera vegada, escollirn una extensió a Q de la valoració p-àdica

de Q i sigui ¶ el primer de Q, dividint p, que Ii correspon. Considerem ci

caràcter



APENDIX 2: Cas supersiugular

que s'identifica amb l'invers del caràcter de Teichmüller (segons p).

Amb les notacions anteriors, forinulem la següent

Conjectura 1.1.? Sigui E una corba ell(piica corn abans. Ezisteix tna

forma nova, definida sobre C,

^V^p,Zj0Z-8-^-)(^ ''S)
j^^^^^^^^^^^j^^^^^^^

(-^^^,7^-1^,^_)7j

tal qne per a tot n primer amb Np es

p-iipus(E) = II,III,IV

PLoD reducix i p-tipus (E) = 11* , 111w, IV*

PID irreductible i p-tipus (E) = 1I , lIP, IV*,

respectzvament. A més, C és ¶j3-ordinària si, i només 3, PIDP redueiz.

A la secció següent es inostra amb detail un exemple numeric d'aques-

ta conjectura; en tots els exemples efectuats s'ha obtingut exit. Aleshores,

es té ci

Teorema 1.2. Admetem hi conjectura 1.1.? per a E. S'afirma que hi rep-
res entac:ó

satisfil La conjectura de Serre.

DEMOSTRACI6. La prova consisteix en aplicar el corol•lari 3.4 que hem

obtingut en ci capitol 5. E5 suficient, doncs, veure que Ia representació

p(th), minimal o companya de p, satisfà la conjectura. Per a aixb, anem a

manipular la forma nova C d'acord amb ci teorema 1.2 que hem provat en

ci capitol 5. En normalitzar ci caràcter de C, s'obté el valor
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( _2vs8+(p_1)	 Si p-tipus (E) = 11,111, IV

t =	 2(v9s - 1)
	

Si PID redueix, p-tipus(E) = II*,III*,IV*I 2(1_vss)+(p_1) Si PIDF irred., p-tipus (E) = 11* , 111* , IV*.

Si tenim en compte l'ordinarietat en p de C, pel teorema 1.2 del

capitol 5, trobem que el valor

—2v+(p — 1)

d— 
_2v8s+2(p_1)

-	 2(vss.1)

2(1 v)+2(p 1)

si p-tipus(E) = II,III,IV, PID

Si p-tipus (E) = 11,111, IV, PID,

si p-tipus(E) = II*,III*,IV*, p1Dredue1x
si p-tipus(E) = II*,III*,IV*, PID irred.

és tal que se satisfà la congruència

Tr (GE) C (mod ).

Per tant, Ia forma de Hecke g, obtinguda reduint Tr (GE), és de tipus
(N, 2+ d, 1). Notem que

(e-2)
	 si p-tipus (E) = 11,111, IV, PID redueix

2p-2 	
	

Si p-tipus (E) = 11,111, IV, PD irred.

2
	 si p-tipus (E) = 11$ , III, IV*, PIDP redueix

2(p+ 1)—	 si p-tipus(E) = II*,III*,IV*, PD irred.

Quan PID redueix, si comparem amb la proposició 2.4 del capitol 6,

trobem que, en cada cas, (N, 2+d, 1) sdn els invariants rninimals o companys

associats a la representació p. Quan PID és irreductible, els teoremes 3.4 del

capitol ii 2.3 del capitol 3 donen que lafiltració de g(q) és 2+d—(p-1); per
tant, obtenim també els invariants minimals o companys per a aquest cas.

D'altra banda, per les hipàtesis sobre els coeficients de Fourier B,,, obtenim

en cada cas que la representació p(ñz) és isomorfa a Pg. Una vegada més, si

cal, el teorema 5.5 del capitol 4 [JorLiv 89] permet corregir els eventuals

abaixements entre els nivells i aixi veiem que p(th) satisfk la conjectura. EJ
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§2. Contrastació numèrica de la conjectura 1.1.?

Considerem la corba elliptica E sobre Q donada pel model de Weierstraf3

y2 + xy = x3 + 3x + 1;

aquesta corba el•liptica és la 242 Al de les taules [Cre 91-']. El seu con-

ductor és

El model de Néron sobre l'anell local Z 11 té reducci6 amb simbol de Kodaira

II 1, aleshores, E és potencialment supersingular en 11; Ia corba E només
té isogènies Q-racionals de grau 3, per tant

p: GQ - Aut (E11 ) GL2(F11)

és irreductible i, ja que v 11 (c4 ) = 1, tenim que pD j1 redueix.

Triem uria immersió Q '- Q11 de tal sort que el caràcter

z1, : C.2111Z)^ —+ ^ , 4^) = e2nil^0 ,

on p11 és el primer de Q, dividint 11, que la immersió determiria. (Notem
que 2 és una arrel primitiva de F.)

La conjectura 1.1.? prediu l'existència d'una forma parabàlica

G(q) = >Bn q" E S2(22,t'4)

que satisfà les congruències

A,,b 2 (n) (mod	 )

per a tot n senar primer amb 11.

De les taules de Barcelona [Barna 91-'] extralem la informació

dimS2 (22, 4 ) = 1.
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Corn construir una base? La formula de les traces d'Eichler-Selberg propor-

ciona la traça de l'operador de Hecke T en l'espai de formes parabôliques

Sk(N , e); quan k = 2 i és un caràcter de Dirichlet de conductor p, pren

l'aspecte

Traça deT en S2 (N,E) = —a(s)	 b(s,r) ffc'(s,r,q),
3	 T	 qIN

on s recorre tots els enters tals que s2 —4 és negatiu o un quadrat; és a dir,

— 4 = t2,
- 4? = t 2 rn, 0 > in I (mod 4) I iliure de quadrats,

- 4L? = t 2 4rn, 0> in 2,3 (mod 4) i iliure de quadrats.

II i

amb x, y les arrels complexes del polinomi I(X) =	 - sX + £.

Fixat el valor s, r recorre els divisors de t I

^ hC^^'C-7) ^—u<0,

on p és Ia funciO d'Euler I h(d) (resp. w(d)) és el nombre de classes d'ideals

(resp. 1/2 del cardinal del grup d'unitats) del cos quadratic Q(/).

Fixat el parell (s, r), per a cada primer q divisor de N es consideren

els conjunts

A = ACS,r,g) = |z: E Zlg VtbZ: 0CI) = O CB20d gNtZb),Zz ^ s (IDod gb)^

B = BCS,r,q) = {z: E A: 0Cz) ^ O (Bzod gvtZbtI)}

B'=B'(s,r,g)={s—z:ZEB^,



I >xEA)I YA(x)^IEAECZ:) 
t' ^

z, E BI ECY)

APENDIX 2: Ca.s supersingular

oB v = VqCN) i b = vqCr). AIeshoIes

sj cs Z —4l)IrZ Z 0 C^,d g)
aJtIiZIBeSt .

Per a una versió més general de la formula de les traces cal consultar [Hij-

Pi-She9O].

Una implementaciO de la formula de les traces es den a J. Quer; el sen

programa, escrit en UBASIC, trobà els primers coeficients de l'ixnica forma

de Hecke G(q) = n^1 Bng N a. SzCZZ,4,4):

B3

135 =-2(--2

B7 = —2( - 2( 4(2

B13 = _2(2 - 2( - 2
= _4(4 - 4( 3 - 5(2 - 5( - 4

= —2( - 6c - 2(2 5( - 5

Es poden arreglar els coeficients B Si es té en compte que cos ir/5 és

l'ánica arrel positiva (doble) del polinomi 16X 5 - 20X 3 + 5X + I I que

icos- =cos7tisi^--.^^.

D'altra banda, si calculem els primers coeficients de la L-sèrie de la corba

el•liptica E, trobem:

2	 3	 5	 7 11 13 17 19 23 29 31 37 41 43
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COs^tisiI^_ — eZ Nil^O =z—] = G C^od 73^,

£ B1
_________________

Ab2 (e)— B1

(mod_3)

2

____________

cos+isin - -

3 cos+isin 4±i(L4(3)+1) 0

5 cos+isin (v/'_1)(8(5)+1)_2 0

7 cos+isin (/l)b6(7)+2 0

11 - - -

13 cos±isin _(j_1)/,2(13) 0

17 cos+isin _±i.,/,8(17)+1 0

19 cos+isin 0

23 1 —(+i) 0

29 cos+isin (v"-5)b6(29)+2' 0

31 cos+isin 2/,2(31) 0

37 cos+isin 656(37)_3(yI'gl) 0

41 cos+isin 0

43 1 (3'J+1) 0

47 cos+isin (2J-6)(4(47)+1) 0
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