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Capitulo 1
Introducciéon

Existen datos que no tienen una definicién precisa, como por ejemplo,
“ser joven”, “temperatura alta”, “estatura media”’, “estar cerca de”, etc. En
1965, y como posible solucion a estos problemas, el profesor Lofti Zadeh, de
la Universidad de California, en Berkeley, introdujo, en un articulo titulado
“Fuzzy Sets”, los conjuntos difusos (o borrosos) como una extensién de los
conjuntos clasicos, mediante los cuales podemos manipular informacion que
tiene un alto grado de incertidumbre. En dicho articulo, L. Zadeh presenta
unos conjuntos sin limites precisos, los cuales, segin él, juegan un papel
importante en el reconocimiento de formas, interpretacion de significados,
y especialmente en la abstraccion, la esencia del proceso del razonamiento

humano.

Asi pues, los conjuntos difusos son una generalizacién de los conjuntos
clasicos que nos permiten describir nociones imprecisas. De este modo, la

pertenencia de un elemento a un conjunto pasa a ser cuantificada median-

11
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te un “grado de pertenencia’. Dicho grado toma un valor en el intervalo
[0,1]; si este grado toma el valor 0 significa que el elemento no pertenece al
conjunto, si es 1 pertenece al conjunto y si es otro valor del intervalo (0,1),
pertenece con cierto grado al conjunto. En lugar del intervalo [0,1], también
se suelen considerar otros conjuntos ordenados mas generales. Actualmente,
los conjuntos difusos se utilizan en multitud de campos como, por ejemplo,
en ciencias de la computacion, en control inteligente, en teoria de la decision,
ete.([81]).

En [17], D. Dubois y H. Prade introdujeron un tipo particular de conjun-
tos difusos que generalizan el concepto de nimero real: los niumeros difusos,
que denotaremos por E! (en el Capitulo 3 pueden encontrarse las definiciones
formales de los conceptos utilizados en esta introduccién). Desde entonces, los
fundamentos del Analisis Difuso se han desarrollado alrededor de los nime-
ros difusos de forma andloga a como se desarrollé la teoria del Analisis Real
alrededor de los nimeros reales. En 1986, R. Goetschel y W. Voxman ([32])
establecieron una caracterizacion de los nimeros difusos basada en los lla-

mados A-cortes, la cual ha impulsado enormemente el desarrollo del Anélisis
Difuso.

Asi pues, el espacio de los ntimeros difusos, B!, ha recibido mucha atencién
en la literatura recientemente y, en particular, el estudio de las propiedades
topoldgicas inducidas, basicamente, por las distintas métricas con las que se
puede dotar a E!. De entre ellas, la mas estudiada es la métrica supremo,
dso. De hecho, se sabe que dicha métrica es invariante por traslaciones y
que (E',d.) es completo y no es ni separable ni localmente compacto ([40]).

También se ha probado una versiéon del Teorema de Bolzano-Weierstrass en
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(E',dw) ([22]) sobre las condiciones que debe cumplir una sucesién para
que posea una subsucesiéon convergente. Cabe destacar que en ([22, Theo-
rem 2.4]) se dio una caracterizacién incorrecta de los subconjuntos compactos

de (E',d) que fue corregida en [24].

El espacio de los nimeros difusos también se puede dotar de otras métri-
cas, como por ejemplo, la métrica endogréfica ([19],[34]) y la métrica de
Skorokhod ([43]). Entre otros resultados, cabe mencionar que E!' dotado de
la métrica endografica es separable pero no completo ([19]); si lo dotamos
de la métrica de Skorokhod, el espacio topolégico resultante es separable y
topolégicamente completo ([43]). También es interesante comentar que los
subespacios compactos de E! han sido caracterizados para estas dos métricas
(119, [43)).

Una alternativa a las topologias inducidas en E! por las métricas que aca-
bamos de mencionar es la topologia de la convergencia de nivel, 7;, basada
en los A-cortes. Se ha demostrado que (E',7;) es un espacio de Hausdorff,
primer numerable ([20]), separable y de Lindelof [24]. Se sabe que dotado de
su uniformidad natural, es decir, la uniformidad puntual, el espacio uniforme
resultante no es un espacio uniforme completo. Una descripcién de su comple-
ci6én se puede encontrar en [24]. Cabe destacar también que los subconjuntos
compactos admiten una caracterizacién sencilla en este contexto ([24, Theo-
rem 2.3]) y que en [21] se da una condicién necesaria y suficiente para que una
red de nimeros difusos sea convergente en la topologia de la convergencia de

nivel, 7;, la cual facilita su comparacién con la d.,-convergencia.

Al igual que sucede en el Analisis Real ([31]), las funciones difusas, es de-

cir, las funciones de la forma f : X — E!, donde X es un espacio topolégico,
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forman el nicleo central de la teorfa ([11],[48]). La principal diferencia de este
tipo de funciones respecto a la funciones que toman valores reales es el hecho
de que los niimeros difusos no forman un espacio vectorial, lo cual condiciona
todos los resultados y, sobre todo, las demostraciones. El estudio de las fun-
ciones difusas se ha desarrollado, principalmente, alrededor de varias lineas

de investigacion:

» El estudio de los diferentes conceptos de diferenciabilidad de funciones
difusas y sus aplicaciones a los problemas de optimizacién difusa ([33],
[69]).

= Las ecuaciones diferenciales difusas, que han resultado ser la forma
natural de modelizar problemas fisicos y de ingenieria en contextos

donde los parametros son imprecisos o incompletos, lo que suele ser lo
habitual ([7], [44]).

= En relacion con los puntos anteriores, la introduccién de una definicién
consistente del concepto de integral difusa ([54], [57], [77], [82]).

= Las propiedades topoldgicas del espacio de las funciones difusas conti-

nuas dotado de distintas topologias ([22]).

= El problema de la aproximacion de funciones difusas continuas, basi-
camente utilizando la capacidad aproximativa de las redes neuronales
difusas ([35], [52]).

Puesto que esta memoria se centra en los dos ultimos puntos, vamos a

describir brevemente el .*tado del arte”de ambos.
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La literatura en cuanto a las propiedades topoldgicas de los espacios de
funciones difusas es muy reducida. De hecho, basicamente sélo se han es-
tudiado problemas tipo Arzela-Ascoli en este contexto. En concreto, Fang
y Xue ([22]) presentan una caracterizaciéon de los subconjuntos compactos
del espacio C(K, (E',d)), K un espacio compacto métrico, dotado de la
métrica supremo D. Desafortunadamente, esta caracterizacién no es correc-
ta porque se basa, como hemos comentado antes, en una descripcion errénea
de los subconjuntos compactos de (E!, d,. ). En ese mismo articulo también se
prueba que (C'(K, (E',dy)), D) es un espacio métrico completo. También se
han estudiado ciertas propiedades del espacio C(K, (E!, d.,)) dotado de la to-

pologia puntual, donde en este caso K es un espacio topolégico de Tychonoff
([40]).

Por otra parte, la Teoria de la Aproximacion es una rama del Anélisis
Matematico que estudia los métodos que permiten aproximar ciertas funcio-
nes por otras mas simples o manejables y analiza los errores que se cometen
en dichas aproximaciones. Sus origenes se remontan a los trabajos de P.L.
Chebyshev y K. Weierstrass en el siglo XIX sobre la aproximacion de funcio-
nes continuas por polinomios, que completé M.H. Stone a principios del siglo
pasado en lo que se conoce como Teorema de Stone-Weierstrass. Desde en-
tonces la teoria se ha desarrollado enormemente y de ello se han aprovechado
numerosos ambitos de la ciencia. Dentro de este contexto, pero mas recien-
temente, la capacidad aproximativa de las redes neuronales en el caso real
ha sido estudiada exhaustivamente por muchos autores desde finales de los
anos ochenta ([23],[42],[49]). En términos generales, las redes neuronales se
implementan en todas las situaciones donde surgen problemas de prevision,

clasificacién y control, y son particularmente 1tiles en muchos campos, como
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las finanzas, la medicina, la ingenieria mecanica, la geologia, la informética,
etc. Ademas, dado que la naturaleza y el cerebro humano son inherentemen-
te difusos en sus caracteristicas, es natural pensar que la incorporacién de
las redes neuronales al contexto difuso puede tener la capacidad de procesar
informacion difusa gracias a sus habilidades de aprendizaje, las cuales estan
estrechamente relacionadas con sus capacidades de aproximacién ([52]).

Sin embargo, en 1994, Buckley y Hayashi ([10]) estudiaron la capaci-
dad de aproximacion de las redes neuronales difusas y probaron que, a dife-
rencia del caso real, las redes neuronales difusas regulares (RFNN) de tres
capas no aproximan uniformemente todas las funciones difusas continuas
f:R — (E' d). De hecho, en 2000, Liu [51] demostré que las RFNN de
tres capas ni siquiera pueden aproximar las funciones continuas crecientes
difusas. Poco después, el propio Liu ([52]) probé que las RFNN de cuatro ca-
pas si aproximan uniformemente las funciones difusas d..-continuas siempre
que la red neuronal utilice una funcion de activaciéon sigmoidal. Mas reciente-
mente, Huang y Wu también han probado resultados similares para funciones

difusas que son continuas respecto a la topologia de la convergencia de nivel

([36]).

En esta tesis ahondamos en estos dos aspectos de los espacios de funciones
difusas que acabamos de describir. Es decir, por una parte analizamos ciertas
propiedades topoldgicas de dichos espacios de funciones como, por ejemplo,
su completitud, metrizabilidad y compacidad. Por otra parte, estudiamos la
aproximacion de funciones difusas continuas, no solo utilizando redes neuro-

nales, sino probando resultados mas generales, tipo Stone-Weierstrass.

La estructura de la memoria es la siguiente. En el Capitulo 2 recordamos
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los conceptos topoldgicos basicos para facilitar la comprensién de la tesis.

El Capitulo 3 esta dedicado a introducir las definiciones rigurosas de los
concepto difusos que se utilizan en el resto de capitulos. Lo dividimos en dos
partes. En la primera introducimos los conjuntos difusos; damos su definicion
y explicamos en qué consisten las funciones de pertenencia. También enun-
ciamos algunas operaciones basicas de este tipo de conjuntos. La segunda
parte estd dedicada a la herramienta basica de esta memoria: los ntimeros
difusos; vemos su definicién y presentamos algunas de sus propiedades. Tam-
bién enunciamos el teorema de representacién de Goetschel y Voxman, junto
con un ejemplo para facilitar su comprension, y estudiamos la métrica més
utilizada en el espacio de los nimeros difusos, es decir, la métrica supremo.
El capitulo termina con la introduccion de la topologia de la convergencia de
nivel, esto es, una topologia alternativa a las inducidas en E! por la métricas

comentadas anteriormente.

En el Capitulo 4 presentamos los primeros resultados de esta tesis. Con-
cretamente abordamos tres aspectos importantes de los espacios de funciones
difusas que son continuas respecto a la métrica supremo cuando estan dotados
de las topologias mas habituales en este contexto. Estudiaremos su comple-
titud, su metrizabilidad (para el caso cldsico, véase [2]) y su compacidad.
Como acabamos de comentar, solo el ultimo concepto, que estd claramente
relacionado con el teorema de Ascoli, parece haber recibido cierta atencion en
la literatura difusa (ver, por ejemplo, [22], [71]). El prototipo de tal resultado
en el Andlisis Clésico fue probado por Ascoli en [6] y, de forma independien-
te, por Arzela, quien reconocié la prioridad de Ascoli en [5]. Hoy en dia, los
teoremas del tipo Ascoli abarcan el estudio de la compacidad (relativa) de

una familia de funciones dotadas de varias topologias y su literatura, en el
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caso clasico, es extensa. Las aplicaciones de estos resultados son numerosas

en diferentes contextos, sobre todo, en el de las ecuaciones diferenciales.

Los conceptos clave en nuestro enfoque son los subconjuntos acotados
de un espacio topolégico y los ay-espacios. Por ese motivo, en el segundo
apartado de este capitulo obtenemos una caracterizacion difusa de los sub-
conjuntos acotados y de los as-espacios, y sefialamos cémo aparecen dichos
espacios de una manera natural al considerar la completitud de los espacios
C(X, (E',d)), X un espacio topoldgico, equipado con la topologia 7, de la
convergencia uniforme en los miembros de un recubrimiento o de subconjun-
tos acotados de X. En el apartado 4, establecemos un criterio explicito para
que Cy (X, (E', d.,)) sea metrizable. Finalmente, en el apartado 5 abordamos
el teorema de Ascoli difuso para espacios C'(X, (E!, d,)). Como consecuencia
de nuestros resultados mostramos que C'(X, (E!, d,)) dotado con la topologfa
de la convergencia uniforme satisface el teorema de Ascoli difuso si, y solo si,
X es pseudocompacto. Este resultado corrije [22, Theorem 4.2] y generaliza
el teorema de Ascoli difuso a un marco mas amplio. También presentamos
un resultado similar para funciones difusas que son continuas respecto a la

topologia de la convergencia de nivel.

Por otra parte, los Capitulos 5 y 6 estan dedicados al estudio de pro-
blemas de aproximaciéon en los espacios de funciones difusas continuas. En
primer lugar (Capitulo 5) presentamos una adaptacién del Teorema de Stone-
Weierstrass al contexto difuso. Con este fin, introducimos el concepto de
envolvente convexa funcional de un conjunto de funciones difusas y lo utili-
zamos para dar una demostracién constructiva de un resultado tipo Stone-

Weierstrass para funciones difusas continuas. También estudiamos la existen-
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cia de familias de funciones difusas continuas que interpolan cualquier con-
junto finito de puntos y que, ademaés, son densas. Cabe destacar que estos
resultados se prueban para funciones difusas que son continuas tanto respec-
to a la métrica supremo como respecto a la topologia de la convergencia de

nivel.

En el Capitulo 6, se aplican los resultados del capitulo anterior para pro-
bar la capacidad aproximativa de la redes neuronales difusas activadas por
funciones muy generales. También se introducen las llamadas funciones ra-
diales que son una herramienta importante en la teoria de la aproximacion,
aunque todavia no se habian utilizado en un contexto difuso. De hecho, el
término “funcién radial” aparecié en el articulo [53] que trata sobre un pro-
blema de aproximacién en la tomografia computarizada. También surgen
naturalmente en varios campos, como en el de las ecuaciones en derivadas

parciales y en el de las redes neuronales ([50]).

En el ultimo capitulo resumimos los principales resultados obtenidos en
esta memoria y, a partir de ellos, proponemos posibles futuras lineas de in-

vestigacion.
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Capitulo 2

Preliminares

2.1. Definiciones previas y resultados clasicos

Sea X un conjunto no vacio. Una familia 7 de subconjuntos de X se dice

que es una topologia en X si
1. X y el conjunto vacio, (), pertenecen a 7.

2. La unién de cualquier nimero (finito o infinito) de conjuntos en 7

pertenece a 7.
3. La interseccién de dos conjuntos cualesquiera en 7 pertenece a 7.

Al par (X, 7) se le llama espacio topoldgico. Los miembros de T se dice que

son conjuntos abiertos.

Diremos que un subconjunto A de X es cerrado en (X, 7) si X \ A es
abierto en (X, 7).

21
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Sea A un subconjunto de un espacio topolégico (X, 7). Llamaremos clau-
sura de A a la interseccién de todos los cerrados que contienen a A y lo

denotaremos como clA.

Sea A un subconjunto de un espacio topolégico (X, 7). Entonces se dice

que A es denso en X si clA=X.

Se dice que un espacio topolégico es separable si contiene un subconjunto

denso y numerable.

Decimos que una funcién f: (X, 7) — (Y, 7') es continua cuando f~1(B)

es abierto en (X, 7) si B es abierto en (Y, 77).
f|a representa la restriccién de una funcién f a un subconjunto A de X.

Se dice que una funcion f : A — Y con A C X admite una extension
continua a X (o que se extiende continuamente a X) si existe una funcién
continua g : X — Y tal que g |4a= f, es decir, la restriccién de g al subcon-

junto A coincide con f.

Sea [ un conjunto y {O; : i € I'}, una familia de subconjuntos de X. Sea A
un subconjunto de X. Entonces se dice que dicha familia es un recubrimiento
de Asi A CJ

entonces se dice que es un recubrimiento abierto de A.

ie; Oi- Sicada Oy, i € I, es un conjunto abierto en (X, 7),

Un subconjunto A de un espacio topolégico (X, 7) se dice que es compacto

si cada recubrimiento abierto de A tiene un subrecubrimiento finito.
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Sea I un conjunto no vacio y {(Xa, 7o) : @ € I} una familia de espacios

topoldgicos. La topologia para [[ X, que tiene como subbase la coleccion:
Sy ={n Uy) : Uy € T, € I}

se llama topologia producto o topologia de Tychonoff para [[ X,, y la denota-

mos como 7. Al espacio topoldgico ([ Xa, 7x) se le llama espacio producto.

TEOREMA 2.1.1 (Teorema de Tychonoff) El producto de espacios com-
pactos es compacto y todo subconjunto cerrado incluido en un espacio com-

pacto es compacto.

DEFINICION 2.1.2 Sean (X,7) y (Y, ) dos espacios topoldgicos. Enton-
ces se dice que son homeomorfos si existe una funcion f: X — 'Y que tiene

las siguientes propiedades:
» f es inyectiva (es decir, f(x1) = f(x2) implica x1 = x3).

= f es sobreyectiva (es decir, para todo y € Y existe un v € X tal que

flx)=y)
s fy f~! son continuas.

En ese caso, se dice que la funcion [ es un homeomorfismo entre (X, ) y
(Y, 71) y escribiremos (X,7) = (Y, 7).
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Un espacio topolégico (X, 7) se dice que es pseudocompacto si cada fun-

cién continua f: (X, 7) — R estd acotada.

Un espacio topolégico (X, 7) se dice que es de Hausdorff si dado cualquier
par de puntos distintos a, b en X, existen dos conjuntos abiertos U y V tales

queacUbeVyUNV =40.

Sea (X, T) un espacio topolégico. Entonces se dice que (X, 7) es comple-
tamente regular si para cada r € X y cada conjunto abierto U 3 x, existe
una funcién continua f : (X, 7) — [0,1] tal que f(x) =0y f(y) = 1 para
todoy € X\ U.

Un espacio completamente regular y de Hausdorff se dice que es un espacio
de Tychonoff.

A partir de ahora un espacio topolégico (X, 7) lo designaremos simple-
mente por X si no es necesario hacer menciéon expresa de la topologia 7.

Asimismo la palabra espacio designara un espacio topoldgico.
Si a es un recubrimiento de un espacio X, decimos que una funcién
f: X—=>Y

es ap-continua si la restriccién de f a cada miembro de a se puede extender

a una funcién continua en X.

Sea a un recubrimiento formado por conjuntos acotados. Decimos que X
es hemi-a-acotado si hay una familia numerable A = {A, : n € N} C « tal
que X = {J,en An, v cualquier A € a es un subconjunto de una union finita
A, UA,,U--- A, de eclementos de A.
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Una familia S de subconjuntos de un espacio topoldgico X se dice que es
localmente finita si para cada punto x en X existe un entorno N, de z tal

que N, intersecta como mucho a una subfamilia finita de S.

DEFINICION 2.1.3 Una uniformidad en un conjunto X es una familia no

vacia U de subconjuntos de X x X tal que:
1. Cada miembro de U contiene la diagonal.

2. SiU € U, entonces U™' € U, donde U™ = {(y,z) tales que (z,y) €
U}.

3. SiU €U, entonces hay un'V € U tal que V2 C U.

4. iU elUd yV el, entoncesUNV € U.

5. ST UelU yUCV CX xX, entonces V €UL.

El par (X,U) se llama espacio uniforme y cada miembro de U se llama un

entorno de la diagonal o una banda de la uniformidad.

Toda uniformidad ¢ en un conjunto X define una topologia en X. De hecho,
para cada © € X, sea U, = {y € X : (z,y) € U}. La familia {U, : = €
X} define una base de entornos en z para una topologia 7, es decir, un
subconjunto 7" de X es abierto en la topologia 7, si, y solo si, para cada
xr €T existe un U € U tal que U, C T.

Un espacio topoldgico (X, 7) es uniformizable si existe una uniformidad

U en X tal que la topologia 73, inducida por U coincide con 7.



26

Un conjunto dirigido I es un conjunto ordenado tal que si o, € I,

entonces existe v € [ tal que o, 8 < 7.

Una aplicacion ¢ de I en un conjunto X se denomina red y se denota por
{Za}aer, donde z, = ¢(a).

Dado un espacio uniforme (X,U), se dice que una red {z,}aer es de

Cauchy si para todo U € U existe 7y € I tal que (z,,23) € U para todo
«, 5 Z Yo0-

Una sucesion es un tipo particular de red, concretamente cuando I = N.

Dado un espacio uniforme (X,U), se dice que una red converge a = en Ty
si para todo U € U existe vy € I tal que (z,,7) € U para todo a > 7.
Diremos que un espacio uniforme (X,U) es completo si toda red de

Cauchy es convergente en 7.

2.1.1. Espacios métricos

DEFINICION 2.1.4 Sea X un conjunto no vacio y d una funcion real de-
finida en X x X tal que para a,b € X:

1. d(a,b) >0 y d(a,b) =0 si, y solo si, a =b.

2. d(a,b) =d(b,a).

3. d(a,c) <d(a,b)+d(b,c), (desigualdad triangular) para todo a,b y c en
X.
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Entonces d se dice que es una métrica en X y (X,d) se denomina espacio
métrico. Si 1) pasa a ser 1°) d(a,b) > 0 y d(a,a) = 0, entonces diremos que

d es una pseudométrica en X y (X,d) se denomina espacio pseudométrico.

Todo espacio métrico (X, d) define una uniformidad U,. En particular sus

bandas son
U. ={(z,y) : d(z,y) < e},

con € > 0.

Un espacio (X, 7) se dice que es metrizable si existe una métrica d en
el conjunto X con la propiedad de que 7 es la topologia inducida por Uy o

equivalentemente, por la métrica d.

La siguiente propiedad es una propiedad importante de los espacios uni-

formes.

TEOREMA 2.1.5 ([18, Theorem 8.1.21]) Todo espacio uniforme con una

base numerable es metrizable.

Un espacio métrico (X, d) es completo si lo es para la uniformidad U,.
Dado que una sucesion es un caso particular de red, los resultados de la

seccién anterior se traducen de la siguiente manera:

Una sucesion {z,}neny en un espacio métrico (X, d) se dice que es de
Cauchy si dado cualquier nimero real € > 0, existe un entero positivo, ng,
tal que para todos los enteros m,n > ng, d(x,,, ,) < . Ademas, converge a
x € X sidado cualquier € > 0, existe un natural ng tal que para todo n > ny,

d(z,x,) < £y lo denotaremos como z,, — x.
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PROPIEDAD 2.1.6 Sean (X,d) un espacio métrico y {x,}nen una suce-
sion en (X,d). Si existe un punto xo € X tal que la sucesion converge a xg,

es decir, r, — xg, entonces es una sucesion de Cauchy.

Un subconjunto A de un espacio (pseudo)métrico (X, d) es precompacto
si para todo € > 0, hay un subconjunto finito {z1, xs, ..., z,} tal que A C
Ui, B=(x;) donde, como es usual, B.(x;) representa la bola de centro z;
y radio €. Si A = X, entonces se dice que el espacio (pseudo)métrico es

precompacto o, simplemente, que la (pseudo)métrica d es precompacta.

TEOREMA 2.1.7 ([18]) En un espacio métrico completo, la clausura de un

subespacio precompacto es compacta.

Sean (X,d;) y (Y,dy) espacios métricos. Entonces, se dice que (X, d;)
es isométrico a (Y,dy) si existe una funcién biyectiva f : X — Y tal que
para todo x1 y x5 en X, dy(x1,x9) = do( f(21), f(22)). Diremos que f es una

1sometria.

Sean (X, dy) y (Y,dy) espacios métricos y f una funciéon de X en Y. Sea
Z = f(X), y d3 la métrica inducida en Z por dy. Si f: (X,dy) — (Z,d3) es
una isometria, entonces (X, d;) se dice que esté isométricamente sumergido

en (Y, ds).

2.2. Topologias en espacios de funciones

En esta memoria F(X,(Y,d)) denotara el conjunto de las funciones de-

finidas entre un espacio X y un espacio métrico (Y,d). Para un recubri-
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miento o de X, denotaremos por 7, la topologia de la convergencia unifor-
me en los miembros de «. Es un hecho conocido que ((F (X, (Y,d)),Ts) es
un espacio de Tychonoff. Ademas, la familia de todos los subconjuntos de
F(X,(Y,d)) x F(X,(Y,d)) de la forma

U(A.e) = { (f,9) € F(X,(Y,d)) x (F(X, (¥,d)) : supd(f(a), g(a)) < ¢ } ,

a€A

para todo A € a y todo € > 0 es una subbase para una uniformidad U, en

F(X,(Y,d)) que induce la topologia 7,.

Cuando el recubrimiento « consiste en los conjuntos de la forma {z} con
x € X se obtiene la topologia 7, de la convergencia puntual. Si el recubri-
miento es a = {X} se obtiene la topologia 7, de la convergencia uniforme.
Por 1ltimo, obtenemos la topologia compacto-abierta, 7., si a es el recubri-

miento formado por los subconjuntos compactos de X.
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Capitulo 3

Conjuntos y numeros difusos

Los conjuntos difusos son una generalizacion de los conjuntos clasicos que
nos permiten describir nociones imprecisas. De este modo, la pertenencia de
un elemento a un conjunto pasa a ser cuantificada mediante un “grado de
pertenencia”. Dicho grado toma un valor en el intervalo [0,1]; si este grado
toma el valor 0 significa que el elemento no pertenece al conjunto, si es 1
pertenece al conjunto y si es otro valor del intervalo (0,1), pertenece con

cierto grado al conjunto.

En [17], D. Dubois y H. Prade introdujeron un tipo particular de conjun-
tos difusos que generalizan el concepto de ntimero real: los niimeros difusos.
Desde entonces, se han desarrollado los fundamentos del Analisis Difuso alre-
dedor de los numeros difusos de forma analoga a como se desarroll la teoria

del Andlisis Real alrededor de los niimeros reales.

31
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3.1. Conjuntos difusos

3.1.1. Introduccion

Sabemos que un conjunto es una coleccién de objetos bien especifica-
dos que poseen una propiedad comun. Recordemos que se puede definir de

diversas formas:

= Por enumeracion de los elementos que lo componen. Para un conjunto
FE finito, de n elementos, tendriamos, por ejemplo, la siguiente repre-

sentacién: F = {ay,asg, ..., an}.

= Por descripcion analitica de una propiedad que caracterice a todos los

miembros del conjunto. Por ejemplo, A ={zx € R: 2 < T7}.

» Usando la funcién caracteristica (también llamada funcién de pertenen-
cia) para definir sus elementos. Si llamamos ps : U — {0,1} a dicha
funcion de pertenencia, siendo U el conjunto universal de posibles va-

lores que puede tomar nuestra variable x, tendremos que,

(2) 1 sixe A
€Tr) =
Ha 0 sizgA

Asi, un conjunto A esta completamente definido por el conjunto de

pares:

A= {(z, pa(2)) : v € U, pa(x) € {0,1}}.

EJEMPLO 3.1.1 SiU = {a,e,i,0,u} es el conjunto de las vocales del alfa-

beto y A = {a,i,u} un subconjunto del mismo, podriamos representarlos en
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la siguiente forma:
U= {(av 1)’ (67 1)7 (i’ 1)7 (07 1)7 (u7 1)}
A= {(CL, 1>’ (67 0)7 (i’ 1)7 (07 0)7 (u7 1)}

Para un conjunto difuso, sin embargo, la cuestion de pertenencia de un
elemento al conjunto no es un problema de “todo o nada”, sino que puede
haber diferentes grados de pertenencia. La funcién de pertenencia puede

tomar cualquier valor en el intervalo real [0,1].

DEFINICION 3.1.2 Un conjunto difuso A se define como una funcion de
pertenencia pa @ U — [0,1] que enlaza o empareja los elementos de un
dominio o universo de discurso U con elementos del intervalo [0,1] y queda

definido como:

A= {( pae)) - 7 € U puale) € [0, 1]}
Asi, cualquier elemento x en U tiene grado de pertenencia pua(zx) € [0, 1].

EJEMPLO 3.1.3 Supéngase que alguien quiere describir la clase de ani-
males terrestres veloces. Algunos animales pertenecen definitivamente a esta
clase, como el guepardo o la gacela, mientras otros, como la tortuga o la
arafia, no pertenecen. Pero existe otro grupo de animales para los que es
dificil determinar si son veloces o no. Utilizando notacién difusa, el conjunto

difuso para los animales veloces seria
{(Guepardo, 1), (Avestruz,0.9), (Liebre, 0.8), (Gacela,0.7), (Gato, 0.4), ...},

es decir, la liebre pertenece con grado de 0.8 a la clase de animales veloces,

la gacela con grado de 0.7 y el gato con grado de 0.4.
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Si se supone que C' es un conjunto clasico finito {xy, o, ...,z,}, Zadeh
propuso una notacién mas conveniente para conjuntos difusos. Asi, otra forma

de escribir el conjunto de los animales veloces del ejemplo 3.1.3 seria:
1/Guepardo + 0.9/ Avestruz + 0.8/ Liebre + 0.7/Gacela + 0.4/Gato

Es decir, se puede describir un conjunto difuso finito como sigue:

A:“A(I1)+ + o+

pa(zs) palen) zn: pa(z:)
L1 L2 Ln o1 Li

donde el simbolo de divisién no es mas que un separador de los conjuntos de
cada par de elementos del conjunto, y el sumatorio es la operacién de unién

entre todos los elementos del conjunto. Cuando U no es numerable, se escribe

. /U MAx(f)'

EJEMPLO 3.1.4 La figura 3.1 muestra algunos conjuntos difusos definidos

en el universo de discurso Edad. Concretamente, se representan las funciones

la ecuacién anterior como:

de pertenencia de los conjuntos difusos “joven”, “maduro”, “viejo”.

Se puede ver que los conjuntos difusos se superponen, de manera que un
individuo podria tener un grado de pertenencia en dos conjuntos: “joven” y
“maduro”, indicando que posee cualidades asociadas a ambos conjuntos. Por
ejemplo, una persona con 35 anos tiene un grado de pertenencia 0.5 para el

conjunto “joven” y 0.5 para el conjunto “maduro”.

Algunos conceptos relacionados con los conjuntos difusos son:
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w(x)

"" f.-" : "x__. : F

Joven \.\"\ ’,-" Madure Y / Vigjo
.Illll .kl. l:x'
# % /\
/ "~.‘ / b
! Y / y
) 25 45 55 5 X
Edad

Figura 3.1: Ejemplo de conjuntos difusos

DEFINICION 3.1.5 Un conjunto difuso A es convexo (en sentido difuso)

St

pra(az + (1 = a)y) > min(pa(z), pa(y))
para todo x,y € U y para todo « € [0, 1].
DEFINICION 3.1.6 Dado un nimero \ € [0,1] y un conjunto difuso A,

definimos el A-corte de A como el conjunto clisico Ay que tiene la siguiente

funcion de pertenencia:

1 cuando pa(x) > A,
/LA,\( ) = .
0 en cualquier otro caso.

En definitiva, el \-corte se compone de aquellos elementos cuyo grado de

pertenencia supera o iguala el umbral .
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3.1.2. Funciones de pertenencia

Légicamente, la grafica de una funcién de pertenencia asociada a un con-
junto difuso puede tomar formas muy variadas. Las mas comunes son las

siguientes:

1. Forma singleton

(2) 1 siz=a,
€Tr) =
fa 0 siz#a.

Y

Figura 3.2: Ejemplo forma singleton

2. Forma triangular

0 six < a,
(x—a)/(m—a) sixz e (a,m)],
(b—2x)/(b—m) six€ (m,b),

1 six > 0.

pa(z) =
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0 X

Figura 3.3: Ejemplo forma triangular

3. Forma S

0 six < a,
2{(x —a)/(b—a)}* sixe (a,m],
1-2{(x—a)/(b—a)}* siz e (m,b),
1 six >b.

pa(r) =

0 j > X

T
n m h

Figura 3.4: Ejemplo forma S

4. Forma trapezoidal
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0 si(z<a)o(x>d),
) @—a)/(b—a) si x € (a, b,
palr) = 1 six € (b,c),
(d—2x)/(d—c) six € (b,d).
'|1‘|I|L
() 4 : X
a b c d

Figura 3.5: Ejemplo forma trapezoidal

3.1.3. Operaciones basicas con conjuntos difusos

Las operaciones mas usadas en el contexto de los conjuntos difusos son

las siguientes:

» [Interseccion: La interseccion de dos conjuntos, A y B, es el conjunto

difuso definido por la funciéon de pertenencia
pans(x) = min{pa(z), pp(x)}.

= Union: La union de dos conjuntos difusos, A y B, es el conjunto difuso

definido por la funcién de pertenencia

pravp () = max{pa(z), pp(x)}.
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» El conjunto complementario: El conjunto complementario de A se deno-

ta por A, y es el conjunto difuso definido por la funcién de pertenencia

pia(z) =1 — pa(z).
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EJEMPLO 3.1.7 En la Figura 3.6 se observa un conjunto difuso A cuya
funcién de pertenencia es trapezoidal entre 5 y 8 (rojo), y otro triangular B
entorno al 4 (verde) y la interseccién de ambos conjuntos difusos (el resultado

es la grafica de color azul):

A
Ha~e

0

Figura 3.6: Ejemplo de interseccién

La figura 3.7 muestra la unién de ambos conjuntos difusos (el resultado
es la gréafica de color azul):
La figura 3.8 muestra la negacién del conjunto difuso A (el resultado es

la gréfica de color azul):

3.2. Numeros difusos

Introduciremos a continuaciéon un caso particular de conjunto difuso lla-
mado nimero difuso, que es una extension del concepto de ntimero real y la
principal herramienta de esta memoria. Recordemos que R denota el conjunto

de los ntimeros reales y N el conjunto de los niimeros naturales.



41

Figura 3.7: Ejemplo de unién

Figura 3.8: Ejemplo de negaciéon

Los ntimeros difusos proporcionan herramientas formalizadas para mane-
jar cantidades no precisas. De hecho, son conjuntos difusos en la recta real
y fueron introducidos en 1978 por Dubois y Prade ([17]), quienes también

definieron sus operaciones basicas.
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3.2.1. Definiciones basicas

A partir de ahora, nuestro universo es el conjunto de los nimeros reales
y consideramos conjuntos difusos reales, es decir, aquellos cuya funcion de

pertenencia es de la forma:

u:R — [0, 1].
Denotamos por F(R) la familia de todos los conjuntos difusos de R.

Los conjuntos A-cortes, ya definidos anteriormente, los representaremos
en este contexto por [u]*, es decir, sea u € F(R) y A € [0,1], el conjunto A\-

corte de u se define de la siguiente forma:

[u]* := {z € R:u(x) > A}, A €]0,1],
donde u(x) es el grado de pertenencia.

El soporte de un conjunto difuso, que representaremos en este contexto

por [u]®; se define como:

W)= | J [u]=clr{r € R:u(z) > 0}.
A€]0,1]
Es decir, el soporte es la clausura de los puntos donde la funciéon u no

0

toma el valor 0. Hay que tener en cuenta que no tomamos [u]’ como {x €

R : u(z) > 0} porque este dltimo conjunto equivale a todo R, es decir,

{r eR:u(zr) >0} =R.

Definimos el conjunto de los nimeros difusos, E!, como el subcon-

junto de elementos u de F/(R) que satisfacen las siguientes propiedades ([17]):
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1. u es normal, es decir, existe al menos un zo € R donde u(zg) = 1.

2. u es convero (en sentido difuso), es decir,
u(Az + (1= A)y) = min{u(z), u(y)}

para cualquier z,y € R, A € [0, 1].

3. u es semicontinua superiormente, es decir, [u]* es un conjunto cerrado

para todo A.

4. [u]® es un subconjunto compacto de R.

0.8+
0.6 4
0.4 4

0.2 A

Figura 3.9: Ejemplo de nimero difuso

Por la condicién de que la funcién de pertenencia sea semicontinua supe-
riormente podemos considerar los niimeros reales R como un caso particular

de los niimeros difusos definiendo 7 como:

i 1 t=r
T(t)_{() t#r
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-1 — — — —»

Figura 3.10: Ejemplo de niimero real, expresado de forma difusa

para todo r € R.

A es un subconjunto

Es conocido que, para cada numero difuso u, [u]
compacto y conexo de R ([14]). Por lo tanto, es un intervalo compacto para

cualquier A € [0, 1] y podemos escribir [u]* como:

[u]* = [u= (N), u™ (V).

Como veremos en la subseccién 3.2.3, un nimero difuso queda caracteri-

zado por sus A-cortes.

3.2.2. Aritmética difusa y sus propiedades

Es importante, para las aplicaciones de los nimeros difusos, tener la posi-
bilidad de realizar calculos aritméticos con ellos. Debido al teorema de carac-
terizacion de Goetschel-Voxman, que presentaremos a continuacion, la forma
mas habitual de operar con ellos es la aritmética de intervalos ([17]). Asi
pues, si tenemos [ = [a,b] y J = [¢,d] dos intervalos cerrados y acotados de

numeros reales, entonces:
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[a,b] + [¢,d] = [a+ ¢, b+ d].

» [a,b] - [¢,d] = [min(ac, ad, be, bd), méx(ac, ad, be, bd)].

la,b]/[c,d] = [a,b] - [1/d,1/c]|, donde d, ¢ # 0.
= A([a,b]) = [Aa, \b] para todo A > 0.

Si u y v son dos numeros difusos, para 0 < A < 1, designamos sus A-cortes
por [u]* = [u=(\),ut(N)] v [v]* = [v~(A\),vT(N)]. Entonces podemos operar

con ellos como sigue:

= Si p=wu -+ v, entonces

para 0 < A < 1.

= Sir =u-v, entonces

para 0 < A < 1.
» Si s =wu/v, entonces

[s]* = [u=(A), w* (V)] - [1/o(A), /o= (M),

para 0 < X\ < 1, asumiendo que el cero no pertenece a [v]°.
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Las propiedades de la aritmética de intervalos nos permiten concluir la

siguiente proposicion cuya demostracion es rutinaria:

PROPOSICION 3.2.1 La suma de los nimeros difusos y el producto de un
numero difuso por un numero real positivo satisfacen las siguientes propie-

dades:

Conmutativa: u + v = v + u para todo u,v € E!.

Asociativa: u + (v + w) = (u +v) +w para todo u,v,w € E!.
Elemento neutro: u+ 0 = u para todo u € E'.

Apu) = (Ap)u para todo uw € E' y para todo A, pu > 0.
0-u=0 para todo u € E'.

Au+v) = Au+ M para todo u,v € E' y para todo A > 0.

A+ p)u = \u+ pu para todo u € B! y para todo X\, ju > 0.
7 7 Y 7

DEFINICION 3.2.2 Un cono es un conjunto no vacio C tal que a cada par
de elementos K y L de C le corresponde un elemento K + L, llamado suma
de K y L, de forma que la suma es conmutativa y asociativa, y existe en C
un unico elemento 0, llamado vértice de C, tal que K +0 = K, para cada
K € C. Ademas, para cada par A y K, donde X\ > 0 es un nimero real no
negativo y K € C, corresponde un elemento AK , llamado el producto de X\ y
K, de tal forma que la multiplicacion es: (a)asociativa: N(uK) = (Au)K; (b)
1-K=K y(c)0-K =0 para cada K € C; y ademds verifica las propiedades
distributivas: (a) N(K + L) = AK + AL, y (b) A+ p)K = A\K + uK, para
cada K,LeCyA>0, u>0.
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Recordemos que un subconjunto A de C se denomina convexo si contiene
las combinaciones convexas de cada par de sus elementos, donde, como es
usual, dados dos puntos x,y € A, la combinacién convexa de x,y se define
como A\x+(1—\)y para todo A € [0, 1]. Dado un subconjunto A de C, se define
su envoltura convexa (cerrada) como el minimo conjunto convexo (cerrado)
que lo contiene. La envoltura convexa de A la denotaremos por conv(A) y
la envoltura convexa cerrada por conv(A) .Si C es convexo, diremos que se
trata de un cono convexo.

Como consecuencia de la Proposicion 3.2.1, podemos concluir inmediata-

mente el siguiente resultado.

COROLARIO 3.2.3 (E',+,-) tiene estructura de cono convezo.

3.2.3. Teorema de representacion de Goetschel y Vox-

man

A continuacion enunciamos el teorema de representacion de Goetschel y
Voxman, una herramienta muy importante dentro de la teoria de nimeros
difusos pues nos permite hacer demostraciones en este campo utilizando solo
propiedades intrinsecas, es decir, sin necesidad de utilizar estructuras exter-

nas como, por ejemplo, espacios de Banach, hiperespacios, etc. ([14]).

TEOREMA 3.2.4 (Teorema de representacion de Goetschel y Voxman ([32]))
Siu € E' y [u* := [u=(N),ut(N)], A € [0,1], entonces el par de funciones

u”(A\) y ut(N) tiene las siguientes propiedades:
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. u”(A) es una funcion acotada, no decreciente y continua por la izquierda en

el intervalo 10, 1];

. ut(N\) es una funcion acotada, no creciente y continua por la izquierda defi-

nida en el intervalo ]0,1];

. u”(A) yut(N\) son funciones continuas por la derecha en A = 0;
cum (1) <wut(l).

Reciprocamente, si un par de funciones a(X) y () de [0,1] en R satis-
facen las condiciones anteriores (1) — (4), entonces existe un tnico u € E!
tal que [u]* = [a(N), B(N)] para cada X € [0,1].

El teorema anterior relaciona el estudio de los numeros difusos con el
estudio de funciones mondétonas. En este contexto, pueden ser de interés las

técnicas desarrolladas en [28, 62].

NOTA 3.2.5 Sean u,v € E! y k € RY. Definimos u+ v := [u™(\),u™(\)] +
[0 (A), vt (N)] y ku == k[u=(\),uT(N\)]. Se sabe que E' dotado con estas dos
operaciones naturales no es un espacio vectorial. De hecho (E',+) no es un

grupo porque hay elementos que no tienen opuesto ([32]).

EJEMPLO 3.2.6 Sea u(z) un nimero difuso definido de la siguiente forma:

0 x ¢ [0,1],
u(z)=< 1 x € |0, %],
2 z € (3,1].

cuya grafica es:
A continuacién consideremos algunos de sus A — cortes para algunos va-

lores de A:



49

L n " L
-1 -0.5 0.5 1o

Figura 3.11: Funcion u(x)

[u]% ={reR:u(x) > i} = [0,1],
[u]s = {z e R:u(zx) > £} =10,1],
[t = {z € R:u(z) > L} =(0,1],
[u]% ={reR:uzx)> %} = [0, %]

Puede comprobarse que en este caso las funciones u~ () y u™ () resultan

ser de la siguiente forma:

u(A) =0, u"(\) = {

N =
> >
m
—~

3.2.4. La métrica supremo en E!

Vamos a considerar en E! la siguiente métrica:

DEFINICION 3.2.7 Para u,v € E', definimos

doo(u, ) = sup max{| u™(A) = v~ (A) |, u™(X) —oT(A) |} =

X€(0,1]
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= g dpr([u)”, [v]*).
donde dpy representa la métrica de Hausdorff.
Es rutinario comprobar que d., es una métrica en E! y se denomina métri-
ca supremo. Ademds, (E', d,) es un espacio métrico completo ([16],[15]).
Obsérvese que, por la definicion de d,, R dotado de la topologia euclidea

puede ser topoldgicamente identificado con el subespacio cerrado
R={%:zcR}

de (E',dy) donde 7 (\) = 27 (\) = z para todo A € [0,1]. Como espacio
métrico, siempre consideraremos E! equipado con la métrica d..

De la definicién anterior se deduce que una sucesién u, en E! converge
a u si, y solo si, u,f (\) converge a ut () uniformemente y wu_ (\) converge a
u~(A\) uniformemente. Es decir, la convergencia en (E', d.,) es equivalente a

la convergencia uniforme de los extremos de los intervalos de nivel.

TEOREMA 3.2.8 (/25, Proposition 2.3]) La métrica d satisface las si-

gquientes propiedades:
oo (O usy > v) < D0 deo (g, v;) donde g, v; son ndmeros difusos y
1=1,....m.

. doo(ku, kv) = kdoo(u,v) donde u y v son nimeros difusos cualesquiera y
k> 0.

- doo(ku, pu) <k — g1 | doo(u,0), donde w € E*, k>0 y > 0.

- doo(ku, o) <| k — g | doo(u,0) 4 pdos(u,v), donde u,v € E', k > 0 and
p=0.
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Demostracién.

1.) Dados u1, us, vi, vy € E!, resulta que

doo(ul + U9, V1 + Ug) =
= sup max{| uy (A)+uy (A)—vr (\)=vy (A) |, [ ug (\)Fug (A)—vf (A)—vy (A) [}

A€[0,1]

Como

| ur (A) +uy () — oy (A) = vy (A) [<] ur (A) = vr (V) |+ g (A) =05 (A) |
y
[ uf (A) +ug () = v (A) = of (A) [<] uf (A) = o () [+ [ ug (A) =03 (A) [,

tenemos que

sup max{| uy (A)+uy (A)—vp (A)=vy (A) [, ug (V) +uz (A)—vi (A)—vy (A) [} <

A€(0,1]

< S méx{] uy (A)=vy (A) | + [ uy (A)=vy (A) | [ uf () =0y () [ + [ ug (A)—v

Por otra parte,

doo(uhvl) + dOO(UQaUQ) = Sl[lp]méXﬂ ul_(/\) - UI_(A) |7 | Ui‘_(/\) - UY(A) |}+
A€[0,1

+A81[10p1] méx{] uy (A) — vy (A) [, [ uz (A) = v (A) [}
€10,

Por comodidad vamos a renombrar algunas expresiones:
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ap = | uy (A) —vr (A) | 4+ | ug (A) —vg (A) ],

ag = [ uf (A) = v () |+ [ug (A) —v3 (M) |,

az = max{| u; (A) — v (A) [, | wf (A) = o (A) [},
oy = max{| uy (A) — vy (A) [, | ug (A) —v3 (A) [}

Entonces si oy es el més grande de los a; para todo ¢ =1, ..., 4, y éste se
alcanza cuando | u; (A) — vy (A\) | v | ug (A) — vy (A) | alcanzan sus valores

maximos, entonces a1 < as + a4. El mismo razonamiento es valido si as es
el mas grande de los «; para todo i =1, ..., 4.

Asi podemos concluir que
oo (U1 + Uz, v1 + V) < doo(u1, 1) + doo(uz, V2).

Por lo tanto, el resultado es cierto para m = 2. El resultado para un m
arbitrario se deduce del resultado anterior y del hecho de que la suma de dos

numeros difusos es un numero difuso.

2.) Por la definicién, tenemos que

doo (ku, kv) = sup max{| ku"(\) — kv~ (\) |, | kut(\) — kvt (\) |} =
A€(0,1]

= sup max{| & [[u”(\) —v~ (N) .| K[| " (X) —v"(N) [}.
A€[0,1]
Como k es un nimero positivo, podemos omitir el valor absoluto y obte-

nemos

sup max{k |u=(A) — v~ (A\) [,k | uT(\) — o () |} = kdoo (u, v).

A€[0,1]
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Para demostrar (3), supondremos que u < k.

Primero reescribimos ku y pu como

ku= (p+ (k= p))u=pu+ (k= pu
i = g+ (k — p)0.

Por (1), sabemos que

doo(ktt, ) < dog (pi, pr) + doo ((k — p)u, (k — 1)0) = k — o | dog(u, 0).

Para demostrar (4), utilizaremos la desigualdad triangular:

oo (K, f10) < doo (K, pu) + doo (piu, p1v).

Por (3), sabemos que

Ademads, por (2) podemos escribir

doo (pu, pv) = pdoo (u, v).

A partir de las desigualdades anteriores obtenemos la propiedad (4):

doo(ku,/w) S‘ k— w ‘ doo(uaﬁ) +Mdoo(uav)
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PROPOSICION 3.2.9 [22, Lemma 2.2] Sea U un subconjunto de E'. Las

siguientes afirmaciones son equivalentes:

. U esta uniformemente acotado, es decir, existe una constante C' > 0 tal que
max{|u~(0)],|u™(0)|} < C para todo u € U.

. Las familias de funciones {u* () |u € U} y{u=(-) | u € U} estan uniforme-

mente acotadas en [0, 1].

. U estd dw-acotado, es decir, existe un L > 0 tal que doo(u, 0) < L para todo
uel.

Denotaremos por C'(K,E!) el espacio de las funciones continuas definidas
entre un espacio compacto de Hausdorff K y el espacio métrico de los niimeros

difusos (E',d.,). En C(K,E!) consideraremos la siguiente métrica:

D(f,g9) = supds(f(t),9(t)),

teK

la cual induce la topologia de convergencia uniforme en C(K,E!).

PROPOSICION 3.2.10 ([25]) Sea ¢ € C(K,R"), es decir, una funcidn
continua que toma valores en los nimeros reales positivos, y f € C(K,E').
Entonces la funcion k — ¢(k)f(k), k € K, pertenece a C(K,E").

Demostracién.
Veamos primero que la funcién producto, ¢(k)f(k), estd bien definida; en
efecto, como E!' es un cono, ¢(k) - f(k) € E' porque ¢(k) > 0y f(k) € E!
para todo k € K.
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Ahora vamos a ver que la funciéon producto es continua. Sea s,t € K. Por

la Proposicién 3.2.8 (4) tenemos que

doo(9(t) - [ (1), 0(5) - f(5)) <| G(t) — d(s) | (doo(f(£),0) + d(s5)doo ([ (1), f(5)))-

Puesto que ¢ y f son funciones continuas, el resultado se deduce de que

toda funcién continua definida en un espacio compacto esta acotada. O

3.2.5. Topologia de la convergencia de nivel en E!

El espacio E! generalmente estd dotado de la topologfa inducida por cier-
tas métricas, principalmente por la métrica supremo d.. En [45], los autores
introdujeron una nueva topologia, 7,, en E! basada en la siguiente conver-

gencia:

DEFINICION 3.2.11 Diremos que la red {up}rep C E' converge en la
topologia de nivel 7, a v € B si limy dg([ug]?, [u]*) = 0 para cualquier \ €
[0,1]. Equivalentemente, la red {u}rep C E' 74-converge a u € B! si, y solo
s, limg u (A) = ut(N) y limyg uy, (A) = u=(A) para cada X € [0,1].

Como hemos comentado anteriormente {ug}rep C E! dy-converge a u €
E! si, y solo si, limyu] converge uniformemente a u' y limyu; converge
uniformemente a u~. Asi, la d,.-convergencia implica la convergencia de nivel.
Lo contrario no es cierto como se demuestra en [78, Example 2.1].

En [20], [21] y [24], los autores estudian la topologia 7, y, entre otras
propiedades, demuestran que (E!, 7,) es de Hausdorff, separable, un espacio
de Baire y primer numerable. Adem4s, una base local para v € E! en 7, es

de la forma

U, A, A €) = {v € B : {dy (oY, [uV)} <€, j=1,...,n} =
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={veE: 1r£1§i<x{\v+()\i) —uT (N Jom () —um (N} <€, i=1,...,n},
para todo conjunto finito {\y,..., \,} C [0,1] y € > 0.

Por medio del teorema de representacién de Goetschel-Voxman, podemos
considerar (E',7,) como un subespacio del espacio producto R x RIO-1]
(que se puede identificar con (R x R)®! de manera candnica). De hecho, la
correspondencia v € E! — (v, u™) define un homeomorfismo de (E', 7;) en

(RO x RO, 7,), donde 7, denota la topologfa de la convergencia puntual.

Sea X un espacio topoldgico. Puesto que 74, < 7, C(X,(E',dy)) es
un subespacio (propio) de C(X, (E', 7)) (véase [21, pag 429]). Si dotamos
a C(X, (E', 7)) con la topologia compacto-abierta, 7.,, una base local de

fo € C(X,(E', 7)) esta formada por los conjuntos de la forma

V(fO; K, {/\1, e )\n}7€) p—

= {f € C(X,(E", 7)) : du([fo(x)]Y, [f(x)]) < & paratodo z € K,j =1,....,n}

para un subconjunto compacto K del espacio X, y un conjunto finito {Ay, ..., A, } C
[0,1] y e > 0.



Capitulo 4

Completitud, metrizabilidad y
compacidad en espacios de

funciones difusas continuas

En este capitulo abordamos tres aspectos importantes de los espacios
de funciones difusas continuas cuando estan dotados de las topologias méds
habituales. Concretamente, estudiaremos la completitud, la metrizabilidad
y la compacidad en este contexto. Solo el ultimo concepto, relacionado con
el teorema de Ascoli, parece haber recibido cierta atencién en la literatura
difusa (véase, por ejemplo, [22], [71]). Hoy en dia, los teoremas del tipo Ascoli
abarcan el estudio de la compacidad de una familia de funciones dotadas de
varias topologias y su literatura es extensa en el caso clésico.

Asi pues, en [22, Theorem 4.2|, Fang y Xue prueban una versién difusa
del teorema de Ascoli que caracteriza los subconjuntos compactos del es-

pacio C(K, (E',d.,)) de todas las funciones difusas continuas definidas en

57
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un espacio métrico compacto K dotado con la topologia de la convergencia
uniforme. Lamentablemente, esta versién no es correcta ya que, como se in-
dica en [28], se basa en una caracterizacién incorrecta ([22, Theorem 2.4]) de
los subconjuntos compactos de (E',d.,). En la seccién 4.4, corregimos [22,
Theorem 4.2] ampliando el teorema de Ascoli difuso a un marco més general.
Los conceptos clave en nuestro enfoque son los subconjuntos acotados de un
espacio topolégico y los a¢-espacios. Por lo tanto, previamente, en la seccién
4.2 obtenemos una caracterizacion difusa de los subconjuntos acotados y de
los a-espacios, y senalamos como aparecen dichos espacios de una manera
natural al considerar la completitud del espacio C'(X, (E',d,)) (X un espa-
cio de Tychonoff) equipado con la topologia 7, de la convergencia uniforme
sobre un recubrimiento a de X formado por subconjuntos acotados de X.
En la seccién 4.3 establecemos un criterio explicito para que C;, (X, (E', do.))
sea metrizable. En la seccién 4.4 abordamos el teorema de Ascoli difuso para
espacios C(X, (E',d.,)). Como consecuencia de nuestros resultados mostra-
mos que C(X, (E!,d.,)) dotado con la topologia de la convergencia uniforme
satisface el teorema de Ascoli difuso si, y solo si, X es pseudocompacto. Fi-
nalmente, en la seccion 4.5 se da una version del teorema de Ascoli para el

espacio Cy, (X, (E', 7)), donde 7., denota la topologia compacto-abierta.
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4.1. Preliminares y notacion

A lo largo de este capitulo, X representarda un espacio de Tychonoff, es

decir, un espacio de Hausdorff completamente regular. Se dice que un sub-
conjunto B de un espacio X es acotado (en X) si cada funcién real continua
en X esta acotada en B o, de manera equivalente, cada sucesién localmente
finita {U,, : n € N} de conjuntos abiertos, disjuntos dos a dos, que cortan a B
es finita. Un espacio acotado en si mismo se llama pseudocompacto. Dado un
espacio X, denotaremos por 3 a la familia de todos los subconjuntos acota-
dos de X. Recopilaciones de los resultados mas importantes sobre conjuntos
acotados y de los problemas abiertos en este campo pueden encontrarse en
[74] y [75].
Si a es un recubrimiento de un espacio X, decimos que una funcién f de
X en un espacio Y es ay-continua si la restriccion de f a cada miembro de
a se puede extender a una funcién continua en X. Un espacio X se llama
ag-espacio si cada funcién real ag-continua en X es continua. Esta clase de
espacios tiene amplias aplicaciones; entre otras podemos citar la teoria de las
proyecciones z-cerradas ([58]) y las dlgebras de funciones continuas ([9]).

Para o C 3, los espacios localmente pseudocompactos (todo punto tiene
un entorno pseudocompacto) y los k,-espacios (espacios X donde una funcién
real es continua siempre que su restriccion a todo subconjunto compacto
de X es continua) son ejemplos de ag-espacios. En particular, los espacios
localmente compactos son ay-espacios. También los son los espacios primer

numerable (y, como consecuencia, los espacios metrizables).

Recordemos que F(X,E!) representa el conjunto de todas las funciones

definidas de un espacio X en E!. Para un recubrimiento o de X, denotamos
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por 7, la topologia de la convergencia uniforme sobre los elementos de a.
Sabemos que ((F(X,E'), 7,) es un espacio de Tychonoff. De hecho, la familia
de todos los subconjuntos de FI(X,E') x F(X,E!) de la forma

U(A,e) = {(f, g) € F(X.E') x (FOX,EY) : supdul(f(a), g(a)) < e }

acA
para todo A € a y todo € > 0, es una subbase para una uniformidad U, en
F(X,E') que induce la topologia 7.

Observemos que tomando a como el recubrimiento {z},cx de X (equi-
valentemente, el recubrimiento de todos sus subconjuntos finitos) se obtiene
7,, la topologia de la convergencia puntual. El articulo [40] cubre una amplia
variedad de temas sobre C'(X,E') dotado con la topologia 7,. Si @ = {X},
entonces obtenemos la topologia, 7, de la convergencia uniforme en X. Re-
cordemos que el recubrimiento k£ de todos los subconjuntos compactos de un
espacio topolégico X induce la denominada topologia compacto-abierta en
C(X,E"), denotada por 7.,. Vale la pena senalar que la topologia de la con-
vergencia puntual en F(X,E!) coincide con la topologfa producto en (E!)*.
Esto equivale a considerar 7, en C'(X,E') cuando X estd equipado con la
topologia discreta.

En este capitulo E! denotar el espacio métrico (IE!, d.,) salvo indicacién en

contra.

4.2. Completitud de C. (X, (E', d))

En la primera parte de esta seccién demostraremos que las nociones de
subconjunto acotado y de ag-espacio (a C [5) pueden caracterizarse por

medio de funciones difusas continuas. En la segunda parte demostraremos que
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los as-espacios aparecen de forma natural cuando estudiamos la completitud
de C, (X, E'). Se puede hacer una afirmacién similar sobre la metrizabilidad

de C,_ (X, E') como veremos en la siguiente seccién.

Recordemos que un subconjunto A de un espacio métrico (X, d) es pre-
compacto si para todo € > 0, hay un subconjunto finito {z1,xs,...,2, }
tal que A C |J;_, B:(z;) donde, como es usual, B.(x;) representa la bola
de centro z; vy radio €. Un resultado bien conocido sobre espacios métricos
nos dice que un espacio métrico X es compacto si, y solo si, X es precom-
pacto y completo. Dado que la propiedad de ser acotado es equivalente a
ser precompacto para los subconjuntos de R, podemos reemplazar acotado
por precompacto en la definicion de subconjunto acotado. En esta direccion,
probaremos a continuaciéon una caracterizacién difusa de los subconjuntos
acotados (Teorema 4.2.1). Para demostrarlo, y en alguno de los resultados
posteriores, necesitaremos el concepto de complecion de Dieudonné ([4]) y de
realcompactacion de Hewitt([31]). Se dice que un espacio X es topolégicamen-
te completo si X es homeomorfo a un subespacio cerrado de un producto de
espacios métricos. Es sabido que para todo espacio X existe, salvo homeomor-
fismos que dejen a X fijo punto a punto, un tinico espacio topoldgicamente
completo vX en el que X es denso y M-sumergible, es decir, en el que X es
denso y toda funcién continua f de X en un espacio topolégicamente com-
pleto Y admite una extensién continua a y.X. El espacio 7X se denomina la
complecion de Dieudonné de X. Logicamente, X y v.X coinciden si, y solo si,
X es un espacio topolégicamente completo. Un resultado bésico de la teoria
de los espacios topoldgicamente completos establece que todo espacio métrico
completo (en particular, R dotado de la topologia usual y E!) es Dieudonné

completo.
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Un espacio X es realcompacto si X es homeomorfo a un subespacio ce-

rrado de un producto ] .o X donde cada X, es una copia de R. Es sabido

seS
que para todo espacio X existe, salvo homeomorfismos que dejen a X fijo
punto a punto, un tnico espacio realcompacto vX en el que X es denso y
C-sumergible, es decir, en el que X es denso y toda funcién continua f de
X en R admite una extension continua a v.X. El espacio vX se denomina la
realcompactacion de Hewitt de X. Légicamente, X y v X coinciden si, y solo
si, X es un espacio realcompacto. De la definiciones anteriores se deduce que
todo espacio Dieudonné completo es realcompacto. El reciproco es cierto si
el cardinal de X es no medible. En particular, puesto que el cardinal de E! es
el continuo, E! es realcompacto. Un tratamiento en profundidad de la com-
plecién de Dieudonné y de la realcompactacion de Hewitt puede encontrarse
en [12].

Es importante el hecho de que los subconjuntos acotados pueden carac-
terizarse mediante la complecion de Dieudonné y la realcompactacién de
Hewitt. En efecto, un subconjunto A de un espacio X es acotado en X si, y

solo si,

Cl,yxA = CluxA = ClﬂxA

donde BX denota la compactacién de Stone-Cech de X, es decir, el elemento
maximal en el semireticulo de todas las compactaciones de X (véase [75,

Teorema 4.2.4]. En particular, cl,x A es compacto.

TEOREMA 4.2.1 Para un subconjunto B de un espacio X, las siguientes

afirmaciones son equivalentes:

1. B es acotado en X.
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2. Para cada funcién continua f: X — E', f(B) es precompacto.

Demostracioén.

(2)==(1) se deduce del hecho de que los subconjuntos precompactos de R
son precompactos en E!.

Para probar (1)==(2), notemos que, como E! es realcompacto, E! es homeo-
morfo a un subconjunto cerrado T de un producto de la forma R®. Ahora,
si f: X = E! es una funcién continua, podemos considerar el subconjunto
acotado (ms o f)(B) para todo s € S donde 7, denota la proyeccién s-ésima.
Entonces clg1 f(B) = clpf(B) es un subconjunto cerrado del conjunto com-
pacto [, clr (s o f)) (B) y, consecuentemente, clg: f(B) es compacto. Asf,

f(B) es precompacto. O

TEOREMA 4.2.2 Sia C (3, entonces los siguientes afirmaciones son equi-

valentes:

1. X es un ag-espacio.

2. Toda funcién ag-continua de X en E' es continua.

Demostracion.
(1)==(2) es un caso particular de [8, Lemma 8] y se obtiene facilmente apli-
cando el hecho de que todo espacio de Tychonoff es un subespacio de un
producto de rectas reales. Asi, solo necesitamos demostrar (2)==(1). Con
este fin, es suficiente aplicar que si f: X — R es una funcién a-continua,
entonces f puede ser considerada como una funcién ag-continua de X en E!

porque R es un subespacio (cerrado) de E!. O
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Pasemos ahora al estudio de la completitud de C,, (X, E'). Empezamos
por un sencillo lema. Escribimos 7, > 75 si la topologia 71 es mas fina que la

topologia 75.

LEMA 4.2.3 Sea X un espacio. Si T > T1,, entonces C-(X,R) estd sumer-

gido topolégicamente como un subespacio cerrado de C.(X,E!).

Demostracién. Al ser R cerrado en E', C (X, R) es cerrado en C, (X, E').
Sea i la funcién identidad de Cr(X,E') en C,, (X,E'). Como 7 > 7,
entonces 4 es una funcién continua. Entonces i ' (C(X,R)) = C(X,R) es un

subespacio cerrado de C,(X,E"). 0

Sabemos que, para un espacio arbitrario X, C, (X, (M,d)) es completo
siempre que el espacio métrico (M,d) lo sea también (véase, por ejemplo,

[18, Exercise 8.3.C.(a)]). Aplicaremos este resultado en el siguiente

TEOREMA 4.2.4 Dado un espacio arbitrario X, C,,(X,E') es un espacio

métrico completo.

Demostracion.
Como el espacio E! es completo [15], la completitud de C,, (X, E!') se de-
duce del comentario anterior. Por otro lado, sabemos que los entornos de la
diagonal

{ (f,9) € C(X,EY) x C(X,E') : supdu(f(a), g(x)) < 1/n}

zeX

para todo n € N, forman una subbase numerable para la uniformidad de

C..(X,EY). Por lo tanto, C,, (X, E!) es metrizable. 0O

u
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Ahora comentaremos un resultado que juega un papel fundamental en
la caracterizacién de la complecién de C, (X, E!). Recordemos que (E', d..)
puede sumergirse en un espacio de Banach (F,||.||) de tal forma que la
inmersién j : E!' — FE preserva las combinaciones convexas, es decir, j
satisface las siguientes propiedades: (1) duo(u,v) = [|j(u) — j(v)| para todo
u,v € BNy (2) j(Ahu+ (1 = Nv) = Nj(u) + (1 — N)j(v) para todo u,v € E!
y todo A € [0,1]. Ademds, j(E') es un cono cerrado de (E, || .||) con vértice
en 0 (véase [15, Section 8.1]).

Los siguientes lemas seran utilizados en la demostracién del Teorema 4.2.7.

LEMA 4.2.5 [76, Teorem 2.8] Para un subconjunto A de un espacio X, las

siguientes condiciones son equivalentes:
. Toda pseudométrica d en A que induce una topologia separable en A se ex-
tiende a una pseudométrica continua en X.

. A es C-sumergible en X.

Recordemos que un espacio vectorial topoldgico V' es un espacio de Fréchet
si es un espacio métrico, completo y localmente convexo. En particular, todo

espacio de Banach, es un espacio de Fréchet.

LEMA 4.2.6 [1, Teorem 2.3] Sea A un subconjunto de un espacio X. Las

siguientes condiciones son equivalentes:

. Toda pseudométrica d en A que induce una topologia separable en A se ex-

tiende a una pseudométrica continua en X.

. Toda funcion continua de A en un espacio de Fréchet cuya imagen es sepa-

rable se extiende a una funcion continua en X.
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TEOREMA 4.2.7 Sea A un subconjunto de X. Entonces son equivalentes:

. A es un subconjunto C-sumergible en X.

. Toda funcion continua difusa f en A con rango separable tiene una extension

continua F' a X. Ademds F(X) estd incluida en la envoltura convexa cerrada

de f(A).

Demostracioén.
(2)==(1) se deduce del hecho de que R es un subconjunto cerrado convexo
de E'. Para ver (1)==(2), consideremos j la inmersién isométrica de E! en
un espacio de Banach (E, || . ||) donde j satisface las propiedades comentadas
anteriormente. Desde ahora, identificaremos E' con j(E'). Asi, podemos con-
siderar f como una funcién de A en la envoltura convexa cerrada (por tanto,
completa) conv(f(A)) de f(A) en (E,|.]|). Como E! es un cono (comple-
to), tenemos que conv(f(A)) C E'. Como A es un subconjunto C-sumergido
en X, por el Lema 4.2.5, toda pseudométrica continua d en A que induce
una topologia separable se extiende a una pseudométrica continua en X. Asi
que podemos aplicar el Lema 4.2.6 para concluir que f puede extenderse
continuamente a F'. Es obvio que F/(X) C conv(f(A)). d

OBSERVACION 4.2.8 Un argumento similar al usado en el teorema anterior
nos permite caracterizar los subconjuntos C*-sumergido (un subconjunto A
de un espacio X es C*-sumergidos en X si toda funcién real, continua y
acotada en A se extiende a una funcién continua en X). Para ello, basta
aplicar los resultados de [1, 76] sobre pseudométricas precompactas para
obtener el siguiente resultado: para un subconjunto A de X, son equivalentes

las siguientes afirmaciones: (1) A es C*-sumergible en X, y (2) toda funcién
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continua difusa f en A con rango precompacto tiene una extension continua

F a todo X; ademés, F'(X) estd incluido en la envoltura cerrada convexa de

f(A).

El resultado principal de esta secciéon muestra la relacion entre los o g-
espacios y la complecién de C, (X, E'). Primero vamos a recordar que, dado
un espacio X, una familia a C 3 es una bornologia si satisface las siguientes

condiciones:

1. « es un recubrimiento de X;

2. Si A y B pertenecen a «, entonces existe C' € « tal que A y B estan

incluidos en C'.

En realidad, cualquier recubrimiento v de X genera una bornologia a
tomando uniones finitas de elementos de a y, ademas, teniendo en cuenta
la definicién de subbase de una uniformidad, las uniformidades inducidas en

C(X,E"), por a y por @ coinciden.

TEOREMA 4.2.9 Sea o« C S una bornologia en un espacio X. Entonces

C..(X,E') es completo si, y solo si, X es un as-espacio.

Demostracion.

Supongamos que X es un ag-espacio y consideramos una red de Cauchy
{fi}ier en C. (X, E'). Puesto que (E!,d.) es un espacio métrico comple-
to, todo elemento f; tiene una extensién continua, f;, a vX. Por el Teo-
rema 4.2.4, para cada subconjunto B en «, la red {f?’clva}iGI converge

uniformemente a una funcién fp € C(cl,xB,E"). Sea g una funcién de X en
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(E', dy) definida por la regla g|p = f5 cuando B es un subconjunto acotado
de X que estd en a. Como « es una bornologia, un argumento estandar mues-
tra que g esta bien definida. En efecto, si z € ANB, con A y B subconjuntos
acotados de X en la familia «, entonces existe un subconjunto acotado C' € «
tal que AU B C C'. Aplicando que f|¢ es el limite uniforme de {f;|ac}

se tiene

i€l

fle(x) = fla(z) = f|(x)
sin mas que aplicar que C' contiene a A y a B. Esto prueba que g esta bien
definida.
Ademas, como cada subconjunto compacto de un espacio topoldgico es C-
sumergible, por el Teorema 4.2.7 la restriccion de g a cada subconjunto B € «
admite una extension continua a 7.X. Por tanto, g es ay-continua. Como X
es un ag-espacio, ¢ es continua. Es claro que g es el limite de la red {f;}ics

en C, (X,E'). Asi, el espacio de funciones C,_ (X, E!) es completo.

Supongamos ahora que C,_ (X, E!) es completo. Sea f una funcién difusa
ag-continua en X y consideramos el conjunto { B C X : B € a} dirigido
por inclusién. Definimos una red {fg}peo donde fgp es la extensién continua
de f|p a X. Es evidente que la red {fp}pea converge a f en F, (X,E'). La
completitud de C, (X, E') implica que f es una funcién continua. Asf, X es

un «g-espacio. ]

Como consecuencia del teorema anterior, se obtienen las siguientes carac-
terizaciones que abarcan los casos mas importantes por sus aplicaciones al

Andlisis Funcional Difuso.

COROLARIO 4.2.10 C,(X,E') es completo si, y solo si, X es un [j-
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espacio.

2. C

Tco

(X,EY) es completo si, y solo si, X es un k.-espacio.

3. C;

(X, E") es completo si, y solo si, X es discreto.

4.3. Metrizabilidad de C, (X, (E', d.))

En esta seccién abordamos la cuestién de la metrizabilidad del espa-
cio C;, (X, E'). Concretamente, presentamos un criterio explicito para que
c,

e

(X,E') sea metrizable. Sea o C 8 un recubrimiento de un espacio X.
Decimos que X es hemi-a-acotado si existe una familia numerable A =
{A, :n e N} Catal que X =,y

to de una unién finita A4,, U A4,, U--- A, de elementos de A. Los espacios

A, y cualquier A € « es un subconjun-

hemi-S-acotados (respectivamente, hemi-k-acotados) son normalmente lla-
mados espacios hemiacotados (respectivamente, hemicompactos). Dado un
espacio X, denotamos por 0 la funcién de X en E' definida como 0(z) = 0

para todo z € X.

TEOREMA 4.3.1 Sea @ C B un recubrimiento de un espacio X. Si todo
elemento de o es un conjunto cerrado, entonces las siguientes condiciones

son equivalentes:

1. X es un espacio hemi-a-acotado.
2. C.. (X, E') es metrizable.
3. C.. (X, EY) es primer numerable.

4. La funcién O tiene una base numerable de entornos en C, (X, E').
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Demostracion.

(1)=(2) Sea una familia numerable A = {A,, :n € N} C « tal que
X = U,en An, v cualquier A € a es un subconjunto de una unién finita
A, UA,,U--- A, de elementos de A. Entonces la familia

B = {U(A,, 1/k) : n, k € N}

es una subbase numerable para la uniformidad U,. Por lo tanto, C,, (X, E!)
es metrizable.
(2)=(3) v (3)==(4) son triviales. Para ver (4)==(1), definimos el con-

junto

V(A e) = {f € O(X,EY) : supdu (0, f(7)) < 5}

€A
con A € ay e >0,y consideramos una familia numerable

B={(V(A,,e,) :n €N}

tal que las intersecciones finitas de elementos de B formen una base de en-
tornos de 0.
Ahora fijamos A € . Dado un entorno V(A, 1) de 0, existen

{V(An,,€n)s V(Angs€ny)s - s V(An,, €n )}
tal que
V(A eny) NV (A, n,) N oo NV (A, e0,) C V(A 1/2).

Veamos que A C A,,, UA,, U---UA,, . Supongamos lo contrario, es decir,

asumamos que existe v € A\ (4,, UA,, U---UA,,). Como el conjunto
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A, UA,,UA,, es cerrado, por [40, Proposition 3.5]) existe f € C'(X,E') tal
que f(z)=1y flan, uan,04,, = 0. Entonces f € V(Ap,,en,) NV (An,,n,) N
..NV(An,,en,) pero f ¢ V(A,1/2), lo cual es una contradiccion.

Ademads, como para cualquier x € X, existe A € a que contiene z, el
argumento anterior demuestra que existe A, , A,,, -+, A,, con A C A,, U
A, U---UA,,. Asi, la familia {A,, : n € N} es un recubrimiento de X. Aca-
bamos de demostrar que hay una familia numerable A = {4, : n € N} C «
tal que X = U, cn
finita A,,, UA,, U---A,, deelementos de A. Esto completa la prueba. [

A,, v cualquier A € « es un subconjunto de una unién

OBSERVACION 4.3.2 (1) La condicién de que los elementos del recubri-
miento « sean cerrados no es tan restrictiva como pueda parecer. En efecto,
si a C 8 es un recubrimiento de X, entonces podemos considerar el recubri-

miento @ C 3 definido como
a={clxyA: Aca}.

Entonces los espacios de funciones C, (X,E!) y C._(X,E') son isomorfos

uniformemente.

(2) Para el espacio de funciones C,, (X, R), la equivalencia de (2) y (4) es
una consecuencia del teorema de Birkhoff-Kakutani, el cual establece que un
grupo topoldgico G es metrizable si, y solo si, es de Hausdorff y el elemento
neutro admite una base de entornos numerable. Sin embargo, cabe resaltar
que C, (X,E') no es un grupo topolégico y, consecuentemente, el teorema

de Birkhoff-Kakutani no se puede aplicar en este contexto.
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Como en el caso del teorema 5.2.9, se obtiene el siguiente corolario:

COROLARIO 4.38 C,(X, EY) es metrizable si, y solo si, X es hemiaco-
tado.

. Cr. (X, EY) es metrizable si, y solo si, X es hemicompacto.

. C

(X, E') es metrizable si, y solo si, X es numerable.

4.4. oy-espacios y el teorema de Ascoli en
Cro (X, (B, doo))

Dado un espacio métrico o un espacio uniforme, Y, un teorema tipo Ascoli
caracteriza la compacidad en un espacio de funciones continuas C'(X,Y’) en
términos de equicontinuidad y de ciertas condiciones naturales. Por ejemplo,
el teorema clasico de Ascoli se ocupa de los subconjuntos compactos en el
espacio C'([0,1]) de todas las funciones reales continuas en el intervalo uni-
dad dotado con la topologia uniforme. Establece que un subconjunto F' de
C'(]0, 1]) es compacto si, y solo si, F' es cerrado, acotado y equicontinuo. Pues-
to que el clasico teorema de Heine-Borel establece que un subconjunto de R™
es compacto si, y solo si, éste es cerrado y acotado, el teorema de Ascoli puede
ser visto como equivalente en C([0,1]) al teorema de Heine-Borel. Recorde-
mos que, en contraste con el teorema de Heine-Borel, en espacios vectoriales
normados de dimensién infinita, los conjuntos cerrados y acotados pueden
no ser compactos: basta recordar el teorema clasico de Riesz que nos dice
que un espacio normado es de dimension finita si, y solo si, la bola unidad

es compacta. Por tanto, la equicontinuidad es fundamental en el teorema de

Ascoli.
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En el a&mbito de los espacios de funciones difusas, estudiaremos el teorema
de Ascoli en el espiritu comentado en el parrafo anterior, es decir, mediante
condiciones de equicontinuidad y alguna condicién extra. La idea clave es la
conexién entre los aj-espacios y la compacidad en C;, (X, E'). Como conse-
cuencia de nuestros resultados, caracterizaremos cudndo C,, (X, E') satisface
el teorema de Ascoli difuso. Nuestro enfoque se basa en la relacion entre la
funcién exponencial y el teorema de Ascoli tal y como se desarrolla en [59].

Primero recordaremos algunos conceptos necesarios en nuestro desarrollo
del tema. Dado un espacio X y un espacio métrico (Y,d), una familia de
funciones { f; },.; C F(X,Y) se llama equicontinua si para cada x € X y
cada ¢ > 0, hay un entorno V' de x tal que d(f;(y), fi(z)) < e paratodoy € V
y todo i € I. En este caso, si (X, d’) es también un espacio métrico, la familia
{fi }ier € F(X,Y) se dice que es uniformemente equicontinua si para cada
e > 0, hay un 6 > 0 tal que d(fi(y), fi(z)) < e para todo i € I siempre que
d'(z,y) < 0. Es un hecho bien conocido que, en un espacio métrico compacto,
la equicontinuidad es equivalente a la equicontinuidad uniforme.

Un subconjunto U C E! tal que las familias
{u'(=):uecU} y {u(-):uelU}

son uniformemente equicontinuas en |0, 1] se denomina |0, 1]-uniformemente
equicontinuo.
La motivacion para los resultados de esta seccion es la siguiente version

difusa del teorema clasico de Ascoli establecido por Fang y Xue.

TEOREMA 4.4.1 ([22, Theorem 4.2]) Si K es un espacio métrico compac-
to, entonces un subconjunto cerrado F de C., (K, E') es compacto si, y solo

si, se satisfacen las siguientes condiciones:
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. Para cada k € K, el conjunto { f(k) : f € F} es dy-acotado, es decir, estd

contenido en una bola de centro 0 en el espacio métrico (E', dy).
. F' es equicontinua en K.

. Para cada k € K, el conjunto { f(k) : f € F} es]0,1]-uniformemente equi-

continuo, es decir, F' es puntualmente |0, 1]-uniformemente equicontinuo.

Desafortunadamente este teorema se basa en una caracterizacion incorrec-
ta ([22, Theorem 2.4]) de los subconjuntos compactos de E!, como se senala
en [28]. Para proporcionar una caracterizaciéon correcta de los compactos de
E!, debemos introducir varios conceptos. Dada una funcién f: [0,1] — R,

f(Xo+) denota, si existe, el limite de f cuando A tiende a Ay por la derecha.

DEFINICION 4.4.2 Sea { f; }ier una familia de funciones definidas de [0, 1]
en R. Dado \g € [0,1] tal que fi(No+) existe para todo i € I, diremos que
la familia { f; },o; es casi-equicontinua por la derecha en Ao si, para cada
e >0, hay un § > 0 tal que |fi(A) — fi(Xo+)| < € para todo i € I cuando
A€o, Ao + 9.

De forma andloga a la definicién anterior, diremos que una familia de

funciones { f; },.; de [0,1] en R es equicontinua por la izquierda en un punto

iel
Ao € ]0,1] si, para todo ¢ > 0 y para todo ¢ € I, hay un 6 > 0 tal que
|fi(A) — fi(Xo)] < € cuando A € |A\g — J, Ag]. La familia {f;},c; se llama
equicontinua por la izquierda (resp. casi-equicontinua por la derecha) si ésta
es equicontinua por la izquierda (resp. casi-equicontinua por la derecha) en

cada punto de ]0, 1] (respectivamente, en cada punto de [0, 1]).
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A partir de las definiciones anteriores, diremos que un subconjunto U C

E! es equicontinuo a ambos lados si las familias
{u (=) :ueU} vy {u(-):uelU}
son casi-equicontinuas por la derecha y equicontinuas por la izquierda.

DEFINICION 4.4.3 Un subconjunto F de F(X,EY) se dice que es pun-
tualmente equicontinuo a ambos lados si, para todo x € X, {f(x): f € F}

es equicontinuo a ambos lados.

Recordemos que un subconjunto A de E! es d.-acotado si estd contenido

en una bola de centro el origen de E!.

DEFINICION 4.4.4 Un subconjunto F de F(X,E'Y) se dice que es pun-
tualmente do-acotado si, para todo x € X, {f(z) : f € F} es doo-acotado en
E!.

Si 7 es una topologia en C(X,E'), entonces se dice que (X,E', 1) sa-
tisface el teorema débil de Ascoli difuso si cada subconjunto de C(X,E!)
T-cerrado, puntualmente d..-acotado, equicontinuo y puntualmente equicon-
tinuo a ambos lados es 7-compacto. Si, ademas, cada subconjunto 7-compacto
es T-cerrado, puntualmente d.,-acotado, equicontinuo y puntualmente equi-
continuo a ambos lados, entonces se dice que (X, El, 7) satisface el teorema
de Ascoli difuso.

El objetivo de esta seccién es establecer versiones difusas del teorema
(débil) de Ascoli para topologias de la convergencia uniforme en los miem-
bros de un recubrimiento de un espacio X. Antes necesitamos probar varios

resultados previos.
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PROPOSICION 4.4.5 SiU C E! es equicontinuo a ambos lados, entonces

también lo es clpU.

Demostracién.

Fijamos Ao € |0, 1]. Por hipétesis, dado € > 0, hay un § > 0 tal que,
para todo u € U, |[u™(A) —ut ()| < £/3 cuando X € [\g — J, Ag]. Ahora, si
v € clpiU, podemos elegir u € U con

sup |vt(A) —ut(N)| <e.
A€]0,1]

Entonces, si A € [A\g — §, Ao, tenemos

[0 (A) = v (Mo)| < [0 (A) —ut (V)]
+ |ut(A) = ut(Xo)| + [ut (M) — vF(Xo)| < Te/3.

Por tanto, {vt(—) : v € clpU } es equicontinua por la izquierda en cada
Ao € |0, 1]. El mismo argumento demuestra que la familia { v=(—) : v € clpU }
es también equicontinua por la izquierda en cada A\ € |0, 1] y que ambas fa-

milias son casi-equicontinuas por la derecha. Esto completa la prueba. U

Por [28, Theorem 3.3] se tiene que un conjunto cerrado K de E! es com-
pacto si, y solo si, satisface las dos propiedades siguientes: (1) K es duo-
acotado, y (2) K es equicontinuo a ambos lados. Este resultado permite

caracterizar los subconjuntos precompactos de E!.

TEOREMA 4.4.6 Un subconjunto F' C E!' es precompacto si, y solo si, se

satisfacen las dos condiciones siquientes:



7

1. F' es dy-acotado, vy

2. F es equicontinua a ambos lados.

Demostracion.

Suponemos que F es precompacto. Como E! es completo, clg: F es com-
pacto. Por lo tanto, por [28, Theorem 3.3], clgi F' es d-acotado y, equicon-
tinua a ambos lados. Consecuentemente, también F' satisface estas dos pro-
piedades.

Para probar el reciproco, observemos que, al ser F' d.-acotado, entonces
también lo es clg1 F. Ademas, por la Proposicién 4.4.5, clgi F' es equicontinuo

a ambos lados. Ahora el resultado es consecuencia de [28, Theorem 3.3]. O

TEOREMA 4.4.7 Para todo espacio X, la 1,-clausura de un subconjunto
F de (EY)X es un conjunto compacto si, y solo si, se satisfacen las siguientes

dos condiciones:

1. F estd puntualmente d.-acotado, es decir, para todo f € F y todo x € X,
el conjunto {f(x) : x € X} es dw-acotado.

2. F es puntualmente equicontinuo a ambos lados.

Demostracién.

Si F satisface las condiciones (1) y (2), entonces también lo hace cl, F; en
efecto, la condicién (1) es evidente y la condicién (2) se sigue de la Proposi-

cién 4.4.5. Por lo tanto, podemos asumir que F es 7,-cerrado. Consideramos



78

ahora F como un subconjunto de

[ cle: {f(2): f € F} c (BHX.
zeX
Entonces F es un subconjunto 7,-cerrado de ],y cla {f(2): f € F}
el cual es 7,-compacto ya que cada clg: {f(z) : f € F} es compacto por el

Teorema 4.4.6. Por tanto, F es 7,-compacto.

Si F C (E')X es 7,-compacto, entonces, ya que la proyeccién 7, : F — E!
definida, para todo x € X, como 7,(f) = f(x), es continua, concluimos que
{f(z) : f € F} esun subconjunto compacto de E!. Ahora, para obtener el
resultado deseado, es suficiente aplicar el Theorema 4.4.6 para cada x € X.

O

Dados tres espacios topolégicos X,Y, Z, a la funcién u: F(X xY,Z) —
F(X,F(Y,Z)) definida por la relacién uf(x)(y) = f(z,y) se le denomina
funcion exponencial . La restriccion de esta funcion a subespacios también
se denotard por pu. Los siguientes resultados serdn tutiles para el resto de
esta seccién. Si « es un recubrimiento de Y y k es el recubrimiento de los
subconjuntos compactos de X, entonces k X « denota el recubrimiento de
X XY,

kxa={AxB:A€k, Bea}.

Los cuatro resultados siguientes son fundamentales para obtener los re-

sultados principales de esta seccion.

TEOREMA 4.4.8 [67, Proposition 2.2] Si K es un espacio compacto e Y

es un ag-espacio con o C 3, entonces K x Y es un (k x «) s-espacio.



79

TEOREMA 4.4.9 Sea K un espacio compacto y o un recubrimiento de un

espacio Y con o C 3. 51 Y es un ag-espacio, entonces

p ! (C(K,C. (Y,E")) C C(K x Y,E").

Demostracion.
Por el Teorema 4.4.8, es suficiente demostrar quessi f € u~* (C(K, C, (Y, E!)),
entonces f|x x4 tiene una extension continua a K X Y para todo A € . Para
probarlo, sea g € C(K,C, (Y,E')). Como E' es un espacio métrico com-
pleto, existe, para todo z € K, una extensién continua g(z)” de g(z) a la
complecién de Dieudonné ~Y de Y.

Ahora, para cada A € «, consideramos la funcién g4 de K en C;, (cl,y A, E')

definida como

ga(z) = g(x)"]a,y 0, =€ K.

La continuidad de ¢ implica que g4 es continua y, consecuentemente,
p(ga) € C(K x cl,yA) para todo A € a. Como K X cl,y A es compacto,
1~ (ga) tiene una extension continua a K x 7Y para todo A € «. El resul-
tado ahora se sigue del hecho de que p~'(ga) y p~*(g) coinciden cuando se
restringen a K x A.

O

TEOREMA 4.4.10 [73, Theorem 3.2] Sea K wun espacio compacto y sea

a C B un recubrimiento de un espacio X. Si X es un ay-espacio, entonces

n(C(K x X,BY)) = C(K, C,,(X,E").
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TEOREMA 4.4.11 Sea K un espacio compacto y sea o C [ un recubri-
miento de un espacio X. Si X es un ag-espacio, entonces pn(C(K x X, E')) =
C(K,C, (X,EY).

Demostracion.
Como la topologia 7, es menos fina que la topologia 73, el Teorema 4.4.10
implica la inclusion p(C(K x X, E')) C C(K, C,, (X, E)).

Finalmente, la inclusién demostrada en el Teorema 4.4.9 completa la de-

mostracion. O

Ahora estamos preparados para caracterizar aquellos (X, E!, 7,) que sa-
tisfacen el teorema débil de Ascoli difuso. Recordemos que si a0 es un recu-
brimiento de un espacio X, entonces 7, > 7, en C(X,E"). Por otra parte,
recordemos que para todo espacio compacto K, se verifica la igualdad

V(K x X)=K x~vX

para todo espacio X ([56, Theorem 5.1]).

TEOREMA 4.4.12 Sea X un espacio topologico. Si o es un recubrimiento

de X, entonces las siguientes afirmaciones son equivalentes:

1. a C 5.

2. Para cada espacio compacto (infinito) K, se tiene la siguiente inclusion:
W(C(K x X,EY) C O(K, C,, (X.E")).

3. (X,El 7,) satisface el teorema débil de Ascoli difuso.
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Demostracién.

(1)=(2) Sea K un espacio compacto y consideramos una funcién conti-
nua difusa f definida en K x X. Como E! es un espacio métrico completo, f
admite una extensién continua 7 a y(K x X) = K x yX. Para cada B € «,

clyx B es compacto y, por el Teorema 4.4.11,

P kxet,x08) € O(K, Cr, (o) B, E'))

lo cual implica u(f) € C(K, C,, (X, E")). Por tanto, se satisface la condicién
(2).

(2)=(3) Sea K un subconjunto de C, (X,E!) 7,-cerrado, d.,-acotado,
equicontinuo y puntualmente equicontinuo a ambos lados. Por el Teore-
ma 4.4.7, cl, K es compacto. Por otra parte, al ser una familia de funciones
de K en E' equicontinua, su clausura cl, K en la topologia de la convergen-
cia puntual es también equicontinua.([46, Theorem 7.14]) Ahora, al ser cl. K
equicontinua, la topologia puntual en cl, K es conjuntamente continua (46,

Theorem 7.15]) y, por tanto, la funcién evaluacién

e:cl, KXxX — E!
(f,x) = flo)

es una funcién continua. Por la condicién (2), la funcién pu(e): cl, K —
Cr.

es la funcién inclusién. Por tanto, cl. K es 7,-compacto. Teniendo en cuenta

(X,E') es continua. Sabemos que, como e es la funcién evaluacién, u(e)

que K es un subconjunto 7,-cerrado de cl, K, tenemos que K es 7,-compacto.

(3)=(1) Suponemos que existe B € a que no esta acotado. Por lo tan-

to, podemos encontrar una sucesién infinita localmente finita {U,, : n € N}



82

de abiertos disjuntos dos a dos que corta a B. Ahora elegimos una sucesion
{v, : n € N} de elementos de E! tal que d(0,v,) > 1 para todo n € N. Para
cada n € N, fijamos x,, € U, N B. Puesto que todo punto de X se puede sepa-
rar por una funcién continua difusa de un cerrado al que no pertenece ([40,
Proposicién 3.5]), existe una funcién f,, € C(X,E') que satisface f,(z,) = v,
¥ falx\v, = 0. A continuacién, para cada n € N, consideramos la funcién g,

sobre X definida como

n

gn(z) = ka(x) para todo z € X.
k=1

Al ser la sucesion {U,, : n € N} localmente finita, la funcién g, es continua
para todo n € Ny la sucesién B = {g, : n € N} converge en C (X, E'). Este
ultimo hecho implica que B es un subconjunto 7,-compacto. Como 7, es mas
fina que 7, la 7,-clausura de B estd contenida en su 7,-clausura. Por tanto,
por el Teorema 4.4.7, la 7,-clausura de B es puntualmente d..-acotada, y es
puntualmente equicontinua a ambos lados. Demostraremos ahora que B es

equicontinua. Para esto, fijamos x € X y consideramos dos casos:

Caso 1. x & U,,en Un-
Al ser la sucesién {U,, : n € N} localmente finita, podemos elegir un conjunto

no vacio abierto V' con z € V tal que V N, .y U = 0; esto implica que

oo (gn(y); gn(x)) = 0

para todo y € V y todo n € N.

Caso 2. Hay una n € N tal que x € U,.
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Sea ¢ > 0. Consideramos el conjunto abierto V = U, N f,/1(B.(f.(z)). En-

tonces, para todo y € V, tenemos que

oo (9 (y), gk (2)) < €

para todo k > n.

El Caso 1, junto con el Caso 2, demuestra que B es equicontinua en z. Como
x es un punto arbitrario de X, entonces la familia B es equicontinua en
X. Como 1, > 7, el Teorema 7.14 de [46], ya comentado anteriormente,
nos dice que la 7,-clausura de B es también equicontinua. Concluiremos la
prueba demostrando que B no es relativamente compacto en C, (X,E!).
En efecto, sabemos que gs(z;) = 0y gi(x;) = v; cuando s < j < kv,
consecuentemente, por la eleccién de la sucesién {v, : n € N}, tenemos que
do(9s(;),gx(x;)) > 1 cuando s < j < k. Por tanto, B no es relativamente
compacto en C,_ (X, E!).

O

A continuacion, para ilustrar las nociones que se estan discutiendo, pro-
porcionaremos un ejemplo de un espacio de funciones que satisface el teorema
débil de Ascoli difuso pero no el teorema de Ascoli difuso. Recordemos que
una funcién f: X xY — Z se dice que es separadamente continua si f|x
¥ fl{z3xy son continuas para todo z € X y todo y € Y. Segin un resultado
de Reznichenko ([70]), toda funcién continua real definida en el producto
X xY de dos espacios pseudocompactos puede ser extendida a una funcién
separadamente continua (no necesariamente continua) definida en fX x Y
donde, como es habitual, SM denota la compactificacién de Stone-Cech de

un espacio M.
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EJEMPLO 4.4.13 Escojamos un espacio producto K x X con K compac-
to de forma que exista una funcién difusa separadamente continua (pero no
continua) f en K x X. Por el Teorema 4.4.12, C (X, E') satisface el teorema
débil de Ascoli difuso. Demostraremos que C; (X, E') no satisface el teore-
ma de Ascoli difuso. Primero probaremos que p(f) € C(K,C, (X,E")). En
efecto, si la funcién f es continua en {k} x X para todo k € K, la funcién
u(f)(k) € C(X,E') para todo k € K. Ahora, para ver que u(f) es conti-
nua en cualquier punto k € K, consideremos una red (ks)sep que converja a
k € K. Como f|kx{s es continua para todo x € X, tenemos que (f(ks,x))
converge a f(k,z) para todo x € X. Por tanto, u(f) es continua.
Supongamos ahora que Cp (X, [E!) satisface el teorema de Ascoli difuso.
Entonces el conjunto compacto p(f)(K) es equicontinuo. Al igual que en
el Teorema 4.4.12, podemos aplicar [46, Theorem 7.15] para obtener que la
funcién evaluaciéon
e:u(f)(K)x X — E!
(h,z) — h(z)
(h € p(f)(K), x € X) es continua. Por tanto, f = eo(u(f)xidx) es continua,
lo que es una contradicciéon. Por lo tanto Cr, (X, E') no satisface el teorema
de Ascoli difuso.

En relacion al teorema de Ascoli difuso, se tiene el siguiente resultado.

TEOREMA 4.4.14 Sea o C 8 un recubrimiento de un espacio X. Si X es

un ag-espacio, entonces (X, B, 7,) satisface el teorema de Ascoli difuso.

Demostracion.
Por el Teorema 4.4.12, solo necesitamos probar que un subconjunto compac-

to K de C, (X,E') es 7,-cerrado, puntualmente d..-acotado, equicontinuo
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y puntualmente equicontinuo a ambos lados. Consideremos la funcion in-
clusién (continua) ¢ de K en C, (X, E!). Por el Teorema 4.4.11, la funcién
evaluaciéon p'(i) es continua. Puesto que 7, > 7, por [46, Theorem 7.19,
Theorem 7.20], K es equicontinuo. Ahora, al ser K 7,-compacto, K es pun-
tualmente d..-acotado y puntualmente equicontinuo a ambos lados por el

Teorema 4.4.6. Esto completa la prueba. ]

COROLARIO 4.4.15 Se verifican las siguientes propiedades:

. 81 X es un By-espacio, entonces (X,E', 75) satisface el teorema de Ascoli
difuso.

. Si X es un k.-espacio, entonces (X, E' 7.,) satisface el teorema de Ascoli

difuso.

El corolario anterior tiene varias aplicaciones. Dos de ellas se detallan a
continuacion. Aunque un producto arbitrario de grupos pseudocompactos es
un grupo pseudocompacto (ver [13]), es un hecho conocido que un producto
arbitrario de grupos localmente pseudocompactos no es necesariamente lo-
calmente pseudocompacto. Sin embargo, un producto arbitrario de grupos
localmente pseudocompactos es un bg-grupo, es decir, un grupo topolégico
cuyo espacio subyacente es un bg-espacio (ver [73, Theorem 4.3]). Por tanto,

tenemos que

COROLARIO 4.4.16 Si G es un producto arbitrario de grupos localmente

pseudocompactos, entonces (G, E', 75) satisface el teorema de Ascoli difuso.
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El producto de dos k,-espacios no tiene necesariamente que ser un k,-
espacio (véase [39]). No obstante hay varios casos interesantes donde un pro-
ducto arbitrario de k.-espacios es también un k,.-espacio. Por ejemplo, si X,
es un k,-espacio pseudocompacto para todo a € I, entonces también lo es

X =TI, Xa ([60, Theorem 4.2]. Este hecho nos permite afirmar lo siguiente:

COROLARIO 4.4.17 Si X es un producto arbitrario de espacios k,-pseu-

docompactos, entonces (X, E',7.,) satisface el teorema de Ascoli difuso.
Para el caso importante de la convergencia uniforme, tenemos:

COROLARIO 4.4.18 Para un espacio X, las siguientes condiciones son
equivalentes:

. X es pseudocompacto.

. (X,EY, 7,) satisface el teorema débil de Ascoli difuso.

. (X,EY 7,) satisface el teorema de Ascoli difuso.

Demostracion.
Por el Teorema 4.4.12, es evidente que (1) y (2) son equivalentes y que
(3)==(1). Finalmente, (1)==(3) se deduce del Teorema 4.4.14. d

Como una consecuencia del resultado anterior, se tiene el siguiente coro-

lario que puede tener interés en si mismo y que corrige [22, Theorem 4.2].

COROLARIO 4.4.19 Si K es un espacio métrico compacto, entonces (K, E', 1)

satisface el teorema de Ascoli difuso.
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4.5. Un teorema de Ascoli para C, (X, (E!, 7/)).

En los apartados anteriores hemos considerado E! dotado de la topologia
inducida por la métrica supremo, d.,. Dedicaremos este ultimo apartado a
la demostracién de un teorema tipo Ascoli para el espacio C(X, (E!, 7)),
equipado con la topologia compacto-abierta cuando X es un k-espacio, es
decir, un espacio tal que un subconjunto A de X es cerrado en X si, y solo
si, AN K es cerrado en K para todo subconjunto compacto K de X.

Con este fin, empezamos la secciéon probando una caracterizacion de los
subespacios compactos de (E!, 77)). Dado un subconjunto F de C(X, (E!, 7)),
escribiremos Flz| := {f(x) : f € F} para cada z € X. Recordemos que
A C E! estd uniformemente acotado si existe una constante C' > 0 tal que
méx{[u~(0)[, |u™(0)[} < C para todo u € A.

Por otra parte, gracias al teorema de caracterizacion de Goetschel-Voxman
(Teorema 3.2.4), podemos considerar E! como un subespacio del espacio pro-
ducto ROU xR (0 de manera equivalente, del espacio producto(R x R)[:1).
Por tanto, diremos que un subconjunto A de E! es puntualmente cerrado si

es un subconjunto cerrado de RO x RO,

TEOREMA 4.5.1 Un subconjunto K de (E',7,) es compacto si, y solo si,

K es puntualmente cerrado y estd uniformemente acotado.

Demostracion.

Suponemos que K es un subconjunto compacto de (E!, 7). Entonces K es un
subconjunto compacto de RO x RO y, en consecuencia, K es puntualmente
cerrado y esta puntualmente acotado, lo cual implica que K es puntualmente

cerrado y uniformemente acotado.
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En sentido contrario, si K C E! estd uniformemente acotado, K estd pun-
tualmente acotado. Asi, al asumir también que K es puntualmente cerrado,
K es un subconjunto compacto de RO x RIOU y al ser la compacidad una

propiedad topolégica absoluta, K es un subconjunto compacto de (E!, 7,). O

A continuacion introducimos el concepto de equicontinuidad eventual en

un contexto difuso:

DEFINICION 4.5.2 Un subconjunto F de C(X,(E', 7)) se dice que es
eventualmente equicontinuo si para cualquier o € X, u € EY, {ay,...,an} C
[0,1] y € > 0, existe un entorno abierto V de xo y {f1, ..., Bm} C [0, 1] tal que
sifelFy

méx {|f(20) " (8:) — w"(Bi)l, |f(xo)™ (B:) — u™ (B[} <e,

1<i<m

entonces

méx {| f(2)" (es) — u*(as)], |f(2)" () — u™ ()|} <

1<i<n

para todo x € V.

Para la demostracié del teorema de Ascoli, necesitaremos el siguiente

resultado, conocido como Teorema de Wallace.

TEOREMA 4.5.3 [18, Teorema 3.2.10] If A es un subconjunto compacto
de un espacto topologico X, entonces para todo subconjunto abierto W del
producto cartesiano [], ¢ Xs que contiene al conjunto [], 4 As existen sub-
conjuntos abiertos Uy C X tal que Uy # X, solo para una cantidad finita de
indices s € S and [[,cq As C [1,eqUs CW.
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TEOREMA 4.5.4 Sea X un k-espacio. Si F C C(X, (E', 7)), entonces F

es compacto si, y solo si, se satisfacen las siquientes condiciones

. F es cerrado.

. Para cualquier v € X, Flz| es puntualmente cerrado y uniformemente aco-
tado.

. F' es eventualmente equicontinuo.

Demostracioén.

Necesidad. Asumimos que F es compacto en la topologia compacto-
abierta de C'(X, (E', 7)).

1) F es cerrado porque C(X, (E',74)) es un espacio de Hausdorff, al serlo
(E', ) ([20, Theorem 2.1]).

2) Es evidente que, para todo z € X, la funcién L, : C(X, (E, 7)) —
(E, 74) definida como L,(f) := f(x) es continua. Por tanto, como F es
compacto, entonces L,(F) = F[z] es compacto en (E!, ;) para cada z € X.
Por el Teorema 4.5.1, F[x] es, para cualquier x € X, puntualmente cerrado
y uniformemente acotado.

3) Fijamos 7y € X, u € E' {ay,...,a,,} C[0,1] ye > 0.Sea {Bi, ..., Bn} C
[0,1] tal que {aq,...,an} C{P1,..., Bm}. Sea F’ C F tal que

méx {|f (o) " (8;) — " (B:)], | f(zo) " (Bi) —u™ (B} <,

1<i<m

para todo f € F’. Es evidente que F’ es cerrado y, consecuentemente, es
compacto. Vamos a considerar la funcién L(f,z) := f(z) definida de F' x X
en E'. Por [46, Teorema 7.5, la funcién L es continua en F' x K para todo

subconjunto compacto K de X. Como el producto de un espacio compacto y
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un k-espacio es un k-espacio, ([18, Theorem 3.3.27]), la funcién L es continua
y, por tanto,
L(F'x{zo}) c U :={v e E': max {|vT(o)—uT ()|, v (o) —u ()|} < €},

1<i<n
lo cual quiere decir que el subconjunto compacto F’ x {zq} estd incluido en
L7Y(V). Por el Teorema 4.5.3, existe un entorno abierto, V', de xq tal que
f(z) € U para todo f € F' y todo = € V. Es decir,

max {[f ()" (ew) — u ()], [ f(2) " (i) —u ()]} <.

1<i<n

Suficiencia. Primero vamos a comprobar que F, la clausura de F en la
topologia de la convergencia puntual es también eventualmente equicontinua.
Fijamos zy € X, u € E', {ay,...,a,} C [0,1] y € > 0. Entonces, por la
equicontinuidad eventual de F', existe un entorno V de x¢ y {1, ..., B} C
[0,1] tal que si f € F'y

méax {|f(xo)*(8:) — u™(Bs), | f (o)~ (Bi) — u™ (Bi)|} <,

1<i<m

entonces

méx {| f ()" (es) — u(as)], |f(2)" () — u™ ()|} <

1<i<n

para todo € V. Tomamos ¢ € F tal que

méx {|g(zo)" () — u (Bi)], lg(xo) ™ (B:) —u” (Bi)[} <e.

1<i<m

Tenemos que comprobar

méx {[g(z)" (o) — u™ ()], [9(x) " () — u ()|} <€

1<i<n
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para todo x € V. Con esta finalidad, elegimos una red {g)}re; en F que
converge puntualmente a g. Por lo tanto, eventualmente,

méx {[gx(x0) " (8:) — u ()], lga(xo) ™ (8:) —u™ (B[} <e.

1<i<m

Consecuentemente, por la equicontinuidad eventual de F,

i {9y (2)(00) — (@), [oa (@) (0r) — (@)} < e

para todo x € V', como queriamos probar.

Como en el caso de la necesidad, consideramos L(f, x) := f(z) definida de
F x X en E'. Veamos que L es continua. Con esta finalidad, fijamos z, € X,
u € R {ay,...,a,} C[0,1] y € > 0. Como F es eventualmente equicontinuo,
existe un entorno abierto V de xy y {61,...,5m} C [0,1] tal que si f €
Wi {f € F s méxicicnd1f(20)* (5 — (8], | (20)~(8) — u (B[} < e,
entonces L(W x V) C U, donde

U:=={veE": fgi};{]v*(ai) —ut ()], v () —u™ ()|} < €}

Ya que también est4 claro que W es abierto en 'y U un abierto en (E!, ),
entonces L es continua.

De forma similar, por la equicontinuidad eventual de F', podemos deducir
que si f € F, entonces f € O(X, (E', 7).

Ahora vamos a comprobar que la clausura de F' en la topologia de la con-
vergencia puntual, F, coincide con la clausura de F en la topologia compacto-
abierta, cl(F'). Es suficiente comprobar, en este contexto, que la topologia
de la convergencia puntual es mas fina que la topologia compacto-abierta
(Tp < Teo)-
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Es bien sabido que dado un subconjunto compacto K de X, ug € E!, y
{ai,...,a,,} C[0,1], el conjunto B(K,{ay,...,an}, up) dado por
{geF: Eix{]g(m)*(ai)—ug(am, lg(x) " () —ug ()|} < € for all z € K}
es miembro de una subbase para la topologia compacto-abierta en C'(X, (E!, 7).
Fijamos f € B(K,{aq,...,an},up). Entonces {f} x K es compacto en
F x X y pertenece a L~ (U), donde

Ui={veE": mix{Jv" () — ug ()], [0 (ai) = ug (a)[} < e}

Dado que L es continua, se tiene que L~(U) es abierto. Por lo tanto, por
el Teorema 4.5.3, existe un entorno abierto, NV, de f en la topologia de la
convergencia puntual tal que N x K € L7Y(U), lo que quiere decir que
N C B(K,{oq,...,a,},up). Esto significa que la topologia de la convergencia
puntual es mas fina que la topologia compacto-abierta.

Finalmente, afirmamos que cl(F') es compacto en la topologia compacto-
abierta. En realidad, comprobaremos que es compacto en la topologia de
la convergencia puntual, pues ya hemos comprobado que ambas topologias
coinciden en F' = cl(F). Con este fin, podemos considerar F' como un sub-

conjunto cerrado del producto [[, . {F'[x]}. Por el Teorema de Tychonoff’s,
[Lex {m} es compacto en la topologia de la convergencia puntual ya que,
por el Teorema 4.5.1, F[z] es compacto para cada z € X. Entonces, F es
compacto en la topologia compacto-abierta y, puesto que por hipotesis, F' es
cerrado en esta topologia, entonces F' es compacto en la topologia compacto-

abierta, como queriamos probar.



Capitulo 5

Aproximacion de funciones
difusas continuas: Teoremas

tipo Stone-Weierstrass

En este capitulo nos centramos en el estudio de las condiciones bajo las
cuales una funcién difusa continua (con respecto a la métrica supremo o la
topologia de la convergencia de nivel) definida en un espacio compacto de
Hausdorff, K, puede ser aproximada por determinadas funciones difusas con
cualquier grado de precision. Mas concretamente, y en base a las ideas de R.I.
Jewett ([41]) y J.B. Prolla ([66]), proporcionamos un conjunto de condiciones
suficientes en un subespacio del espacio de las funciones difusas para que sea
denso, es decir, un resultado tipo Stone-Weierstrass. El célebre teorema de
Stone-Weierstrass es uno de los resultados mas importantes en el Anélisis
Clasico puesto que desempena un papel clave en el desarrollo de la teoria

de la aproximacién general y, en particular, es la esencia de las capacidades

93



94

de aproximacion de las redes neuronales. También obtenemos un resultado
similar para interpolar familias de funciones difusas continuas en el sentido de
que la aproximacién uniforme también puede exigir una coincidencia exacta

en una determinada cantidad finita de puntos.

5.1. Una version difusa del teorema de Stone-
Weierstrass con la topologia de la con-

vergencia uniforme

Comenzaremos este apartado introduciendo un concepto esencial para ob-
tener nuestro teorema principal (Teorema 5.1.7). Recordemos que E! deno-
tard el espacio métrico (E', d,,) salvo indicacién en contra. En este apartado

K representara a un espacio compacto de Hausdorff.

DEFINICION 5.1.1 Dado un subconjunto no vacio W de C(K,EY), defi-

nimos el subconjunto del espacio de funciones C(K, [0, 1]) como:
Conv(W) ={p e C(K,[0,1]) : of + (1 —¢)g € W para todo f,g € W}.

PROPOSICION 5.1.2 Sea W un subconjunto no vacio de C(K,E'). En-

tonces se cumplen las siquientes propiedades:
. ¢ € Conv(W) implica que 1 — ¢ € Conv(W).

. Si g, € Conv(W), entonces ¢ - ¢ € Conv(W).

. St ¢ pertenece a la clausura uniforme de Conv(W), entonces 1 — ¢ también

pertenece.
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4. Si ¢, pertenecen a la clausura uniforme de Conv(W), entonces ¢-¢ también

pertenece.

Demostracion.
(1) es evidente. Para probar (2), vamos a suponer que ¢, ¢ € Conv(W). La
identidad

L=¢-p=(1-0)+¢(1-0)

implica que, para cada par f,g € W,

(P -p)f +(L—0-9)g=olof +(1—p)g]+(1—0)g,

y, por lo tanto, ¢ - ¢ € Conv(W).

Para demostrar (3), supongamos que ¢ pertenece a la clausura uniforme
de Conv(WW). Entonces existe una sucesion {¢,} C Conv(W) que conver-
ge uniformemente a ¢. En consecuencia, {1 — ¢, }, que estd contenido en
Conv(W) por (1), converge uniformemente a 1 — ¢.

El apartado (4) se demuestra de forma similar.
U

DEFINICION 5.1.3 Diremos que M C C (K, [0,1]) separa los puntos de K
si dados s,t € K con s # t, entonces existe ¢ € M tal que ¢(s) # ¢(t).

Enunciaremos a continuacion dos lemas técnicos que utilizaremos en las

siguientes demostraciones:

LEMA 5.1.4 [66, Lemma 1] Sea 0 < a < b <1y 0 <4 <
polinomio p(z) = (1 — 2™)", tal que:

%. Existe un

1. p(x) > 1— 0 para todo 0 < z < a.
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. p(x) < 6 para todo b <z < 1.

LEMA 5.1.5 [66, Lemma 2] Sea W C C'(K,E'). El méximo de dos elementos

de Conv(W) esta en la clausura uniforme de Conv(W).

LEMA 5.1.6 Sea W C C(K,E'). Si Conv(W) separa los puntos de K,

entonces, dado un o € K y un entorno abierto N de xq, existe un entorno

1

U de xo contenido en N tal que para todo 0 < d < 3,

eziste un ¢ € Conv(W)

tal que:

. p(t) >1—19, para todo t € U.
. p(t) <9, para todo t ¢ N.

Demostracion.
Sea H el complemento de N en K. Para cada t € H, como Conv(W) separa
los puntos de K por hipétesis, podemos suponer, sin pérdida de generalidad,

que existe un ¢; € Conv(W) tal que pi(t) < @i(xo).

Elegimos dos numeros reales a y b tales que: ¢i(t) < a < b < ¢i(xo). En-

1
4

pe(z) = (1 —2™)" tal que py(x) < }l para b < x < 1,y pi(z) > % para
0 <z < a. Por lo tanto, py(p(w0)) < 7 ¥ pelw(t)) > 7.

tonces tomando 6 = + en el Lema 5.1.4, podemos encontrar un polinomio

Para cada ¢ € H podemos definir U(t) = {s € K : p(¢i(s)) > 3}, que
es claramente un entorno abierto de t. Como H es compacto por ser un

subespacio cerrado dentro de un espacio compacto, existen t,...,t,, € H ta-
les que: H C U(t1)UU(t2)U...UU(t,). Paracadai=1,...my todo s € K
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definimos

QO’L(S) = Pt (gpti (S))

Veamos que ¢; € Conv(W), para todo i = 1,...,m. De hecho, se tiene que
Pu(@(5)) = (1 = [pn(8)]™)" ¥ puesto que g, (s) € Conv(W), por las pro-
piedades (1) y (2) de la Proposicién 5.1.2, deducimos que py, (¢4, (s)) también
pertenece a Conv(WW).

Vamos a definir ¢(s) = méx(¢i(s), ..., om(s)), s € K. Por el Lema 5.1.5 po-
demos decir que la funcién 1 pertenece a la clausura uniforme de Conv(W).
Fijémonos en que ¢(zo) < 7 y ¥(t) > 2, para todo ¢ € H por las propiedades
de los polinomios p;(z). Definimos U = {s € S;4(s) < 1}. Claramente, U es
un entorno abierto de xy en K. De hecho U esta contenido en N. En efecto,
siteUyt¢ N, entonces t € H y, por lo tanto, 1(t) > %, es decir, t no
puede estar en U.

1
2
do en el Lema 5.1.4, aplicado a a = %, b= % y 0/2. Definimos 1 = p(u(s)),

Tomemos un § € R que satisfaga 0 < § < = y sea p el polinomio defini-

para s € K. Por las propiedades (3) y (4) de la Proposicién 5.1.2, la funcién

n también pertenece a la clausura uniforme de Conv(W).

Sit € U, entonces n(t) > 1 — §/2 por construccién. Si t ¢ N, entonces
te Hyn(t) <6/2yaque h(t) > 2.

Por estar 7 en la clausura uniforme de Conv (W), dado g, existe p € Conv(WW)

tal que || ¢ — 7 ||oo= sup;ei | ©(t) —n(t) |< 0/2. Asi pues hemos encontrado
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un ¢ € Conv(W) que satisface las propiedades (1) y (2) del enunciado del
lema, lo que completa la prueba.

O

Con toda la informaciéon de que disponemos ya podemos enunciar y de-
mostrar una version del teorema de Stone-Weierstrass para funciones difusas

continuas. Recordemos que en C'(K,E!) consideraremos la métrica

D(f,g9) = supde(f(t),9(1)),

teK

la cual induce la topologia de convergencia uniforme en C(K,E!).

TEOREMA 5.1.7 Sea W un subconjunto no vacio de C(K,E') y asumamos
que Conv(W) separa puntos. Si f € C(K,E') ye > 0, entonces existe, para
cada x € K, g, € W tal que doo(f (), 9-(x)) < €, entonces W es denso en
(C(K,E"), D).

Demostracion.

Fijamos ¢ > 0y f € C(K,E'). Nuestro objetivo es encontrar g € W
tal que D(f,g9) < €. Para cada = € K y 0 < g(x) < &, vamos a definir
N(z) ={t € K : do(f(t),9:(t)) < e(x) < €}, el cual es un entorno abierto
de z. Elijamos otro entorno abierto de =, U(x), que satisfaga las propiedades
del Lema 5.1.6.

Fijamos z; € K arbitrario, y sea S el complemento de N(z;) en K. Por
compacidad de S, hay un conjunto finito {zy,...,z,} C S tal que S C
U(zs) U ... UU(zy,). Elegimos 0 < 6 < 3 tal que 6Qm < & — &', donde
g =max{e(x;): 1 <i<m}yQ=max{D(f,gs,):1<i<m}.
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Por el Lema 5.1.6, existen ¢g,- -, ¢, € Conv(W) tales que para todo
1=2,...,m:
1. ¢;i(t) > 1 =6, para todo t € U(x;); (1)

Definimos las funciones

Py = ¢,
Vg = (1 — ¢2) s,

Vm = (1 - ¢2)(1 - ¢3) T (1 - ¢m—1)¢m‘
Es evidente que 1; € Conv(W) para todo i = 2,...,m.

Ahora vamos a comprobar que
oty =1—(1—d2)(1—s)-(1—y),
para j = 2,... m. Parece claro que
Vo + 13 = do+ (L= )bz =1 — (1= ¢) - (1 = ¢3).

Procediendo por induccion, asumiremos que el resultado es cierto para cierto

subindice j € {4,...,m — 1}, y vamos a comprobar la igualdad

¢2+...+¢j+wj+1:1—(1_¢2)(1_¢3)"'(1_¢j)<1_¢j+1)'

Asi pues,

Yot At = 1=(1=02)(1=¢3) - - - (1=0))+(1=¢2)(1=¢3) - - - (1=¢;) b1 =
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=1—(1—=d2)(1—¢3) - (L= ;)1 — ¢j11),

como queriamos comprobar. Finalmente definamos la funcién ¢; = (1 —
¢2) - - (1 = ¢y,) que pertenece a Conv(W) y satisface 1 + 1o+ ...+, = 1.

Por otro lado, vamos a probar que
Yi(t) < forallt ¢ N(z;), i=1,...,m. (5.1)

En efecto, si i > 2, entonces 1;(t) < ¢;(t) por definicidn, lo cual quiere decir
que ;(t) < ¢ para todo t ¢ N(z;), por (2).

Sit ¢ N(z1), tenemos que ¢ € S. Por lo tanto, t € U(x;) para algin
j=2,...,m. Por (1), tenemos que 1 — ¢;(t) < J y entonces

di(t) = (1= ¢; (1) [J(1 = (1) < 6.

i#j
Sea
9= 11g1 + V292 + ... + Yingm,
donde g; representa g,, para ¢ = 1,...,m. Sustituyendo las 1), por su defi-

nicion, observamos que

g = P2g2+(1—02)[P393+(1—=P3) [daga+- - -+ (1=pm—1) [PmGm+(1—=Pm)g1] - - - ]].

Por tanto, g € W ya que ¢; € Conv(W) para i = 2,...,m (ver Definicién
5.1.2). Por la Proposicién 3.2.8, sabemos que, dado xy € K,

doo(f(0), 9(0)) = dwo (Z Vi(zo) f(20), Z wi(ifo)gi(l‘o))
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< Zwi(fo)doo(ﬂ%)agi(%))-

Sea I = {1 <i<mjzg € N(xj)} vy J ={1 <i < myzg ¢ N(x;)}.

Entonces, para todo ¢ € I tenemos que

Yi(20)doo(f(0), gi(20)) < i(x0)e’. (5.2)

y, para todo i € J, la desigualdad (5.1) produce

Vi(20)doo (f(70), gi(20)) < Q.

De estas dos desigualdades, deducimos

m

Z¢i($0)doo(f($o),gz‘($o)) < Z%(%)el + Z(SQ <& +6Qm < ..

i=1 el eJ

Finalmente, reuniendo toda la informaciéon y como zy es arbitrario en K,
concluimos que do(f(x),g(z)) < € para todo x € K, lo cual conduce a

D(f,g) < e, como querfamos demostrar. d

DEFINICION 5.1.8 Dado u € E!, escribiremos U para denotar la funcién

en C(K,E') que toma el valor constante u.

Si asumimos que W contiene a las funciones constantes, entonces podemos

obtener una versiéon mejorada del Teorema 5.1.7:

COROLARIO 5.1.9 Sea W un subconjunto no vacio C'(K,E') que contiene
a las funciones constantes. Si ademds asumimos que Conv(W') separa puntos,
entonces W es denso en (C(K,E'), D).
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Demostracién.

Dados f € C(K,E') y € > 0, podemos tomar, para cada x € K, g, := f(z).
En este caso doo(f(x), g-(z)) = 0 y el resultado se sigue del Teorema 5.1.7.
U

Si consideramos W = C'(K,E! entonces se obtiene el siguiente resultado:

COROLARIO 5.1.10 Sea f € C(K,E'). Entonces, existen una cantidad
finita de funciones v; € C(K,[0,1]) yu; € E', i =1,...,m, tales que

D(f, wl"lﬁ + ...+ wmﬁr\n> < €.

Demostracién.
Es evidente que Conv(C(K,E')) = C(K,|0,1]), que claramente separa los
puntos de K. Para concluir la prueba, basta en la definiciéon de la funcion g

—_—

de la demostracién del Teorema 5.1.7, tomar g,, := f(z;) para i = 1,...,m.
U

DEFINICION 5.1.11 Un subconjunto A ¢ C(K,E") se dice que es una
familia interpoladora si, dado un subconjunto finito K' C K y una funcién
f e C(K,EY), existe g € A tal que f(x) = g(z) para todo x € K.

TEOREMA 5.1.12 Sea A C C(K,E') una familia interpoladora tal que
Conv(A) separa los puntos de K. Entonces, para cada f € C(K,E'), cada
e > 0 y cada subconjunto finito K' C K, existe g € A tal que D(f,g) < e y
f(x) = g(x) para todo v € K'. En particular, A es denso en (C(K,E'), D).

Demostracién.
Fijamos fy € C(K,E') y definimos W = {g € A : fo(x) = g(x) para todo = €

K'}, el cual no es vacio por ser A una familia interpoladora.
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Vamos a ver que Conv(A) C Conv(W). Sea f,g € W. Tenemos que
comprobar que ¢ f +(1—¢)g € W para algtin ¢ € Conv(A). Es evidente que
pf+(1—¢)g €A Ademés o(x) f(z) + (1 — ¢(x))g(x) = @(z)folz) + (1 -
©) fo(x) = fo(z) para todo x € K', y consecuentemente, ¢f + (1 —¢)g € W.

Para cada x € K, consideramos el conjunto finito K’U{x}. Como A es una
familia interpoladora para C(K,[E!), entonces existe g, € A tal que f(t) =
gz(t) paratodo t € K'U{z}. En particular, f(t) = g.(¢) paratodot € K'. Por
lo tanto, g, € W. Por otro lado f(z) = g,(z) implica que do (f(x), g.(x)) < €.
Por el Teorema 5.1.7, existe g € W C A tal que D(f,g) < ey g(t) = f(t)
para todo t € K'. O

5.2. Una versién difusa del teorema de Stone-
Weierstrass con la topologia de la con-

vergencia de nivel.

La topologia de la convergencia de nivel, 74, se introdujo en [45] y, gracias
a la caracterizacion de Goetschel-Voxman de los nimeros difusos, se ha con-
vertido en una alternativa natural a las métricas habituales (d.,, endografica,
...) usadas en E!. De hecho, el espacio de las funciones difusas 7y-continuas
es estrictamente mayor que el espacio de funciones difusas d..-continuas.
Ademas, parece ser que el uso de la topologia compacto-abierta también es
una novedad en este contexto.

En primer lugar recordaremos el conocido Lema de Uryshon ([18]):
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LEMA 5.2.1 . Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff, y sean
K, F C X dos conjuntos disjuntos, con K compacto, y F cerrado. Entonces
existe una funcion continua f: X — [0,1] tal que f =1 en K y f se anula
en F'.

Como en el apartado 5.1, dado u € E!, escribiremos u para denotar las

funciones en C'(X,E') que toman el valor constante u.

Ahora podemos probar una versién del teorema de Stone-Weierstrass para

C(X, (E', 7)) equipado con la topologia compacto-abierta, 7.,

TEOREMA 5.2.2 Sea X un espacio localmente compacto de Hausdorff. Sea
H un subespacio de C(X, (B, 7)) que contiene las combinaciones finitas de
la forma Y1y + ... + Ylm, donde ¥; € C(X,[0,1]) yu; € EL, i =1,...,m.
Entonces H es denso en (C(X, (E', 7)), 7).

Demostracion.
Fijamos € > 0, un conjunto finito {Ay, ..., A\,} C [0, 1], un subconjunto com-
pacto K C X y fo € C(X, (E', 7)).

Para cada z € X y 0 < e(x) < ¢, definimos

N(z) = {t € X : du([fo()]Y, [fo(z)]Y) < e(x) <e,j=1,..,n},

que es un entorno abierto de = ya que f; € C(X,(E!',7)). Como X es
localmente compacto, podemos encontrar un entorno relativamente compacto
de z, V(x), tal que clV(z) C N(z). Por el Lema de Uryshon (Lema 5.2.1),
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existe una funcién continua f, : X — [0,1] tal que f, =1 en clV(x) y f,
se anula en X \ N(x).
Elegimos z; € K. Por la compacidad de X\ N (z;)NK, podemos encontrar
un conjunto finito {xs, ..., 2} C X \ N(z1) N K tal que (X \ N(z1)NK C
V(zg))U... UV (zy,).
Definimos ¢’ = méax{e(z;) : 1 <i < m} y las siguientes funciones:
V2 = fas,
s = (1 = fap) fas,

Uy = (1 - fm)(l - fx3) T (1 - fa:m71)fxm-

A continuacién afirmamos que

w2+---+¢j:1_(1_f332)(1_fxs)"'<1_fwj)7

J=2,...,m.

En efecto, es claro que

1#2 +¢3 = fzg + (1 - fm)fxs =1- (1 - f$2) ’ (1 - fIS)

Procedemos por induccién. Asumimos que el resultado es cierto para un

cierto j € {4,...,m — 1} y vamos a comprobar que

Yo ooy Uy = L= (L= o) (L= fo) - (L= fu))(L = fay,,).

Esto es,

Yot A+ = 1=(1—=fo,) (1= fay) -~ (1_ij)+(1_fx2><1_fx3) T (1_f$j)f1j+l -
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=1- (1 - fm)(l - f:)::a) T (1 o ij)<1 o ij+1)>

como queriamos comprobar.

Finalmente, podemos definir 1 := (1—f,,) - - - (1— fz,,,). Como consecuencia,

tenemos que

Y+ Y+ ...+ Yy, =1,

Por otro lado necesitamos que
Yi(t) =0 paratodot ¢ N(z;), i=1,...,m. (5.3)

En efecto, si i > 2, el resultado es claro por construccion.
Sit ¢ N(z1), entonces t € V(z;) para algin j = 2,...,m. Por lo tanto

e (t) = 1 y en consecuencia
djl(t) - (1 B fmj(t)) H(l - fac:(t» =0.
i#]
Vamos a definir

g = ¢1f0(xl> + Qﬂgf()(l’g) + ...+ ¢mf0(xm) eH. (54)

A continuacion, dado o € K y por las propiedades de la métrica de

Hausdorff (ver, e.g., [15]), concluimos

— —

d ([fo(zo)V, (U1 fo(x1) + o+ W folm)) (20)]V) =

— — by

dp [Z @/)i(a?o)fo(%)] ) [(@/Jlfo(xl) + oo+ U fo(zm)) (T0) <

=1
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>~ dulao)du (oo [l ).
para j =1,....n.
Sea I ={l1<i<m:x9g€ N(z;)} v J={1<i<m:xz9¢ N(x;)}.

Entonces, para todo i € I, tenemos

(o) ([fol@o)) ™, fo(w)]M) < wi(wo)e’

para j = 1,...,ny, para todo i € J, entonces (5.3) da lugar a

—

Vi(xo)dm ([fo(zo), [folz:)]¥) =0

para j = 1,...,n. Por lo tanto, deducimos

> wilwo)du ([fo(xo))V, [folw)]¥) <D dhilzo)e’ <&

i=1 icl
paraj = 1,...,n. Como x es arbitrario en K, concluimos que g € V' (fo, K, {1, ..., A\u }, €).
]

5.3. Ejemplo

Terminamos esta capitulo con un ejemplo numérico para ilustrar el razo-
namiento que hemos utilizado en el resultado principal (Teorema 5.2.2) de la

seccidén anterior:

Sea X = [0,1] y definamos una funcién continua fy : [0, 1[— (E', 7)
como sigue:
0 0<z<1
1 r=1

fo(0)(x) = {
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y fo(t)(z) = zipara0 <z <1yt €)0, 1[. Por lo tanto, deducimos que

x ) AL} 0<A<1
[ﬁ@}—{ﬂm] d

y para t €]0, 1],

A1 0< A<

[h@?z{ﬁu} N

Fijamos ¢ = 0.1 y A\; = 0.5. Si tomamos ¢ €]0, 1], entonces
N(t)={s€ X :|0.5' = 0.5°| < 0.1}.

Si consideramos t; = 0.12 — 0.05 para i = 1, 2, ..., 10, entonces es evidente que
[0, 1[C U2, N (t:).

Definamos las siguientes funciones trapezoidales para i = 2, ..., 10:

20t — (2 —3)  0.1i—0.15<t<0.1i—0.1

f(t) B 1 0.1: —-01<t<0.12
' —20t+ (2 4+1)  0.1i <t <0.1i +0.05
0 de otra manera

A partir de estas funciones podemos construir a continuacién las siguientes,
que también resultan ser trapezoidales:

¢2 = f z2)

V3 1= (1 - fm)fw?n
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1o = (1 = fu,)(L = fug) - (L = fug) faro- Es decir,

20t — 4 0.2 <t<0.25

1 0.25 <t<0.3
V3(t) =
=20t +7 03<t<0.35
0 de otra manera
y por tanto
20t -1 0.05 <t<0.1
1 01<¢<03
t) +s(t) = e
OFBO=Y onir 03<t<03
0 de otra manera

Del mismo modo, obtendriamos

20t —1 0.0 <t<0.1
Pa(t) + ...+ i(t) =< 1 0.1<t<1

0 de otra manera

Finalmente, definamos 11 (t) := 1 — (¢2(t) + ... + ¥10(t)), que resulta

1 0<t<0.05
=< —20t+2 0.05<t<0.1
0 de otra manera

También es evidente que el soporte de cada v; se encuentra en N(t;),
1 =1,2,...,10. Finalmente definimos

g := ¥1f0(0.05) + 2 f5(0.15) + ... + 110/0(0.95). (5.5)

Fijamos t, € [0, 1. Entonces, como 312 4;(ty) = 1, concluimos
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— o —

di ([ fo(to)]", [(11£6(0.05) + ... + 110.f0(0.95)) (£0)]"*) =

— — 0.5

du [Z ¢i(to)fo(fo)] ; [(¢1f0(0-05) + oo+ ¥10.f0(0.95))(to) <

Dr(to)dar ([ fo(t)]*, [£6(0.05)]7%) + ...+ thro(to)du ([fo(to)]™?, [£0(0.95)]%) =
= 1(t0)[0.5 — 0.5%%| + .. + 19(t0)[0.5° — 0.5,

Puesto que ty pertenece al soporte de, como maximo, dos funciones 1; y
sabemos que tales soportes se encuentran contenidas en sus respectivas N (t;),

deducimos que
—_— —_—

A ([fo(to)]”?, [(1¥1£0(0.05) + ... + 110 f0(0.95)) (t0)]**) < 0.1.

Como consecuencia, ya que ty es arbitrario, resulta g € V(fy, A1,€) con € =
0.1y Ay =0.5.



Capitulo 6

Aproximacion de funciones
difusas continuas mediante

redes neuronales

En el contexto difuso, la mayoria de los resultados relacionados con la
aproximacién de funciones se basan en las capacidades de aproximacion de
las redes neuronales difusas (véase, por ejemplo, [52], [37], [38] y [25]) que re-
sultan ser diferentes de las capacidades aproximativas de las redes neuronales
clasicas como se ha comentado en la introducciéon de esta memoria. Se sabe
que las redes neuronales son particularmente 1tiles en muchos campos, como
las finanzas, la medicina, la ingenieria mecanica, la geologia, la informética,
etc. En términos generales, las redes neuronales se implementan en todas
las situaciones donde surgen problemas de previsién, clasificacién y control.
Ademas, dado que la naturaleza y el cerebro humano son inherentemente di-

fusos en sus caracteristicas, es natural pensar que las redes neuronales difusas

111
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tienen la capacidad de procesar informaciéon difusa gracias a sus habilidades
de aprendizaje (que estén estrechamente relacionadas con sus capacidades de
aproximacién). En relacién con esto, las llamadas funciones radiales también
son una herramienta importante en la teoria de la aproximacién, aunque to-
davia no se han utilizado en un contexto difuso. De hecho, el término “funcién
radial” aparecié por primera vez en el articulo [53] que trata un problema
de aproximacion en la tomografia computarizada. También surgen natural-
mente en varios campos, como, por ejemplo, en la resoluciéon aproximada de

ecuaciones en derivadas parciales ([50]).

6.1. Aproximacién mediante redes neurona-
les de funciones difusas continuas con la

topologia de la convergencia uniforme

Como consecuencia de los resultados del capitulo anterior, demostramos
que las redes neuronales regulares de cuatro capas que toman valores difusos
pueden aproximar cualquier funciéon difusa continua definida en un subespa-
cio compacto de R™.

Primero recordemos (véase, por ejemplo, [37], [52]) que las redes neuro-
nales regulares de cuatro capas que toman valores difusos (RFNNs de cuatro

capas) estan definidas por

H(z) = Zuz (szj co(r-a;+ 9j)>

i=1

para cada z € R, donde u; € E', los coeficientes w;, los pesos a; y los um-
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brales 6; son numeros reales y o : R — R representa la funcién de activacién
en la capa oculta. Esto es, H(z) es una funcién que asigna a cada valor real
un numero difuso. En [52], el autor demostré que, aunque las RENNs de tres
capas no pueden aproximar el conjunto de todas las funciones C(R,E!), las
RFNNs de cuatro capas si pueden aproximar. Para ello Liu, utilizé funciones
de activacién no constantes continuas y acotadas o sigmoidales para lograr
dicha propiedad de aproximaciéon de las RFNNs de cuatro capas. Recorde-
mos que una funcién sigmoidal es una aplicacién o : R — [0, 1] tal que

lim 1 o0(t) =1y limy, o o(t) =0.

En esta seccion utilizaremos RFNNs de cuatro capas donde tanto la varia-
ble  como los pesos a; pertenecen a R". Dada una funcién de activacion o,
denotamos el conjunto de dichas RFNNs difusas de cuatro capas por H (o).

Mostraremos, gracias a los resultados del capitulo anterior, que los ele-
mentos de H (o) pueden aproximar cualquier funcién difusa continua definida
en un subespacio compacto de R™ siempre que o sea una funcién continua

no polinomial.

TEOREMA 6.1.1 Asumamos que 0 : R — R es una funcion continua
no polinomial y que K es un subconjunto compacto de R™. Entonces, dado
cualquier f € C(K,E') y e > 0, existe una red neuronal H € H(o) tal que
D(f,H) < e.

Demostracién.
Por el Corolario 5.1.10, existe una cantidad finita de funciones ¢, € C(K, [0, 1])
yu; € EY i =1,....,m, tal que

DO | ™
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Por otro lado, por el resultado principal de ([49, Theorem 1}), sabemos

que para cada 1;, 7 = 1,...,m, existe w;;,0; € Ry a; € R" tal que

£
2m - doo (u;,0)’

—> wi-o(r-a;+6,)| <
j=1

para todo x € K. Por lo tanto

D ((Z wi; - o(z-a;+ Qj)) w0y, Ui(z) - @) _
N ig}}gd ((Z wij - o(x - a; + 93‘)) ug, Pi(x) - uz> —

i (Zwm o(x- a3+9)>

7j=1

sup max{| u; (A) [, u (A) [} =

A€(0,1]

= sup
zeK

doo(uZ,O) < i,

= Sup om

rzeK

77/}2 (Z Wij - LL' Y + 0]))

que claramente da lugar a

(f Z“z(wa o a]+9)>> e
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6.2. Aproximacién mediante redes neurona-
les difusas y sumas de funciones radiales
difusas con la topologia de la convergen-

cia de nivel.

En primer lugar, demostraremos, apoyandonos en los resultados del capitu-
lo anterior, que H(o) es denso en C(R", (E! 7)) dotado de la topologia
compacto-abierta siempre que la funcién de activacién o sea una funcién
continua no polinomial o una sigmoidal acotada (no necesariamente conti-

nua) .

TEOREMA 6.2.1 Asumamos que 0 : R — R es una funcion continua no
polinomial o una funcidn sigmoidal acotada (no necesariamente continua).
Entonces H(o) es denso en C. (R™, (E, 7,)).

Demostracién

Sea fo € C.,

co

(R™, (E!, 7)) y tomemos un entorno de fo,

V(for, K, {0, s A} €).

Por el Teorema 5.2.2, existe una cantidad finita de funciones ¢; € C(K, [0, 1])

yu; € Bl i =1,...,m, tales que

dp ([fo()), (10 + oo+ ) (3)]) <

DO ™

para todox € K y paraj=1,...,q.
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Por otro lado, por [49, Theorem 1] y [42, III], sabemos que para cada 1;,

1 =1,...,m, existen w;, 0; € Ry a; € R" tales que

Pi(x) — Z wy - o(x - an + 0i)

=1

£
< e —
2m - doo (u;,0)’

para todo x € K. Por lo tanto

dy [(Z wy - o (X - ag + 9¢z)> @(X)] C[os(x) - G (x)]Y | =

=1

dpr([ui]V,0) <

¢i(x) — (Zl wy - o(X - ay + 911))

=1

¢i(x) — (i wy - o(x - ay + 9il)>

=1

S doo(uzao) < 2i7

m

paratodox e K,i=1,...my j=1,...,q. Como consecuencia,

para todo x € K y para j =1,...,q.

En la segunda parte de este capitulo, recordemos que las funciones radiales
son funciones multivariantes de la forma g(a,z1+... +a,x,) donde g : R — R
y (a1,...,a,) € R™\ {0} es una direccién fija ([49]). Para un subconjunto A
de R™\ {0}, podemos definir R(A) como la siguiente envoltura lineal:

R(A) = <{g(a1z1 + ... + apzy,) : g € C(R,R), (ay,...,a,) € A} > .
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Podemos adaptar estas funciones al contexto difuso de la siguiente ma-
nera: sea R(R™,E', A) el espacio formado por las sumas de las funciones

radiales difusas de la forma

H(x) = Zuz (Z gi(an - X))
i=1 =1
para cada x = (z1,...,z,) € R" y aj = (aj, ...,aly) € A, donde u; € E'.

TEOREMA 6.2.2 R(R",E', A) es denso en C'

Tco

(R™, (B!, 7¢)) si R(A) con-

tiene todos los polinomios.

Demostracion.

co (Rn7 <E17 TZ))
y un entorno de fo, V(fo, I, {\1, ..., \¢},€), existe una cantidad finita de
funciones 1; € C(K,[0,1]) y w; € E', i = 1, ..., m, tales que

Como en la demostracion del Teorema 6.2.1, dado f, € C..

(o] [+ .+ ) ]) <

para todo x € K y para j = 1, ..., q. Por [50], podemos encontrar, para cada

Vi, i=1,...,m,ay € Ay gy € C(R,R) tales que

£
= 2m. doo(u;,0)’

Yi(x) — igiz(ail $ X)
=1

para todo x € K. Por tanto

dp [(izgil(ail‘x)) @(X)] L [fs(x) -G (x)]Y | =

=1
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dpr([ui]V,0) <

di(x) — (Z ga(ai - X))
Pi(x) — (Z ga(a - X))

paratodox € K,1=1,...,mand j = 1,...,¢q. Como consecuencia,

du | [fo(x)], [Z (& (Z gir(ai - X)) (X)] <eg

do (13,0) < —,

<
- 2m

para todo x € K y para j =1,...,q.
O

OBSERVACION 6.2.3 De acuerdo con [50], el teorema anterior puede re-

escribirse como sigue: R(R™, E!, A) es denso en C,_(R", (E',7,)) si ningtin

Tco

polinomio homogéneo distinto de cero se anula en A.



Capitulo 7

Conclusiones y futuras lineas

de investigacion

En este tltimo capitulo se resumen los resultados presentados en esta
tesis y se describen algunas posibles lineas de investigacion que se derivan de
ellos.

El objeto principal de estudio de esta memoria ha sido el espacio de
la funciones continuas C'(X,E!) definidas entre un espacio topolégico X y
el espacio de los ntimeros difusos E! dotado este de dos topologfas: la que
induce la métrica supremo y la topologia de la convergencia de nivel. Por
su parte, en dicho espacio de funciones se han considerado las topologias 7,
inducidas por la convergencia uniforme sobre diversos recubrimientos « de
X.

En la primera parte de esta memoria, hemos caracterizado la comple-
cién del espacio C, (X, (E',dy)) basdndonos en los aj-espacios y en los

subconjuntos acotados. A continuacién, caracterizamos la metrizabilidad de
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C.. (X, (E',dy)) a partir de la hemi-a-compacidad de X. Para terminar es-
ta parte, probamos varios teoremas tipo Ascoli para espacios de funciones
Cr (X, (E' do)) ¥ Ceo( X, (B!, 7)) ([26]).

A la vista de estos resultados, cabe preguntarse si podemos caracterizar la
completitud y la metrizabilidad de C._ (X, (E!, 7)) de forma similar cuando
asumimos que 7 es la topologia inducida por la métrica endografica, la de
Skorokhod o la topologia de la convergencia de nivel. Ademas seria intere-
sante estudiar si se pueden obtener resultados tipo Ascoli para dicho espacio
de funciones si 7 es la topologia inducida por las dos métricas anteriores,
o incluso si 7 = 7, y T # Teo - También, como en el caso escalar, podria
analizarse la posibilidad de aplicar estos teoremas para probar la existencia

y unicidad de problemas de valor inicial con ecuaciones diferenciales difusas.

En la segunda parte de esta memoria, hemos obtenido varios resultados
de aproximacion, tipo Stone-Weierstrass, en un contexto difuso. Concreta-
mente, hemos probado la densidad de ciertos subespacios de C(X,E!) para,
en primer lugar, el caso X compacto de Hausdorff, (E', d..) y la métrica D
([25]), y en segundo lugar, para el caso X localmente compacto de Haus-
dorff, (E!,7;) y la topologia compacto-abierta ([27]). Apoydndonos en estos
resultados, hemos demostrado que las redes neuronales con dos capas ocul-
tas que toman valores difusos son aproximadores universales si consideramos
funciones de activaciéon no polinomiales. También hemos introducido en es-
te contexto difuso el uso de funciones radiales como alternativa a las redes

neuronales.

A partir de estos resultados, seria interesante saber si se pueden extender

dichas propiedades aproximativas en C(X,E!) cuando dotamos a E! de las
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topologias inducidas por otras métricas, como la endografica o la de Skorok-
hod. Por otra parte, estos resultados sobre aproximacion de funciones difusas
podrian ser tiles en varios campos como, por ejemplo, en Teoria de la Deci-
sién o en Control Inteligente. En ambos campos, y en sus vertientes difusas,
la herramienta fundamental son las denominadas funciones de utilidad difu-
sas, las cuales no son siempre faciles de describir o manejar. En consecuencia,
la posibilidad de obtener una aproximacion de las mismas podria facilitar su

aplicacién.
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